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Introduccion

El cubo de Hilbert es un continuo que contiene a todos los tipos de continuos
existentes. En otras palabras, dado un continuo (espacio métrico, compacto y
conexo) existe una inmersion de éste en el cubo de Hilbert. Los mateméticos
se han preguntado desde hace muchos afios jcudles continuos se encuentran
en el extremo opuesto? Es decir cuéles continuos contienen solamente un
nimero finito n de continuos no degenerados y no homeomorfos entre sf.
A estos continuos los llamaremos n-equivalentes. Durante mucho tiempo se
pensé que el intervalo [0,1] era el unico continuo l-equivalente. En 1948,
Moise y Bing construyeron el pseudoarco, un continuo indescomponible (es
decir que no es la unién de dos subcontinuos propios) cuyos subcontinuos
no degenerados son todos ellos pseudoarcos. Sin embargo fue hasta 1960
que G.W. Henderson demostr$ que el iinico continuo descomponible y 1-
equivalente es un arco. Aiin no se sabe si hay m4s o no hay més continuos
l-equivalentes indescomponibles ademds del pseudoarco.

Recientemente (1999) apareci6 un artfculo de W.S. Mahavier en el cual se
estudian los continuos 2-equivalentes. La presente tesis estd basada en este
artfeulo. El problema de clasificar a los continuos n-equivalentes se complica
conforme crece la n.

En el articulo de Mahavier se llega a las siguientes conclusiones:

1) Los unicos continuos localmente conexos que son 2-equivalentes son
un triodo simple y una circunferencia, de hecho estos dos continuos son los
\inicos continuos 2-equivalentes y arco-conexos

2) Si un continuo M no es arco-conexo, es 2-equivalente y uno de sus
tipos de subcontinuos es un arco, entonces M debe ser irreducible.

3) Sea. M un continuo con las mismas propiedades que en 2) y que ademds
es descomponible Entonces M es encadenable. Mds ain, es Ia cerradura de un
rayo topolégico. Notese que en este caso el continuo M es hereditariamente

vi




INTRODUCCION vii

descomponible.

En el articulo de Mahavier se construyen ademds dos ejemplos de conti-
nuos 2-equivalentes. Uno de ellos es la cerradura de un rayo topoldgico cuyo
residuo es homeomorfo al continuo total y el otro es un continuo encadenable
que no contiene arcos y cuyos dos tipos subcontinuos son descomponibles, es
decir que se trata también de un continuo hereditariamente descomponible.

En esta tesis exponemos los resultados 1) y 2) en el capftulo 3, nuestro
capftulo 4 est4 dedicado al resultado 3) y el § a los ejemplos.

Los continuos hereditariamente descomponibles e irreducibles tienen una
estructura que ha sido ampliamente estudiada y que es la herramienta que se
utiliza para demostrar el resultado 3). En el capftulo 2 exponemos los Lemas
A y B que nos describen esta estructura: “Todo continuo hereditariamente
descomponible e irreducible admite una descomposicién monétona y semi-
continua superiormente. El espacio cociente correspondiente es homeomorfo
a un arco”. Por la importancia que tiene este resultado, quisimos demostrar
los dos lemas con todo detalle.

Solamente dejamos sin demostrar un teorema relacionado con estos mis-
mmos continuos hereditariamente descomponibles e irreducibles (Teorema 0.6).
Su demostracion se encuentra en [Mahavier).

En el capftulo 1 exponemos los resultados y conceptos que nos parecen
bésicos para el desarrollo de esta tesis. Algunos de ellos serdn enunciados
sin demostracién ya que ésta se encuentra en todos los casos, en el libro de
Nadler [Nadler].

A continuacién enunciaremos los teoremas que utilizaremos sin demostrar,
en el orden en el cual los utilizamos en esta tesis.

Teorema 0.1 [Nadler, Teorema 5.6, pdg. 74] Si X es un espacio métrico
compacto, entonces 2% es compacto.

Teorema 0.2 (Comportamiento en la frontera) [Nadler, Teorema 4.13, pdg. 59).
Sean X wun continuo, E un subconjunto propio de X y K una compo-
nente de E. Entonces K N Fr(E) # ¢. (Equivalentemente, como K CE,
KN(X\E}Y#0.)

Mss ain, si E es abierto en X, entonces X N (X \ E) # 0. (Es decir,
K\ E #0).
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Teorema 0.3 [Nadler, Proposicidn 3.7, pdg. 39]. Sean (S, 7) un espacio to-
poldgico D una descomposicion semicontinua superiormente de S ym: S —
D la funcién natural. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) D es una descomposicion semicontinuae superiormente;

(2) 7 es une funcidn cerrada;

(3) si siempreque De DB, UeryDCU, existeVeET conDCV tal
quesi Aec Dy ANV #£ 0, entonces ACU.

Teorema 0.4 [Nadler, Teorema de Sorgenfrey, Teorema 11.34, pdg. 216).
Todo continuo no degenerado, unicoherente y que no es un triodo, es
irreducible.

Teorema 0.5 [Nadler, Teorema, 3.10, pdg. 40]. El espacio cociente de cual-
quier descomposicidn semicontinua superiormente de un continuo es un con-
tinuo.

Teorema 0.6 {Mahavier 2, Teoremna 1, pdg. 58). §i M es un continuo mé-
trico compacto, encadenable y hereditariamente descomponible, p' y ¢’ son
puntos de M y € > 0, entonces hay un subcontinuo K de M tal que K es
irreducible de p a g con d (p,p') < € yd(q,¢') < € y K no es irreductble de
p a ningtin punto, exceplo q.

Teorema 0.7 [Bing, Teorema 11, pdg. 660]. Un continuo hereditariamente
descomponible es encadenable si y solo si es atriddico y hereditariamente
unicoherente.

Teorema 0.8 [Nadler, Lema 26, pdg. 20}. Sean {X1, X2, X3, ...} una suce-
sion de espacios métricos. Sea M = lim (X, fi). Para cadan, sea 7, : M —
X, la funcion proyeccion. Sea A un subconjunto compacto de M. Entonces

um {W:‘ (A) ) fi[m‘+1(44)} =A= Lij?r" (A)] nM.

Desde luego el problema de clasificar a los continuos 2-equivalentes no
se agota con el trabajo de Mahavier. Hasta ahora no han aparecido resul-
tados nuevos. Sin embargo podemos mencionar a los solenoides. Continuos
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indescomponibles cuyos subcontinuos son todos arcos. La misma propiedad
tiene el conocido continuo indescomponible de Knaster. Si consideramos la
unién de dos pseudo-arcos e identificamos un punto de uno de ellos con un
punto del otro, obtenemos un continuo descomponible cuyos subcontinuos
son o bien pseudoarcos o bien homeomorfos al total. Este es otro ejemplo.
Asf que en este tema como en el de los continucs l-equivalentes ain queda
mucho por investigar.




Capitulo 1

Preliminares

1.1 Continuos irreducibles alrededor de un
conjunto

La finalidad de esta seccién es demostrar el Teorema 1.12 sin uti-
lizar el Lema de Zorn. 7
Para ello, trabajaremos con hiperespacios y con funciones de Whitney.

Dade un conjunto X, denotaremos por P(X) a la familia de subconjuntos
de X. Si X es un espacio topolégico, entonces un hiperespacio de X es una
familia de P{X) con alguna topologfa.

Estamos particularmente interesados en los hiperespacios de un continuo
(X, d), dados por

2% = {A € P(X) : A es cerrado y no vacio}
y en

C(X):{AE?X:Ae;conexo},

ambos con la topologia inducida por la siguiente métrica.

Denotamos por Ny (e, A) = {z € X : d(z,e) < € para alguna a € A}
y definimos la métrica: Hy : 2X — [0, 00) como:

Hi (A, B)=inf{e >0: AC Ny(e,B) y BC Ny(e, A}}.
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Demostraremos que Hy es una métrica. Es claro que Hy (A, B) > 0 pues es
el infimo de nimeros positivos. Es claro que Hy (A4, B} = Hy(B, A). Para
demostrar la desiguaidad del tridngulo, notamos que

(1) si K, L € 2¥ y z € K , entonces existe y € L tal que d(z,y) <
Hs(K,L).
Tomemos ahora un punto ¢ € A. Entonces, por (1), existe b € B tal que
d(a,b) < Hy(A, B). Ahora, para dicho elemento b € B, aplicando (1) de
nuevo, existe ¢ € C tal que d (b, ¢} < Hy (B, C). De este modo, usando la des-
igualdad del tridngulo para d, tenemos que d(a, ¢} < Hy (4, B) + Ha (B, C).
Por lo tanto, como a € A fue arbitario, hemos probado que

AC Ny (Hd (A, B) + Hy (B,C) -+ 6,0)
para cualquier § > 0. Un argumento similar muestra que

C C Ny(Hs (A B)+ Hy(B,C) + 6, A)
para cada & > 0. Por tanto Hy(4,C) < He(A, B) + Ha(B,C).
Esto muestra la desigualdad del trigngulo. Ademds, si se tiene que Hy (A, B) =
0. Para cada a € A, por (1) existe b € B tal que d(a,b) = 0, lo cual quiere
decir que a = b, esto es, cada elemento de A se puede ver como un elemento
de B, asi A C B. Andlogamente, por (1) tenemos que B C A. Por ello,
si Hq(A,B) = 0, se tiene que A = B. Ademés, si A = B es claro que
H;(A,B)=0

Esto prueba que Hy es una métrica.
A esta métrica se le conoce como métrica de Hausdorff.

Sea {F.}>° una sucesién en 2%, definimos el ifmite inferior de {F,}7, como
liminf F, = {z€ X: para cada abierto U, tal que x € U,UNF, ?é @,
para todos, salvo un mimero finito de nimeros n}.

El lfmite superior de {F,}° como
limsup F, = {z € X : para "cada abierto U,tal que x € U, UNF, #0,
para una infinidad de nimeros n}.

Si F ¢ X. Decimos que lim F, = F si liminf F, = F = limsup F,,. Por
definicién es claro que liminf F, C lim sup F.

Teorema 1.1 Si X es un continuo y {F,}° C 2%. Entonces liminf F, y
lim sup F,, son ambos compactos.
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_ Demostracién. Sean F = liminf F, y z € X tales que z € F (donde
F denota la cerradura del conjunto F) y sea U un abierto tal que z € U.
Como z € F, entonces U N F # B. Sea zp € UNF. Como U es un abierto,
tal que zog € U, U N F, # @ para toda salvo un mimero finito de mimeros n.
Entonces z € F = liminf F,. Asf F es cerrado, adem4s, por ser X compacto,
F' es compacto.

La demostracién de que limsup F, es compacto es andloga. m

Corolario 1.2 §i X es un continuo y {F,}7 C 2% es tal que lim F, = F.
Entonces lim F,, es compacto.

Teorema 1.3 Sea X un continuo y {Fp}> C 2% donde F, es conezo pera
toda n y liminf F,, # @ . Entonces limsup F,, es conexo.

Demostracién. Supongamos que F = limsup F, no es conexo. En-
tonces existen cerrados, ajenos y no vacfos Gy H C X talesque F = GUH.
Como X es normal, existen subconjuntos abiertos y ajenos U y V, tales que
GcUyHc V. Comoliminf F, # 0, existe a € liminf F,, € limsup F,,,
entonces a € U 0 a € V. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
a € U. Entonces existe jo tal que U N F; # 0, para toda j 2 jo. Ademds
H # @, entonces existe un conjunto infinito J € N\ {1,2,3, ... ,jo— 1},
tal que UNF; # 0 # V N F;, para toda j € J. Dada j € J, como F;
es conexo para toda j, entonces Fj N[X \ (U U V)] # 0, pues en otro caso
F; serfa disconexo. Paracada j € J,seaz; € F;N[X\(UU V)] y como
X \ (UUV) es compacto, para la sucesién {z;},., existe una subsucesién
convergente {z;, }1..,. Es claro que z = kll.rgJ z;, debe ser un elemento de F,

pero z;, € X \(UUV) paratoda k, asi z ¢ (UUV) 2 (GUH) =F. De
esta contradiccién, tenemos que F es conexo. &

Teorema 1.4 El hiperespacio C(X) es cerrado en 2%.

Demostracién. Sea {F,} C C(X) tal que lim F, = F, entonces por
el Teorema 0.1, F € 2%. Asf por el Teorema 1.3, F es conexo. Es decir F €
C(X). Asf C(X) es cerrado. =

De este teorema y del Teorema 0.1 se sigue inmediatamente el siguiente
corolario:

Corolario 1.5 C(X) es compacto.
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Para trabajar con hiperespacios usaremas el siguiente resultado:

Teorema 1.6 Sean X un espacio métrico compacto y {Ai}ien una sucesién
de elementos en 2%, entonces lim A; = A (respecto a la métrice de Hausdorff)
si y solo silimsup 4; = A = liminf A;.

Demostracién. =} Sean z € Ay U abierto tales que z € U/, entonces
existe ¢ > 0 tal que B,(z) C U, asf que existe Np € N tal que para toda i >
No, existe z; € A; tal que d(z,z;) < H(A, A;) < €, entonces ; € B.(x)C U,
de aquf que A; NU # @ para toda i 2 Ny

Por lo tanto = € liminf A,.

Ahora veamos que limsup A; C A. Supongamos que existe Z € limsup A;
tal que z ¢ A. Como A es cerrado, entonces existe € > 0 tal que B.(z) N
A =@y como 7 € limsup A;, entonces B,(z) N A # @ para una infinidad
de ntmeros i. Sea No € N tal que si i > No, H{A; A) < §, entonces
A;C N(§,A) y AC N(5, A)) para toda i > Ny, asf que podemos encontrar
un n > Ny tal que Bg(z) N A # 2.

Sea z € Bg(z) N An, entonces dlz,2)<§yz€ A, C N{%, A). Entonces
existe a € A tal que d(a,z) < §.

Pero d(z,a) < d(z,z) +d(z,0) < §+ 5 = €, por lo que a € Be(z) ¥
B.(z) N A # @, lo cual es una contradiccién.

4| Sea € > 0. Veamos primero que A C N(g, A;) a partir de alguna 1.

Para toda a € A, existe N, € N tal que B.(a)N A, # & para toda n > N,.
Por otra parte A C UB; {a), como A es compacto, existen a, g, ' ,0m €

cEA

A tales que A C UBir (ax). Sea N1 = max{N,, :k=1,2,--- ,m}. En-
k=1
tonces tenemos que para cada k € {1,2,---,m} y cada i 2 N, existen
af € By (a?) N A;, de aquf que a; € By (af) CN (%,A.-) para toda i > Ni.
Ahora, si a € A, a € Bg(ax) para alguna k € {1,2,--- ,m}, entonces
d(a,af) < d(a,a) + d(ax,a¥) < & Asf que a € B (af}) € N{e A,
entonces A C N (g, A;) para toda i > Ny.
Demostraremos que existe N; tal que A; C N(A,¢) para toda i > Ns.
Supongamos que no es asf, entonces, para toda n € N existe i, > n tal
que Ai, € N(A4,¢), lo cual indica que existe z, € A;, tal que z, ¢ N(4,e)-
Como X es compacto, la sucesion {7,}52, tiene una subsucesién convergente
{2},  Supongamos que limz,, = z. Para toda vecindad abierta U de z,
z,, € U a partir de algin ky e Nyz, € A, ,conloquez € lim sup 4;,
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pero limsup A; = A, entonces © € A. Ahora z,,, € Be{z) para k> ko y
B.(z) C N (e, A). Asitenemos z,, € N(e, A) para k > k,, esto contradice el
hecho de que z, ¢ N(e, 4).

Por lo que existe Ny € N tal que A; C N{e, A) para toda i > Na.

Sea Ny = max{N;, N;}. Concluimos que H{A, A;) < ¢ parai 2 Ny. m

Un espacio topoldgico X es separable si existe G C X tal que G es denso
en X y G es numerable.

Lema 1.7 Todo espacio méirico y compacto es separable.

Demostracién. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, como para
cada n € N, {IB_L (x):z€ X} os una cubierta de X, existe un conjunto

finito E, de elementos de X, tal que U B, (z) = X. Entonces el conjunto

z€Fn
oo

E= UE es numerable. Para ver que es denso, sean U/ un abierto no vacfo

deXy'u € U. Entonces existe n € N tal que By (u) € U. Por otra parte u €
B, (z) €BL(u) S U para alguna z € Ey,. Por lo tanto z € By (wycu.
Con lo cual fenemos que E es densoen X. &

Lema 1.8 Todo espacio métrico (X, p) es homeomorfo a un espacio métrico
(X,d) cond(z,y) <1 para todo (z,y) € X x X.

Demostracién. Definimos d(z,y) = min {p(z,y),1}. Dejamos al lec-
tor, verificar que d es una métrica acotada por 1.

Observemos que: si 0 < € < 1 entonces, para toda z € X, Bf(z) =

BZ (z).

De aquf se sigue que los abiertos de X con respecto a p son los mismos
que los abiertos de X con respectoad. =

Una funcién de Whitney para 2% es una funcién continua 4 : 2X — R tal
que:
(i) para cualesquiera 4, B € 2* talesque AC By A # B, w(A) < p(B);
(i) 1 ({z}) = 0 para toda z € X.

Teorema 1.9 Si {X,p) es un espacio métrico compacto entonces hay una
funcion de Whitney para 2X.
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Demostracién. Debido a que X es un espacio métrico compacto, en-
tonces por el Lema 1.7, X es separable. Sea D = {zx: k=1,2,...} un sub-
conjunto denso de X. Por el Lema 1.8, podemos suponer que plz,y) €1
para cada z,y € X. Para cada k, sea fi : X — [0, 1] definida como:

fi (2) = p(zx, x) para cada z € X.

Sea 1, : 2% — [0, 1] definida por:

iy (A) = diam (fi (A)), el digmetro de fi (A), para cada A € 2x,
Asf definimos g : 2% — [0, 1] por:

u(A)=3, i, para cada A € 2%.

Notemos que fk es continua para cada k. Veamos ahora que la funcitn
didmetro también es continua. Para esto sea {A.,}:°=l ¢ 2% tal que lim A, =
A, para alguna A € 2¥. Sie > 0, existe NV € N tal que Hi(Aq, A) < § para
n > N, entonces por definicién A C Ny (5,4n) y A C© Na (5,A), paran >
N. Recordemos que Ny (ﬁ-,A) = {:r: € X :d(z,0) < § paraalguna e € A}.
Sea n > N. Dadas z,y € A, existen a,b € A tales que d(z,a), d{y,b) < 5.
Entonces d (z,y) < d(z,a)+d(a,b)+d(y,b). Ademésd(a,b) < diam (A}, asf
que d(z,y) < d{z,a) + d(a,b) + d(y,b) < diam (A} + 5. Como esto ocurre
para cualesquiera z,y € A,, se sigue que diam (A,) < diam (A) + £, e
decir diam (A,) — diam (4) < %, de igual forma para cualesquiera =,y € A,
se tiene que d(z,y) < diam(A,) + §, asf diam (A) < diam (An) + £, &
decir diam (A) — diam (An) < §, asf |diam(A) — diam{An)| < €. Entonces
diam(A,) — diam(A). Por lo tanto la funcién didmetro es una funcién
continua y p, es una funcién continua para cada k. Por otra parte como,
&é‘él < 3¢ para toda k y para toda A € 2%, entonces zten Eﬁz&ﬂ converge
uniformemente. De aquf se sigue que p es una funcién continua (El lector
puede verificar fécilmente que si una sucesién de funciones continuas con
valores reales y definidas en un espacio métrico converge uniformemente, la
funcién limite es continua, ver [Bartle, Teorema 24.2, pag. 193]). Abhora,
como el didmetro de un punto es cero, entonces u, ({z}) = 0 para toda
z € X,y para toda n, entonces p ({z}) =0 paratodaz € X. Sean A, B € 2X
tales que A G B, entonces fa(A) C fa(B) y por lo tanto p,(A4) < i(B)
para toda n € N. Entonces u(A) =3_ ﬁgl..’—‘l < Z“enﬂﬂé,ﬂ = p(B). Como
A+#B,existezs € B\A Sear=d(z, A}y 2 € B,/4(x), Tx € D. Veremos
que fi(A) # fi (B). N6tese que d(xx,z) < r/4. Por otra parte d(zy,a) > /2
para toda a € A. Se sigue de aquf que: fi(z) < § < § < fila) para toda
a € A, y por lo tanto fi(A) & fi (B). Asf que diam (£« (B)] > diam {fi (A)],
de donde g, (A) < g (B). Luego como p; (A) < p;(B) para toda j € N.
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{A A8
Tenemos que P‘(A) = z,en f_‘%_) < E;‘en EJZLJ'_) = ”(B)-

Con ello tenemos una funcién de Whitney para 2%. =

Sea C una familia de subconjuntos de X. Un elemento minimal de C es un
E € C tal que no hay elementos de C contenidos propiamente en E. Un
elemento mazimal de € es un F € C tal que no hay elementos de C que
contengan propiamente a F.

Usando la compacidad del hiperespacio y la existencia de una funcién de
Whitney demostraremos el siguiente resultado.

Lema 1.10 (del Mazimo-Minimo). Sea X un espacio métrico. SiC es un
subconjunto cerrado y no vacfo de 2%, entonces hay un elemento mazimal
de C y hay un elemento minimal de C.

Demostracién. Por el Teorema 1.9 existe una funcién de Whitney
422X — [0,1]. Como C es cerrado y por el Teorema 0.1, 2% es compacto,
entonces C es compacto. Por la continuidad de p, # (C} alcanza su minimo.
Sea m = min (1 (C)). Entonces existe H € C tal que u (H) = m. Si existiera
E € C tal que E est4 contenido propiamente en H, entonces p(E) < p(H} =
m. De esta contradiccién se sigue que H es un elemento minimal de C.

Andlogamente se muestra que existe un elemento maximal. =

Lema 1.11 Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X. §5iC =
{FeC(X)| AC F}, entonces C es cerrado.

Demostracién. Sea {F,}°°, C C una sucesién convergente a un F° €
C(X). Sean z € A y V un conjunto abierto tales que z € V. Como A CF,
para toda n, entonces VN F, # 0 para toda n. Por lo tanto A C lim inf F, =
F.on

Un continuo X es irreducible con respecto a un subconjunto A si no hay
subcontinuos propios de X que contienen a A.

Teorema 1.12 Sean X un continuo y A € 2X. Entonces eziste un continuo
irreducible con respecto a A.

Demostracién. Por el Lema 1.11, C = {F € C(X) : A C F} es cerrado
en 2%. Por el Lema 1.10, existe un elemento minimal de C. Es decir, existe
H € C tal que no hay elementos de C que estén contenidos propiamente en
H. El conjunto H es un continuo irreducible con respecto a A =
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1.2 Composantes

Recordemos que un continuo X es irreducible con respecto a un subconjunto
A, si no hay subcontinuos propios de X que contengan a A.

Un continuo es irreducible si es irreducible respecto a un subconjunto que
contiene exactamente dos puntos.

En este caso diremos también que X es irreducible entre r y 5. SiRy S
son subconjuntos de X, diremos que un subcontinuo Y de X es irreducible
de Ra Ssiexistenr € Ry s € § tales que Y es irreducible entre r y s
(observemos que, implicitamente estamos pidiendo que r, s € Y).

Diremos que p es un punto de irreducibilidad de X, si X es irreducible entre
p y algiin otro punto g de X.

Definicién. Sean X un continuo no degenerado y p € X. La composante
de p en X, denotada por K(p), se define por:
K(p) = {z € X : existe un subcontinuo propio A de X tal que p,z € A}

Notamos que para un continuo no degenerado X y un punto p € X, la
composante de p en X es un subconjunto conexo de X, pues es la unién de
subconjuntos conexas, los cuales contienen a p. ,

Ademés K(p) = {z € X : X no es irreducible entre p y z}.

Con ello tenemos que X \ K(p) = {z € X : X es irreducible entre p y z}.

Teorema 1.13 Si X es un continuo no degenerado y p € X, entonces p es
un punto de irreducibilidad de X si y sdlo si K(p) # X.

Demostracién. Notemos que p es un punto de irreducibilidad de X siy
s6lo si X es irrreducible entre p y ¢, para algin ¢ € X. Esta tltima condicién
equivale a decir que no existe subcontinuo propio de X que contenga a {p, g}
o, en otras palabras, g ¢ K(p) y con ello tenemos que X # K(p). m

Corolario 1.14 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) un continue no degenerado X es irreducible,

i) alguna composante de X es un subconjunto propio de X,
ii1) existe un punto p de irreducibilidad de X,

i) X # K(p), para algin punio p de X.

Para los siguientes resultados usaremos el “teorema de comportamiento
en la frontera” (Teorema 0.2).
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Sean S un espacio topoldgico y H un subconjunto conexo de S.

Recordamos que la componente de S que contiene a H es el subconjunto
conexo maximal que contiene a H. Notamos que cualquier componente de S
es un subconjunto cerrado de S (pues la cerradura de un conexo es conexa).

Y también recordamos que la Frontera de H (denotada por Fr, (H) o
solo Fr { HY) esté definida como Fr(H)=HNS\ H.

Teorema 1.15 [Nadler, Teorema 6.3, pdg. 88]. Sean (S, 1) un espacio to-
polégico conezo y C un subconjunto conexo de S tales que S\C = AU B,
con A, B subconjuntos separados en S. Entonces AUC y BUC son conezos.
Ademds, si S y C son continuos, AUC y BUC son continuos.

Demostracién. Supongamos que AUC = KUL, con K y L subconjuntos

separados y no vacfos, es decir, KN L = § = TN K. Entonces, como
C es conexo, C € K 6 C C L. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que C C K. Entonces, L C A, por ello INnB=0yBnL =20 As
LN{BUK) = LN (BUR) = (LNB)u(LnK)=0yLn(BUK) =
(E-OB) U (LN K) =0 es decir, L y (B U K) estdn separados, mientras que
S = LU (BU K). Contradiciendo la conexidad de S. De esta contradiccién
se sigue que AUC es conexo. De forma ansloga tenemos que BUC es conexo.
Ahora si § y C son continuos, tenemos que AUC y B UC son cerrados,
pussiz € AUC,z€ S =(AUC)UB, pero B C X\CyAnB=2%
asf z € AUC con lo cual se tiene que AUC € AU C por lo tanto AUC
es cerrado. De manera semejante B U C es cerrado. Pero ademds AUC y
B U C son conexos, por lo tanto son continuos. W
Recordamos que un espacio topolégico X es normal, si dados cerrados y
ajenos F,G C X, existen abiertos ajenos U y V, talessque FC Uy G C
V. El espacio X es completamente normal si dados subconjuntos separados
F,G C X, entonces existe un abierto U en X, talque FCU yUNG =0.
Un espacio topolégico X es hereditariamente normal si cada subespacio de
X es normal.
Dados F y G cerrados ajenos y no vacfos en un espacio métrico X, definimos
w: X — Rcomo ()= d—(:—é—(;'—i():—m. El lector puede comprobar facilmente
que ¢ es continua y que estd bien definida, pues F y G son cerrados y
ajencs. Ademss ¢ (F) = {0} y ¢(G) = {1}, asf que U = 971 ([0,3)) ¥
Vo=t ((%, 1]) son abiertos ajenos, tales que F' € Uy G CV. Asf que
cada espacio métrico es normal.




CAPITULO 1. PRELIMINARES 10

Como cada subespacio de un espacio métrico es métrico, entonces un espacio
métrico es hereditariamente normal.

Teorema 1.16 Todo espacio hereditariamente normal es completamente
normal. Es decir, si X es un espacio hereditariamente normal y FGC X
son subconjuntos separados. Entonces existe un abierto U en X, tal que
FCUyUNnG=0.

Demostracién. Sea E = X\FNG, entonces F\G y G\ F son cerrados
ajencs en E. Como el espacio X es hereditariamente normal, entonces hay
un abierto U en E (yen X) talque F\GCU yUNEN (G\F) =0.
Ahora FNG =9, FCF\GCU. Como GNF =0, tenemos U NG C
UNG\FCUNENG\F=0. =

Teorema 1.17 8i X es un continuo no degenerado y p € X, entonces
X\ K(p) es conexo.

Demostracién. Si K(p) = X, entonces X \ K(p) = 0 y con ello es
conexo. Si no, por el Corolario 1.14, p es un punto de irreducibilidad y X es
irreducible entre p y algtin otro punto g de X. Supongamos que X \ K(p)
no es conexo. Entonces X \ K(p) = M U N, donde los conjuntos M y N
estdn mutuamente separados y son no vacfos. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que ¢ € M. Como X es un espacio métrico, entonces X es
hereditariamente normal, entonces por el Teorema 1.16, existe un abierto U
de Xtalque M CU yUNN =0, a2t T\U)N(MUN) =0 SeaQla
componente de U que contiene a g, notamos que U #XyaqueUNN=0.
Entonces por €l Teorema 0.2, tenemos que O\U #0. Sear € Q\U. Entonces
comoQ C U, r € U\U. Como X\ K(p) = MUN y (T\U)N(MUN) =8,
r € K(p). Por lo tanto existe un subcontinuo propio A de X,talquep, r € A.
Como r € @ que es un continuo, AUQ es un continuo; por lo tanto p y ¢ son
elementos de AUTQ, y como X es irreducible entre p y ¢, AUQ = X. Ahora,
ONN=0yaqueUNN=0yQCcT. Como AUQ = X, entonces N C A.
Notamos que A C K(p), entonces N = §, lo cual es una contradiccién, por
lo tanto X \ K(p) es conexo. &

Teorema 1.18 Sea X un continuo irreducible entre a y b y sea C un sub-
continuo tal que a € C entonces X \ C es conezo.
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Demostracién. Supongamos que X \ C no es conexo; entonces existen
dos abiertos Py , tales que X\C=PUQ, PNQ =0y P#0# Q. Asf,
por €l Teorema 1.15, PUC y @ U C son subcontinuos propios de X. Pero
be Pobe Q, en ambos casos se contradice la irreducibilidad de X. Asf
tenemos que X \ C es conexo. W

Teorema 1.19 [Kuratowski 2, Teorema 4, pdg. 199). Sea X un continuo
irreducible entre a y b, y sean A y B dos subcontinuos que contienen aa y a
b, respectivamente, entonces el conjunto X \ (AU B} es conezo.

Demostracién. Supongamos que AN B = @, pues de lo contrario
X = AUB. Sea C = X \ A, que por el teorema anterior debe ser conexo.
Si suponemos que X \ (AU B) no es conexo, entonces C\ B = U UV,
con UNV =@ y U y V abiertos y no vacfos. {Mostraremos que V = 0
6 U = @). Por el Teorema 1.15 BUU y BU YV son conexos. Como X =
AUBUX\(AUB)y ANB =@, sesigieque ANX\(AUB) # 0, es
decir ANT UV # 0. Entonces ANT # 06 ANV # . Supongamos que
ANU # ¢ Entonces A UT U B es conexo y contiene a a y a b, por ello
AUTUB =X,y X\(AUB) cT. Como V Cc C\ B = X\(AUB),
entonces V C U. Pero U NV =9, por lo tanto V = @. De aquf se sigue que
X\(AUB) es conexo. m

Teorema 1.20 Sean X un continuo no degenerado y p € X. Entonces la
composante K(p) de p en X es un conjunto denso en X.

Demostracién. Sea U/ un abierto no vacfo en X, Veremos que U N
K(p) # ®. Por regularidad, existe un abierto no vacfo V en X tal gque
V CU. SipeV, entonces p € U N K(p). Ahora, supongamos que p ¢
V. Denotamos E = X\ V. Sea C la componente de E que contiene & p.
Como, por el Tecrema 0.2, CNV # @y C es un subcontinuo propio de X
que contiene a p, C € K(p). Entonces K{(p) NV # 0.

Como V C U, se concluye que K(p)NU #9. m
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1.3 Triodos, unicoherencia e irreducibilidad.

Un triodo es un continuo X que contiene un subcontinuo H tal que X \ H
es la unién de tres conjuntos no vacfos y mutuamente separados en X.

Un triodo simple es la unién de tres arcos que tienen un punto final en comin
P ¥ son mutuamente ajenos excepto en p.

Un continuo M es unicoherente si H N K es conexo, para cualesquiera sub-
continuos H y K de M tales que HUK = M.

Un continuo M es descomponible si existen dos subcontinuos propios H y K
de M tales que HU K = M.

M es indescomponible si no existen tales subcontinuos.

Teorema 1.21 Sea X un continuo hereditariamente irreducible. Supdngase
que X = PUQ, donde P y Q son subcontinuos de X y que PNQ = Uuv,
con U y V subconjuntos mutusmente separados y no vacfos. Entonces Py
Q contienen continuos indescomponibles cuya interseccidn es lo union de dos
subconjuntos mutuamente separados contenidos en U y V, respectivamente.

Demostracién. Los continuos P y Q contienen continuos P’ y ¢, res-
pectivamente, tales que P’ es irreducible de U a V' y @' es irreducible de
PN aPNV. Entonces P NQ' es la unién de dos conjuntos mutuamente
separados U’ y V' contenidos en U y V/, respectivamente, y ' y Q' son cada
uno irreducibles de U a V’. Supongamos ahora que P’ es la unién de dos
subcontinuos propios W y Z . Uno de ellos, digamos W, no contiene puntos
de V' y el otro no contiene puntos de U’. Por lo tanto W N Z no contiene
puntos de @’. De aquf que WNQ', ZN Q" y W N Z son conjuntos cerrados
ajenos dos a dos, y ninguno de los continuos W, Z y Q' es un subconjunto
de la unién de los otros dos. Entonces el continuo P U Q' no es irreducible,
pues dados z,y € P'UQ = WU Z UQ', si ambos puntos z,y estdn en un
subcontinuo P’ 0 @', P’ U Q' no es irreducible entre z y y. Asf uno de ellos
digamos 7 estd en P’ y el otro en @', entonces z € Woz € Z,sizeW
entonces W U @' es un subcontinuo propio de P'U Q' que contienea xz y a y,
siz € Z, entonces Z U Q' es un subcontinuo propio de P/ U Q' que contiene
azya y Porello PUQ no puede ser irreducible. Contradiciendo la
hipdatesis.

Por lo tanto P’ y ' son indescomponibles. m

Asf, si un continuo es hereditariamente irreducible y no es unicoherente,
entonces no es hereditariamente descomponible.
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Para el 1ltimo resultado importante de esta seccién usaremos los sigu-
ientes teoremas:

Teorema 1,22 [Miller, Teorema 1.2. pég. 180]. Un continuo M es atriddi-
co y hereditariamente unicoherente si y sdlo si M es hereditariamente ir-
reducible y si a, b son dos puntos de M entonces hay un tunico continuo
irreducible que los contiene.

Demostracién. = | Se sigue del Teorema 0.4 (Teorema de Sorgenfrey),
que M es hereditariamente irreducible. Sean a, b € M y supongamos que H
y K son subcontinuos irreducibles entre a y b. Como M es hereditariamente
unicoherente. FEntonces H N K es conexo. La irreducibilidad de H y K
implica que HNK = H = K.

<} Es claro que un triodo no es irreducible, pues si T es un triodo,
entonces existe un subcontinuo P de T tal que T\P = QU{RU S)con @, R, S
no vacios y mutuamente separados. Ademds por el Teorema 1.156 PUQ y
P U (R U S) son subcontinuos, pero también PUS y PU(QUR), PURYy
PU(Q U 8) son subcontinuos y cada uno de ellos es propio. Ahora veamos que
T no es irreducible observando que ningin = € T es punto de irreducibilidad.
SecazeT=PUQURUS. Siz € P, entonces PUQ C K (z) (K(z) la
composante de z), PU(RUS) C K (z), ast T = (PUQ)U(PU(RUS)) C
K (z) y por el Teorema 1.13 z no es un punto de irreducibilidad. Ahora
siz € Q, como PUQ, PU(QUR)y PU(QUS) estédn contenidos en la
composante de z, entonces T = (PUQ)U(PU(QUR))U(PU(QUS)) C
K (z) y también por el Teorema 1.13 z no es un punto de irreducibilidad.
Anslogamente, si z € Rosiz € S, se tiene que no es punto de irreducibilidad.
Asi T no tiene puntos de irreducibilidad.

Asi M no contiene triodos. Supongamos que M contiene un continuo H
que no es unicoherente. Entonces H = AU B, donde A y B son subcontin-
uos de H cuya interseccién no es conexa. Sean a y b puntos en diferentes
componentes de AN B. Entonces existen continuos A4; C Ay B, C B tales
que A; ¥ By son irreducibles entre a y b. Notemos que A, # B; ya que por
ser conexo, A; debe contener puntos de A que no estdn en B {y viceversa).
|

Corolario 1.23 [Miller, Corolario, pig. 180]. Sea X un continuo here-
ditarigmente descomponible, entonces X es hereditariamente irreducible si y
sélo si es atriddico y hereditariamente unicoherente.
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Demostracién. = | Sea X un continuo hereditariamente descomponible
y hereditariamente irreducible, por el Teorema 1.21 tenemos que X es here-
ditariamente unicoherente. Por el Teorema 1.22 s6lo bastard demostrar que
dados dos puntos p y ¢ de X, hay un tnico subcontinuo irreducible que
los contiene. Supongamos que existen dos subcontinuos distintos P y @ de
X que son irreducibles de p a ¢. Ahora bien, como X es hereditariamente
unicoherente, P N Q es conexo. Luego PN Q es un subcontinuo de X tal
quep, g€ PNQ. Como PNQ C Py P es irreducible de p a g, resulta que
PN Q = P. De manera similar, obtenemos que PN Q = Q. Luego P =Q,
lo cual es una contradiccién.

<= | Se sigue del Teorema 1.22. w




Capitulo 2

DESCOMPOSICION DE
CONTINUOS

Definicién: Sean (S, 7) un espacio topolégico y ID una coleccién de subcon-

juntos no vacfos de S, mutuamente ajenos y tales que U D=5 (Des
Dep

llamada una particion de S). Sea T (D) = {U ci: UU € ‘r}.

Notamos que T (D) es una topologfa para I. Més ain, si 7 : § — D denota
la funcién natural definida en cada z € S por:
7 (z) = el dnico D € D tal que z € D, entonces

por definicién de T (D), esta topologfa de D hace que 7 sea continua.

El espacio (D, T (D)) es llamado un especio de descomposicién de S, o més

simplemente una descomposicidn de S.

Definicién. Sea (S,7) un espacio topolégico. Una particién D de S es

llamada semicontinua superiormentesisiempreque D e DU ery D CU,

existe Ve€TconDCVitalquesiAe Dy ANV #0, entonces AC V.
Ademds, el abierto V se puede ver como U{D :DeD DNV #0}.

Usaremos los siguientes resultados sobre las descomposiciones.

Teorema 2.1 [Nadler, Proposicion 3.9, pig. 40}. Cualquier descomposicidn
semicontinua superiormente de un espacio métrico compacto es Housdorff.

Demostracién. Sean {S,7) un espacio métrico compacto, I una des-
composicién semicontinua superiormente de Sy 7 : S — D la funcién na-

15
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tural. Para probar que (D,7 (D)) es Hausdorff, sean Dy, D; € B, tales
que Dy # D;. Como D, y D, son subconjuntos cerrados disjuntos de S
y S es normal, existen Uy,U; € 7, ajencs, tales que D; C U; para cada
i =1,2. Como D es semicontinua superiormente, existen V1,12 € 1 tales
que D; € V; ¢ U;. Como 7~ (mw(V;)} = V;, w(V}) es abierto en D y ademais
7 (Vi) N = (V2) = @, por lo tanto (D, T (D)) es Hausdorff. =

Teorema 2.2 Sean (S,7) un continuo y D una descomposicidn de S toles
que cada D € D es un cermdo de S. Entonces D es semicontinua supe-
riormente si y s6lo si dadas dos sucesiones de punios {an}ir, ¥ {bn}ie,
contenidas en S tales que:

MNa,—eayb,—babeSy

(2) para cada n € N, existe un elemento G, de D que contiene fanto a
a, como a b,.

Entonces a y b pertenecen al mismo elemento de .

Demostracién. Sea = : S — D la funcién natural.
= | Tomemos dos sucesiones de puntos {an }ro; ¥ {ba};-, que satisfacen (1) y
(2). Sean 7 (a) = G4 y 7 (b) = Gs. Usando la continuidad de , 7‘1_1_1‘20 G, =G,

y litn G, = G,. Por el Teorema 2.1, como I es semicontinua superiormente,
el espacio (D, T (D)) es Hausdorff asf tenemos que G, = Gj.

<=| Supongamos que D no es una descomposicién semicontinua superior-
mente. Entonces usando (3} del Teorema 0.3, existen G € D y V abierto en
S tales que G C V vy, para cada abierto U que satisface G C U C V, existe
Gy € D con las siguientes propiedades:

)GunNU #0y

i) GuN(S\ V) #0.
Nétese que G no es abierto en S (si lo fuera, G = U no satisface (i1} ).

Sea U, = N; (£,G).
Existe N € N, tal que paran > N, U, C V, y es claro que G C U,. Asf
que para cada U,, n > N existe G, € D con las propiedades i) y iz). Como
G.N{S\V)#0,G, #G.
Por la condicién i), G, NU, # 0.

Seaa,€G,NU,yb, €G,N(S\ V).
Sin pérdida de generalidad, supondremos que {a.},_, ¥ {ba},_; convergen
a ay b, respectivamente. Es claroque ¢ € G,y yaque b€ S\ V ¢ S\ G,
b ¢ G. Contradiciendo que a y b pertenecen al mismo elemento de . Por lo
tanto D es semicontinua superiormente. m
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Teorema 2.3 [Moore, Teorema 40, (1, Capttulo V)]. Sea G una coleccion
de continuos ajenos dos a dos cuya union es un continuo M. Supongamos
que cada dos elementos de G se puede separar en M por algin otro elemento
de G. Entonces G es une coleccidén semicontinua superiormente.

Demostracién. Supongamos que (G no es semicontinua superiormente.
Entonces por el Teorema 2.2, existen dos sucesiones de puntos {a,}os, ¥
{bs}or, contenidas en M tales que:

(e, —ayb,—b abe M,

(2) para cada n € N, existe un elemento G, de G que contiene tanto a
@y, como a by,;

(3) @ y b no pertenecen al mismo elemento de G.

Sean G, y Gy los elementos de G que contienen a y b, respectivamente. Como
G. # Gy, por hip6tesis existe un elemento G de la coleccion G tal que M\ G
es la unidn de dos conjuntos mutuamente separados M, y M, que contienen
8 G, y a Gy, respectivamente. Cada continuo de la sucesién Gy, Ga, -+ €s
un subconjunto de M, o de M,. Por lo tanto existe una sucesién infinita de
ndmeros distintos ny,ng,ng, - - - tal que o todos los continuos G, ,Gng,Gagy -
son subconjuntos de M, o todos ellos son subconjuntos de M,. En el primer
caso, puesto que el punto b es el punto limite de la sucesién de puntos by, by,
bng, -+ los cuales estdn en M, se tiene que b € M, perobe Gy € My y
M, N M, = 0. El segundo caso es anslogo. En ambos casos se obtiene una
contradiccién. Por lo tanto G es una coleccién semicontinua superiormente.
[

Los lemas que se demuestran a continuacién tienen como finalidad de-
scribir la estructura de los continuos hereditariamente descomponibles que
son irreducibles.

Lema A. Sea M un continuo irreducible y hereditariamente descomponible.
Entonces M contiene dos y tinicamente dos subcontinuos ajenos H y K con
las siguientes propiedades:

1.- M es irreducible entre dos puntos si, y solo si, uno de ellos pertenece
a H yelotroa K.

2.- M\ H y M\ (HUK) son conezos.

2.- Si un subcontinuo N de M intersecta ¢ H y a M \ H, entonces
HCN.

4.- St N es un subcontinuo propio de M y N intersecta lento a H come
a M\ H, entonces cada subcontinuo L de M que intersecta a N y a K
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contiene ¢ M \ NV, ademds M \ N es un continuo irreducible de NakK.

Demostracién. Supongamos que M es irreducible de a a b. Sean H =
{z€M:Mesirreducible debaz}y K ={z € M : M esirreducible de a a
z}. Bsclaroque H = M\K (b) y K = M\K (a) (K (z) denota la composante
de z en X). Asf por el Teorema 1.17, H y K son conexos. Veamos que H
y K son ce-rrados. Supongamos que hay un punto z € M \ H, el cual es
un punto lfmite de H. Sea L un subcontinuo propio de M que contiene a
by a z. Por ser un subcontinuo propio tenemos que H N L=0 SeaN
un subcontinuo de M irreducible entre a y =. Entonces N UL = M y como
HNL = @ entonces H C N y por lo tanto H C N. Como N es descomponible
N = N_UN,, donde z € N, y a € N,. Afirmamos que N, contiene un punto
z € H, ya que M \ N, es un abierto que contiene a z € ‘H y por lo tanto
(M\NJNH #0. Si z€ (M\ N;)NH, entonces z € N;NH. Pero entonces
LU N, serfa un subcontinuo propio de M que contieneabya z € H, lo cual
es una contradiccién. Esto muestra que H contiene todos sus puntos limite.
Por lo tanto tenemos que H es cerrado. De manera andloga se tiene que K
es cerrado. Nétese quea € Hy b € K. Siz € H, M es irreducible entre
by z, pero M no es irreducible entre ¢ y z, ya que {a,z} € H que es un
subcontinuo propio, entonces z ¢ K, ast H y K son ajenos.

1) = | Supongamos que M es irreducible entre p y ¢ y supongamos primero
que p € H y que ¢ ¢ K. Entonces ¢ € K(a}, es decir existe Q € C(M) tal
que Q# M ya,g€ Q. Entonces b ¢ Q. Como a € HNQ, HUQ e C(M),
y b ¢ HUQ, por lo tanto H U Q es un subcontinuo propio que contiene a
py a ¢. Contradiciendo que M sea irreducible entre p y q. Esto demuestra
que si p € H, entonces ¢ € K. Andlogamente, si p € K, entonces ¢ € H.
Supongamos ahora que p ¢ HUK. Entoncesqg¢ HUK. Sea A€ C(M) tal
que A# M ya,p€ A Entonces b ¢ A. Sea C un subcontinuo propio de M
tal que a y ¢ € C. Entonces b ¢ C y por lo tanto AUC es un subcontinuo
propio de M que contiene a p y a g. Entonces M no es irreducible entre p y
g. Por lo tanto si M es irreducible entre dos puntos, uno de ellos estd en H
y el otro en K.

<) Sean p € H y ¢ € K. Entonces b ¢ K(p) y a ¢ K{q). Por el Teorema
1.13, p y g son puntos de irreducibilidad.

Ahora, sea J un subcontinuo que contiene a p y a q. Supongamos que
existe z € M\ J. Como H y K son ajenos, entonces z ¢ H o z ¢ K, si
z ¢ K, entonces = ¢ JU K, pero, JU K contiene a p y a b, contradiciendo
que M es irreducible entre p y b, ahora si z ¢ H, entonces z ¢ J U K, pero,
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J U K contiene a q y a a, contradiciendo que M es irreducible entre ¢ y a.
Por lo tanto, no existen puntos en M \ J, entonces J = M y M es irreducible
entre p y q.

2) Sean @ € H y b € K. Por ser composantes, K(a) y K(b) son conexos.
Como M\ H = K(b) y M\ K = K(a). Entonces M\ H y M\ K son conexos
y, por el Teorema 1.19, M \ (H U K) es conexo.

3) Sea N un subcontinuo de M el cual intersecta tanto a H como a M \ H.
Seanhe NNH yge Nn{M\H). Entonces existe B € C(M), tal que
B# My B contienea gy ab Esclaro que BN H =@. Como By N son
continuos y BN N #£ @, BU N es un subcontinuo que contiene a by a h, es
decir BUN = M. Pero BN H =0, por lo tanto H es un subconjunto de N.

4) Sea N un subcontinuo propio de M el cual intersecta tanto a M\ H como a
H. Supongamos que L es un subcontinuo de M, el cual intersectaa Ny a K.
Entonces NUL es un subcontinuo de M que intersecta a H y a K, por lo tanto
NUL =M y L contiene a M\ N. Ast que M\ N C L = L. Mostraremos
que M\ N es conexo. Por 3} H C N y, por el Teorema 1.18, M\ N es
conexo. Asf M\ N es un continuo. Para la iltima parte, supongamos que
existe un subcontinuo propto J de M que intersecta a N y a K, pero que
no contiene a M \ N. Entonces N U J es un subcontinuo propio de M que
intersecta a H y a K, lo cual contradice la irreducibilidad de M. Con ello
tenemos que M \ N es un continuo irreducible de N a K. m

Definicién. A los subcontinuos H y K descritos en el lema anterior se les
llama subcontinuos finales de M.

Lema B. Sea M un continuo irreducible y hereditariamente descomponible.
Sean H y K los subcontinuos finales de M descritos en el Lema A y p
un punto de M \ (HUK). Entonces existe un subcontinuo T contenido
en M\ (HUK), que contiene a p y tal que M \ T es la unidn de dos
subconjuntos conezos mutuamente separados U y V' que contienen a H y a
K, respectivamente, y con las siguientes propiedades:

1.-M=TuUV.

2.-T esirreducible de H a V ; y V es irreducible de K a U.

3.- Los subcontinuos finales de U son H y TNT

Los subcontinuos finales de V son K y TNV, y

4.- Cada subcontinuo de M el cual intersecta a H y a TUV, contiene a

<l
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Demostracién. Si H y K son los subcontinuos finales de M descritos en
el Lema A y p es un punto de M \ (H U K), entonces existe un subcontinuo
N de M, irreducible de H a p. Por la condicién 3 del Lema A, H C N. Sea
Z = M\ N. Por la condicién 4 del Lema A, Z es un subcontinuo propio
irreducible de N a K. Sea W = M \ Z. Aplicando nuevamente la condicién
4 del Lema A, W es un subcontinuo propio irreducible de H a Z,Zes
irreducible de W a K, y M = Z UW y por lo tanto ZNW # 0. Entonces
H es un subcontinuo final de W, sea K’ el otro. Por otra parte K es un
subcontinuo final de Z, sea H' el otro. Ya que WNZCHyWnNnZCK,
entonces H' U K es un subcontinuo, Sea T = H' U K'. Como M = WuUZ,
peWUZ. Sipe W, como W C N y N es irreducible de H a p, entonces
p€ K'. Sipe Z, dado que Z es irreducible de K a N, p € H'. En cualquier
casopestienTy T C M\ (HUK).

Seal =W\ K' yV =Z\ H. Entonces U y V son composantes en
W y Z, respectivamente. Por tanto son conexos que contienen a H y K,
respectivamente. Ademss U = W, y V = Z, pues por el Teorema 1.20, las
composantes son densas. Asf tenemos que:

1-M=WuZ=0OuUV.

2T =T es irreducible de H a Z =V; y V es irreducible de K a U.

3.- Los subcontinuos finales de U =W son Hy K' =TnU

Los subcontinuos finales de V=Zson K y H =TnV,y

4.- Si L es un subcontinuo de M el cual intersecta a H y a TUV/, entonces,
como L intersecta a TUV, por el Lema A, L contiene a U. m

A cada uno de los subcontinuos T' descritos en el Lema anterior lo lla-
maremos c-subcontinuo de M.

Lema C. Los c-subcontinuos de un continuo hereditariamente descomponible
e irreducible M, son ajenos dos o dos.

Demostracién. Supongamos que los c-subcontinuos T y T de M tienen
un punto en comiin p y que 7" contiene un punto ¢ que no estd en 7. Sean H
y K los subcontinuos finales de M. Entonces el conjunto M \ T es la unién
de dos subconjuntos conexos, mutuamente separados U y V, que contienen
a H y K, respectivamente. Andlogamente M \ T' es la unién de dos sub-
conjuntos conexos, mutuamente separados U’ y V' que contienen a H' y K,
" respectivamente. U/ o V contiene a ¢, supongamos sin pérdida de generalidad
que g € U. Por el Lema A, U contiene un continuo que intersecta a Hy
contiene a ¢ y por el inciso 4 del Lema B, U contiene a TU'. El continuo TUV
contiene a p y ademds por el Lema B, éste contiene a V. PeroUyTUV
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son ajenos, mientras U’ y V' se intersectan. De esta contradiccion resulta el
lema. =

Teorema 2.4 Sea M un continue hereditariamente descomponible e irve-
ducible de un punto p a un punto q. Sean H y K los subcontinuos finales de
M, que contienen p y q, respectivamente, y G la coleccidn que consiste de H,
K y todos los c-subcontinuos de M, entonces G es una coleccidn semiconti-
nua superiormente de continuos ajenos dos o dos cuya union es M. Ademds
(G, T(G)) es un arco de H a K.

Demostracién. De los Lemas A, B y C se sigue que G es una coleccién
de continuos ajenos dos a dos, cuya unién es M. Para aplicar el Teorema 2.3,
demostraremos que cualesquiera dos elementos de G, estdn separados por un
tercer elemento de G. Sea T un clemento de G distinto de H y K. Por el
Lema B, M\ T es la unién de dos conjuntos conexos mutuamente separados
U y V que contienen a H y K, respectivamente. Entonces T separa a H de
K en M. Sea z un punto de U\ H, y sea P el elemento de G que contiene a z.
Como P es un subconjunto conexo de M\T', entonces P es un subconjunto de
U. Por el Lema B, M \ P es la unién de dos conjuntos conexos mutuamente
separados U’ y V’, que contienen a H y K, respectivamente. El conjunto
T UV es un subconjunto conexo de M \ P, por lo tanto es un subconjunto
de V'. Entonces P separa a T de H en M. Similarmente hay un elemento
de G, el cual separa a T de K en M. Sean G y G’ dos elementos distintos
de G, y distintos de H y K. M \ G es la unién de dos conjuntos conexos
mutuamente separados W y S, que contienen a H y K, respectivamente, y
M\ G’ es la unién de dos conjuntos conexos mutuamente separados W'y &,
que contienen a H y K, respectivamente. El continuo G es un subconjunto de
W’ o de $'. Sin pérdida de generalidad, supongamos que G C W’. Entonces
G’'US’, es un subconjunto conexo de M \ G y por lo tanto es un subconjunto
de S. Como S contiene un punto que no estd en G'UU.S, entonces SNW' # 0.
Seay € W' NS ysea @ el elemento de G que contiene a y. El conjunto Q
es un subconjunto conexo de W' N S. El conjunto M \ Q es la unién de
dos conjuntos conexos mutuamente separados E y F' que contienen H y K,
respectivamente. Como G U W es un subconjunto conexo de M \ @, éste
es un subconjunto de E; similarmente, G’ U S’ es un subconjunto de F.
Asf Q separa a G de G' en M. De esta forma, cualesquiera dos elementos
distintos de G est4n separados por algln elemento de G en M. Asf por el
Teorema 2.3, G es una coleccién semicontinua superiormente. Tenemos una
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descomposicién semicontinua superior de un continuo, por el Teorema 0.5,
G es un continuo. Por otra parte, cada elemento del continuo G distinto de
H y K es de corte, por [Nadler, Teorema 6.17, pag.96] (Un continuo X es
un arco si y sdlo si X tiene exactamente dos puntos que no son de corte),
(G, T{G)) esunarcode Ha K. u

Para X,Y continuos y f : X — Y una funcién continua, decimos que f es
mondtona si f~! (K) es un continuo, para cada K subcontinuo de Y.

Sean M y (G, T(G)) como los descritos en el Teorema 2.4 y sea 7 M-G

la funcién natural, dada por:
x(g) = G, tal que G es el tinico elemento de G que contiene a g.

Entonces es claro que 7 s una funcién monétona.




Capitulo 3
LOCALMENTE CONEXOS

En este capftulo clasificaremos a los continuos localmente conexos, 2-equiva-
lentes. De hecho, demostraremos que sélo existen dos de ellos, la curva
cerrada simple y el triodo simple.

Teorema 3.1 Sea M un continuo Z-equivalente que contiene un arco. En-
tonces M es une curve cerrada simple, un triodo simple o un continuo irre-
ducible.

Demostracién. Asumimos que M es un continuo 2-equivalente el cual
contiene un arco. Supongamos que M no es irreducible. Sean p, ¢ € M,y
R = {p,q}, luego R es cerrado. Por el Teorema 1.12, existe un subcontinuo
B de M, irreducible con respecto a R. Como M no es irreducible, es 2-
equivalente, contiene un arco y B es irreducible, entonces B tiene que ser un
arco. Asf, para cada dos puntos existe un arco que los contiene, por lo tanto
M es arco-conexo. Més atin, M es hereditariamente arco-conexo.

Consideremos ahora dos casos:

Caso 1. M no es unicoherente.

Entonces M es 1a unién de dos subcontinuos A y B tales que ANB =C,
donde C es disconexo. Sean P y ) dos componentes distintas de C' y py
g dos puntos en P y Q, respectivamente. Como p, ¢ € A, existe un arco
contenido en A de p a g, y también existe un arco de p a g contenido en B.
La unién de estos dos arcos contiene una curva cerrada simple.

Se sigue de aquf, que M contienc una curva cerrada simple y por consiguiente
M es una curva cerrada simple.

Caso 2. M es unicoherente.
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Entonces aplicando el Teorema 0.4, aquf tenemos un continuo que con-
tiene un arco y que es unicoherente, si no fuera un triodo seria irreducible,
por lo tanto es un triodo; sélo hay que demostrar que el triodo contiene un
triodo simple.

Por ser M un triodo, M contiene un subcontinuo N tal que M \Nesla
unién de tres subconjuntos mutuamente separados. Sean A, By C tres
componentes distintas de M \ N, entonces A ByCeCM)y AUN,
BUNyCUN€eC(M),seana€ A\N,be B\N,ccC\NymeN.
Como M es hereditariamente arco-conexo, existen:

un arco A" de a a m,
un arco B' debam y

un arco C" decam

Si el arco A’ y el arco B’ s6lo se intersectan en m entonces A'U B’ serd
un arco que une a @ con b,

Sea ¢ €l primer punto de interseccién del arco C' (yendo de c a m) con
el arco A’ U B', sea C" el arco formadode ¢’ a¢, C" C C U N; entonces los
arcos A” dea a ¢, B de ¢ a by el arco C” forman un triodo simple; asf M
contiene un triodo simple y por lo tanto es un triodo simple.

Si no se da el caso anterior, lamamos n al primer punto de A', yendo
de a a m, en el arco B’. Llamamos A" al arcodeaany B" al arcode n
a b, entonces A” U B” serd ahora un arco de ¢ a b, sea c" el primer punto
de interseccién del arco C' con el arco A” U B", yendo de ¢ a m, sea C” €l
subarco de €' que va de ¢ a ¢y C” € C U N; entonces los arcos A" de a
a c'en A", B de ¢ a ben B” y el arco C” forman un triodo simple; asf M
contiene un triodo simple y por lo tanto es un triodo simple. ®

Observacién: Como un arco no es 2-equivalente, el siguiente resultado es un
corolario del teorema anterior:

Teorema 3.2 Sea M un continuo 2-equivelente y arco-conezo. Entonces
M es una curve certada simple o un triodo simple.

Demostracién. Basta demostrar que M no es irreducible. Si lo fuera,
por ser M arco-conexo, seria un arco. Perc un arco no es 2-equivalente. m

Puesto que los continuos localmente conexos son arco-conexos, tenemos
el siguiente teorema.
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Teorema 3.3 Sea M un continuo 2-equivalente y localmente conezo. En-
tonces M es una curva cerrada simple o un triodo simple.




Capitulo 4

DESCOMPONIBLES NO
LOCALMENTE CONEXOS

Aquf demostraremos que todos los continuos descomponibles, 2-equivalentes,
que contienen arcos y no son localmente conexos, son la cerradura de un rayo
topolégico (donde un rayo topolégico es un espacio homeomorfo a [0, 00)).

Recordemos gue un continuo M es encadenable si para cada nimero positivo
€, existe una cantidad finita de abiertos {U;}_, de didmetro menor que e,

tales que | JU: = M y UsNU; # Osiy solosi i — j| < 1.

i=1

Teorema 4.1 Sea M un continuo 2-equivalente, descomponible, el cual con-
tiene un arco y no es localmente conexo. Entonces M es irreducible y tiene
un subcontinuo final no degenerado. Ademds M es encadenable.

Demostracién. Sea M un continuo 2-equivalente el cual contiene un
arco y no es localmente conexo. Se sigue del Teorema 3.1 que M es irre-
ducible. Como M es 2-equivalente, sus subcontinuos son homeomorfos a M
0 a un arco, por lo tanto M es hereditariamente irreducible y hereditaria-
mente descomponible. Por lo tanto se satisfacen las condiciones del Lema
A, el Lema B y el Teorema 2.4 del capitulo 2. Si G es la coleccién de los
subcontinuos finales y los c-subcontinuos, entonces G es una coleccién semi-
continua superiormente de M y (G, T{G)) es un arco. Si cada elemento de G
fuera degenerado, entonces M seria un arco. Pero esto contradice que M es
2-equivalente. Asf que G tiene por lo menos un elemento no degenerado T
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Supongamos que ambos subcontinuos finales de M son degenerados, H = {r}
y K ={q} con p, g € M. Se sigue del Lema B, que T = UnT)UL (VnT).
Como T tiene m4s de un punto y es un continuo, entonces T tiene una in-
finidad de puntos y por lo tanto o bien U N T es infinito o bien VN T es
infinito. Digamos VNT es infinito. Entonces V es un subcontinuo irreducible
de M cuyos subcontinuos finales son K y VN T. Como M es 2-equivalente
y contiene un arco, entonces V debe ser homeomorfo a un arco o a M; pero
esto no pasa pues V contiene un subcontinuo final no degenerado, a diferen-
cia de un arco y de M, contradiciendo nuevamente que M es 2-equivalente.
Por lo tanto M contiene un subcontinuo final no degenerado. Ademds, por
ser M hereditariamente irreducible y hereditariamente descomponible, por
el Corolario 1.23, M es atri6dico y hereditariamente unicoherente. Y por el
Teorema 0.7, M es encadenable. m

Teorema 4.2 Sea M un continuo 9-equivalente y descomponible el cual con-
tiene un arco y no es localmente conezo y sea H un subcontinuo final de M.
Entonces M contiene un subcontinuo propio L que tiene a H como un sub-
continuo final y para el cual el otro subcontinuo final es degenerado.

Demostracién. Notemos primero que M es hereditariamente descom-
ponible y hereditariamente irreducible. Sea G la descomposici6n semicontin-
ua superiormente descrita en el Teorema 2.4. Entonces (G, T(G)) es un arco.
Sean H y K los subcontinuos finales de M, T un elemento no final de G. Por
elLemaB, T={TNT)u(VNT). Con HCU o HCV,UyV abiertos
en M. Seanp € U\ H y ¢’ € V\ K, entonces existen €, y &, reales positivos,
tales que B,, (/) C U v B, (¢) C V \ K. Sea ¢ = min{e),£2}. Se sigue
del Teorema 0.6, que hay un subcontinuo J de M irreducible de p a ¢ con
d(p,p') <eyd(g¢) < ey J noesirreducible de p a ningiin punto, excepto
g. Es decir J es un subcontinuo irreducible de M con un subcontinuo final
degenerado {g} y J es irreducible de p a g. Ademds p y g est4n en diferentes
elementos G, y G, de G, pues como p € B, (p') C U, G, ests en el subarco
(H,T) de G y como ¢ € B.(¢) € V' \ K, entonces G, estd en el subarco
(T, K) de G, ademsés T separa a G, de Gy en M.

Sea E la unién de los elementos de G en el subarco de H a Gp, notemos
que E C U. Entonces L = J U E es un subcontinuo irreducible, pues M es
hereditariamente irreducible, ademés, si # : M — G es la funcién natural,
(pag. 22) se tiene que 7 (L) = [H,G,]. Veamos que si J U E es irreducible
del punto a al punto b, entonces uno de los puntos a o b es ¢ y el otro estd
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en H. Pues, supongamos que a # g # b (notemos que ¢ y b no pueden estar
ambos en J o en E, pues son subcontinuos propios de L), supongamos sin
pérdida de generalidad que b € J, entonces como b # ¢ existe un subcontinuo
propio Q de J que contiene a p y a b, entonces el subcontinuo QUE esun
subcontinuo propio de L que contiene a a y a b contradiciendo que L sea
irreducible entre ¢ y b. Entonces, b debe de ser g. Ahora, si a ¢ H, sean G,
y Gy los elementos de G que contienen a a y a b, respectivamente, Gy = G,,
asf G, estd en el subarco (H,G,) de G, ahora, sea F = LN 77" ([Gq, Gel),
por ser = monétona F es un subcontinuo propio de L (pues no contiene a H)
que contiene a a y a b. Lo cual contradice la irreducibilidad de L.

Asf que L es un continuo irreducible con /{ como un subcontinuo final y
{g} como su otro subcontinuo final. Ademds es un subcontinuo propio, pues
KNL=0 =

Teorema 4.3 Sea M un continuo 2-equivalente y descomponible el cual con-
tiene un arco y no es localmente conexo. Entonces M es la cerradura topold-
gica de un rayo R tal que R\ R es un subcontinuo final de M.

Demostracién. Se sigue de los dos teoremas anteriores que M tiene un
subcontinuo final degenerado {p} y un subcontinuo final no degenerado H.
Sea G la descomposicién descrita en el Teorema 2.4. Sea A un subcontinuo
de M irreducible de p a un punto z ¢ H. Sea G. el elemento de G que
contiene a . )

Por el Teorema 4.2, M contiene un subcontinuo J que tiene a {p} como
un subcontinuo final y para el cual el otro subcontinuo final es degenerado
{q} v es un subconjunto de un elemento de G entre G, y H. Pero entonces
J tiene dos subcontinuos finales degenerados, por ello J es un arco adem4s
A C J, pues, si existe a € A\ J entonces sea E la uni6n de los elementos
de G en el subarco de H a G, donde G, es el elemento de G que contiene
a q. Entonces E U J es un subcontinuo propio de M que contienea H y a
{p}, contradiciendo la irreducibilidad de M. Por ello también A es un arco.
De aqui se sigue que cada elemento de G excepto H es degenerado, entonces
la funcién natural (pag. 22) m : M \ H — (0,1] es biyectiva y continua,
ademas si C es un cerrado de M \ H, se tiene que C = K N (M \ H) con
K un cerrado de M, asf #{C) = (KN (M\ H)} = = (K) N« (M\ H),
pues claramente se tiene que 7 (KN(M\ H)) € r(KYNa(M\ H) ysi
y € n(K)YNm(M\ H) = n(K)N(0, 1] entonces y # 0, es decir, y = 7(z),
conz ¢ K,ast y € m(KN(M\H)) = n{C), con lo cual tenemos que



CAPITULO 4. DESCOMPONIBLES NO LOCALMENTE CONEXOS 29

7 (C) = #{K) N (0,1] que es un cerrado en (0,1}, pues es un cerrado en
{0,1] (pues 7 (K) es cerrado por ser 7 cerrada) intersectado con (0, 1]. Asf
7 : M\ H — (0,1] es un homeomorfismo y por lo tanto M \ H es un rayo
topolégico, ademas M\ H=M. n




Capitulo 5
EJEMPLOS

En el capitulo anterior vimos que si M es un continuo 2-equivalente, descom-
ponible, que no es localmente conexo y que contiene arcos, entonces Mesla
uni6n de un rayo topolégico R y un continuo E tal que R\ R = E.

Entonces E debe ser un arco, o debe ser homeomorfo a M.

La cerradura de la curva senl en el intervalo (0, 7] es un ejemplo familiar
donde E es un arco. Presentamos aquf, otro ejemplo muy similar.

figura 5.1

30
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A continuacién daremos la terminologfa necesaria para presentar algunos
ejemplos.

I denotar4 el intervalo [0, 1].

Un mapeo en I significa una funcién continua de I sobre J.

Sea f un mapeo en /. Sean a < by ¢ < d denotamos por (f : {a,b] — [c,d]),
al mapeo v o f o u, donde v es el mapeo lineal de I sobre [c,d] y u es el
mapeo lineal de [a, b] sobre [ .

P

L R N R A I I
.

0 1 s b

{figura 5.2.) {f : la,b] — {c,d])

Consideraremos a las funciones con valores reales de una variable real
como subconjuntos de R?, haremos esto considerdndolas como su gréfica en
R? y frecuentemente diremos que la uni6én de esos subconjuntos forman una
nueva funcién.

Por un mapeo lineal entendemos una funcién cuya grafica es un segmento
recto.

Un poco de limites inversos:
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Sean {X,, X3, X3, ...} una sucesién de espacios métricos y {fi, fos f3: .}
una sucesién de funciones continuas y suprayectivas con f; : Xi — Xi
El espacio lfmite inverse lo definimos por

M(Xnifn) = {(IlyInym ) : para cada n, fn(xﬂ+l) = In} ’

considerado como subespacio del espacio preducto [, 5, Xn.

Aquf usaremos sucesiones {I, I, s, ...} de subintervalosde I y {f1, f2, f, o}
sucesién de funciones con f; (fi1) = I
Asi el espacio limite inverso

m (In, fo)

es un subespacio del espacio producto HRZI I.

Con la distancia entre dos puntos (z1, 2, 3, ...) ¥ {41, %2, ¥3, ...), definida

por ;.1.’“ - yil
2;‘21 2

Supongamos que se tiene que f;(0) = 0y fi(1) = 1, para toda i, entonces
(0,0,...) y (1,1,...) serén llamados el primer y el tltimo puntos de lim (In, fa)y
respectivamente y diremos que { fi, f2, fs, ...} s una sucesién de mapeos que
deja fijosaOyal.

Si H; y H; son subcontimuos de lim (1., fa) = M y son homeomorfos a
M, entonces decimos que Hy y H» estdn unidos extremo a extremo si existen
homeomorfismos b1 y ke de M sobre Hy y Ha, respectivamente y p € M tales
que H; N Hy = {p}, hi’'(p) es el uiltimo punto de M y hy"(p) es el primer
punto de M.

Sea lim (Ia, fn) = M donde {fy, f2, f3, ...} es una sucesién de mapeos en
I, fijosen0y1lyseanp,g€ M.

Diremos que H es homeomorfo a M desde p si hay un homeomorfismo
de M sobre H que mapea el primer punto de M sobre p.

Diremos que H es homeomorfo a M hasta g si hay un homeomorfismo de
M sobre H que mapea el iiltimo punto de M sobre g.
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5.1 EJEMPLO 1. (Bennett).

Construiremos un ejemplo de un continuo descomporﬁ_l_)_le, 2-equivalente M,
el cual es la cerradura de un rayo topologico R tal que R\ R es homeomorfo
a M.

Sea g el mapeo en I (figura 5.3) cuya grafica contiene los puntos (0,0), (3,1)
¥ (1,3) y que es lineal en los intervalos [0,3] v [3, 1].

©.13 {12, 1) .1

{(1.12)

©.0) n2 {1.0)

(figura 5.3) funcién g

Paracadai>0,seagi=(g:[1— %1 5-—5,_—;} [1—- 1])

ie.

La grafica de g, contiene a (0,0), (1,1) y (3,4) v es lineal en los intervalos
[0.4] ¥ [.3], _

La gréfica de g, contiene a (3,
valos [3,8] v [§.4), _

La gréfica de g, contienc a (2,3) . (1,1) y (£,1) v es lineal en los inter-
valos [%,%35] y (B8],

£).(3,1) ¥ (3,2) y es lineal en los inter-

S

La grafica de g, contiene a (1 — 55,1 — ), (——Z"-Jr—l:-l— 1) y
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lglo
(1~ 54,1 — 5rr) y es lineal en los intervalos [1 - 2%,1—-’*—*‘;—3_“3-] y

1— b+l amd

[.___T“zi'l — ﬁ]

Sea f la funcién cuya gréfica es la unién de las gréficas de todos los g; y
el conjunto con un solo punto {(1,1)}. Es decir
f= LJ‘>0 gi U {(1,1)}, es la funci6n cuya gréfica se ve en la figura 5.4.

(0.4} {12.1) {1.1)

/)

{1.12)

0.0} in {1.0)

(figura 54) funcién f

El ejemplo de Bennett es el limite inverso lum {, f}. Probaremos que
este lfmite inverso es la cerradura de un rayo topoldgico R y que R\ R es
homeomorfo a R.

Sea M = lim{/, f}.

Para cada entero positivo n, sea
1
Qy, = x:(ml’zi,,...)EMZIne{O,'i)
Si z € ay,, entonces z, € [0,1) y Tni1 € [0, 1 clo, 3). Asique z € an4r.

Tenemos entonces que oy, C &,;; para toda n.
Sea 7, la n-6sima proyeccion de M en [ definida por:
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Ta(Zy, T2, %3, - - - yZn, « - - ) = Zn, Tnla, € un homeomorfismo de an en
[0, %), pues cada coordenada de un elemento de a;, estd bien determinada
por la coordenada n-ésima.

Asf, cada a,, es homeomorfo a [0, %) y veremos ahora que R = a Uag U
azU...Ua, U..., es un rayo topoldgico. Notemos que R = oy U (o2 \ ) U
{az\ @) U...U{0n \ @n_1) U ... Ademds z = (z,Z2,T3,...) € o si y s6lo
siz)€[0,2)yparan>2, € an\ oy siystlosiz, € (3:.3)

Definimos ¢ : R — [0, 00) como

0'(:17): Iy, sizEal

Tn + 3(’-'-;—11, siz€{an\n),nEN,n>1

asi observamos que:

0’ [O, 2 B]

0(02\01) = [; 'g =By

o(as\ ag) = [§,2) = Bs

o (o \ o) = 52, 2050 = 5

Se sigue de aquf que la funcién o es suprayectiva, ya que [0,00) = | B,.
n=]

Veamos que @ es inyectiva. Debido a que B, N B, = 0sin#m, la
igualdad o (z) = o (y) implica z,y € oy 0 Z,¥ € o, \ an-y, para alguna
n > 1, y por lo tanto o (z) = z; = y1 = o (y), en el primer caso y o (z) =
Tn + 1("8—_11 = ¥, + 1{"3—'11 = o (y), en el segundo caso. Asf en ambos casos
ZTp = Yn ¥ COMO Ty, |4, €5 un homeomorfismo, z = y.

oo
Demostraremos ahora que ¢ es continua en cada z € {Jon. Supon-
n=}

[=.=]
gAMOS qUE T € O \ @u_y. Seane > 0y 6 < &% yseay € [Jou tal que
i=]
d(z,y) < 8. Consideremos primero, el caso en que y, € [3,3). Entonces
¥ € a, \ 0,1 ¥ como E‘*{,.ﬂl < d(z,y). Entonces |z, —y.| < &. Por
otra parte |o(z) — o (y)] = |zn — ynl, asf que |o(z) —o(y)] < &. Aho-
ra, como T € Q@ \ @a_y, entonces T, € [§,3). Si z. # %, tomamos

§ = min {.2.,, J—,,I-,]i_—z"—l} Ast, si d(z,y) < 6, entonces s |Tn — yal < 6,
lo que implica que y, € [8, 3) y por lotanto y € an \@a-1 y |0 (z) — o-(y){ =
|, = ¥a| < €. Siz, = 3, tomamos § < mm{s(z,.), 8(2“)} Sea y € Ua,.,

A=l
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tal que d(z,y) < 8. Entonces |z, — ya| < §, asf que vn € [0,%) Siva 23,

entonces nuevamente lo(z) —o(¥)} < e. Siy, < 3z, entonces y,_; € [0, 3
y Iyn_ = "‘ ,;,‘_ noll o E(%n‘)" y de aquf [:c,._l -t} < l—‘ﬁ, as{ que
Un-1 € [s: %). Por lo tanto
(@) =o @) = Jou+ 252 = (ot + 22| = |z —pua +3] =
—Yn-1| Pero |2 —yuoi| = [Taoi — ]l < § < €. Por lo tanto o es
continua.

Con el fin de demostrar que la funcién o' : [0,00) — R es continua,
definimos A : [0, 00) — [0, §) como
Alt)=tsite B,
At)=t-%Dgite B, n> L
con B; = [0,1) = o (), Ba = [82, 22802 = 5 (a1, \ @tp-s).
Es fécil verificar lo siguiente:
1) A|p,: Bn — [0,3) es continua, para toda n.
2)Sin>1,:<At) <1

3) Sit € By, ;' (A(t)) consta de exactamente un punto en |Jan y

n=l
o1 {t)y=n1(A(¢) €an\ a1 CR.
Se sigue de 3) que ™! | g, es continua para cada n. Puesto que [0,00) =

1

o
\J B, bastars probar que ¢! es continua en puntos de la forma 322, Dado

n=l

z € [0,00) denotaremos z,, = m, (a'1 (z)). Seat = 322 Entonce.‘s $ =
AM)=ti,ti=ta=ta=... =ty =3yt =F1(3) = ()513>1
Sean £ > 0y & > 0 tales que si [u— 1| < &, entonces |f*( u) 3 <

€ para cada k = 1,2,... ,n— 2 Sea$ = mln{s,sé'} Slse[Ooo)
y |s~t < &, entonces como 6§ < §, s € B,y U By, ya que 07! |g, s
continua, bastard considerar el caso en que 8 € B,_;. Probaremos que
|s; — t;] < & para j € N y con esto quedaré probado que d (o= (s}, 07 (t)) <
e. Noétese que s,_; = A(s) = s — ﬂ"—';J'—z, por lo tanto |s,—1 — taoa]| =

|(3—1Q’;;)-£)—%l= s—@|=|s—t| < § < e. Ademss, como ¢, =

1, la eleccién de &' implica que |5 (snc1) = FX (3)| = Isneiok — taiik] <6,

paracada k = 1,2,... ,n — 2, es decir |s; —t;| < e para j = 1,2,... ,n—
2. ComoO $n-1,tn-y € [0,3) y f7'(u) = ¥ para u € [0,}), se tiene que
[f7* (sn-1) = F5 (tar)| = |2=ig==| < & < ¢, paracada k= 1,2,.... Por

lo tanto |s; — ¢;| < € para j > n. Con esto se concluye que 6! es continua.
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Nétese que f([3,1]) C [3,1], asf que podemos definir:

(b))

Entonces M = RUK, pues si z = (z),79,-+-) € M y 2z, <
alguna n, entonces z € o, C R. Siz, > %, para toda n, entonces
Claramente RN K = 0.

Demostraremos ahora que 'ﬁ\ R = K. Basta demostrar que K C R,
para esto observamos que, si £,y € M = lif_n {I,f} y, para algin k € N

L T

T = Yx, entonces d (z,y) < 7.

Sea z € K, entonces z,, € [ 1] para cadan € N. Seae >0y ne Ntal
que 3= < €.

Por definicién de f, f ({0,1)) = (0,1). Entonces existe y € [0, §) tal que
f(y) = z.. Asf hay un punto p, en &, cuya (n + 1)-ésima coordenada es y,
lo cual implica que d(z,p,) < 3= < . Por lo tanto K es un subconjunto de
TR. Entonces M es la cerradura de un rayo topolégico R tal que R\ R = K
que es un continuc. En particular M es descomponible.

Ahora, es facil ver en la figuara (5.4) que K es homeomorfo a M pues

Veamos ahora que M es 2-equivalente. Sea A C M, un subcontinuo
propio no degenerado.

-Si{1,1,---) ¢ A, entonces existe i € N tal que m; (A4) C [0, 1). Sea m; (A} =
[a:, b} ahora, si m; {A} N [0,4) # 8, como 1 ¢ m; (A), entonces § & Ty (A) y
asf se tiene que Tiv1 (A) = [4 . 4] y para cada k > i se tlene que 7y (A) =
(95" (a:) 95" (8)] = [t g -;‘:H Y § lria(a) € un homeomorﬁsmo Por el
Teorema 0.8 tenemos que lim {7; (A4), flr;c0)} = A (considerando j > i).
Como cada funcién f |r.(4) es un homeomorfismo y cada 7; (A) es un arco,
entonces A es un arco.

Ahora, si m;(A)N[0,3) # 0, podemos suponer que m; (A) N [0,3) = 0,
pues en caso contrario, usamos el argumento anterior. Como 1 ¢ m; (A),
entonces 2 gé 741 (A) y asf se tiene que my; (A) = [g," (@), 97" (b,-)] =
[4+3,4 + 2], pues la gréfica de g) es la recta que pasa ;_)or (3.1} ¥ pen-
diente 4; y para k > i se tiene que m; (A) = [gf " ( S CATIE 3 A
es un homeomorfismo. Entonces A = lim {=; (4), f |,,, “(A)} (considerando
j > i), es un arco.
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Andlogamente si m; (A) N [0,1— 3;) # @. Se tiene que A es un arco.

Asf, sélo queda el caso en el que
-(1,1,--)e A

Para cada n, sea v, = 1 ~ &. Sean A = lim {mi(A), flasa)} =
liw ([a‘" 11 oS ![ﬂi+|-1|)

El caso m4s simple es que exista j € N tal que si i > j m(A4) =
[vn, 1] para alguna n € N, en este caso, se sigue del Teorema 0.8 que A=
liw {7 (A), flees,(ar} s homeomorfo a M.

Si no, sea n € N tal que v,_, < @) < v, observamos que f (ai1) =ai y
Giy1 > Up—y Si G; > v,_1. (Obsevemos en la figura el caso en el quen=2)

1

Lt
LH

g
moas
.

e
tnop
e :I.':

0 [ 1

(figure 5.5)

Demostraremos que A es homeomorfo a M.

Pues, observemos primero que M = G donde G = im {[vn-1, 1], f l[ea-r))s
G esté bien definido, pues f ([va-1, 1]} = [va-1,1] (Recuérdese que n ests fi-
jo). Asf demostraremos que G ~ A. Para hacer eso usaremos los siguientes
tres conjuntos:

E = hm (E.‘, f IE.'): donde E; = [El's 1]! €1 = Un, €& = f_l (ei—l)u e €
[Uﬂ_l ' 1]

A= hm 5[01,8,] 1f ![ﬂi.eil) y

Ag = lim [Un—h ei] f |Ivn—1.e.-l)




CAPITULO 5. EJEMPLOS 39

Como v,_; € 1 < Uy = € Y f |[un_yva] €S Creciente, entonces ax < ez,
a3 < ey, a4 < €4,.

Notemos que las funciones f |ja;e;) ¥ f ljvn_1.e;) SOn homeomorfismos. Asf
tenemos que 4, y A son arcos y EN A; = {(e,eq,...)}, y ENAy =
{(er,e2,...)}, por lo tanto A = EU A, y G = E U Ay. Lo cual demuestra
que A es homeomorfo a G y por ello A es homeomorfo a M.

Esto demuestra que M tiene sélo dos tipos de subcontinuos no degenerados:
arcos y continuos homeomorfos a M. Luego, M es Z-equivalente.

Pero m4s generalmente tenemos el Teorema de Bennett (damos también
la referencia, donde se puede encontrar su demostracién):

Teorema 5.1 [Ingram, Teorema 1, pdg. &. Supongamos que f es un mapeo
del intervalo [a,b] sobre st mismo tal que f{a) =a y f(b) =b. Sidesun
nimerp entre o y b tal que:

1} f([d,8}) es un subconjunto de [d,b],

2) f |a.q) €5 mondtona, y

3) Hay un entero positivo j tal que f?[a,d] = [a,b].

Entonces {im {[a,b], f} es la unidn de un reyo topoldgico R y un continuo
K tal que K =R\R.

La demostracién de este teorema es semejante a la que hicimos para el ejem-
plo de Bennett.
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5.2 EJEMPLO 2.

El ejemplo de esta seccién es el de un continuo 2-equivalente M con las
siguientes propiedades:

1} M es 2-equivalente,

2) M es hereditariamente descomponible,

2) M es encadenable y

3) M no contiene arcos

Definiremos M = lim([, f,) donde I = [0,1] y las funciones de ligadura
fn : I — I se definirdn recursivamente por medio de los siguientes diagramas.

Sea f, : 1 — I definida por: /1(0) =0, i(}) =1, i) =, L) = 1.

y fi ineaten [0,4], [1,3) y (2.1].

o1 iR}

(0.0} ) e L)

(figura 5.6) funcién fi

Sea g: I — I definida por: g(0) = g(1) =0, g(3) = 1, y g lineal en [0, -;-]
y [3,1]. (figura 5.7)
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o (1.1 tn

©.0 b1 (1.0

(figura 5.7) funcién g

Para definir cada £, usaremos la siguiente sucesion {w,}oz; C [0,1], tal
que
Yo =0, y1=%»y2=%,

PaIﬂn:lsz:S:---,y2n+l=1_§“r?l-FT
ypa.ran=2,3,4,...,y2n=1-2,.—3+g
Es decir,

11313729 15
{y01y1:y'2:y3:"'}= {01_ a1 5 _r‘?"‘-i—i"'}
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———b———

w4

4

0.0 e " Va8 1

(figura 5.8) funcién fo

La grdfica de la funcién f, (figuras 5.8 y 5.9) se define como:

2
U o tin] = o g

P
U{g: [y, 5] — (13,10}
U{h s, 1 — (wa, 1)

42



CAPITULO 5. EJEMPLOS

La grafica de la funcién f; se define como:

2
U ytlyl-i-l] i [y-,‘y-+1]

UU yn y.+1 [yi: yi+1])

U (g . [ySI y?] - [y5! 1])
U{fa:fyr, 1] — [us,1])

Ol
1 n:fz
b-ope-or
?ﬁ?'?
[ o—o-o«--
Y4 '
f2
wy 0 Tttt O------sd
. 74
....... O
e .
f2
(0.0) 14 n LT

(figura 5.10) funcién f3
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La grafica de la funcién f; se define como:

2

U(fa v i) = (95 i)

=0

UU (f2: Wi il = [g0 il

i=3

6
UU {fr: [yhyi+l] - [yi:yi+1])

UTQ Hyro ol — [y, 1))
U(fs: (19, 1] — [y, 1])

o
1 1 [ |
' [-E-1-24
! ,f'a%
a-o~0'd0-
t il
O-0-0
LS
e - &SQuge-=
V4 ' .
i
C f3
'
:
....... B
102 M y
'
S
I G-
14 '
(X0 74 12 ' B ]

(figura 5.11) funcién fy

45
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Para n > 1, la gréfica de la funcién f,4, se define como:

U = oo yenl = [ 5ia])

i=0

Ul (ot [t tind] = s 1)
=3
6

UU (faz2 : (Wi vinr] = (3, 9]}
i=5

: 2n-2
U U {fus [wir i) = e, 54))

t=2n-3
U{g : [gon—1, Yonsa]) = [t201, 11}
U{fn : anar, 1] = [ton-1,1])

46
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Definimos M = lim({, f,).
Nétese que para definir las funciones f, requerimos la sucesién de ele-
mentos de f, ya descrita.

{ }_01131372915
Yo. ¥, Y2, U3, - ’4’2,4,16,8,32’16!

Lo siguiente tiene como finalidad demostrar que M es 2-equivalente,
hereditariamente descomponible y que no contiene arcos.

Proposicién 5.2 Hay una sucesion Ko, K, Ko, . . .de subcontinuos de M
tal que:

1) Pare cada i > 0, K; es homeomorfo a M,
y KiN Ky = {(#i41, Y41, -} }. Ademds lim [diam (K;)] = 0.

2) M = (K.
=0 o
3)(1,1,1,.) € E =M\ UK,-, cada punto de E es un punto lfmite de
i=0
M\E,y
4) M\UK.- = F es homeomorfo a M.
i=0
Demostracién.
Sea

K, = {{ay,a2,...) € M| a; € | yn, ynt+1]} para todo nimero ¢ salvo un nimero finito}.

Entonces K, es homeomorfo a M, ya que a partir de cierta m{n) =m e N
la funcién

Foall ymgmssd = 12 [0, ¥n] = {1, ynna])s
fm+li[yn:ﬂn+l’ = (f2 : [t Yn42] = W) Ynrr) s
Frmi2lmpns) = 3 2 [0 Unst] = [Bns¥nsa]) - - -, ete.
Asf que Ky = W0{[yn, Yni1], fillynyuga)s & = ™) =

umqymyni-l] ’ (f] : [ym yn+E] - [y"’yn+1]> lj > m) =~ M
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Si e € K;N Kiyy, a = (a,82,...), entonces an 2> %41 ¥ 8n < iy para
casi toda n, entonces a,, = y;41 para toda n. Asf @ = (Yer1, YPis1, )

Veamos ahora que el didgmetro de las K, converge a 0.
n+l

Seana,bec K, conm=2n+1, entonces a = {(ar, 6a,...), b = (b1, b, ...),
como K, = lim ([ym: ym+l}: (f_a : [ymsym+l} - [ym:'ym+l})) CON Ym = Yon+t1 —
I- 'p\_]+l' Y Ym+1 = Y2n42 = y2(n+l) =1- 2n+3l 7 a con lo que |ym — Ym+1| =
|1 - -1- W| —':!r V|lgm—1 = "-n Notemos que a;,b; €
[ym,ymﬂ] para todai>n Ly a,b; € [ym,l] para toda i < n, asf d(a,b) =

Z]ak——bkl de—bk + Z |m=—bk| < Zl&:ﬂl-'- . <D = +_ = n+l < e

k=n+1
y como fue pa.ra. cualesquiera a, b en K arbitrarios, el didmetro de K, es

menor que 2 < ¢ (*)

2} Demostraremos ahora que M = UK.- y para esto, primero probare-
i=0
mos que si

E=M\{JKiy F=M0([3,1] x [{.1] x [§1] %+ x {1 - 5,1 x
entonces F ZOF.

NotemosqueF = Mn([y21 1} X [y31 1] X [yS: 1] X [y'T:l] XX [y2n—11 1] X .-

Sea a = {a;,62,---) € F. Es claro que no existe n € N tal que a; €
o

{ #n, Yn+1] » para una infinidad de nimeros 7, asf que a ¢ UK.-, por lo tanto,
i=0
a€ k.
Tomermos ahora un elemento a = (a;,ay,---) € E.

Si a; € [0,3] , entonces o; € [0,3] para toda i > 2, por lo tanto a € K.
Esto prueba que g, ¢ [0, 1], por lo tanto e, € {3,1].

Si ocurriera que a, € [0, ]. Entonces a; € [0, UL, 3JU (4, 3).

Si a; € [0, 1], entonces a; € [0,4] para toda i > 2.

Si a; € [§,3], entonces a; € ({, 3] paratodai>2.

Si a; € (4, 3], entonces a; € {3, 3] para todai> 2.

(Véanse los diagramas)

')1
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En cualquier caso ¢ € K, para alguna n € N. Esto demuestra que
s € I 3 1]

Para demostrar que a; € [22, ,1] para toda ¢ > 3, el procedimiento es
andlogo al anterior. Por tanto a € F. Hemos probado que E = F.

Es claro que (1, 1, ) € E. Ahora, para cada nsea Tn = l=2HT = Prnt1-
Sean ahora e = (e, e2,-+) € F, € > 0 y n tales que 5= < ¢. Entonces existe
Gnt1 € [Tp1, T, tal que fr(any1) = e,. Mis precxsamente faltn) =
g'(ans1) = €, (9" = (9 : [Y2n-2, Y2n] — [¥2n, 1]}). Por la forma en que se eligi6
Gn41, €xiste j € N tal que any1 € {y2;-1,%2j]. Continuamos eligiendo, para
todom >n+1, am € [y2-1, yg,] de tal manera que fm_l(am) = Qpn-j, asi
a=(e1,2, * ,€n,Ani1,8ns2," ) € Koj—; y d(e,a) < 3 < ¢, lo cual prueba

que quee € |J K,.
n=1
Asf queda probado 2) y 3).
4) Mostraremos ahora que F = M.
F=Mn([3,1] x [z1,1] x [22,1] X ... X [24,1] x ...).
Puede verse ficilmente en los diagramas que

f2 lwa)= (f1 2 [22,1] = [21, 1]}
f3 lizayy= (f2 1 [23,1] = [z2,1])

.fn-l-l El:.—.+:.ll= (fn : [mnH:l] - [zmll)

Asf F = {im {[Za41, 1}, {fn ¢ [Zn41, 1] = [Za, 1])} que es homeomorfo a M,
y como E = F, entonices F es homeomorfo a M.

|
Proposicién 5.3 M es irreducible entre (0,0,...) y coda punto de E.

Demostracién. Sea H € C (M) tal que (0,0,..)€ Hy EOH # 0.

Sean 7, la n-ésima proyeccién de M sobre I yz,, =1~ Tﬂ'-

Como E = M0 ([3,1] x [21,1] x [£2,1] X ... X [Tn, 1] X ...), #a(E) =
{Za—1,1] para toda n, 7, (H) contiene al 0 y a x,_;, asf m, (H) 2 [0,zn1}
para toda n y como m, = f, o ma41, tenemos que f, ([0,z,]) € H y como
fa '[xn—1.1n1= (g: [mﬂ—lsxn] - [zﬂ—lrll): resulta que 1 € m, (H) para toda
n, asi que m, (H)} es un subcontinuo de I que contiene a 0 y a 1, entonces
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7o (H) = I para toda n. Por el Teorema 0.8, tenemos que H = M. Asi M
es irreducible entre (0,0,...) y cada punto de E.
En particular M es lrredumble entre (0,0,..) y (1,1,...). m

De lo anterior se sigue el siguiente corolario:
Corolario 5.4 K, es irreducible entre (yn,¥n, ...} ¥ (Un+1,Yns1, -2}

Pues K, es homeomorfo a M, bajo un homeomorfismo para el cual
(¥as Yn, ---) €s la imagen de (0,0, ...) ¥ (Yn+1, Ynt1, ---) €8 laimagende (1,1,...).

Proposicién 5.5 Si H € C(M) es tal que (0,0,..) € H y HN K, # 0.
Entonces K,,_, C H.

Demostracién. Sea H = lim ([0, a;], f_,-|[o,a‘.|), como HNK, # 0, se tiene
que existe i € N tal que a; > v, para toda i > iy. Asf tenemos que si
(81,82,+++) € Kn.1, entonces s; € [yn-1,Yn), & partir de cierta i;, entonces
para toda i > max {ig, %1} s: € [0,a;). Esdecir K,.1 C H. m

Proposicién 5.6 El continuo K, U K4, es homeomorfo a M.

Demostracién. Para cadai > 0 hay un homeomorfismo ; : K; — Ky
tal que ¢; ({46, 2, --)) = (Wit 11 Yivns ) ¥ @3 (Wit By )} = (Wis2, Vivas o)

Seap: M\ E — [(M\ Ko) U{(yi, 3, )H\ E

definida por ¢ (T) = ¢, (T) si T € K;. Claramente  esta bien definida,
€5 uno a uno, sobre y continua,

y la inversa:

M\ Ko) U{(y.un, NN E - M\ E

definida por ¢! () = ¢;! (T} si T € K11 estd bien definida. Como
es un homeomorfismo, entonces ¢~ es continua.

Sea®: M — {(M\ Ko) U{(y1,1n,--)}]

definida por: \B

— plz), sizeM

?(z)= T, siz € E.

Como M \ E es abierto y ¢ es continua, 7 es continua en cada punto de
M\ E. Bastara demostrar que ¥ es continua en M M\E. SeazecEysea
{ra}2>, € M\ E una sucesi6n que converge a z, entonces r,, € Kj;, y no hay
una infinidad de elementos de la sucesién que estén contenidos en un solo K;
pues como K; es cerrado, el limite de {r,};., C M \ E, estaria en Kj.
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Nétese que lim didmetro (K, U Kp41) = 0, pues lim didmetro(K,) =0

n—o0

Y Kn N Kn+l % @ para cada n.
n+k
Anslogamente para cada k € N lim didmetro ( U K.-) =0,

n—o00 i=n

Ast, d(B(r,) B (2)) = d(0(ra) ,2) S d(p(ra), 7o) + d(rm,2) <

ni-1
didmetro JO K; | + d{r,,z) lo cual converge a 0.
t=jn
Lo cual implica que 7 (r.) converge a % (z). Asf P es continua en z. Como
K, = M = K, (por la Proposiccién 3)
Y Knpi = M = [(M\ Ko} U {(y1,3,---)}]
yM=KoU((M\ Ko)U{(v1,31,.--)}]
entonces K, U Kpip = Ko U [(M\ Ko)U{(y1,1,...)}] = M. Bajo
un homeomorfismo que manda (Yn, ¥n,-.-) en (0,0,...), (Yat1,Yn+1,...) €0

(v, 90, --) Y (W42 Une2,--.Jen (1,1,...). =
Obtenemos ahora facilmente el siguiente corolario.

Corolario 5.7 UK‘ es homeomorfo a M, pare cualesquiera m < n.

ft=m

Construiremos ahora un continuo N que noc es un arco, y que satisface
que todo subcontinuo de M es homeomorfo, o bien a N o bien a M. Con
eso se probard que M es 2-equivalente ¥ no contiene arcos.

Recordemos que, para todan>1,z,=1— -5;,1,;1- yzg=0.

Sea N = lim| I, h,] , donde h, es como en el siguiente diagrama
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Con f, las funciones con las cuales se definié M, véase pags. 40-47.
Puede verse de los diagramas que el continuo S = limn { [0,3] .4y I{O,%]} =

lim { [0, 3,(f: [0, %] — [0,3])} es homeomorfo a M.
El continuo

S, = lim {[zman} VR |I=n.=n+1!} = lim {[Im In+1] ) (fJ' : [xm xnﬂ] - [mm xn+l])}

también es homeomorfo a M para toda n.
Ademss S, C N, lo cual demuestra que N no es un arco.
Claramente S,_; N Sy = {{zn, Zn, ...)} = {Z2}-
[=~]

Ademds {1} = {(1,1,..)} = N\ US,, ya que

n=0

[= =]
T¢ S,, para todan. Asf {T} C N\ US"'
n=0
Si 7 = (ry, 7, ...) § S, para ninguna n. Se tiene que r; > zn = 1— T
para toda j, y para toda n.
Es decir r; > 1. Entonces r; = 1 para toda j.
Ademss, dada £ > 0 existe N € N tal que, para toda n > N, ¢ > 3k,
ast |(1) — (1 - zr)| =1(1) = za| <g paratodan 2 N
Entonces si 3 = {8, 82, ..., Sn, -..) € Sn €ON 8; € [T, Tnyy], tenemos que la
distancia entre 5 y 1 es menor que ¢.

- )
Ast, Te | JSn.

n=0

Proposicién 5.8 N es irreducible entre (0,0,--+) y (1,1,---), pero no es
irreducible entre (0,0,---) y otro punto distinto de (1,1,---}.

Demostracién. Es claro que N es irreducible entre (0,0,---) y (1,1,--+)
pues si un subcontinuo H de N contiene a (0,0,---} ¥ (1,1, --) entonces la
proyeccién m, (H) = [0, 1] para toda n. Asi por el Teorema 0.8, tenemos que
H=lim {Trn (H), hilwnn(h’)} = lim {[0! 1] !hi![ouu} = N.

Ahora si H es un subcontinuo de N irreducible entre a y b entonces
H=Nsolosia=00Tyb=T00

Primero veamos que pasa si @ # 1 # b, sean @ = (ay,a2,---) y b =
(b1, by, - ), entonces para alguna ¢ a; < z, y para alguna j b; < z,., para
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algunas m y r, entonces si n = max {m,r}, a;,b; € [0,2,]. Ademis como
he ([Tn, Tas1]) = [Zn, Tn+1), para toda k y para toda n, entonces tenemos que
a; <, ¥ b <z, para toda i. Sea K = lim {{O, Tn) ,h.—|[0.,n]}, entonces K es
un subcontinuo de N que contiene a a y a b. K es propio ya que no contiene
a(l,1,1,...).

Ahora veamos que pasa si b= T.

Si a # 0. Primero, recordemos que como se definieron las f,, para toda

ky fear ([0, 5%]) = [0, 3] pues
ferr lppg1= (fe: [0, EJ] - [0.3])
fesr lfoz)= {fi s [0:2] = [0,22]),

Tt lpgy= (e s [0, %] = [0.2]),
ademds, f, ([0, %]) = [0, ;%] para toda r > k.

Asf como a # (0,0,---), entonces alguna o; > 0, por ello existe n €
N tal que a; > f;, pero por como definimos la funcién h,,) tenemos que

B [jo = (farr < [0,3] — 0.3y

I |I°'2§‘]= (fa: [0, 1‘3,,-] N [0,4—3,‘-]),yconello tenemos que k. ([0, &]) =
{0, &) para toda r > n, ademds h, ([&.1]) = [&,1] para toda r > n. Sea
K=l { [-4?;, 1] ,h,.][ & ,1]}: entonces X es un subcontinuo de N que contiene
a ayab K espropio pues (0,0,---) ¢ K.

Con lo cual queda demostrado que N es irreducible sélo entre (0,0,---)
y(1,1,---). =

Corolario 5.9 M no es homeomorfo a N

Asf tenemos a N como un continuo irreducible sélo entre (0,0,---) y
(1,1,---) que es la unién de subcontinuos homeomorfos a M y cuyos didme-
tros convergen a 0, con limite el punto {(1,1,---)}.

Proposicién 5.10 Todo subcontinuo no degenerado de M es, o bien home-
omorfo @ N, o bien homeo-morfo a M. Ademds, N es homeomorfo a un
subcontinuo de M.
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Demostracién. Sea H un subcontinuo propio y no degenerado de M.

Caso 1: H contiene a (0,0,0,--+).

Como M es irreducible de (0,0,0,- - - ) a cada punto de E, entonces H no
contiene puntos de £. Entonces hay un méximo entero n tal que H contiene
un punto de K, = M.

Si H N K, = {(tn,n, - )}, entonces, por la Propesicién 5.5, H = Ky
«++UK,_y y con ello tenemos que H es homeomorfo a M, por el Corolario
5.1.

De lo contrario, sea Hyg = KoU---UK,_1,sin > 0 (asf Hpes homeomorfo
aM)yHy=0sin=0 Entonces H = HoU(HNK,)y HN K, es un
subconjunto propio de K, que contiene a (Y, Yn, -« )-

Ahora como K, es homeomorfo a M, por la Proposicién 5.2, K, =
(Kng U Ky U Ky U..) U Ky, donde :

[+=]

Ky~KyxmxMyKog=K\ UK, =M
=0

Es claro que el didmetro de cada K.,; es menor que %.

Recordemos que (Yo, ¥n, - - + ) €s la imagen de (0,0, - - - ) bajo el homeomor-
fismo de M sobre K,,. Entonces repitiendo el procedimiento anterior, con K,
en lugar de M y H N K, en lugar de H, entonces obtenemos un entero ng,
tal que: o bien

i) HNK, = H,, donde H, = K,y UK, U.. UKy, ©

#) HNK, = HHU(HN Ky,,)

Eni) H = HyUH, y por ello H es homeomorfo a M por el Corolario 5.7.

En i) continuamos €l mismo procedimiento con Ko, , en tugar de K, o
M.

Entonces, o bien terminamos después de un nimero finito de pasos y
obtenemos que,

H=HUHU..UH. UK, yasf Hes homeomorfo a M, pues cada
H; y K, es homeomorfoa M.

O bien obtenemos que H = HyU H, U H, U -+ - con cada H; homeomorfo
a M.

Nétese que para cada n > 0 diam (Hns1) € i‘%—”—"l, y con ello obtenemos
que H es la cerradura una unién numerable de subcontinuos homeomorfos a
M, cuyos didmetros converge a cero y con la interseccién de dos consecutivos
un punto, pero H; N H; =0, si |i — j| > L.

Sean hg = (0,0,---), 1 = (Yn,¥n, -~ ) €l tnico elemento de Ho N H,,
Bi = (Yngs Yays - - - ) €l tinico elemento de H;_,NH;, para todat¢ > 1, observamos
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QUE Yn, > Yn, sii > j. Entonces {y,,}izy C [0,1] es una sucesién creciente,
entonces existe un punto ¥ que es lfmite de esta sucesion. Sea h = (y,9,---),
entonces h es el limite de {h;}2,.

oo

Con lo anterior, tenemos que h € H = {J H;, ahora, sir = (ry,rz, ) €
§=0

H;, para toda 1, se tiene que r; > y,, para toda i y para toda j. Es decir

rj 2 y, entonces r; = y para toda j. Por lo tanto {h} = H \ _UOHJ-.
J=

Recordemos que N = US,, = US,. u{(1,1,---}}, con cada S, homeo-

n=0 n=0
o0 =]

morfo a M. Ahora, H = |J H; = LJH.1 U{(y,y, - )}, con cada H, homeo-
i=0 n=0

morfo a M. Entonces existen homeormofismos ¢ : Sp — Hp, ¢, : Sn — H.
Por ello podemos extender a un homeomorfisino ¢ : N — H, definido por

| ¢ (=), siz e S,
‘b(m)‘{ h, siz=(1,1,--)

o0
Es claro que ¢ es uno a uno y sobre, adem4s de ser continua en US,.. Pero,

n=0

o0
también es continua en (1,1,---), pues si hay una sucesién {t;}i2, C US.,

n=0
que converge a (1,1,---), entonces {¢(t;)};2, es una sucesién contenida en

o
H = |J H; que converge a h.
=0
Asf tenemos que H es homeomorfo al continue N.

Caso 2: H contiere a (1,1,1,---).
Supongamos primero que H contiene a E.
Entonces, hay un méximo entero n tal que H no contiene a (Yn,¥n,***)

yHNK,#0
Si HN K, = (Ynt1,Yn+1," -~ ), entonces A es homeomorfo a M. Pues

H=( U K; | UE,

p=n-+1
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j=n+1
y H N K, es un subconjunto propio de K,
Como K, = M por la Proposicién 5.2, entonces
K, = (KpgUKng UK ,U..)UK,, con Ky = K, = M y K, =

K.\ UK,,J. = M.
j=0

oQ
de lo contrario, definimos H, = | {J K_,v) UE, ast H = HyU(H N Ka.),

Continuando con este proceso, como en el Caso 1 obtenemos:

i) que nuestro proceso termina después de un mimero finito de pasos y
H es homeomorfo a un conjunto finito de copias de M unidas extremo a
extremo. Entonces por el Corolario 5.7, H es homeomorfo a M o,

ii) este proceso contintia y obtenemos que H es la cerradura de la unién
de una sucesién infinita de continuos homeomorfos a M unidos extremo a
extremo cuya sucesién de didmetros converge a 0, que contiene a E.

= =]
Es decir, H= | |JH; |, con E C H, y cada H; = M.
i=1
Lo cual es homeomorfo a M, pues podemos ver a M como:

M = KoU (('jK,—). Sea A; = (GK,—), asi M = KoU Ay, con Ko y
U

j=t

Jj=1
ast M = K2U Ay U A;, con K} y A; homeomorfos a M. Ademsds K§ =

3y (GK;‘) Sea A3 = (UK_;"’), asf M = KU A3 U Az U A,, con
i=1

A; homeomorfos a M. Ademds Ky = KZU (UKJ?) Sea Ay = GKJ? ,
j=1

j=1
K3 y A; homeomorfos a M. Continuando con este proceso, obtenemos que

Entonces en ambos casos H es homeomorio a
Con esto, si H es un subcontinuo propio de M que contiene a (1,1,---),
entonces H es homeomorfo a M.

Ahora si H no corltlene a FE, como E = M, denotarfamos por E; =

M\UK,, B, =E \UK,., con K1 & M, etc.
i=0 i=0
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Entonces nEf‘ = (1,1,---) y como H es no degenerado hay un mayor

n>1

entero k tal que H C Ei. Asf, Ey;1 © H C Ei y Ey es homeomorfo a M.
Con lo cual tenemos que H contiene a Fj.

Caso 2: Por ltimo, sea H un subcontinuo propio no degenerado de M;

]
Por 1a Proposicién 5.2. Podemos ver a M como (U K;
i=0

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A no es un subconjunto
de K; para ninguna ¢ > 0, pues en ese caso, como K; es homeomorfo a
M, usamos la Proposicién 5.2 para K; en lugar de M y como H es no
degenerado, después de un nimero finito de pasos obtendrfamos que H no
es un subconjunto de un elemento de las K.

Sea £ = (Y, Yn,- - ) un punto de H. Entonces

H= [Hﬂ (“[:J;K,)] ulHn (QK,)

oo

donde [HN ( K j) &5 un subcontinuo propio que contiene a . Con
j=n

es homeomorfoa M ¢ a N.

_ )

y |Hn | |J K; || es un subcontinuo propio que contiene a z, y como
o

oo o0
( U Kj) homeomorfo a M asf estdmos enel caso 1, porello | H N (U K;

j=r| j=n

n-1
UK; | es homeomorfo a M tenemos que x estd en el subconjunto de
=0

n=1 n—1
irreducibilidad de ( UK j), porello [HN{ UK ,)] es homeomorfo a M.
j=0 3=0

Con lo cual tenemos que H es la unién de dos subcontinuos unidos en un
punto, uno homeomorfo a M y el otro a N, y en este caso tenemos que
H es homeomorfo a N o tenemos que H es la unién de dos subcontinuos
homeomorfos a M, y por ello H es homeomorfo a M.

Entonces H es homeomorfo a M o a N.

ZSTA TESIS NO SAILE
DE LA BIBLIOTECA
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Esto completa nuestro argumento que M contiene unicamente 2 subcon-
tinuos topolégicamente diferentes. m

Como M = Ko U (U‘:K -), entonces M es descomponible. Y como

N=5uU (Uc_:S-), entonces M es hereditariamente descomponible ya que
sus vinicos subcontinuos son M o N.

Como M es hereditariamente descomponible y hereditariamente irre-
ducible, entonces es hereditariamente unicoherente, por el Corolario 1.23,
y por Teorema 0.7, M es encadenable. )

O se puede ver que es encadenable, observando que es lfmite inverso de arcos.
([Nadler, Teorema 12.19, psg. 246] y [Nadler, Teorema 12.11, pdg. 235].
L{mite inverso de arcos es encadenable).

Ahora como M 1o es un arco y como N contiene continuos homeomorfos
a M, entonces N no es un arco.
Asf M no contiene arcos.




Bibliografia

[Awartani] M. Awartani, An uncountable collection of mutually incompara-
ble chainable continua, Proc. Amer. Math. Soc. 118 (1993), 239-
245

[Bing]  R. H. Bing, Concerning hereditarily indecomposable continua, Pa-
cific J. Math. 1 (1951), 43-51.

IBing (2)] R. H. Bing, Snake-like continua, Duke Math J. 18 (1951), 653-663

[Henderson] G.W. Henderson, Proof that every compact decomposable con-
tinuum which is topologically equivalent to each of its nondegen-
erate subcontinua is an arc, Ann. of Math. 72 {1960), 421-428.

[Ingram] W. T. Ingram, Periodicity and indecomposibility, Proc. Amer.
Math. Soc. 128 (1995), 1007-1016

|Kuratowskil}] K. Kuratowski, Topology, Vol. 1, Acad. Press, New York, N.
Y., (1968).

[Kuratowski2] K. Kuratowski, Topology, Vol 2, Acad. Press, New York, N.
Y., (1968).

[Mahavier] W. S. Mahavier, Continua with only two topologically different
subcontinua, Topology Appl. 94 (1999), 243-252.

[Mahavier2] W. S. Mahavier, Upper semi-continuous decompositions of ir-
reducible continua, Fund. Math. 60 (1967), 53-57.

[Miller] H. C. Miller, On unicoherent continua, Trans. Amer. Math. Soe.
69 (1950), 179-194.

61



BIBLIOGRAFTA : 62

[Moise] E. E. Moise, An indecomposable plane continuum which is home-
omorphic to each of its nondegenerate subcontinua, Trans. Amer.
Math. Soc. 63 (1948), 581-594.

[Moore] R. L. Moore, Foundations of point set theory, Amer. Math Soc.
Colloquium Publications, vol. 13 (1932)

[Nadler] S. B. Nadler Jr., Continuum Theory, Marcel Deker, Inc., New
York, 1992.

[Nadler(2)] S. B. Nadler Jr., Arc components of certain chainable continua,
Canad. Math. Bull. 14 (1971), 183-189.

[Whyburn] G.T. Whyburn, Analytic Topology, Amer. Math. Soc. Colloqui-
um Publications 28 (1942).



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Descomposición de Continuos
	Capítulo 3. Localmente Conexos
	Capítulo 4. Descomponibles No Localmente Conexos
	Capítulo 5. Ejemplos
	Bibliografía

