DE MEXICO

PACULTAD DE CIENCIAS

Poliedros coloreados
con 6rdenes ciclicos

294055
T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE :
M ATEMATTIO CA
P R E ) t N T A

Isabel Alicia Hubard Escalera

Director de Tesis: Dr, Javier Bracho Carpizo

FACULD)(PL CIENCIAS
SECCION ESCOLAR




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



VHIVERADAD NACIONAL
AfeNema DY
Mezro

M. EN C. ELENA DE OTEYZA DE OTEYZA
Jefa de la Divisién de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito:

"POLIEDROS COLOREADOS CCN ORDENES CICLICOS"

realizado por ISABEL ALICIA HUBARD ESCATERA
con niimero de cuenta 9850697~0 , quién cubrid los créditos de la carrera de  MATEMATICAS

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente
Director de Tesis
Propietaric DR. JAVIER BRACHO CARPIZO
Propieta.rio DR. FRANCISCO LARRICN RIVEROLL
Propietario DR. JORGE IUIS AROCHA PEREZ
Suplente DR. RODOLFO SAN AGUSTIN CHY
Suplente DR. JAVIER PAEZ CARDENAS /5,%. . 719

Consejo Departamental de

MatemAticas . .
Gaka T L

M. en C. ALEJANDRO BRAVO MOJICA

1 L O




A mi papd, mi mama, Aline y Alfredo.




Agradecimientos.

Quiero empezar agradeciendo a Roli por el trabajo y tiempo dedicado
a esta tesis. Porque junto con Luis Montejano y Jorge Arocha me ha
ensefiado el maravilloso mundo de la combinatoria y cémo
adentrarse a él (o al menos intentarlo).

A Paco y Rodolfo por la revision de esta tesis y sus atinados
comentarios.

A Javier Paez por lo afios de ensefianza, las largas pléticas, consejos,
regafios, por ser mi guia durante mi estancia en la facultad, ademas
de revisar con muchas ganas este trabajo. Pero sobre todo por
brindarme una amistad en todo momento.

A mis papas, a Aline y Alfredo por su apoyo y paciencia todos estos
afios, no sé que haria sin ustedes. Gracias por ser ademas de todo mis
amigos.

A Mariana, Ingrid, Lissette, Sara, José y Julio, amistades como estas
no se encuentran en cualquier lugar. A todos los hijos del Péez con
quienes pasé tantas horas de estudio, en especial a Camille y Pablo.

Finalmente quiero agradecer muy especialmente a Oscar Chavez por
haberme guiado por el camino del bien.



Indice General

1 Introduccién

2 Poliedros

2.1 Definiciones . . ... .. ...
- 2.1.1 Reglas de pegado . . .
2.1.2 Banderas .. .. ...
2.1.3 Automorfismos . . . .

2.2 Poliedros regulares . . . . . .
2.21 Generadores . . . . . .

2.3 Poliedros quirales . . . . ...
2.3.1 Orientabilidad . . . . .
2.3.2 Poliedros quirales . . .
2.3.3 Generadores . . . . . .
2.3.4 Policdros semiregulares

3 La construccién

3.1 El grupo simétrico . ... ..
3.2  Primera construccién . . . . .
3.3 Segunda construccién . . . . .
3.4 'Tercera construccién . . . . .

4 Formalizacién

4.1 Etiquetas . ... .......
4.2 Construccién . . . . . . ...
4.3 Lassimetrias . . .. ... ..

5 Ladltima y nos vamos
5.1 Cuarta construccién

13
15
17
18
19
27
27
30
33
35

37
37
39
45
33

59
59
61
65

75



Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis formaliza la generalizacién natural de un poliedro regular que apa-
recid en el estudio de espacios de configuraciones. Fsta generalizacién da
lugar a nuevas familias de poliedros.

El Capitulo 2 lo empezaremos dando las nociones bésicas con las que
vamos a trabajar para llegar a conocer las propiedades méds importantes de
los poliedros, los poliedros regulares y quirales y sus respectivos grupos de
automorfismos. En el Capitulo 3 construiremos las tres nuevas familias de
poliedros que generalizan al poliedro regular que tenemos. En el Capitulo
4 formalizaremos las construcciones y veremos algunas propiedades de es-
tas familias de poliedros. Finalmente en el Capitulo 5 daremos una tltima
construccidn sin entrar en mucho detalle.

Pero antes queremos empezar con el ejemplo que da lugar a esta tesis.
Surge de la estructura combinatoria del espacio de configuraciones de 5 pun-
tos en la linea proyectiva P!, al que denotaremos Pi. No pretendemos definir
estos espacios con precision, sino describir intuitivamente al que nos interesa.

La idea bésica de este espacio de configuraciones es pensar que cada punto
tiene un color distinto y fijarnos en las maneras distintas, proyectivamente
hablando, en que podemos encontrar 5 puntos, uno de cada color, en 1a linea
proyectiva.

Para csto, necesitamos que los 5 puntos generen a P!, y ademds, como
estamos hablando proyectivamente, que si una proyectividad no los mueve,
entonces esa proyectividad es la identidad; es decir, que al menos tres de
cllos sean distintos. Podemos pensar entonces que tenemos 3 puntos fijos
y los otros 2 moviéndose por P!. Esto implica que tenemos dos grados de
libertad, por lo que la dimensién del espacio es dos. Es decir, tenemos una

3
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de los vértices del pentdgono, pues las identificaciones preservan colores. El
resultado se puede dibujar en el plano proyectivo con 4 agujeros:

Py

en donde los circulos pequefios (la frontera de los agujeros) se identifican
antipodalmente, por lo que es una superficie no orientable cuya caracteritica
de Euler es —3.



Capitulo 2

Poliedros

Desde la antigliedad el hombre conocié los poliedros, probablemente el pri-
mer poliedro conocido fue el cubo, que los etruscos usaban para apostar; méas
tarde, los egipcios al construir sus pirdmides usaron también poliedros. Sin
embargo, los primeros en estudiarlos fueron los griegos, ellos se fijaron princi-
palmente en las simetrias que tenfan, por lo que basicamente se dedicaron a
los poliedros regulares que Platdn identificé con los elementos bésicos, el te-
traedro con el fuego, el octaedro con el aire, el cubo con la tierra, el icosaedro
con el agua y finalmente el dodecaedro con el universo entero. Después apa-
recieron Arquimedes, Kepler y Poinsont, entre otros. Todos ellos estudiaron
a los poliedros que viven en el espacio euclidiano de dimensién 3, princi-
palmente viéndolos como cascos convexos de un mimero finito de puntos y
viendo las sinetrias que les heredan las isometrias del espacio; estos poliedros
son topoldgicamente equivalentes a una esfera y su geometrfa resulta de esto.
Aqui estudiaremos poliedros que no son necesariamente cascos convexos de
puntos en E?. Cuando sean finitos van a seguir siendo superficies, pero no
necesariamente la esfera. y dependiendo de la superficie les corresponders su
geometria.

Mas tarde aparecié Coxeter y fue el primero en estudiar a los poliedros
como objetos combinatorios, mis que geométricos. Nosotros, como Coxeter,
los veremos combinatoriamente, aunque no por esto perderemos de vista su
geometria.




2.1. DEFINICIONES 9

donde los v; son distintos.

La trayectoria T que une a los vértices v y vy la podemos escribir como
T = vym...v. Es importante notar que la trayectoria 7' es la misma que la
T"= vgvk_1...v ¥ €8 una trayectoria entre v ¥ v O entre v; y vg. La longitud
de una trayectoria es la cantidad de aristas que contiene.

Una gréfica es coneza si para cualesquiera dos vértices que tomemos hay
una trayectoria. entre ellos. .

Si T es una trayectoria de longitud mayor o igual a uno, entonces la
grafica C formada por la trayectoria T y la arista vov, es un ciclo. Es decir,
un ciclo C' es una gréifica C = (V, A) donde

V= {1{0,‘01, ey U} A = {uov1, M1v2, ..., Vg1V, Ukl }

con los v; distintos y k > 1.

La longitud de un ciclo es el nimero de aristas (o vértices) que tiene.
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A los vértices del poliedro también los llamaremos 0-caras, a las aristas
I-caras y a las caras 2-caras. Cuando hablemos de una i-cara nos estaremos
refiriendo a un vértice, arista o cara.

Ejemplo 1 Los sdlidos platénicos y arquimedianos, el espacio de configura-
ciones de 5 puntos en P son poliedros:

figura de /
vértice
de v

Podemos definir también a las graficas como un par G = (V, A) de conjun-
tos (con V no vacio) junto con una relacién de orden entre ellos que cumple
que cada elemento de A es mayor a exactamente dos de V. De esta forma
un ciclo es una gréfica en la que ademds se tiene que cada elemento de V es
menor a exactamente dos de A y ademds es conexa. A los elementos de V' y
de A les seguimos llamando vértices y aristas, respectivamente. Usando esta
misma idea podemos definir de otra forma los poliedros

Definicién 2 Un poliedro P es una tercia P = (V, A, C) de conjuntos {cuyos
clementos llamaremos vértices, aristas y caras respectivamente) junto con una
relacién de orden parcial que cumple que:

e La funcién dimensién (que manda a los elementos de V al cero, a los
de A al uno y a los de C al dos) es una funcién de rango para el orden.
En particular si v € V es menor que ¢ € C, entonces existe ¢ € A tal
que v < a<c.

e Los vértices y aristas menores que una cara forman un ciclo (como
grafica).

e Las aristas y caras mayores que un vértice forman un ciclo (en el que
pensamos a las aristas como vértices y a las caras como aristas). A este
ciclo le seguimos llamando figura de vértice.
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Se dice que dos caras son adyacentes si son incidentes a una misma arista.
Dos vértices son adyacentes, también si son incidentes a una misma arista.

2.1.1 Reglas de pegado

Dada una coleccién de ciclos ajenos € queremos construir poliedros cuyas
caras sean los ciclos de €. Para esto necesitamos aparear las aristas de los
ciclos.

Diremos que una regla de pegado entre los ciclos de € es un apareamiento
entre las aristas de los ciclos que induce una direccién de pegado en las aristas.
Es decir, si la regla de pegado nos dice que tenemos que identificar la arista.
ap = ugu; con la arista a; = wgv; entonces también nos dice que, cuando
peguemos, si el vértice up va a ir pegado con el vértice vp 0 si va a ir pegado -
con el vértice ;. Una vez que la regla de pegado nos dice con que vértice va
pegado up tenemos que u; va a ir pegado con el otro vértice incidente a ay.
Es decir, nos dice con cudl de las dos posibilidades se pegan las aristas. En
particular el apareamiento nos dice que cada arista se pega con exactamente
otra.

Definicién 3 A lo que resulta después de pegar lo llamaremos protopoliedro.

Un protopoliedro no es necesariamente un poliedro. Por ejemplo, si toma-
mos un solo ciclo de longitud cuatro como la coleccién de ciclos e identificamos
sus lados opuestos de la siguiente manera:

obtenemos un toro, pero no un poliedro. Es decir, dado un policdro, si le po-
nemos “telita” en las caras, obtenemos una superficie; sin embargo si tenemos
una superficie y le “pintamos” una grifica, no necesariamente obtenemos un
poliedro.
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Esto implica que P es un poliedro.

2.1.2 Banderas

Una bandera ® = (v, a,¢) de un poliedro P es una tripleta que consta de un
vértice (v}, una arista (a} y una cara (c) tales que el vértice es incidente a la
arista y ésta a su vez a la cara. Al conjunto de todas las banderas de P lo
denotamos como G{P).

Cada poliedro lo podemos dividir en tridngulos cuyos vértices sean: un
vértice, el punto medio de una arista que contenga al vértice y el centro de
una de las dos caras que contienen a la arista; de esta forma cada bandera
queda representada por un tridngulo.

Sea ¢ = (v,a,c) € B(P). La arista a es incidente a exactamente dos
caras, una de ellas es ¢ y la otra ¢, como v es incidente a a entonces la
tripleta & = (v, a, ¢) también es una bandera de P y ademéds ® y $? son las
tinicas dos banderas que contienen tanto a » como a a. Si ahora nos fijamos
en la cara ¢ y en su arista a, vemos que ésta tiene exactamente dos vértices,
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Sea ® = (v,q,c¢), entonces su bandera O-adyacente es ®° = (v,a,c). Si
ahora nos fijamos en la bandera 2-adyacente a ®°, tenemos que esta bandera,
(@0)2, tiene la misma arista (a) que ®, como cada arista est4 en exactamente
dos caras, entonces la cara de (<I>°)2 tiene que ser la misma que la de 2 porque
tanto ®° como @ tienen a a como arista ¥ a ¢ como cara, esto quiere decir
que (<I>°)2 = (¢, a, ¢). De la misma forma, como cada arista tiene exactamente
dos vértices, entonces el vértice de (®?)° tiene que ser el mismo que el de L
lo que quiere decir que ($2)° = (v a,c) por lo tanto

(3 = (@)

2.1.3 Automorfismos

Sea P un poliedro. Un automorfismo ¢ es una biyeccién de P en &l mismo
tal que manda vértices en vértices, aristas en aristas ¥ caras en caras preser-
vando la incidencia. Por tanto ¢ manda banderas en banderas. Al grupo de
automorfismos lo denotaremos I'( P).

NOTA: La multiplicacién de elemnentos de T'(P) la haremos por la derecha
y denotaremos también la accién de (P) en B(P) por la derecha.

Proposicién 2 Sean ¢ € T(P) y & € B(P), entonces d'p = (dp)’, para
1 € {0,1,2}, es decir, los automorfismos preservan adyacencia de banderus.

Demostracién. Sea i € {0,1,2}, entonces & y ¢* son banderas que difieren
unicamente en la i-cara, por lo que cuando les aplicamos a ambas  tenemos
que las j-caras con j # i de @ y $'p son las mismas. Ademds las i-
caras de ®¢ y ®'y son diferentes, ya que un automorfismo no puede mandar
caras diferentes en la misma. Como los automorfismos preservan incidencia,
entonces d y $*y inicamente difieren en la i-cara, por lo tanto Pl = (D)t
a
Un poliedro es conezo si su 1-esqueleto es conexo o, equivalentemente,
si como superficie es conexo. Es ficil ver que esto es equivalente a que
para cualesquiera dos banderas ® y ¥ existe una sucesién de banderas ® =
Dy, Py, ..., &k = U tales que ®; y $;., son adyacentes.
En lo que resta de este capftulo, cuando hablemos de poliedros nos estare-
mos refiriendo a poliedros conexos, que es como se manejan en la literatura.

Proposicién 3 Sea P un poliedro, entonces (P) actiia libremente en B(P),
es decir, cualquier automorfismo que fije una bandera tiene que ser la iden-
tidad.
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Proposicién 4 Sea P un poliedro, entonces IT(PY < |B(P)|; mds ain,
IT(P)| divide a |B(P)|.

Demostracién. Como I'(P) actiia libremente en A(P), entonces cuando
tomamos una bandera ® fija y vemos qué le pasa si le aplicamos cada uno de
los elementos de I'( P), tenemos que no hay dos que la manden al mismo lugar.
Esto implica que cada 6rbita de ['(P) en f(P) tiene tamafio exactamente
I(P)], por lo que [T(P)| < |B(P)|; ahora, como la unién ajena de todas las
drbitas de I'(P) en B(P) es justamente 3(P), entonces |T'(P)|divide a |3(P)].

]

Proposicién 5 P es reqular si y solo si [T(P)| = |8(P)|

Demostracién. Por definicién P es regular si y sélo si ['(P) es transitivo en
banderas, es decir si y s6lo si I'(P) tiene una sola 6rbita en S(P). Como cada
drbita de I'(P) en B(P} tiene tamafio exactamente |['(P)[, entonces I'(P)
tiene una séla drbita en 3(P) si y solo si |T(P)| = [B(P)|. Por lo tanto P es
regular si y sélo si [T'(P)| = |8(P)|

n

Ejemplo 2 Los sdlidos pliténicos, el espacio de configuraciones de 5 puntos
en P! y los siguientes toros son requlares:

/|

s
-

A T

AN

/

2.2.1 Generadores

Si P es regular, cuando fijamos una bandera ® = (v, a, ¢) (a la que llamaremos
bandera base) y vemos sus tres banderas adyacentes ®°, ' y $? tenemos
que, como €l grupo es transitivo en las banderas, existen tres automorfismos
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S

estd hecho de cuadrados y pegamos cuatro por vértice. Sin embargo en este
poliedro, cuando tomamos una bandera base y consideramos p, (que fija vér-
tice y cara pero cambia arista) podemos ver que esto no es un automorfismo,
pues intercambia las direcciones horizontal y vertical. Estas dos direcciones
son distintas ya que podemos hacer un camino de la siguiente manera: nos
paramos en una arista viendo hacia una cara, en esa cara tomamos la arista
opuesta a la que estamos (es decir, la que no es adyacente) y ahi vemos a
la cara de la que no venimos. De esta forma dada una arista horizontal, el
camino que obtenemos hasta regresar al punto de partida tiene longitud 4,
mientras que si empezamos en una arista vertical este camino tiene longitud
3.

AN
L 2 |
& & &
SN J

7N
[ S,

Entonces la bandera base no puede ir a su 1-adyacente por medio de auto-
morfismos y por lo tanto 1o es regular en el sentido que nosotros definimos.
El sentido de esta regularidad es que los poliedros tengan la mayor cantidad
posible de simetrfas.
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lo que quiere decir que pyp, = p,p0,, ya que el grupo actia libremente, enton-
ces

(Por2)® = (por2) (Pop2) = (Popa) (papo) = €

por lo tanto

Po2 = P20 = 2.

Asf tenemos que los generadores py, p;, po cumplen al menos las relaciones

0E = (pop2)” = (pop1)? = (prp)T =€ 1)

aunque es posible que se necesiten algunas otras relaciones para definir a
I'(P). Las relaciones (1) son conocidas como las relaciones de Coxeter. (Ver
[51)

En la representacién geométrica de estos automorfismos, el dngulo que
forman las reflexiones p, y p, es de Z, por lo que el pyp, representa la rotacién
de 7 en el centro de la arista de la bandera base; las reflexiones g, y p, forman
un dngulo de "2’—; = 5, mientras que las p; y p, forman un sngulo de % =%

esto quiere decir que p,p, y 0122 Son rotaciones de 2’7” en el centro de la cara

y de Zqz en el vértice de la bandera base, respectivamente:

8

Entonces el tridngulo de una bandera se ve m4ds o menos asf:
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NN
24

ambos son regulares de tipo {4,4}. Cuando estemos hablando de que un

poliedro tiene tipo de Schlifli {p,q} el poliedro no va a ser necesariamente
regular, por ejemplo

Pt Y

s/
N
ol
P

///\\
N\

tienen tipo de Shlifli {4, 4} pues pegamos cuadrados y de a cuatro por vértice,
sin embargo ninguno de los dos es regular. Vimos ya que el primero no es
regular. Supongamos que el segundo poliedro es regular, entonces la reflexién:
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2.3 Poliedros quirales

2.3.1 Orientabilidad

Dado un ciclo C hay dos posibles orientaciones o direcciones que podemos
darle:

O ©

La orientacién de un ciclo induce una orientacién en cada una de las aristas
de éste.

Cuando tenemos un poliedro P podemos orientar todas sus caras; para cada
cara escogemos una de las dos orientaciones posibles. Vamos a decir que la
orientacién entre dos caras adyacentes es compatible si cuando nos fijamos
en la arista incidente a ambas tiene en una cara la orientacién contraria a la
que tiene la otra. Es decir, si la arista que comparten ambos ciclos tiene las
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todas sus caras adyacentes. Esta orientacién induce una en las aristas, por
lo que cada arista la vemos asf:

—>
“—

De esta forma podemos pintar de negro las banderas en donde empieza
cada flecha que nos dice la orientacién de cada arista y de banco a su bandera
0-adyacente.

La crientacién de las caras de P y su compatibilidad con las adyacentes
nos dice que pintando a las banderas de esta forma cada bandera negra va a
tener a sus banderas adyacentes de blanco y viceversa, cada bandera blanca
tiene a sus adyacentes de negro. Esta coloramén de las banderas nos induce
una biparticién de su grafica.

Ahora, si la gréifica de banderas de P es bipartita, entonces podemos
colorear cada una de las partes de un color: una parte negro y la otra de
blancoe. De esta forma las banderas adyacentes a una bandera blanca son
negras y viceversa. Entonces podemos orientar cada cara de la siguiente
manera: Nos paramos en una bandera negra y la orientacién que le damos es
hacia su bandera 0-adyacente, que es blanca.
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impar con respecto a ¢ si no es par. Como p,, p; ¥ p, generan al grupo de
automorfismos, entonces por medio de oy y 2 podemos llegar a cualquier
bandera par, ya que p;p, = 0o, PPy = 05, PPy = O3, PPy = 07 ¥
PaPy = Pofy = Pof1P1P2 = T200, esto quiere decir que el indice de ['*(P) en
['(P) es a lo m4s 2, y podria pasar que I'V(P) = I'(P) si el poliedro es no
orientable.

Ejemplo 3 Cuando tomamos el cubo e identificamos puntos antfpodas obte-
nemos el medio cubo.

En el medio cubo las rotaciones oy y oy generen todo I'(P), ya que dada
una bandera fija, podemos llegar a cualgquier otra por una sucesién par de
banderas adyacentes.

Definicién 5 Sea P regular. Si sucede que el fndice de I'*(P) en I'(P) es
2, diremos que P es directamente regular. Esto es equivalente a que P sea
regular y orientable.

Ejemplo 4 Los sdlidos platdnicos son directamente requlares.
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Podemos ver a las banderas de dos colores:

Ver que T (?) es transitivo en las banderas de los colores serd claro después
de ver cdmo se generan las rotaciones de estos poliedros.

2.3.3 Generadores

Sea P quiral con tipo de Schlafli. Si nos fijamos nada mss en una cara,
como ['(P) es transitivo en las banderas de los colores entonces hay un
automorfismo que manda a una bandera & en (8%)' Como I'(P) actua
libremente en las banderas, entonces ese automorfismo es la rotacién en el
centro de la cara. y con un angulo de 2;1. Llamemos a este automorfismo .

Si ahora nos fijamos qué pasa alrededor de un vértice, la rotacxc’)n en é] y con
{mgulo es el automorfismo que manda la misma ® en ($!)*. Llamemos a
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Si nos fijamos en las opciones para i y § nos da que ((I)‘)Z es una de las
) o ()

siguientes banderas: (@)%, (92)°, (¢9)', (22", (°

y tenemos que ®ap = (@1)2, doy = (<I)°)1 , Pogoy = (@2)0, Poyl = (8% y

doy' = (01)°
Entonces, dependiendo de la j-cara en la que sean iguales Wi_; y ¥y
tenemos una de las siguientes opciones: Wi 100 = Uy, Uy_jo5! = Wy,

‘I’k_IO'Q = ‘I’k, \Ilk_l(f2_1 = qlk 4] ‘I‘k_IO'QO'O = \I’k, es decir, 'I'k_lé = lIlk
con § € {og, ;) , entonces

U =0, =V, 6= (D)6

y si hacemos 7 = 6, entonces ¥ € {(0p,02) y ademds ¥ = &. Por lo tanto
F(P) = <0’0,02) .
[ |

2.3.4 Poliedros semiregulares

Los poliedros quirales y los poliedros directamente regulares tienen muchas
cosas en comun, por lo que cuando hablemos de poliedros semiregulares nos
estaremos refiriendo a un poliedro que es quiral o directamente regular. Por
esto a los poliedros semiregulares les podemos asociar su tipo de Schlafli
{r,q}. '

Un poliedro semiregular es orientable, ya que su grafica de banderas es
bipartita.
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La construccién

3.1 El grupo simétrico

Para construir los poliedros vamos a usar al grupo simétrico de n elemen-
tos {Sy), es decir, el grupo de las permutaciones del conjunto {1,2,..,n}.
Cuando hablemos de un elemento ¢ € S,, es decir de una permutacién de
n elementos, 1o vamos a respresentar como producto de ciclos ajenos. Por
ejernplo la permutacién de 4 elementos que manda el primero en el tercero,
el segundo lo deja fijo, el tercero al cuarto y el cuarto al primero, la deno-
taremos como ( 1 3 4 ) ( 2 ) o podemos omitir los elementos que quedan
fijos y a esta permutacién denotarla simplemente como (134 ) . Cuando
representamos las permutaciones como ciclos hay varias formas de represen-
tar una misma permutacién, ya que la permutacion representada por el ciclo
(a1 @ .. ax )} (donde las a; son elementos de {1,2,...,n}) es la mis-
ma que la representada por el ciclo (@ aip1 ... @& a1 ... @, ), para
cualquier i € {2,3,..,k} .

Cuando tenemos un ciclo podemos hablar de su longitud, que es la canti-
dad de elementos que tiene el ciclo, y que coincide con su orden en el grupo.

Sean 0 € S, e i € {1,2,..,n}. Cuando le aplicamos al elemento i la
permutacién o lo haremos por la derecha y entendemos por io el elemento
de {1,2,...,n} al que manda ¢ a i. Por ejemplo si ¢ = (2531 ) € S5,
entonces 1o = 2,20 =5,30 =1, 40 =4, 5o = 3.

Llamaremos un orden cfclico de longitud n a un elemento de S, que
sea un ciclo de longitud n. Por ejemplo la permutacién de 5 elementos
(12345 ) es un orden ciclico. Denotaremos al conjunto de todos

37
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Si¢={(a, a .. ,@n ), entonces
(xe = (a1, ay, .. On ) %€
= (@, ae, .. s
= (al, ag, ... ,a,,,)=C
Ahora
(x(ap) = (ai(op), as(op), .. ,an (0p) )
= ((a19)p, (a20)p, ... ,(aa0)p)
= ((@0), (@0), .. ,(a0))s
= ((xa)xp

por lo que la accién estd bien deﬁnida
Para la multiplicacién tanto por 6rdenes diédricos como lineales hace-

mos algo similar: si ¢ € §,, v = (( a1, as, .. ,a, )) €Dyt =
[a1, a2, .. ,a » | € L, hacemos

vxo = ({0, ao, .. a0 )

lxog = [ala, aso, ... ,a,na]

Ver que estas dos multiplicaciones son acciones de Sp en D, y L, respecti-
vamente es andlogo a que es accién en C,,.

Es facil ver que respecto a la cantidad de elementos se tiene que:

[Cnl = (n - 1)!

_ (n—1)
1D = 5
[L,] = nl

3.2 Primera construccién

Regresando al pohedro que resulta de cinco puntos en P! vemos que hay 12
pentdgonos. Cada pentdgono tiene 10 banderas, por lo que en total tenemos
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De esta forma cada elemento de Lg representa una tnica bandera y cada
bandera estd representada por un tnico elemento de Ls.

Como S5 actiia en Ls, entonces Ss actia en las banderas, por lo que
(veremos en el siguiente capitulo) cada elemento de Ss induce un automorfis-
mo diferente del poliedro. En principio no sabemos si el poliedro tiene m4s
automorfismos. Como cada elemento de S5 es un automorfismo, entonces

IT(P) > 1S5t = 5! = 120
pero habfamos visto que |3(P)] = 120, por lo tanto

I(P)| = |B(P)]
pero sabemos que [3(P)| > [I'(P)| [proposicién 3], por lo tanto

|6(P)| = {I'(P)|.

Entonces el poliedro es regular.

Dejando a un lado los espacios de- configuraciones podemos quedarnos
tinicamente con el poliedro que obtuvimos y generalizar la idea de la cons-
truccién para obtener nuevas familias de poliedros. Para hacerlo, tomemos
ciclos de longitud n para usarlos como las caras del poliedro. Vamos a co-
lorear sus vértices de n diferentes colores, cada vértice de un color distinto.
Consideraremos que dos ciclos son iguales o tienen la misma coloracién si es
posible llegar de uno al otro por medio de una rotacién o una reflexién. Es
decir, podemos pensar que las caras son los elementos de D,,. Si empezamos
a pintar vértices con los n colores, obtenemos -("—'512 ciclos distintos, uno por
cada 6rden diédrico.

Estos ciclos son las caras con las que construir el poliedro, ya sélo falta
una regla de pegado. Para esto, cuando peguemos dos ciclos tendrs que ser
por una arista cuyos vértices tengan los mismos colores. De esta forma el
poliedro que obtendremos también tendrs sus vértices coloreados, aunque
puede tener mds de un vértice de cada color; pero cada vértice tiene un solo
color.

Para pegar, tomamos uno de estos ciclos que est4 coloreado por (( ay, as,
escogemos por ejemplo la arista a;a; para pegar por ahf y lo que hacemos
es intercambiar los colores a; y a; y pegar por lo que resulta de hacer esto,
asfla cara (( a1, as, .. ,a, )) va a estar pegada por la arista a;a, con la
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Ejemplo 6 El caso n = 3 no tiene sentido, pues dnicamente tenemos un
orden diédrico. Veamos el caso n = 4. Fmpezamos escogiendo una cara, por

ejemplo la que estd coloreada por ((11, 2, 3, 4 )) ¥ esco-

gemos la arista 12 para empezar a pegar, entonces tenemos que intercambiar

los colores de la arista, esto quiere decir que la vamos a pegar con la cara
coloreada con (( 2, 1, 3, 4 ))

4 3
1 2
1 2
3 4

Si sequimos pegando la primera cara que escogirnos, es decir la (( 1, 2, 3, 4 )) )
pero ahora la pegamos por la arista 23, cuando cambiamos estos colores ve-
mos que la tenemos que pegar con la cara (( 1, 3, 2, 4 ))y si vemos estas
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Cuando seguimos pegando de esta forma todas las aristas obtenemos

que es el medio cubo.

Es fécil ver que el poliedro de 5 puntos en P! es el mismo que resulta de
hacer la construccién para n = 5.

De la misma forma que antes, podemos identificar las banderas de cada
poliedro con los elementos de Ly, por lo que, si seguimos el argumento que
usamos para ver que el poliedro con n = 5 es regular, para el caso gene-
ral, tenemos que todos estos los poliedros son regulares, sin embargo estos
poliedros no son orientables.

3.3 Segunda construccién

Para poder estar seguros de que el poliedro que obtenemos después de pegar
ciclos es orientable, tenemos que darle una orientacién a los ciclos (y que
el pegado la respete). Si queremos orientar a los érdenes diédricos tenemos
dos opciones de orientacién distintas, por lo que por cada ciclo que teniamos
vamos a obtener dos con orientaciones contrarias que podemos marcar con
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que resulta de cambiar el 1 por el 2, es decir, (2, 1,3,4) :

Y pegamos (1,2, 3,4) por la arista 34 con (1,2, 4, 3), y con la que ya tenfamos
pegada nos queda

Seguimos pegando, ahora el cuadrado (1,2, 4, 3} por la arista 24, lo pegamos
con (1,4,2,3) :

1 313 212 4
2 4] 4 11 3
2 4
3 1
Lo ]

después pegamos (1,4,2,3) por 14 con (4,1,2, 3), pero este cuadrado es el
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para cerrar el cubo:

Obtener un cubo no es de extrariarse pues es la doble cubierta del medio cubo
que nos aparectd en el ejemplo anterior.

Proposicién 9 P, es un poliedro con tipo de Schlifii {n,n—1}.
Demostracién. La regla de pegado es un apareamineto: el ciclo
( a1, Q2, .. G, &iz1, .. ,Gp )
lo pegamos por la arista a;a;4; con el ciclo
(a1, as, .. @iy, aia, a, Qiy2y, . G ).

Si ahora queremos pegar este ciclo por la arista a;41@; vamos a intercambiar
los veértices y lo pegamos con

(al_, a2, ... @i Qiy1, .. ,(In).

Como los ciclos estdn coloreados de forma que en una cara no se repiten
colores y el pegado respeta los colores, entonces no pegamos vértices de una
misma cara en ningdin momento, por lo tanto P, es un poliedro.




3.3. SEGUNDA CONSTRUCCION 51

siguiendo con ese razonamiento nos queda la siguiente figura de vértice

Es decir, en cada vértice hay n — 1 ciclos pegados, por lo tanto P, es un
poliedro con tipo de Schlifli {n,n — 1}.

Como antes, podemos identificar a los érdenes lineales con banderas de
P, pero ahora ya no nos alcanzan. El érden lineal [al, az, .. ,Gn ]
va a representar a la bandera cuyo vértice es ay, arista aa, y la cara es
( 1, Az, ... ,0n ) . A cada orden lineal le corresponde un bandera, pero
ahora las banderas no estdn todas representadas por los érdenes lineales. Por
gjemplo, la bandera cuyo vértice es ay, arista aza, y cara ( ay, az, ... ,0q )
no est4 representada por ningiin orden lineal, ya que el orden lineal [ az, a1, Gn,
representa a la bandera cuyo vértice es aj, arista aza;, pero la cara es
(a2, a1, an, .. a3 ),queeslamisma que (@n Guo1, ... ,a;),pero
como ahora la direccién sf nos importa, ésta cara es diferente a la ( ay, @, ... 0y ) .
Esto implica que en cada cara justamente la mitad de las banderas queda
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En el siguiente capftulo veremos algunas propiedades de estos poliedros.

3.4 Tercera construccisn

Hasta ahora cuando pegamos ciclos Jo hemos hecho con una permutacién
que €s una transposicién de los colores de la arista que pegamos. Ahora
generalizaremos esta idea. Para esto vamos a seguir usando ciclos coloreados
por drdenes ciclicos de n elementos, es decir, van a tener orientacién, pero la
permutacién , ademss de cambiar los colores de la arista por la que pegamos,
también cambiardalgunos otros de los colores del ciclo. Esto lo podemos
representar en una charolita en forma de ciclo con una arista distinguida que
es por la que se pega:

pero ademds de esta arista marcamos también algunas diagonales y otras
aristas del-ciclo con la condicién de que cada vértice esté en a lo mss una de
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Empecemos pegando el hexdgono (1,2,3,4,5, 6) por la arista 12:

99
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con el hexdgono (1,2,3,4,5, 6) que es con el que empezamos, y el dibujo nos

queda:
5 4
8 < 2 ¢
SN— 7, > 1
‘ /5—‘ 4
3 e

Ahora peguemos (1,6,3,2,5,4) por 54

3 8 2 1
| @ | A Cm@} 6
5 4 4 : 5
otra vez este herdgono ya habta aparecido, pero como el dibujo se complica

st los pegamos, simplemente vamos a dejar indicado que estas aristas estdn
wdentificadas

5 4
>

—/—\
6 -
1 p——{2
4 -

3 8
|
§ 4



Capitulo 4

Formalizacidn

Debe quedar intuitivamente claro que las construcciones anteriores dan lugar
a poliedros con mucha simetria. Veremos que la construccién da que son se-
miregulares, pero queda la pregunta de si son quirales o no. El Teorema 3 nos
da una subfamilia de regulares pero queda abierto el caso general. Para po-
der demostrar el teorema y en general estudiar la simetrfa de estos poliedros
necesitamos formalizar la construccién e introducir un poco de notacién.

4.1 Etiquetas

Nétese que antes de pegar-los ciclos podrfamos llamar al vértice de color 1
simplemente 1, o a la arista cuyos vértices tiene colores 4 y 5 simplemente
arista 45. Sin embargo después de pegar podemos tener més de un vértice 1
6 mdas de una arista 45, por lo que hace falta decir en qué ciclo vive la arista
45 para distinguirla. Recordemos que los ciclos los estamos identificando
con ordenes ciclicos. Si intentamos con esto nombrar también las aristas y
vértices va a ser un poco dificil ya que cuando hablamos de érdenes ciclicos
no distinguimos en donde empezamos, si estamos hablando de un vértice en
particular vamos a necesitar saber donde empezar.

Por esto ahora vamos a etiquetar las caras con érdenes lineales, aunque
tengamos més de una etiqueta para cada cara. Sea f = [ a1, Gz, . ,Gg ] €
L., entonces llamamos:

e c?(£) al ciclo que est4 etiquetado con el orden ciclico ( @1, 42, ... ,Gn )

59
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4.2 Construccién

Falta ver c6mo vamos a pegar las caras. Necesitamos un elemento a € S,
que va a jugar e] papel de la charolita que tenfamos. Para ésto tenemos que
pedirle a o que sea producto de transposiciones ajenas y que siempre contenga
ala (12}. La transposicién (12) va a jugar el papel de la arista distinguida en
la charolita, mientras que cada una de las demés transposiciones sers alguna
de las diagonales u otras aristas que tenfamos marcadas. Entonces vemos a
a Como,

a=(12)4

con 3 producto de transposiciones ajenas que fijen a 1 y a 2. Como a
es producto de transposiciones ajenas, entonces a® = . Por ejemplo, para
n =17, la charolita

5

6 /(X\\ 4

]

1 2

equivale a la permutacién o = (12} (37) (45) .

Llamemos a una « € S, como ésta “a-charolita”.

Ahora sf estamos listos para pegar los ciclos. Tomamos una a-charolita
y un ciclo etiquetado (y con vértices coloreados) con el orden ciclico ¢ =
( @y, @2, .. 0y ) A esta cara le asociamos la permutacién v, tal que
1y, = a4, es decir, la permutacién correspondiente al orden lineal £ = [ ay, Qaz,
Le asociamos esta permutacién ya que ¢?(7;) = ¢. Hacemos ahora una nueva
permutacién «y,, definida como

Tz = a7y

Esto es lo equivalente a poner el ciclo sobre la charolita y hacer los cambios
correspondientes. Sabemos que los colores de c!(v,) son e; y ay, ya que
como el orden lineal correspondiente a 7y, es £, = [ 1y, 2v, .. ,n7],
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Peguemos otra artista del ciclo (2,3,4,5,1), haciendo v, = (23451) . La va-
MOS G pegar con Y, = ary,, entonces, v, = (12)(34)(12345) = (135) (2) (4),
cuyo ciclo es (3,2,5,4,1)

Hagamos ahora v, = (12534) (su ciclo es (2,5,4,1,3)), ésta la tenemos que
pegar con y, = oy, por lo que tenemos -y, = (12)(34)(12534) = (153) (2) (4),
cuyo ciclo es (5,2,1,4,3)
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con la arista ¢! (a (ay,)) = c!{a®y,), pero como o? = ¢, entonces estamos pe-
gando a c'(ay,) con ¢! (7,). Por lo tanto cada arista se pega con exactamente
otra arista.

A la hora de pegar lo hacemos siempre respetando los colores, es decir,
después de pegar, cada vértice tiene un solo color. Como las caras son érdenes
ciclicos, entonces todos los vértices de una cara tienen colores distintos. Por
lo tanto en ningin momento identificamos dos vértices de una misma cara.

Esto implica que ) es un poliedro.

]

En los ejemplos 8 y 9 vimos que el poliedro que resulta de hacer el pegado
no es necesariamente conexo.

——

Definicién 7 Dada una o € S, a-charolita, a la componente coneza de Y
que contenga a la cara etiquetada con el orden ciclico ( 1, 2, ... ,n ) le
llamaremos > _ .

Observemos que en la segunda construccién que hicimos cambidbamos
tinicamente los colores de la arista por la que pegdbamos y obtenfamos un
poliedro P,. Si hacemos o = (12} € S, tenemos justamente ese caso, ya que
esta permutacién equivale a la charolita que sélo tiene la arista distinguida.
Como dados dos drdenes ciclicos podemos Hegar de uno a otro por medio
de transposiciones (y estas estdn generadas por las de la forma (i, + 1)),
entonces P, es conexo, por lo tanto P, =} .

4.3 Las simetrias
Proposicién 10 > es orientable.

Demostracién. Si pintamos de blanco a las banderas de }._ que estdn
etiquetadas por elementos de S, son exactamente la mitad de las banderas
de )_, . Podemos pintar de negro el resto de las banderas. Observemos que
si ¥ € Sp, entonces la bandera ®, = (c°(7),¢'(v),c*()), es blanca. Sin
embargo sus tres banderas adyacentes no estdn etiquetadas, ya que si 7y es
tal que ¢y = a;, hacemos v, v, ¥ 7; € Sy tales que

i = e sii<nyny =a
Yy = @i 8lt>1yly =a,
T3 = oy
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recordando que no hay que confundir a este ciclo como permutacién con el
orden ciclico asociado. Vamos a demostrar que la accién de oq en ). es
rotar en la cara basica ¢2(¢). Como

E0g = O = (1271)

el orden ciclico asociado sigue siendo el canénico, ( 1, 2, ... ,n ) , por lo
que *(e)ay = c?(e). El color de () es 1oy = 2 y los de la arista c!(ay)
son log = 2 y 209 = 3, por lo que la bandera ®,, es la correspondiente al
orden lineal [ 2, 3, ... ,n, 1]

es decir,

B0y = By, = (9)'

Por otra parte, veamos que la accién de a en > es rotar = en el punto
medio de la arista ¢'(¢). Cuando pegamos la cara c*(¢) por la arista c!(e)
lo hicimos con ¢! (ag) = ¢! (a), cuyo ciclo es a y c?(a) # c2(¢). El color de
c®(a) es la = 2, por lo que ¢(¢) # ®(a). Ademss ¢i(e)a = c¢*(a), por tanto

Do = B, = (9)°
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rotaciones de 3 ., y s (09, 02) = (e, 03) el subgrupo de S, que estd actuando
en las banderas de }_ .

‘Tenemos también que 3, contiene a todos los érdenes ciclicos si y sélo
si contiene a todas las banderas etiquetadas con érdenes lineales, es decir, es
conexo. Esto sucede si y s6lo si {og, o2) = S,,.

Teorema 2 3" es semiregular y su grupo de rotaciones es {a, 02}

Demostracién. Ya sabemos que ¥, es orientable [prop 9). Hemos demos-
trado que tiene una rotacién en la cara bésica, oz, y una rotacién en el vértice
bésico, p. Con la misma técnica que la demostracién de la proposicién 8 se
sige que el gupo de rotaciones de ¥ es {oq,03) ; pero (00,02} = (@, 73).

[ ]

Proposicién 11 Sea a € S,. El tipo de Schiifli de >, s {n,m}, donde m
es el orden de (12..n) @ como elemento de S,,.

Demostracién. Como est4 hecho de n-dgonos, solo falta ver qué pasa con
la figura de vértice. og es la rotacién en el vértice y tenemos que gg = gy =
(12...n) e. Por lo tanto si m es el orden de {12...n) @, entonces m es el orden
de a¢. Esto implica que el tipo de Schlifli de >oe e {n,m}.

|

Ejemplo 10 Sia = (12) y cualquier n, tenemos que Y o €5 Pu (el poliedro
que obtuvimos en la sequnda construccién). Sabemos que (a,02) = Sy, por
lo que, como ya habfamos visto, P, es conexo (P, = Y..) v tiene tipo de
Schifli {n,n — 1}.

Tenemos también que ooa = (12...n) (12) = (23...n), por lo que la figura
de vértice se ve:

an

9  RSTA TESIS NO SALF
DE LA BIBLIOTECA
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Teorema 3 Si « es siméirica, entonces 3 es regular.

Demostracién. A todas las banderas blancas las tenemos etiquetadas por
ordenes lineales o por permutaciones.

Dada una bandera negra ¥ = (v, a, ¢) sabemos que su bandera 0-adyacente
es blanca, por lo que estd identificada con v € S,. De esta forma podemos
ver a ¥ en términos de 7 :

¥ =00

De esta forma podemos representar a todas las banderas negras.

Sabermnos que s6lo necesitamos un automorfismo que mande banderas ne-
gras en blancas y blancas en negras. El automorfismo que vainos a buscar es
el que a una cara, coloreada con el orden ciclico (= ( a1, 42, .. ,Qn ) la
manda a Su cara opuesta. ( Cny Qp-1, ... 0 ) , respetando los colores. Pa-
raestolacarac® [ a;, ap, .. ,a, ] tiene queir al la carac? [ ay, a1, a,,
la arista ¢! [ ay, @, ... ,an ] alacl| as, ay, a., .. a3 ] y finalmente
el vertice ¢ [ a1, az, ... ,an lal a1, an, an.1, .. ,an ]

Vamos a definir una funcién f en las banderas de >, tal que dada ¢,
una bandera blanca, (®,) f = ®2,, que es negra. Y dada ®J, una bandera
negra, (®%) f = ®,,, que es blanca.

Para ver que f es un automorfismo tenemos que ver que conserva las
adyacencias. Es claro que f manda caras en caras, por lo que preserva la 0 v
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¥ como también sabemos que (‘Ifi)i = ¥, tenemos que,

(( 'F)f) —( a;-y)o_'—-q)cwy

Por lo tanto, junto con (2), obtenemos

(Dy) £)? = (®2) £

lo que demuestra (1) para banderas blancas.
Veamos ahora con banderas ncgras. Sea q>0 una bandera negra, entonces
por construccu‘)n de 3", tenemos que

Por lo que ,
(‘I)‘-J,) f= ((Dcr'r)f = ‘I)? = &,

2
avy (I)mr
y ademds

((29) 1) = (8.,)%,

por lo tanto ((I)O) = ((2%) f)
Entonces f preserva las adyacencias, por lo tanto fesun automorﬁsmo
que manda banderas negras a blancas y viceversa. Entonces 2. €s regular.
' n




Capitulo 5
La iiltima y nos vamos

Para terminar vamos a dar una ditima construccién en la que ya no le vamos a
pedir a a que cumpla ser una involucién. Los poliedros que vamos a construir
también tienen mucha simetrfa, sin embargo ya no podemos asegurar que
sean semiregulares.

5.1 Cuarta construccion

Tomando como caras de los poliedros a los elementos de Cy usamos una
a € S, para hacer una regla de pegado. Era importante que esta o cumpliera
que @ = (12) B con § producto de transposiciones ajenas que no contengan a 1
ni a 2. Usdbamos a (12) para poder pegar por esa arista, mientras quea’ =¢
era importante para que cada arista de un ciclo la pegaramos con exactamente
una de otro y el pegado fuera un apareamiento. Podemos intentar generalizar
esta a pidiéndole tinicamente que contenga a la transposicién (12). Si a® # €
no podemos usar exactamente la misma regla de pegado, ya que tendrfamos
méds de dos caras incidentes a cada arista, lo cual hace que el resultado del
pegado no sea un poliedro. Lo que vamos a hacer entonces es duplicar los
ciclos. Vamos a tomar dos copias de ciclos coloreados por elementos de C,,
una de las copias la pintamos de negro y la otra de blanco. A la hora de
pegar vamos a pegar simpre una arista de una cara negra con una arista de
una cara blanca y viceversa.

Para ver quién se pega con una cara ( a1, a9, ... 0y ) negra por la
arista a, az, identificarnos la cara y arista con la permutacién v tal que iy = a,.
Ahora pegamos a la arista ¢!(7y) negra con la arista c!(a) blanca.
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