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Prefacio

El objetivo que nos planteamos alcanzar en este trabajo es determinar las
condiciones que nos permitan obtener informacidn sobre la naturaleza de la
materia obscura a nivel galdctico. Uno de los problemas més importantes a
los que se enfrenta la Cosmologia actual es la identificacién y determinacién
de las cantidades de los diferentes tipos de materia y energia que componen
al Universo. Esencialmente, los componentes actuales del Universo estén a
su vez formados por materia y energfa de vacio, S0y = Qpr + 2y (2], donde €,
es el parametro de densidad asociado a cada cantidad, en este caso, 2 estd
asociada a la constante cosmolégica. Ademds, hay evidencia que apunta ha-
cta el hecho de que el Universo es plano, esta evidencia proviene de la teorfa,
donde el modelo més aceptado para el Universo temprano es inflacién, asi
como de datos observacionales, los cuales implican que (g = 1 £ 0.12 (por
¢jemplo [3]). El método para obtener la masa de los ciimulos de galaxias es
quizd una de las formas mds confiables para determinar la componente de
materia {la. Las observaciones indican que Qu ~ 0.3 [1], sin embargo, las
componentes mas visibles de 1y, bariones, neutrinos, forman una fraccién
muy pequefia de {2,,. Ademds de que las estrellas y el polvo (bariones) re-
presentan aproximadamente el 5% de la materia total del Universo. Fs decir
Car ~ Qp + Qpar ~ 0.05 + Qpyy, donde Qpyy representa la parte de materia
obscura (Dark Matter) de las contribuciones que deben tener un valor de
Qpa ~ 0.25. El valor dado de 1a cantidad de materia bariénica estd en con-
cordancia con los limites impuestos por nucleosintesis (ver por efemplo [4]).
Una gran cantidad de materia baridnica podrfa cambiar los valores predichos
para el hidrégeno (H) primordial y el helio (*He) en el modelo estdndar de
la cosmologia que coincide con las observaciones.

La necesidad de considerar la existencia de la materia obscura en el Universo
ha sido establecida por observaciones astrondmicas a varias escalas, desde el
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nivel galdctico hasta ciimulos de galaxias. Esto proviene del hecho de que al
aplicar un analisis dindmico a los sistemnas mencionados, no es posible repro-
ducir los resultados que se observan en los mismos. Varias de las propuestas
que han surgido para tratar de explicar este hecho, sugieren la existencia
de materia exdtica [5], es decir, materia que interactiia débilmente con la
materia bariénica, hasta modificaciones no relativistas de la mecanica New-
toniana [6] y teorfas que no incluyen a la relatividad general [7]. También
es posible que ésta materia obscura interactiie de una manera tan débil con
la materia ordinaria, que haga muy dificil su deteccién por medios que no
incluyan los efectos gravitacionales con la materia bariénica, tal como est4
establecido en el escenario de materja obscura fria (CDM)[8, 9. EI hecho
es que la materia obscura es uno de los componentes més importantes del
Universo y su naturaleza es desconocida.

A escala gal4ctica, las observaciones astronémicas indican que las curvas de
rotacion, es decir, el movimiento coplanar orbital del gas en las partes exte-
riores de las galaxias, muestra ser constante para valores grandes del radio
luminoso {10, 12]. Es en el momento en que queremos aplicar un analisis New-
toniano para explicar el problema cuando surgen inconsistencias; de acuerdo
a la mecdnica Newtoniana, la mencionada velocidad deberia decrecer con-
forme nos alejamos del centro galdctico, lo cual no sucede, esto nos lleva a
pensar que existe algun tipo de materia que no estamos detectando salvo por
su interaccion gravitacional con la materia bariénica. Una de las explicacio-
nes mas aceptadas es la de que existe un halo esférico de materia obscura de
naturaleza desconocida el cual rodea a la galaxia y que contribuye como la
materia que se necesita para producir el comportamiento plano de las curvas
de rotacidn.

En éste trabajo, nos proponemos el objetivo de estudiar el problema de la
materia osbcura a nivel galdctico, y concretamente para galaxias espirales
utilizando un andlisis relativista. Seguimos un desarrollo que continia con
la idea planteada en el trabajo comenzado por Matos y Guzmén (13] en
donde hacen un anilisis dindmico preliminar en el contexto de galaxias espi-
rales. En el segundo capitulo trabajamos en un espacio tiempo estacionario
¥ axisimétrico, utilizando las condiciones que nos garantizan que los objetos
de prueba que estamos considerando sigan un movimiento geodésico circular,
encontrainos expresiones para la energia y el momento angular, que posterior-
mente utilizaremos para determinar la velocidad tangencial de dichos objetos
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en el planc galdctico y poder establecer una condicién para la mencionada
velocidad en la regién en donde se observan las curvas de rotacion con carac-
teristicas planas. Esto nos permite establecer una ecuacién de constriccién
enire los coeficientes métricos Ec.(2.21}, que nos lleva a la siguiente condicién:
La velocidad tangencial de los objetos de prueba es independiente del radio
si los coeficientes métricos satisfacen la ecuacién de constriccién, Ec.(2.21).
Ademds, para el caso estdtico, esta ecuacidén puede ser fdcilmente integra-
da, dejando el espacio tiempo en el plano ecuatorial con un solo coeficiente
meétrico independiente. Con la geometria fija, calculamos el tensor de Eins-
tein y lo igualamos a un tensor de energia momento arbitrario, de esta forma,
buscamos encontrar condiciones que nos permitan discriminar a la materia
que pueda conformar a la materia obscura eligiendo varios candidatos que
han sido propuestos, y cuyos tensores de energia momento aplicamos en las
ecuaciones de campo que contienen la informacién de la  constriccidn sobre
los coeficientes métricos que obtuvimos previamente Ec.(2.34). Junto con
la utilizacion de una aproximacidén, deducimos una ecuacién de constriccién
para las componentes del tensor de energia, y de este modo podemos decir
cuales de ellos podrian formar a la materia obscura. Ademds, presentamos
el caso esféricamente simétrico y estdtico y aplicamos el mismo proceso para
un tensor de energia para el filuido perfecto, lo cual permite recuperar el re-
sultado Newtoniano, asf comno también el obtenido para el caso axisimétrico,
incluimos un anélisis en el caso esférico, para un campo escalar minimamente
acoplado con la gravedad. Junto con esto, presentamos argumentos sobre las
ventajas de la utilizacién de la Relatividad General para hacer este an4lisis,
lo cual permite analizar otros tipos de materia distintos al polvo, entre los
cuales se encuentra el campo escalar.

En el capitulo 3, nos centramos en el andlisis de un campo escalar no masivo,
¥ n0 minimamente acoplade a la gravedad como materia obscura, esto con el
objetivo de encontrar la expresién que debe seguir el factor de acople entre
el campo escalar y la gravitacién la cusl nos permita reproducir el compor-
tamiento observado en las curvas de rotacién y encontrar una solucién para
el campo escalar que nos dé informacién acerca de su comportamiento tanto
en las regiones cercanas al nicleo galdetico, como en las regiones externas al
mismo, es decir, en este anglisis, no nos estamos centrando tinicamente en la.
region donde las curvas de rotacién conservan un perfil plano en su forma,
sinc que estamos extendiendo el andlisis a toda la regién galdctica.

Dentro de estas consideraciones, analizamos un caso particular como solu-
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cién a las ecuaciones de Einstein que contiene una singularidad cubierta por
un horizonte lo cual nos garantiza que el escalar de Riccel no diverge en el
valor de r correspondiente al horizonte. Para esto proponemos un elemen-
to de linea estatico y esféricamente simétrico que nos permite reproducir
el comportamiento observado en las curvas de rotacidn siguiendo el mismo
anglisis que para el caso anterior, pero con la salvedad de que la velocidad
de rotacién para los objetos de prueba mantiene una expresién concordante
con el perfil de las curvas de rotacién observadas, es decir, se obtiene una
ecuacién diferencial para el coeficiente métrico gu(r), en términos de una
velocidad arbritraria, y posteriormente imponemos que esta, siga una expre-
sién que la haga coincidir con las observaciones. A partir de un Lagrangiano
que incluye un factor de acople que deberd ser determinado, variamos la
accion respecto a la métrica para llegar a las ecuaciones de Einstein igua-
ladas a un tensor de energia para el campo escalar. Variamos nuevamente
la accién ahora respecto al campo escalar, y obtenemos el equivalente de
la ecnacién de Klein-Gordon para un acople no minimo arbitrario. Dado
que determinamos la expresién que sigue el coeficiente de la métrica gu(r)
anteriormente, es posible simplificar las ecuaciones de Einstein y quedarnos
con uno de los coeficientes métricos en forma independiente v obtener un
sistema de ecuaciones acopladas. Al proponer una solucién particular pa-
ra la métrica, encontramos una ecuacién diferencial que al ser resnelta nos
permite dar la forma que debe seguir el factor de acople en forma exacta en
las dos regiones bajo consideracién. Asi mismo, nos es posible encontrar dos
ecuaciones diferenciales para el campo escalar en ambos casos, una de las
cuales resolvemos numéricamente y la otra en forma exacta, de tal manera
que encontramos el comportamiento para el factor de acople y ¢ en funcién
del pardrametro r, y posteriormente, podemos dar la relacién entre ambos,
es decir, f{¢) y obtener informacién acerca de como se encuentra acoplado
el campo escalar con la gravitacién en las regiones que estamos considerando.

El trabajo es desarrollado de la siguiente forma: el capitulo 1 es una in-
troduccién cualitativa al problema que queremos tratar, en él, exponemos
los resultados que han llevado a los cientificos a proponer la existencia de
la materia obscura y cuales han sido los modelos propuestos para explicar
su naturaleza. En el capitulo 2, determinamos el tipo de geometria que en
un espacio tiempo axisimétrico, permite tener una velocidad tangencial con
una magnitud independiente del radio. Posteriormente, trabajamos con las
ecuaciones de Einstein para ésta geometria determinada y para un tensor de
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energia momento arbitraric, obteniendo de este modo constricciones sobre
las componentes de éste tensor, y probamos con distintos tipos de materia
dentro de la constriccién, para restringir de éste modo, cuales pueden cum-
plir con la condicién de ser materia obscura. En el capftulo 3, analizamos el
caso para un campo escalar no minimamente acoplado con la gravedad como
materia obscura para un espacio tlempo estdtico y esféricamente simétrico,
variamos la accién para obtener las ecuaciones de Einstein y el tensor del
campo escalar, ast como el equivalente de la ecuacién de Klein-Gordon para
un factor de acople arbitrario. Esto, junto con la condicién sobre el primer
coeficiente de la métrica, permite llegar a un sistema de ecuaciones que es
posible resolver analizando el problema para dos casos distintos cuando ex-
presamos al pardmetro r y a una de Ias constantes involucradas en la métrica
en términos de la masa del agujero negro y consideramos las regiones en las
cuales nos encontramos cerca y lejos del horizonte respectivamente, para to-
mar los l{mites correspondientes dentro de las ecnaciones diferenciales. De
este modo llegamos a una ecuacidn diferencial para el factor de acople en
funcién de r que resolvemos en forma exacta y graficamos para observar su
comportamiento. El otro caso, corresponde a la regidén donde la materia
obscura domina, es decir, en las regiones exteriores de la galaxia lejos del
centro, asi, llegamos a otra ecuacién diferencial para el factor de acople gue
también podemos resolver en forma exacta y graficar, por lo cual, estamos
encontrando como es la forma que debe tener el factor de acople entre el
campo escalar y la gravedad para éste caso en particular, sin apelar a una
teorfa especifica.

Dado que podemos encontrar el comportamiento que sigue el factor de aco-
ple, nos encontramos en posicién de determinar al campo escalar mismo,
obtenemos dos ecuaciones diferenciales para el campo escalar siguiendo la
misma consideracion que hicimos para encontrar las ecuaciones para el fac-
tor de acople, es decir, considerar dos regiones para el andlisis del problema.
Las ecuaciones a las que llegamos pueden ser resueltas en forma numérica,
y exacta respectivamente, encontrando el perfil que sigue el campo escalar
en los dos casos antes mencionados. Una vez determinadas ambas cantida-
des, nos es posible saber cual es el comportamiento del factor de acople en
términos del campo escalar para ambas regiones lo que nos permite la compa-
racion de estos resultados con los que obtuvimos en el caso del acople minimo.

Es importante sefialar que nos fué posible determinar el comportamiento que
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el factor de acople debe seguir para el caso que estamos considerando, sin
haber hecho supocisiones sobre el mismo, de tal forma que el resultado que
obtuvimos nos permite saber la manera en la que el campo escalar se en-
contraria acoplado a la gravedad en caso de ser el constituyente principal o
el inico constituyente de la materia obscura a nivel galictico. El compor-
tamiento que observamos es el signiente: cerca del centro de la galaxia, el
campo escalar se encuentra muy acoplado con la gravedad, y en las regiones
externas el acople es minimo, (el factor de acople es una contante que pue-
de ser tomada como 1) es decir, recuperamos el caso que analizamos en el
segundo capitulo, lo cual asegura que hay consistencia entre ambos resulta-
dos, para la solucién que estamos proponiendo. A partir de estos resultados,
podemos considerar que encontramos una solucién particular que nos per-
mite tener informacion sobre el comportamiento que el campo escalar como
materia obscura a nivel galdctico sigue cuando se encuentra acoplado con la
gravedad en la forma que determinamos a partir del anélisis de las ecuacio-
nes, ademds de que podemos encontrar consistencia entre éste resultado y
el obtenido en el caso de acople minimo con la gravedad, el cual se analiza
previamentie en este trabajo. También es importante sefialar, que los resul-
tados descritos anteriormente corresponden a la dependencia del factor de
acople y del campo escalar con respecto a 7, y a la dependencia de f con
respecto a ¢, y en la literatura generalmente se reporian expresiones para
el factor de acople en funcién del campo escalar, [40], [41], [42], por lo cual
también nos serd posible, posteriormente, realizar un analisis mas profundo
sobre la informacién que la forma funcional que sigue el factor de acople f
como funcién de ¢ nos estd proporcionando.



Capitulo 1

Materia Obscura en el Universo

De acuerdo a la evidencia astronémica, se puede decir que mucha de la ma-
teria presente en el Universo es obscura {11] . Varias de las observaciones
atronémicas de los siglos pasado y antepasado, llevaron a los astrénomos a
observar lineas espectrales de absorcién para el H (hidrégeno), que atribu-
yeron a las estrellas que orbitaban colectivamente alrededor del centro de la
galaxia en observacién. Del lado del nidcleo donde la totacién de la galaxia
lleva a las estrellas hacia el observador, las Hneas espectrales tenfan un co-
rrimiento hacia el azul del espectro respecto a la velocidad central. En el
lado opuesto, donde la rotacién Heva a las estrellas lejos del observador, las
lineas se encontraban corridas hacia la regi6n espectral del rojo. Algin tiem-
po después se comprobd que el movimiento de rotacién de las estrellas era el
responsable de estas lineas espectrales. Para los primeros afios del siglo vein-
te, los astrénomos sabfan que vivimos en una galaxia compuesta de billones
de estrellas distribuidas principalmente en un disco, rotando todas alrededor
de un centro distante. Cada galaxia, es un sistema gigante de billones de
estrellas uridas gravitacionalmente orbitando alrededor de un centro comin.
Hay varios procedimientos observacionales disponibles hoy en dia para es-
tudiar la rotacién de las estrellas y el gas en una galaxia espiral [11]. Un
espectrografo puede registrar la luz que surge de todas las estrelias en una
galaxia a lo largo de la linea de visién. El espectro resultante estard com-
puesto, per la suma de los espectros estelares individuales. Un movimiento
estelar hacia el observador desplazars cada linea espectral hacis el rojo. Las
medidas de los desplazamientos sucesivos a Io largo de la linea espectral dardn
la velocidad media de las estrellas correspondiente a su localizacién en la ga-
laxia. La forma y €l ancho de la linea contienen informacién concerniente a

7



8 CAPITULO 1. MATERIA OBSCURA EN EL UNIVERSO

los movimientos aleatorios a los largo de la linea de visién.

La luz proveniente de las galaxias més lejanas es generalmente muy débil
para permitir una exposicién espectral apropiada. Otro procedimiento, es
observar la regién espectral correspondiente a las ondas de radio en la lon-
gitud de onda de 21 cm. emitida por el dtomo de hidrégeno. El gas de
Hidrégeno es uno de los mayores constituyentes del polvo que se puede ob-
servar en la regién de las ondas de radio en las galaxias espirales. De las
medidas para la velocidad hechas a cada uno de los lados del niicleo, se v4
formando una curva promedio que describe la velocidad de rotacidén en el
plano de la galaxia como funcién de la distancia al nicleo. Las curvas de
rotacién varian sistemdticamente con la luminosidad. Para una galaxia de
poca luminosidad, la velocidad surge gradualmente del nicleo y alcanza una
velocidad méxima solo en las regiones exteriores. Para una galaxia de lumi-
nosidad alta, la velocidad rotacional surge “rapidamente” del nicleo y llega
a una regién aproximadamente plana en una fraccidn pequefta del radio de
la galaxia. Una galaxia de poca luminosidad (6 X 10° veces la luminosidad
del sol} tiene una velocidad rotacional maxima Vi, cercana a 100 Km/seg.,
comparada con Vi, cercana a 225 Km/seg. de una de luminosidad mds
elevada (2 x 10! luminosidades solares).

Para poder determinar la distribucién de masa atribnida a una curva de ro-
tacidn, es necesario asumir un modelo para poder deducirla. Hay tres tipos
de modelos que pueden seguirse.

1.-Masa central: En el sistema solar, donde esencialmente toda la masa esta
concentrada en el Sol, M(r) es constante para todas las distancias mds alld
del radio del mismo. Las velocidades de todos los planetas decrecen como
1/rY/2 esto es, un decrecimiento Kepleriano. Para las galaxias, la forma de
las curvas de las velocidades indican que la mayor parte de la masa no estd
localizada en las regiones centrales.

2.-Cuerpo sdlido: Para un cuerpo de densidad uniforme, M{r) va como 72,
entonces, la velocidad se incrementa linealmente con r. Esta variacion des-
cribe las velocidades que observamos en las galaxias. La densisdad M (r)/r?,
decrece como 1/r? cuando r se incrementa, para modelos esféricos. A pesar
de que la densidad decrece hacia afuera de la galaxia, la masa es la misma
para toda . Entonces una curva de rotacién que es plana, indica gue la masa
no esté convergiendo a un valor limite hasta el punto en que las observaciones
Opticas pueden ser hechas para una galaxia modelada como un esferoide. En
el disco de una galaxia espiral tipica, la luminosidad en la superficie decrece
exponencialmente cuando la distancia radial se incrementa, mientras que las



curvas de rotacién implican que la densidad de masa cae mds lentamente,
como 1/7%. Entonces, localmente, la razén de la masa a la luminosidad M /L
se incrementa conforme crece la distancia desde el nicleo.

Las observaciones de las curvas de rotacién llevan a inferir la existencia de
halos masivos no luminosos que rodean a las galaxias espirales. La atraccién
gravitacional de estas masas de materia no observada, mucha de ella localiza-
da mds alld de lo que la imdgen 6ptica de la galaxia permite ver, mantienen
a las velocidades rotacionales sin decrecer. El incremento de la razén M/ Ly,
con Lp la luminosidad en las regiones del azul, con la distancia desde el
nucleo, indica que ésta masa no luminosa estd mucho menos concentrada
hacia el centro de la galaxia de lo que las estrellas visibles y el polvo lo estén,
Altin a distancias del centro muy grandes, el promedio de la densidad de la
materia no luminosa es en muchos érdenes de magnitud, més grande que la
densidad media de masa en el Universo.

Hay evidencia de que un halo masivo rodea a nuestra galaxia y proviene de
las estrellas y el gas a distancias més grandes del centro de la galaxia que
el Sol, cuyas velocidades rotacionales continuan creciendo. A longitudes de
escala del orden del tamafio de galaxias, 20 < R < 100 Kpe., las curvas de
rotacién observadas en las longitudes de onda correspondientes al 6ptico v a
las ondas de radio, y el consecuente incremento de la razén de la masa con la
luminosidad, ofrecen evidencia para la existencia de halos masivos. Més atin,
la dindmica de los ciimulos globulares y de las galaxias enanas que orbitan
la nuestra como satélites, implican una masa que se incrementa aproximada-
mente en forma lineal conforme el radio crece, a distancias tan grandes como
75 0 100 Kpc.

Para estas distancias, existe igualmente evidencia de que la masa gravitacio-
nal excede a la masa luminosa, parte de ella viene de las érbitas de la galaxias
binarias, movimientos aleatorios de galaxias en cumulos, v la distribucién de
gas caliente en cimulos de galaxias como es posible observar gracias a la
emisién en rayos z . Tales observaciones dan soporte al concepto de que hay
halos masivos alrededor de las galaxias individuales.

A continuacién mostramos ejemplos de varias curvas de rotacién [12], que
muestran el comportamiento que se esperarfa encontrar de acuerdo a un
andlisis Newtoniano (lineas punteadas), las lineas continuas muestran el com-
portamiento observado, y las lineas compuestas por rayas muestran el com-
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portamiento que tendria que seguir el halo de materia obscura para que s
obtengan las curvas observadas. M es un pardmetro que indica la luminosi
dad de cada galaxia.
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Figura 1.1: Curvas de rotacién de varias galaxias espirales, M. Persic, P
Salucci and F. Steel, {1996).

El interés en las curvas de rotacidn, ha llevado a los astrénomos a determi-
nar las velocidades rotacionales mds alli de la imdgen 6ptica para alguna:
galaxias en las cuales la distribucién de hidrégeno neutro se extiende muchc
més que la galaxia 6ptica. Esto ha sugerido que las curvas de rotacién decaer
fuera de la galaxia observable en el dptico quizd en un 10% de la velocidac
sobre distancias radiales pequefias, pero después vuelven a subir. Las ob
servaciones en una variedad de rangos espectrales no han podido detectar :
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la materia obscura. Los halos masivos no parecen radiar significativamen-
te en el ultravicleta, visible, infrarrojo, o en las regiones de rayos z; no
estdn compuestos de gas o de estrellas comunes de baja luminosidad. Otras
posibilidades incluyen fragmentos de materia que nunca fueron luminosos
(planetas como Jupiter, hoyos negros, neutrinos, etc.). Ahora, hay estudios
sisterndticos que indican que virtualmente, todas las galaxias espirales tienen
velocidades rotacionales que permanecen en un valor elevado hacia los limites
de la galaxia 6ptica, lo cual lleva a la conclusién de que sélo se ha podido
estudiar del 5 al 10 % del universo que es luminoso.

Es posible pensar como ya se menciond antes, que la idea de la materia
obscura aparezca en dos contextos, el primero, es el conjunto de resultados
dindmicos que indican que la mayor parte de Ia masa en las galaxias, y en
sistemas de galaxias, se encuentra afuera de la regién central donde la masa
de las estrellas luminosas domina. El segundo argumento, lleva a considerar
la posibilidad de que hay otro factor de 10 en la masa obscura fuera de los
sistemas de galaxias, dando un total de Q = 1. Atdn utilizando mecénica
Newtoniana a mivel galctico, las observaciones establecen la presencia de
materia obscura en ellas.

Las primeras estimaciones detalladas de la masa del Universo empezaron con
Hubble en 1926, y estdn basadas en contar el niimero de galaxias y en la ma-
sa de cada una de ellas derivada de la cantidad de energia necesaria para
mantener los movimientos de estrellas y gas en ellas. Esta técnica no toma
en cuenta el material que se encuentra fuera de las partes brillantes de las
galaxias. La primera evidencia de que una fraccién considerable de la masa
no estaba siendo tomada en cuenta vino de las observaciones de las veloci-
dades de las galaxias en los cimulos de Virgo y Coma. La masa necesaria
para mentener a las galaxias moviéndose de esta manera en estos ciimulos

necesitaba de valores mayores en dos 6rdenes de magnitud a los estimados
por Hubble.

Utilizando mecénica Newtoniana como una aproximacién para explicar la
dindmica de las galaxias y los ctimulos formados por ellas, sus masas se en-
cuentran dominadas por la materia obscura. La evidencia indica que la masa,
correspondiente a las partes internas de la galaxia esta principalmente forma-
da por estrellas visibles. Por lo tanto, es necesario considerar halos masivos
como ya se menciond antes para producir los perfiles cercanamente planos
de las curvas de rotacién en lag partes externas de las galaxias espirales ais-
ladas. Smith {1936) notd que para detectar la masa total en una nube de
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materia que rodea a una galaxia {halo obscuro), es necesario medir los efec-
tos gravitacionales de éste halo sobre los movimientos en él o mas alld de
él, siguiendo 1a ley de la gravitacidn, la aceleracién no se vé afectada en las
partes centrales de la galaxia debido a la presencia del halo esférico, y muy
poco afectada por la presencia de uno plano.

Posteriormente, las medidas de las curvas de rotacién en los discos de ga-
laxias espirales, los corrimientos Doppler de la linea de 21 cm. del hidrégeno
atémico y lineas 6pticas de gas en el disco, han dado evidencia de que bajo
consideraciones Newtonianas, hay galaxias espirales en las cuales la masa se
encuentra mds ampliamente distribuida que la luminosa (Rubin). Como las
galaxias espirales son comunes, es razonable suponer que la masa obscura se
encuentra en una distribucién estable con una dispersién en los valores de
la velocidad mds grande que la observada para el disco luminoso. La masa
necesitada para producir la aceleracién gravitacional v?/r en una curva de
rotacién dada v(r), es aproximadamente la misma tanto si la masa esta dis-
tribuida en un disco como si los estd en un halo esférico.

Un modelo simple para explicar la contribucién al valor medio de la densidad
de masa por los halos masivos es el signiente; las galaxias se encuentran en
un rango muy grande de luminosidades y dispersién de velocidades. Pero
hay una estimacion estdndar como funcién de la luminosidad que indica que
la mayor parte de ésta en el Universo viene de las galaxias y lo mismo es
cierto para la masa. Suponiendo que cada una de esas galaxias con luminosi-
dad L, y una densidad n, = 0.01h*(Mpc)~2, donde (Mpc) es 1 Megaparsec
{1parsec = 3.086 x 10'¥cm.), y h es el parémetro de Hubble que se encuentra
entre 0.5 < h < 0.85, tiene una curva de rotacién plana, con una densidad
de masa p que va como 2, y un radio 4 {0 radio de corte) para el cual la
curva de rotacion termina. Entonces, la masa por galaxia es [2]:

M(< 1) = v%r, /G = 1.1 X 10'%,(kpc) Mg

El simbolo M, indica masas solares, G es la constante Universal de la Gravi-
tacién. El radio de corte () es expresado en kiloparsecs, y el valor genérico
asume que v = 220kms™!, caracteristico de una galaxia L, . La densidad de
masa promedio con la que contribuyen estos halos, es el producto de la masa
del halo M{< 73) con la densidad numérica n,, el pardmetro de densidad
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resultante es:
thlo = pha.lo/pcrzt — n-'f-rh/Gpcrit = D4hTh(MpC)

Esto indica que los halos obscuros proveerian la densidad de masa critica si los
radios se extendieran tipicamente hasta distancias de 2.5A" Mpc. El radio
de corte es comparable a la distancia promedio entre las galaxias L.. Esto
es, si el halo de cada galaxia termina aproximadamente donde el préximo
empieza, el pardmetro de densidad podria estar cerca del valor teérico pre-
ferencial, Q@ = 1.

Sin embargo, es probable que ésto no sea lo que estd pasando porque la masa
por galaxia obtenida de esta manera, excederia la observada en ctimulos. Es
posible gue mucha de la masa esté distribuida en forma més extensa.
Dentro de los modelos tedricos que proponen halos esféricos de materia con-
tentendo a cada galaxia espiral, se han desarrollado algunos particularmente
interesantes. Sin embargo, quiz4 la idea m4s radical para explicar las curvas
de rotacidn fue propuesto por Joel E. Tohline, e independientemente por M.
Milgrom y J. Bekenstein. Ellos propusieron que para grandes distancias, la
teorfa de la gravitacién de Newton deberia ser modificada: en vez de tener
una fuerza que decrezca con el cuadrado de la distancia deberfamos tener
otra que decreciera con otro exponente. Esta hipétesis mostré fallas que la
kicieron poco factible.

Como sabemos una de las mayores interrogantes que existe es saber de que
estdn compuestos estos halos masivos; dentro de las primeras ideas que sur-
gieron [30], estaba, como ya se menciond, la de considerar que eran de origen
bariénico (nucleones) como hoyos negros, estrellas de neutrones, enanas blan-
cas frias, estrellas de escasa masa para encenderse en combustién, planetas ;
e incluso asteroides. Sin embargo, la gran cantidad de materia no detectada
que presumimos existe, tuvo que jugar un papel importante en la evolucién
del Universo, ya que su interaccién gravitatoria fué fundamental para que
éste tenga la estructura que actualmente se observa. Si esta materia es de
origen bariénico, los bariones extra invalidarian una parte importante de la
teoria que explica las proporciones de los elementos detectados en la mate-
ria luminosa. Este equilibrio ha sido calculado como una consecuencia de la
sintesis de los nicleos atdmicos en el Universo primitivo. Este es una de las
razones por las cuales se cree que la materia obscura, es de origen no bariénico.
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Otro de los candidatos para constituir a los halos son los nentrinos que inte-
ractian muy débilmente con la materia ordinaria lo que los hace dificiles de
detectar.

Sabemos que una particula puede ser atrapada gravitacionalmente por otro
cuerpo de masa M y radio R si su velocidad es menor que la velocidad de

escape
. [2GM
Vese = I

Para galaxias tipicas con M ~ 10" M, y R ~ 10(kpc), obtenemos vg,, ~
10‘3(%). Si los neutrinos tienen masa, se volvieron no relativistas en algiin
momento de la evolucién cosmoldgica y fueron atrapados por las galaxias,
formando el halo obscuro. Para que ésto pase, hay una condicién que tiene
que ser satisfecha [35]. Y viene del hecho de gue los nentrinos son fermiones,
y por lo tanto, no puede haber mas de un nentrino en una unidad de volumen
en el espacio fase. Como la velocidad mixima que pueden alcanzar al estar
atrapados en una galaxia es vgg, €l momento MAXIimo es M, Vese para la masa
del neutrino m,. En una esfera de radio R en el espacio fase tenemos que:
47 4
? . ?(mu'vesc),

La masa total de los neutrinos estd acotada por

2 3
M < (ég) m,*(2GMR)?,

uitilizando la expresién para la velocidad de escape. Entonces

1

my, > (G3R3M)_§.

Como ya. se mencion antes, la materia no luminosa constituye la parte prin-
cipal de la masa de la galaxia, entonces, en primera instancia, un valor para
M en esta ecuacién que funcionara como limite inferior, puede ser el valor
de la masa luminosa que es del orden de 10* M, utilizando B ~ 104pc,
obtenemos

™y > 10eV.
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Este limite inferior, se encuentra muy por abajo de las cotas supericres ob-
tenidas en las masas de v, y v, ¥ por lo tanto, esto @ltimos podrian formar
los halos obscuros de las galaxias. Las cotas superiores mds recientes para
cada uno de los neutrinos son [44):

My, < 2.2¢V

m,, < 170keV
m,, < 18MeV

En el modelo del big-bang, el Universo se asume como homogéneo e isotrépico.
Las observaciones de la radiacién de fondo indican que esto es probablemen-
te clerto a gran escala. Sin embargo, la suposicién de homogeneidad no es
vélida a escalas pequenas donde podemos ver estrellas, galaxias y cimulos
de galaxias con un vasto espacio vacio en medio. Uno se puede preguntar
como se formaron éstas estructuras si el Universo primigenio era isotrépico.

Se puede considerar que el Universo temprano tuvo fluctuaciones muy pe-
quenias de densidad a todas las escalas. El origen de estas fluctuaciones puede
ser explicado con modelos inflacionarios. Una vez que las fluctuaciones es-
tan ahi, pueden aumentar o desaparecer dependiendo de su tamafio y de la
dindmica del Universo. En el momento en que se forman los dtomos {era
de la recombinacidén), la densidad de la fluctuacién de los fotones tiene que
ser relacionada con la de los bariones. Las observaciones en la radiacién de

fondo indican que [36]
(@) <10
P )y

A partir de este valor, las perturbaciones baridnicas pudieron crecer en la
era de la recombinacién. Pero el universo es dominado por la materia en
éste tiempo, y las perturbacionss crecen como el factor de escala a. Como
z ~ 107* en la era de la recombinacién, la densidad de las perturbaciones
puede crecer hasta 10, pero como el espacio intergaldctico es casi vacio

R



16 CAPITULO 1. MATERIA OBSCURA EN EI, UNIVERSO

en el universo presente. Esta discrepancia indica que la materia no bariénica
es un factor muy importante en la dindmica del universo.

Si los neutrinos masivos dominaran la densidad de energia del universo, el
escenario de formacién de estructura seria muy distinto. Mientras los neuntri-
nos son relativistas, las fluctuaciones no pueden crecer [37], lo cual se detiene
en la era en que los neutrinos se vuelven no relativistas. Se puede ver [36]
que las primeras estructuras en formarse en un universo dominado por los
neutrinos serian los supercimulos de galaxias.

Las galaxias tienen masas tipicas del orden de 10"'My. Ellas se pueden
formar cuando el tamaifio de las estructuras de los superciumulos evoluciona
para desarrollar inestabilidades gravitacionales {38]. Simulaciones numéricas,
indican sin embargo, que les foma un tiempo muy largo crecer a estas ines-
tabilidades, asi que las galaxias sélo se pueden formar en el tiempo en que
[39] z < 2. Sin embargo, a partir de los valores dados de distintas formas
de medir las edades de las galaxias, se puede saber cuales de ellas fueron
formadas a z > 3. Pricipalmente, debido a esta discrepancia, la posibilidad
de un universo dominado por neutrinos masivos es poco probable ain.

Otro de los mas recientes candidatos es el Dilatdn, una particula que aparece
en todos los modelos y teorfas modernas de unificacién {Kaluza-Klein, super-
gravedad y supercuerdas). Trabajos recientes han propuesto al dilatén como
constituyente de la materia obscura entre los que destacan Y.M. Choy Y.Y.
Keum que encontraron que el dilatén puede actuar como materia obscura
si su masa es de 0.5 keV o 270 MeV. Para otros valores de masa el dilatén
podria cerrar o no el Universo. En otro trabajo [26] se pone de manifiesto
que el dilatén puede realmente jugar el papel de materia obscura a escalas
galdcticas. Se propone un modelo para la materia obscura en las galaxias
espirales, en el cual se supone que la materia obscura es un campo escalar
(el dilatén, el cual aparece como el campo escalar necesario en las teorias de
unficacién) dotado de un potencial escalar.

Dentro de los datos experimentales que resulta necesario considerar para
imponer restricciones al tipo de modelos que se utilizan para describir al
Universo, uno de los mds importantes lo constituyen las supernovas tipo 1a.
Este tipo de eventos césmicos proveen de informacién sobre las medidas de
1a densidad de masa s, v la densidad de energia asociada a la constante
cosmolbgica, {15, del universo baséndose en el andlisis de las supernovas tipo
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la [47]. La magnitud del corrimiento al r0jo o redshift de éstas supernovas
(entre 0.18 y 0.83), se utiliza para dar valores a los pardmetros cosmoldgicos.

Desde los primeros estudios de las supernovas, se ha sugerido que estos even-
tos luminosos pueden ser usados como “velas estandar” para medidas cos-
moldgicas (Baade 1938). A distancias cortas podrfan ser usadas para medir la
constante de Hubble si se pudiera establecer una escala de medida, absoluta,
mientras que a altos redshifts podrian determinar el pardmetro de desace-
leracién (Tammann 1979; Colgate 1979). La determinacién de la constante
de Hubble se volvié una posibilidad real en la década de log 80’s cuando
la subclase mds homogénea de supernovas tipo la (SNe la) fué identificada
(Branch 1998). Los intentos para medir el pardmetro de desaceleracidn, sin
embargo, fueron infructuosos debido a 1a falta de supernovas de alto redshift.
El proyecto Cosmoldgico de Supernovas empezé en 1988 con la intencidn de
determinar los pardmetros cosmoldgicos del universo utilizando la relacién
entre magnitud y redshift de las supernovas tipo 1a. En particular, Goobar
y Perlmutter (1995) mostraron la posibilidad de separar las contribuciones
relativas de la densidad de masa 1y, v la constante cosmoldgica {14 contra,
cambios en la tasa de expansién estudiando supernovas en el rango de los
redshifts. Dentro de los resultados obtenidos [47], se encuantra lo siguien-
te; Las regiones mostradas en la figura 1.2 y la gréfica residual de la figura
1.3(b) llevan a considerar que si las teorfas inflacionarias son correctas y el
universo es espacialmente plano, entonces los datos de las supernovas im-
plican que hay un valor significativo y positivo de la constante cosmldgica.
Entonces, el universo puede ser plano, o puede haber un valor pequeiic o cero
de la constante cosmolégica, pero los datos no son consistentes con las dos
posibilidades simultdneamente.

Los datos indican directamente la edad del universo relativo al tiempo de
Hubble, Hy. La figura 1.4 muestra que las regiones {237 — Q4 son casi parale-
las a contornos que corresponden a la misma edad. Para cualquier valor de la
constante de Hubble menor que Hy = 70kms—' M pc! la edad del universo
es mayor que 13 Gyr, (giga afios), dando asi, suficiente tiempo & las estrellas
més viejas en los cdmulos globulares a evolucionar (Chabayer et al. 1998;
Graiton et al. 1997). Integrando sobre §2,, ¥ {14, el mejor valor para la edad
del universo en unidades de tiempo de Hubble es Hyiy = 0.9313% o equiva-
lentemente t; = 14.53:8(%)6’3;:& La edad serfa mds grande en un universo
planc: Hoth ™ = 0.96+2%2 ¢ equivalentemente ghlane 14.9171(%83)Gyr.
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Figura 1.2: Regiones de mejor ajuste en el plano 23 — 4. Perlmutter, et
al. 1998,

Atun si el universo no es plano, las regiones de la figura 1.2 sugieren que
la constante cosmoldgica es un constituyente significativo de la densidad de
energia del universo. El mejor modelo indica que la densidad de energia en
la constante cosmolégica es ~ 0.5 més que aquella en la forma de densidad
de masa energia. Si el universo tuviera una constante cosmoldgica A = 0,
entonces habria que tomar en cuenta algun efecto adicional o “conspiracién”
de efectos estadisticos que estarian operando, lo que haria que el efecto de
las supernovas de alio redshift apareciera 0.15 mag (~ 15 en flujo) mds débil
que las supernovas de bajo redshift. De éste andlisis {47], [48] se observa que
un universo plano requiere de una constante cosmolégica, y sélo una pequena
regidn espacial de baja densidad de masa, podria permitir A = 0.

Para imponer cotas a la cantidad de materia obscura fria que puede encon-
trarse en el Universo, actualmente se utilizan las constricciones impuestas
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Figura 1.3: Diagrama de Hubble para 42 supernovas tipo 1a de alto redshift.
Perlmutter et al. 1998,

sobre pardmetros cosmolégicos a partir del experimento MAXIMA [45], en
donde se usa el espectro angular de potencia de la radiacién cdsmica de fon-
do correspondiente a la regién de las microondas, junto con los resultados
que también provee el COBE/DMR. El espectro angular de potencia de la
radiacién césmica de fondo (CMB) de las anisotropias en la temperatura, de-
pende fuertemente de los valores de muchos de los pardmetros cosmolégicos
y de los procesos fisicos en el Universo temprano [45]; es por lo tanto, una
herramienta poderosa para acotar a los modelos cosmolégicos. Utilizando
un modelo inflacionario adiabitico, se ha encuentrado lo siguiente {45], [46]:
Q= 1.07035, Wh® = 0.03 £ 0.01, Qognh® = 0.2707, con un 95% de con-
flanza. Estas constricciones son consistentes con otras realizadas en andlisis
recientes (Melchiorri et al. 1999; Dodelson and Knox 1999; Tegmark and
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Figura 1.4: Isécronas para Hyfp constante, la edad del universo relativa al
tiempo de Hubble Hy. Balbi et al. 2001

Zaldarriaga 2000; Lange et al. 2000) y dan un soporte s6lido a la idea de un
Universo plano.

La pocisién del primer pico en el espectro de potencia angular de los modelos
adiabdticos puede ser usado para constrefiir la geometria del universo (Do-
roshkevich, Zel‘dovich and Sunyaev 1978). Los perfiles en los patrones de
radiacién correspondientes a la era de la recombinacién, estdn establecidos
por la distancia méxima que las ondas del sonido han viajado en ésa época.
La relacion didgmetro-distancia nos permite relacionar la escala fisica de ésos
perfiles con el 4ngulo que subtendian en el cielo lo cnal depende fuertemente
de la curvatura del universo, que es determinada por la densidad total de
energia del universo ) = Qr + Q). Otros pardmetros cosmoldgicos tienen
mucha menos influencia en ésta relacién.

La figura 1.6 muestra el perfil de 1a densidad total de energia del universo, .
La linea sdlida se obtiene al maximizar sobre el resto de los deméds pardmetros
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Figura 1.5: Espectro de Potencia Angular a partir de MAXIMA-1 (Hanany
et al. 2000). La linea sélida corresponde al modelo usado en {45]. La lfnea a
rayas largas corresponde al modelo estdndar de materia obscura fria (CDM).
La linea a rayas cortas es el modelo de Constante cosmolégica y CDM. La

linea, punteada corresponde al modelo CDM abierto con la densidad igual a
0.3.

cosmoldgicos [45]; la linea punteada es obtenida al imponer la constriccién
del big bang nuclesintesis (BBN) Q,/? = 0.0190+0.0024 (Burles et al. 1999,
Tytler et al. 2000), y restringir Hy = 65 & Tkms~ ! Mpc—! {Freedman 1999).
A partir de la linea sélida vemos que 0.7 < 2 < 1.15 con un nivel del 95%
de confianza.

En la figura 1.7 se grafican otros pardmetros cosmoldgicos que son acotados
por las observaciones [45], tales como la densidad fisica de bariones, k%,
la densidad fisica de materia obscura fria, Qumh?, v el indice espectral de
las fluctuaciones primordiales escalares, n,. El perfil para cada pardmetro
fué obtenido al maximizar sobre el resto de log parémteros restantes. Se ha
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Figura 1.6: Densidad Total de energia del Universo. Balbi et al. 2001

encontrado [45] que: 0.02 < Qbh% < 0.04, 0.1 < Qunh? < 0.4, v 0.98 <
ns < 1.18, todo con el 95% de confianza. La constriccién sobre (A% es
independiente de la que viene de BBN (Burles et al. 1999). Sin embargo,
éste valor es mucho més grande que aquél otro, el imponer la condicién de
BBN tiene el efecto de mover la regién més ajustable hacia los modelos
abiertos (ver figura 1.6). La constriccién sobre n, indica que la combinacién
de los datos de MAXIMA-1 y COBE/DMR son consistentes con un espectro
invariante de escala.

Uno de los desarrollos més interesantes que han surgido en la cosmologia ob-
servacional es la posible existencia de una componente suave de presién ne-
gativa, por ejemplo una constante cosmoldgica, resnitando en una expansién
acelerada del universo (Perlmutter et al. 1999, Riess et al. 1998). Mientras
que los datos det CMB son prepondrantes para acotar la densidad total de
energia del universo, la determinacién precisa e independiente de Qs y 24 es
limitada por la presencia de la degeneracién geométrica discutida por Efstat-
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Figura 1.7: Tres pardmetros cosmolégicos; densidad de Bariones, la densidad
de materia obscura fria (CDM), y el indice escalar espectral n,. Balbi et al.
2001

hiou y Bond (1999) (la cual puede ser rota si se detecta un Jlente gravitacional
impreso en el CMB). De la figura 1.8 el hecho de que los datos de MAXIMA-1
se extiendan a valores grandes de [, ayuda a afilar los contornos a lo largo
de la direccidn de degeneracién Q23 + Qn = constante. Sin embargo, una
porcidn significativa del plano {2y — Qp es excluido, v se necesitaria de datos
adicionales para romper la degeneracidén. Los resultados de MAXIMA-1 son
sobrepuestos a los perfiles de los datos encontrados para las supernovas de
alto redshift {47} y Riess et al. {1998) y se calculan los perfiles combinados.
Las cotas resultantes son 0.45 < {3y < 0.75 y 0.25 < Qs < 0.50, con el 85%
de confianza.
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MAXIMA—-1
+COBE

Figura 1.8: Constricciones sobre las densidades de materia y constante cos-
molégica impuestas por los datos de MAXIMA-1 y COBE/DMR. Balbi et
al. 2001

Como hemos visto a lo largo de éste capitulo, la presencia de materia obscura
en el Universo es totalmente aceptada por los cosmélogos de hoy, v su exis-
tencia estd respaldada por las observaciones hechas durante los titimos 60
afios. 51 aceptamos que las perturbaciones apreciadas en galaxias y cimulos
de galaxias son debidas puramente a efectos gravitacionales, cabria esperar
que estos fueran cansados por la presencia de enormes cantidades de materia
no luminosa, la cual no hemos sido capaces de detectar; materia obscura,
que interactia débilmente con la materia comin, razén por la que adn no
hemos podido detectarla. Debe estar agrupada de tal forma que cause que las
curvas de rotacién de las galaxias sean aproximadamente planas a partir de
cierto radio de las mismas. También debe ser capaz de explicar la estructura
y estabilidad de los ctimulos galdcticos.



Capitulo 2

Condiciones Geométricas

En éste capitulo estudiaremos, entre otros aspectos, las condiciones que
la restriccién sobre la velocidad tangencial impone sobre los coeficientes
métricos, los resultados que se presentan en ésta seccidn son independien-
tes del tensor de energfa materia que se encuentra en el espacic tiempo
curvandole, por lo tanto, el siguiente es un andlisis puramente geométrico.

Como se mencioné en el primer capftulo, los datos observacionales muestran
que las galaxias estdn compuestas por casi 90% de materia obscura. Por lo
tanto, podemos suponer que contribuye en una forma significativa a la den-
sidad total de energia de la galaxia en la regién donde las curvas de rotacién
observan el comportamiento descrito anteriormente. En forma consistente
con lo anterior, consideraremos que la materia obscura es el factor determi-
nante en la dindmica, y trataremos a la materia luminosa como un fluido de
prueba, es decir, consideraremos que no afecta al espacio tiempo de fondo.
Ademaés, supondremos que ¢l halo de materia obscura es simétrico con res-
pecto al eje de rotacién de la galaxia, y ésto implica que estaremos tomando
la simetria del espacio tiempo como axialmente simétrica. Ademds, las ob-
servaciones sobre el valor de la velocidad de rotacidn de las estrellas (objetos
de prueba)} en el plano galdctico nos permite considerar al espacio tiempo
como estacionario. Por lo tante, el espacio tiempo que vamos a estudiar es
uno estacionario y axisimétrico. El elemento de linea de un espacio tiempo
de este tipo esta dade por Papapetrou y es:

ds® = ~e*P(dt + wdp)® + e [7(dp” + d2?) + pPdy”],  (2.1)

donde ¥ w-y, y #, son funciones de (p, 2}, y las cantidades ¢,, p y = son las

25
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coordenadas del espacio tiempo.

Como mencionamos antes, ahora realizaremos un andlisis dindmico en éste
elemento de linea que nos permita encontrar las expresiones para la energia
y el momento angular de las particulas de prueba que se estdn moviendo
en geodésicas circulares y la condicién que los coeficientes métricos deben
cumplir para poder obtener el movimiento observado en el plano ecuatorial
es z = Z = 0, donde el punto significa Ia derivada con respecto al tiempo
propio 7. En esta seccidn derivaremos las expresiones para el espacio tiempo
estatico y en el apéndice 3 lo haremos para el caso estacionario. Esto lo ha-
cemos considerando que la velocidad observada en las estrellas que orbitan
una galaxia en la regién de nuestro interés no es relativista (del orden de 230
Km/seg.), de lo que podemos inferir que el espacio tiempo (curvado por la
materia obscura), no se encuentra rotando rapidamente.

Para describir el movimiento de una particula de prueba moviéndose en el
espacio tiempo deserito por la métrica (2.1}, consideramos primero el La-
grangiano dado por la misma en el caso en que w = 0, esto es, para el caso
estatico:

2L = —*Y + e[ (57 + %) + 47 97, (2.2)

El punto se refiere a la derivada respecto al tiempo propio 7 y los momentos
canénicos asociados estén dados por p,e = 2%, y son:

p=—-E = —¢ ¢f,
Dp = L = #2 3_2"69'9,
pP = 8—2(1#_7).{):
Py = 6_2(¢_T)2, (2.3)

donde gracias a las simetrias del espacio tiempo gque estamos considerando,
E, y L, son constantes de movimiento para cada geodésica. De las ecuaciones
anteriores, podemos expresar a las cantidades £, y ¢ en términos de E, L, v
los coeficientes métricos como

t = e¥E,
. e
¢ = L (2.4)

72
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Como no hay una dependencia explicita sobre el tiempo # en ios coeficientes
métricos, el Hamiltoniano, # = p, z¢ — L, es otra cantidad conservada, la
cual normalizaremos para que sea igual a -—% para las geodésicas tipo tiempo.
Ademds restringiremos el movimiento al plano ecnatorial, esto es z = 0. De
ésta manera obtenemos la siguiente ecuacién para el movimiento geodésico
radial:

pr—e Y Ei— Ly —1]=0. (2.5)
Considerando el hecho de que queremos analizar movimientos circulares es-

tables para los objetos de prueba, las siguientes tres condiciones tienen que
ser satisfechas para poder conseguirlo:

i p=0,
i) 742 = 0, donde V{(p) = ~2¥M[Ei - Lo —1], 5
iii)%ﬂ{mr > (, para estar en un minimo.
Con estas tres condiciones, de la Ec.(2.5), obtenemos un conjunto de dos

ecuaciones que estan restringiendo el movimiento a ser circular en el plano
ecuatorial, de las dos primeras tenemos que:

Et—Lp—1 = 0,

% (ePW—“f) (Ef—Lg— 1]) = ¢ (2.6)

Usando las ecuaciones (2.4) en las de restriccién y recordando que F v L son
constantes para cada érbita circular, podemos llegar a que:

e (L—eME) 412 = (2.7)

I 2?‘[)
m(e—w)pE%rC—Q) I = o, (2.8)
g

donde el subindice se refiere a la derivada respecto a p. Resclviendo para E
y L, obtenemos:
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e __
F = ¥ __&_if)f_’
W20
- Y
I = vo___ e 9
He %_2% (2.9)

La segunda derivada para el potencial V(p) evaluada en el extremo, en éste
caso significa evalnar en los valores de E y L que restringen al movimiento a
ser circular y extremal, estd dada por:

2200~ [y p u AN
v, = [ L, — TPy 4 Ap P - 6223 (22 o
pp[extr 5:‘5‘ — 2%’ u 'ﬁbp.o u P f y fil L [

(2.10)

Ahora podemos obtener una expresién para la velocidad angular de una
particula de prueba, (2, moviéndose circularmente en el plano ecuatorial, en
términos de los coeficientes métricos y siguiendo & Chandrasekhar [14]:

O

A1

y usando las Ecs. (2.4) y (2.9), en ésta iiltima ecuacién para la velocidad
angular, obtenemos que:

0 [
o )
# . 5
Para poder expresar la velocidad tangencial de las particulas de prueba que
se estdn moviendo en Orbitas circulares estables en el plano ecuatorial en
términos de los coeficientes métricos, necesitamos encontrar una expresién

para la misma, y nuevamente, siguiendo a Chandrasekhar [14], podemos
reescribir el elemento de linea dado en la Ee.(2.1) como:

(2.12)

ds® = —e2?di? 4 o2 “2 d(pz + 2 (dp2 + dz2), (2.13)

y en términos del tiempo propio, dr? = —ds?, tenemos que
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r do\ 2 Ao\ 2 i\’
2 _ 20 122 |1 _ —4p,2[9PY o,y P d
dr e“V dt [1 e ¥ (d:’:) eTe ((dt) +(dt) )],

{2.14)
de lo cual podemos escribir que

1 =¥ 40 [1— 7, (2.15}

donde u’ = £ es la componente temporal de la cuadrivelocidad, y la veloci-

dad espacial, v”, es de esta manera:

o et 2 (10) g gmae [ (90) (22 2.16
=e o] ree ) Tla) | (2.16)

Esta velocidad espacial es la 3-velocidad de una particula medida respecto a
un sistema ortonormal (ver Seccién 52 de [14]), con componentes:

v? = 0 4 0% L @2 (2.17)

De éstas dos 1ltimas expresiones obtenemos para la componente ¢— la velo-
cidad espacial:

o) = e72%), (2.18)

y sustituyendo €2 de la Ec.(2.12), finalmente obtenemos una expresién para
la velocidad tangencial de una particula de prueba en movimiento circular

estable, en términos de los coeficientes métricos del elemento de linea general
dado por la Ec.{2.1), y esta velocidad tangencial tiene la forma:

) = }% (2.19)
“ [

Dado que hemos obtenido una expresién para la velocidad tangencial en
términos de los coeficentes métricos, ahora nos es posible imponer la con-
dicién observada sobre la misma para la regién en que estamos centrando
nuestro andlisis, es decir que sea independiente del radio, lo cual nos per-
mite llegar a una ecuacién de constriceién para los coeficientes métricos que
usaremos dentro de las ecuaciones de Einstein para analizar los distintos
tipos de materia que consideraremos como candidatos a formar la materia
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obscura. En particular, la velocidad tangencial para trayectorias circulares
en cada érbita es constante, esto es v(¥), = 0, entonces v® = ¥}, con
%) una constante, representando el valor de la velocidad, de la Ec. (2.19),
ienemos que:

p, 1+ vé‘”ﬂ

= ; 2.2
7 Ug‘g)Z u‘)P ( 0)

Para considerar el movimiento respecto a z, dado que en el plano ecuatorial
no solamente z = (, sino que ademds Z = 0, de la ecuacion geodésica para
z, usando la Ec.(2.20), obtenemos que esta relacién sobre los coeficientes
métricos debe mantenerse para las derivadas con respecto a z:

Bz _ 1 -i-vf:"”)?

= (2 2.21
J7 U£¢)2 ( )

De ésta manera, llegamos a la siguiente condicidn: si las Ecs. (2.20), (2.21)
se satisfacen, entonces la velocidad tangencial para orbitas estables en el
plano ecuatorial es constante. Esto es, si la velocidad tangencial para 6rbitas
circulares estables en el plano ecuatorial es constante, entonces los coeficientes
métricos tienen que satisfecer las Ecs. (2.20), (2.21). Notamos que si la
funciones ¢ y p estdn relacionadas por

¥ = (ﬁ)l. (2.22)

Ho

con | = const, obtenemos que ésta es una relacién necesaria y suficiente para
la velocidad v,(#) la cual serd la misma para dos érbitas a distintos radios en
el plano ecuatorial, dando que

(092
T+ (o))

La ecuacién (2.22) es la condicién que nos pemite encontrar una constriccién
sobre los coeficientes métricos de tal manera que obtengamos el movimiento
observado sobre las particulas de prueba en el plano ecuatorial, posterior-
mente, utilizaremos esta relacién entre ambos dentro de las ecuaciones de
campo para analizar los distintos tensores de energia materia. El movimien-
to analizado es determinado sélo por dos coeficientes métricos, gue ahora se
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encuentran relacionados por ésta 1ltima ecuacién, Ec.{2.21), dejando el pro-
blema en términos de sdlo uno de ellos. En la signiente seccién serd posible
apreciar el hecho de que v gueda determinada por los otros dos coeficientes
y algunas componentes de la materia presente en el espacio tiempo, cuando
analicemos las ecuaciones de campo, lo cual implicard que no es una funcién
independiente.

Utilizando la Ec.(2.22), podemos substituir la expresién para €¥ dentro del
elemento de linea, de lo cual vemos que nos faltan por determinar dos coefi-
cientes més, y para tener velocidades tangenciales de objetos circulando en el
plano ecuatorial de las galaxias, cuya magnitud sea independiente del radio,
la forma de elemento de lfnea para esta regién tiene que ser:

2 ~2
ds® = — (fi\ dt* + (ﬁ) [ez"’dpg + dcpE] . (2.23)
Y. o

Podemos notar que este espacio tiempo no es asintéticamente plano ni tiene
la forma asociada a un agujero negro central, lo que podemos decir es que
describe la regién en que las curvas de rotacién son constantes, y que pos-
terlormente tendrd que ser unido en las regiones internas y externas a ctros
elementos de linea que las describan apropiadamente.

Tomando en cuenta la restriccidn entre ¢ y g dada por la Ec.(2.22), 1a
energia, el momento angular, la velocidad rotacional, y la segunda deriva-
da del potencial tienen las expresiones finales:

(231
E = L\’*/"TL__ (2.24)

o v (;“%)mm*

L = n : (2.25)
() el
Q = ”;G (ﬁ) , (2.26)
8V (p) sy b=l (15
Z = 92Uk "= M 29

con by =1+ (0,9 y o =1 — (v, 92
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Notamos que la segunda derivada del potencial evaluada en el extremo es
siempre positiva, entonces, las curvas circulares en el ecuador con velocidad
tangencial constante son estables.

Ahora pasaremos a analizar las ecuaciones de Campo.

2.1 Ecuaciones de Campo

Ahora podemos examinar cualquier tipo de materia para determinar si puede
ser o no la que produzca la curvatura en el espacio tiempo tal que el movi-
miento de las particulas de prueba puede ser circular y estable, ademds de
que su velocidad tangencial es constante para una regi6n radial grande en el
plano ecuatorial.

Obtenemos la forma general para el tensor de Einstein para el espacio tiempo
axisimétrico descrito por la Ec. (2.1}, con w =0, y lo igualamos a un tensor
arbitrario de momento y energia. Después de ciertas manipulaciones [13],
concluimos que las ecuaciones de campo son un conjunto de dos ecuaciones
que contienen a los coeficientes métricos v , y p, (ver Apéndice D):

)u/(/'abpp + 'I,")zz) + Hp 'ﬁbp + Hz '@bz -
2t
A7 629 (2T, + % Top) + Top +Tyal, (2.28)
Hop + ez = 87 [Ty, + T35 (2.29)

Ademads, hay dos ecuaciones de primer orden para €l otro coeficiente y:

Vo lbp = Yz thz = 12 (,° — %) + pipy = 8w T, (2.30)
Yol Yattp — 2t — o, = 87 uT,,, (2.31)

y finalmente, las ecuaciones de campo nos dan otra ecuacién para las segun-
das derivadas de v que resulta redundante, la ecuacidn es:

e
Yep + Yoz + (¢p)2 - (¢z)2 =8x ? Twﬁp' (2-32)
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El andlisis presentado en esta dltima seccidn es exacto y las relaciones enire
los coeficientes métricos y sus primeras derivadas debe satisfacerse en el plano
ecuatorial para describir el movimiento observado en la regién que estamos
analizando. Usando las ecuaciones de Einstein, necesitamos las segundas
derivadas de éstos coeficientes. Aqui, tenemos que hacer la aproximacién de
que las relaciones obtenidas para ellos, se signe cumpliendo para una regién
cercana al plano ecuatorial. Con esta aproximacién y de las ecuaciones (2.20),
(2.21) y (2.22), se puede obtener la siguiente expresién:

(o + Vi) + gy + 2 = (0D / (1 0N (g + ). (2.33)

Entonces, con esta Gltima relacién, de las ecuaciones de Einstein, Ecs. {2.28)
v (2.29) obtenemos una constriccién sobre las componentes del tensor de
energia momento la cual, con la aproximacién hecha en las Ecs.(2.20), (2.21),
(2.22} fuera del plano ecuatorial, tiene que ser cumplida por cualquier tipo
de materia para tener velocidades tangenciales constantes en lag regiones
externas de la galaxia:

1 — (o)) oy [ o2
- (W) Tpp+Toa) =€ e Ty + e Top b,  {2.34)

Adernds de la ecuacién anterior, hay otra de las ecuaciones de campo que
14, informacién sobre el tipo de materia que podria conformar a la materia
bscura, la ecuacién (2.31), en la cual podemos aplicar las condiciones de las
Bes.(2.20), (2.21), (2.22) por lo que llegamos a la signiente expresién:

_ obelts (USP))Q
Ho\1+ (vg“’))?

2
Voltz T Vzlip ) = BTy, (2.35)

Ista ecuacidn, aplicada a los diferentes tipos de materia que ha continnacién
inalizaremos resulta ser una constriceién en todos los casos excepto para el
ampo escalar, debide a que su dependencia en las coordenadas {p, ) bste
"ase en particular dd como resultado que la componente del tensor de energia
nomento asociada a éstas coordenadas sea distinta de cero, por lo que, ésto
endrd que dar alguna informacién extra respecto a la solucién referente al
‘ampo escalar, asf como a los deméds casos aqui analizados. De igunal forma,
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habri gue considerar la informacién que la ecnacidon anterior aporta sobre la
consistencia entre los casos del campo escalar y el fluido perfecto. Es decir,
la analogia que existe entre ambos tendrd que ser sustentada a partir del
andlisis que arroje la consideracién de ésta dltima ecunacion.

Ahora pasamos a examinar varios tipos de materia descritos por sus respec-
tivos tensores de energia, para ver si son capaces de deformar la geometria
de tal manera gue la velocidad tangencial en el plano ecnatorial para objetos
rotando en €l sea constante, esto es, que satisfagan la Ec.(2.34).

2.1.1 Vacio

Para el caso del vacio, con T, = 0, la Ec.(2.34) se satisface trivialmen-
te, y procedemos a analizar las ecuaciones de Einstein directamente, de la
Ec.(2.29), la solucién mas ficil implica = p. Y de la Ec.(2.28), obtenemos
que ¥ = In p la otra ecuacién de Einstein implica entonces que v = [ Inp,
con [ = (v.?))?/ (1 + (vc(‘f’))z). De ésta manera, obtuvimos una solucién pa-
ra el vacio para las ecuaciones de Einstein que produce el que las particulas
de prueba circulando en el plano ecuatorial se comporten de acuerdo a las
observaciones:

ds? = —p2 di? + p 3o (dp? + d2?) = p* di?). (2.36)

La singularidad en el valor p = 0, nos dice que el objeto central es de tipo
cuerda, aunque la existencia de éste tipo de objetos no ha sido comprobada
por las observaciones, éste resultado constituye un ejemplo de un tipo de
objeto que podria producir el movimiento observado sobre las particulas de
prueba y cuya densidad no v& como r~2, porque se trata del vacio. Enton-
ces, tal comportamiento en la densidad es una condicién suficiente pero no
necesaria para observar las curvas planas.

2.1.2 Fluido Perfecto

Para el fluido perfecto, T, = (d + p)u,uy + g p, con d la densidad del
fluido y p su presién. En este caso, estamos pensando en algo como un fluido
obscuro, que podria estar compuesio de planetoides o WIMPS o MACHQOS,
que no se han observado pero que se piensa que podrian estar afectando la
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geometria en la forma en que necesitamos para tener las observaciones de
las velocidades tangenciales de la materia luminosa. Tomando a éste fuido
obscuro como estético, la cuadrivelocidad estd dada por «® = (1°,0,0, 0) con
el elemento de linea dado por la Ec.(2.1) conw =0, u® = Ee™%, y L = 0.
Entonces ug = —F, y de uau® = —1, concluimos que E = e¥. El tensor de
energia momento para el fiuido obscuro tiene la forma:

Ty = dE* = de* (2.37)
Tpﬁ =T, = 5_2(1&_7)}3: (2'38)
Tpp = 1 e™p, (2.39)

Sustituyendo en la Ec.(2.34}, obtenemos que en el plano ecuatorial para
satisfacer el comportamiento observado en las velocidades tangenciales, el
flufdo perfecto tiene que satisfacer:

2 (%) =(d+p), . (2.40)

Entonces, obtenemos una ecuacién de estado para las particulas del “fluido
obscuro” en el plano ecuatorial:
1+ (1,#))?

la cual, comparada con la ecuacién de estado para un fluido perfecto, p = wd,
implica que —1 < w < —3, para v,‘“entre la velocidad de la lnz y cero. Este
resultado coincide con el tipo de ecuacién de estado derivada en el modelo
de Quintaesencia [18, 19, 20, 21] a nivel cosmolégico. Este tipo de materia
ha sido llamado materia exética [22] y estudiada en muchos contextos [23].
Nuestro resultado puntualiza el hecho de que la materia obscura podia ser
exética. Queremos remarcar que, debido a la aproximacién tomada para el
comportamiento de los coeficientes métricos fuera del plano ecuatorial, no
estamos excluyendo la posibilidad de que la materia obscura esté compuesta
de materia bariénica usual, de hecho, de la aproximacién Newtoniana, sabe-
mos que ésta materia puede producir éste tipo de movimiento. Este hecho no
se reproduce aqui, debido a la aproximacidn, sin embargo podemos concluir
que la materia exdtica también podria producir el movimiento observado.
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2.1.3 Constante Cosmolégica

Para una constante cosmolégica, A, Ty, = A g, Tenemos Ty, = —e*¥A, T, =
T, = e 5 VAT,,=e 2 A, y entonces, de la Ec.(2.34), obtenemos
i— ('UC{W))2
— A= 2.42
(1 o) A =0 (242)

De ésta forma vemos que con nuetra aproximacién, una constante cosmoldgica
distinta de cero no puede explicar el comportamiento observado porque im-
plicarfa que la velocidad tangencial tendrfa que ser igual a 1, i.e., tendria que
ser ignal a la velocidad de la luz, y algo similar ocurre con el campo escalar.

2.1.4 Campo Escalar

Para el Campo Escalar ¢ con potencial, Ty, = ¢ 4¢— 3 G ¢ @ o+ V(¢).
Tenemos que, debido a la simetria de nuestro espacio tiempo ¢ = ¢(p, z) las
componentes de T}, son:

T, — %egw—»f) (6,7 + 0.2 — 2P V(e), (2.43)
Ty = 508, — 65+ 0IV(g) (2.44)
L. = LR -84V, 2.45)
sz = ¢,p ¢,z; (24-6)
Tpp = —% e #2(05,.02 + ¢,z2) +e #2 V(g). (2~47)

Insertando éstas componentes en la Eq.(2.34), obtenemos que, como en el
caso de la constante cosmolégica

i

1+ (Uc(w))z) V(g)=0. (2.48)

De nuevo, las particulas tendrian que moverse a la velocidad de Ia huz, o el po-
tencial del campo escalar en el plano ecnatorial tendria que ser cero, cuando
ésto sucede, tenemos un campo escalar no masivo y la Ec.(2.34) se satisface,
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tenemos gue regresar a las ecuaciones de Einstein como en el caso del vacio.
De la Ec.(2.29)}, tomamos la solucién # = p, ¥, como en el caso para el vacio,
cbtenemos ¢ = [ In p. El tltime coeficiente de la métrica v, puede ser obte-
nido en términos del campo escalar, y tener completa la solucién salvo por la
Ecuacion de Klein Gordon para el campo escalar: D2¢ + 1 Do Dp =0, que
resulta ser la misma ecuacién para el coeficiente métrico ftp Sin embargo
en éste caso no tenemos condiciones de frontera bien definidas: el espacic
tiempo no es asintéticamente plano; no es conocida su forma cerca y en el
origen, s6lo estamos analizando la regién donde las curvas de rotacién son
planas; no hay condiciones sobre el campo escalar en el plano ecuatorial. Lo
que se puede concluir de ésta seccién , es que el campo escalar puede que-
dar como un candidato para ser matena obscura, y entonces, contribuir con
aproximadamente el 25% de la materia del Universo.

2.1.5 Caso Esférico

Como mencionamos anteriormente, para recobrar el resultado Newtoniano en
el que un fluido tipo polvo puede funcicnar como materia obscura tenemos
que analizar el caso esférico. En esta seccidn, presentamos una derivacién
andloga para las condiciones que la velocidad tangencial para érbitas circula-
res, al ser una constante, impone sobre los coeficientes métricos para el caso
esférico y estdtico. En éste caso , presentamos las ecuaciones de Einstein
para un tensor de energfa momento general.

Debido a las simetrias, aqui no tenemos que restringir el analisis a las 4rbitas
ecuatoriales, y las condiciones mencionadas arriba, llevan a una forma cerra-
da para el coeficiente métrico gy.

Comenzamos con el elemento de linea
ds® = —a®(r)dt® + a®(r)dr? + r*(d6® + sin? 0di?) (2.49)
E] Lagrangiano para una particula de prueba es

2L = —c?(r)i® + ¥ () + 72 (87 + sin 6 ¢7). (2.50)
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Podemos inferir las ca.ntidades conservadas, la energia ¥ = o (r)i el mo-
mento ¢: L, = r2 sin #, v el momento angular total 17 = L,” + (Sm )2
con Ly = 7'29. La ecuacién de movimiento radial puede ser escrita como

A+ V(r) =0, {2.51)

con el potencial V(r) dado por

1 E?2 L2 .
V(‘J“) = _a2—(1‘j (0_2(}_)_ - 'TE - 1) - (2'02)

Notemos que debido a la simetria esférica, no necesitamos restringir el andlisis
a las 6rbitas ecuatoriales, esta tiltima ecuacién radial es vdlida para cualguier
dngulo #. Para drbitas circulares estables, tenemos de nuevo las condiciones
7 =0,V, =0,y Vo >0, lo cual implica las siguientes expresiones para la
energia y el momento angular total de las particulas en tales érbitas:

E2 = _ﬂ)_’ (2.53)
elr) —ra,

L? _1:3_03’__ (2.54)
afr) ~ra,’

y para la segunda derivada del potencial evaluada en el extremo

T e ki e

Por otro lado, de una manera similar a la que fuera presenta.da, anteriormnente,
obtenemos que la velocidad tangencial, (v.)* = % (r) ((£)2 +sin® 9{92)?), para
particulas en 4rbitas circulares estables estd dada por:

(”C)Q =

T,

ofr)

(2.56)
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Futonces, imponiendo la condicidn de que ia velocidad tangencial es cons-
tante para varios radios, esta ¢ltima ecuacién puede ser integrada para el
coeficiente métrico

a(r) = ay ple) (2.57)

con g como una constante de integracién.

De ésta manera, podemos establecer que: para un espacio tiempo estético y
esféricamente simétrico, la velocidad tangencial v, de las particulas en movi-
miento en érbitas circulares estables es 1ndependzente del radio, si y sélo si
el coeficiente métrico g, tiene la forma g, = o2 720"

En éste caso, uno de los coeficientes métricos fué completamente determina-
do, y el otro permanece arbitrario. Ademds, como se mencioné, en el anglisis
no hicimos supocisiones sobre el plano del movimiento, asi que el resultado
es valido para cualquier trayectoria circular estable.

Para el tensor de energia momento consideramos un fluido perfecto estético,
esntonces la cuadrivelocidad de la particula de prueba déd v* = (u%,0,0,0),
con u® = . Para la métrica esféricamente simétrica, Fc.(2.66), sabemos que i
es asoclado a una cantidad conservada, s energia, y esta dado por: { = 2{1-)?
y de la normalizacién de la cuadrivelocidad u, u® = —1, obtenemos que
E = a(r). Entonces, considerando aquellos espacios tiempos para los cuales
la velocidad tangencial (v.) de las particulas de prueba en 6rbitas circulares
es mdependlente del radio, usamos la ecuacién Ec.(2.57), obteniendo que
u? = ﬁfr‘(”c) , entonces,ug = - /@r™). Podemos construir el tensor de
Einstein y llegar a las 51gu1entes ecuaciones que nos dan informacién sobre
el tipo de materia que estd curvando el espacio tiempo de tal manera que el

movimiento es ¢l observado:

{1c)®
02: 5 (2ra()a, + a0 - 1)) = 8T,
(v’ +1 - a(r) .
) = 8w Trrr
_T' (('Uc)z + 1) 2@(?’)@}7- -2 'UC4 GIQ(T') _ 87TT5'0 (258)

2a(ry!
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Las componentes distintas de cero del fnido estitico esféricamente simétrico
son

Tu = dagrz(”°)2,
Ty = pd®(r),
Tos = pr’. (2.59)

Substituyendo éstas expresiones en las ecuaciones de Einstein Ec.{2.58) re-
sulta que las ecuaciones pueden ser completamente resueltas, dando:

9 _ b
a’(r) = 2——(1 earl)’ (2.60)
_ (2+R)aP(r)—k-b
¢ = 8wkria®(r) '’ (2.61)
e

conb=2 (1 + 2 ('uc)2 — vﬁ) k= 1+(vc)2, ¥ @p una constante de integracién.
'Tomando el caso particular para la constante de integracién ap = 0, obtenemos

a’(r) = g (2.63)
_ -

d -_ ——%H;"E'h“"“, (2.64:)

P 4(::17)1'2' (2.65)

De ésta manera, obtenemos una solucién particular donde las particulas se
mueven en la forma, observada, en un espacio tiempo con un déficit de angulo
gre = cte., y en el cual la densidad va como d ~ (v}’ /r? y la presién como
p ~ (v.)'/r2, entonces, es una solucién tipo polvo. Para una ecuacién de
estado p = wd, ésta solucién implica que w = (v,.)’/ (2 (1—(v.)? /i)), que
se encuentra entre 0 y 1, para la velocidad tangencial entre estos valores v
por lo tanto, es un tipo de fluido determinado. De ésta manera, podemos
recuperar las hipdtesis para polvo con nuestra aproximacién. Para el caso
general en donde la constante de integracion e es distinta de cero, tomando
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la ecuacién de estade come antes p = wa, obtenemos que w es una funcién
de r y como en el caso axial, es negativa, y se trata de el tipo de materia
exdtica obtenida en el caso axisimétrico.

Una de las justificaciones para utilizar relatividad general en este trabajo, es
la siguiente; en la descripcién Newtonjana, es sabido que el espacioc tiempo
puede ser descrito como;

ds® = —(1+ 28)ds? + (1 — 2®)dr® -+ r2d0?

con @ = ®(r) el potencial gravitacional Newtoniano. Para el caso esféricamente
stmétrico obtenemos

gy = A 2Pl gy g (ve) Infr) - - - -

de aquf determinamos que © = {v.)’ In{r). En ésta aproximacién Newtonia-
na, el conjunto de diez ecuaciones de Einstein se reduce a una, la ecuacién
de Poisson V?® = 4n(Fd. De éste resultado, obtenemos que la densidad, d,
vé come d ~ (v.) /72, que es la expresion conocida para la densidad de la
materia obscura.

Sin embargo, en ésta aproximacién, no se puede saber més acerca de la
materia que estd produciendo el movimiento observado. La aproximacion
Newtoniana, condiciona a la materia a que sea de tipo polvo o fluido per-
fecto.La forma en que se hace este razonamiento es la siguiente: se supone
a priori que la materia obscura es un polve que se puede describir en forma
Newtoniana y se llega a una descripcién consistente del problema de la ¢unal
séle se puede dilucidar la forma dei potencial gravitacional.

En éste trabajo el procedimiento es distinto, no hemos hecho ningin tipo de
supocisién sobre la materia. De las observaciones en el movimiento de las
particulas de prueba, determinamos la geometria y entonces, por medio de
las ecuaciones de Einstein obtenemos constricciones sobre el tipo de materia.
Hemos visto que podemos recuperar el resultado Newtoniano, pero tambien
es claro que éste es un resultado particular para un tipo especifico de ma-
teria. En general, no fijamos ni el tipo de materia ni la ecuacién de estado,
obteniendo de éste modo, resultados més generales.
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Para llegar al limite Newtoniano, tenemos que satisfacer tres condiciones:
1)Las velocidades bajo las cuales las particulas de prueba se estan moviendo
deben ser mucho menores que la velocidad de la luz,

2} El campo gravitacional debe ser débil, y

3) Las presiones asociadas con la materia en estudio deben ser mucho meno-
res que las densidades correspondientes.

Es ésta dltima condicién la que se toma a priori usualmente y que no se
satisface en el caso mds general como mostramos, y por lo tanfto, es una
justificacién en el hecho de utilizar relatividad general, para ser capaces de
considerar cualquier tipo de materia en el andlisis. Dentro de estas considera-
ciones, la teoria de Big-Bang nucleosintesis impone cotas muy estrictas sobre
el porcentaje de materia baridnica dentro del resto de las componentes del
Universo. Si la materia obscura fuera un tipo de fluido baridnico, el valor de
ése porcentaje se encontraria muy por arriba de los valores establecidos por
las constricciones de Ia teoria. Y, aunque una materia compuesta por cierto
tipo de fluido baridnico no puede ser descartada por medio de argumentos
dindmicos, las constricciones cosmolégicas la hacen improbable.

2.2 Caso Esférico para el Campo Escalar

En ésta seccidn estudiaremos el caso para el cual consideramos a la materia
obscura como un campo escalar con simetria esférica y mostraremos que éste
podria ser el caso para la materia obscura en las galaxias [2]. Nuestros moti-
vos para considerar a un campo escalar como uno de los candidatos viables
para formar a la materia obscura correspenden principalmente al hecho de
que si la materia obscura estuviera formada por particulas como neutrinos
u otras, este tipo de estructuras yva habrian sido detectadas anteriormente
debido a la temperatura a la que se encontrarfan. Asumimos que el halo de la
galaxia es una fluctuacién de un campo escalar con simetria esférica y estudia-
mos las consecuencias para el espacio tiempo de fondo a orden galdctico. Esta
secclén presenta, en sus primeros andlisis, resultados similares a la anterior
en el sentido de que obtenemos las condiciones que Ia velocidad tangencial
independiente del radio impone sobre los coeficientes métricos, llegando a
los resultados ya mencionados, pero, posteriormente, utilizamos un tensor de
energia momento para un campo escalar con acople minimo a la gravedad en
las ecuaciones de Einstein.
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Al igual que en la seccién anterior, las simetrias del problema permiten que
no tengamos que restringir el andlisis a las orbitas ecuatoriales y llegar a
una expresién cerrada para el coeficiente métrico g, Utilizamos el mismo
elemento de linea que en la seccion anterior:

ds” = —&’(r)dt® + a®(r)dr® + r*(d6® + sin® Odis?) (2.66)
donde el Lagrangiano para una particula de prueba que se obtiene de aqui

es:

2L = —a?(T}? + a2(r}i® 4+ 72 (0% + sin® 0 ). (2.67)

Con las mismas Cantidades conservadas: la energia £ = o*(r )f el momento

@ Ly, = r? sin’ ¢, y el momento angular total L? = Ly® + (smﬁ' , con
Lg = r39 La ecuacidn de movimiento radial puede ser escrita como

PVir) =0, (2.68)
con el potencial V(r) dado por

1 E L2

V)= ———5 | - = —1]}. 2.69
") a(r)* (052(?") r? ) (269)

donde las condiciones sobre €l potencial para obtener orbitas ciculares esta-

bles siguen siendo las mismas que se mencionaron en la seccién anterior. De
ésta forma, fa expresién para la velocidad tangencial permite llegar a una
condicidn que cumple el coeficiente métrico gy

afr) = gpr2te)’ (2.70)

con o como una constante de integracién.

De ¢sto, podemos mantener las consideraciones a las que llegamos en el ca-
$0 anterlor respecto a que en un espacio tiempo estitico y esféricamente
simétrico, las particulas que se mueven en orbitas circulares estables y para
las cuales la velocidad tangencial es independiente del radio, se cumple que el
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coeficiente métrico g, debe seguir necesariamente la forma antes mencionada
. - 2
v que se dedujo anteriormente gz = 2 r®)".

Al igual que en el caso anterior, uno de los coeficientes métricos fué de-
terminado completamente y el otro permanece arbitrario y tendré que ser
encontrado a partir de las ecuaciones de Einstein. A diferencia del caso an-
tertor, aqui asumimos un tensor de energia momento muy especifico, esto es,
un tensor para un campo escalar esférico, lo cual implica que el halo de una
galaxia es una fuctuacién esférica de la materia obscura cosmolégica escalar.
El tensor de energia momento para el campo escalar es T, = Puby —
1/2,,8°$.5 — gV (9), con ¢ €l campo escalar y, V(¢) el potencial escalar.
La ecuacién de Klein-Gordon y las ecuaciones de Einstein respectivamente
son:

B — % =0 (2.71)
Rp,v - ED[¢,,LL¢,I/ + ng(¢)]: (2'72)

donde R, es el tensor de Ricci, /=g , el determinante de la métrica, Kg =
87G, y el simbolo % indica derivada covariante de acuerdo a la métrica de
fondo; p,v =10,1,2,3.

Del resultado sobre la velocidad, tenemos que la métrica puede ser escrita en
la siguiente forma:

ds® = —agrtdt® + o*(r)dr? + r2d6? + % sin? fd? {2.73)
con [ = (v%)%. Dado que el potencial Newtoniano 1 es definido como Goo =
—erp(2¢) = —1— 2 — - .-, y por otro Jado, el perfil observado para las

curvas de rotacién en la regién donde la materia obscura domina, es tal
que la velocidad tangencial es constante, la fuerza estd entonces dada por
F = —(v:)?/r, cuyo potencial Newtoniano es % = (v.)?In{r). Si ahora ob-
tuviéramos el potencial Newtoniano asociado a la expresién anterior para la
métrica, llegarfamos al mismo resuitado. Por lo tanto, la expresién anterior
de la métrica, es la versién relativista de una distribucién de materia cu-
vas particulas de prueba, se mueven en curvas rotacionales constantes. La
funcién @ v4 a ser determinada por el tipo de materia que estamos supo-
niendo que compone a la materia obscura. Considerando la condicién para
curvas planas, podemos escribir las ecuaciones de campo y la ecuacién de
Klein-Gordon como:
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1 2a, dV (@)
r . 4 — o — 2 = 74
et 2r ll-‘r a T} s d¢ 0 (2.74)
v las ecuaciones de Einstein son:
a?— (141 1
o s wfeioeve]  ew
1 7, 2a 1, ., 9 '!
— " = = —fig =0, Vi{g) (2.78
3 P e) = —mlIsirave)] e
1 9 2a7 1 4 o .
3 [1 —qa’ - —a—r] = —Ky [ﬁqb' +a V(qﬁ)} (2.77)

Para resolver las ecuaciones (2.75-2.77), observemos que la conbinacién
[(2 — D)Ec.(2.75)—4Fc.(2.76)+(2 + )Ec.{2.77)] implica

i 1

YT TR

(2.78)

Esto es, el potencial escalar v4 siempre como 1/r? para una métrica
esféricamente simétrica que incluya la condicién de curvas rotacionales pla-
nas. La solucién general de las ecuaciones (2.75-2.77) es

()= {40}/ (4+C(4-2)r @D,

con C' una constante de integracién, y de aqui podemos integrar a la funcidn
¢. Considerando la solucién mas simple con € = 0, el tensor de energia
momento va como 1/7%. El tensor de energia momento estd compuesto de
dos partes, una incluye al potencial escalar, y la otra contiene productos
de las derivadas del campo escalar, ambos van como 1 /r?. Ademés, como
(¢-)% ~ 1/r%, esto significa que ¢ ~ In(r), lo cual implica que el poten-
cial escalar es exponencial V ~ exp(2a:¢) cuyo comportamiento ha sido de
utilidad en esenarios para formacién de estructura como (31, 32 v escalan-
do soluciones con un campo escalar primordial en el contexio cosmolbgico
[31, 32, 33] incluyendo escenarios para gquintaesencia [34]. Entonces, una
solucién particular para el sistema (2.74-2.77) que estamos considerando es
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a? = 4_;2, (2.79)
¢ = \/;i:ln(’r‘)—l-éﬂ, (2.80)
V(g) = —gosem -2/ 26— do) 2.81)

La funcién a? corresponde a una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein
para un espacio tiempo esféricamente simétrico conteniendo como materia,
a un campo escalar con un potencial exponencial. Haciendo el escalamiento
72 — 472/ (4 — 1?), en este caso, €l espacio tres dimensional corresponde a un
caso analogo al déficit de dngulo, Ia métrica da

ds® = —apr'de® + dr? + 4—%# |d6? + sin® Bde?) (2.82)

para la cual, el drea de la hipersuperficie dos dimensional es 47 r?x4/(4—1*) =
4x7? /(1 — (v.)*). Si la velocidad rotacional de las particulas de prueba fuera
la velocidad de la luz v, — 1, esta 4rea creceria muy rapido. Sin embargo, pa-
Ta una galaxia tipica, las velocidades rotacionales son v, ~ 1073 (300km/s);
en este caso, la razén entre el drea de esta hipersuperficie y una plana es
(v:)*/(1 — (ve)*) ~ 107'2, que es muy pequefia para ser medida, pero lo sufi-
cientemente grande para dar el comportamiento adecuado al movimiento de
las estrellas en una galaxia.



Capitulo 3

Acople no Minimo

En éste capitulo analizaremos el caso de un campo escalar esférico con acople
no minimo a la gravedad como un posible candidato para constituir a la
materia obscura, en el caso de un espacio tiempo estdtico y esféricamente
simétrico, con el objetivo de encontrar una solucién que nos permita evitar
la divergencia observada sobre el campo escalar tal como vimos en la ¢ltima
seccién del capitulo anterior. El proceso que seguiremos es similar al que
mostramos anteriormente, con la salvedad de que la velocidad tangencial de
las particulas de prueba que se estdn moviendo en orbitas circulares estables,
v4 a ser una funcién arbitraria de r hasta el momento en que analicemos
las soluciones para las ecuaciones de Einstein, esto es, no v4 a continuar
siendo una constante independiente del radio. Utilizaremos un elemento
de linea estdtico esféricamente simétrico y realizaremos el mismo anélisis
que presentamos antes para el caso de la velocidad independiente del radio,
llegando a una condicién para el coeficiente gy, la cual utilizaremos en las
ecuaciones de Einstein que obtendremos a partir de un principio variacional,
[17]. Es decir, partiremos de la expresién para la accién, [40]:

1= [ V=gd's M8 59,6 V%9 - V(4) (3.1

donde M* = -, esto es M? = L, g,, es la métrica fisica, R es el escaler
de curvatura comstruide a partir de g,,, f es el factor de acople del campo
escalar con la gravedad, y V() es el potencial escalar asociado al campo

escalar. Donde ademds, estamos usando unidades geométricas para escribir

47
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las expresiones aqui presentadas, es decir ¢ = G = 1. En este capitulo, a
diferencia del anterior, el valor de f vd a ser distinto de 1. La forma de ésta
funcién, representa el tipo de teoria que se esta considerando para el acople
del campo escalar con la gravedad, es una funcidn que depende de ¢, que a
su vez depende de las coordenadas, aqui consideraremos el caso particular en
que ¢ es funcién de r, por lo cual, f en ultima instancia, es una funcién de r a
su vez. En éste caso, no asumiremos una forma funcional para f a priori, sino
que permitiremos que las condiciones que encontraremos en las ecuaciones de
movimiento asi como la forma que proponemos como solucién pra la métrica,
sean las que decidan el tipo de funcién que serd f cuando encontremos una
solucidn numérica en las ecuaciones de movimiento. Variando primero con
respecto a gy, :

0= [ v |- F(@)R— V.0V~ V(3)]

. f V=gdizs [51; f(#)R— %V#qbv“e,'b - V(cb)],

ahora utilizamos que:
1
5\‘ —g= _5 V _"ggaﬁagaﬁ: v,uqs = ¢,.ﬂ: vﬂ¢ = ¢,ﬂ

Ve V4 = 9" dudy, 6(g" $udy) = dats,

1 o -1
_5\/ _ggaﬂag A= TV —8Fu
Y,

§R = Ry + ¢®P6Ras, V() =0

porque estamos variando respecto a la métriea.

1 171
= 0= /\/_—9d4$2—f;f(¢)Gﬂy + ) [i.gﬁwgﬁ,/\@b’x — O ubnu + g#,,V(QLL*)] +

[ vstts (-1 @05 6Ras )|
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En el dltimo término utilizamos ahora que [17}:

F(6)g%6 Rop = [V o(f1%) — 12V, ],
con
v® = Vp(69* — 9,5V(3g7%)).

Lo que después de algunas manipulaciones nos permite llegar a que;

1 1
G = ?f;#t/ — 9w/ Of + ;[Qﬁ,uﬁf’,v - §gﬂf’¢’/\¢’/\ = GV ()] (3.2)

La variacién de la acci6n respecto al campo escalar serd mostrada 2 conti-

nuacion; de la expresién para la accién (3.1), tomamos la variacién respecto
al campo escalar ¢:

81 =0= f 5v/—qd'z [M2 fle)R — évﬂq’) Vig — V(eﬁ)]

+[ VAl M @R - 39,6V - V)| (3
Donde
VuoVhg = ¢g"é b, (3.4)
¥
5v/=g = 0 (3.5)
porque estamos variando respecto al campo escalar ¢ y tenemos que:

[Vt M @R~ 19,8V - V(g)] =
J Vs | M RO1(9) ~ JV6V,66 — 10,6946 - Vi) (36)

como
dA(¢) = A 8¢ (3.7)

donde A(¢) es una funcién arbitraria de ¢ y M2 = &, entonces:
R 1 i
[v=aits {5;5 1(8) = 5 V*OV,00 = SV.0V59 - 3V (g) =

R 1
[ Vsd's [ 89~ VSV, -

SVaBVHE5 - V,¢5¢l (3.8)
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Por otro lado

IVHOY 60 + V. dVH88] = V,[VFe6) + VHV,.060) — 2066¢  (3.9)

Snstituyendo en la ecnacion anterior;

[ 1456~ D659 — Vebg) =0 (310)

Como estamos haciendo una variacién arbifraria respecto al pardmetro ¢,
podemos igualar el integrando a cero

R
g et 0O¢—Ve =0 (3.11)

La ecuacién anterior contiene un término adicional a la ecuacién de Klein-
Gordon en el caso en que el acople es minimo. Podemos observar que recu-
peramos la ecuacién de K-G haciendo f = 1. En el caso en que el acople es
minimo, existen teoremas que indican que las iinicas soluciones para el cam-
po escalar, dadas las condiciones iniciales de que sea cero o de que diverja,
corresponderdn al mismo comportamiento, [43], es decir, dado que el campo
escalar ¢s cero, siempre va a ser cero, y si diverge, siempre va a observar el
mismo comportamiento, debido a que no puede haber cambio de signos en la
ecuacidn de K-G. Pero, la Ec.(3.11) nos permitird considerar la posibilidad
de otro tipo se soluciones dado el hecho de que contiene el término extra que
proviene del acople no minimo con la gravedad, y que admite contemplar
cambios de signo que lleven a la existencia de una solucién no trivial o no
divergente para el campo escalar. De la ecuacién (3.2) podemos calcular al
escalar de curvatura

R= 3Ejfi + ?

Y sustituirlo en la ecuacién anterior para obtener:

¢ + 4_”‘;(‘?5) (3.12)

3 af fe
_’¢+j‘2_f

3 2feV9)
2k f

a0 + 7

+06-Vep=0 (313



Por otro lado tenemos que:

1
of = ﬁ(ﬁguvf¢¢,ﬁ)v (3-14)
Esto implica que
Of = 486+ fpsbad™ (3.15)

Y finalmente obtenemos que:

_ SV =25, V() + — 556 (1 + 2 40)Pp0”

0l
¢ F+a(fe)®

(3.16)

Las ecuaciones (3.2) y (3.16) nos indican respectivmente la forma del tensor
de energfa momento para el campo escalar, y el equivalente de la ecuacién
de Klein-Gordon para el caso en que f es distinto de 1.

Consideraremos un elemento de lfnea para un espacio tiempo  estdtico,
esféricamente simétrico dado por

ds® = —a® dt* + a® dr® + r? d02. (3.17)

Signiendo el andlisis considerado en el capitulo anterior, encontramos las
mismas cantidades conservadas es decir la energfa E, y el momento angular
I para cualquier particula moviéndose en una geodésica, obtenemos que la
ecuacién para el movimiento radial tiene la forma:

1 E2 L2
"2

Recordando el procedimiento del capitulo anterior, podemos mostrar que pa-
ra una particula en un movimiento geodésico circular, su energia y momento
angular deben tener la forma

a7
I? = C{% (3.20)
T
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La cual es una expresion valida para cnalquier espacio tiempo esféricamente
simétrico, y la velocidad tangencial de tales objetos, v, puede ser expresada
en términos de los coeficientes métricos como:

T,

2 ; 3.21
=2 (321)

De la ecuacién (3.21), podemos expresar al coeficiente méirico o como una,
cuadratura en términos de Ia velocidad tangencial:

a(r) = exp ( f v(r) dr) (3.22)

T

donde estamos dejando a la velocidad tangencial como una funcién de r,
la cual puede ser dada por una funcién que reproduzca el comportamiento
observado en las curvas de rotacién para todos los valores de r en la regién
galdctica, como veremos mds adelante. En éste caso, el tensor de Einstein
inclnyendo la condicién sobre el coeficiente méetrico o, puede ser expresado
en la forma:

el ~1)+2ra,

£ _
Gy = a3 r2 ’
o = 2v°+1 - af"’
a2 12
o _ ov(®+2ry)—ra,; (v®+1)
Gy = ey , (3.23)

yGE = G8 debido a la simetria del espacio tiempo que estamos considerando.
El resto de las componentes del tensor de Finstein son cero. Estas ecuaciones,
junto con las que obtuvimos gracias a aplicar el principio variacional en la
expresion para la accidn, nos dan un sistema de ecuaciones que tendremos
que resolver analitica y numeéricamente:

Encontramos una ecuacion de constriceidn:

fla® —1—29%)
kT2

—2a%V(¢) =0 (3.24)

2f
P (2407 +2
X - 1*( v )f B X
Y tres ecuaciones de movimiento:

$r=1X%, (3.25)



Para la velocidad:

k] =
a 2v

22k f +372) i o
(3.26)

el — %) [(2f foo = £ )X + 207 F (T Vi — 2£4V) L V] v
Para el coeficiente métrico afr):

Gr=0a

i

14+ 92— g2 ,
— + fex+

2 — AN+ 202 fV, — 2F,V) a2V TN
%{( Fles = Fo)x i EASAL foV) | ) (3.27)
2(26f + 31%) f

Y para la variable x(r):

1+4d? kra’xV
VPR L PRI AN

T !

{(f o8 — %)Xsf“*‘ﬁ(fxf,cﬁﬂ?) @’ (Vg —2f4V) = f ol +3f40) X°
(2xf+313%) '

(3.28)
De éstas ecuaciones, podemos encontrar una forma mas simple para el coe-
ficiente métrico a(r), sustituyendo la Ec.(3.26) en la Ec.(3.27) obtenemos:

g, = Wodr+1- vt —a? —2rvu,)
"= Yy '

(3.29)

De ésta expresién para a,, podemos notar que el dltimo término fodr, €5
de hecho, la derivada de f respecto ar, y que también se encuentra en ia
ecuacién de constriccidn, por 1o tanto, podemos despejar de ésta ecuacién a
éste término y sustituirlo en la otra de lo cual obtendremos nna ecuacién para
fr- Como ya mencionamos antes, vamos a proponer una forma especifica
para la velocidad tangencial de los objetos de prueba que se mueven en
drbitas geodésicas circulares, 1a cual coincida con el perfil de las curvas de
rotacion en la mayorfa de las galaxias espirales. Esto lo podemos hacer asi
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porgue vamos a proponer una solucién particular para el elemento de Hnea
que cumple con el hecho de que no tener singularidades desnudas, [49]. La
forma del elemento de linea es la siguiente

2M 2

ds? = —p (T2 + b2)uoz (1 — T)dtz + (Ti—%ifj
’ (3.30)

Donde M representa la materia que colapsé en el agujero negro v no se refiere
a la masa del campo escalar, que en éste caso v4 a ser cero. Los términos oy,
@o, Yo ¥ b, son constantes cuyo valor serd indicado mas adelante. Observemos
que éste elemento de linea contiene una singularidad cubierta; el horizonte
se encuentra en v = 2M por lo que podemos considerarla como una solucién
particular para analizar en las ecnaciones de Einstein. El escalar de Ricet
asociado a éste elemento de linea es:

dr? + r2(df? + sin® 8d?).

2
=——— 35X
r2g3(r2 + b?)°

[r26%(20% — 302 — 2) + Muir® (20} — 1) + 3022 My (3.31)

+5* (a2 — 1) — ri(vf +vE — a2 + 1)]

Ya que tenemos dado el valor del coeficiente gy(r) y la relacién (3.21), asi
como la expresién para el coeficiente g,.(r), podemos encontrar una expresién
para la velocidad y sustituirla en las ecuaciones de campo. La expresién para
Ia velocidad es :

5 T2 M

v =r2+b2+;r-(1-_2.’{£)' (3.32)

Es posible encontrar una expresion para f, de las ecuaciones de campo, susti-
tuyendo el término entre paréntesis cuadrado de la Ec.(3.26), en la Ec.(3.27)
v llegar a que:

a, v*+a®4+27v0,—1
o= 3.33
7 a r (1 —v?) (3:33)




It
o

para f{r} ., y sustituimos agui la Ec.{3.29) y la Ec.(3.32) para v{r), posterior-
mente la forma funcional del coeficiente métrico a(r) que nos d4 el elemento
de linea, de lo cual obtenemos:

(a2 — 1)(r® 4+ )? + v2r(26%r + 3Mr2 — MP) + rivi(r — 2M)]

Sr (2 + P+ ) = 300) ~ G B

f,r:

Ahora consideraremos dos regiones para resolver ésta ecuacién y las que si-
guen; una cercana al centro de la galaxia y al horizonte, y otra alejada del
mismo. Para continuar con el anélisis, expresaremos las cantidades involu-
cradas en la ecuacién anterior en términos de la masa colapsada en el agujero
negro que en éste caso estamos tomando como M = 108M, = 1.4 x 108¢m.
y dado que 1Kpe = 2.7 x 10*1¢m., el valor de la constante b = 3Kpe, puede
ser expresado como b = (5.78 x 10")M = AM, donde A es una constante
adimensional A = 5.78 x 107. También podemos relacionar a = con el radio
del horizonte y la masa colapsada dentro del mismo de la siguiente mane-
ra: v = nry = 2nM con n un entero positivo y r,. el radio del horizonte.
Podemos sustituir &# y 7 en términos de la masa del objeto colapsadoe en la
expresién para f, y obtenemos:

. (6~ 1{4n® + A%)® 4 2n0d(4nA® + 1207 — 4%) + 167501 (n

— 1
= 1) s
I 4 (4712 + A2)K4n2 + AZ) (2?’% _ 3) _ gngvg(n — 1)] —(3.30)

El hecho de considerar la regién cercana al horizonte es equivalente a hacer
n<€ A en la ecuacién anterior, lo cual nos permite simplificarla considerable-
mente v llegar a lo siguiente:

(af — 1) A% + 2n(dn — 1)v3
4z A?(2m - 3)

para n€ A. Esta ecuacién puede ser resuelta analiticamente, de lo cual ob-
tenemos la siguiente expresidn:

f,n = (3.36)
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2
]

Rr A2

fln) = [2n(2n + 3) + 15In(2n — 3)] + fo (3.37)

Tomando el valor de la constante ay = 1, y dando el valor de 0.002 a la velo-
cidad vy, la constante que se encuentra multiplicande a Ia ecuacién anterior
asume el valor 4.76 x 10, y la constante de integracién fy nos ayudaré a
unir éste resultado, con el obtenido en €l capitulo anterior en el caso del acople
minimo. Dados los valores anteriores, nos es posible graficar el comporta-
miento que sigue el factor de acople en la regién que estamos considerando,
esto es, de 2 a 10 Kpc, lo cual se observa como lo muestra la figura 3.1:

f(n)
8e—19 ]

I
79—19*:
59—19-:
Se—19 4
4e—19 -
Be—19

2e—19 A

1e—19 1

Figura 3.1: Factor de acople en términos del pardmetro n, en la regién cercana
al hotizonte

En la gréfica, €l eje vertical se encuentra en unidades de 8—:%, los valores
que asume el factor de acople crecen rdpidamente conforme n, es decir 7,
aumenta, lo cual nos permite pensar que éste resultado es compatible con el
hecho de encontrar que el factor de acople es una comstante en la region lejana
al centro galdctico tal y como obtendremos mas adelante, asi, la constante de
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integracidn en la expresién para f = f(n), puede ser elegida para concordar
con el valor constante que la funcién asumird en la otra regidn, lo cual nos
permitird dar la forma global que sigue f como funcién de n, es decir de
r. Una vez obtenido éste resultado, podemos encontrar el comportamiento
que sigue el campo escalar ¢ para esta regién, resolviende la ecuacién que
obtenemos de la siguiente manera; la ecuacién de constriceidn (3.24), con el
potencial V' = 0, nos permite encontrar una ecuacién para ¢, en términos
de r, en la que podemos aplicar las sustituciones que hicimos para r y & en
funcién de la masa del objeto colapsado. La ecuacién que obtenemos para ¢
en términos de n a partir de las ecuaciones de Einstein es:

_ f
 8rn(n -~ 1)}A42

+Fn((4n” + A%)(4n — 3) + 8uin*(n - 1))]

6 [ edntn — 1) — (63 ~ D)(an® + 42)

(3.38)

En la cual podemos aplicar la condicién n< A v considerar a ay = 1 como
en el caso del factor de acople, sustituimos el valor correspodiente a fnya
J para esta regién, obteniendo la siguiente ecuacién:

Pn

v \f“ (47 - 3){dn — 1) (3.39)

T irA (n—1}(2n — 3)

Que resolvemos numéricamente dentro del rango donde nos encontramos tra-
bajando, esto es de 2 a 10 Kpe, la grafica que muestra el resultado es la
siguiente:
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@ (a}

—52-09 /
—1e—08 7 /

I

—2.50-08 - Ve '

—3e—08 - ,/

Figura 3.2: Campo Escalar en funcién del pardmetro n cerca del horizonte.
La escala horizaontal correponde al valor de n de 2 a 10 Kpc.

Como podemos observar de la grifica, el campo escalar asume valores negati-
vos cerca del horizonte, lo cual podemos eliminar considerando una constante
de integracién con un valor adecuado. Es importante sefialar, que hemos po-
dido encontrar una solucién para el campo escalar dado un factor de acople
no minimo entre el mismo y la gravitacién.

En éste caso, nos interesa obtener el comportamiento del factor de acople en
funcién del campo escalar mismo, puesto que es asi como se reporta en la
literatura generalmente, [42], [41], [40].

Podemos hacer ésto expresando al factor de acople en forma paramétrica con
respecto al campo escalar mismo vy el resultado que obtenemos es mostrado
en la pagina siguiente:



£

-~5e-09 - e
~1o-08 - | /
—1.56—08 /
~26—08 /
—2.56—08 - /

—26-08 ﬂ /

Figura 3.3: Factor de acople en términos del Campo Escalar cerca del ho-
rizonte, la linea horizontal representa los valores que asume el campo en el
intervalo de 2 a 10 Kpe.

Como parte de la discusién que estamos desarrollando, va a ser necesario
analizar con més detalle las implicaciones fisicas del resultado que estamos
obteniendo con ésta dltima gréfica, en particular, lo que podemos decir acerca
de la forma en que el campo escalar se encuentra acoplade con la gravedad
cerca del horizonte es que el acople no minimo es preponderante en ésta
region, es decir, la autointeraccién del campo escalar consigo mismo se en-
cuentra fuertemente ligada a la zona en que nos encontramos analizando el
problema y responde a la cercanfa del mismo con la regién donde se encuentra
el horizonte. Asi mismo, la forma funcional del factor de acople en términos
del campo escalar, nos tiene que dar informacién respecto a como es el tipo
de autointeraccidn.

En la siguiente seccién, consideraremos un andlisis equivalente al expuesto
anterlormente, con la salvedad de que serd aplicado a la regién contraria a
la que estuvimos considerando, es decir, la regién lejana al horizonte y por
consiguiente, al centro galdctico.
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Podemos partir de las expresiones generales que encontramos para el factor
de acople y para el campo escalar en funcién de n en la dltima seccién v
aplicar el limite que corresponde a este caso. Sobre las ecuaciones (3.35)
y (3.38) aplicaremos ahora la condicién n>>-A, analizaremos el caso para
el factor de acople primeramente. Para aplicar correctamente el rango de
valores que n puede asumir en este intervalo, hacemos los siguientes célculos;
como T = 2nM y b = AM = 3Kpc, como ya habiamos mencionado, 1a regién
donde n>>»b es
3Kpc <r < 10Kpe,
5Kpc 10Kpc
oM " oM
5{2.7 x 10%) 10(2.7 x 102)
214 x108) ~ 7 314 x 108)

y obtenemos que:
5x 108 <n<1x10°

Las consideraciones anteriores nos llevan a encontrar las siguientes expresio-
nes en (3.35):

v A%(1 — v)

1) = 42 —3)

[~ inan(1 ~8) + 208 — 3) — (1 ~ B)ina) - -1_] ~

. (3.40)

k(1 —d) [ln(Qn(l — vp) +2v5 — 3) — In(n) — 5 (11 )}

k(1 — v3) [ln(Zn) +in(1 —w3) — In(n) — 5 (11 )]
E(1—43)[in(2) = 1078 =~ k(1 — v])in(2) = fi = cte.

2
Donde k£ = —gf(z—?r’;o}—, y podemos observar que el factor de acople es una
constante para los valores de n o de T que nos encontramos analizando, a
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partir de éste resultado, vemos que junto con el obtenido en la seccién ante-
rior pueden ser “unidos” al considerar un valor adecuado sobre la constante
de integracién f, en la ecuacién (3.37) que corresponda al factor de acople
cerca del horizonte, en términos de n o » en forma, equivalente.

Ahora procederemos a analizar el campo escalar, sobre la ecuacién (3.38)
aplicamos el limite n<C4, lo que nos permite llegar a lo siguiente:

8.7 T [2v§n(n — 1)]

= Bz n(n — 1)dn? T

Qfs,nz ~ S

¥n = dmn
¢(n) = cte.ln(n) (3.41)

Este resultado estd en concordancia con el encontrado para el caso del aco-
ple minimo en la regién donde las curvas de votacidn son planas, es decir,
independientes del radio, y que corresponde a los valores que hemos asumido
aqui para hacer el andlisis lejos del horizonte. Por lo mismo, éste resultado
es consistente con el anterior y nos dice que estamos recuperando el caso con
acople minimo en las regiones externas de la galaxia, tal y como también lo
obtuvimos para el factor de acople.

En éste punto, es necesario encontrar una expresion para el factor de acople
pero en términos de ¢, el campo escalar, de la misma forma en que lo hicimos
para las regiones cercanas al horizonte. Para hacer ésto podemos considerar
lo siguiente;

Dado que f = f(¢(r)}, tenemmos que:
for= F6br,

y de acuerdo a Io que obtuvimos en la ecuacién (3.40}, f(r) = cte, por lo
tanto, f, = 0 lo cual implica que

f,¢¢,r ={,
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y sabemos que ¢ va como un logaritmo en esta regién Ec.(3.41), por lo tanto
fs = 0 de lo cual obtenemos que

f = 1(9) = cte. (3.42)

y la constante la podemos elegir como 1, es decir, recuperamos el acople
minimo. De ésta forma, tenemos completa concordancia con el resultado
que encontramos en el andlisis hecho en el capitulo anterior para un campo
escalar con simetria esférica minimamente acoplado con la gravedad.



Conclusiones

En el segundo capitulo encontramos que para un espacio tiempo estético
estéricamente simétrico una condicién necesaria v suficiente para tener un
perfil constante en las curvas de rotacién en el plano ecuatorial de ese espa-
c1o tiempo es que su tensor métrico debe tener la forma dada por la ecuacién
(2.23). Esta forra de la métrica es la requerida para la regidn de las ga-
laxias en donde el perfil de las curvas de rotacién de las estrellas es plano.
Es importante remarcar el hecho de que, en la deduccién de esta expresién,
Unicamente estuvo involucrada la geometria del espacio tiempo, entonces, es
independiente del tipo de materia que pueda estarla generando; por lo tan-
to, sin importar la materia bajo consideracién, la ecuacién (2.23) debe ser
la forma del elemento de linea en el plano galdctico para un espacio tiempo
estitico y axisimétrico que se pueda expresar en la forma de Papapetron, Ec.
(2.1) con w=0.

Utilizando ésta relacién entre los coeficientes de la métrica, podemos encon-
trar las ecuaciones de Einstein las cuales inchiirdn ésta informaciém que la
geometria estd imponiendo perc que a su vez, es la que debe cumplir el ti-
po de materia que pueda estar curvando el espacic tiempo de ésta manera,
Al haber hecho la aproximacién de que la relacién que obtuvimos entre los
coeficientes métricos en el plano galdctico, a partir de las ecuaciones {2.22),
era también valida en una regién cercana fuera del mismo, perdimos cierta
generalidad en nuestros resultados, pero obtuvimos una relacién para las se-
gundas derivadas de los coeficientes métricos, Ec.(2.33).

Con ésta aproximacién, pudimos obtener una ecuacién de costriccién entre
las componentes de un tensor de energia momento general, 7% Ec.(2.34),
la cual utilizamos para poner a prueba cuatro tipos de tensores de energfa
momento que son considerados como los candidatos mds viables para formar

63
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la materia obscura en los halos galdcticos, esto es, vacio, un fluido perfecto,
constante cosmoldgica y un campo escalar. Obtuvimos que para el caso del
vacio una singularidad en el valor p = 0 o cuerda césmica genera el movi-
miento observado en las particulas de prueba. Este es un ¢jemplo de que el
comportamiento Newtoniano de la densidad, p(r} ~ 1/r? no es una condi-
cién necesaria para describir el movimiento observado.

También analizamos el caso de un fluido perfecto estdtico, y a diferencia
del caso en que se utiliza fdnicamente una descripcién Newtoniana, con la
formulacién de la relatividad general, podemos obtener condiciones para la
ecuacién de estado del fluido que nos permiten tener méds generalidad en el
tipo de materia que podria ser el fluido perfecto.

A pesar de esto, no podemos reproducir el resultado conocido para un Auide
tipo polvo debido a la aproximacién que hicimos para poder obtener las
segundas derivadas de los coeficientes métricos. Mostramos que un fluido
obscuro cor un fipo de materia exética, es un candidato para conformar a la
materia obscura.

Estos resultados representan el tipo de materia que se obtiene en los modelos
de Quintaesencia pero encontrados a nivel galdctico. Presentamos el estudio
para el fluido perfecto en &l caso de un espacio tiempo esféricamente simétrico
y estitico en la penultima seccidn del capitulo 2 y vemos que recobramos el
resultado Newtoniano, esto es, el fluido perfecto obscuro puede ser polvo. El
caso de la constante cosmolégica junto con la inclusién de nuestra aproxima-
cién, implica que no puede ser considerada como candidato para formar a la
materia obscura debido a que tendria que ser no masiva, y el campo escalar
no masivo permanece como uno de los candidatos posibles para formar a la
materia obscura.

Como ya habiamos mencionado, nuestros resultados son 1itiles para describir
la regién donde se observa el comportamiento plano en las curvas de rota-
cién que describen las particulas de prueba alrededor del centro galdctico,
sin embargo, es claro que resulta necesario continuar el anglisis para poder
considerar la regién galdlactica completa. Algunos resultados indican que
la combinacidén de un fluido perfecto con materia baridnica podria dar re-
sultados satisfactorios [13]. Adem4s, la aproximacién que hemos hecho para
poder obtener las segundas derivadas de los coeficientes métricos tendrd que
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ser analizada también. En éste sentido, seria de gran ayuda tener una mues-
tra del perfil de las velocidades de los objetos que se mueven fuera del plano
galdctico en el caso esférico donde no es necesario hacer ésta aproximacion,
aungue se tiene una restriccién mayor sobre la geometria. Ademds, hay razo-
nes para creer que el halo de materia obscura es esférico [24], por éste motivo,
estudiamos el caso para el campo escalar con acople minimo en ésta simetria
al final del capitulo 2, estos resultados también se presentan en 125].

En el anglisis, pudimos obtener una solucién para los coeficientes métricos y
el campo escalar, nuevamente en la regién donde las curvas de rotacién de
los objetos de prueba son planas, asf como una expresién para el potencial
del campo escalar en términos de una exponencial, Fste andlisis, nos permite
considerar que el campo escalar es un candidato probable para formar a la
materia obscura, dentro de las limitantes que nos impone el hecho de que
restringimos nuestro andlisis a la regién exterior de la galaxia donde se sabe
que la materia obscura domina.

Considerando los resultados obtenidos en el capitulo 2, el sigujente DASG que
seguimos fué analizar el caso de un espacio tiempo estitico, esféricamente
simétrico, pero ahora sin restringirnos a la regién en donde las curvas de ro-
tacién para los objetos de prueba que siguen geodésicas circulares sean una
constante, y obtuvimos una relacién que condiciona al coeficiente métrico
g1(7) en términos de una forma funcional para la velocidad tangencial que
reproduce certeramente el perfil de las curvas de rotacién dado que estamos
proponiendo una solucién particular para las ecuaciones de Einstein gue n-
cluye una singularidad cubierta por un horizonte lo cual nos garantiza que el
escalar de Ricci no diverge en el valor de r correspondiente al horizonte.

Obtuvimos las ecuaciones de movimiento a partir de un Lagrangiano que
incluye un factor de acople arbitrario entre el campo escalar y la gravitacién,
con el objetivo de averiguar si es posible encontrar una solucién para el cam-
po escalar en toda la regién galdctica que no sea divergente en el valor cerca
del centro de la galaxia, como fue observado en el caso con acople minimo.

Utilizando el principio variacional e incluyendo la condicién sobre el coeficien-
te métrice gu(r) llegamos a un sistema de ecuaciones gue podemos trabajar
hasta quedar con dos ecuaciones diferenciales para el factor de acople y el
campo escalar que podemos resolver al considerar la forma explicita de la
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solucién que estamos proponiendo, [49] y al analizar dos regiones distintas
para resolver el problema; primeramente, escribimos los pardmetros de las
ecuaciones en términos de la masa colapsada en el objeto central, el radio se
expresa como 2nM con n un nimero entero v M la masa del agujero negro,
y al parametro b que aparece en la expresion del coeficiente gy de la métrica
como b = AM donde A es una constante.

De esta forma, podemos establecer dos liinites a los que tienden las ecua-
ciones diferenciales del factor de acople y el campo escalar en funcion del
radio cuando consideramos las regiones en que 7> A 0 n€ A respectivamen-
te. Esto nos lleva a expresiones mdas compactas para el factor de acople y
el campo escalar que resolvemos como ya se indicé en el capitulo 3, y cuyo
comportamiento mostramos en las graficas correspondientes.

A partir de los resultados que encontramos en funcién del pardmetro de dis-
tancia, podemos dar el comportamiento del factor de acople en términos de
¢ en ambas regiones galdcticas, lo que nos permite comprobar que cerca del
horizonte, el campo escalar se encuentra no minimamente acoplado a la gra-
vedad y gue lejos del mismo, recuperamos el caso del acople minimo lo que
se encuentra en concordancia con el resultado obtenido en el capitulo 2. En
éste caso, el resultado corresponde a un campo escalar no masivo, lo cual
nos invita a seguir con el andlisis para encontrar los resultados apropiados
para el caso masivo. Independientemente de esto, la solucién particular que
estamos proponiendo, nos estd permitiendo tener consistencia con los resul-
tados que obtuvimos anteriormente, ademds de darnos la oportunidad de
encontrar una expresion para el factor de acople sin recurrir a una teoria que
nos diga su comportamiento a priori. Independientemente del hecho de que
ésta solucion constituye un resultado interesante por si misma debido a que
funge como contraejemplo a las supocisiones de que no pueden existir este ti-
po de soluciones atin considerando un acople no minimo con la gravedad [41].

De acuerdo a lo anterior, los resultados que obtuvimos aqui nos pemiten se-
guir considerando gque el campo escalar es un posible candidato para formar
a la materia obscura. Ademés de que como se menciond en el capitulo 2,
la forma en que desarrollamos nuestro anilisis, nos permite imponer condi-
ciones geométricas sobre el tipo de materia que podria formar a la materia
obscura, y en este sentido, la condicién sobre el coeficiente métrico gy que
estamos considerando en el anélisis del Gltimo capitulo, tiene la ventaja de
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corresponder al perfil que siguen las curvas de rotacién, y por lo tanto, la
informacién que estamos obteniendo sobre el factor de acople y el campo
escalar, corresponde a toda la regién galdctica fuera del horizonte de la solu-
cién que estamos proponiendo, por lo que los resultados que obtenemos aqui
tienen mds generalidad que los obtenidos para ¢l caso de acople minimo, en
el que sélo considerabamos la regién externa de la galaxia. Por eso mismo,
es que podemos comparar el comportamiento que observa el campo escalar
en las dos regiones, con el que obtuvimos anteriormente sélo para una de ellas.

Los resultados encontrados constituyen un primer paso para continuar ana-
lizando el problema, en éste sentido, lo que corresponde hacer ahora es en-
contrar la forma funcional de el factor de acople con el campo escalar para el
caso en que éste sea masivo, porque el resnltado que obtuvimos aqui corres-
pondea un potencial V (¢} = 0. Sera necesario que encontremos la forma en
que el potencial depende de ¢ lo cual, aunado a la expresién para el factor
de acople f nos permitird obtener mas informacién acerca de la manera en
que el campo escalar se comporta en el caso en que fuera el constituyente de
ta materia obscura a nivel galdctico, v probablemente a nivel cosmoldgico.
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Apéndice A

En éste apéndice, presentamos la generalizacién de la derivacién de la ecua-
cién de constriccién entre los coeficientes métricos, Ec.(2.21), para el caso
estacionario, donde w # 0, descrito por el elemento de linea (2.1).

De la Ec.(2.3), expresamos £, y ¢. en términos de E , L, y los coeficientes
métricos como

._e¥ 2 _—dgp 2
t=F[(ye —w)E—-wl]. (A.1)
e
gb:?(wE-}-L). {A2)

Usando esta ecuaci6n en las de constriccién, Eqgs.(2.6) llegamos a que:
e (l—e™E)+(wE+LP=0. (A.3)

24 2 2%
(e 2), E? + (‘;—2) (WE+ LY+ —;12— WE+L)w,BE=0.. (A4

)

Resolviendo para F y L, obtenemos:

E=¢¥ \/% . (A.5)

L= ”51:: (\/z——— “’ff"’ «z) | (4.6)

donde

A=2e" (1, — py) (1~ 28%,) — ()

+w, \/@p)z —dutp e (1, ~ piby) (A.7)

B=2e"" (1, — 2p9,)" - 2(w,)” . (4.8)
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Para la segunda derivada del potencial V(p) evaluada en el extremo, obte-
nemos:

282(¢—7) [ }1‘ 2 ‘u 841[1
Vie.’crz“ 24p pp+3 *4—‘01# + —-(w 2 A
pplext B pp i M i P ,LLQ ( P)

2
_ (wm — % +2(5)%+ 3 (%) ~4%¢p) B+

(o) o) PEB)

Por otro lado, ut111zand0 las ecuaciones (A.2), y (A.6), en la expresién para
la velocidad angular, Ec.(2.11) obtenemos que
e2¢’ A-—B
Q= , A.10
p] \/_ w82¢ '\/TB ( )

donde A y B esian dados por las Fes.(A.7) y (A.8).

Como en el caso estdtico, siguiendo a Chandrasekhar [14], reescribimos el
elemento de Iinea dado en la Ec.(2.1) como:

2 29 2
2 _ e 2 W, 2~y 2 _ w
0 = = g e e (e - ) (dﬁo et 2]
e 20T g5 4 da?) | (A12)
En términos del tiempo propio, dr? = —ds?, tenemos que
- —4 1 2
dr? = —————”26 Y a1 — T e —w) d'go S A— +
- 2 a4 — (2 u? dt p2 et — (2

27 et _ 2) 2
T ’ w?) [( ) (dz\i V] (4.12)
o\ ) )]
de donde podemos escribir que
2 -2
1= —LUOQ [1 *'UZ]

P , (A13)
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donde »° = % es la componente temporal de la cuadrivelocidad, vy una

definicién de la velocidad espacial, 2, surge de esta manera

2_e4¢(y26_4¢—w2)2 do w 2
v= E{“pze“4¢—w2 +

12

a0 el;:"’ — w?) ((%)2 + (%)2) , (A.14)

que es la tres velocidad de una particula, medida respecto a un sistiema de
referencia ortonormal, con componentes:

0?2 = o7 4 @7 4 y@? (A.15)
Para la componente ¢p— de la velocidad espacial obtenemos:
2%
) = 87 [(;1,2 e — ) Q- w] , (A.16)

y sustituyendo (2 de la Ec.(A.10) obtenemos una expresién para la velocidad
tangencial de una particula de prueba en movimiento en una orbita circular

estable:
o) = pe?¥JA-B-wVA
pe2A—wvA-B ’
donde A y B estan dadas por las Ecs.(A.7) y (A.8).
Imponiendo la condicién de que sea constante para tode radio, esto es v =

0, entonces v¢¥) = v{¥), con ¥!¥) una constante, representando el valor de la
velocidad, de 1a Ec. (A.17), tenemos que:

B=(1—-v¥"F?A, (A.18)

(A.17)

donde \ )
.
(M e-2% 4 ) w)z

Esta tltima expresién, representa una constriccién entre tres de los coefi-
cientes de la métrica, y podemos expresar a uno de elles, por ejemplo w, en
términos de los otros dos: v, y p. De ésta manera, llegamos a la siguiente
condicién: La velocidad tangencial de una particula de prueba moviéndose en
una érbita ecuatorial y circular en un espacio tiempo de fondo axisimétrico
y estacionario, tiene una magnitud independiente del radio si los coeficientes
de la métrica satisfacen la ecuacién de constriceién (A.18).
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Apéndice B

En éste apéndice incluiremos el andlisis hecho sobre los resultados obtenidos
en el capitulo 2 para el caso de Schwarzschild y comprobando que ésto nos
permite recuperar resultados conocidos dando una transformacién de coor-
denadas. Fmpezando con el elemento de linea en coordenadas esféricas:

2

-1
ds” = — (1— M) i+ (1 —¥> dr® + 77 {(d6® +sin’ §dg?) , (B.1)

realizamos la transformacién coordenada

M? p
= 2t M, = -1 (—) . B.2
r=4/pt+ 2 +4W+ , B =tan p (B.2)

La transformacion inversa es p = R sinfl, z = R cos0, con

1
R=Z(r—M++Vr2—2Mr),

T2

para obtener ¢l elemento de linea en la forma de Papapetrou, Ee.(2.1),

con 5
821‘,}: w—u——*————p2+22—%
VIEZE S

(- 5%)

_ (I_L)
w=r 1= 1mr )

w=10.

2
e"f

El horizonte en éstas coordenadas esta localizado en /% + 22 = .
Restringiendo las expresiones al plano ecuatorial, z = 0, tenemos que

()]
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plemo = p (1 - M?/477),

entonces, de las Ecs.(2.9), obtenemos para la energia y el momento angular:

MY 2
p— M
E= — ( z ) — - (B.3)
(p—l—;) \/p2 —2Mp+ e
M\? M
L= (p + —) . B4
2 Jp(phZMHMTz) (B4
Para la velocidad angular de las particulas de prueba, de la Ec.(2.12):
[Tt
Q=\/Mpg(l+%) , (B.5)
lo cual nos dé la ley de Kepler. Para la velocidad tangencial de la Ec.(2.19)
obtenemos
M M\~
(o) —
v = — 1 - — , B.g
"~ (1-2) (B5)

que es conocida como la dependencia inversa en la raiz cuadrada de la dis-

tancia. Transformando de nuevo a coordenadas esféricas, se puede ver que

nuestras expresiones coinciden con las usuales, por ejemplo [16]. Para la

segunda derivada del potencial es 1itil escribir p en términos del radio del
M

horizonte, p = n %, con n un nimero y de la Ec.(2.10) obtenemos:

4291 (2 —10n+1)
Min(n+1P (n?2—4n+1) °

Voplestr = (B.7)
Esta segunda derivada es positiva para valores menores a p = (5 + 2v/6) ¥,
lo cual denota la iiltima orbita estable, y corresponde al resultado eonocido
de r = 6M en coordenadas esféricas.
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Apéndice C

En éste apéndice comprobamos el hecho de que la velocidad tangencial es
proporcional al corrimiento al rojo dado que Ias observaciones estén basadas
en medidas para el corrimiento al rojo, no en la velocidad tangencial directa-
mente. Si el espacio tiempo es plano, las dos cantidades son proporcionales.
Pero estamos trabajando en espacios tiempos curvos, asi que necesitamos
comprobar que esa proporcionalidad continua siendo vilida. Siguiendo {17],
usamos el hecho de que Ia frecuencia de un fotén est4 dada por ¥ = u®p,,
con u® la cuadrivelocidad del objeto y p® el momento del fotén, tenemos que
el corrimiento al rojo, z, es

Z=1-2m (C.1)

V?‘ec

entongces, para un objeto orbitando el centro galdctico en el plano ecuatorial
a una distancia p del centro, con velocidad tangencial v(®) vy emitiendo un
fotén con frecuancia v, para un observador en reposo localizado en infinito,
esto es, lejos de la emisidn, el fotdn detectado tiene la frecuencia Voo, S€ puede
mostrar que el corrimiento al rojo estd dado por:

(1+v) | gulp)

2= - —— L .
W1 — U(CP)2 gtt(oo)

Para las velocidades observadas tenemos que v < 1, lo cual implica que son
mucho menores que la velocidad de 1a luz, y tenemos que suponer que lejos
de la galaxia observada, su influencia gravitacional termina, de otra forma
no podriamos detectar la velocidad tangencial, y nos estarfamos moviendo

(C.2)

junto con el objeto observado. Por lo tanto, podemos tomar guloo) = -1y
tenemos que a primer orden en la velocidad, con gg(p) = —e¥ = ~1—3p—.- -,
obtenemos:

z= =" feh ). (C.3)

Y tenemos que calcular esto para el caso analizado
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i = o] (1409 In(u/po) ~ 209 (u— 1)/ (n+1),

entonces
W~ U(WJ2:

y concluimos que
2~ P

En ésta forma, vemos que la independencia del radio del valor medido para
el corrimiento al rojo puede ser relacionado con la independencia del valor
de la velocidad tangencial.
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Apéndice D

En éste apéndice se presentan las expresiones para las ecuaciones de Einstein
de la métrica de Papapetrou Ec.(2.1), presentada en el capitulo 2 con el
coeliciente métrico w = 0, i.e., la expresidn para la métrica es:

de? = —¥ 12 82(w~¢)dp2 + B g2 + ,uge’wd:;iz

Para la cual, los simbolos de Christoffel son:

Fgoz(}, F1HF10*-¢.D: fgg—FgD—O I‘3‘*1?30“1!”;: F?l:e
[ =13, =0, 19 =03, =0, 1%,=0, 1%, =T%, =0, %, =0
1“50:@2(%"% Fg =Ty =0, Tg =T =0, r‘s_rm:o,
Pl = (%~ %), Tla =15 =0, Tl =T3 = (% — %),
F§2:5-2T(#2¢p*ﬂﬂp) Tys =Ts =0, Tgs = (&, ~7,), Too =0,
Py =T%=0,T%,=1%=0,T% =% =0, 12, =0,
FzQ*le— ;_Tﬁp, P:fs”;rgi—
Hz -

I35 =0, T =1I%= :L_F":/Jz, [ =0, Iy = ¥¥ My,
I‘31_F30—0 F32_F30ﬂ0 Fs_I‘%-O
P%l:d)z*ﬂfm I‘?zzl_' =0, Ff3:FSLIWﬁ_Vﬂ:

I‘gz = { sz"ﬂrufz)e_gl Fzs —ngzo’ F§3 =%~ Y

L.as componentes del tensor de curvatura son:
RIUlD = ezw[¢pp + ’%(2% - ’Yp) - sz (% - A/z)]

Rogap = —e*0°7 [#2@5 + 2} — plpg o + patpe)]
Ragzo = €[4, + 90, (20, — Vo) = Wp{1ho — Vo)
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Roror = € (20, — pthp) + 16(1%0p — thpo)]
+e” (o, — Bo) (s — o) ~ (1 — 1)1tz — popss)]
Ruzo1 = €%t + 9,(3¢, — 7.) ~ P2 Yp)

Romor = pe™ (0, (1, —~ pv:) + pabpe + 177,

Y de éste modo podemos calcular las componentes del tensor de Ricei dis-
tintas de cero:

/
Ry = e2(2v—) [",bpp + b, + f""‘ﬂifho 4 E:’fi]

Rpp = ¢pp + %y — Yop — Yzz — 2¢'2 (sz@/f’z + #p¢p T HpYp — UzVz — #pp)
Ry = 771t pp — pthpp + uuzv,ﬁz + Pt — Whhaz + 14550
1
sz = —(Ju'erZ + HzYp — Ju'pz) - ?’wplpz

Rzz = 'prp + wzz ™~ Yop = VYzz — 2’¢’2 (up¢p 22 — KoYy + !—Lz'@bz - Juzz)
R, = ——sz

Y el escalar de curvatura es:
R= 282(‘},_7) [prp + 1y — Yoo = Vaz — 'Lb ¢2 (ﬂp"‘mbp + u, — Mg — fu'zz)]

Con lo cual, las componentes del tensor de Einstein son:

- 1
G = 2% g2 —) [2¢pp+2¢zz_')’pp‘"'Yzz"?rbﬁ_wg'i' ;(zﬂp¢p+2#z¢z_ﬂpp_#zz)]

1
GPP = ¢§ - 7:0;2: + ;(PJP'YP — MYz + }u'zz)

—2

Gpp = #23 T(Vop + Yoz + '[2 + '%bg)
1
G = 'sz - '¢'3 + E(ﬂpp + UV — ﬂp'}'.o)

G =R,
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Apéndice E

En éste apéndice mostraremos la analogfa entre un campo escalar masivo ¥
un fluido perfecto y comprobaremos que la misma nos permite Hegar a una
ecuacién de estade andloga a la obtenida en la Ee.(2.41) del capftulo 2.
Recordande que el tensor de energia momento para el campo escalar v el
flnido perfecto son, respectivamente:

1
T,u.v = ¢,p.¢,v - Eguvé’qﬁb,a + gm,V(qﬁ)

T = (d+ Plugtty + gup

Ahora hacemos la sustitucién ¢, = ku,, donde &, es una constante, sustitui-
mos en 1a expresién para el tensor que describe al campo escalar y obtenemos:

1
Tw = kzuuuv - §9uv [¢a¢a - 2V(¢H

= p= 58— 2V(9)]

E=d+p=ki=d- %(@5%,& —2V(¢))

Considerando a ¢ = ¢(t),las componentes del tensor de energfa momento del
campo escalar quedan comno

T2 = Tyy = pu®e oy
Tss = T,p = p7¥)
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Las cuales se sustituyen en la ecuacién {2.34) lo que nos lleva a la siguiente
ecuacion de estado andloga a la que habiamos encontradoe en el capitulo 2 en
el caso del fluido perfecto:

1+2
p=-nth
(3 - Uc)
De lo cual podemos observar que al hacer la analogia entre fluido perfecto

y campo escalar, es posible conservar la forma de la ecuacién de estado a la
que llegdbamos en el capitulo 2 para el caso de fluido perfecto tinicamente.





