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Prélogo

Creo que desde siempre la geometria ha ejercido en mi una gran fascinacién
y desde inicios de mi carrera me han atraido las matematicas aplicadas. Con-
* forme fui avanzando en mis estudios descubri la Geometria Algebraica y el
Algebra Conmutativa y aunque me senti, y sigo sintiéndome, profundamente
intimidada por la gran dificultad y diversidad de los conceptos y herramientas,
mi interés en estas disciplinas ha ido en continuo aumento. Paralelamente a
ello comencé a involucrarme con los fundamentos teéricos de la Investigacién
de Operaciones, particularmente de la Programacién Entera, para la cudl el
hecho de que los problemas sean NP — completos genera problematicas muy
importantes. )

Cuando descubri que existen aplicaciones de las Bases de Grobner para
Programacién Entera me senti inmensamente feliz al ver que era posible con-
juntar las 4reas de mi mayor preferencia, las cuiles parecian ajenas, y aportar
nuevas perspectivas' al tratamiento de los problemas de Prbgramacién Entera
(PPE) utilizando la potente herramienta que son las Bases de Gribner. Evi-
dentemente me aboqué a la tarea de estudiar el tema.

En un comienzo estudié los enfoques que existen del problema, basandome
en el articulo de Rekha R. Thomas: “Applications to Integer Programming”
[Tho98] y posteriormente revisando los trabajos realizados por otros inves-
tigadores citados en dicho articulo, entre los cuales se encuentran [CLO98,

AL94.



Introduccién

En los problemas de programacién lineal se busca encontrar el valor éptimo
(minimo o méximo) de una funcién lineal dado un conjunto de restricciones
también lineales. Esta clase de problemas surge en muchos émbitos. En la
industria, el ejército, la educacién y el 4rea de la salud entre otros, apare-
cen problemas de planes de produccién, contratacién de personal, ubicacién
de centros de atencién, asignacién, etcétera, los cuales en su interpretacién
matemdtica pueden ser formulados mediante modelos de programacién lineal.

El problema general de programacién lineal {PPL) se plantea como un
problema de optimizacién
m
Minz = Z €0
i=1
s.a Aoc=b
c>0

con A= (ay); b={(b,... ,bn); 0;;, b €@ ¢; €ER, o = (01,...,0m) € K7,
i=1...,n 7=1...,m.

Sin embargo, en muchas de las situaciones, este planteamiento no es sufi-
ciente y se requiere que las variables tengan solamente valores enteros, es decir
se necesita trabajar con programacién lineal entera.

Los problemas de programacion lineal pueden ser resueltos de manera bas-
tante eficiente usando métodos como el Simplez y el Dual-Simplez, sin embargo
en programacion entera la resolucién de problemas es mucho més compleja ya
que el problema general pertenece a la clase de problemas NP — completos,

5



CAPITULO 1

Programacién Lineal Entera

1. Planteamiento

Los problemas de Programacién Lineal son problemas de optimizacién cuyo
rol es fundamental en el drea de la Investigacién de Operaciones. Un problema
de Programacién Lineal Entera (PPE) es un problema de Programacién Lineal
donde los valores de las variables de decisién estdn restringidos a los niimeros
enteros, es decir un problema en donde se busca encontrar el valor 6ptimo
(méximo o minimo) de una funcién lineal (funcién de costo) en n variables de
la forma

z =00 +~-"+ CnOn

sujeto a {s.a) un conjunto de restricciones lineales dadas por

Ao =15 donde
A= (a5); b= (b1,... ,bn); aij, b; € Z; ¢; € R;
og={0,...,0m)eN"; i=1,...,n;5=1...,m.

Decimos que un punto o = (0y,...,0y) es solucidn factible del PPE si
cumple con ¢l conjunto de restricciones asociado al problema.

Planteado desde el punto de vista geométrico, el problema equivale a en-
contrar el 6ptimo de la funcién lineal, lo que en el espacio R corresponde a un
hiperplano, dentro del conjunto de restricciones, que consiste er un politopo
(delimitado por la interseccién de los hiperplanos generados por las restric-
ciones). En el caso en donde las variables no estan restringidas a la inte-
gralidad, cualquier punto de la superficie del politopo es solucién factibie, sin
embargo en el caso del PPE los puntos factibles son aquélios que se encuentran
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Aunque el planteamiento es relativamente sencillo y muy semejante al de
Programacién Lineal, en donde los problemas se pueden resolver de manera
relativamente sencilla usando los métodos Simplez y Dual-Simplez, resolver los
PPE es muy complicado ya que los métodos de solucién son poco eficientes; de
hecho estos problemas pertenecen a una de las clases de problemas de mayor
complejidad: los problemas NP — completos.

A continuacién veremos las técnicas principales de resolucién general con
las que se ha trabajado: los métodos de corte y los de ramificacién Yy aco-
tamiento.

2. Métodos de corte

Como mencionamos anteriormente la resolucién de un problema de Pro-
gramacién Lineal, donde las variables pueden tomar cualquier valor real, se
puede realizar de manera efectiva usando el método Simplex o el Dual Simplex
(ver [SK89] para la descripcién detallada de estos métodos). Al enfrentarnos
con un problema de Programacién Entera la primera pregunta que surge es:
. Qué pasaria si resuelvo el problema sin la restriccién de integralidad y pos-

teriormente refino la solucién?

A finales de los anos cincuentas y en la década de los sesentas, muchos
investigadores trabajaron en el disefio de métodos de corte. La idea general de
estos métodos es precisamente resolver el problema de Programacién Lineal
correspondiente a un problema de PPE pero permitiendo que las variables de
decisién tomen cualquier valor, al cudl se llama problema relajado del PPE,
y a partir de ello realizar “cortes”de la region factible que separen la solu-
cién 6ptima del problema, si no es entera, del conjunto de soluciones enteras
factibles. Una vez hecho esto se resuelve el problema relajado dentro de la
nueva region factible determinada por el corte y si la solucién del nuevo prob-
lema sigue siendo no entera se “corta”de nuevo y asf consecutivamente, hasta

llegar a una solucién éptima entera.
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Dentro de los métodos de corte para los cuales se ha demostrado la con-
vergencia, el mds citado en la literatura es el método de la cortadura dual
fraccional, disefiado por Gomory en 1958 [Gom58].

2.1. El corte de Gomory. El corte de Gomory es también conocido
como método de la cortadura dual fraccional y utiliza el método dual simplex
lexicografico dentro de la tabla de Beale, lo que garantiza la convergencia para
encontrar las soluciones de cada uno de los problemas relajados asociados con
cada corte. A continuacén presentamos un método de solucién de problemas
usando este corte.

2.1.1. La Tabla de Beale. El primer paso de este método es escribir el
programa entero despejando cada una de las variables de la signiente manera:

Maximizar

Op = @ + al-01) + cf-0) +--- +  cf-0,)
sujeto a

o) = -1{—0oy)

Jy = ~1(-02)

0’ - _1(-03)
g1 = b+ ap(-o1) + eyi(-02) +--- + a,i(-0,)

Op = “bm + al,m(_al) + az‘m(—az) +--- + aa,m(_gs)
donde o; € N, paratoda j = 1,...,n. 6p corresponde a la funcién

objetivo, ¥ 0sy1,...,0n a las m variables de holgura correspondientes a las

restricciones del problema.

A partir de este despeje de las variables se construye la Tabla de Beale:
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Utilizando esta definicién de corte, para resolver un problema entero se

deben seguir los siguientes pasos:

o Resolver el problema relajado usando el algoritmo dual simplex en ia

Tabla de Beale correspondiente.
¢ Si la solucién no es entera introducir un primer corte z,; con respecto

a alguna de las variables bdsicas que viola la integralidad.

¢ Se repite el algoritmo dual simplex para resolver la infactibilidad que se

crea al anadir el corte.
¢ Si la solucién es entera, terminar. Si no, afiadir un nuevo corte dentro

de la nueva tabla dptima.

2.1.3. Ejemplo. Dado el problema:

maximizar —4x; —5x»
sujeto a —x1 -4z,
-3z, —2x9

i, T2

IV A IA

Tg
)
-7
0, enteras.

Introducimos las variables de holgura 3 y x4 y construimos la Tabla

de Beale:
#1| &l (—m) (-72)
Ty 0 4 5
I 0 -1 0
T 0 0 -1
T3 | =5 -1 —4
z (-7 [<3] -2

(.’121 = I =0)

Esta tabla es primal infactible y dual factible por lo que aplicamos el
algoritmo dual simplex usando como criterio para el cambio de base el

cociente minimo por columnas, para el renglén con coeficiente de costo
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Esta tabla es primal infactible por lo que hacemos un cambio de base,
obteniendo la Tabla #4 que es §ptima no entera. Afiadimos entonces
un segundo corte, con respecto a z; que no es entera, obteniendo zg.

#4 c| (—z5) (—=z3) (zy = 14/6,2, = 4/6)
To | —76/6] 11/6  2/6
o | 14/6| -4/6  2/6
| 4/8| 1/6 -2/6

T3 0 0 -1
x| 8/6|-10/6  2/6
s 0 -1 ¢

s | —4/6| —1/6 |-4/6

Después de una dltima operacién de pivoteo, obtenemos la tabla
#5, que es dptima y cuya solucién z* = (2,1) es entera, por lo que ¢s la
solucidén éptima.

#5 ei(~zs) (—z¢) (x) =2,z =1)
Ty -13 7/4 2/4
N 2| -3/4 2/4
T3 1] 1/4 -2/4
Ty 1 1/4 —-6/4
Ty 1] -7/4 2/4
Ts 0 -1 0
Tg 0 0 -1

Aunque tedricamente muy sencillos, los distintos métodos de corte
son en la prictica realmente complejos y no se utilizan muy frecuente-
mente. Es més efectivo trabajar con algoritmos de ramificacién y aco-
tamiento ya que son facilmente adaptables a problemas especificos, en
particular aquellos para los cuales las variables toman solamente ciertos
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2. z; > [a;] +1
donde [q;] es el entero menor o igual a a;.

Una vez hecho esto se resuelven los dos subproblemas, estableciendo
como cota para cada una de las ramas que generan el valor de la funcién
objetivo 6ptimo para cada uno de ellos. A continuacién se repite el
paso de ramificacién en las distintas ramas y asi sucesivamente. Si
se encuentra una solucion entera en alguna rama se detiene en ella el
proceso de ramificacién y se compara el costo de dicha solucién con las
cotas de las ramas restantes, deteniendo el proceso para aquéllas cuya
cota sea inferior al valor factible entero encontrado. La solucién éptima,
como lo mencionamos antes, es aquélla cuyo costo es mayor que las cotas
de las ramas restantes y que los costos de las demas soluciones enteras -
encontradas. Este método es el que fue propuesto por Dakin en 1965
[Dak85).

EJemMPLO 3.1. Retomando el problema visto en la seccién anterior,

tenemos:
maximizar —4x, -5z, = zZ
sujeto a -z, -4z, < -5 (z3)
-3z, -2z, < -7 (z4)
T, z; = (0, enteras.

Al resolver la relajacién del problema original obtenemos el no-
do 1 del drbol, el cual produce la solucién 2; = —112/10, con z, =
18/10, = = 8/10, z3 = 0, =4 = 0 la cual es no entera factible. Ram-
ificamos entonces con respecto a z;, que no es entera, afadiendo las
restricciones:

- <1

-1 22
obteniendo asf los nodos 2 y 3 respectivamente. El subproblema en el
nodo 2 lleva a una solucién entera factible zp = —14, con z; =1, z, =
2, 3 = 4, 4 = 0. En el nodo 3 obtenemos como solucién z; = ~47/4,
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es:
¥ =(a1,...,a4... ,anj, a; > 0, no entero

y para el cual la variable z; puede tomar los valores
my,Ma,..., My meN, i=1,...,r

estudiamos las ramas correspondientes a:

L. z;=m
2. T; =My

T. I; =m,

19

En este método, como en cada ramificacién obligamos a una variable

no entera en la solucién anterior a que sea entera, el submodelo generado

lleva a una solucién entera, a una solucién donde las variables bisicas

6ptimas no enteras son distintas de z; o bien es no factible. La solucién

6ptima se determina de la misma manera que en el caso de las variables

libres.

EJEMPLO 3.2. Sea el problema

maximizar 5z; <3z, +6z3 +6z4 +2z5
sujeto a  dx; +4xy +Tz3 +6r4 +215 <
T, Ta, I3, T4, Ts,

Para este problema obtenemos el siguiente arbol:

15
0,1.
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los métodos de resolucién se vuelven més y més complicados desde el
punto de vista computacional. Esto se debe a que los problemas enteros
pertenecen a la clase de problemas NP — completos, que es una de las
categorias de problemas mas dificil de resolver algoritmicamente.

4. La complejidad algoritmica de los PPE

Como hemos hecho notar en las secciones anteriores, aunque existen
algoritmos convergentes para los cuales podemos garantizar la obtencién
de una solucién Gptima en un niimero finito de pasos, eso no es util desde
el punto de vista operacional ya que el nimero de iteraciones necesarias
para encontrar dicho éptimo puede ser muy grande. Como vimos en los
ejemplos presentados, el nimero de iteraciones que deben realizarse en
los algoritmos de Corte y Ramificacién y Acotamiento crece de manera
no proporcional con respecto al crecimiento del tamaiio del problema, lo
que nos hace pensar que dichos problemas son de dificil resolucién. La
teoria de complejidad algoritmica, desarrollada a partir de los trabajos
de Cook y Karp [Coo71, Kee72] introduce la idea de eficiencia de los
algoritmos y permite clasificar los problemas en “ficiles y dificiles”.

Se dice que un algoritmo es eficiente cuando el niimero de opera-
ciones necesarias para resolver un problema estd acotado por una fun-
cién polinomial. Los problemas de la clase P son aquéllos para los cuales
existe un algoritmo eficiente que los resuelva. Los problemas de la clase
P son “ficiles”. Lo que queremos saber ahora es cémo podemos clasi-
ficar los problemas para los cuales no se conocen algoritmos polinomiales
para su resclucién.

DEFINICION 4.1. Un problema de decisidn es un problema para el
cual los resultados sélo pueden tomar los valores CIERTO o FALSO.

Dado un problema de optimizacién combinatoria:

m
Minz = E Cj0;

=1
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Cook demostré que la clase de problemas NP — completos es no
vacia, al probar que el problema de “satisfacibilidad” (SAT, del inglés
satisfacibility) pertenece a dicha clase de complejidad. A partir de ello
es entonces posible saber cuidndo un problema es NP — completo al
realizar una reduccién polinomial con respecto al SAT o a cualquier
otro problema NP — completo. En particular, es posible demostrar que
el problema de “satisfacibilidad” se reduce polinomialmente al problema
general de Programacién Entera, por lo que los PPE son problemas
NP — completos.

. Si se lograra demostrar que existe un algoritmo polinomial que re-
suelva alguno de los problemas NP — completos, entonces se podria
resolver en tiempo polinomial cualquier problema de dicha clase. Sin
embargo aun los mas eminentes investigaderes han sido incapaces de
probar que P = NP, por lo que se considera poco probable que existan
algoritmos eficientes para la resolucién de los problemas NP —completos.
La conjetura es entonces P # NP.

A la luz de estos resultados se .relegé un poco el estudio del pro-
blema general de Programaciéon Entera puesto que se buscaron posibles
alternativas para la obtencion de resultados. Se crearon entonces nuevas
técnicas para el tratamiento de los PPE usando algoritmos de aproxima-
cién para poder generar soluciones factibles cuyos valores sean lo mejor
posible dentro de intervalos de tiempo razonables.

Se recomienda consultar [Sch86, Sak84, Man89] para la definicién
formal de las clases de complejidad y la demostracién de pertenencia a
dicha clase del problema de Programacién Entera.

En este trabajo se propone un enfoque del problema general usando
las propiedades de las Bases de Grébner . Esto resulta particularmente
interesante ya que se trata de una muy importante herramienta del alge-
bra computacional. Esta tltima se encuentra en pleno desarrollo y se



CAP{TULO 2

Ideales Polinomiales y Bases de Grobner

En este capitulo presentamos las nociones bésicas asi como los algo-
ritmos principales usados en Ideales Polinomiales y Bases de Grébner,
mismos que nos permitiran resolver los problemas de programacién li-
neal entera a partir de un planteamiento polinomial.

1. Ideales Polinomiales

DEFINICION 1.1. Un monomito en una coleccién de variables z;, ... , T,

es un producto

a1 02_.- ®n
Ty Ty Tn"

donde las o; son enteros no negativos. Para abreviar, usaremos la no-
tacién de multi-indices z* donde

a = (... ,0n) 2= (Ty,... ,Tn)

El grado total de un monomio z® es la suma de sus exponentes:
ay + -+ + o, y se denota por |af.

Denotaremos por T" al conjunto de los monomios en n variables,
también llamados productos de potencias.

DEFINICION 1.2. Una combinacién lineal de un nimero finito de
monomios con coeficientes en un campo k es un polinomio en 71, ... , Zn.
Un término de un polinomio es el producto de un elemento no trivial
de k ¥ un monomio.

Un polinomio en 21, ... ,Z, con coeficientes en k es entonces de la
forma

25
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En efecto, tenemos

2% = z(z — %) + y(zy) sorte (z—h o).

En el caso de los ideales polinomiales, un resultado fundamental es

el siguiente.

TEOREMA 1.7 (Teorema de la Base de Hilbert). En el anillo de poli-

nomios k(z1,. .. ,Z,] tenemos que:

1. Si I es cualquier ideal de k[z), ... , T}, entonces existen polinomios
oo f € klzy,. .. x,) tales que T = {f1,..., f,); es decir T es
finitamente generado.

2.8 LHCL ... C I, C--- ¢sunacadena ascendente de ideales de
kzy,...,zs), entonces existe N tal que Iy = Iyy1 = Injp=---;
es decir, k[zy,...,z,] es un anillo noetheriano.

La demostracién de este teorema puede consultarse en distintos li-
bros de Algebra Conmutativa, asi como en [AL94, CLO96].

2. Orden Monomial

En este trabajo buscamos resolver los problemas de programacién
entera desde su traduccién polinomial y en el Capitulo 3 veremos que
esto es equivalente a determinar si un polinomio particular pertenece
a la imagen de un mapeo polinomial, que es un caso particular del
problema de la membresia. Este tltimo se resuelve usando propiedades
de las Bases de Grobner y para ello es necesario poder comparar los
polinomios de k{2, ... ,z,] determinando un orden para los monomios
que los conforman.

DEFINICION 2.1. Un orden monomial en k [zy,. .. , z,] es una relacién
> en T" que satisface: ' .
a) > es una relacién (lineal) total: se pueden comparar todos los

elementos de T",
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DEFINICION 2.4. El orden lexicogréfico graduado inverse en T™ con
T] > Ty > -+ > T, e define como: dados

a=(a1,...,an),ﬁ=(61,... stBn) € N

definimos

@
T <degrevies zf n n « s
i=1 & = Zi:l Bi YT ez T

Denotaremos degrevler a este orden.

EJEMPLO 2.5. Sean z3zqx3, z2ziz] € K[z, %9, 3). Tenemos

— 23297 >rer 22232]

— Z3T2T] > degler TITIT]

= 23728} <degreviez LITILY

Sean =3, z,173z374 € k[z1, T3, T3, 74). Tenemos
- IL‘? lex .'13133%1.'%3':4

- .'L“;’ < deglez III§I§I4

3 2.3
= <degmvlez T1EaX3T4

Una vez fijado un orden monomial en k[z,...,z,], escribiremos
todo polinomio
f € k[z1,... ,z,), con f # 0 de la forma:

f = a2l + a2 + - + a,2f,
donde 0 #a; €k, T € T, y de manera que &y > a3 > --- > .

DEFINICION 2.6. Dada la notacién anterior para los polinomios, de-
finimos:

- Ip(f) = =%, el monomio principal de f;

- le(f) = a1, el coeficiente principal de f;

— 1It(f) = 12T, el término principal de f.
Definimos también 1p(0) =lc(0) =I1t(0) = 0.
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DEFINICION 3.2. Dados f, g, h € k[xy,... ,z,), con g # 0, decimos
que f se reduce a h mddulo g en un paso, lo que escribimos:

L,

51y sélo si Ip(g) divide a algiin término X distinto de cero que aparece
en f. ‘

Se cumple entonces que

X
h=f - i) ?

OBSERVACION 3.3. Lo que estamos haciendo aqui es definir la re-
duccién como el proceso en el cual le restamos a f el término X para
remplazarlo por términos estrictamente menores, y se puede entonces
ver a h como el residuo del primer paso de la divisién de f entre g.
Asi mismo, podemos continuar este proceso hasta que ningiin término
de f sea divisible por It{g).

EJEMPLO 3.4. Sean .
f=yz+4yz - 32% g=2+z2+1 € Q, y]. Escogemos el orden
lexicogrifico graduado, con y > z. Entonces

X =y’z,

. .
h = (y*z + 4zy — 327) — —2?(231-!-1: +1)

1
= 4’z + dxy — 3z% — iya:(Qy +z+1)
1
= —Eymz + gyx — 3z?

f se reduce a h médulo g en un paso. Si continuamos reduciendo
mdédulo g, obtenemos:

f&—%yz2+;y1’—3m2
-941 3+ZI 11:1:2
g, Lt 3 _Jda2_ 1

= 7T 3 yid
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ALGORITMO DE LA DIvISION MULTIVARIADO 3.8.

-ENTRADA: f,fi,...,fs€klz1,... ,za) con fi #0(1 L1 < 5)
-SALIDA: uy,... ,us,r talesque f = uy fi+---+ufa+7r, conr

reducido con respecto a {f1,... ,fs} ¥
maz {Ip(u,)ip(f1), ..., p(us)ip(fs), Ip(r}} = ip(f).
-INICIALIZACION:

up=0,up:=0,... ,u,:=0,r:=0,h:=f
-SIEMPRE QUE h #0
ST eziste alguna i tal que lp(f;) divide a Ip(h),
- escoger el indice menor tal que Ip(f;) divide a Ip(h)

- actualizar v; y h:

e = s {t(h)
- s
—h——2§
it(f:) I
EN OTRO CASO
- actualizar v y h:
r.=r+It(h)
h:=h —lt(h)

Cabe notar que este algoritmo supone un orden en el conjunto de
polinomios {fi,..., f;} para poder escoger i como el indice menor tal
que Ip(f;) divide a Ip{h). Una vez fijado el orden, el residuo que obten-
emos es tinico. Se recomienda consultar [CLO96] para la justificacién

del algoritmo.

4. Bases de Grébner

DEFINICION 4.1. Un conjunto de polinomios G = {gy,..., ¢},
¢; # 0 contenidos en un ideal f, forman una base de Grobner para [ siy
sélo si para todo f € I distinto de 0, existe ¢ € {1,...,¢} tal que Ip(g;)
divide a Ip(f).
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(ii)= (iii). Si tenemos ahora por hipStesis que f —G>+ 0, aplicando
el algoritmo de la division, sabiendo que r = 0, se tiene:

f=ha+... +hg+0

t
f=) hg
i=1

Ip(f) = maz {ip(h)}lp(a1), ... , tp(he)(90)}

(ii))=> (iv). Tenemos que G C I por lo que Lt(G) C Lt(]). Sea
f € I. Tenemos que Lt(I) = {{t(f) | f € I). Por (iii) tenemos

¢
=3 hig
i=1

Si nos fijamos ahora tnicamente en los términos principales entonces
se cumple:

1t(f) = Ztt(f;i)tt(g,-)

y Ip(f) = Ip(h,)lp(g,) para alguna s. Por lo tanto,
f e Li(I) = f € Lt(G) = Lt(I) C Lt(G).

(iv) = (i). Sea f € I. Por (iv) sabemos que f € LH{G), de donde

(f) = Z hy 1t(g:)

para h; € k[z1,... ,z,]. Si desarrollamos el lado derecho de la igualdad
podemos encontrar ¢ € (1, ... ,t) tal que cada término es divisible entre
Ip(g:), por lo que el lado izquierdo de la igualdad, 1t(f), es divisible entre
Ip(g¢). Por la definicién 4.1 G es entonces una Base de Grébner . [

Con este teorema se logra caracterizar las Bases de Grobner de cua-
tro maneras distintas, pero aiin no es posible concluir sobre la existencia
de éstas. Para ello es necesario lo siguiente:
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construir una Base de Grobner para él. Es importante notar esto ya que
las Bases de Grobner que se obtienen al modificar el orden o al cambiar
los generadores pueden ser distintas.

5. El algoritmo de Buchberger

Sabemos ahora qué es una Base de Grobner y demostramos su exis-
tencia para todo ideal polinomial no trivial. La pregunta ahora es: dado
un ideal polinomial I, jcémo construir una Base de Grébner ? Antes de
contestar esta pregunta definimos los siguientes conceptos.

DEFINICION 5.1. Si ® y @@ son los monomios principales de f y ¢
respectivamente, definimos L = &7 como

Y={V,... , "), cony = maz{a, 5} Yi=1,...,n.

L es el minimo comin multiplo de Ip(f) v ip(g).

DEFINICION 5.2. Sea 0 # f, g € k[z1,...,%a].
Sea L =mem(ip(f), Ip(g)). Definimos el S-polinomio de f y g como:

L

EJEMPLO 5.3. Sea f = z’y*—z?y*+1y g = 3z*y+y® en Rz, y] con
el 6rden lexicografico graduado con z > y. Entonces [ = g™mas{3:4}ymez{2,1}
L = z'y?. Entonces

4
S(f,9) = =2

LEMA 5.4. Sean fy,...f, € k[zy,...,z,] tales que Ip(f;) = X dis-
tinto de cero para toda i, i =1,...,s. Sea f =3 ¢afi coneg €k.
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Es importante observar que una base de Grobner es un conjunto ge-
nerador del ideal I que no es minimal pero si es el que tiene el nimero
minimo de elementos para que se cumpla la definicién. El S-polinomio
lo que hace es cancelar los términos principales de f y g, lo que simplifica
muchos de los calculos, evita entrar en ciclos dentro de los algoritmos
cuando se tienen dos polinomios con los mismos términos principales y
permite eliminar ciertos polinomios del conjunto generador. El resultado
siguiente muestra la importancia y el cardcter “especial” (Special) del
S-polinomio.

" TEOREMA 5.5 (Buchberger). Sea
G ={g,...,%|0 # g € k[z,...,2:]}. G es una Base de Grob-
ner para el ideal I = (gy,...¢g:) si y sélo si para toda i # j,

S(gir 95) ~r4 0.

DEMOSTRACION. Como G es una Base de Grébner para el ideal
I=1{g1,.-.,9:), entonces S(gi,g;) € I y por el Teorema 4.3 se cumple
que:  S(gi,9;) -gnr 0 para todo i # j.

Supongamos ahora S{g;, ;) —q>+ 0 para todo i # j. Sea f € I,
entonces como I = {gy,..., ;) podemos expresar f en términos de las
gi, ya que G es un conjunto generador de I. Sin embargo, esto de puede
hacer de distintas maneras puesto que una base de Grébner no es un
conjunto minimal. Escogemos representarlo como:

t
F=Y hagi
i=1

y sea
X = mag {Ip(h:), Ip(g:)}

Si X = Ip(f) entonces por el Teoremad.3 (iii) G es una Base de
Grobner . Si X > Ip(f) entonces sea S = {i | Ip(h:)lp(g:) = X}. Para
todo ¢ € §, podemos escribir h; = ¢X; + p; con p; un polinomio de
términos menores que h;. Sea g = Eie s CiXigi- Se cumple entonces que
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con {gag{lp(hi,)lp(gu)} < Ip(S(Xi9:, X;g;)) < X, lo cual es una con-
_v_-

tradiccién ya que supusimos que Ip(f) < X. d

El teorema de Buchberger (Algoritmo 5.5) nos da una estrategia para
obtener las Bases de Grébner : reducir los S-polinomios y si el residuo
es distinto de cero entonces lo ainadimos a la lista de polinomios de un
conjunto generador del ideal, y repetimos el proceso hasta que todos los
S-polinomios se reduzcan a cero. El algoritmo es entonces:

ALGORITMO DE BUCHBERGER 5.6.
-ENTRADA:F={f,...,f} C k[z1,... ,%n], con [ #0
(1<i<s).
-SALIDA:G = {g,,.-- ,g:} una Base de Gribner para {f1,... s
INICIALIZACION: G :=F, S:= {{f;, i} | fi # f; € G}.
-SIEMPRE QUE G#0 '
- escoger cualquier pareja {f, g} € S
§:=G-{{f g}}
S(f.g9) S, h, donde h es reducido con respecto a G.
SI h#0 ENTONCES
- actualizar § y G:
G := G U {{u, h} | pars todou € G}
G = GU {h}.

EJEMPLO 5.7. Sean f, = y?+yz+12°, fa=y+z, yf3 =y € Qz, 9|
ordenados por el orden lez con z < y
INICIALIZACION: G := {f1, f2, 3}, G := {{f1, 2}, {1, s}, {2, fo}}-
PRIMERA ITERACION: § = {{f1, 2}, {1, fs}, {fa. fs}}—{/u. fo},
S(f1, f2) = 72, y % es reducido con respecto a {1, fz, fa}. Sea fy = z?,
entonces actualizamos:
S = {{f1. s}, {fu, fu}s { o, fa}s {fo, o}, {5, fu}}
G = {f1, far f5, fs}-
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de polinomios {f, g} de manera indistinta. Queremos entonces agregar
ciertas condiciones para los polinomios para asi obtener cierta unicidad.

DEFINICION 6.1. Una Base de Grobner es minimal, si para todo %,
lc(g:) = 1 y para toda i # 3, Ip(g:) no divide a Ip(g;)

LEMA 6.2. Sea G = {g:,...,9:} una Base de Grébner para el ideal
I. Silp(g.) divide a lp(gqy), entonces {gs,...,9:} es también Base de
Grobner para el ideal 1.

DEMOSTRACION. Si f € k[z,...,z,] es tal que Ip(f) es divisible
entre Ip(g;), entonces como por hipétesis [p(g;) es divisible entre {p(g2),
se cumple que Ip(g2) divide a Ip(f). Por lo tanto, por la Definicién 4.1,
{g2-...,9:} es Base de Grobner para /. O

A partir de la definicién y el lema anterior tenemos el siguiente re-
sultado:

COROLARIO 6.3. Sea G = {g1,...,4:} una Base de Grobner para
el ideal 1. Para obtener una Base de Grobner minimal a partir de G, se
eliminan todas las g; para las cuales eziste g; j # 1 tal que Ip(g;) | Ip(g;),
y se divide cada g, restante entre su coeficiente principal.

EJEMPLO 6.4. En el Ejemplo 5.7 tenemos que en la Base de Grob-
ner G = {f1,..., fs} se tiene Ip(fi) = ¥* = y.y por lo que se cumple
Ip(f1) | Ip(f2) = Ip(fs). Podemos entonces quitar f; de la base. También
podemos eliminar a f» o f3, ya que Ip(f2) | Ip(f3) y vice versa. Esto
muestra que la base minimal que se obtiene no es iinica; en este caso
puede contener a f, 0 a f3. Ademds, Ip(fy) = z° = z - z lo que indica
que Ip(fs) | Ip(fs), por lo que podemos quitar f; de la base. Como los
coeficientes principales de todos los polinomios son 1, entonces tenemos

que

Gir={fofs} v Ga={fs fs}

son bases minimales para I.
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COROLARIO 6.7. Sea G = {gi,...,0:} una Base de Gribner minimal
para el ideal I. Realizamos el siguiente proceso de reduccidn:

o —}ﬂn hy, con hy reducido con respecto ¢ Hy = {ga,... , 91}
g2 ﬂ)+ ha, con hy reducido con respecto @ Hy = {h1,93,... , 4}
g3 £3>+ hs, con hy reducido con respecto @ Hy = {hy, h2,94,... , 0t}
Ot ﬂu Ry, con hy reducido con respecto a Hy = {hy, ha,... ,hu1}
Entonces H = {hy,... ,hy} es una Base de Grébner reducida para
el ideal 1.

DEMOSTRACION. Como G es una Base de Grdbner minimal, en-
tonces se cumple Ip(h;) = Ip(g:) para toda i = 1,...,¢. Por lo tanto,
por la definicién de bases de Grébner, H es una Base de Grébner . Esta
es ademas minimal ya que G lo es. Como el proceso de divisién de g
por hy, ..., hi_1, Gi+1, .- , 9¢ S€ realiza eliminando por reduccién térmi-
nos de g; con los monomios principales.de Ay, ..., hi—1 y de git1,, 0t ¥
donde Ip(h;) = Ip(g;) para toda j, entonces h; es reducido con respecto
a H — {h;}, por lo que a partir de la definicién dada, H es una Base de
Grobner reducida para I. ]

TEOREMA 6.8 {Buchberger). Dado un orden monomial y un ideal f
existe una tnica Base de Grobner reducida asociada a 1.

DEMOSTRACION. Por el corolario anterior tenemos que todo ideal I
tiene una Base de Grobner reducida. Queremos probar que ésta es unica.
Sea G = {g1,-.., 9} ¥y H = {Rhy,..., h;} Bases de Gribner reducidas
para I. Por el lema 6.5, se cample que ambas tienen el mismo mimero
de elementos, y podemos entonces asumir que It(h;) = It(g;) para toda
i. Supongamos que g; # h; para alguna ¢ € [1,t]. Entonces, dado
que g — by € I existe j tal que Ip(h;) divide a Ip(g; — h;). Como
Ip(gi — ki) < Ip(hi), ya que lt(g;) = lt(h;), esto implica que ¢ # 3. Se
tiene por lo tanto que Ip(h;) = Ip(g;) divide a algin término de g; o de k;
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DEMOSTRACION. Tenemos que f = g (modl) = f—-ge [ =
existe ¢ € 1 tal que f = g+ g¢. Se cumple entonces

No(f) = No(g+g) = Na(q) + Nelg)

pero Ng(g) = 0 ya que ¢ € I, entonces Ng(f) = Ng(g).
Por otro lado, si Ng(f) = Ng(g), entonces

f-9=(f-Nel(f)) - (g—Nolg)) €1

Esto es por el Algoritmo de la Divisién ya que sabemos que Ng(f)
es el residuo de la divisién de f entre G por lo que f — Ng(f) € I'y lo
mismo ocurre para g. O

Tenemos ahora las herramientas necesarias para construir, dades un
ideal polinomial y un orden monomial, una Base de Grobner reducida
(inica) que nos va a permitir resolver distintos problemas en el ideal 1.
Algunas de las aplicaciones de las Bases de Grobner son:

— Dado un polinomio f € k[z,,...,z,] determinar cuindo f € I.

Este es el problema de la membresia.

- Determinar cudndo dos ideales I, J € k{zy, ..., z,] son iguales.

— Encontrar bases para un k-espacio vectorial k[z,, ... Za /1.

En nuestro caso, utilizaremos las Bases de Grébner para resolver
problemas de Programacién Entera.



CAPITULO 3

Bases de Grobner y Programacién Entera

En este capitulo presentaremos el uso de las Bases de Grobner y de
ciertos mapeos polinomiales para resolver problemas de programacion
entera. Lo que queremos es traducir un problema de programacién
entera a uno equivalente de ideales polinomiales, usar las herramientas
de las Bases de Grébner para resolver el problema y finalmente traducir
la solucién polinomial a la solucién del problema original.

1. Planteamiento Polinomial

Hasta ahora sabemos ¢cémo trabajar con Bases de Grébner en ide-
ales polinomiales y conocemos la estructura de los problemas de Pro-
gramacién Entera, lo que nos hace falta es traducir el lenguage de la
Programacion Entera, que es el del dlgebra lineal, a polinomios.

El problema general de programacion entera en su forma estandar
estd dado, como vimos en el Capitulo 2, por:

m
Minz =c(o) = Z Cj0;
j=1

s.a Ao =b

oeN?

con A = (a;;); b= (by,...,b); aij, b; € Z; ¢c; € R; o={(0y,...,0n) €
N™ t=1,...,m5i=1...,m.

1.1. Problemas con coeficientes enteros no negativos. Primero
veremos el caso particular de los problemas cuyos coeficientes a;; y b; son
49
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cuyo producto es
3 .4\ 2 4 dga 04 _ 105
(2123)% (2122)7 (7132) 2] = 27 75

y el mapeo polinomial correspondiente que asocia las variables v, 2, ¥3, ¥4
con las variables x; es entonces:

Qv v,y 2 Qi 2
- T
Y2 3 ZfIg
s = I1I2
Vo — I

A partir de estos resultados obtenemos entonces que el problema
de programacién entera planteado originalmente es equivalente a opti-
mizar la funcién objetivo cumpliendo con la ecnacidn:

m —t— b n
STy - yir) = a2l - b

Nuestro problema involucra ahora a polinomios en las variables
Tyye e s Y1y - -y Ym ¥ 8l mapeo polinomial ¢.

1.2. Problemas con coeficientes enteros. Ahora queremos plan-
tear el caso general donde los coeficientes a;; y b; son enteros no forzosa-
mente no negativos. Como vimos en la Definicién 1.1, los exponentes de
las variables de un polinomio deben ser positivos, por lo que no pode-
mos trabajar en k[z,,...,z,] directamente como en el caso anterior,
ya que se podrian obtener coeficientes negativos para las variables z;.
Debemos entonces encontrar la manera de modificar los coeficientes a;;
y b; para obtener otros coeficientes no negativos para los cuales podamos
introducir polinomios, y que lleven a resultados equivalentes.

Con este objeto, se define aj > {im‘?fo}{la‘jl} paracadaj=1,...,m.

Entonces tenemos que existen enteros no negativos a}; tales que

(alj,agj, ‘e ,a,,,-) = (a’lj,a’zj, e ,a,;j) +aj(—1, —1,. v ,"1)
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y podemos introducir las variables y; determinadas por el homomorfis-

mo:

¢
Ky, .- Yml = Klzy, 29, ..., Zp,w]/]
] t 7
y; Tz e w® + 1

EJEMPLO 1.4. Dado el conjunto de restricciones:

20y + 03 — 303 — 0y = 4
—30, +209 - 203 —04 =3
0; €N, 1=1,2,3,4

Escogemos o = { Tmazﬂ}ﬂaﬁl}, entonces
i<

t|ag;

o, = maz{|3},0} =3

oy = maz{0} =0

a3 = ma:c{l - 3': l - 2130} =3
ay = maz{]-1],0} =1

y tenemos entonces:

a,=ay+a=2+3=5 ahy =ay +0;=-3+3=0
ajy =1 ag, =2
a’ls—-O a,'23=1

' '

Tenemos también 8 = maz{| — 3],0} = 3, por lo que b =7, b, = 0.
Introducimos ahora las variables z,, 7 y tenemos I = {z,2.w — 1) con
Jo que la ecuaci6n de las restricciones es:

(2323u®)" (zl2fu®) ™ (edayu®) " (sledw' ) + I = olohu’ + 1,

El mapeo polinomial que asocia las variables y con z,,z2 y w en el

anillo afin es:
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¢
Q[yl?yhy?:y‘l] - Q[$11I21w]/1
o o= T+l
Yo — .’ngz + I
y3 — vw +1
w — zow+ T

Una vez més, el problema planteado originalmente, con coeficientes
ai; y b; enteros consiste, desde el punto de vista polinomial, en optimizar
la funcién objetivo sujeta a:

STy yr) = ayap o aewt + 1

Tenemos ahora el planteamiento polinomial del problema general de
Programacién Entera. Lo que tenemos que encontrar es el conjunto
de soluciones factibles del problema, es decir queremos encontrar o =
(o1,...,0m) € N® tal que se cumple la ecuacion anterior.

Para ello, necesitamos estudiar el mapeo ¢ y trabajar con Bases de
Grébner para determinar cuindo un monomio % es preimagen bajo
¢ de z¥wP + I, para asi conocer los puntos factibles y poder entonces
optimizar la funcién objetivo.

2. Eliminacion

Como vimos en el Capitulo 1, al trabajar con Bases de Grobner es
necesario fijar un orden monomial. Es importante por lo tanto encontrar
ordenes adaptados al tipo de problemas que se quieren resolver, tomando
en cuenta la estructura de los ideales, para llegar a la solucién buscada.
Como vimos en la seccién anterior, para los problemas que queremos
resolver vamos a trabajar con los conjuntos de variables {y,... ,yn} ¥y
{z1,...,2n}. Suponiendo que estédn definidos los ordenes >, y >, de
los monomtios en las variables z y v .
respectivamente definimos el siguiente orden para los monomios donde
aparecen variables z y
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(iii) Se establece un buen orden ya que 1 < y < z < zy.

Por otro lado, si Y es un monomio en las variables ¥y y Z es un
monomio en k[y1,... ,Ym,Z1,. - ,Ln] con alguna de las z; elevada a una
potencia positiva ¢;, entonces para cualquier orden sobre las variables
z se cumple que z{* > 1 ya que un orden monomial establece un buen

orden, y entonces tenemos
Z2, >, Y = Z>Y.
O

La ventaja de los ordenes por eliminacién aparece al introducir Bases
de Grébner para idcales en k[y1,... ,Ym,Z1,--- , Za), (y de igual manera
para k{y1,... ,Ym: T1,.-- ,Zn, | €n cuyo caso las variables z y w son
mayores que las y), ya que permite la distincién entre las variables. El
resultado principal de la teoria de ordenes de eliminacion es el siguiente.

TEOREMA 2.4. Sea I un ideal no trivial de k[y1,... ,¥m, Z1,. .- ,Zn)
y sea < un orden por eliminacién con las variables z mayores que las
y. Sea G ={gi,...,q} una Base de Grobner para el ideal /. Entonces
G Nk[y,...,ym] s Base de Grébner para el ideal T N k[ys, ..., Ym).
El ideal I Nk[yi,... ,ym) se llama ideal de eliminacidn ya que estamos
“eliminando” las variables z del ideal I.

DEMOSTRACION. Como G C I entonces se cumple
GNE[yr, - ¥m] CINK[y, ... ,ym]- Sea f € INk[yy, ... ,Ym]. ComoG
es Base de Grobner para I entonces por la Definicién 4.1 existe ¢ tal que
Ip(g;) divide a Ip(f). Como f solo tiene variables y, entonces Ip(g;) solo
tiene variables y, es decir g; € GN kY, - . . , Ym). Tenemos entonces que
para todo polinomio f € I'N kfyy, ... ,ym] existe g; € GN K[y, ... , Ym)
tal que Ip(g:) | Ip(f), lo que, por la Definicién 4.1, G N kfy1, ... , ym) €8
una Base de Grobner para N k[y, ... , Yml- a
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LEMA 3.1. Sean ay,as,...,a,,b1,bs,... b, elementos de un anillo
conmutativo R. Entonces el elemento a1ay---a, — biby -+ - b, pertenece
al ideal (@) - by, a2 — by, ... ,an — by).

DEMOSTRACION. Tenemos que

G102 ap — byby -~ - by
=ai1(ag- - an — by ;) + by bplay — by)
=a1[az(as"'an-bs"'bn)+ba"'bn(ﬂz "b2)]+b2"'bn(al _bl)
=a1ax(a3 -+ an — by~ by) +arhs - -buaz ~ by) + be - - bufar — by)

=a&,G3" - U»n—l(ﬂn - bn) + alﬂz"'an-—').bn(ﬂn-l - bnal) +
"‘+a1b3"'bﬂ(ﬂz - bg) +b'2‘ . 'bﬂ(al — bl)

Por lo que efectivamente
Mag:dn — biby by € (@) = by,a0 — by, ... 0, — by)
O

El siguiente teorema permite encontrar los elementos de la imagen
de ¢ a partir de un ideal de k[y;,... ,¥m, Z1,... ,Z,) y su Base de Gréb-
ner reducida con respecto al orden de eliminacién con las z mayores que

las .
TEOREMA 3.2. Construyamos el ideal K = (y;— f1,... ,ym—fm) en
klyi,--- s Y¥m,21,... ,Zn] y sea G una Base de Grébner de K con respecto

al orden por eliminacién con las variables x mayores que las y. Entonces
f € k[z1,... ,2,) estd en im(@) si y s6lo si existe b € kfyy, ... ,ym] tal
que f E>+ h. En dado caso, se tiene que f = ¢(h).

DEMOSTRACION. Sea f € kfz),...,z,] es decir f(z;,...,2,) en
im(¢#). Entonces existe g € k[y1,... ,¥ml, 9(31,. .. , ¥m), tal que
flz1,...,za) = ¢(g) = 9(f1,-.., fm). Tomamos el polinomio
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Aplicando ¢ a ambos lados de la ecuacidén, tenemos:
#(f(z) — hly)) = ¢(Z g:(yi — i)

f(x) = ¢(h) Zm(f; £)

flz) = (h) por lo que f € im(4)
O

A partir de este teorema tenemos entonces un método para saber si
un polinomio f € k[zy,...,2,] estd en la imagen de ¢. Primero, dado
el mapeo ¢ construimos K y G una Base de Grébner de K, con respec-
to a un orden de eliminacién. A continuacién reducimos el polinomio
f médulo G para obtener su forma normal h y si b € k[yy,... ,ym]
entonces f € im(¢).

EJEMPLO 3.3. Consideremos el mapeo polinomial del Ejemplo 1.1

Qlyn, Y2, Y3, Y4] % Qo 3|
n o TiT)
Y2 — I%I2
Y3 I
Ya B Iy

y queremos determinar si z1°23 estd en la imagen de ¢. Construimos
una Base de Grobner para €l ideal

= (y — :c‘;’:cg, Yo — x‘fﬂ?z, Y3 — T1Z3, Y1 — I1),
que estd en Q[y1,y2, ¥3, ¥4, T1, 2], con respecto al orden lexicogrifico
con T; > Tz > Y1 > Y2 > Y3 > Y. Usando el algoritmo de Buchberger,
obtenemos:

G={n,...,95}, donde gy = 1 — ¥a, 92 = Tays — Vs,

g3 = T2Y3 — U1, 94 = Y2 — Y3Ys» 05 = Y1¥a — U3
G es la Base de Grébner reducida de K con respecto al orden elegido.
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¥ se cumple entonces que

flzn, .. zn) =gy, ym) =f(z1,. ., Z0) — 91, -+, Um)
+(g{f1,- -5 fm) —g(f1,--. » fra))
=g(f1s- - fm) — 9001, -+ 1 Ym)
+(fzy, - 2a) —g(fs o, fm))
como vimos en el lema anterior,- se cumple, usando el Lema 3.1, que
9(f1,-..  fm) —9(n1,. .. ,ym) € K por lo que

f-ge(K+I)=K'

y usando la Proposicién 7.2 del Capitulo 2, se cumple que

h = Ng(f) = Ng(g) estd en kly,..., ym)
Inversamente, si f —€>+ h, con h € k[y,... ,ym] entonces se cumple
que f — h € K’ por lo que

f(m)- Zgl(yl fl)+I gle k[yl’ o ¥ma T,y .- sxn]

i=1
Aplicando ¢ a ambos lados de la ecuacién, tenemos:

#(f(z) — hly)) = ¢(Z gy — ;) + 6(1)

h’) Zgl(ft fz) +1
fl@)y+1I= ¢(h) por lo que f + I € im(¢)
QO

EJEMPLO 3.5. Retomando el Ejemplo 1.5, queremos determinar si
z§w + I estd en la imagen de ¢. Construimos una Base de Grébner para
el ideal

2 2
= (y — 3 mQ,yg zzw VU3 — TIW, Yg — Tow, Ty Tow ~ 1)

con respecto al orden lexicogradficocon )y >z >w >3 > 1 > w >
Y4, obteniendo: G = {gi,...,gs}, con
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A continuacién presentaremos una propiedad importante del nicleo
de! mapeo ¢ que nos permite caracterizar sus elementos.

TEoOREMA 3.7. Dado el ideal K’ definido como en el teorema ante-
rior se tiene que si h € kly1, ..., um) es tal que ¢(h) = 0 entonces
he K'n K[y, ..., Ym)-

DEMOSTRACION. Sea h € kfy1, ... ,¥m] tal que ¢(h) = 0. Entonces
h(fi,.-- fm) € I Sih(wn,..,ym) = Yjui Bjpr™ ---ym™, entonces
tenemos

:ym)_ (yh -:ym)_h(flr . fm)+h’(f1s---1fm)
= h (Y™ ymt) + +h " ym)
—(hl(ff'“- Jamt )+ ha(fMe - "‘"“))+h(f1, oy fm)

-zh By~ [ pami) L R(fy, . f)

y por el Lema 3.1 370 hi(iV o oym™ — f{V - fa™) € K, por lo que
h(yliyym)E(K'i-I) K'. O

4. Soluciones Factibles

A partir de lo que hemos visto en las secciones anteriores, contamos
ya con las herramientas suficientes para encontrar soluciones factibles,
si las hay, dado un problema de programacién lineal entera.

4.1. Problemas con coeficientes enteros no negativos. Da-
do el planteamiento polinomial del problema general de programacién
entera , suponiendo que los coeficientes a;; y 5; son no negativos, y cono-
ciendo los resultados del Teorema 3.2, podemos ahora caracterizar los
puntos de la regién factible del problema.

LEMA 4.1. Sizhzl .. -z pertenece a imn(¢), entonces es la imagen

de un monomio y'ys? - yo™ € kly1, ..., Ym)-
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gtz ... zb | y entonces

by, b bn — o o
Ty T T = Gy Y

= ¢y )o(y") - - )
= ¢(y1)” ¢(y2)7 - - - $lym)"

= (g g @ ) e )
lo que, por el planteamiento que hicimos en la Seccién 1.1 de este capitu-
que, p P q
lo, indica que (o4, ... ,0m) cumple con las restricciones del problema,
H q bl b
por lo que es solucion.
Por otro lado, si (01, ... ,0m) estd en la region factible del problema,
entonces, por el mismo planteamiento, se cumple que

b b b
'T’l],isz . .:Enﬂ = ¢(yi’1 . .yglm
por lo que 223 .. . 2t € im(¢) O

OBSERVACION 4.3. Si h es la forma normal de 2% -..zb» mddulo
1 n

Gy h ¢ k[y,...,ym| entonces el sistema de restricciénes no tiene
soluciones enteras no negativas, es decir, el problema es no factible.

EJEMPLO 4.4. Retomando el ejemplo 3.3, tenemos que
o125 = $(43)

lo que indica que (0,0, 5,5) es solucién factible del problema planteado
en el Ejemplo 1.1.

4.2. Problemas con coeficientes enteros. En este caso, los pun-
tos de la regién factible se obtienen de manera muy similar, pero toman-
do ahora en cuenta el anillo cociente que definimos en la Seccién 1.2 y
el mapeo ¢ que se genera. La caracterizacion de los puntos de la regién
factible estd dada ahora por:

. bt
LEMA 4.5. SE .1:1 1-'2 *

es la imagen de un monomio ¥' - -y~ € kly1,... ,Ym) 8t y 56lo si el

¥, . )
czrw? + I estd en la imagen de ¢, enfonces

punto {01,... ,0m,) pertenece a la regién factible del problema.
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estdn en la regién factible determinada por el sistema de ecuaciones

30’1—202+03—0'4= -1
] 40’1+0’2"'0'3=5
o, €N, i=1,234.

5. Optimizacién de la Funcién Objetivo

Ahora que conocemos cuéles son los puntos de la region factible del
problema planteado, la pregunta importante es: ;Cémo minimizamos la
funcién objetivo sobre la regién factible? Lo que haremos es construir
un orden adaptado al problema que nos proporcione la solucion.

DEFINICION 5.1. Decimos que un orden monomial <, en
kY- -« s Yms Z1, - - - » Zn) €5 un orden adeptedo a un problema de progra-
macion lineal entera, si cumple que

1. Es un orden por eliminacién.

2. Es compatible con la funcién objetivo ¢ y el mapeo ¢, es decir

i m o
Si oyl ym) = 45(1’1"“3’%"’)
y clon,...,0m) >clo],... o)

gf
entonces yi' - Ypr St Y

Los érdenes monomiales que cumplen con estas propiedades son
aquéllos que proporcionan las soluciones a costo minimo del sistema
de restricciones, como lo muestra el siguiente teorema.

TEOREMA 5.2. Dados un problema de programacién lineal entera
en su forma estdndar, un orden monomial <, adaptado al problema, el
planteamiento polinomial del problema y el mapeo ¢ correspondiente,

construimos
K = (y; — a1 5" - - “""lj = 1 ..,m) y G Base de Grébner de K
con respecto a <,. Si f = zl 52 .zt wf € im(4) entonces la forma

ESTA TESIS NO SALF
DE LA BIBLIOTECA
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Dado K’ construimos una Base de Grobner para él, estableciendo lo
siguiente:
i las variables = son mayores que las y
Wz >z>w
i g - ygm < g%y siy s6lo si
1000q + o3 + 03 + 1000, < 10000} + o5 + 03 + 1000
iv en caso de “empate”con respecto a la funcén de costo, se ordenan
las y con el orden lexicografico
La Base de Grobner reducida para K’ es entonces

G = {w - 32y}, ya — vav3, 71 — sy’ T2 — sy, mvdvit — 1}
Tenemos que
G
8w =4 Ny

lo que nos da la solucién éptima (1, 3,2,0).
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