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Introduccioén

El objetivo del presente trabajo, es estudiar los endomorfismos naturales del
funtor anillo de Burnside, basdndose en los trabajos de Blass y Vallgjo.

En la primera parte de la tesis, se desarrolla la teoria bésica de los anillos
de Burnside. En el primer capitulo, se da un breve repaso de la teorfa de G-
conjutos para un grupo G y se define el anillo de Burnside de G, A(G) como el
grupo de Grothendieck del semianillo de clases de isomorfia de G-conjuntos.

En el segundo capftulo, se analizan los ideales primos del anillo de Burn-
side, donde el resultado central, es el teorema 2.2.19, el cual nos da una
correspondencia entre los idempotentes primitivos y ortogonales del anillo de
Burnside y las clases de conjugancia de subgrupos perfectos de G.

En el tercer capftulo, se da un cilculo explicito de de los idempotentes
primitivos y ortogonales de A{G), los cuales estdn dados por la formula (3.2).

La segunda parte, de este trabajo esta dedicada al estudio de los endo-
morfismos naturales del funtor anillo de Burnside. En el capitulo cuarto se
estudian, en primer lugar, los endomorfismos naturales del funtor 4lgebra de
Burnside Ag. Los endomorfismos del dlgebra de Burnside Ag(G) para un
grupo fijo GG, se caracterizan por el teorema:

”(4.1.6) Ezite una biyeccién entre el conjunto de endomorfismos de anillos
de Ag(G) y el conjunto de funciones de C(G) en C(G), donde C{G} es un
conjunto de representantes de clases de conjugancia de subgrupos de G”.

Como consecuencia de este teorema se obtiene el siguiente resultado im-
portante:

*(4.1.7)Sea G un grupo, U £ G y g un endomorfismo de Ag(G). En-
tonces para cada T € Ag(G), se tiene que

wy(fe(x)) = WG(U)(Q?),

donde B¢ : C{(G) — C(G) es la funcidn asociada a O¢ dada por el teorema
anterior y ¢, (z) denota la marca de U en z (1.1.22)".

iv
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De este célculo, se obtiene la siguiente caracterizacién de los endomorfis-
mos naturales del funtor dlgebra de Burnside:

»(4.1.10)Sea 8 una coleccion de endomorfismos de anillos {8 : Ag(G) —
Ao(C)}ceovjigruy- Entonces 8 es un endomorfismo natural del funtor Ag s
y sdlo si:

1). Dado G € Obj(GRU) y U < G, entonces 8° (U) € 8°(U).

2). Dados G,H € Obj(GRU) y a : G - H un epimorfismo de grupos,
entonces a(8°(G)) = 87 (H)".

Con base en este resultado, el teorema 4.2.10, caracteriza algunos en-
domorfismos naturales del funtor anillo de Burnside. Cabe resaltar, que el
teorema 4.2.10 caracteriza todos los endomorfismos naturales del funtor anil-
lo de Burnside conocidos actualmente, los cuales por la proposicién 4.3.12
son un nimero no numerable.

En el capftulo 5, se da una perspectiva distinta a la del capftulo 4, para
estudiar a los endomorfismos naturales del funtor anillo de Burnside. Consid-
eramos el funtor A de la categorfa de grupos a la categoria de conjuntos, que
a cada grupo G le asocia el conjunto de clases de isomorffa de G-conjuntos
finitos. Entonces se obtiene un isomorfismo de grupos (5.1.12):

o : Op(A*, 4) — [] As(k),
k=0
donde Op(A*, A) es el conjunto de transformaciones naturales de A* en A.
Asi cada transformacién natural n € Op(A*, A) queda determinada por una

sucesién (a,) € [Jrogp As(k). También, se obtiene un isomorfismo de grupos
(5.2.7) : '

F: ﬁ As(k) — ﬁ As(k),
k=0 k=0

que da como resultado una expresién tnica de las operaciones 1 € Op(A*, A)
como:

n= ZF(b")r
k=0
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para algunas operaciones F(b,) € Op(A*, A), llamado el desarrollo de Taylor
de n (5.2.8). En estos términos, la aditivided y la multiplicatividad de una
transformacién natural 1) : A* — A con ¥(n) = {ax)0 ¥ Fl{er)ilo) =
{bi)2.q, estén dados por los signientes teoremas:

"(5.3.10) Una operacién n : At — A es aditiva si y sdlo si para cua-
lesquier mn € N

Res™ ™™ (@40} = pi{am) + Pi(an)"-

#(m,n)

"(5.3.13)Una condicién necesaria y suficiente para que n sea aditiva es
que para cada k y para cualesquier a,f > 0, tales que a + 3 = k, tenemos

Resfi2 s (be) = 07,

"(5.4.5)Sea 7 : At — A una operacidn, y sea (an)aio su sucesion aso-
ciade, entonces 1 es multiplicative si y sdlo si para cualesquier m,n,

f.((amn)) = p;(am) ~ p;(an);

donde ” ~ " denota el producto en el anillo A(s{m) x s{n)) y [ es el iso-
morfismo dado en 5.4.17.

En donde, el dltimo resultado fue obtenido también por Vallejo, pero no
se encuentra publicado.

Finalmente, en el capftult) 6, se exponen una serie de resultados nuevoes,
obtenidos por Vallejo ¥ los autores de esta tesis, los cuales se obtienen al
aplicar los métodos dados por Blass en el marco dado por Vallejo. Los
resultados mas importantes de este capitulo son:

"(6.3.2)Sea 1 un endomorfismo natural de el funtor anillo de Burnside
entonces:

() = PlHisen, (an) si H < S(n)actia transitivamente en [n] |
PlHlgeny I} = 0 en caso contrario )

"(6.3.5)Sea U < s(n), entonces U actia en [n] y ast [n]= P []...]] A,
donde P, son las drbitas en U. Entonces, tenemos que

wylen) = ‘Ppl(u)(bh) +..+ ‘Pp,,(m(bu):
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oy oy (biy ) donde p; 1 s(lh) X ... X s(l} — s{l) es la i-ésima proyeccidn”.

7(6.4.1)Sea 8 un endomorfismo natural de el funtor anillo de Bumnside.
Si @ no es el endomorfismo natural trivial ni la identidad, entonces @ tiene
desarrollo de Taylor infinito”.



Parte I

Preliminares



Capfitulo 1

Anillos de Burnside

Este capftulo esta basado en [Ka]. Su objetivo es desarrollar la teoria de
anillos de Burnside que se va a estar usando a través de todo este trabajo.
1.1 G-conjuntos
En lo que sigue G denota un grupo finito y 1 denotara la identidad del grupo.
Definicién 1.1.1 Un G-conjunto es un conjunto finito X junto con una
aplicacién G x X —+ X denotada por (g, z) — gz, tal que:

1). gi(g2z) = (9192)=, para todo g1,9: €G , Tz € X.

2). lx =z, pare todo z € X.

Deflnicién 1.1.2 Sean X y Y dos G-conjuntos. Una aplicacidn f de X en
Y se llama un G-homomorfismo, si f(gz) = gf(z) para cualesquier g€ G
y ¢ € X. Diremos que dos G-conjuntos X y Y son G-isomorfos (X =Y )
si eriste un G-homomorfismo f : X — Y y f es una funcién biyectiva.
Notacién 1.1.3 Dados dos G-conjuntos X yY escribimos:

Home(X,Y)

como el conjunto de todos los G-homomorfismos de X a Y.

2
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Definicién 1.1.4 Llamaremos la G-drbita de un elemento z € X al con-
junto: :

Os(z) = {gz: g € G}.
Las G-drbitas de X son precisamente las clases de equivalencia bajo la relacion:
r~ye Ige G lal quey = gr.

Decimos que X es un G -conjunto transitivo si para cualesquier , y € X
eziste g € G tal que y = gz. Equivalentemente X es iransilivo si y sdlo s
tiene una sola G-drbita.

Definicién 1.1.5 El estabilizador de un clemento z € X es el conjunto:
G, ={geG: gz =g},
este conjunto es un subgrupo de G y satisface Goz = gGag™'.

Proposicién 1.1.6 Un G-conjunto X no vacfo es transitivo si y solo si
cualquier G-homomorfismo de un G-conjunto no vacio Y en X es suprayec-
tivo.

Demostracién. En efecto, supongamos que X es transitivo y sea Y un
G-conjunto no vacio y f : Y — X un G-homomorfismo. Entonces, siz € X
y f{y) € f(Y), existe g € G tal que £ = gf(y), pues X es transitivo. Luego,
z =gf(y) = flgy) = f(y') para algin ' € Y. Asi f es suprayectiva. La
implicacién inversa es también sencilla de probar. ®

Proposicién 1.1.7 Si X es un G-conjunto transitivo, entonces X = G /Gz
para cualgquier z € X.

Demostracién. Sea z € X y definamos ¥ : G/Gr — X por %(gG:) =
g%, g € G. Tenemos que gG; = g'G; si y sblo si g7'¢'G; = G; lo cual
es posible si y sélo si, ¢’z = gz. Luego entonces 9 esta bién definida y es
inyectiva. Por otro lado, tenemos para todo u € G que uy(9G;) = u{gr) =
(ug)z = ¥{(ug)G;), de esta manera 1) es un homomorfismo de G-conjuntos.
Por iltimo, tenemos por transitividad que para todo y € X existe g € G tal
que y = g = ¥(9G;). Concluimos que ¥ es un G-isomorfismo. ®



CAPITULO 1. ANILLOS DE BURNSIDE 4

Corolario 1.1.8 Sea X un G-conjunto. Entonces para cualquier z € X,
Oc(z) 2 G/G., donde el isomorfismo es de G-conjuntos.

Notacién 1.1.9 Denotamos por 1¢ al G-conjunto que consiste de un solo
elemento, entonces 1 = G/G como G-conjuntos.

Observacién 1.1.10 Dados dos G-conjuntos X y Y tenemos que el produc-
to cartesiano X x Y es un G-conjunto con la accidn diagonal la cual esta
definida por:

glz,y) = (gz,9y), para tedo g € G, z€ X, y€Y.

De la misma manera, dados dos G-conjuntos X yY la unidn disjunta X [[Y
es un G-conjunto.

Proposicién 1.1.11 Sean H y K dos subgrupos de G. Entonces G/H y
G/K son G-isomorfos si y sélo si, H y K son subgrupos conjugados en G.

Demostracién. Sea g € G tal que K = gHg™!. Definamos la funcién
¢ : G/H — G/K por ¢(zH) = zg~'K. Como ¢{zhH) = zhg 'K =
zhHg™ ' = zHg™ ! = zg7'K, entonces ¢ estd bien definida. Claramente
¢ es un G-homomorfismo. De manera andloga se ve que la siguiente apli-
cacién ¥ : G/K — G/H, ¥ : yK ~— ygH, esta bién definida y es un
G-homomorfismo. Entonces tenemos: ¥(¢(zH)) = ¢(zg ' K) = zg7'gH =
zH y ¢(p(yK)) = ¢{ygH) = ygg~ 'K = yK, por lo que ¢ es un G-
isomorfismo.

Para demostrar la implicacién inversa, consideremos ¢ : G/H — G/K
un G-isomorfismo. Sea g € G tal que ¢(H) = g~ K. Deseamos demostrar
que gHg™! = K. Como H es el estabilizador de la clase eH, basta con probar
que K es el estabilizador de gH. Para cada k € K, ¢(kgH) = kg¢p(H) =
kK = K = ¢(gH), la inyectividad de ¢ implica que kgH = gH, entonces
k € Gyn y por lo tanto K € Gyg. Para la otra contencién observamos que si
m € Gyy, entonces mK = mg(gH) = g(mgH) = ¢(gH) = K y por lo tanto
meK. na

Corolario 1.1.12 Tenemos en particular, que st Us,...,U, son represen-
tentes de todas las clases de conjugancia de subgrupos de G, entonces los
elementos G/Uy,...,G /U, son representantes de todas las clases de isomorfia
de G -conjuntos lransitivos.
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Notacién 1.1.13 Sea G un grupo finito y X un conjunto finito. Denota-
mos por s(X) al grupo de permutaciones de X, esto es, el conjunto de
funciones biyectivas en X.

Definicién 1.1.14 Sca X un G-conjunto finito. Para cada g € G definimos
la aplicacidn:

py + X — X
T +— gIT.

Estas aplicaciones tienen las siguientes propiedades:
Proposicién 1.1.15 Sea G un grupo finito y X un G-conjunto, entonces
1). p, =ix, donde ix es la aplicacion identidad en X.
2). PyPn = Pon, Vg, h E G.
3). p,es(X),Vg€G.
4). (p)' = py-1-
Se sigue de el inciso 2) lo siguiente:

Proposicidn 1.1.16 La aplicecion py : G — s(X)} dada por px : g — p,
es un homomorfismo de grupos.

Definicién 1.1.17 Sea X un conjunto. Un homomorfismo de grupos p :
G — s(X) se llamard representacidén por permutaciones de G en X.

Lema 1.1.18 Sea X un conjunto. Entonces todo homomorfismo de grupos
p: G — s(X) induce una accién de G en X dada por gz = p(g){z).

Definicién 1.1.19 Dos representaciones por permutaciones p, : G — s(X),
py 1 G — 8(Y) se dicen equivalentes (en stmbolos p; ~ p,), si eziste una
biyeccion i : X — Y tal que

pa(g) =vopfg)od™ Vg eG.
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Teorema 1.1.20 Hay una correspondencia biyectiva entre los G-conjuntos
y las representaciones por permutaciones de G dada por X v py. Ademds
dos G-conjuntos X y Y son G-isomorfos si y sdlo si sus representaciones por
permutaciones py, py son equivalentes.

Demostracién. La correspondencia se sigue de 1.1.16 y 1.1.18. Ahora
bien, sea 3 : X — Y un G-isomorfismo. Sean g € G,y €Y, z = v {y),
entonces py (9)(y) = gy = g¥(z) = ¥(g7) = Yox (0)(z) = Yox (O) (W' () =

Yo py(g) o~ (y). Por lo tanto py ~ py. Le implicacién inversa es similar.
m

Notacién 1.1.21 Sean H y K subgrupos de G. Escribimos K ~¢ H 3i K
es conjugado en G a H. Denotamos por (H)e ( (H) si no hay peligro de
confusidn) a la clase de conjugancia de H en G. Andlogamente denotamos
por K <g H si eriste g € G tal que gKg~! < H, decimos en este caso que
K es subconjugado en G a H.

Definicién 1.1.22 Dado un G-conjunto X y un subgrupo H de G, definimos
el conjunto de H-invariantes de X, (X)¥ := {x € X : hx = z,Vh € H}.
También definimos la marca de H en X por pyu(X) =} (X)¥ |.

La siguiente proposicién: establece algunas propiedades bdsicas de estos
conjuntos.

Proposicién 1.1.23 Sean H y K subgrupos de G y sea X un G-conjunto.
Entonces se verifice lo siguiente:

1). pu(X) =] Homa(G/H,X) |
2). ¢x(G/K) =| Home(G/H,G/K) |
3). (G/K)" = {gK :9€ G HCgKg'}

4). p4(G/K) = [Ne(K) : Kn(H,K), donde n(H,K) es el mimero de
G-conjugados de K que contienen a H. En particular pu(G/H) =

5). pu(G/K)=[Ne(K): K} |{L<G:L~¢Hy LC K}|.
6). (G/K) #0, siysolo si, H<g K.
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7). wulX) = @zue-1(X), para todo g € G y para todo G-conjunto X.

8). Si K < H, entonces para H,;/K y H,/K subgrupos de H/K, tenemos
que

@i (H/K)/(H\/K)) = op, (H/H)

 Demostracién. 1) Afirmamos que la aplicacién:
¥ : Homg(G/H X) — (X)*
2 [ f(H)

es una biyeccién. Tenemos que para todo h € H, hf(H) = f(hH) = f(H),
por lo tanto f(H) € {X)¥. Luego y esta bien definida. Mé4s ain, f ests
tinicamente determinada por f(H), pues f(gH)} = gf(H) para todo g € G.
Asi la afirmacién ¥(f) = (g) implica que f = g, por lo que ¥ es inyectiva.
Por otro lado, para cualquier = € (X)¥, la aplicacién f: G/H — X, dada
por f(gH) = gz es un G-homomorfismo. Claramente ¥(f) = z, por lo que
i es suprayectiva.

2) Esto se sigue de 1) aplicado al caso X = G/K.

3) Por definicién, gK € (G/K)" si y sélo si h{gK) = gK para todo
h € H, lo cual pasa si, y s6lo si h(gKg™!) = gKg~' y esto es equivalente a
HCgKgl

4) Sean g, Kg7',...,9,Kg;! todos los G-conjugados distintos de K que
contienen a H. Supongamos que iy,...,¢, es un conjunto de representantes
de las clases en Ng(K)/ K. Deseamos probar que g;it; K (1 <i<r,1<j<s)
son todos los elementos distintos de (G/K)H¥. Tenemos que git;Kt;'g;! =
gGKg ' DH(1<i<r1<j<s)asi, gt;K€ (G/K)H paraien {1,..7}
y j en {1,..,5}. Supongamos que g;t;K = git, K, entonces git; = qimk
para algin, k € K y asi g; = gitmkt;'. En consecuencia g;Kg;' = giKg;’
por lo que { = i, = m. Por iltimo, supongamos que gK € (G/K)H
para algin ¢ € G. Entonces por 3), H C gKg™' = giKg:! para algin
i € {1,..,r}. En consecuencia, g7 'g € Ne(K) y asi g:'g = t;k para algin
ke K, j€{l,.,s} Peroentonces g = git;k y gK = git;K por lo que
(G/K) = {git;K :1<i<r1<j<s}

5} Esta se démuestra de manera andloga a la dada en 4).

6} Esta afirmacién se sigue de 3}.

7) Nétese que para cualesquier g € G y X un G-conjunto tenemos que

1

z e {X)¥ siysdlosigre (X)H9.
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8) En efecto, tenemas que
Cunc((H/ K)/(Hof K) = Ny (Ho/ K) : Hy/ Kln(Hy [ K, Ho/ K),

ademds por el teorema de correspondencia, H,/K <y H/K si y sblo si
Hy, <y Hj, por lo que n(H,/K, H;/K) = n(H,, H;). Un célculo directo
muestra que [Ny/x(H2/K) : Hyf K] = [Ny(H2) : Hy). m

Lema 1.1.24 Sea H subgrupo de G. Para cualesquier G-conjuntos X y Y,
lenemos

X[IN* = XH[m*
(X xY)¥ = (X)¥x (V)¥

It

en particular, oy (X [[Y) = ou(X) +o4(Y) y ou(X xY) = 04 (X)px(Y).

Proposicion 1.1.25 Sean H un subgrupo de G y N un subgrupo normal de
H. Para cualgquier G-conjunte X tenemos:

1). (X)V es un H/N-conjunio, vfa (hN)z = hz, para todo h € H z €
(X",
2). (X) C(X)V y (X)N = (X)¥ es la unidn disjunta de todas las H/N-

drbitas no triviales.

3). Si p es numero prime y H/N es un p-grupo, entonces py(X) =
wn(X)(mod p).

Demostracién. 1) Como X es un G-conjunto, en particular es un H-
conjunto y por lo tanto hz € X, paratodo h€ H,z € X. Seanz € (X)V y
n € N, entonces para toda h € H:

n{hz)

It

h{h™'nh)z
hx

por lo tanto hz € (X)V. Luego (X} es un H-conjunto. Como N actia
trivialmente en (X )V, concluimos que (X)* es un H/N-conjunto.

2) Es claro que (X)* C (X)¥ y que (X)¥ es la unién disjunta de todas
las H/N-érbitas de (X)V.
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3) Sea z € (X} ~ (X)*. Consideremos la H/N-érbita de z. Tenemos:
Ouyn(z) = (H/N)/(H'/N), H < H

por lo tanto | Ogn(z) |= p* para alguna a. La afirmacién se sigue de (2),
pues las érbitas no son triviales y por lo tanto a # 0. |

Proposicién 1.1.26 Para cualesquier H y K subgrupos de G,
(G/HYx (G/K) = HG/(HﬂgKg']), como G-conjuntos
geT

donde T es un conjunio completo de representantes de las clases dobles HgK
en G.

Demostracién. Escribamos S = (G/H}x(G/K) y para cualquier g € G
sea S; € S definido por S, = (H,gK). Tenemos entonces

G.S‘, = HﬂgKg'l.
En consecuencia,
O¢(8,) = G/HNgKg™! como G-conjuntos.

Asi es suficiente con demostrar que:

S =[] 0c(Ss).

geT

Ahora bien Og(S;) = Og(S,) st y sélo si S; = ¢Sy para algin g € G, o
cual pasa si y sélo si (H,zK) = (gH,gyK), estoes, g € Hy zK = gyK, en
consecuencia, HzK = HgyK = HyK. '

Por otra parte, como cualquier G-6rbita de § tiene un elemento de la
forma S, para algin, € G, el resultado se sigue ahora. ®

Corolario 1.1.27 En particular, st G -es abeliano, tenemos que:

(G/H)x (G/K) = (%&_Ifl) G/(H N K), como G-conjuntos.
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Proposicién 1.1.28 Sea X un G‘-conjunto y sean Uy, ..., U, represeniantes
de todas las clases de conjugancia de subgrupos de G. Sea I = {1,..,n}. Para
cada i € I, definimos X; = {z € X : G, ~¢ H;}. Entonces,
x = [[xG/u)
ier
donde, \; =| X; | /IG:U},1Li<n.

Demostracién. Sabemos que todo G-conjunto es unién disjunta. de sus
6rbitas. Se tiene que ); es el mimero de G-6rbitas de X isomorfas a G/U;.
Asi, es suficiente con demostrar que | X; |= X[G : U], Ahora bien, una
G-érbita Og(z) es isomorfa a G/U; si y sélo si G; es G-conjugado a U; esto
es, si y s6lo si ¢ € X;. Pero si z € X;, entonces gz € X;, para todo g € G,

pues Gy, = gG.g'. Luego, X; es la unién disjunta de todas las G-6rbitas
de X que son isomorfas a G/U;. En consecuencia, | X; |= (G : Uy,

Teorema 1.1.29 (Krull-Schmidt para G-conjuntos) Seanl), ..., U, rep-
- resentantes de todas las clases de conjugancia de subgrupos de G. Para X
un G-conjunto, tenemos

X = [[MG/U), 1 =1{1,..n}
i€l
donde los A\; > 0, son dnicos.
Demostracién. Supongamos que X = [[.., #,(G/U;), para algunos
enteros p; > 0. Pero, j; es el nimero de G-érbitas isomorfas a G/U; y por

la demostracién de la proposicién anterior, g; =| X; | /[G : Ui} = A El
teorema se sigue ahora de la proposicién anterior. &

Lema 1.1.30 (Burnside) Pare cuelquier G-conjunto X, el nimero de G-
grbitasr de X esigual a

1
T TE Y pegs(X)
geCG
en particular,
Z‘Pqp(x) = 0(mod | G |).
9€CG

Demostracién. [Ro), teorema 3.26. &
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1.2 Anillos de Burnside

Definicién 1.2.1 Sea M un monoide abeliano. Podemos asociarle a M un
grupo abeliano Ko{M),llamado el grupo de Grothendieck, junlo con un
homomorfismo de monoides a : M — Ko(M) el cual es universal en
el siguiente sentido; Para todo grupo abeliano B y todo homomorfismo de
monoides v : M — B exziste un tnico homomorfismo de grupos abelicnos
¥ : Ko(M) — B tal que el siguiente diegrama conmuta:

M —— Ko(M)

-

B
Si tal Ko{ M) eriste este debe ser unico salvo isomorfismo.

Primera construccién Construimos Ko(M) de la manera usual: Ko(M) =
F/F,, donde F es el grupo libre abeliano generado por los simbolos s €
M y Fy es el subgrupo de F generado por las expresiones s+t— (s®t),
donde @ es la suma en M. Claramente Ko(M) tiene la propiedad de-
scrita anteriormente con & : M — Ko(M) la aplicacién natural.

Segunda construccién Una construccion diferente de Ko(M), donde M
es un monoide con cancelacion, la cual algunas veces es mas dtil, es la

siguiente: En M x M construimos una relacidn de equivalencia “~
de la siguiente manera

(ml,nl) ~ (mg,ﬂz) — T +n2 = My -+ ny.

Ast, definimos Ko{M) como el conjunto cociente (M x M)/ ~. Un
edleulo directo muestra que Ko(M) := (M x M)/ ~ junto con la apli-
cacién o« = poi, donde i : M — Mx M, i: m+r— (m0)y
p: Mx M — (Mx M)/ ~ es la proyeccién natural, satisface la
propiedad untversal descrita anleriormente.

Observaciéon 1.2.2 Se sique de la segunda consfruccion que si M es un
monoide con ley de cancelacidn, entonces la aplicacion o @ M — Ko(M),
es inyecliva.
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Observacién 1.2.3 Se demuestra, de manera directa, gue st M es un semi-
anillo entonces Ko(M) es un anillo con la operacidn de suma inducida y la
multiplicacion dada por:

(m1,m1) - (M2, n2) = (ymy + nyng, myng + nymy).

Definicién 1.2.4 Sea G un grupe. Denotamos por A*(G) al conjunto de
clases de isomorfia de G-conjuntos finitos. Definimos la suma y la multipli-
cacion en AY(G) de la siguiente manera:

X]+[Y] : =x][]¥]
Xyl - ={xxY]

donde, [X],[Y] € A*(G). Claramente (A*(G),+) es un monoide abeliano
asociativo, cuyo elemento neutro es la clase del G-conjunto vacto [@].

Proposicién 1.2.5 Se tienen las siguienies propiedades:

1). 8 lg:=G/G, entonces 1o x X = X.

2). Sean X,Y € A*(G), entonces X xY =Y x X.

3). Para XY, Z € AY(G), X x (Y ][] Z2) = (X x V) ][](X x Z)}.

4). Para X,Y,Z € AHG), X +Y =X+ Z =Y = Z.
Concluimos que (AY{G), +,-) es un semianillo conmutativo con uno.
Entonces tenemos la signiente definicién:

Definicién 1.2.6 El anillo de Burnside de G, el cual denotaremos de
ahora en adelante por A(G), es el grupo de Grothendieck asociado a A*(G}),
esto es, A(G) := Ko{A*(G)}). También definimos el dlgebra racional de
Burnside por medio de lu siguiente iqualdad: Ag{G) := A(G) @1 Q.

Notacién 1.2.7 Sean U,, ..., U, representantes de todas las clases de conju-
gancia de subgrupos de G. Denotamos por C(G) dl conjunto { Uy, ...,Uyn}.

Tenemos las siguientes propiedades bdsicas del anillo de Burnside.,



CAPITULO 1. ANILLOS DE BURNSIDE 13

Teorema 1.2.8 Sean H y K subgrupos de G. Para X y Y G-conjuntos,
tenemos

1). (X]=[Y] en A(G), siysdlosi, X =Y. .

2). A(G) es un Z-mddulo libre generado por [G/U1], ..., [G /U]

3). [G/HIG/K] = ¥ ,rIG/(HNgKg™")], donde T es un conjunto com-
pleto de representantes de clases dobles HgK en G.

Demostracién. 1) Esto se sigue de la observacién 1.2.2.
2) Se sige de 1.1.29.
3) Se sigue del.1.26. m

Observacién 1.2.9 Sea H un subgrupo de G. La aplicacidn

ey @ AY(G) —Z
X'—"(PH(X),

se puede extender fdcilmente a A(G) por linealidad. Claramente la aplicacién
wy : A(G) — Z, dada de esta manera es un homomorfismo de anillos.

Teorema 1.2.10 (Burnside} Sean X y Y G-conjuntes. Entonces X Y
sty solo si py[X] = pylY], para todo H € C(G).

Demostracién. Es claro, que si X =Y, entonces @, [X] = ¢, [Y], para
todo U/ € C( G). De manera inversa, supongamos que ¢y [X| = p,[Y], para
cualquier U € C( G), tenemos:

X = Zn:&[G/U:']: Y= Zﬂ:f‘i{G/Ui], A €Z

i=1 i=1

debemos demostrar entonces que A; = y; pera cada i. Supongamos que
el conjunto F = {U; : A # p;} # 8. Consideremos a F como un conjunto
parcialmente ordenado bajo la subconjugacién y sea U, un elemento maximal
de F. Entonces, tenemos

@y, ([G/U]) = 0 para todo U € F con U # U,
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Ahora bien, ¢y, (X) = ¢y, (Y), por hipstesis y A = p; si U ¢ F. En
consecuencia tenemos:

Z Mipy, ([G/UL) = Z #epy,, ([G/U)

UieF e F

y por tanto,

My, ((G/Un)) = ey, (1G/Un])

pero oy, ([G/Un)) # 0, asf An = g1, lo cual es una contradiccién, por lo que
F=0 u

Definicién 1.2.11 Sea f : G — H un homomorfismo de grupos. Defini-
mos un homomorfismo de anillos

[ AH) — A(G),

de la siguiente manera: a cada X € A*(H), le damos una estructura de
G -conjunto definiendo :

g -z= f(g)z,Yge G, Vx € X.

Observacién 1.2.12 Un cdlculo directo da que f* es un homomorfismo de
antllos.

Proposicién 1.2.13 1). Siic : G — G es el homomorfismo identidad
en G, entonces iy = ia(c), donde izc) es el homomorfismo identided
en A(G).

2.8 fi:G— Hyf,: H— K son homomorfismos de grupos,
entonces (fr0 f1)* = fi o f;. ) :

Observacion 1.2.14 Se sigue que el anillo de Burnside es un funtor con-
travariante de la categorfa de grupos finitos a la categorta de anillos conmu-
tativos con identidad.

Notacién 1.2.15 Sean H < G y X cualguier H-conjunto. Para g € G,
definimos el G-conjugado de X, el cual denotamos por X, como el gH g -
conjunto X con la siguiente accidn:

o -z:=(g 'oglz, VaegHg™ ', Vz € X
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Asi para cada g € G tenemos el homomorfismo de gruposc, : gHg™' — H,
¢g : ghg™" > h, lo cual induce un homomorfismo de anilios:

e A(H) — A(gHg™)
X—- %X

Proposicién 1.2.16 Sean a: G ~— H un homomorfismo de grupos, U un
subgrupo de G y X un H-conjunfo, enlonces

pyla’(X)) = ‘Pa(U)(X)
donde o* - A(H) — A(G) es el homomorfismo inducido por a.

Demostracién. En efecto,
(' (X)W = {rea’(X}):u-z=2z,YVueU}
{ze X :a(uz =z,YuelU}
(X)a(U)_

Observacién 1.2.17 Sea C(G) = {Uy,...,U.} un conjunte de represen-
tantes de todas las clases de conjugancia de subgrupos de G. Entonces cada
X € A(G) tiene, por 1.1.29, una representacidn unice de la forma:

X =3 E€X)G/U;

donde ¢(X); € Z

Lema 1.2.18 La aplicacion ¢ : A(G) — Z*, dade por§ : X — (§(X )5,
" es un isomorfismo aditivo. Mds atn, su extension natural a Ag(G) da un
isomorfismo aditivo con Q".

Demostracién. Esto se sigue de las definiciones y del teorema 1.1.29.

a
Andlogamente tenemos el sigulente lema:
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Lema 1.2.19 La aplicacidn:

¢  AG)—Z"
X +— (py(X)veca)

es un monomorfismo de anillos. Mds ain, lo extensién de ¢ a Ag(G) da un
isomorfismo de Q-dlgebras con Q™.

Demostracién. La aplicacién ¢ es inyectiva por el teorema 1.2.10.
Ademds, por 1.2.8 se sigue que [G/Uy] ® 1,...,[G/U,] ® 1 es una base de
Ag{G). En consecuencia ¢ : Ag(G) — Q" es un isomorfismo de Q-4lgebras.
|

Observacién 1.2.20 La aplicacion ¢! : Z* — Z™ esta dada por la ma-
triz M en la cual los renglones y columnas estan indezadas por los grupos
U € C(G) y la entrada (U, V) es:

ey(G/V)=|{g€G:U<gVg'}|/IV]. (1.1)

Si refinamos el orden parcial H < K en C(G) a un orden total, entonces las
entradas en el primer renglon son ¢ (G/V), donde e es la identidad en G y
las entradas en la iltima columna son ¢, (G/G) = 1.

Definicién 1.2.21 Con la notacién anterior, llamaemos a la matriz M la
tabla de marcas del grupo G.

Ejemplo 1.1 Consideremos al grupo alternante en 5 stmbolos (As), en-
tonces el orden total de C(As) se encuenira dado de la siguiente manere:

Ag>A4>D5>Ds>C5>!ID,>C3>Cz>1

donde C =< (2,3)(4,5) >, C3 :=< (3,4,5) >, D, :=< (2,3){4,5), 1,
(2,4)(3,5) >, Cs :=< (1,2,3,4,5) >, Dy :=< (3,4,5), (1,2)(4,5) >, Ds
=< (1,2,3,4,5), (2,5)(3,4) >, Ay :=< (2,3)(4,5), (2,4)(3,5), (3,4,5) >,
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por lo que, la tabla de marcas de A;, se encuentra dada por:

(60 30 20 15 12 10 6 5 1
020 3 0 2211
00 2 00 1021
00 0 3 00011
00 00 2 0101
00 0 00 1001
0 0 0 0 0 0101
0 0 00 0 0011
0 0 0 0 0 0001,

Tenemos las siguientes propiedades bdsicas de la tabla de marcas:

Lema 1.2.22 Sea M la tabla de marcas de un grupo G. Entonces M es
triangular superior y el determinante de M es

det(My=[] [NeW)/U|.
veC(G)

Demostracién. La matriz M es triangular superior, pues la entrada
(U, V) es no cero sélo cuando U <¢ V. Ademés las entradas en la diagonal
de M son @ ;(G/U) y por la proposicién 1.1.23 este nimero es | Ng(U)/U |,
asi

det(My= [[ |Ne)/U |-
Uec(G)
.
Observacién 1.2.23 Nétese que por la propesicién 1.1.28 | Ng(V)/V | di-

vide a p, (G/V). Esto dice que toda entrada de M es divisible por la entrada
diagonal en la misma columna.

Esto nos da el siguiente lema:

Lema 1.2.24 Sea M la table de marcas de un grupo G. Entonces M se
puede factorizar como M = MD, donde D es la matriz diagonal con las
mismas entradas diagonales que M y M es una matriz triangular superior
cuyas entradas diagonales son 1.
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En la siguiente proposicién vemos 2 X como un G-conjunto y como un
elemento de Z" bajo .

Proposicién 1.2.25 Un vector columna X = (X;)7_, € Z" estd en A(G) si
y sélo si

i(ﬂ?"’)i,jx,- =0 mod I NG(UJ/U‘ l 1= 1, e, T (12)

=1

Demostracién. En efecio, el isomorfismo aditivo £ esta dado por M~! =
D“'fl_/_f ~1, asi un vector X € Z" esta en A(G) si y s6lo si las componentes de
D *M~'X son enteras. La proposicién se sigue ahora. @

Observacién 1.2.26 La primera de las n congruencias (1.2} corresponden
a U; = e, donde e es la identidad en G y | Ng(e)/e |=| G |. Esto nos da la
congruencia:

w0 {X) + i(ﬂ_l)uxj =0mod |G| | (1.3)

Definicién 1.2.27 La congruencia (1.3) es llamada una congruencia prin-
ctpal para G.

Observacién 1.2.28 Sean p un primo, H < G. Para cualquier subgrupo
U < Ng(H)/H, escribimos U' para la imagen inversa en Ng(H). Para
cualquier G-conjunto X el subconjunto Y de puntos fijos bajo H es permutado
por Ng(H), est podemos ver a Y como un Ng(H)/H-conjunto o como un
S-conjunto para cualgquier S < Ng(H)/H. Ahora bien, sea S un p-subgrupo
de Sylow de Ng(H)/H, y sea | S |= p*. Cualgquier congruencia principal
para S la verifica Y:

e(Y)+ Y avpy(Y) =0 mod p*
eS8

donde ay es entero. Claramente oy (Y) = wy{X) (por 1.1.23) y ast, esta
congruencia es eguivalente a

oa(X)+ Y eupy(X)=0mod p* (L4)
HSU'<S'
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Definicién 1.2.29 Liamamos a (1.4) la (H,p)-congruencia para A(G).
Recordemos el siguiente resultado de la teorfa de anillos:

Lema 1.2.30 (Teorema Chino del residuo) Sea R un anillo conmutati-
vo con unidad tal que si Iy, ..., I, son ideales de R con

L+L=Ri#j
entonces,
R/ﬂ L~R/L®. R/l
Demostracién. [Row), proposicién 2.2.1. &

Teorema 1.2.31 A(G) consite de todos los vectores en Z" que satisfacen las
(H, p}-congruencias, para todo H < G y todo divisor primo p del orden de
G.

Demostracién. Sea S, = {X € Z" : X satisface las (H, p)-congruencias,
para todo H < G}, estoes, Sp = {X € Z" : Xy + Y pqpss Xy =
0(mod p*}}. Claramente Sy es un ideal de Z" y A(G) C S, € Z". Deseamos
probar que A(G) =[5 S

Sea fip la matriz cuyo i-ésimo renglén esta dado por los coeficientes de la
congruencia {U;, p) (por el orden total dado en C(G), esta matriz es triangular
superior y es invertible pues su coeficiente (j, j) es 1) y B, la matriz diagonal
cuya entrada (7,7} es 1/p*, donde p** es la p-parte de [N (U;)} : Ui}. Entonces
B;I/_{;I(X) estd en Z" si y s6lo si X estd en S,. Denotemos por M, a la
matriz B, ]j; !, entonces S, es precisamente la imagen de M,

Afirmamos que para dos primos distintos p y g, se tiene

S,+ 8, =2

en efecto, sea {ey,...,€,} una base de Z" y ¢" es la g- parte de {Ng(U;) : U},
entoncesl = ap*' + bg", a,b € Z y asi ¢) = M[a,0,...,0]* + M,[b,0,...,0) €
S,+5S;. Supongamos ahora queey, ..., e; € S,+5,, entonces 1 = apFi+t +bgli+1,
y eit1 = Mpuy + Myua + 30 ckex € S, + S, donde vy (resp. v3)€ Z™ es el
vector que en la posicién § # i 4+ 1 vale cero y en la posicidn i + 1 vale a
(resp. b).
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Por otra parte, tenemos que [}, S, = [], Sp, asi por el teorema chino del
residuo:

z/ﬂs,, =z"/1"[sp =Pz/s,
P P P

[0

de donde,

= H (ﬁpki) (ver [Ja],cap.3,sec.3.7)

n

I | Ne(Ui)/U: |

i=1

= |Z'/A(G) )

I

y como A(G) €[, Sp, concluimos que A(G) =1, 5,. ®

1.3 Restriccién, induccién y conjugacién.

Definicién 1.3.1 Sean H un subgrupo de G y X € A*(G). Podemos ver a
X como un H-conjunto por la restriccidn de la accion de G a H. A X visto
como H-conjunto se le llama la restriccion de G a H y se le denota por
ResS(X).

Observacién 1.3.2 Claramente esta definicidn se extiende a A(G) y la apli-
cacidn: .

Res$; : A(G) — A(H)
: X — Res$(X)

es un homomorfismo de anillos.

Definicién 1.3.3 Sea H < G y X € A*(H), entonces le asignamos a Gx X
una estructura de H-conjunto, mediente lo siguiente:

h{g,z) = (gh™!, hz), Yhe HVge G,Vz € X
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Se sigue de la definicidn que la driita de (g,z) en H es el conjunto:
OH(Q,-’E) = {(gh—l,hI) the H}

Definimos a G xy X como el conjunto de drbitas del H-conjunto G x X.
Entonces, G xy X es un G-conjunto bejo la accidn:

aOylg,z) := Oylag,z), YVa,g e G Vx € X

nos referimos a G xy X como el G-conjunto inducido y lo denofamos por
Ind§(X).

Observacion 1.3.4 FEsta definicién se extiende naturalmente a A(G) y se
ve que la aplicacidn:

IndS, : A(H) — A(G)
X — Ind§(X)

es un homomorfismo de grupos.
Lema 1.3.5 Tenemos para X € AT (G), que
| Ind§(X) |= (G : H]| X | (1.5)

Demostracién. En efecto, si gy, ..., gn son representantes de las clases
laterales G/H, entonces Ind$(X) tiene | X | n elementos, a saber

{Oulgi,x):1<i<n, € X}

Tenemos las siguientes propiedades elementales:

Proposicién 1.3.6 Sean H y K subgrupos de G tales que K < H. En-
tonces,

1). Para cualquier K-conjunto X,
(Ind$, o Ind®)(X) = IndS(X)

2). Ind§(H/K) = G/K
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3). Para cualquier G-conjunto X,
ResS (X) 2 (Resf o Res$)(X)

4). Para cualesquier H-conjuntos X y Y tenemos:

sx [Ivy=*X]] ¥, %X xY)= X x°Y para todo g € G.

5). Sea f: G — H un isomorfismo de grupos, entonces
f(H/K) =G/ (K)
en particular para cualquier g € G, 9(H/K) = gHg ' /gKg™!.
6). Para cualesquier G-conguntos X y Y,
Res%(X x Y) = Res$(X) x ResS(Y)

7). Para cualquier G-conjunto X, Ind3(X) = X y ResG(X) & X, como
G -conjuntos.

Demostracién. Los incisos 3), 4) y 6) son obvios.
1) Consideremos la aplicacién:

Y 1 GxgX — G xg (K xyX)
On(g,x) — Ok(9,0x(1,7)

un cdleulo directo demuestra que, 3 esta bien definida y es inyectiva. Por
1.5 concluimos que G X g X y G % g (K x g X) tienen la misma cardinalidad,
luego i es biyectiva. Por dltimo, para cualquier ¢’ € G, tenemos

W9 -On(g,2)) = ¥(Onldy, )

Ok(g'9,0u(l, 7))
= ¢ -¥(Oxlg, )

lo cual prueba 1).
2) Sea g1,...,9n representantes de las clases laterales G/H. Entonces
Ind§(H/K) tiene | G/H || H/K |=] G/K | elementos, asi tomamos 1 :
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Ind$(H/K) — G/K, dada por ¢ : Oy(g, hK) — ghK, esta aplicacién es
claramente suprayectiva y por lo tanto debe ser biyectiva.
5§} Consideremos la aplicacién:

¢ [(HIK)— G/ (K)
hK — §7 ()f7H(K)

Un céleulo directo demuestra que ¢ debe ser biyectiva. Mas atin, para cua-
lesquier ¢ € G, tenemos:

d(g(hK))

P(f(g)hK)

S Hf @ HK)
gf MM fHK)

= gp(hK)

concluimos que ¢ es in isomorfismo de G-conjuntos.
7). Claramente ResG(X) = X. Por definicién, IndZ(X) tiene | X |
elementos, a saber:

{Oc(l,z): z € X}
Asi, la aplicacién
¢ : X — Indg(X)
1 zr— Og(l,2)

es claramente un G-isomorf{lsmo. W

Teorema 1.3.7 (Descomposicién de Mackey para G-conjuntos) Sean
H y K subgrupos de G y sea T un conjunto completo de representantes de
las clases dobles K\G/H . Entonces para cualguier H-conjunto X,

7 ~~ -l
(Res§ o IndG)(X) = [ [(Indfrgn,-1 © Resia -1 ) 7X).

geT

Demostracién. Sea gy, ..., g, representantes de las clases laterales G/H.
Entonces Ind$(X) tiene | X | n elementos, a saber

{Onlgi,z):1€i<n, e X}
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Tomando X; := {Og(g:,z) : £ € X}, tenemos
mdg(x) =[] X
i=1

ademss G permuta los X;. En efecto, para cualquier o € G, aX; = Xj, si y
s6lo si ag; = g;h para algin h € H, es decir, si y sélo si a(g:H) = g;H. Asi,
X; y X, estén en la misma K-érbita si y sélo si Kg;H = Kg;H.

Para cada g € T, sea X, la unién de los X; para los cuales g; € KgH.
Entonces cada X, es un K-conjunto y tenemos:

(Res§ o IndT)(X) = ] ] X,.

geT

En consecuencia, tomando L = gHg ' N K y Y = 9X, necesitamos verificar
que

X, = Indf o Resng_l(Y) comeo K-conjuntos.

Sean ky, ..., k, representantes de las clases laterales K/ L. Entonces, O (k;, z),
1<i<r xz €Y, son todos elementos distintos de Ind¥ o Resi”gdl(Y),
consideremos la aplicacién:

% : Ind¥oRess™7'(Y) — X,
OL(ki$ .'-C) — Oﬂ(kigl I)

Para A € L, sea h = g~')Ag, entonces (k;x71g, Ax) = (k:gh™!, hz). Luego ¥
esta bien definida. Ahora bién, si Og(kig,z,) = Og(k;g,T2) entonces existe
h € H tal que kig = k;gh y 21 = h™'z,, asi k; 'k = ghg™!, por lo que
k;]k, € L. Tenemos k,’ = kj(k;lk,_) Yy h—l.'.rz = gh‘lg'lxz = k‘-_lij, por lo
tanto Op(k;, 7)) = OL(k;,x2), asf que ¢ es inyectiva. Es ficil ver que 1 es
suprayectiva y que preserva la accién de K. &

Corolario 1.3.8 Sea G = [[}_, Kg;H la descomposicién de G en clases

doblelaterales con respecto a H y @ K. Enionces

Res%(G/H) = Y K/(K N g:Hg:").

i=1



Capitulo 2

Teorema de Dress

Este capftulo se encuentra basado en el articulo [Dr]. El resultado mas im-
portante es el teorema 2.2.19, el cual nos asegura una corrrespondencia de
idempotentes primitivos y ortogonales del anillo de Burnside de un grupo
finito G y las clases de conjugancia de subgrupos perfectos de G. El lector
con conocimientos bdsicos de dlgebra conmutativa puede, en una primera
lectura, saltarse la primera seccién.

2.1 El espectro de un anillo

Esta seccién esta basada en [Bo|, capitulo II, seccién 4.
Sea A un anillo conmutativo con identidad y X el conjunto de ideales
primos en A (A ¢ X).

Definicién 2.1.1 Para cada M C A, definimos V(M) :={I € X : [ 2 M}.
Para M = {f}, f € A escribimos V(f) en lugar de V{{f}).

Proposicién 2.1.2  1). Sié es el ideal generado por M, entonces V(M) =
V(a), mds ain V(f) = V(Af).

2). La aplicacién M ~— V(M) es decreciente con respecto a la inclusidn
en Ay X, esto es, si My C My, entonces V(M) D V{M,).

Deflnicién 2.1.3 5i & es un ideal de A definimos el radical de @, el cual
denotamos por (@}, como
r@= {) p

peX,poa

25



CAPITULO 2. TEOREMA DE DRESS 26

Proposicién 2.1.4 Las siguientes férmulas se verifican:
1). V(0) = X, V(1) = 0;

2). Para toda familia (M;);ca de subconjunios de A, tenemos V (Uiea Mi) =
V(X iea Mi) = NieaV(M) ;

3). Para todo par de ideales & y @ en A, tenemos V(ana') = V(aa') =
V(a)uVv(a)

4). V(@) = V(r(a)).

Observacién 2.1.5 La segunda férmula en (1) tiene el siguiente converso:
8id es unideal de A tal que V(a) = 0, entonces & = A, pues no hay ideales
maximales de A que contengan a &.

Observacién 2.1.6 Las formulas 1) a 8) demuestran que los subconjuntos
V(M) de X satisfacen los aziomas de conjuntos cerrados de una topologfa.

Definicién 2.1.7 Sea A un anillo. El conjunto X de ideales primos de A,
con la topologfa cuyos cerrados son los conjuntos V(M), donde M recorre
P{A) (El conjunto potencia de A ), es llamado el espectro primo de A
y se denota por Spec{A). La topologia ast definide se llama la topologia
espectral, o la topologta de Zariski sobre X.

Observacién 2.1.8 Claramente la relacion Spec(A) = 0 es equivalente a
A=0. '

Notacién 2.1.9 Sea X = Spec(A), para todo f € A, denotamos por X;
como el conjunto de ideales primos de A que no contienen a f, entonces
X; = X —V(f) por lo que X; es abierto. Se sigue de 2) que {X;} es una
base para la topologia de Zariski en X.

Tenemos la siguiente proposicidn:

Proposicién 2.1.10 1). Xo =0, X; = X. Mds generalmente, X} =X
pare ltodo elemento invertible f de A, ;

2). Xpo = XyN X, para todo f,g € A.
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Notacién 2.1.11 Para todo subconjunto Y de X denotamos por T(Y) la
interseccién de todos los ideales primos de A que estdn en Y, es decir,
T(Y) = Npevp.

Proposicién 2.1.12 T(Y) es un ideal de A y la aplicacion ¥ +— T(Y)
es decreciente con respecto a la inclusion en X y A, esto es, si Y1 C Y,
entonces T(Y;) D T(Ya).

Proposicion 2.1.13 Las siguientes igualdades se verifican para todo familia
(Yahrer de subconjuntos de X:

1). T(0) = A,
2). T(UserYa) = Maer T{Ya).

Proposicién 2.1.14 Sea A un anillo, & un ideal de A y Y un subconjunto
de X = Spec(A).

1). V(a) es cerrado en X y T(Y) es in ideal de A el cual es igual a su
radical.

2). T(V(a)) es el radical de & y V(T(Y)) es la cerradura de Y en X.

3). Las aplicaciones T y V dan una biyeccion, entre el conjunto de sub-
conjuntos cerrados de X y el conjunto de ideales de A que son iguales
a sus radicales.

Demostracién. La afirmacién 1) y la primera afirmacién de 2) se siguen
de la definicién. Probaremos, ahora la segunda afirmacién en 2). Sea M C A.
Si un subconjunto cerrado V(M) contiene a Y, entonces M C p,Vp € Y, asi
M C T(Y) y en consecuencia V(M) 2 V(T(Y)). Como Y C V(T(Y)),
V(T(Y)) es el minimo cerrado de X que contiene a Y. Esto prueba 2).

Finalmente, se sigue de 2} que si @ es un ideal primo igual a su radical,
entonces T(V{(@)) = @ y que, si Y es cerrado en X, entonces V(T (Y)) =Y.
Esto prueba 3). =

Corolario 2.1.15 La igualdad X; = X, se verifica 51 y sélo st emsten en-
teros m y 1, tales que f™ € Ae ye" € Af.

Corolario 2.1.16 Sea f € A, entonces X; =0 si y solo si f-es nilpotente.
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Lema 2.1.17 Sea p € Spec(A), entonces {p}~ = V (), donde {p}~ denota
la cerradura de p.

Demostracién. Por definicién, {f}~ es la interseccién de todos los cer-
rados que contienen a {p}, asi V(5} 2 {p}~. Ahora, si § € V(§), entonces
g 2 P, luego toda vecindad de § intersecta a {p}, por loque € {p}~. =

Proposicién 2.1.18 Sea A un anillo, X = Spec(A). La aplicacién ¢ :
er— X, es una biyeccion entre ¢l conjunto Idem(A) de idempotentes de A
y €l conjunto de subconjuntos de X que son abiertos y cerrados.

Demostracién. Obsérvese que si e es un idempotente , también lo es
f=1—ey setiene que ef = 0. Ademds el conjunto abierto X, es cerrado,
pues su complemento es el conjunto abierto Xj; en efecto, X, U X, = X; =
SPSC(A) y XeﬂX! =.Xef =.Xo=-" .

Ahora bien, la aplicacidén ¢ : € — X, es suprayectiva: en efecto, sea U
un abierto y cerrado de X y sea V su complemento. Entonces U = V(a)
yV = V(b), con éy b ideales. Puesto que § = Unv = V(@ + b), se
tienc que a+b= A Seal=a+f8, a€apEe b, entonces Via8) D
Viab) = V(@) U V(b) = X, por lo tanto X,5 = @ y asf af es nilpotente.
Tomemos n € N, tal que o™ = 0 y sean ¢ y d elementos de A tales que
1 = ca™ + df", entonces tenemos dos idempotentes ortogonales f = ca®,
e = df". Se deduce que V(e) y V(f) forman una particién abierta de X.
Como U C V(f) y V C V(e), resulta que U = V(f) y V = V(e), luego
entonces I/ = X,.

Ahora veamos que la aplicacién ¢ es inyectiva; en efecto, la igualdad
Xe = Xo, con e,¢' € Idem(A), es equivalente a la igualdad r(Ae) = r(Ae')
ysm;ée se tiene

e=ae ye =becone,be A

se deduce que:

e’ =ae? =ae' —eyed =be’=be=¢

€N consecuencia € = e/. W
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Corolario 2.1.19 Spec(A) es conezo si y sélo si A no contiene mas idem-
polentes que el cero y el uno.

Demostracidn. Fn efecto, si Spec(A) es conexo entonces sus 1inicos
abiertos y cerrados son {0} y Spec(A), luego por la proposicién anterior A
no contiene mas idempotentes que el coro y el uno. Inversamente, si A no
contiene mas idempotentes que el cero y el uno, entonces Spec(A) no contiene
mas de dos subconjuntos que sean abiertos y cerrados, asi Spec(A) debe ser
conexo. A

2.2 Ideales primos

A partir de este momento, utilizaremos del mismo modo G/K y [G/K],
donde K es un subgrupo de G.

Lema 2.2.1 Sea {Uh,...,U,} un conjunto completo de representantes de clases
de conjugancia de subgrupos de G. Sea H un subgrupo de G y X un G— conjunto,
cntonces

[G/H)IX] = ex(IXDIG/H]+ 3~ mIG/U]

Hi<qgH

pare algunos enieros no negativos r;.

Demostracién. Como [X] es un G-conjunto, entonces por la proposicién
1.1.29, se tiene

(G/HIIX] = 3 _nilG/Ud, I €2

para algunos enteros no negativos r;. Ahora bien, sea j € {1,...,n} tal que
r; # 0, entonces

n

oy, ((C/H)pu (X) = > ripy, (IG/U]) > 0

i=1

pues 30y, ([G/U;]) # 0, luego entonces

vy, {[G/H]) # 0
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por lo que U; <¢g H. Por lo tanto, por {2.1) tenemos que

[G/H)X] = r4[G/H]+ Y rilG/UJ

Ui<cH
pero, ¢, (G/U;) = 0si U; <g H, por lo que
a(G/H)ou(X) =raey(G/H])
y como ¢, (G/H) # 0, entonces
ra = pu{X)
que es lo que se deseabamos probar. ®

Lema 2.2.2 Sean R un dominio entero y A : A(G) ~— R un homomorfismo
de anillos no nulo. Entonces existe un subgrupo minimal H tal que A\[G/H)| #
0, este subgrupo es rnice salvo conjugacidn y satisface:

MX) = pu(X)1g, para tode X € A(G).

Demostracién. Sea C{G) = {U},...,U,} representantes de todas las
clases de conjugancia de subgrupos de (5, y supongamos que H = U; para
algin i. Basta con probar cuando X es un G-conjunto. Entonces, para
esta eleccuin de H, tenemos que AG/U;) = 0, si U; <¢ H. En efecto, si
gUg™' < H para algin g € G, entonces A(G/U;) = MG/gUig™?) = 0, por
la minimalidad de H. En consecuencia, aplicando A a2 ambos lados de la
igualdad en el lema anterior tenemos:

AG/HAX) = o (X)MNG/H]
como A{G/H] # 0 y R es un dominio entero, deducimos que
MX} = pul(X)1r

que es lo que desedbamos probar.
Por otra parte, supongamos que K es un subgrupo minimal de G con la
propiedad de que A[G/K] # 0. Entonces tenemos:

MlG/H|G/K]) #0
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Por otro lado por 1.1.26, tenemos:

G/HIG/K = 3 mulG/L]

LEgH LEgK

para algunos enteros n;. Asf, A|[G/L] # 0 para algiin subgrupo L de G con
L <¢c H L <¢ K. La minimalidad de H y K fuerzan a que H ~g L ~¢ K.
[ |

Definicién 2.2.3 Sea 7 un conjunto noe vacio de nimeros primos. Un grupo
G se llama w-grupo si todos los divisores primos del orden de G estdn en 7.

Proposicién 2.2.4 Sea G un grupo, enfonces (G tiene un inico subgrupo
normal N fal que el cociente es un w-grupo soluble.

Demeostracién. Sean G un grupo finito y definamos M(G) := {H I G :
G/H es un w-grupo soluble}. Como G € M(G), tenemos que M(G) # @.
Mas ain, para H;, H; € M(G), tenemos que G/(H, N Hy) es un w-grupo
soluble, pues H,/(H, N Hy) ~ (H H,)/H, < G/H; es un 7-grupo soluble y
(G/(H\N HR))/(H,/(H, N Hy)) = G/H,. De esta manera H; N Hy € M(G),
es decir, M(G) es cerrado bajo intersecciones. Luego entonces, tomamos a
N como la interseccién de todos los elementos de M(G). =

Notacién 2.2.5 Si 7 = {p1,...,pn} €5 un conjunto de primos, denolamos
por O™ (G) como el minimo subgrupo normal de G tal que el cociente G /O™ (G)
es un m-grupo soluble, en particular siw = {p}, entonces escribimos O™ (G) =
OP(G). Si ademds 7 es el conjunto de divisores primos del orden de G, en-
tonces O™ (G) es el minimo subgrupo normal tal que el cociente G/O™(G) es
soluble. Denotamos a O™(G) por O(G) en este caso.

Definicién 2.2.6 Decimos que un grupo G és n-perfecto si G = O™ (G).

Definicién 2.2.7 Sea H < G. Decimos que H es un subgrupo caracteris-
tico de (7, si para todo automorfismo ¥ del grupo G, W(H) = H. En este
caso escribimos HearG.

Proposicién 2.2.8 Sean p un nidmero primo, m un conjunto finito de primos
y G un grupo, entonces

1). O™(G) es un subgrupo caracteristico de G.
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2). OP(0OP(G)) = O°(G).

3). O7(G) = 02(0%”(...0%(G}...)), para elgunocs primos ¢; € .

4). Sea H un subgrupo de G, entonces para todo g € G, gO"(H)g™! =
O"(gHg™).

5). Sean H y K subgrupos de G. Si K C H, entonces O™ (K) C O"(H).

6). El grupo O"(G) es m-perfecto.

Demostracién. 1) Sea ¥ un automorfismo del grupo G. Claramente
¥(O™(G)) es un subgrupo normal de G y [G : O"(G)] = [G : ¥(O™(G))],
luego G/¥(0O™(G)) es un m-grupo soluble, por lo que O™(G) € ¥(O™(G)).

2) Como OP{OP(G)} es caracteristico en OP(G) y este wltimo es carac-
terfstico en &, tenemos que OP{O?(G)) es normal en &, asi por los teoremas
de isomorfia tenemos que

G/0*{(0"(G))
or(G)/0P(07(G))

luego entonces G/O?(OP(G)) es un p-grupo, por lo que OP(G) C OP(O?(G)).
3) Un cdleulo andlogo al dado en 2), demuestra que

G
05 (0%(...0%(G)..))

~ GJOP(C)

es un 7-grupo soluble, donde ¢; € 7, por lo que O™(G) C O (O‘?'*‘( L0 (G)..)).
Ahora bien, sea m# = {p;,...,Pm} Entonces, COMO Grrrmm( an(c)_"” soluble
tenemos que OF{OP2(...0P~(G)...)) = O™(G), o bien para algin ¢ € =,
OP (OP2(...0P(G})...)) tiene un subgrupo propio normal de indice g. Luego
O OP(0P(...0P=(G)...})) es un subgrupo propio de 0P (O7(...0P*(G)...))
y O7(G} € 0% OP(OP*(...0"(G)...))). De aqui tenemos que O*(G)} = OY(
OP (0P*(...0P~(G)...))), o bien O OP(OP2(...0P=(G)...})) tiene un subgrupo
propio de indice ¢' € . Siguiendo este argumento por recurrencia, tenemos
que O"(G) = 0% (0%(...0%(G)...)), pare algunos primos ¢; € 7.
4) En efecto, se tiene que

gHg ' = H
gO™(H)g=' = O™(H)
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luego, O (gHg™') C gO™(H)g™*. La otra contencién se da de manera andlo-

ga.
5) Tenemos que

K
o ., K
o0& = O"(K)
O™ (K)YnO"(H)

luego para demostrar que O™ ( K} C O"(H), basta con probar que O—,(_,o‘,—;,(l—%m,
es un 7-grupo soluble, en efecto tenemos que
O™ (K) O"(K)O“(H) H
or(K)no"(H) ~  Ov(H) ~ O”(H)

6) Esto se sigue de 3) y 2). =

Definicién 2.2.9 Decimos que G es un grupe perfecto si G = G', donde
G’ es el subgrupo conmutador de G.

Proposicién 2.2.10 Sea G un grupo, entonces (G es un grupo perfecto si y
solo si G = O(G).

Demostracién. Supongamos que & no es un grupo perfecto y que G =
O(G). Entonces G/G’, es un grupo abeliano no trivial, por lo tanto soluble,
entonces por minimalidad O(G) € G’ C G, lo que es una contradiccidn, pues
G =0(G).

Inversamente, supongamos que O(G) C G y que G es perfecto, entonces
G/O(G), es un grupo soluble no trivial, por lo tanto existe K/O(G) <
G/O(G), tal que que el grupo cociente (G/O(G))/(K/O(G)), es abeliano,
entonces por el teorema de correspondencia y el tercer teoreme de isomor-
fia, existe K <1 G, tal que el grupo cociente G/ K es abeliano, por lo tanto
' C K C G, lo que es una contradiccién pues, G es un grupo perfecto. ®

Proposicién 2.2.11 Sea G un grupo, entonces O{G) = O(0?(G)).

Demostracién. Observamos que O(OP(G)) 9 G (v.(OF(G)) = O7(G},
donde 7, es conjugar por x € G ya que OP(G) < G, por lo tanto v, (O(07(G})))
= O(OP(G)), pues O(OP(G)) es caracteristico en OP(()), entonces por el ter-
cer teorema de isomorfia se tiene que (G/O(OP(G)))/(OP(G)/O(OP(G))) es
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isomorfo como grupo a G/OP(G) el cual es soluble, entonces G/O(OP(G)),
es soluble por lo tanto por minimalidad se tiene que O(G) € O(0%(G)).
Por otro lado G/OP(G), es soluble, entonces por minimalidad se tiene
que O(G) C OP(G), entonces por €l teorema de correspondencia se tiene que
O0*(G)/O(G) C G/O(G), pero G/O(G), es un grupo soluble, luego entonces
OP(G)/O(G) es un grupo soluble, por lo tanto O(OP(G)) C O(G). =

Proposicién 2.2.12 Sea G un grupo, entonces G es un grupo soluble si y
sdlo si el subgrupo identidad es el unico subgrupo perfecto de G.

Demostracién. En efecto, supongamos que existe un subgrupo H de G,
diferente del subgrupo identidad y que sea perfecto. Como H es un subgrupo
de un grupo soluble entonces este es soluble, por lo tanto existe K < H, tal
que el cociente es un grupo abeliano, por lo tanto A’ € K C H, lo cual es
una contradiccién, pues H' = I, :

Inversamente, como el subgrupo identidad es el tnico subgrupo perfecto,
entonces existe la serie G O G' D G" D ... D e, donde e es el subgrupo
identidad, pero dicha serie es soluble, luego entonces ¢ cs soluble. =

Lema 2.2.13 Sea H algin subgrupo de G y sea K/OP(H) un p-subgrupo de
Sylow de Ng(OP(H))/OP(H). Entonces OP(H) = OP(K).

Demostracién. Por la minimalidad de OP(K') se tiene que OP(K) C
OP(H). Por otro lado H/OP(H} es un p-grupo, entonces existe un p-subgrupo
de Sylow M/OP(H) de Ng(OP(H)}/OP(H), tal que lo contiene. Puesto que
M/OP(H) es un p-grupo entonces O7(M) C OP(H), por lo que OP(M) C H.
Haciendo uso de esto y del teorema de correspondencia, se llega a H/OP(M) <
M/OP(M), por lo que OP(H) C OP(M). Luego entonces OP{M) = OF(H).

Por el segundo teorema de Sylow M/OP(H) ~y oruysora K/OP(H),
por lo tanto M ~ngor(ayy K (claramente |M| = | K|, por otro lado, todo
elemento de M es de la forma uzu's, donde u € Ng(OP(H)), s € O°(H) y
z € K, pero OP(H) es normal en K, por lo tanto uzu™'s = uzrtu!, donde
t € OP(H), pero uztu™' € uKu™! = M C uKu™'), luego entoces |[OF(M)| =
|OP(K)| = |0P(H)|, pero OP(K) C OP(H), por lo tanto OP(K} = OF(H). =

Lema 2.2.14 Sean H y L subgrupos de (3, entonces para un nimero primo
p las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1). L es un subgrupo minimal de G tal que p{ ¢, ([G/L]).
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2). pt([Ne(L): L] y
pu{X) = @, (X) mod p, para todo G-conjunto X.

3). L es G-conjugado a el subgrupo K de G donde K/OP(H) es un p-
subgrugo de Sylow de Ng(O?(H))/OP(H).

Demostracién. 1)==2) Consideremos la aplicacién X : A(G) — Z/pZ,
dada por A : X — ¢y(X) + pZ. Por hipétesis, L es minimal tal que
MG/L) # 0, en consecuencia por 2.2.2, MX) = ¢ (X) + pZ, para todo
X € A(G). Asi

op(X) = ¢ (X) mod p, para todo X € A(G).
Se sigue ahora que
[Ne(L) : L] = ¢ (G/L) = py(G/L) mod p

por lo tanto, p{ [Ng(L) : L], lo cual prueba 2).
2}=1) Aplicando la hipétesis para X = G/L, tenemos

[Ne(L) : L] = ¢1(G/L) = pu(G/L) mod p

Por lo que p} ¢, (G/L). Por otra parte, sea @ < L tal que p{¢y(G/Q),
entonces aplicando la hipétesis a G/Q, tenemos ¢, (G/Q) = ¢ (G/Q) mod
p, por loque ¢, (G/Q) #£ 0, conloque | L [<|Q |, asf @ = L, lo cual prueba
1).

1)<=3) Sea K subgrupo de G tal que K/OP(H) es un p-subgrupo de
Sylow de N¢(OP(H))/O?(H) entonces por 2.2.13, se tiene que

OF(H) = OP(K),

Entonces, por este resultado y por 2.2.8, se tiene que OP(H)carK <
NC(K), de donde

No(K) € Ne(OP(H))
lo cual fuerza a que pt [Ng(K) : K]. Ademd4s, para cualquier G-conjunto X,
tenemos por €l inciso 3) de la proposicién 1.1.25 que
wu(X) = ‘Pov(ﬂ)(x) = ‘POP(K)(X) = @i (X) mod p.

De la congruencia anterior se tiene que el subgrupo minimal U de G tal
que p { ¢4([G/U]), es G-conjugado a K, por lo tanto aplicando el lema
anterior a este razonamiento se tiene 1)=3).

Por la equivalencia de 1)<=2) se ve facilmente que 3)=1). m
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Notacién 2.2.15 Sez p un nimero primo o cero, entonces para cualquier
subgrupo H de G y para cada p, escribimos:

I{H,p) := ;' (pZ).

Observacién 2.2.16 Sea P un ideal primo de A(G), entonces A(G)/P =
Z,, o bien A(G)/P = Z.

Lema 2.2.17 Si P es un ideal primo e I(H,0} C P, entonces P = I{H,p),
donde p es la caractertstica de A(G)/P.

Dermostracién. En electo, sea 7 : A(G) — A(G)/P, la aplicacién
canonica, entonces

m(z) = py{z) + P, Vz € A(G),

luegoz € P o= 7(z) =0¢= py(z)=0modp<= zxzei(Hp). =
Entonces tenemos el siguiente:

Teorema 2.2.18 ([Dr], proposicién 1) Sean I y K subgrupos de G. En-
tonces:

1). Losideales primos de A(G) son precisamente los ideales I(H,p), definidos
anteriormente, para alguna eleccidn de H y p.

2). I(H,0) = I(K,0) si y solo si H ~g K.
3). Si p es un primo, entonces I{H,p) = I(K,p} st y solo st OP(H) ~g
OP(K).

4). I{H, p) C I{K,q) siy solo st se tiene alguno de los siguientes dos casos:

a). p=qy I(H,p) = I{K,q).
b). p=0,¢#0y I{H,q)=I(K,q).

en particular, I{H,p) es minimal si y sdlo si p=0 e I(H,p) es marimal
siy solosip#£0.

Demostracién. 1) Los ideales primos de A{G) son precisamente los
nicleos de los homomorfismos de anillos A : A(G) — R, donde R es un
dominio entero de caracteristica p > 0. Por 2.2.2 Nue()) = I(H,p) para



CAPITULO 2. TEOREMA DE DRESS 37

alguna eleccién de H. M4s exactamente, si P es un ideal primo de A(G}),
entonces tomamos R = A(G)/P, p = caracteristica de R, la cual es cero o un
nlimero primo, precisamente por ser R un dominio entero. Sea A : A(G) —
R, el homomorfismo natural, vemos ficilmente que P = Nue(r) = I{H,p).
para alguna eleccién de H.

2) Si H ~¢ K, entonces por 1.1.23 p, = pg, se sigue de la definicién
que I(H,0) = I{K,0). Inversamente, si I(H,0) = I(K,0) entonces para
cualquier X € A(G),

Pu(X) =0 = pg(X} =0

entonces ¢ (G/H) # 0 = ¢ (G/H) £ 0y o(G/K) # 0 = o(G/K) £0,
en consecuencia ff ~g K.

3) Sea N un subgrupo normal de / tal que H/N es un p-grupo, entonces
para cualquier G-conjunto X se tiene por el inciso 3) de 1.1.25 que,

pu(X) = on(X) mod p
en consecuencia, si OP(H) ~g OP(K), sc tiene que para todo X € A(G),
pr(X) = SOOP(K)(X) = ‘Pov(u)(X) = pu(X) mod p

lo cual demuestra que I{H, p) = I(K, p).
Inversamente, supongamos que I(H,p) = [{K, p} entonces, para cualquier
X € A(G),

wu{X) =0mod p <> pr(X) =0 mod p (2.2)

Por lo tanto, si L es un subgrupo de G tal que L/OP{H) es un p-subgrupo de
Sylow de N (OP(H))/OP(H), M su contraparte con respecto a K y sea N un
subgrupo minimal G tal que de p { ¢4 {[G/N]) entonces N es G-conjugado al
subgrupo L, por el lema anterior, pero por (2.2} V es un subgrupo minimal
G tal que de p | p([G/N]) €ntonces N es G-conjugado al subgrupo M, en
conclusién L es G-conjugado a M, pero por 2.2.13 se tiene que

OP(L) = OF(H) y OP(M) = OP(K)
por lo tanto OP(H) ~¢ OP(K).

4) Si p es un mimero primo, entonces para algin subgrupo H de G, la
funcién A : A(G) — Z,, tal que A(z) = py(z) + pZ, es un homomorfismo
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de anillos, cuyo miicleo estd dado por I(H,p). Mds atin, A(G)/I(H,p) = Z,,
el cual es un campo, asf{ I(H,p) es un ideal maximal.

Probaremos ahora que I{H,0) es un ideal minimal. §i P C I{H,0) es un
ideal primo, entonces P = I{K,q) para algin K < G y g un nimero primo
o cero, pero ¢ = 0 si no I{K,q) seria un ideal maximal. Asi por el lema
anterior, debemos tener que P = I(K,0) = I{H,0).

Claramente I{H,0) C I{H,p), con p un nimero primo, pues p[G/H] €
I(H,p), vero p[G/H] ¢ I(H,0).

Supongamos que I(H,p) € I{K,q). Si p # 0, por lo anterior I(H,p) es
maximal, luego I{H,p) = I(K,q), pero por el primer tecrema de isomorfia
para anillos A{G)/I{H,p) es isomorfo como anillo a Zyy A(G)/I(K,q) es
isomnorfo a Z,;, de aqui que p=gq.

Supongamos que p = 0. Si ¢ = 0, entonces J{(H,p) = I(K,q), por
minimalidad, si ¢ # 0, entonces I{H, ¢} = I(K, ¢) por maximalidad.

El inverso es inmediato. ®

Teorema 2.2.19 {[Dr], proposicién 2) Sean H y K subgrupos de G. En-
tonces:

1). Dos ideales primos I{H,p) y 1(K,q) estén en la misma componente
coneza de Spec(A(G)) si y sélo si O(H} ~g O(K).

2). Las componentes conezas de Spec(A(G)) estdn en correspondencia biyec-
tiva con las clases de conjugancia de subgrupos perfectos de G.

3). G es soluble si y sélo si Spec(A(G)) es conexo, es decir, st y sélo st los
tinicos idempotentes de A(G) son 0 y 1.

4). Los idempotentes primitivos de A(G) estdn en correspondencia biyec-
tiva con las clases de conjugancia de subgrupos perfectos de G.

Demostracién. Por 2.2.12, 3) es una consecuencia de 2), haciendo uso
de2.2.8 y 2.2.10, se observa que 2) es cosecuencia de 1). M4s ain se ve
facilmente que 2} y 4) son equivalentes. Por lo tanto, sélo basta con verificar
1).

Sea R un anillo noetheriano. Para cualquier ideal primo P de R, tenemos
que

P=1{Q1Q € Spec(R), Q 2 P}
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es la cerradura de P en Spec(R), més atin, tenemos por definicién que dos
ideales primos P y @, de R estén en la misma componente conexa de Spec(R),
si y sélo si, existe una sucesién P, ..., P, de ideales primos minimales tales
que .

PebP,QebP, PP #0.

Ahora, sea R = A(G), entonces por el teorema anterior

I(H,0)nI{K,0)#0
si y sélo si OP(H) ~g OP(K), para algin p. Por 2.2.11 se tiene que
O(H) = O(0™(H))

entonces Q(H) ~g O(K). Pero los ideales primos minimales de A(G) son
de la forma I{H,0). En consecuencia si I(H,p) e I(K,q) estdn en la misma
componente conexa, entonces O(H} ~g O(K).

Ahora demostraremos que [(H,p) e J{(O{H), 0) estdn en la misma com-
ponente conexa. Podemos encontrar una cadena descendente de subgrupos
de H,

H=HyD..2H,=0(H)

tal que H; @ H;_, y H;.1/H; es un p;-grupo para algunos primos p;, 1 <i <
n. Por otro lado, tenemos que OFi(H;) <1 H;_,, pues por 2.2.8, OF(H;) es un
subgrupo caracterfstico en Hj, el cual es normal en H;_;, por lo tanto por el
tercer teorema de isomorfia (H;_,/OP(H;))/(H.:/O"(H,)), es isomorfo como
grupo a H;_;/H;, el cual es un p;-grupo, luego entonces H;_,/OP(H;), es un
pi-grupo, por lo tanto OP(H;_;) C OF(H;) € H;, pero por el tecrema de cor-
respondencia, H;/O%(H;_y) < H;.1/OP(H;_), de aqui que H;/OF(H,_,),
sea un p;-grupo, entonces O (H,) C O%(H;_,) = OF(H;) = OF(H;_,). De
esto, se puede concluir que, /{H;_,,0) N I(H;,0) # @ y claramente se tiene
que I(H,p) € I{H,,0), I(O(H),0) € I(H,,0), entonces I{H,p) e I(O(H),0)
estédn en la misma componente conexa.

De manera ansloga observamos que I{K, ¢} € I{O{K),0) estédn en la mis-
ma componente conexa, por lo tanto I(H,p) e I(K, g} estén en la misma
componente conexa, ya que por hipétesis O(H) ~c O(K). m
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Definicién 2.2.20 Para un grupe G sea A(G) := Z", donde n =| C(G) |.
Para un conjunto m de primos definimos:

ALG) + =282 AG)
AG) - =L @272 7

donde Z,, {a/b € Q : b es un 7' -nimero}. Si w es vacfo, por conven-
cion es Z, = Q y tenemos A, (G) = Ag(G), A (G) = Ag(G). También
escribimos ¢, : Ag(G) — A(G) como la eztencion por Z,-linealidad de el
homomorfismo de Burnside ¢ : A(G) — A(G), ¢ : X — {pu(X)umecie)-
Nos referimos a @, como el n-homomorfismo de Burnside. Es claro que
p, €8 inyectiva, pues @ lo es.

Definicién 2.2.21 Para cada subgrupo H de G' y cada ideal primo P de Z,,
definimos:

L{H,P):={z € Ax(G) : ¢, u(z) € P}

donde @, y : Ax(G) — Zn es la extension de py : A(G) — Z por Z,-
linealidad. Es claro que I,(H, P) es un ideal primo de A.(G).

Analogo al teorema de Dress tenemos el siguiente teorema dado en [Dr}:

Teorema 2.2.22 Sea G un grupo y H un subgrupo de G, entonces

1). Todo ideal primo de A<(G) es de la forma I.(H, P) para ciertas elec-
ciones de H y P.

2). I.(H,P) = I (K, P) si y solo si OP(H) es conjugado a OP(K), donde
pZ=FPNnZ

3). Dos ideales primos I:(H,P),I.(K,Q) estdn en la misma componente
coneza de spec(Ar(G)) si y solo si O"(H) y O"(K) son conjugados.
Ast las componentes conezas de spec(A(G)) estdn en correspondencia
biyectiva con las clases de conjugancia de w-subgrupos perfectos de G.

4). Los idempotentes primitivos deAq(G) estdn en correspondencia biyec-
tiva con las clases de conjugancia de subgrupos m-perfectos de G.
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Corolario 2.2.23 Sea 7 el conjunio de divisores primos del orden de G.
Entonces los idempotentes de A(G) y A.(G) son los mismos.

Demostracién. En efecto, sea k el nimero de clases de conjugancia
de subgrupos perfectos de G, entonces por el teorema anterior k es igual al
mimero de clases de conjugancia de subgrupos 7-perfectos de G. Asf, A(G) y
A (G) tienen el mismo nimero de idempotentes primitivos. Por otro lado, si
e € A(G) es un idempotente primitivo, entonces e también es un idempotente
primitivo de A,(G), pues si no Ay(G) tendrid mds de k idempotentes. En
consecuencia, si X = {ej,..,ex} son todos los idempotentes primitivos de
A(G), entonces X C A,(G), también son todos los idempotentes primitivos
de A,(G). =



Capitulo 3

Idempotentes del anillo de
Burnside.

Este capitulo esta basado en el articulo [Yo]. El resultado mas importante
en este cepitulo es el teorema 3.2.9, el cual nos asegura que los elementos
de A,{G} dados en la férmula 3.2 son todos los idempotentes primitivos y
ortogonales de A, (G).

3.1 Funcién de Mobius

Esta seccién esta basada en {Sta], capitulo 3.

Deflnicidn 3.1.1 Una relacion < sobre un conjunto P se llama de orden
st es reflerive, entisimetrica y transitiva, es decir, st

1). z <  para toda = € P.
2). Siz;ye Peonz<yyx>y, enfonces T=1y.

3). Siz,yzePconzx<yyz>y, entonces T < 2.

Un conjunto P en el cual se ha definido un orden parcial < se llama un
conjunto parcialmente ordenado (copo).

Definicién 3.1.2 Un intervalo de un cope P es cualquier conjunto de la
forma:

[g,bll={zeP:a<z<b}abeP

Un copo se llama localmente finito si todos los intervelos de P son finitos.

42
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Definicién 3.1.3 Un subconjunto I de un copo P se llama un ideal de P
51 para calesquier x,y € P, tenemos:

zel yy<zimplicayel.
Dado un subconjunto S de P, el conjunto
I={z€P:z<y, para alginy € S}

es un ideal. Nos referiremos a I como el ideal generado por §. §i| S |=1
entonces llamamos a I ideal principal.

Notacién 3.1.4 Sea P un copo. S5i P conliene un dnico elemento minimal,
entonces este elemento es llamado elemento cero, denotado por 0.

Definicién 3.1.5 Sea P un copo localmente finite y F un campo de car-
acteristica 0. Definimos Ap(P) (0 A(P) si no hay peligro de confusién),

por
AP)={f:PxP—-oF|zdy= f(z,y) =0}

Proposicién 3.1.6 A(P) es un espacio vectorial sobre F via:

(f+9)z,v) = flz,y)+9(z,y)
(AMzy) = Mz,y)

para cualesquier z,y € PAE F y f,g € A(P) .

Ahora le daremos a A(P) una estructura de F-dlgebra definiendo el
producto f * g de dos elementos f,g € A{FP) (llamdo convolucién ) de la
siguiente manera:

Definicién 3.1.7 Sean f,g € A(P) definimos la convolucién f x g por:

(f*g)z.y) =Y flz,v)9(z,v)

zetel
con la convencidn de que si z £ y, entonces (f * g)(z,y) = 0.

De hecho, la finitud local de P garantiza que el lado derecho de la igualdad
esta bien definido.
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Definicién 3.1.8  La funcidn de Kronecker §: P x P — F se define
por: §(z,y)=1siz=yyb(z,y)=0sizx #y.

Lema 3.1.9 Sea P un cope localmente finito. Entonces A(P) es una
F-dlgebra con la funcidn de Kronecker como el elemento identidad.

Demostracién. Claramente f * 8§ = f para todo f € A(P). Pro-
baremos ahora la asociatividad. Dados 7,y € Pconz <y y f.g,h € A(P),
tenemos

(f*lg*m)z.y) = D flz.2)g*h)(zy)

= Z fz, 2)( Z 9(z, wih{w,y))

- Z ( Z f(z,2)g(z,w))h(w,y)

zwly z<z<w

= Y (f*g)(z wh(w,y)

2wl

= ((f=9)xh)(=z,y).

si 2 £ y, entonces ambos lados son cero, por la definicién de convolucién. La
distributividad se prueba de manera andloga. ®

Definicién 3.1.10 El dlgebra A(P) se llama el dlgebra de incidencia de
P sobre F y sus elemenios se llaman funciones de incidencia sobre P.

Lema 3.1.11 Sea P un copo localmente finito. Un elemento f € A(P) es
una unidad si y sdlo si f(z,z) # 0 para todo z € P. Mds ain, si f es una
unidad, entonces ! esta definida inductivamente por

fYz,x) = f(z,z)"' paratodoz € P
Y@y = fuy) ' ) @ 2)f(zy), paretodoz,y € P.

ILZI<Y

Demostracién. La funcién f es unidad si y sélo si existe g € A(P)
tal que f * g = §, esto es, para =,y € P, tenemos

g+ N=zyy= Y _ g(z.0)f(c.y) = 8(z,y).

zSesy
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Luego, si z = y entonces (g * f)(x,y) = g{z,z)f(z,z) = 1, por lo tanto
flz,z) £ 0y g(z,z) = f(z,x)"!. Més atin, si z # y, entonces

3 9(zaf ey = sl ) ) + 3 gz, f(y) =0

ey ey

por lo tanto,

9y =y (- Y gz, (ey))

ey

[
Ahora veamos dos ejemplos de funciones de incidencia sobre P. Supong-
amos que P es un copo localmente finito.

Ejemplo 3.1 La funcidn zeta, ( : P x P — f se define por ((z,y) = 1,
siz<yy ((z,y) =0 en cualquier otro caso. Por el lema anterior tenemos
gue ¢ es una unidad en A(P).

Ejemplo 3.2 La funcidn de Mdbius, p: P x P — F, esta definida por
pi=Cl Ast, .

(Cxm)(a8) = Y ((a,ule,t) = Y plc,b) = b(a,b).
c€la,b] c€[a,b)
Luego, u esta unicamente determinada por la condicién:

E p(c,b) = 6(a,b).

c€la,b]

Por el leme anterior tenemos que {"'(a,a) = ule, a) (a a)~! = 1. Mds
atin, st a < b, entonces

wa,b) = = Y pla,z)

a<z<h

. Z p(z,b).

a<z<h
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Proposicién 3.1.12 Sea P un copo localmente finito, tal que todos los ide-
ales principales de P son finitos y sean f : P — F,g : P — F dos
aplicaciones. Entonces, para cualquier x € P,

glx) =3 f(u)

sz

st y sdlo si,

[(2) =) 9nly.=).

<z

Demostracién. Sea F? el conjunto de funciones de P en F. Este
conjunto forma un espacio vectorial en el cual A(P) (actua por la derecha)
como un dlgebra de transformaciones lineales por:

fé(@) =" f(y)é(y,), donde f € F7 y £ € A(P).

y<z

Asi la formula de inversién se sigue del hecho
f[{=9=f=gn

donde ¢ y u son las funciones zeta y de Mobius, respectivamente. ®

3.2 Idempotentes

En lo que sigue G denotard un grupo finito y £ la funcién de Mébius de
la reticula de subgrupos de G. Para un conjunto 7 de mimeros primos,
escribimos F(G) como el subconjunto de C{G) que consiste de todas las
clases de conjugancia de subgrupos m-perfectos de G.

Notacién 3.2.1 Dado un subgrupo w-perfecto H de G, definimos
S:(H):=8:A(G H):={L<G:07(L)=H}.

Notacién 3.2.2 5i H es un subgrupo m-perfecto de G y K es cualquier sub-
grupo de GG, ponemos
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MK H)Y:= Y u(K, L)

LeS.(H)

Lema 3.2.3 Si A(K,H) # 0, entonces
O"(K)C H y K C Ne(H) @.1)

Demostracién. Pues si A(K, H) # 0, entonces existe L en Sx(H) con
#(K,L) # 0. En consecuencia K C Ly O"(L) = H 4 L, lo cual demuestra
que K C Ne(H) y por 228 O"(K)CO™(L)=H. =

Definicién 3.2.4 Por otra parte, para cada subgrupo w-perfecto H de G,
definimos
1
ey i=——— | K | MK, H)[G/K). 3.2)
B TR 22, (

Observacién 3.2.5 Como u(K,L) = u(gKg™',gLg™"), para todo g € G,
tenemos que (S) = (H) implica que €f ;; = ef 5. Finalmente, cuando 7 es
vacto, tenemos que Ax(G) = Ag(G), Fx(G) = C(G) y S.(H) = {H} para
cualquier subgrupo H de G. Ast por 3.1

1
') T
€cH =€gy =€ :=—-—-————E K| u(K, H)G/K]. 33
. G.H G H G,H |NG(H)IK§HI | )[ / ] (3.3)
Lema 3.2.6 Con la notacidén anterior, lenemos que {eqy : (H) € C(G)}
es el conjunto de todos los idempotentes primitivos y ortogonales de Ag(G).

Demostracién. Como Ag(G) >~ Q", donde n =| C(G) | entonces basta
con probar que :

18 {EY=(H
wrlecn) = {o 5 EL%#éH;'

Usando la funcién ¢ de la reticula de subgrupos de G tenemos que:
e (IG/K]) = [(G/K)" ] (3.4)
1 . "
= mHQGG!LgQK}I
1 .
LI

geG
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Ahora bien, por la definicién de la funcién de Mdbius, tenemos que:

)IZZCU’ K)u(K, H) por 3.4

| NG( 9€G KCH

m;mﬂ,%;“”'”’

1si (H)=(L)
0 en otro caso”

Lo cual es lo que deseabamos probar. m

Observacién 3.2.7 Esto prucha ademds que egn = eg ik 8t y sdlo si (H) =
(K).

Lema 3.2.8 Seaw # ¥ y H un subgrupo n-perfecto de G. Sea { K, ..., K,}
un conjunto completo de representantes de clases de conjugancia de S, (G, H)
bajo G. Entonces,

r
G = ZCG,K‘-- (3.5)
i=1

Demostracién. Sean N = Ng(H) y S = 5,(G, H). Nétese que si H
es caracteristico en K, entonces Ng{K)} C Ng(H). Luego, como O"(K) es
caracteristico en K, entonces para todo K € 5, H es caracteristicoen K y
Neg(K) C Ng(H). Més ain, si K,L€ Sy K = gLg™!, para g € G, entonces
O™(K) =0"(gLg™') = gO"(L)g~! = H. Luego, H = O"(L) = g~ 'Hg, por
lo que g € N. Concluimos que dos elementos de § son conjugados en GG siy
sélo si son conjugados en N. En consecuencia, tenemos que:

r

2 ok = Z{m NG(K

Z {N: NG (K)) (| Ne(K) | Z IDI#D K){G/D])

Kes DCK

KeS DK
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Ahora, si D £ K entonces u(D, K) = 0, ademés K < Ng(K) < Ng(H), en
consecuencia:

S eon, = S5 101D, K)o/

i=1 T S DCN
- —,i,—;ZsDwD K)IG/D)
= %Z D (g}sun K)) G/D
1
= —N—ch | D | MD, H)[G/D]
= egu-

[
Concluimos de esta lema que €f; ; es un idempotente de Ag(G), mas atn
€Ly = et siy solosi (H) = (K).

Teorema 3.2.9 ([Yo],teorema 3.1) Con la notacidn anterior, tenemos que
{€Z.sr - (H) € P:(G)} es el conjunto de todos los idempotentes primitivos de
Ax(G). Més atin, se verifican las igualdades:

CE’H = 1
(H)ePe(G)

eg,HeE‘,K = e?;,m si (H) = (K)
EE,HEE,K = 0, si (H) # (K) -

Demostracién. Por el teorema 2.2.22, el nimero de idempotentes prim-
itivos de Ar(G) es igual a | P(G) |; este nimero también es igual a el
nimero de idempotentes de Ag(G) de la forma €7, 4, por el lema anterior.
Asi para probar que cada €, j; es un idempotente primitivo de Ax(G), basta
con demostrar lo siguiente:

" Todo 1demp0tente de A,,(G) es la suma de algunos idempotentes
distintos de la forma eg, ,”
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En efecto, si {e,, .., €.} es un conjunto completo de idempotentes ortogo-
nales y primitivos de A,{G), entonces por la afirmacién anterior

(i)
e = ZEE.U;: para algunos subgrupos U,
I=1;

Ahora bien, si r(z) > 1 existirian i # j tales que

r{i)
& = egn+ ZEE,U,
=%
r(j)
egn+ Z €C.K,
i

=j1

€;

pero ei¢; = €5y + 914 €6 1, # 0 para algunos subgrupos Ly, lo cual es una
contradiccién.

Probaremos la afirmacién anterior. Sea e € A,{G) un idempotente.
Puesto que A,(G) — Ag(G) , entonces e es la suma de algunocs idempo-
tentes distintos de Ag(G). Sea H un subgrupo de G, entonces ¢y (e) debe
ser 0, o bién 1. Definamos C := {(H) : H < G,py(e) = 1}. Ahora bien, si
e=Y _, €, con ¢ € Ag(G) idempotente, tenemos para (H) € C

oule) = 3 oule) =1

Luego existe 1 < 1 < r tal que py(e:) = 1 y ¢u(e;) = @ para todo j # i.
Como ¢ : Ag{G) — Q" es un isomorfismo, se sigue que €¢; = eg,z. En
consecuencia e es la suma de estos idempotentes ey con (H) € C.

Ahora bien, sea H un subgrupo de G y tomemos p € wU{0}. Entonces
por la definicién de el ideal primo I, {H, pZ,), tenemos que e € I.(H, pZ,) si
y sélo si (H) ¢ C. Puesto que OP{H) = OP(OF(H}), tenemos por el teorema
2.2.22:

L(H,pZy) = I:(O7(H), pZy)

por lo que (H} € (C) si y sélo si (OP(H)) € C. De la misma manera, como
0"(G) = 09{0%(...0"(G)...)), para algunos primos ¢; € 7., tenemos que
(H) € C siysélosi (O"(H)) € C. Luego para cada (H) € CN F(G)
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tenemos que Sy (H) C C, ademés si (H) € C tenemos que (H) € S,(0O%(H))
y como O™ (H) es también 7-perfecto, esto dice que

C =U{S:(H): (H)e CNF(G)}

donde la unidn es disjunta, asi tenemos que

— x
€= E €G.H-

{H)eCNPL(G)

lo cual es lo que deseabamos probar. =

Ejemplo 3.3 Haciendo uso de la igualdad 3.5 y del teorema 3.2.9, se tiene
que los idempotentes primitivos y ortogonales de la Q-dlgebra de Burnside de
As, son

eas1 = 1/60[As/1]

eas.C; = —1/4[As/1] + 1/2[A5/Cy]

€as.Ca = —1/6[As/1] + 1/2[A5/Cs]

€as,B; := 1/6[As/1] — 1/2[As/Cs] + 1/3[As/Dy]

€as.Cs i= —1/10[As/1] + 1/2[As/Cs}

eas, s = 1/2[As/1] — 1{As/Cy] — 1/2[As/Cs] + [As /D3]
eas,0s := 1/2(As/1] — 1[{As/Cy] — 1/2[As/Cs] + [As/Ds]
€as,as = 1/3[A5/1] — 1[{As/C3] — 1/3[As/Dy] + [As/A4]

CAsA5 1= "I[As/ll+2[A5/C2]+1[A5/C3]—1[A5/D3];1[A5/D5] —1[As/Aq)+
1[As/As).

Ejemplo 3.4 Procediendo de manera andloga ol ejemplo anterior, se observa

que los idempotentes primitivos y ortgonales de A(Ag) son los elementos del

: {235} _ {2358}, _
congunto {eAg.,l =1- €asAss CagAs ‘T CAsAs



Capitulo 4

Una perspectiva funcional

Iiste capitulo se encuentra basado en el articulo [Bl]. Los resultados prin-
cipales de este capitulo son los teoremas 4.1.10 y 4.2.10, donde este dltimo
resultado es usado para dar varios ejemplos de endomorfismos naturales del
funtor anillo de Burnside.

4.1 Endomorfismos naturales del funtor dlge-
bra de Burnside |

Notacién 4.1.1 Dade una categorfa C, consideraremos por Obj(C) a la clase
de objetos de C y por Mor(C) a la clase de morfismos de C. Denolaremos por
GRU a la categorfa de grupos finitos y por CRWT a la categorfa de anillos
conmutativos con uno.

Definicién 4.1.2 Sez Q un funtor contraveriante de GRU o« CRWI, en-
tonces definimos 6 un endomorfismno natural del funtor O} como la colec-
cidn de endomorfismos de anillo {0 : AG) — QUG geonsgrun, tol que si
f G — H, es un homomorfismo de grupos y f* = fo), entonces el

53
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siguiente diagrama es conmutativo

O(H) —2v Q(H)
I I
G) —— AG)

Notacién 4.1.3 A la coleccién de lodos los endomorfismos naturales de un
funtor contravariante @ : GRU — CRWI, lo denotaremos por End (52).

Definicién 4.1.4 Sea G un grupo finito y Ag(G) el dlgebra de Burnside de
G sobre Q. Escribiremos como Ag al funtor contravariante de la categorta de
grupos finitos a la categoria CRWI, quc a cada grupo G le asocia su dlgebra
de Burnside Ag(G).

Ejemplo 4.1 El endomorfismo identidad. Definimos el endomorfismo
natural 1 : Aq — Ag, de la siguiente manera; para cada grupo G tomamos
el homorfismo trivial 1g : Ag(G) — Ag(G).

Ejemplo 4.2 El endomorfismo aumentacién. Para cade grupo G sea
¥ : A(G) — &, dada por pg . : X —| X |, esto induce una aplicacidn
do : Ao(G) — ZRzQ, duda por ¢ := p;, @1, donde i es la aplicacion
identidad en Q. Asf definimos la aumentacidn como e : Ag(G) — Ag(G),
gc : X — ¢g(X)-1. Ahore bien, sca f : G — H un homomorfismo de
grupos, para probar que £ es un endomorfismo natural bastarfa con probar
que Oy o = [*Pgo En efecto, sea X un H-conjunlo, entonces f *(X) e5s un
G-conjunto y tenemos wy (X) =| X |=| [*(X) |= g (f*(X)).

Notacién 4.1.5 Para un grupo finito G sea C(G) = {Uy,...U,} un conjunto

de representantes de clases de conjugancia de subrupos de G.

Teorema 4.1.6 FErite una biyeccion entre el conjunto de endomorfismos de
anillos de Ag(G) y el conjunto de funciones de C(G) en C(G).
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Demostracién. Para construir la tabla de marcas de un grupo G, se
considerc un orden total en C(G), dicho orden induce un orden total en el
conjunto de idempotentes primitivos y ortogonales de Ag(G), luego por 3.2.9
el conjunto {ey, , ..., ey, } forma una base ordenada de Ag(G).

Sean T y z dos elementos cualesquiera de Ag(G), entonces podemos definir
un producto interior entre estos dos elementos como

(z,2) = Z Yo u (2}, (2)-
UieC(G)

Sea f¢ un endomorfismo de Ag(G) entonces este lleva al elemento unitario
en el elemento unitario e idempotentes a idempotentes, por lo tanto, 8¢
induce una funcién f¢ : C(G) -— C{G), tal que si U € C(G), entonces
Gc(U) = V, donde ey es el tnico idempotente primitivo de Ag(G), tal que

{ev,8clev)} = 1. )
Inversamente, para una funcién 8¢ : C(G) — C(G) definimos un endo-
morfismo de Ag(G) de la siguiente manera:

b : Ag(G) — Aq(G) (4.1)
Cy, /- E €u;.

- U_,:EE-I{U.')

Claramente estas correspondencias dan una biyeccién entre el conjunto
de endomorfismos de Ag(G) y el conjunto de funciones de C(G) en C(G). =

Corolario 4.1.7 Sea G un grupo, U < G y8g un endomorfismo de Ag(G).
Entonces para cada x € Ag(G), se tiene que

wy(fc(z)) = ‘Péa(U)(I): _ (4.2)

donde 85 : C(G) — C(G) esta dada como en la demostracion del teorema
anferior.

Demostracién. Se sigue de la definicién de 8¢ que:
SDU(eG(er)) = (p@g(U)(er)
luego, para toda £ € Ag(G),

Py lfe(x)) = ‘PBG(U)(-T)
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Observacién 4.1.8 Si G es un grupo finito y denotamos por C(G) al con-
junto {({U)e - U € C(G)} entonces dada una funcidn 8 : C(G) — C(G),
induce otra funcidn §° : C(G) — C(G), tal que 8 ((U)s) = (8 (U)),. Si
H e Obj(GRU) y o : G — I, €3 un homomorfismo de grupos, enlonces
a (éc (U)) = (a (86 (U)))e.

Notaci6n 4.1.9 Sea G un grupo finito, U < G y vou : A(G) = Z, la
marca correspondiente ¢ U, entonces ¢g ;= o une = Pu = Py donde
(D) es la clase de conjugancia en G de U.

Teorema 4.1.10 ({Bl], teorcma 2) Sea § una coleccién de endomorfismos
de anillos {0c 1 Ag(G) — Ag(G)}eeosioruy- LEntonces 8 es un endomor-
fismo natural del funtor Ag si y solo si:

1). Dado G € Obj(GRU) y U < G, entonces 8 (U) C 8°(U).

2). Dados G, H € Obj(GRU) y a : G — H un epimorfismo de grupos,
enfonces a(@G(G')) = 8" (H).

Demostracion. Supongamos que {fg : Ag(G) — Ag(G)}eeorioruy
es un endomorfismo natural del funtor Ag.

Sean o : ¢ — H un homomorfismo de grupes, X un H-conjunto
virtual y I/ un subgrupo de G. Escribamos X = .., v;X; donde v, € Z y
X; un H-conjunto transitive. Como a* y ¢y son homomorfismos de anillos,
tenemos

py(a’ (X)) Zamu(a'(Xf))

Z ai‘Pu(v)(X:’)
i=1

‘Pa(u)(X )

Luego por hipdtesis se tiene

Paiaen(X) = @aseie’(X))

we{fc(a”(X)) por 4.2
wgla'(Ou(X))) por naturalidad
Pa(cy(Bu (X))

= ‘Péﬂ(a(c))(x)-

l

1

I
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Luego por 1.1.23, a{8a(G)) ~y 04(c(G)). En conclusién, si H £ Gy o
es la inclusién de H en (G tenemos que Og(H) ~¢ 0x(H) lo cual prueba
1). M4s atin, si & : G —+ H es un epimorfismo de grupos, tenemos que
a(0c(G)) ~u 8u(H) lo cual prueba 2).

De manera andloga tenemos el inverso. Supongamos que se verifican 1)
¥ 2). Sean U < G € Obj(GRU) y a : G — H un homomorfismo de grupos.

Si X es un H-conjunto, entonces

wyllcla’(X)) = ‘PEG(U)(O!'(X))
= wi,an(e’ (X))
= ‘Pa(ﬁu(un(x)
= @iyawyX) por2) y 1)
= paun(fu(X))
= py(a'(fx(X)))

concluimos que fg(a*(X)) = a*(fx(X)). =

4.2 Teorema de Blass

Definicién 4.2.1 Decimos que un endomorfismo de anillos ¢ de Ag(G) es
un endomorfismo entere si aplica a A(G) en el mismo, es decir, si es
un endomorfismo de A(G). Andlogamente, decimos que es p-eniero para
un primo p, si aplice A(G) al conjunto de vectores que satisfacen las (H,p)-
congruencias para un primo fijo p y para todo H € C(G).

Notacitén 4.2.2 De aquf en adelante denotaremos por 8 a un endomorfismo
natural del funtor Ag.

Definicién 4.2.3 Sea G un grupo y 9° . C(G) — C(G), entonces diremos
que la terna (H,G,5°) satisface la condicién de Blass si H < G y para
todo elemento A de QH(H ) eziste un elemento B en ?G(G) tal gue A= HNB.

Observacién 4.2.4 El conjunto L(G), de todos los subgrupos de un grupo
(G, es un conjunto parcialmente ordenado bajo la inclusidn de conjuntos.

Proposicién 4.2.5 Sea G un grupo, U y V subgrupos de G, diremos gque
U =p V siysdlo st (U, V,@V) satisface la condicién de Blass, entonces la
relacion binaria <5 en L(G), es una relacion de orden.
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Demostracién. Por definicién se tiene que si I/, V' y W son subgrupos
de G, entonces U =y U (reflexividad), siU 2%, Vy V X U = U = v
(antisimetrfa). Supongamos que U <4 V y V =y W, entonces para todo
clemento A de 87 (U), existe un clemento B de 8’ (V),talque A=UNB
y por hipétesis B = V N C, pare algin C en i (W), luego entonces A =
Un(VNC)=UNC, porlotantosil/ % V y V <4 W, se tiene que U=g W
(transitividad). =

Proposicién 4.2.6 Sea 0 un elemento de End (Ag), p un nimero primo,
G € Obj(GRU) y H < G tal que [G : H) = p*. Supongamos que para todo
grupo M y N 9 M tal que [M : N] = p se tiene que N =<y M, por lanto, s
bc,(Cp) = 1 entonces ° (@) 28" ().

Demostracién. Por el primer teorema de Sylow y por el teorema de
correspondencia, se tiene que existe la serie normal Ho 2 M, 4. 9 H,, &
H,, donde Hy = H, H, = G y [Hi1 : Hi} = p, por otro lado, si consideramos
el epimorfismo « : Hy ~— Hy/Hjy_1, se tiene entonces por el inciso 2)de4.1.10

que « (@"“ (Hk)) = gt/ Hr (H/Hy-1) = {1}, lo cual implica que si A es

elemento de 8™ (Hy), entonces A € Hy_; pero por hipdtesis H._, %o Hi
por lo tanto para todo B € plix (Hg..1), existe C € gt {Hy), tal que
B = Hy_,NC, luego B = C lo cual implica que 877 (Hy_,) = 8" (Hx).
Entonces por la igualdad anterior y por la serie normal que se obtuvo al
principio de la demostracién se puede concluir que 8" (H) = g° (G). =

Proposicién 4.2.7 Sea 0 un elemento de End (Ag), p un ndmero primo.
Supongamos que para lodo grupo finito G, cualguier subgrupo normal I de
G con fndice p satisface la condicion H <5 G y que para todo grupo ciclico
C de orden p, 9C(C) = {C}. Entonces se verifica lo siguiente:

1). Para todo p-grupo P, f_JP(P) = {F}.
2). OP(G) A=G, paratodo A€ E‘G(G).
3). Si OP(G) < H < G, entonces H %5 G.

Demostracién. 1). Procederemos por induccién sobre el orden de P.
Si| P l= 1 es claro que E)P(P) = {P}. Supongamos como hipdtesis de
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induccién que si | P |= p"~!, entonces EJP(P) = {P}. Sea P un p-grupo de
orden p" entonces tiene un subgrupo normal H de indice p, consideremos la
proyeccién a : P — P/H, como # es elemenio de End (Ag), tenemos que
a("(P) = 67" (P/I) = {P/H}, pues por hipétesis se tiene §(Cp) = Cp y
P/H = C,. Por lo tanto si I/ es elemento de 9P(P) se tiene que HU = P.

Por otra parte, por 1a hipétesis del teorema tenemos H =<3 P por lo
tanto, para todo A € §" (H) existe B € 8" (P), tal que A = H N B. Como
| # |= p*! tenemos por hipétesis de induccidn que oY (H) = {H}, as
H*-HﬂBporloqueHCB Pero HB=Py HC B, porloque B =F.
En consecuencia, 8 (P) = {P}.

2). En efecto, consideremos el epimorfismo a : G — G/OP(G), en-
tonces o(8°(G)) = 8/ g rom(G)), pues § es elemento de End (AQ) en-
tonces aplicando el inciso 1) a la 1gualdad anterior se tiene que a(8°(G)) =
{G/OF{G)}, de aqui que para todo A € 5° (G), OP(G)A=G.

3). Por el primer teorema de Sylow y por el teorema de correspondencia
existe la serie normal Hy 9 H, 9 ... Q9 H, ; 9 H,, donde Hy = H, H, =G
y [Hiy1 : Hi} = p, aplicando la hipdtesis a dicha serie se tiene Ho <o Hi =
.. =g Ho_y %o Hp, porlotanto H %, G. &

Lema 4.2.8 Sca G un grupo finito, N un subgrupo normal de G, H un
subgrupo de G, A == (U: N<SU<HN} yB = {(V:NNH <V < H}
entonces el mapeo o : A — B, definido por a(U) = UNH, es una biyeccion.

Demostracién. Por el segundo teorema de isomorfia tenemos que existe
un isomorfismo de grupos 8 : HN/N — H/(HNN), tal quesi hnN € HN/N,
donde h € H yn € N, entonces 8 (hnN) = h(HNN). Observamos que al ser
B un isomorfismo de grupos, lleva de manera biyectiva subgrupos de HN/N
en subgrupos de H/{HNN), por lo tanto, por el teorema de correspondencia
5 induce una biyeccién § entre los conjuntos A y B, entonces lo que vamos a
ver es que B = @, para esto, solo vasta con demostrar que si U/N < HN/N,
entonces 3 (U/N) = (U N H)/(Nn H).

En efecto, 8 (U/N) = {h{(NNH):hnelU he Hyne N}, como N <
U, se tiene que si An € U, h € H y n € N entonces h € U pues n~1 e U, por
tanto h € U N H, de aqui que §(U/N)} C(UNH)/(N N H). La contencién
inversa se deduce de manera andloga. B

Lema 4.2.9 Sea G un grupe finito, N un subgrupo normal de G, H un
subgrupo de G, U y V € A entonces U ~pyp Va2 UNH ~y VN H.
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Demostracién. Por el segundo teorema de isomorfia existe un isomor-
fismo de grupos 8 : HN/N — H/(H N N), tal que si hknN € HN/N, donde
he Hyn € N, entonces S(hnN) = h(H N N) y por el lema 4.2.8 si
U/N < HN/N entonces 8(U/N) = (Un H)/(N N H). Supongamos que
U ~gn V entonces U/N ~gnn V/N & ((hn)NYU/N((hn)"1N) = V/N,
por lo tanto si aplicamos 3 a la igualdad anterior, se tiene que #(V/N)y
(R{UNHYA) /(NN H) son iguales, luego por €l teorema de correspondencia
MUNHAW'=VNH.

Teorema 4.2.10 ([Bl], teorema 4) Seca 6 un elemento de End(Ag) y p
un nimero primo. Supongamos gque para ltodo grupo finito G y cualquier
subgrupo normal H de tndice p en G se tiene que H <¢ G. Entonces para
todo GG, B es p-entera.

Demostracién. Dado un grupo finito G, deseamos demostrar que para
cualquier G-conjunto X y cualquier subgrupo H de G, 0c(X) satisface la
{H, p)-congruencia, esto es .

eu(0c(X)) + Z aspyi(0c(X)) = 0 mod p* (4.3)

HeUl<s'

donde, S es un p-subgrupo de Sylow de Ng{(H)/H, y st a : Ng(H) —
Ng(H)/H, es el epimorfismo canénico, entonces U’ = a~!(U), para todo
U < §. M4s aiin, por la ecuacién 4.2 la congruencia anterior se convierte en:

Cooy(X)+ D awppoun(X) =0 mod pt. (44)

H<ligs'

De aqui en adelante la demostramdn se va a dividir en dos casos, de
acuerdo a como se comporte 8% en Cy.

Caso 1. 8°(C,) = {e}.

Siguiendo la notacién de la primera parte de esta demostracién y por la
proposicién 4.2.6 se tiene que 9U,(U’) 2 87(H), para todo U < 8, por lo
tanto la congruencia 4.4 se transforma en

(1 + Z ) P56y (X) = 0 mod P~ (4.5)

H<U[<s!
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Entonces basta con probar esta congruencia para que 8¢ sea p-entera, pero

1+ Z ai) = 0 mod p*,

H<Ul<S!

pues [G/G], siempre esta en A(G) y por lo tanto cumple la (H, p}-congruencia.
Caso 2. 8°(C,) = {C,}.
En esta parte haremos uso de la notacién dada al principo de esta de-
.mostracién. Sea § un p-subgrupo de Sylow de Ng(H)/H, entonces se tiene

O (S)<H<LS,

luego por el inciso 3) de la proposicién 4.2.7 se observa que H =< &', por
lo tanto, para todo A € QH(H), existe B € 93'(.‘3’), tal que A = HnN B,
de aqui se puede concluir haciendo uso del segundo teorema de isomorfia
que B/A = BH/H, pero por el inciso 2) de la proposicién 4.2.7 BH = §'
entonces B/A= S.

Sea X un G-conjunto, entonces por el inciso 1) de la proposicién 1.1.25
se tiene que Z = (X)# es un B/A-conjunto, pero B/A = §, luego Z es un
S-conjunto, por lo tanto Z satisface la congruencia principal para § (ver la
definicién 1.2.27) esto significa que

2(Z)+ Y avpu(Z) =0 mod p* (4.6)

e<ULS

donde | S }= p*. Por el lema 4.2.8, dado algiin subgrupo U de S le correponde
el subgrupo (U'N B)/(HNB) de B/(H N B), entonces haciendo uso de 1.1.23
se tiene que
wu(Z) = ewnsyne(Z) = w(u'ns)(x }
luegeo la congruencia 4.6 se convierte en
eaX)+ D aupuns)(X) =0 mod p*. (4.7)
H<U'<S

Por otro lado, se tiene por el inciso 1) del teorema 4.1.10 que @, ,(yy(X) =
(Péa(‘/!)(X) y (PEU,(U:)(X) = (,OQG(UJ)(X)- Si v’ ~ G u entonces tpgs(w)(X) =
vl (X)) = pyife (X)) = wa (X)), luego @5 n(X) = ©g (X
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Como se tiene que OP(S') < V' < ', entonces el inciso 3} de la propos:—
¢ién 4.2.7 nos a.ﬁrma que V' <3 &', por lo tanto, para todo C € 8v (V’),
existe D € &° (S’), tal que C = V' N D entonces C = V' NyBy~! donde
y € 5, luego y"'Cy = i 'V'y N B. Por el inciso 2) del teorema 4.1.10
se tiene que W' N B € aW'(W”), donde W = y'V'y. Si V' ~g U, en-
tonces W' ~g U’ pero por el lema 4.2.9 W N B ~g U'N B por lo que
@0 X) = o wn(X) = Puinp(X) = @yinp(X), entonces se concluye
que @, W X) = eynp(X), pero al aplicar esta igualdad a la congruencia
4.7 se tiene que

Cou(m(X) + Z au@g,,wn(X) =0 mod v*.
H<U'SS'

4.3 Ejemplos

Definicién 4.3.1 Sean N;, N; subgrupos normales de un grupo G, entonces
eziste un monomorfismo:

G/(Arl g Ng) — G/N1 x G/l\rz
¥ g(NNNp) — (g, gN).

Al grupo G/(Ny N Ny) se le llama el producto subdirecto de G por Ny y
N;.

Lema 4.3.2 Sea K une clase no vacia de grupos finitos cerrada bajo co-
cientes y productos subdirectos. Entonces todo grupo G tiene un minimo
subgrupo normal N tal que G/N € K.

Demostracién. Como el grupo trivial esta en X, entonces K # §). Sean
G un grupo finito y definamos M(G) := {H 9 G : G/H € K}. Ahora
bien, como G € M(G), tenemos que M(G) # @. Mds ain, para H;, Hy €
M(G), tenemos que G/(H, N Hy) € K pues K es cerrado bajo productos
subdirectos. De esta manera Hy N Hy € M(G), es decir, M(G) es cerrado
bajo intersecciones. Luego entonces, definimos a N como la interseccién de
todos los elementos de M(G). m
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Notacién 4.3.3 Para cada grupo finito G denotamos por OX(G) ol minimo
subgrupo normal de G tal que el cociente G/OX(G) esta en K. Un cdlculo
directo muestra que O%(G) es caracterfstico en G.

Teorema 4.3.4 ([Bl], teorema 3) Sec X una clase no vacia de grupos
finitos cerrada bajo cocientes y productos subdirectos. Entonces el oper-
ador 8¢ : GRU — GRU, dada por 8¢ : G — OF(G) conmuta con epi-
morfismos, esto es st a : G — H un homomorfismo suprayectivo entonces
a(8(G)) = 6(H).

Demostracién. Sea & : G - H un homomorfismo suprayectivo. De-
seamos mostrar que o{6(G)) = G(H). Sea N un subgrupo normal de H,
entonces

1). 8(H) = OF(H) C N si y sdlo si H/N € K. Claramente si H/N €
X, entonces B(H) C N. Inversamente si §(H) C N entonces existe un
eplmorfismo ¥ : H/8(H) - H/N y puesto que K es cerrada bajo cocientes
. esto implica que H/N € K.

2). H/N € K si y sélo si G/a"'(N) € K. En efecto, la aplicacién ¢ :
G/a (N} —+ H/N, dada por ¢ : ga~}(N) — a(g)N, es un isomorfismo
de grupos.

3). G/e ' (N) € K siy sélosi 8(G) C a*(N). La prueba de esto es
equivalente a la dada en 1).

4). 8(G) € a”!(N) si y sdlo si aB(G)) € N. En efecto si 0(G)

a~1(N), entonces a(8(G)) C ala}(N)) C N. Inversamente, si a(8(G))
N, entonces 8(G) € o™ (a(6(G))) C a~!(N).

Concluimos de estos cuatro puntos que

-
€

B(H) C N siy sélo si o(8(G)) G N,
esto es, B(H) = o(B(G)). =

Teorema 4.3.5 ([Bl], teorema 3) Sea # : GRU — GRU una operacidn
tal que B(G) < G y supongamos que § conmuta con epimorfismos. Entonces
la clase K = {G € GRU : 8(G) = e} es cerrada bajo cocientes y productos
subdirectos. Mas atn, para cualquier grupo G, 8(G) = OX(G).

Demostracién. Sea @ : G — H un epimorfismo de grupos y supongamos
que G € K, entonces 6(G) = e por lo que 8(H) = a(§(G)) = ale) = ¢, en
consecuencia H € K. Esto prueba que K es cerrada bajo cocientes.
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Ahora bien sean N;, N, subgrupos de G de manera que G/, G/Ny €
K. Deseamos mostrar que el producto subdirecto G/N; N Ny estd en K.
Consideremos los morfismos: i : G/{N; N N3} — G/N x G/N3, dado por
i: g(Ny N Ny) — (gNy,gN3), pri : G/Ny x G{Ny — G/Nj;, definido por
pry : (gNy,gNy) — gN;, 7 = 1,2. Entonces la composicién. prjoi es
suprayectiva j = 1,2. Luego,

pr; oi(B(G/(Ny N NR))) = B(G/N;) =e, =12

pues & cunmuta con epimorfismos. Asf 8(G/(N) N Ny)) = e.

Por tltimo, para probar que 8(G) = OF(G), bastarfa con probar que
8(G/N) = e si y sélo si #(G) € N. Supongamos que HG/N) = e y sea
a:G —+'G/N el epimorfismo canénico, entonces

a(B(G)) =8(G/N)=e
asf, §(G) C N. Dec manera ansloga si 8(G) € N, entonces
e = a(8(G)) = 6(G/N).

[ ]
Tenemos los siguientes ejemplos dados por el teorema de Blass:

Proposicién 4.3.6 ([Bl], corolario 4a) Sea p un mimero primo. FPare
cada G € Obj(GRU) definimos 85(G) := G, como un p-subgrupo de Sylow
de G. Entonces 0 es un endomorfismo entero.

Demostracién. Sean g un nimero primo y H un subgrupo normal de &
de fndice q. Deseamos demostrar que Oy(H) = HNU, para algin conjugado
U en G de 0¢(G). Supongamos que g # p, entonces puesto que [G:H)=gq,
tenemos que H, ~g G,, asi tomamos a U/ como Hp. Supongamos ahora que
q = p, entonces G, € H, por lo que G, = G/H = HG,/H = G,/G,NH,
por lo tanto si | G, |= p*, entonces | G, N H |= p*~!. Claramente G, N H
es un p-subgrupo de Sylow de H, pues | G |= mpF y | H |= mp*~! donde
(m,p) = 1. En consecuencia Bu(H) ~y G,NH =85(G)NH. =

Proposicién 4.3.7 ([B]], corolario 4b) Pare cada G € Obj(GRU) defin-
imos 8 (G) como el minimo subgrupo normal N de G tal que el grupo cociente
G/N es soluble. Entonces f es un endomorfismo entero.
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Demostracién. Sea H un subgrupo normal de G de indice p. Debemos
probar que 8y {H) = HNU, para algiin conjugado U en G de 8(G). Sea N :=
8¢(G), entonces N C H pues G/H = Cy, el cual es soluble. Més atin H/N es
soluble pues H/N < G/N, asi 8u(H) < N =08g(G) = HN8g(G). Por otro
lado, como By (H) es caracteristico en H y H < G, entonces 8y(H) 9 G,
ademds el primer y ultimo miembro de la sucesién

H/8(H)— G/8(H) - G/H = C,
son solubles, asi que G/8y(H) es soluble. Luego, entonces N < fy(H). =

Deflnicién 4.3.8 El endomorfismo natural @ definido en el corolario ante-
rior es llamado el residuo perfecto.

Observacién 4.3.9 Sea A un conjunto de clases de isomorfia de grupos
simples no abelianos, definamos K4 = {G : los factores de composicién de
G estdn en A o son abelianos}. Se ve facilmente que K4 es cerrada bajo
cocientes y productos subdireclos.

Proposicién 4.3.10 E! endomorfismo 6,4 dado por. 04(G) := OF4(G), es
un endomorfismo entero.

Demostracién. Sea H un subgrupo normal de G de indice p. Debemos
probar que B4(H) = HNU, para algin conjugado U en G de 84(G). Sea
N := 04(G), entonces N C H pues G/H = Cy, el cual esta en K. Mas ain
H/N esta en K pues H/N < G/N, ast 04(H) < N = 04(G) = Hn04(G).
Ahora bien, como 8 4(H) es caracteristico er H <1 G, tenemos

(G/BA(H)) [/ (N/B4(H)) = G/N

como G/N € Ky N/BA(H) < H/f,(H} e K, tenemos que G’/BA(H) €K,
mlNCHA(H) CB_A (H). =

Lema 4.3.11 St A; y A, son dos clases distintas, entonces 84, # 0.4,

) Demostracién. En efecto, sea A € A; tal que A ¢ A;, entonces
H.A: (A) =€y B.AQ(A) = Aa por lo que 9.»11 71: oAz‘ =

Proposicién 4.3.12 ([Bl], corolario 4c) El nimero de endomorfismos nat-
urales de A(_) es no numerable. Mas atn, es la cardinalidad del continuo.



CAPITULO 4. UNA PERSPECTIVA FUNCIONAL 66

Demostracién. El endomorfismo # esta determinado si §(G) esta definido
para todo grupo finito G. Luego, si ¢¢ := nimero de subgrupos de G y
End[A] es el conjunto de endomorfismos naturales de A, entonces

| EndlA] 1< [T < [xo =5 :=C
4 [e) G

Ahora bien, hay un mimero numerable de grupos simples no abelianos,
asi podemos elegir tantas clases de isomorfia de grupos simples no abelianos
A como subconjuntos de S := {5 : S es un grupo simple no abeliano finito}.
Luego, por el lema anterior '

C <| End[A] |
a

Proposicién 4.3.13 ([Bl}, corolario 4d)} E! monoide de endomorfismos nat-
urales de A no es abeliano.

Demostracién. En efecto, sea 8 el residuo perfecto y 1 dado por, #{G) =
2-subgrupo de Sylow de G. Entonces, 7(f.4,(As)) = 7(4s) €l cual es un grupo
de orden cuatro y 0545 (7(A4s)) =e. ®

Ejemplo 4.3 Sea§ el endomorfismo natural del funtor A asociado al residuo
perfecto, As el grupo alternante en 5 stmbolos y H € C{As), entonces

0 s H #1yH #As
Oas (eas,tr) = 1—eans st H=1
€AsAs siH=As

de donde
O (c052) = et
o, (227) = 239,
Ejemplo 4.4 Sea 6 el endomorfismo natural del funtor A asociado a los
2-grupos de Sylow, entonces

0 st H no es un 2-grupo
€A5,C; + A5, Dy T €ag,Ds siH=0,

€Ay, D; + Cag A, + Eagas St H =Dy

€asCs + €as 0y + Bag 1 stiH=1

Oas (eas,rr) =



Capitulo 5

Una perspectiva categorica

liste capitulo esta basado en {Val] y [Va2]. Los resultados principales de este
capftulo son los teoremas 5.1.12, 5.2.7, 5.3.10, 5.3.12, 5.3.13 y 5.4.5 donde
este iltimo no se encuentra publicado, pero fue obtenido por el autor de
dichas publicaciones.

5.1 Lema de Yoneda y el funtor A*

A continuacién denotamos por GRU y SET a las categorias de grupos finitos
y de conjuntos respectivamente.

Notacién 5.1.1 Denotamos por A' (resp. A}, al funtor A* : GRU —
SET, dado por AT : G — AY(G) (resp. A: GRU — SET, dado por A :
G +— A(G)). Para cada homomorfismo de grupos f : G — H denotamos
por f* al morfismo A(f).

Definicién 5.1.2 una transformacidn natural p en A es una familia de op-
eraciones entre conjuntos {ng : A(G) — A(G)}eegru tal que para cualguier
homomorfismo de grupes f : G — H, se tiene quen o f* = f*ong. De-
notamos por Op(A, A) al conjunto de lransformaciones naturales de A. De
manera aendloga se define Op(A*, A).

Observacién 5.1.3 Sean G y H grupos, decimos gue dos homomorfismos
de grupos p,, py : G — H, son equivalentes si eziste h € H tal que para
todo.g € G, p,(g) = hp,{g)h™". Asi, definimos la categoria G = GRU/ ~,
donde ~ es la equivalencie entre morfismos de grupes dada anteriormente.

68
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Luego el funtor A* : ¢ — SET, dado por AT : G — AY(G), esta bien
definido; en efecto si X es un H-conjunto entonces definimos el morfismo
de G-conjuntos: f : p}(X) — p3(X), dado por [ : 2z +— h~lz, claramente
f es una biyeccién entre conjuntos, mds ain para cada g € G, flgz) =
flor(@)z) = h-1p,(9)z = py(g)h~'z = gf(x), asi f es un isomorfismo de
G-conjuntoes, luego entonces p] = p3.

Notacién 5.1.4 Sea C una categoria no vacta y sea X un objeto de C. Con-
sideremos el funtor Home(X, ) y cualquier otro funior T : C — SET.
Sea n : Home(X, ) — T une transformacién natural, denotamos por
Nat(Home(X, ), T) al conjunto de transformaciones naturales entre estos
funtores.

Tenemos el siguiente lema:

Lema 5.1.5 (Yoneda) La aplicacién Y : Nat(Home(X, _),T) — T(X),
dada por 5+~ nx(1x}, es biyectiva.

Definicién 5.1.6 Un funtor T : ¢ — SET se llama representable st para
algtin objeto X de C, T' es isomorfo a Home(X, _)-

Notacién 5.1.7 Para cada n > 0, denotamos por A}(G) al conjunto
{X € AY(G) :| X |=n}.

Se ve como en el caso de A que el funtor AT : G — SET, dado por
A G — AF(G), esta bien definido.

Notacién 5.1.8 Denotamos al s(n)-congunto s(n)/s(n—1) por [n]. Un cdl-
culo directo muestra que [n] = {1,2,...,n} como s(n)-conjuntos.

Observacién 5.1.9 Sea X € AX{(G) y py : G — s(X), su representacion
por permutaciones asociada (1.1.16). Entonces para cada isomorfismos v ;
s(X) — s(n) induce represenfaciones equivalentes:

vopx ~ Px
Lema 5.1.10 Eriste un isomorfismo natural
AZ(G) & Homg(G, s(n))-

En particular, si G = s(n) entonces la identidad iyny : s(n) — s(n) se
corresponde con el s(n)-conjunto [n] = s(n)/s(n — 1}.



CAPITULO 5. UNA PERSPECTIVA CATEGORICA 70

- Demostracién. En efecto, sea 1 : A} (G) — Homg(G, s(n)) dada por
¥ : X +— py (1.1.16), este es claramente un isomorfismo. Por otra parte,
consideremos al 8(n)-conjunto [n} como {1,2,...,n}, entonces ¢ : [r] — piy,
donde pyy, : s(n) — s{n) esta dado por py, : ¢ — p,, pero por definicién:

ps : [n] — [n]
: 1 — o)

luego, p, = o, por lo que p, = isn)- M
Lema 5.1.11 ([Va2], lema 1.5) Eziste un isomorfismo natural
o0
A*(G) = [ ] Homg(G, s(n))-
n=0
Demostracién. Para cada G € G ,tenemos
A @) = [T 4 (6).
n=0

y tenemos por el lema anterior que A} (G) ¥ Homg(G, s(n)). El lema se
sigue ahora. m

Teorema 5.1.12 ([Va2], lema 1.10) La aplicacidén
® : Op(At, A) — H As(k)
k=0

S R (n,m([k]))‘iio '
donde [k] = s(k}/s(k — 1), es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. En efecto,

#

Op(A*,4) = Op([J AL, A)
k=0

[T ont4¢, 4)

k=0
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y por el lema de Yoneda

Rad oo 00
[T0w(At, 4) = [] Op(Homg(_,s(k)), A) = [ ] As(k)
k=0 k=0 k=0
se sigue del lema 5.1.10 que el isomorfismo se encuentra definido por el mapeo
b:n— (ﬂa(k)([k]))ﬁo- L]

Definicién 5.1.13 Los elementos n,,([k]) € As(k), k= 0,1,.., son llama-
dos los nimeros caracterfsticos de la operacién 7.

5.2 Desarrollo de Taylor de una operacién

Definicién 5.2.1 Para cada (m, n) € N? sean X € Ats{m) y Y € A% s(n),
definimos un producto » : A*s(m) x Ats(n) — A*s(m + n), dado por

XeoV :=Ind'™(X x Y).

s{m,n)
Observacién 5.2.2 Se sigue de la definicion que X oY = Y o X. Este
producto se extiende a As(m) x As(n) y también se ertiende al producto
[I2, As(n), de la siguiente manera: (an)ilq ® (bn)oso = (Cn)iig, donde
Cn = 3igsan i 0 b5
Proposicién 5.2.3 Sean X;,X; € As(m) y Y € As(n), entonces (X, +
Xy)oY =X 8Y + X;0Y. Andlogamente, siY1,Y; € As(n) y X € As(m),
entonces X o (Y1 +Yy) =X oY, + X oYs.

Observacién 5.2.4 Para b € As(m), consideramos la sucesién (A(b)n)neqo
dada por: A(b), =0, sin < m y Alb)a = be 1; ( donde 1; = s(l}/s(l))}, si
m+ ! =n. Claramente la aplicacién:
[+ a]
As(m) — ] As(n)
n=0
b — (AMb)n)lo
es un homomorfismo de grupos. Esto define un homemorfismo de grupos:

F @As(n) — UoAs(n.)

n=0

F ooy b [T(OG)R)20
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la cual se puede extender a un homorfismo de grupos,

Foo ] Astny — ] 4stn)
n=0 n=0
F oo ()2 ()0 (1n)320

Lema 5.2.5 Sean X un G-conjunto de cardinalidad k y px : G — s(k) la
representacion asociada a G en s(k). Fntonces paran € Op(A, A), ne{X) =
px{ax), donde ax = n([k]).

Demostracién. En efecto, por ser 77 una transformacién natural tenemeos

e © Px = Px © Nagrys 1u€80 Pk © Ny {[K]) = 0¥ (ak) = 1 0 pi ([k]) = n(X).
| ]

Lema 5.2.6 Para b € As(m) y G € G, tenemos que la aplicacidn F(b)g :
A (G) — A(G) es cero en G-conjuntos de cardinalidad menor a m.

Demostracién. Esto se sigue de las definicidénes y del lema anterior. =

Teorema 5.2.7 ([Va2], proposicién 2.7) La aplicacién F, es un isomor-
fimo de grupos.

Demostracién. Esto se sigue de la definicién y del hecho que la sucesién
(1,)%.o es un elemento invertible de [T-, As(n). =

Corolario 5.2.8 Cada operacidnn : AY — A puede expresarse, de manera
dnica, como una suma infinite de la forma

con b, € As(k). Nos referiremos a esta expresion como el desarrollo de
Taylor de 1.

Demostracién. Esto resulta del teorema anterior,del lema 5.2.6 y del
teorema 5.1.12. m
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Lema 5.2.9 Sean G y K grupos. Sip, : G x K — G es la proyeccidn en
la primera coordenada, entonices para cada H < G, p}{G/H) = S2K | como

G x H-conjuntos. Andlogamente, st pp : G x K — K es la proyeccidn en
la segunda coordenada, entonces para cada N < K, pj(K/N) = S2K como

K x N-conjuntos.

Demostracién. Considerar a p}(G/H) es tomar a G/H como G x H-
conjunto via la accién: a-gH = pi{e)gH, 0 € GXxH. Sea8: G/H — ﬁii,
la biyeccién dada por gH +— (g x 1x)(H x K), donde 1x es la identidad en
K. Sie) x a2 € G x K entonces 8((o1 x a3) - gH) = 8(p1(oq X az)gH) =

B(cagH) = (eng x 1x)(H x K), por otro lado
o) X ef(gH) = (e X ap)(gx lxg)H x K
= (g x ap)(H x K)
= (o9 x 1x)}(H x K)

en consecuencia p}(G/H) = £XX como G x H-conjuntos. ®

Lema 5.2.10 Sea H un subgrupo de un grupo G. Siin: H — G es la
tnclusion, entonces in® = Res§.

Demostracién. La demostracién es andloga a la dada en el lema ante-
rior. ®

5.3 Teorema de Vallejo

En esta seccién p; : s(m) % s(n) — s(m) y ps : s(m) x s(n) — s(n) son
las proyecciones en la primera y segunda coordenada, respectivamente.

Definicién 5.3.1 Una composicion débil para m (la cual denotaremos
por ¥ b m) es una sucecién vy = (vy,...,7,) tal que v, > 0 para cada i, y
tenemos que ¥ ¢, v; = m. Un subgrupo de Young de s(m) con respecto
a la composicidn débil v es un subgrupo de la forma s([v,]) x ... x s([7,]),
donde el produclo se considera directo inferno. Denotamos este grupo por
8(71 - Ya) 0 bién s,. Cada composicion débil v = (7y,...,7,) induce una
particién del conjunto [m] = {1,...,m}

[m] = HA,-, donde |A;| =1,

=1
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Notacién 5.3.2 SeanT = (a,....2,) ¥y A = {B,,.... B,) composiones de n.
Denotamos por {I', A} al conjunto de matrices m = (m, ;) de dimensidnrXs
con coeficienles en N, fales que:

k] r
Zmi.j =ﬁj Y me, = .
i=1 i=1

Entonces tenemos el siguiente teorema dado en [Ke 1]:

Teorema 5.3.3 Sean s y sy los subgrupos de Young de T = (ay,...,0:) y
A =(B,,...0,), composiciones de n y sean |7, A, 11i_, @ las particiones
inducidus en el conjunto [m] respectivamenie. Entonces existe una biyeccidn
entre las clases doble laterales sp\s(n)/sa y las matrices {I',A}, dada por
sposy — (JA; N ayl) . Mds ain, sp Ngspg™" =[], ; s(mi;).

Lema 5.3.4 Sean (m,n) € N? y G un grupo , entonces tenemos el siguiente
isomorfismo de grupos:

Homg(G, s(m)) x Homg(G, 5(n)) =2 Homg(G, s(m} X s(n)).
Demostracién. Esto se sigue de las siguentes asociaciones:
Homg(G, s(m)) x Homg(G,s(n)) «— Homg(G,s(m) x s(n))

(mofippof) « f
(p,) — (¢:9+— (w(g),¥(g)

donde, py : s(m) x s(n) — s(m) y p2 : s(m) x s{n) — s(n) son las
proyecciones en la primera y segunda coordenada, respectivamente. ®

Deflnicién 5.3.5 Una operacion n : A — A es aditiva si para todo
G € G y para todo X,Y € A*(G),

N6(X +Y) =ne(X) +ne(Y).

Deseamos ver cuando una operacién 7 : A¥ — A (cuya sucesién asociada
es (an)32,, donde a, := n,(n)([n]) ), es un homorfismo de anillos. Para esto
tenemos la siguiente proposicién:

Teorema 5.3.6 Un elemento { € Op(A* x A%, A), esta totalmente deler-
minado por la sucesion (g,(m',,)(p; [m], p3[n])) (mmyenz
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Demostracién. Tenemos que,

A* =[] Homg(_, s(r))

asi,
atxar = ] (Homg(_,s(m)) x Homg(_,s(n)))
{m,n)eN2
= [ Homg(_,s(m) x s(n))
{m,n)eN?
Luego
Op(A* x A*,A) = Op( [[ Home(_,s(m) x s(n)),4)
{m,n)eN?
- H Op(Homg(_, 8(m) x s(n)), A)
{m,n)cN?

y por el lema de Yoneda,
H Op(Homg(_,s{m) x s{n)),A) = H As(m,n).
(m,n)eN? (m,n)eN?

Ahora bien, por 5.3.4 tenemos que el morfismo identidad tym)xsn) : (M) X
s(n) — s(m) x s(n) se corresponde con (P © ts(m)xs(n): P2 © Lsim)xa(n)), UN
calculo directo muestra que Ppim] = P1 © ts(m)xs(n) ¥ Ppyin| = P20 % a{m)xs(n)-
La proposicién se sigue ahora. m

Corolario 5.3.7 Una operacidn 1 : At — A es adiliva si y sélo si para
cualesquier m,n € N

"L(m,n) (p; {m] + p‘; [n]) = na(m,n)(p; [m]) + ns(m,n) (P; {11.])

Demostracién. En efecto, la operacién 7 es aditiva, st y sélo si el sigu-
iente diagrama conmuta para cada G € G:

AH(G) x A*(C) —— A*(G) —=—- A(G)
(e T

A*(G) x A*(G)
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donde (n,1)¢ : (X,Y) — (9g(X),ns(Y)). Por el teorema anterior, esto
pasa si y sélo si

((+ ° (n:n))s(m.ﬂ)(p;[m]:p;[n]))(m.n)ei‘i’ = ((Tf o +)3(mm)(pum]np‘g[n]))(m.n)EN’-

luego 7 es aditiva si y sélo si para cualesquier m,n € N
’?s(m,ﬂ)(P; [m] +p;["‘]) = Tla(m,n)(p; [m]) + ﬂ,(m,n)(PE [ﬂ.])
[ ]

Definicién 5.3.8 Una operacién n es multiplicativa si pare toado GEG y
para cualesquier X,Y € A*{(G), tenemos queng(X ~ YY) = n5(X) — n5(Y).

Corolario 5.3.9 Una operacidn n: AY — A es multiplicative si y sélo si
pare cualesquier m,n € N

ﬂ,(m,n)(PI [m] ~ p;In]) = ns(m.n)(pI [m]) ~ na(m.n)(p;[n]):
donde” " denota el producto en el anillo A(s(m)xs(n))}.

Demostracién. La demostracién es andloga a la dada en el corolario
anterior. B

Sea  : At — A una operacién, ¥ 5o, F(bi) su desarrollo de Taylor y
(n)320 la sucesién asociada a 7 (dada por an = 7,4,)([n])).

Teorema 5.3.10 Una operacidn n : At — A es aditiva si y sélo si para
cualesquierm,ne N

Resyr D (@min) = P(am) + Py{an). (5.1)

Demostracién. Por el corolario 5.3.7, 7 es aditiva si y sélo si para todo
m,n € N,

7?.f,(m,n)(P; [m] + p;[n]) = Tls(m,n) (pI [m]) + Ts(m,n) (Pi{n])

pe(ro. )n,(m,n) (pi[m]) = Pinym(fm]) = pi(am). Andlogamente 7, ., (p3n]) =
P2{@n)-
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Por otra parte, por 5.2.9 tenemos que pj[m] = s(m,n)/s(m —1,n) y
piln] = s(m,n)/s(n — 1,m). M4s aiin, por el teorema de Mackey (1.3.7)
tenemos que Resﬁ:‘:';)([m+n]) =Y, 8(m,n)/(s(m,n)Ngs(m+n~1)g7"),
donde g corre sobre nn conjunto completo de representantes de las clases
dobles s(m,n)\s(m + n)/s{(m 4+ n — 1,1). Se tiene, entonces, del teorema

5.3.3 que

Rest™) (jm + n])

s(m.n) s(m,n)/s(m -1 n‘) + s(m,n)/s(n -1, m)

pifm| + piln}.

En conclusién,

na(m,n)(pi [m] + p;[n]) = ns(m,n)(Res:E::S)([m + n]))
Resyn ) (ymny (2 + 7))

s{rm,n)

Resm '™ (@umn)-

Obscrvacién 5.3.11 Sea 7 una operacidn aditiva, entonces g = 0. En
efecto, para cada G

16(0) = ne(0 +0) = 75(0) + 115(0),
asf ag = 0. Fn particular, by = 0.

Teorema 5.3.12 ([Va2], teorema 2.9) Sea b € As{k). Entonces la op-
eracion F(b) es aditiva si y sdlo si para cualesquier o, f > 0, tales que
o+ A =k, tenemos

Resi®, (6) =0 (5.2)

Demostracién. Supongamos que F(b) es aditiva y sea (A;)f2,, la suce-
sién asoclada a la operacién F'(b), tenemos por la proposicién anterior:

Resi®) (b} = pi(Aa) + P3(As)

pero, por definicién de la operacién I tenemos que p;(A;) = p3(Ag) = 0.
Inversamente, probaremos que F(b) es aditiva si se verifica 5.2. Sea
(M), la sucesién asociada a la operacién F(b). Tenemos cuatro casos:
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1) n = 0. En este caso tenemos:

Resim*™(Amin) = Am

ademss, p} = ly(m) por lo que p}(Am) = Am. También p3(A.) = p3(do) = 0.
Anidlogamente se ve el casom = 0.

2ym+n==k+r, r>0. Paray, = (m,n),v, = (k) tenemos por el
teorema de Mackey que:
Res:E:;';)(,\H,) = Reszéz;’;)(bo 1)

= Res:m;’)‘)hadﬁfgn)(t) x 1)
s(r,k)

_ ;8(m,n) .
- Z I"‘ds(al,na.az,m)cARess(a: .a:.aa.m)(b X 1")
A€ {a,8} .
a a3
ay Q4

— (rm,n} . (k) (r)
- E Ind:(m,ag,uz,a‘)cA(ReS:(nl,az) (b) X Res:(ag'q)(lf))
Ae{a,8}

= Indi{y ch (b X 1o X 1og X 13)

FIndXTm) e (Lo X b X 1n X 1g,)

3(0,m.k,a4)

dondeA1=(k 0),A2=(0 k).Ademés,

a3 N mo a4

A=

i, (5% 1o X 1oy X 1n) = (b X 1;pz) x (1o X 1a),

€, (20 % b X 1 % 1a,) = (Lo % L) x (b x 1n4),

s(m+n
Restmt™(Arer) = Indid (0% Lnok) X Lo+ 1 X Indler (b X 1n_s)
(b ] lm—k) X 1lp4+1, X (b L] ]-n—k)

A X 1o+ 1 X An

P (Am) + 22 (Aa).
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3) m + n < r. Este caso es trivial.
4) m + n = r. Esto se verifica por la hipétesis. ®

Sin =312, F(b), b € As(k), entonces tenemos la siguiente caracteri-
zacién de las operaciones aditivas:

Teorema 5.3.13 ([Va2], teorema 2.11) Una condicion necesaria y sufi-
ciente para que 1 Sea aditiva es que para cada k y pare cualesquier o, 8 >0,
teles que o + 3 = k, tenemos

Res3{?, (b) =0 (5.3)

Demostracién. En primer lugar probaremos que si n = 3,0 F'(b) es
aditiva, entonces cada F{b;) es aditiva. Para cada k definimos

Ji 1= n Nuc(Res:fgm).
at+f=k

Asf para probar que cada F'(b} es aditiva basta, por el teorema anterior, con
probar que b, € J,. Probaremos esto por induccién sobre k. Claramente se
verifica para k = 1. Supongamos que b, ; € Jpy; para 0 < 7 < [. Entonces,
por hipétesis, las operaciones F(by,), ..., F(bny;) son aditivas. Sea

m—1
Emi=1— 9 F(b)
i=0
entonces, £, ,, es aditiva, de donde

En-!-l(p;[s] + p; [t]) = EnﬂH(pI [S]) + En+l(p;[t])1

donde s+t =n+1lys>0,f>0 Ahora bien £, se anula en conjuntos de
cardinalidad m (5.2.6) por lo que

£nnalpils] + Pt} = 0.

Por otra parte,

n+i-1
b+ 1+1) = alln+1+1) = Y Fo)([n+1+1]
=0
ntitl
= Gnir31 E biel=bopy
=0

STA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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Luego, para s > 0,t > 0, s +t =n +{ + 1, tenernos que

Re“:{:ﬁ“’(bﬂun) = fﬂ.H(Res:E::)H’l)([n +I+1]))
= &oulpils] +paleh) = 0.

Esto es lo que queriamos demostrar. La implicacién inversa es trivial. =

5.4 Caracterizacion de las operaciones multi-
plicativas

Ahora estudiaremos el caso en el una operacién 7 es multiplicativa. Para
esto tenemos la siguiente definicién:

Observacién 5.4.1 Paera m,n nimeros natrueles, sea s(m) x s(n) el pro-
ducto directo externo de s(n) y s(m). Entonces s{m) x s(n) actda en [m) x [n]
diagonalmente:

(0,7)(3,5) = (0(8),7(5)),
Luego tenemos una representacidn por permutaciones asociada:
[ : s(m) x s(n} — s{mn)
2 {0,T) = Py

donde p(, 1y : (i,3) — (0(2),7(5)) (1.1.16). Se sigue de la definicidn que |
es inyectiva y denotamos por s(m)X s(n) a la imagen de f.

Lema 5.4.2 Sean m, n nidmeros naturalcs, entonces
pilm] - piln} = [m] x [n].

donde " — " denota el producto en el anillo A(s(m) x s(n))

Demostracién. En efecto, La accién de s(m) x s{n) en pj[m] (resp.
pafn]) e (o.7)(4, 7)) = a(i) (resp. (o,7)(i,7) = 7(J)), luego la accién de
s(m) x s{n) en pi{m] x p3[n} es pj[m] x pj[n], la cual es la misma que en
[m] % {n]. &
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Lema 5.4.3 Para cadam yn nﬁﬁeros naturales, tenemos que
() = [m) x 1], en A(s(m) x s(n)).
Demostracién. Esto se sigue de la inyectividad de f. m
Notacién 5.4.4 Para z = nl,q € A(s(0), definimos
Z = nlyoyxs(n) € A(s(0) % 3(n)).
Andlogamente siy = 3 \i(s(n)/H) € A(s(n)), definimos
7= Al(1x s(n))/(1 x H)) € A(s(0) % s(n))
donde 1 es la identidad de s(n).

Teorema 5.4.5 Sean: AY — A una operacidén, y sea (a,)2 4 su sucesidn
asociada, entonces 7 es multiplicative si y sélo st para cualesquier m,n > 0,

F*((emn)) = pi{am) ~ pi(an), (5.4}

(donde ™ ~ " denota el producto en el anillo A(s(m) x s(n)) y f es el iso-
morfismo dado en 5.4.1). Mds aun se verifican las formulas:

~ @y = dg en A(s(0) x s(n)),
« @y =dg en A(s(n) x s(0)),

g8

pare todo nimero natural n.

Demostracién. En efecto,  es multiplicativa, si y sélo si para todo
G € G y para cualesquier X,Y € A*(G), tenemos que ng(X « Y) =
ne{X) ~ 1o(Y). Més aiin esto pasa si y sélo st para cualesquier m, 1 tenemos
que

na(m,n)(P; [m] ~ p;[n]) = ns(m,n)(p; [m]) ~ ns(m,n)(p'; [n])
= P;(Th(m) [m]) - Pﬁ(’le(n)[n])
= pilam) > pi(an).

Por otra parte, de los lemas 5.4.2 y 5.4.3, se tiene que

T]a(m,n) @I [m] ~ p;[n]) = (f)-(a'mn)# (55)
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donde f es el isomorfismo dado en 5.4.1. Asi,
f*(@mn) = pi(am) - p3{an)-

quc es lo que deseabamos probar.
Ahora veamos el casom =0 o n = 0. Supongamos quem =0y n # 0.
Tenemos que

S*(a0) = pi{a0) — pilan).

Ahora bien, ag € As(0), es de la forma k1q para alguna k, asf pi{ap) = do,
analogamente f*(ap) = @ y como pp : 3{0) x s(n) — s(n) esta dado
por p; : (e,0) — o (donde e es el inico elemento de s(0)), tenemos que
p3(a,) = @, luego tenemos que

dg ~ @, = dog.

De manera andloga, se tiene param # 0y n = 0 que

Oy~ Gy =y

y para m = 0,n = 0, tenemos que

dg -~ 8y = do-
]

Observacién 5.4.6 Seu 1 una operacidn, entonces 15(G/G) = G/G para
cada G siy sélo siay = by = s(1)/s(1). Claramente, si n5(G/G) = G/G en-
tonces a; = by = s(1)/s(1). Andlogamente, si a; = b, = 5(1)/s(1), entonces
por 5.2.5, se tiene que ng(G/G) = pgelar) = pgc(s(1)/5(1)) = G/G.

Ejemplo 5.1 Sea 6 el endomorfismo natural asociado al residuo perfecto,
Fao :=< (1,2,3,4,5), (2,5)(3,4), (2,4,5,3) >, C¢ :=< (2,3)(4,5),(2,4,3,5) >
entonces dicho endomorfismo natural se corresponde con la sucesion (an )32y =
(0,11,212,313,414;5[8(5)/8(2)] — 3[5(3)/C4] — 3[S(5)/ < (4,5), (2,3) >
] -5[5(5)/S(3)] +5[S(5)/5(2) x §(3)] +5[S(5)/ Fao] +5[S(3)/5(4)], --.). Pero
por €l colorolario 5.2.8 se tiene que (an)320 = Y o Flbm), donde (bn)o_o =
(1, —1[S(2)/1]+213, [S(3)/1}-3(S(3)/S(2)]+31s, —L[S(4)/1}+4[S()]S(2)
Osiota)) 2 (o o2y 21— (S(/S(@] + SialSEYY = HSGYCA +
5[5(5)/ Fao, ).
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Ejemplo 5.2 Sea 6 el endomorfismo natural asociado a los 2-grupos de Sy-
low, Cy .= < (4,5) >, C3 := < (1,2,3) >, Cs := (1,2,3,4,5) entonces
este endomorfismo se corresponde con la sucesion ()2, = (0, 11, [S(2)/1},
(S(3)/Ca) + 13, ~1[5(4)/5(2)] + [S(4)/Cs] + 2[S(4)/S(3)], ~[S(8)/S(2)] +
(S(5)/Cs) + [S(5)/5(3)} + [S(5)/Ca x C3] + 1s,...}. Procediendo de manera
andloga al ejemplo enterior tenemos que (bym)Z_g = (1;,0,-1[S(3)/S(2)} +
(S(3)/Cs) + 15,0, ~[S(5)/S()] + [S(5)/C X Cal + (S(5)/C] + [S(G)/S(3)] -
1[8(5)/C; x 5(3)] - 1[S(5)/5(4)] + 15, ...).



Capitulo 6

Resultados

En este capitulo vamos a exponer una sintesfs de los métodos tratados por
Vallejo en ([Val], [Va2]) y por Blass en [Bl], con el objetivo de entender
mejor los endomorfismos naturales del funtor aniilo de Burnside con respecto
al marco dado por Vallejo. Cabe destacar que lo resultados de esta seccién
son nuevos y fueron obtenidos por Vallejo y los autores de esta tesis. Los
resultados mds importantes de este capitulo son 6.3.2, 6.3.5 y 6.4.1.

Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Denotaremos por (H)g como
la clase de conjugancia de H en G. _

Es claro que los teoremas 5.1.12 y 5.2.7 se cumplen cuando consideramos
el funtor Ag en el lugar de el funtor A.

6.1 Un Ejemplo

En esta seccidn presentamos un ejemplo de una sucesién asociada a un en-
domorfismo natural que se puede escribir de una manera sencilla, diferente a
las dadas en {Va2].

Proposicién 6.1.1 Si 5 es un endomorfismo natural entonces:

TP = Y (s, o (6.1)
(H)

Yo el D esmux

UeImsc) Kefzl, W)

donde g, : C{8{n)) — C(8(n)) (como se definis en 4.1.6).

84
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Demostracidn. Sea (H) € C(s(n)). Haciendo uso de 3.2.9 se llega a
tener la siguiente igualdad:

ﬂs(n)([“}) = Z W(H)(’Ism)([n])) €stn)H (6-2)
(H}

pero por la ecuacién 4.2 se tiene que @ {(nsemy([n])) = tpﬁs(")w)([n]), luego
entonces al sustituir la igualdad anterior en la ecnacién 6.2 y factorizando se
llega a la ecuacién 6.1. =

Corolario 6.1.2 Sea m, el conjunto de todos los niimeros primos divisores
de n! y P, (S{n)) el subconjunto de C(S(n)) que consta de las clases de
conjugancia de subgrupos w,-perfectos Entonces la sucesion:

( Y oulln)) eyn (6.3)

(H)Epfn(s(n)) n=0

se encuentra en corvespondencia con un endomorfismo natural
Demostracién. Si para cada grupo G, se considera la funcién:
Mg : C(G) = C(G)
Mg+ (U)— (V)

donde V es ¢! minimo subgrupo normal de U tal que el cociente U/V, es un
grupo soluble. Entonces la familia de funciones {7} induce por el corolario
6.2.4 un endomorfismo natural de el funtor anillo de Burnside (al cual lla-
maremos 7) tal que su sucesién asociada (Rg(y(n]). _o ©s igual a la sucesién
6.3 tras aplicarle la ecuacién 6.1 y la igualdad 3.5, puesto que

Im{fjyy) = {H < 3(n) : H es perfecto}.

6.2 Algunas propiedades de marcas
Lema 6.2.1 Sea X un G-conjunto y K < H < G, entonces:

px (X) = o (Res§ (X)) (6.4)
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Demostracién. Basta con observar que la accién de K en X no depende
de considerario como G conjunto o como H-conjunto. =

Lema 6.2.2 SeaG y H grupos yp :GXH — G ypy: GXx H— H las
proyecciones, si S € A(G), T € A(H), y 0 es un endomorfismo natural del
Juntor A, entonces

Oexu(pi(S) « p3(T)} = pi(0c(S5)) ~ Py (0u(T)).

Demostracién. La igualdad se verifica inmediatamente, pues & es un
endomorfismo natural. &

Lema 6.2.3 Sean G y H grupos, p, : Gx H > G ypy: Gx H — H los
homorfismos proyeccién. SiU < G x H,5 € A(G), T € A(H). Entonces

u (p1(S) ~ PiT)) = @) (S) Cpa) (T) - (6.5)

Demostracién. La ecuacién 6.5 se verifica, haciendo uso de la proposi-
cidn 1.2.16 y del hecho, de que @y : A(G x H) — Z, es un homornorfismo
de anillos. ® :

Proposicién 6.2.4 Sean G, H grupos y U < G x H. Si suponemos que
S € A(G), T € A(H) y 8 es un endomorfismo natural de el funtor A entonces

P, ww) P1S) ~ P2TD)) = Cac ) (S} 3,y (T)
dondep, : G X H— G ypa: G x H— H son los homorfismos proyeccidn.
Demostracién. Sea U < G x H, entonces por el lema 6.2.2 se tiene
pullcx(i(S) ~ PT))) = u(pi(0e(S)) ~ P30a(T))),
y por el lema 6.2.3 y la igualdad 4.2 se tiene que

PG nil) (21(S) ~ n(T)) = alp(U)) (S) o (patUY) (T).
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6.3 Propiedades de endomorfismos y marcas

Recordamos que si 17 es un endomorfismo natural de el funtor anillo de Burn-
side entonces por el teorema 5.1.12 se le puede hacer corresponder la sucesién
(’?S(n) ([n])):o _o ¥ Por la proposicién 3.2.7 esta sucesién se puede ver como la
suma Y oo F(b), donde &, € A(S(k)).

En este capitulo p; : 8(m) x s(n} — s(m) y pz : s(m) x s(n) — s(n}
son las proyecciones en la primera y segunda coordenada, respectivamente.

El objetivo de la siguiente proposicién es caracterizar los elementos by a
partir de los elementos de la sucesién (7g¢) ( [n])):io.

Notacién 6.3.1 A partir de estc momenio denolaremos por a, al elemento
nS(n) ([n]) : dOﬂdC n= 01 1= 2: .-

Teorema 6.3.2 Scan un endomorfismo natural de el funtor anillo de Burn-
side entonces:

PH).,, (an) st H < S(n) actda transitivamente en [n]
PIH] 5n) (6a) = S(a) en caso conirario
(6.6)

Demostracién. Si suponemos que H < S(n) no actia transitivamente
en [n] g, , entonces esto nos asegura la existencia de por lo menos dos érbitas
Oy(z) y Ou(z) donde z y z € [n], por lo que se puede considerar a el
conjunto [r] como unién disjunta de dos conjuntos A y B donde Ox(z) C A
y On{z) C B, por lo que H es un subgrupo de un conjugado en S(n) a el
subgrupo de Young S, donde 7 es la particién de n dada por {{A|,|B}}.

Por otro lado, tenemos por el teorema 5.3.13 y por el inciso 3) de la
proposicién 1.3.6 la siguiente igualdad:

Res3r (Resg’(r") (b,,)) = Res3™ (0) = 0, donde 7 es la particién {|A},|B[}

pero si.aplicamos la ecuacién 6.4 a la identidad anterior entonces se tiene
que:

Souqs{n) (bn) = (p[K]H (Resff(ﬂ) (bﬂ)) = 0, donde K S H

luego entonces Py (by) = 0.
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Ahora supongamos que H < §(n) actua transitivamente en [n].

Si consideramos p; : S{rn — i) x S{i) — S(n — i) (la primera proyeccién),
entonces por el teorema de descomposicién para G—conjuntos de Mackey se
tiene que:

Resy™ o Ind() o (P (bn-4)) =

s - A. i -1 »
= Z In’dﬁngs(n-i,i)g" o Resif.’(\ZS('ntlgij)g—l( ! {01 (bn-i))) =
HgSn-1i,i)

= Z z a; [g] ,aie-ZVi (6.7)

HgS{n—i,i) U,<HNgS{n-ii)g™!

Donde HgS(n — i,i) € H\G/S(n — i,1) y S(n — i,7) es el subgrupo de
Young correspondiente a la particién {n — 2,1} .

Por otro lado, si aplicamos la ecuacién 6.4 en la identidad 6.7 se llega a
lo siguiente:

S(n S(n .
PlH)gn) (bn-i ® 1:) = @y, (ResH( Yo Indszn)—i,i) (pl(bﬂ—i))) =

- x eeaf(g]) e

HgS(n—i4) U;<HMgS(n—1,i)g~!

pero el inciso 4) de la proposicién 1.1.23 nos dice que

iy ([g]) =0,YU; < HNgS(n —i,4)g7",

pues H < S(n) actda transitivamente en [n], luego entonces n{H,U;) = 0.
Al substituir ¢z ([g]) = ( en la igualdad 6.8 se obtiene

‘,D[Hls(“) (bn," [ ] 1,) = 0

Pero b, = ¢, — ZI:II bn-ie1l; por la proposicidn 5.2.7, por lo tanto al aplicarle
marcas a b, se tiene que:

n-1
PlH5m) (bn) = Pl 50 (an - an—i . 1:‘) = PlH] 5 (an).
i=1
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Proposicién 6.3.3 Una operacidn n: At — A es aditiva si y sélo si para
cualesquier m,n y para todo subgrupo U de s(m) x s(n), se tiene que

@y (@min) = Pp ) (@m) + Ppy{an)-

Demostracién. En efecto, por 5.3.10 % es aditiva si y sélo si, para
cualesquier, m y n se tiene que

Resiim™N(amn) = Pi(am) + p3(an),

y por (4.2) esta pasa si y sélo si para todo subgrupo U < s(m) x s(r) se
tiene que

(Pu(am+n) = ‘PpJ(U)(am) + (PP:(U)(G“)'

.
Observacién 6.3.4 Sea U < s(n), entonces U actia en [n] y ast [n] =
Pi1]...11 P, donde P; son las drbitas en U. Luego si |P;| = L, entonces

U <s{ly) x ... x s{ly) < s(n).
~ Teorema 6.3.5 Con la notacidn de la observacidn anterior, tenemos que
Pu(an) = @p (b)) + - +Pp (b ),

(ppl('u)(bh)donde pi s s(h) x ... x s(le) — s(L) es la i-ésima proyeccion.
Demostracién. En efecto, tenemos por la observacién anterior que
0(an) = Cpu(y(an) + - + Oy iylas):

Ademdés, U es transitivo en P;, por lo que p;(U} es transitivo en F;. Entonces

por el teorema 6.3.2 tenemos que @, (@) = @y, wy(bs), para 1 < i <k, en
consecuencia

wU(aﬂ) = (Pp;(U)(bh) + ...t ‘Ppk(U)(bIk)‘
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6.4 No existen endomorfismos con desarrollo
de Taylor finito.

Teorema 6.4.1 Seu 6 un endomorfismo natural de el funtor anillo de Burn-
side. §i 8 no es el endomorfismo natural identidad, entonces 0 tiene desar-
rollo de Taylor infinito.

Demostracién. Supongamos que Y, o F(bx), donde b € A(s(k)), es la
sucesién asociada a #. Como @ no es el endomorfismo identidad, se deduce
que cxiste un b diferente de cero y de la identidad en A(s({1)). Entonces,
por ¢l teorema 6.3.2, existe un subgrupo U de s(k) transitivo en [k], tal que
@y (ar} # 0. Sea f el homomorfismo de grupos definido en 5.4.1, entonces
definamos U xU, como f(U x U). Haciendo uso de 1.2.16 y de 5.4.5 se tiene
que

Yusu (axz) = uxu (f* (i) = @uxw (Pilex) ~ pilex)),
pero por el lema 6.2.3, se concluye
Puxu (Pi(ar) ~ p3(ar)) = vu (ax) vy (as) ,

puesto que @y (ax} # 0, entonces @y 5y (ax2) # 0, pero UxU es transitivo en
[k%], por lo tanto haciendo uso del teorema 6.3.2, se observa que @y 5, (ax2) =
Yusu (bra) #0, por lo tanto bz # 0. =



Apéndice A
Programas

OEn este apéndice proponemos algiinos programas hechos en GAP 4 ([BzSt),
[GAP1]), [GAP2]) para facilitarle al lector de esta tesis algiinos célculos ref-
erentes a anillos de Burnside y a endomorfismos naturales del funtor anillo
de Burnside.

# ———

#En esta parte se declaran las variables globales

# —— v ——

#5e¢ fija un grupo finito de permutaciones G.

#En este caso consideraremos al grupo de simetrias
#en tres simbolos (SymmetricGroup(3)).
BindGlobal(’’g’’,SymmetricGroup(3));

#5e crean las variables referentes a la tabla de
#marcas del grupo SymmetricGroup(3).
BindGlobal(’’tm’’,Table0fMarks(g)};
BindGlobal(’’gen’’, TransposedMat (MatTom(tm}});
BindGlobal(’ 'sgen’’,Size(gen));

# _____ e e e s o
#En esta parte se definen funciones, para verificar
#si un elemento esta en A(g) o en el encaje de A(g)
#en Z°(n), al cual llamaremos AZ(g) donde
#g:=SymmetricGroup(3).

#.,.__
#Este procedimiento verifica si un elemento en Z~(n),
#también es elemento de AZ(g).
EsElementoDeAZ:=function(x)

92
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#x es una lista con entradas en los enteros
#de longitud sgen.

local tt,i,st,vv,uu,gr;
gr:=ValueGlobal(’’gen’’);

tt:=List (Inverse{gr)*x!{1],IsInt);
st:=Size(tt);

uu:=true;

for i in [1..st] do

vve=tt[i];
uu:=uu and vv;

od;

return uu,;

end;
#Este procedimiento verifica si los elementos de
#la lista de coeficientes de un elemento en A(g)
#son enteros.
EsElementoDeA:=function(x)
#Una lista de longitud sgen.

local tt,i,st,vv,uu;

st:=Size(x);

tt:=List(x,IsInt);

uu:=true;
for i in [1..st] do
vv:=tt[i];
uu:=uu and vv;
od;
.return uu;
end; .
# JR—— —_

#En esta parte se declara a AZ(SymmetricGroup(3))

#como dominio en GAP.

#___ - - — -

DeclareCategory(’’IsMyCbject’’,IsObject);

DeclareRepresentation(’’IsMyObjectListRep’’,
IsPositionalObjectRep, [1]1); _

MyType:= NewType(NewFamily(’’MyFamily’?®),
IsMyObject and IsMyObjectListRep);

MyObject:= val -> Objectify(MyType,
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(Immutable(val)l);
InstallMethod(ViewObj,
*’Vigualiza un objeto en ‘IsMyObject’.’’,
true,
(IsMyObject and IsMyObjectListRep],O,
function(obj)
if EsElementoDeAZ(obj)=true then
Print(*’<?’,obj![1],7'>"*);
else
Print(fail);
fi;
end
)5
InstallMethod(PrintObj,
' Tmprimir un objeto en ‘IsMyObject’.’’,
true,
{IsMyObject and IsMyObjectListRepl,O0,
function(obj)
if EsElementoDeAZ(obj)=true then
Print (* ’MyObject (**,objf[1],%°)7%);
else
Print (fail,?’\n*’);
fi;
-end
);
#_
#En esta seccidén se define la estructura
#multiplicativa de AZ(g).
InstallOtherMethod (\*,
''Definicién del producte en AZ(g)?’,
true,
[IsMyObject and IsMyObjectListRep,
IsMyObject and IsMyObjectListRep],0,
function(x,y)
local a,i;
if (EsElementoDeAZ(x) and EsElementoDeAZ(y))=true then
a:=[1; '
for 1 in [1..8ize(x![1])] do
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ali] :=x1[11 [i]1*y' [1] [i];
od;
return MyObject(AsList{(a));
else
return fail;
fi;
end
)i
InstallTrueMethod(IsHultiplicativeElement,IsMyObject);
InstallOtherMethod (OneOp,
1 1Definicién del neutro multiplicative, en AZ(g)’’,
true,
{IsMyObject and IsMyObjectListRepl, O,
a -> MyObject(List([1..sgen],i->1)));
InstallTrueMethod( IsMultiplicativeElementWithlInverse,
IsMyObject );
#— ———
#Fn esta seccién se define la estructura aditiva de AZ(g).
InstallOtherMethod (\+,
*'Define la suma en AZ(g).’’,
true,
[IsMyObject and IsMyObjectlListRep,
IsMyObject and IsMyObjectListRepl,O,
function{x,y)
local a,i;
if (EsElementoDeAZ(x) and EsElementoDeAZ(y))=true then
a:=[1;
for i in [1..Size(x![1]}] do
ali):=x![1][i]+y! [1]1 [i];
od;
return MyObject (AsList(a));
else
return fail;
fi;
end
)
InstallTrueMethod (IsAdditiveElement,IsMyObject);
InstallOtherMethod(ZeroOp,
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'’Definicién del neutro aditive, en AZ(g}).'’,

true,

[IsMyObject and IsMyObjectListRepl,O,

a -> MyObject(List([l..sgen],i->0)));
InstaliTrueMethod (IsAdditiveElement, IsMyObject );
InstallOtherMethod(AdditiveInverselp,

'’Crea el inversc aditivo para algin elementoc en AZ{g).’?,

true,

[IsMyObject and IsMyObjectListRepl,0,

function(x)

if EsElementoDeAZ(x)= true then

return{MyObject (-1»x![1])};
else
return fail;

fi;

end
)i
InstallTrueMethod (IsAdditiveElementWithInverse, IsMyObject);
MyType:= NeuType (NewFamily (' ’MyFamily’’),

IsMyObject and IsMyObjectListRep);

# - .
#En esta seccidén se da un procedimiento para verificar si
#dos elementos en AZ(g), son iguales.
InstallOtherMethod(\=,

'*Verifica si dos elementos en AZ{g), son iguales’’,

true,

{IsMyObject and IsMyObjectListRep,

IsMyObject and IsMyObjectListRep],O0,

function(x,y)

return x![1]=y![1];

end

)i

#= —_———

#Ejemplo:

#gap> a:=MyObject([3,1,0,0]); b:=MyObject([2,0,2,0]);
#<[ 3,1, 0, 01>

#<[ 2, 0,2, 01>

#gap> ax(b+a);
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#<[ 15, 1, 0, 0 1>

#En esta parte se definen alginas funciones referentes tanto
#a A(G) como a AZ{(G).

. —_
* —

e T
#En esta seccidén se definen funciones para convertir
#elementos de A(g) en elementos de AZ(g) y viceversa.
#Este procedimiento convierte un elemento de A{(g) en un
#elemento de AZ(g).
HHBHNOTARSHE
#En este programa los elementos del anillo de Burnside se
#van a dar comc una lista, donde cada elemento de la lista
#es el coeficiente correspondiente a un g-conjunto
#transitivo. El orden total de leos g-conjuntos transitivos
#es establecido por la instruccién de GAP
#List([1..5ize(m)],i->RepresentativeTom(qgq,i));.
AaAZ:=function(pp)
#pp un elemento de A(g).
if EsElementoDeA{pp)=true then
return MyObject (gen*pp);
else
return fail;
fi;
end;
#Este procedimiento convierte un elemento de AZ(g) en un
#elemento de A{g).
AZaA:=function(x)
#x un elemento de AZ{g).
it EsElementoDeAZ(x)=true then
return Inverse(gen)*x![1];"
else :
return fail;

#Ejemplo:



APENDICE A. PROGRAMAS 98

#gap> a:=AaAZ([1,1,1,2,6,-1,8,2,1]);
#<[ 261, 25, 6, 9, 21, 0, 9, 3, Lt ]>

#gap> AZaA{a);

#[ 1,1, 1, 2,6, -1, 8, 2, 1]
#

#__

#En esta seccién se definen algunas funciones referentes
#a las clases de conjugacion de subgrupos de algin grupo G.
#La siguiente funcién genera una lista de todos los repre-
#sentantes de las clases de conjugancia de subgrupes de G.
HHHINOTA#BRH
#El1 orden que le da esta funcién a las clases de conjugancia
#de subgrupos de un cierto grupo, es el orden total
#considerado en su tabla de marcas.
cc:=function(x)
#x es algin grupo.
local i,a,ct;
a:=[];
ct:=TableOfMarks(x);
for i in [1..Size(MatTom(ct))] do
a[i] :=RepresentativeTom(ct,i);
od;
return AsList(a);
end;
#Esta funcién localiza la posicién de un representante de
#la clase de conjugancia de algin subgrupo de G en la lista
#dada por la funcién cc.
EncEcc:=function(g,x,dd)
#g es algin grupo.
#x algin subgrupo de g.
#dd la lista dada por la funcidém cc.
local a,b,i,j,u;
a:=List (ConjugacyClassSubgroups(g,x));
for i in [1..Size(a)] do
u:=Position(dd,afil);
if u<>fail then
return u;
fi;
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#Ejemplo:

#gap>a:=cc(AlternatingGroup(6));

#[ Group(()), Group([ (2,3)(4,5) 1),

# Group([ (3,4,5) 1),

# Group([ (2,3)(4,5), (2,4)(3,8) 1),

# Group([ (1,2,3,4,5) 1),

# Group([ (3,4,5), (1,2)(4,8) 1),

# Group([ (1,2,3,4,5), (2,5(3,4) 1},

# Group([ (2,3)(4,5), (2,4)(3,5), (3,4,5) 1),
# AMe([1.. 511

#gap> EncEcc(AlternatingGroup(6),Group((1, 4 2)),a);
#3

T =

»

#__
#En esta seccién se define una funcién que genera los

#idempotentes primitivos y ortogonales de AZ(g) y de A(g),

#como un Record de GAP.
IdAZA:=function(tg)

#tabla de marcas de un grupo g.

local bAZ,e,c;
e:=IdempotentsTomInfo(tg);
bAZ:=List(e.fixpointvectors, MyObject);
¢:=List(bAZ,AZal);

return rec(IdempEnAZ:=bAZ,IdempEnA:=c);
end;

#Ejemplo:

gap> a:=IdAZA(TableDfMarks(AlternatingGroup(5)));;
gap> a.IldempEnAZ;

(<[1,1,1,1,1,1,1,1, 01>,
<[0,0,0,0,00,0,0,11>]1]

gap> a.ldempEnd;

(gt -2,-1,0,0,1,1,1,01,
[-1,2,1,0,0, -1, -1, -1, t]1]

ﬁ

99
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# _
#En esta seccion se definirdn las funciones Res e Ind
#para elementos de A(G).
#Definicidén de la restriccién.
Res:=function(gr,sgr,ele,tmgr,tmsgr)
#gr grupo.
#sgr subgrupo de gr.
#ele elemento de A(G).
#tmgr tabla de marcas de gr.
#tmsgr tabla de marcas de sgr.
local i,a,d,ggm,j,sigr,ssgr,ui,ggsm,k,uj,aj,ee;
sigr:=Sizelgr);
ssgr:=Size(sgr);
if IsSubgroup{gr,sgr)=false then
return fail;
else
if ssgr=sigr then
return ele;
else
gem:=TranspesedMat (MatTom{tmgr) ) ;
ggsm: =TransposedMat {MatTom{tmsgr));

d:=ggm*ele;
a:=[];
ee:=[1;

for i in [1..Size(ggm}] do
a[i] :=RepresentativeTom{tmgr,i);

od;
aj:=AsList(a);
uj:=[1;

for j in [1..Size(ggsm)] do
uj [j]:=RepresentativeTom(tmsgr,j);
od;
ui:=AsList{uj);
for k in [1..Size{(ggsm)] do
ee[k] :=d[EncEcc{gr,uilk],aj)];
od;
fi;
fi;
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return Inverse(ggsm)*AsList (ee);
end;
#Esta funcién genera una lista de logitud me
#que lleva al escalar ec en la posicién k
#y el resto de las posiciones tiene valor cero.
eles:=function(k,me,ec)
local aa;
aa:=IdentityMat (me);
return ec*aalk];
end; .
#Esta funcién aplica la induccién a un elemento
#de A(G).
Ind:=function(sgr,gr,ele, tmsgr,tmgr)
#gr grupo.
#sgr subgrupo de gr.
#ele elemento de A(G).
#tmgr tabla de marcas de gr.
#tmsgr tabla de marcas de sgr.
local a,i,ggm,aj,uj,ui,j,ggsm,ee,ed,ff, k;
if IsSubgroup(gr,sgr)=false then
return fail;
else
ggm: =TransposedMat (MatTom(tmgr)) ;
gegsm:=TransposedMat (MatTom(tmsgr)) ;
a:=({];
for i in [1..Size(ggm)] do
alil :=RepresentativeTom(tmgr,i);

od;
aj:=AsList(a};
uj:=[J;

for j in [1..Size(ggsm}] do
uj(j]:=RepresentativeTom(tmsgr,j);

od;
ui:=AsList (uj};
ee:=[];

ed:=0*[1..Size(ggm)];
for k in [1..8ize{ggsm)] do
ee[k]:=eles(EncEcc(gr,uilk],aj),Size(ggm),elelkl);
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od;

ff:=AsList (ee);
fi;
return Sum(ff);
end;

m

#Ejemplo:

#gap> Res(SymmetricGroup(4),SymmetricGroup(3),

#> [1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],

#> TableOfMarks(SymmetricGroup(4)),

#> TableOfMarks(SymmetricGroup(3)});

#[ 4, 0,0, 01

#gap> Ind(SymmetricGroup(3),SymmetricGroup(4),

#> {4,0,0,03,

#> Table0fMarks (SymmetricGroup(3)),

#> Table0fMarks(SymmetricGroup(4)));

#( 4,0, 0,0,0,0,0,0,0,0, 01

# —

#En esta parte se definen los endomorfismos naturales del
#funtor anillo de Burmside, en GAP.

# J—

#Esta funcién calcula el residuo perfecto de un grupo.
EndRePerf:=function(x)

#x un grupo.

_return PerfectResiduum(x);

end;

#Esta funcién calcula el p-subgrupe de Sylow de un grupo.
EndSy:=function(x,p)

#x un grupo.

#p un nimero primo.

return SylowSubgroup(x,p);

end;

#51 una lista x esta contenida en una lista 11 entonces
#esta funcidn crea una lista de longitud Size(11l) que
#contiene unos en las posiciones donde se encontraban
#los elementos de x en 11 y ceros en los que no.

#en un cierto vector.
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ConCL:=function(x,11)

#x lista.

#11 es una lista tal que x esta contenida en 11.
local a,b,i,c,.j:
a:=Size(x);
b:=List([1..Size(x)],i->Position(1l,x[11));
c:=[1;
for i in [1..Size(11)] do

if (i in b)=true then

cli}:=1;
else
cli] :=0;
fi;
od;
return AsList{c);
end;

#Esta funcién evalda un endomorfismo natural de A()
#correspondiente a EndRePerf o a la funcidén EndSy en un
#idempotente primitivo y ortogonal del dlgebra de
#Burnside de A(G) para algin grupo G.
FvalEndId:=function(gr,tgr,qq,opti,pri)

#gr grupo.

#tgr tabla de narcas de gr.

#qq idempotente primitivo y ortogonal en el &dlgebra.
#de Burnside de A(gr}.
#opti=1 si tomamos el endomorfimo natural de A(.)
#asociado a EndSy(_,pri) y opti=2 si es el asociado
#a EndRePert.

local a,ed,FpEndSy,FpEndRePertf;

a:=Size(MatTom(tgr));

ed:=List([1..a],i—>RepresentativeTom(tgr,i));

FpEndRePerf :=function(pp)

return IsConjugate{gr,EndRePert (pp),
ed[Position(qq,1)]);
end;
FpEndSy:=function(p)
return IsConjugate{gr,EndSy(p,pri},
ed[Position(qqg,1}]);
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end;
if opti=1 then
if Size(Filtered(ed,FpEndSy))<>0 then
return ConCL(Filtered(ed,FpEndSy),ed);
else
return 0+[1..a];
fi;
else
if Size(Filtered(ed,FpEndRePerf))<>0 then
return ConCL{(Filtered(ed,FpEndRePerf),ed);
else
return 0+[1..al;
fi;
- fi;
end;
#Fsta funcién evalia en x ( x elemento de A(G))
#al endomorfismo natural de A{_) correspondiente a EndSy si
#opci=1 o a EndRePerf si opci=2.
EvalEnd:=function(gg,tgg,x,opci,pri)
#tgg un grupo.
#tgg tabla de marcas de gg.
#x elemento en A(gg).
#opci elemento de {1,2}.
#pri un mimero primo.
local ma,b,c,sa,i;
ma:=TransposedMat (MatTom(tgg)) ;
b:=ma*x;
c:={];
sa:=Size(ma);
for i in [i..sa] do
c[i] :=b[i]l*EvalEndld(gg,tgg.eles(i,sa,1) ,opci,pri);
od;
return Inverse(ma)*Sum{AsList(c));

H

#Ejemplo:
#gap> EvalEnd(AlternatingGroup(5),
#> TableOfMarks(AlternatingGroup(5)),
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#> [0,0,0,0,0,0,0,0,1],

#> 2,2);
#[ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]
# ——————————

#Esta funcién calcula los elementos an’s de un endomorfismo
#natural asociado a EndSy si opci=1 o a EndRePerf si opci=2.
an:=function{(n,opci,pri)
#n un nimeroc natural.

#opci elemento del conjunto {1,2}.

#pri un nimero primo.

leocal sn,tsn,stm,ed,ff,snm;

sn:=SymmetricGroup(n);

snm:=AsSubgroup(sn, SymmetricGroup(n-1));
tsn:=TableQfMarks(sn);

stm:=Size(MatTom(tsn)});
ed:=List([1..stm],i->RepresentativeTom(tsn,i));
ff:=eles(EncEcc(sn,snm,ed) ,stm,1);

return rec{CoefEnA:=EvalEnd(sn,tsn,ff,opci,pri),TM:=tsn);
end;

#Esta funcién calcula los elementos bn”s de un endomorfismo
#natural asociado a FndSy si opci=1 o a EndRePerf =i opci=2.
bn:=function(pp,qq,n)
#n el nimero dado en an.
#pp es el objeto dado por an(n,opci,pri).CoefEnA.
#qq es el objeto dado por an(m,opci,pri).TM.

local i,a,ed,m,rr;

m:=TransposedMat (MatTom(qq) ) ;

YT =m*pp;

a:=[1;

ed:=List([1..Size(m)],i->RepresentativeTom(qqg,i));

for i in [1..8ize(m)] do

if IsTransitive(ed[i],[1..n])}=true then

ali] :=rr(il;
else
alil:=0;

fi;

od;

return Inverse(m)#*AsList(a);
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end;

m

#Ejemplo:

#gap> a:=an(6,1,2);;

#gap> a.CoefEnd;

#[ 0, -1, 0, 0,0, 0,0,0,0,0,0,1, 0,1,
¢,1,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,
0, 0 0,0, -2,0,0,0,¢0,1, 0,0,

# 0,90,0,0,-1,1,0,0,0,0,
0,0 0

#0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O,

#0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O,
#0,0,0,0,0,0]1

w




Indice de Materias

(H, p)-congruencia, 19

Ao(G), 12
lg, 4

accién diagonal, 4
dlgebra
de incidencia, 44
racional de Burnside, 12
Qn, T4
anillo de Burnside, 12
A(G), 12
AZ(G), 69

(H)g, 6

C(G), 12

composicidn bébil, 73
condicién de Blass, 57
congruencia principal, 18
conjugado, 6

fn), 69

convolucién, 43

copo, 42

desarrollo de Taylor, 72

endomorfismo
p-entero, 57
entero, a7
natural, 53
aumentacién, 54

End (Q), 54

identidad, 54
espectro primo, 26
estahilizador, 3

funcién

de Mobius, 45

de Kronecker, 44

zeta, 45 '
funciones de incidencia, 44
funtor representable, 69

G-érbita, 3
G-conjugado, 14
G-conjunto, 2
G-conjunto transitivo, 3
G-homomorfismo, 2
G-isomorfos, 2
ETUpo
de Grothendieck, 11
de permutaciones, 5

Ko(M), 11
H-invariantes, 6

ideal, 43
principal, 43
I{H,p), 36
induceidn, 21
intervalo, 42

localmente finito, 42




INDICE DE MATERIAS

‘PH(X)! 6

marca, 6
mimeros caracterfsticos, 71

operacién
aditiva, 74
multiplicativa, 76
ordenada, 42

perfecto, 33

o"(G), 31

m-homomorfismo de burnside, 40
m-perfecto, 31

producto subdirecto, 62

radical, 25

representacién por permutaciones,
5

residuo perfecto, 65

restriccién, 20

AYG), 12

subconjugado, 6

K<qoH,6

subgrupo
caracteristico, 31
de Young, 73

tabla de marcas, 16
topologia de Zariski, 26

108



Bibliografia

[B]] A. Blass, Natural endomorphisms of Burnside rings, Trans. Amer.
Math. Soc. 253(1979)121-137.

[Bo] N. Bourbaki, Flements of mathematics, commutative algebra, chap-
ters 1-7, Springer Verlag, (1989).

[BrSt] B. Thomas and S. Linton, The GAP 4 type system or-
ganizing  algebraic  algorithms, http:/ /www-groups.dcs.st-
andrews.ac.uk/ " gap/Info/talks. html.

[Cu 1] C. Curtis and 1. Reiner, Methods of Representation theory I, Wiley,
New York, (1981).

[Cu 2] C. Curtis and I. Reiner, Methods of Representation theory II, Wiley,
New York, (1987).

[Di}j T.tom Dieck, Transformation Groups, de Gruyter Studies in Mathe-
matics 8, {1987).

[Dr] A Dress, A characterization of solvable groups, Math. z. 110 (1969),
213-217.

[Fra| J.B. Fraleigh, A first course in abstract algebra, third edition, Addison
Wesley, (1982).

[GAP1] http://www-gap.des.st-and.ac.uk/ gap.

{GAP2] The GAP Group. GAP-Groups, Algorithms and Programming, Ver-
sion 4. Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen, Germany and
School of Mathematical and Computational Sciences, U. St. Andrews,
Scotland,1997.

109



BIBLIOGRAFTA 110

[Ja)
[Ka]

[Ke 1]

[Ke 2]
[Ro]

[Row]
[Sta]

[Val]

[Va2]

N. Ja:aobson, Basic Algebra I, second edition, W. H. Freeman and
Company, (1985).

G. Karpilovsky, Group Representations IV, North-Holland, Mathe-
matics studies, 182 (1995).

James, Gordon y Kerber, Adalbert, The representation theory of
the simmetric group. Encyclopedia of Math.,Vol 16, Addison-Wesley,
(1981).

A. Kerber, Representations of perrﬁutation groups I, Lecture Notes
in Mathematics 746 , Springer Verlag, (1979).

J. Rotman, An introduction to the theory of groups, Springer Verlag,
(1995).

Luis H. Rowen, Ring theory vol 1, Academic Press, (1988).

Richard P. Stanley, Enumerative combinatorics Vol. 1, Cambridge
Studies in Advanced Mathematics 49, (1997).

E. Vallejo. Polynomial operations from Burnside ring and stable co-
homotopy, dissertation Heidelberg University, December, (1987).

E. Vallejo. Polynomial operations from Burnside ring to representa-
tion functors, J. Pure Appl. Algebra,65(1990) 163-190.

T. Yoshida, Idempotents of Burnside Ring and Dress Induction The-
ory, J. Algebra, 80 (1983) 90-105.





