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Introducción 

La categoría Gav{X) de gavillas sobre X es suficientemente rica en estructura 
como para hacer modelos en ella. En este trabajo nos concentramos solo en aque­
llos modelos que se basan en las estructuras de objeto inicial, epimorfism.os y 
coproductoa y limites finitos de la categoría Gav(X) y nos interesa saber cuándo 
una ñmción continua f: X -t Y induce un cambio de base Gav (X) =::: Gav(Y) 
que preserva los cimientos de estos modelos. A estas funciones continuas se les 
llama ultrafinita:I y al cambio de base que inducen se le dice elemental. 

Un ejemplo importante de funtor elemental está dado por el teorema de Los 
que está fuertemente relacionado con la inclusión canónica µ.: I -t /31 de un 
espacio discreto 1 en su compactificación de Stone-Chech /31. 

Para caracterizar a las funciones ultrafini.tas es crucial que toda gavilla F E 
Gav(X) pueda ser vista como la gavilla de secciones de un homeomorfuimo 
local y que a su vez, todo homeomorfismo local p: Y -t X E 'KL/ X se recupere 
a partir de los tallos de gérmenes de una gairill.a. 

Una vez logrado esto, intentamos generalizar el resultado para topos de 
Grothendieck, ya que la idea de cubrir a un objeto con otros de su mismo 
estilo es la única indispensable para definir una gavilla. Desafortunadamente la 
empresa era un tanto ambiciosa. 

Sin embargo pudimos aterrizar en un campo intermedio gracias a la luz que 
nos proporcionó Johnstone en [4]. Dicho articulo nos indicó cómo ampliar nues­
tro concepto de cubierta y nos puso en el camino de la topología sin· puntos. 
En esta dirección habla dos posibilidades, trabajar con locales o con JDa:rcos. 
Aunque estos conceptos son duales en-c;re si, las generalizaciones de ideas co­
mo función abierta y homeom.orfismo local en la categoría de locales Loe se 
presentaban con deuiasiada claridad. Además, si tomamos en cuenta que todo 
local es en sí mismo un álgebra de Heyting que trae consigo la estructura de la 
lógica intuicionista, es claro porqué elegimos este camino. De cualquier fonna, 
Johnstone pone de uianifiesto en [5] muchos más motivos que apuntalan nuestra 
elección. 

Finahnente, después de haber desentrañado las características propias de 
Loe, no fue dificil reescribir nuestras proposiciones centrales en el lenguaje de 
locales. Bastó tomar una perspectiva mú amplia, de conjunto, para llegar a la 
formulación que aquí presentamos. Además resultó completamente reconfortan­
te notar cómo las demostraciones de la primera y segunda parte se seguían tan 

iii 



iv INTRODUCCIÓN 

de cerca, los detalles para espacios topológicos nos rescataron no pocas veces y 
la siempre tan temida pérdida de intuición no tuvo lugar. 

El texto está separado en dos partes de forma tal que ambas pueden leerse 
casi independientemente. La primera parte, que consta de los capítulos 1 a 3, 
se ocupa exclusivamente de las gavillas sobre espacios topológicos. La segunda 
parte, los capítulos 4 a 6, se ocupa de las gavillas sobre locales y tiene la misma 
estructura que la primera: el primer capitulo establece las bases, el segundo 
empieza con la definición de gavilla y remata con el cambio de base y el tercero 
se ocupa de la caracterización de los morfism.os ultrafinitos. 

La m.ayor parte del capitulo de preliminares está basado en [1] debido a la 
sencillez de dicho texto, aunque un acercam.iento completamente impregnado 
del sabor categórico puede hallarse en [6], de donde se extrajo la parte refe­
rente a adjunciones. Los resultados acerca de las categorías extensivas son una 
combinación ad-hoc de las ideas que aparecen en [3] y [9] que resulta de gran 
provecho en la segunda parte de este trabajo. 

El desarrollo del capitulo 2 se hizo a partir de [7] y las proposiciones del 
capitulo 3 pertenecen a [8]. 

Para desarrollar los capitulo 4 y 5 se siguió muy de cerca a [2]. La caracte­
rización de m.orfismos ultrafin.itos de locales, que conforma el capítulo 6, es un 
resultado original. 



Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo se presentrán las definiciones escenciales de teoría de categorías 
junto con algunos resultados que serán la herram.ienta básica para el desarrollo 
de los capítulos posteriores. Debido a esto no hay una gran cohesión en este 
material, únicamente se trata de dar referencia o de refrescar los conceptos que 
se utilizarán con más frecuencia en este trabajo. 

1.1 Ideas básicas 

En esta sección nos ocuparemos de establecer los cimientos de la teoría de 
categorías. 

Definición 1.1.1. Una categoría C consta de 

1. una clase ICI cuyos ele7nentos A, B, C,... serán llamados "objetos de 
la categoría e"; 

2. para cada pa.r de objetos A, B, un conjunto C(A, B) cuyos ele7nentos 
f, g, h, .•• serán lla7nados "rnorfis=os" de A en B; · 

S. para cada tres objetos A, B y C, una función de composición 

o:C(A,B) x C(B,C)-+ C(A,C) 

cuya acción sobre la pareja (f,g) se denota como g o f o solo C07nO 
g~ . 

4· para cada objeto A, un 7norjisrno distinguido 1A E C(A, A) lla7nado la 
identidad en A. 

Ade=ás CU7nple con los siguientes G:z:io7nas. 

1. (A:Ro=a de la asociatividad) Dados 7norfis7nos f E C(A,B), g e 
C(B, C) y he C(C, D) .se CU7nple la siguiente igualdad: 

h o (g o f) = (h o g) o f. 

1 



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES 

2. (A:z:ioma de la identidad} Dados morfismos f E C(A, B} y g E C(B, C) 
se cumplen las siguientes igualdades: 

lB O f = f, 9 O lB = g. 

Un IDOrfisIDo f E C(A, B) es coIDúwnente representado por f: A -t B. En 
este caso direIDos que A es el dominio de f y que B es su codominio. 

Diremos que el cuadrado 

es conmutativo cuando se cumpla la igualdad g o f = k oh entre las dos posibles 
COIDposiciones. En general, esta noción se extiende por analogía a diagramas de 
cualquier forma. 

Las siguientes definiciones establecen la noción de cancelar un IDorfismo ya 
sea por la izquierda o por la derecha. 

Definición 1.1.2. Un -morfismo f: A -t B en una categoria C es un mono­
morfisIDo si para cada objeto C E C y cada par de morfismos h, k: C -t A 
se tiene que si fo h =fo k entonces h = k. 

En ocasiones se usará el símbolo A ~ B para enfatizar que J es 
un monomorfismo. 

Definición 1.1.3. Un morfis-mo f: A -t B en una categoría C es un epi­
morfisIDo si para cada objeto C E C y cada par de morfismos h, k: B -t C 
se tiene que si h o f = k o f entonces h = k. 

En ocasiones se usará el símbolo A _..!___ B para enfatizar que f es 
un epimorfismo. 

Definición 1.1.4. Un morfismo f: A -t B en una categoría C es un iso­
IDorfisIDo si e:z:iste un morfismo g: B -t A en C tal que 

fo g = ls, g o f = lA. 

De hecho el IDorfismo g es único. Supongamos que existe h: B -t A en C 
con las mismas propiedades 

entonces se tiene 

g = 9 o ls = g o f o h = lA o h = h. 

A continuación énlistaremos algunos ejeIDplos de las categorías IDás usuales. 
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Ejemplo 1.1.5.a. Los conjuntos y las funciones entre ellos fonnan una 
categoria. Dicha categoria se denota por Con. 

Ejemplo 1.1.5.b. Los espacios topol6gicos y las funciones continuas entre 
ellos forman una categoria. Dicha categoría se denota por Top. 

Ejemplo 1.1.5.c. Un conjunto parcialmente ordenado (X, :5) puede ser vis­
to co7no una categorla X cuyos objetos son los elementos de X; el conjunto 
X(:i:,y) de fnorfismos consta.de un solo objeto si :i: :5 y y es vacío si no. 

Gracias al a:i:io7na de transitividad del orden parcial, es posible definir 
una (única) ley de composici6n y el arioma de refle:i:ivídad de dicho orden 
establece la e:i:istencia de las identidades. 

Ejemplo 1.1.5.d. Las retículas son un caso particular de los conjuntos 
parcialmente ordenados, que vale la pena 7nencionar. Una retícula es un. 
conjunto parcialmente ordenado (X, :5) con dos elementos O y 1 y dos ope­
raciones binarias /\ y V llamadas in.fimo y supre7no respectiva7nente tales 
que 

:& /\ :& = :e, :& V:& = :&, 

1 /\ :& = :&, O V :i: = :&, 

:z: /\(y V :i:) = :i: = (:i: /\y) V~· 

para cada :z:,y E X. 

Ejemplo 1.1.5.e. Cada conjunto X puede ser visto como una categoria 
X cuyos objetos son los ele711entos de X y los únicos rnorfismos son las 
identidades; es decir, el conjunto X(:i:, y) consta de un solo objeto si :z: =y 
y es vacío si no. A las categorias de este estilo se les lla7na categorías 
discretas. 

A partir de una categoría cualquiera C se pueden construir nuevas categorías 
de "diagramas en C'' como veremos en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 1.1.6.a. Fije7nOS un objeto e de c. 
La categoria C/C tiene como objetos a los 7nOrji7nos de C con codominio 

C. Un fnarjismo h: A -t A' de C será u.n morfis7no entre los objetos 
f: A. -t C y !': A' -t C en. C /C siempre que el diagra7na 

A " A' 

~ /. 
e 

conmute; es decir, siempre que f' o h = f. 
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Sea f:A-+ C un objeto de C/C. Co=o el morfismo lA:A -t A es tal 
que fo lA = f, lA es la identidad del objeto f en C/C. 

Sean h: A -+ A' y k: A' -t A" dos morfismos en C/ C tales que f' h = f 
y f" k = f'. La composici6n k o h es un morfismo tal que 

f"(k oh)= (f"k)h = f'h =J. 

entonces k oh: f-+ f" .es el morfis=o co'l'T&posici6n de h y k. 

Ejemplo 1.1.6.b. De 'f'T&anera análoga, al fijar un objeto C de C, podenios 
construir la categoría C /C que consta de los morfis=os de C que tienen 
do'f'T&inio e. Un 'f'T&Orjis'f'T&O h: A -+ A' de e será un 'f'T&Orfis=o entre los 
objetos f: C -+ A y f': C -+ A' en O /C siempre que el diagra'f'T&a 

e 
y 'Z 

A----,.---- A' 

con'!'nute; es decir, siempre que f' o h = f. 

Como se ha visto, las objetos de una c;;_tegoría tienen una estructura común 
que es compatible con sus morfismos, así que al relacionar un par de categorías 
se debe respetar dicha estructura. 

Definición 1.1.7. Un funtor F de la categoría A a la categoría B consta 
de 

1. una aplicaci6n (A( -+ (B( entre las clases de objetos de las categoría& 
A y B; la i'l'nagen de un objeto A de A se denota CO'f'T&O F(A) o solo 
FA; 

2. una fu.nci6n A(A, A') -+ B(F A, FA')· paf'G cada par de objetos. A, A' 
de A; la imagen de un =orfismo f E A(A, A') se denota como F(f) 
o solo Ff. 

Adenuis cumple los siguientes aa:io'f'T&a&. 

1. F respeta co'l'T&posiciones; es decir, paf'G cada par de 'l'nOrjismos f E 
A(A, A') y g E A(A', A") se tiene 

F(g o !) = F(g) o F(f). 

2. F respeta identidades; es decir, paf'G cada objeto A de A se tiene 
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Dados dos funtores F: A -+ B y G: B -+ C, una composición puntual produ­
ce un nuevo funtor G o ·F: A -+ C. Esta composición es clarainente asociativa. 

El funtor identidad lA: A -+ A sobre la categoría A, donde cada morfismo 
de la definición es una identidad, funciona como la identidad para la composición 
de funtores. 

Con la siguiente definición establecemos CÓIDO se relacionan los funtores. 

Definición 1.1.8. Sean F,G: A -+ B un par de juntares paralelos. Una 
transformación natural a: F =* G es una familia de morfismos 

{aA:FA-+ GA} 

de B indexados por los objetos de A tal que, para cada morfisnio f: A -+ A' 
en A, el diagrama 

FA'~GA' 

conmuta. 

Con este nivel de relación extra se antoja construir una categoría con funtores 
coIDo objetos y transformaciones naturales COIDO IDO¡:fisIDos. 

Definición 1.1.9. Una categoría C es pequeña cuando la clase ICI de sus 
objetos es un conjunto. 

Proposición 1.1.10. Sea A una categoría pequeña y B una categoría ar­
bitraria. Los funtores de A a B y las transformaciones naturales entre 
ellos forman una categoría denotada por BA. Esta nueva categoría será 
pequeña en tanto B lo sea.. 

Demostraci6n. Dados tres funtores paralelos F, G, H: A -+ B y transformacio­
nes naturales a: F => G y fJ: G => H, la familia {(fJoa)A = fJA oaA} claramente 
define una nueva transformación natural f3 o a: F => H. Esta composición es 
claraniente asociativa y la transformación natural {lF A: FA -+ FA} es la iden­
tidad para dicha composición. Finalmente, coIDo A ea una categoría pequeña, 
las transformaciones naturales entre dos funtores de A en B constituyen un 
conjunto. 

Si adeIDá.s suponeIDos que B es una categoría pequeña, tanto IAI como IBI 
serán conjuntos, asf que las aplicaciones y en c9nsecuencia los funtores entre 
ellos constituirán un conjunto. • 

A partir de ciertas transformaciones naturales se pueden construir otras que 
merecen ser estudiadas. 

-·---------~==~-------=-----....... .._....._ 
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Si tenemos el diagrama de funtores 

G 
A --.!!._. B ==:: C 

H 

y una transformación natural a: G ~ H podemos definir una nueva trans­
formación natural (a * F) : G o F => H o F de la siguiente manera: la familia 
((a* F)A = ap A). indexada por los objetos de A, es tal que para cada m.orfisxno 
/: A -t A' en A, el cuadrado 

GFA~HFA 

GFf! !HFf 
GFA' --a;7 HFA' 

conmuta, ya que FA E B y a es u.na tranformación natural. 
Análogamente, si tenemos el diagrama de funtores 

H 
c=::::n~E 

K 

y la transformación natural ,6: H => K, la familia ((J •/3)c = J(,6c)), indexada 
por los objetos de C, define una transformación natural ( J * /3): Jo H => Jo K 
ya que para todo m.orfi.smo g: C -t C' en C, el cuadrado 

JHC~JKC 
JHg! !JKg 
JHC'~JKC' 

conmuta gracias a que J respeta composiciones y /3 es una transformación na­
tural. 

1.2 El principio de dualidad 

En categorías es usual que cada resultado que se demuestra para monomorfumioa 
tenga su contraparte para epim.orfiamos. Ésto no es más que un caso particular 
de un principio muy general. 

Definición 1.2.1. Dada una categoría A, la categoría dual A• está definida 
de la siguiente manera: 

2. para objetos A y B cualesquiera de A•, A *(A, B) = A(B, A); 
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3. la ley de composici6n de A• está dada por 

¡• og• = (gof)*. 

Dicho de otra manera, la categoría A• es la categoría A con las flechas al 
revés, por eso a la categoría A• se le conoce también como categoría opuesta y 
se le denota por A op. 

Teorema 1.2.2. (Principio de dualidad). Supongamos la validez, en toda 
categoria, de un enunciado que expresa la existencia de algún objeto o 
morfismo o la igualdad de algunas composicion.i?s. Entonces, el "enunciado 
dual", que se obtiene al voltear la direcci6n de las flechas y al sustituir cada 
composici6n f o g por g o f en el enunciado original, es también válido en 
toda categoria. 

Dcmostraci6n. Si S denota el enunciado dado y s• denota su dual, probar el 
enunciado s• en una categoría A es claramente equivalente a probar el enun­
ciado S en la categoría A•, lo cual es cierto por hipótesis. • 

1.3 Límites y colímites 

En esta sección introduciremos el concepto de "lli:n.ite de un funtor" y mencio­
naremos los casos particulares más importantes. 

Definición 1.3.1.. Sea F: A -+ C un juntor. Un cc;mo sobre F es una pareja 
(C, CPA)AeA) que consiste de 

l. un objeto e de e y 

2. para cada objeto A de A, un morfismo PA: C -+ FA en C tal que para 
cada morfismo a:A-+ A' de A, se tiene PA· = FaopA. 

Deftnición 1.3.2. Sea F:A-+ C unjuntor. Un lfmite sobre Fes un cono 
(L, (pA)AeA) sobre F con la propiedad de que, para cualquier otro cono 
(M, (qA)AeA) sobre F, e:i:iste un único morfisrrio m: M-+ L tal que, para 
cada objeta A de A, el diagrama 

M---~--~L 

~~ 
FA 
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conmuta; es decir, qA = PA o m. 
A los morfismos (pA}AeA se les conoce como proyecciones y al límite 

sobre F: A -+ C se le suele denotar como li= FA o simplemente como 
<-AEA 

li= FA. 
<--A 

Lema l. .3.3. El límite de un funtor F: A -+ C, cuando existe, es único 
salvo isomorfismo. 

Demostraci6n. Sean {L, (pA}AeA) y {L', (p'..t}AeA) dos conos límite sobre e.l 
funtor F. 

Como (L, (pA}AeA) es un cono limite y (L', (pÁ}AeA) es en particular un 
simple cono, existe un único morfismo s: L' -+ L tal que 

PA = s ºPA (1.1) 

para toda A E A. 
Intercambiando los papeles, tenemos que existe un único modismo r: L -+ L' 

tal que 

PÁ = r ºPA {1.2) 

para toda A E A. 
Considerando que {L, (pA}AeA) es un cono y además limite, existe un único 

modismo t: L -+ L tal que P.A. = to PA para toda A E A. Claramente t = lL . 
. Por otro lado, combinando las igualdades (1.1) y (1.2) tenemos que 

PA =so PÁ =sor o PA, 

para toda A E A. Como lL es única, se tiene queso r = lL· 
De la misma manera, concluimos que r o s = lL'. • 

Lema 1..3.4. Sea (L, (pA}AeA) el líTnite del funtor F: A -+ C. Dos mor­
fismos f, g: M -+ L en C son iguales si para cada objeto A de A se tiene 
que 

PA 0 f =PAº9· 

Demostraci6n. (M, (/ o PA}AeA) es un cono sobre F y es claro que f y g son 
dos factorizaciones de él. 

Por lo tanto son iguales. • 

Debido a la impotancia de los límites enunciaremos el concepto dual de 
"colímite", a sabiendas de que los resultados anteriores tienen su contraparte 
dual. · · 

Definición 1..3.5. Sea F: A -+ C un funtor. Un eoceno sobre F es una 
pareja (C, (sA}AeA) que consiste de 

1. un objeto e de e y 
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2. para cada objeto A de A, un morfismo sA: FA -+ C en C tal que para 
cada morfismo a: A -+ A' de A, se tiene SA• = SA o Fa. 

Definición 1.3.6. Sea F: A -+ C un funtor. Un colímite sobre F es un 
cocono (L, (sA)AeA) sobre F con Za propiedad de que, para cualquier otro 
cocono (M, (tA)AeA) sobre F, e:z:iste un único morfismo m:L-+ M tal que, 
para cada objeto A de A, tA = m o SA. 

A los morfismos (sA)AeA se les conoce como inyecciones y al colímite 
sobre F: A-+ C se le suele denotar como llin FA. 

--+A 

A continuación mostraremos los ejemplos más importantes de limites. 

Ejemplo 1.3.7.a. Sean A una categoría t1acía y F:A-+ C un juntar. 
El límite sobre F es Za definici6n del objeto terminal de Za categoría C 

que suele ser denotado como 1. Así que para todo objeto C de C existe el 
morjisni.o 

c-1. 
Ejemplo 1.3.7.b. Sean A una categoría discreta con dos objetos (A y B) 
y F: A-+ C un funtor. 

El límite sobre F es Za definici6n del producto de FA y F B 

FA-...-FA x FB-FB. 

Ejemplo 1.3.7.c. Sean A una categoría compuesta por dos objetos A y B 
y dos flechas paralelas f, g: A -+ B, además de las.identidades, y F: A -+ C 
unfuntor. 

El límite sobre F es la definici6n del igualador de Ff y Fg 

F/ 
L--FA===FB. 

Fg 

EjeJDplo 1.3.7.d. Sean A una categoría compuesta po1· tres objetos A, B 
y C y dos flechas f: A -+ B, g: C -+ B , además de las identidades, y 
F: A -+ C un funtor. 

El límite sobre F es Za definici6n del producto fibrado de F f y Fg 

L--FA 

! !F/ 
FC---p;-FB. 

Además, para los cuatro ejemplos anteriores ~aten los conceptos duales 
llamados objeto inicial, coproducto o suma, coigualador y coproducto fibrado 
respectivamente. · 

El siguiente lema establece un caracterización de los monomorfismos de una 
categoría. 
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Le:rna 1.3.8. Un morfismo m: A-+ B e C es mono si y solo si el cuadrado 

A=A (1.3) 

11 !Tn 
A-;n-B 

es un producto fibrado en C. 

Demostraci6n. Supongamos que m es un monomorfismo. 
Sean X, /:X-+ A y g:X-+ A tales quemo f = m o g. Entonces la parte 

externa del diagrama 

conmuta. Como Tn es mono, esto implica que f = g. Por lo tanto hay una única 
flecha f: X -+ A tal que el diagrama anterior conmuta. 

Supongamos que el diagraDla (1.3) es un producto fibrado. 
· Sean X, f: X -+A y g: X-+ A tales que m o f = m o g. 

Como (1.3) es un producto fibrado, existe una única flecha h: X -+ A tal 
que f = lA o h = g. Así que f = g. 

Por lo tanto Tn es un monomorfismo. • 

En lo que resta de la sección nos centraremos en mostrar resultados acerca 
de la categoría de conjuntoa Con, ya que constituye el principal terreno en el 
que nos deaenvolverem.oa más adelante. 

El siguiente resultado nos proporciona un criterio acerca de los igualadores 
de conjuntos que ser6. fuertemente utilizado en los capítulos posteriores. 

Lema 1.3.9. Sea 

r 
A 2- B :::::::: C (1.4) 

11 

un diagrama en Con. Dicho diagrama es un igualador si y solo si para 
cada elemento b E B tal que f(b) = g(b) .e:r:iste un único ele7nento a E A tal 
que h(a) = b. 

Demostraci6n. Supongamos que el diagrama (1.4) es un igualador en Con. 
Sea b E B tal que /{b) = g(b). Entonces la inclusión ii.: {b} -+ B es una función 
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tal que fo i,, = g o i 11 • Como (1.4) es un igualador, existe una única función 
j: {b} -+ A tal que el diagrama 

conmuta. 

f 
A~B===C 
J.~ g ji . 
1 •• 

{~} 

Por lo tanto j(b) es el único elemento de A tal que h(j(b)) = b. 
Ahora supongarnos que para cada elemento b E B tal que f(b) = g(b) existe 

un único eleuiento a E A tal que h(a) = b. 
Vearnos que el diagrama (1.4) es un igualador. Sea l: D -+ B tal que fo l = 

gol. Entonces f(l(d)) = g(l(d)) para cada d E D. Como l(d) es un elemento 
de B para cada d E D, por hipótesis existe un único elemento ad E A tal que 
h(~) = l(d). 

Entonces la función 

k: D -+ A, d t-+ ad 

es la única que hace que el diagrarna 

conmute. 
Por lo tanto el diagrama (1.4) es un igualador. • 

Defln.ici6n 1.3.10. Una categoria C es completa si cada juntar F: D -+ C, 
con D una categoria pequeña, tiene límite. 

Lema 1.3.11. La categoria Con es completa. 

Demo.straci6n. Sea F: 1 -+ Con un funtor con 1 una categoría pequeña. 
Sea (L, (p0).e1) un cono sobre F definido de la siguiente manera: 

L = {(:z:,)ie1 E TI Fi ( Vao;: i-+ j E 1 F(ao;)(:z:o) = :z:;} 
iEI 

y para cada j E 1 

Veamos que dicho cono es el límite de F. 
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Sea (M, (qi)ieI) otro cono sobre F. Entonces, para cualquier a;.;: i -t j en 1 
tenemos que F(ai;)(qi(tn)) = q;(tn). Por lo tanto (qi{tn)}iel E L. 

Definamos la función 

f: M -+ L, Tn i-t (qi{tn)}ie1· 

Sea Tn E /.,f e i E I, 

Pi o /{tn) = Pi((qi(rn))ieI) = qi(Tn). 

Entonces Pi o f = qi para toda i E l. 
Sea /': M -+ L tal que Pi o f' = qi para toda i E l. Entonces 

f'(tn) = (qi(m)}iEI = f(tn), 

así que f es única. 
Por lo tanto (L, (pi)ie1) es el limite del funtor F: 1 -+ Con. 
Por lo tanto Con es completa. • 
Así como la demostración anterior se apoya en la idea del producto car­

tesiano de conjuntos, el siguiente resultado, que se enuncia sin demostración, 
está apoyado en el concepto de las clases generadas a partir de una relación de 
equivalencia. 

Lerna 1.3.12. La categoría Con es cocompleta. 

• El siguiente resultado es un ejemplo de cómo la categoría Con transmite 
características a otras categorías construidas a partir de ella. 

Lerna 1.3.13. Sea X la categoría inducida por el conjunto parcialmente or­
denado (X,::::;) cotno en el ejetnplo 1.1.5.c. La categoría Conx es cotnpleta 
y los litnites se calculan pv.ntualtnente. 

Demostraci6n. Sea F: I -t Conx un funtor con 1 una categoría pequeña. 
Como Con es completa, podemos hacer la siguiente definición: 

L:X -t Con, :z: i-t 1im Fi(:z:), 
+--1 

Si se tiene que :z:::::; y, hay un único rnorfi.smo :z: -t y. Al aplicarle Fi a dicho 
morfi.smo se obtiene una función Fi{:z:) -t Fi(y) cuya acción denotaremos como 
t i-t t111 para todo t E Fi(:z:). Con esta notación, definimos la imagen de los 
morfi.smos de X bajo L como 

lim Fi{:z:) -+ lim Fi(y), (ui)ieI i-t (uil 11}ieI, 
+--I +--I 

con lo cual se tiene que L es un funtor. 
Para cada j E 1 definamos 7r;: L => Fj como la familia (7r;,,,: L{:z:) -+ 

Fj(:z:)):eX tal que 
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para toda y E X. 
Sea :i; ::::; y E X. Veam.os que el cuadrado 

L(y)~Fj(y) 

! ! 
L(:i:) ·~ Fj(:i:), 
. '• 

donde las flechas verticales son restricciones, con=uta. 
Sea (vi)seI E L(y). Entonces se tiene que 

(7r; 11 ((vi)•e1))I., = v;I .. = 7r;.,((v,¡.,}ie1). 

Por lo tanto 'Ir;: L => Fj es una transform.aci6n natural. 
Vea=os que (L, (7r,¡}ie1) constituye un cono sobre F. · 

13 

Para todo niorfism.o ª>;: i --> j E 1, Fa,; : Fi => Fj es una transformación 
natural, así que basta ver que para toda :i; E X, el triángulo 

L(:i:) 

y~ 
Fi(:i:) -------- Fj(:i:) 

Fa¡;. 

coninuta. 
Sea (u,.)1<e1 E L(:z:). Entonces se tiene que 

Fas;., o 11",¡.,{(uA:)A:ei) = Fa,;.,(ui) =u; = 11";.,((uA:)A:e1), 

ya que L(:z:) = eFi(:z:). 
Finalm.ente, veamos que el cono (L, (7ri}ie1) es limite sobre F. 
Sea (P, (pi};e1) otro cono sobre F. Defina=os p: P => L como la fam.ilia 

(P:: P(:z:) --> L(:i:)).,ex tal que 

p 11 : P(y) --> L(y), v >-+ (P•11 (v)}•e1 

para toda y E X. Como (P, (p•}ie1) es un cono sobre F, cada p11 está bien 
definida. 

Sea :z: ::::; y E X. Veamos que el cuadrado 

P(y) ....!::!._. L(y) 

! ! 
P(:i:) -¡;;-- L(:!:), 

donde las flechas verticales son restricciones, coninuta. 
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Sea v E P(y). Entonces se tiene que 

ya que la penúltima desigualdad se porque cada Pi es natural para toda i e l. 
Por lo tanto p: P => L es una transformación natural. 
Por último, veamos que para toda j e 1, 7r; o p = p;. Para ello basta fijar 

j E 1 y :z: E X y ver que el triángulo 

P(:z:) p. L(:z:) 

~~ 
Fj(:z:) 

conmuta. 
Sea u E P(:z:). Entonces se tiene que 

7r;,,. op.,(u) = 7r;.,;((p,.,(u))ae1) = P;.,(u). 

Finalmente, como (P(:z:), (pa.,)ier) es un cono sobre Fj y el triángulo anterior 
conmuta, se tiene que p., es única. En consecuencia, p tam.bién lo es. · 

Por lo tanto la categoría Conx es completa y los limites se calculan pun-
tualmente. • 

A continuación nos ocuparemos de un caso muy especial de conmutatividad 
entre ciertos IJm.ites y colJm.ites que se satisface, en particular, en la categoría 
de conjuntos Con. 

Definición 1.3.14. Una categoria C es finita si tanto el número de sus 
objetos como el de sus morfismos es finito. 

Definición 1.3.15. Un límite sobre al funtor F: C -t A es finito si la ca­
tegoria e es finita. 

Definición 1.3.16. Una categoria C es filtrante si 

1. C es no vacía¡ es decir, ICI :¡!: 0, 

2. para todo C1,C.~ E ICI, e:z:isten Ca E jCj, /:C1 -t Ca y g: C-z, -t Ca, 

3. para todo C1,C2 e ICI y para todo f,g:C1 -t C:i, e:z:isten Ca E ICI y 
h: C:i -t Ca tales que h o f = h o g. 

El siguiente ejemplo será muy pertinente en los capítulos posteriores. 

Ejemplo 1.3.17. Sea X un espacio topol6gi.co y :z: E X un punto. La ca­
tegoria V., es la categoria inducida por el conjunto parcialmente ordenado 
por inclusi6n de las vecindades de :z:. Sea W su categoria dual. Veamos 
que v;p es una categoria filtrante. 
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Corno el espacio X es una vecindad del punto :z:, se cuniple la priniera 
condici6n. 

Sean U y V vecindades del punto :i:, entonces Un V es una vecindad del 
punto :z: tal que U ::> U n V y V ::> U n V por lo que se cuniple la segunda 
condici6n. 

La tercera condici6n se cuniple trivialmente al considerar corno h al 
morfisrno identidad del codorninio de cua.lquier flecha de v?. 

Definición 1.3.18. Un colímite sobre al fu.ntor F: C -t A es filtrante si la 
categoria e es filtrante. 

Antes que nada, probemos un lema útil. 

Lema 1.3.19. Sea F:B--> C unfu.ntor con B finita y C filtrante. Entonces 
e:z:iste un cocono sobre F en C. 

Dernostraci6n. La prueba se sigue fácilmente si demostraremos las dos obser­
vaciones siguientes. 

Sea {C0},¡e1 un conjunto finito de objetos de C. Veam.os que es posible hallar 
un objeto G y morfi.smos {C0 --> C}•er. haciendo inducción sobre el índice J. 

Por la prim.era condición de la definición 1.3.16 se cum.ple la condición cuan­
do 1 es vacío. 

Sea 1 = {i1 ,i2 , ••• ,in}· Supongamos que existe un objeto C' y morfi.smos 
{c.:.: C.:. --> C'}.:.er con k = 1, 2, ... , n - l. 

Por la segunda propiedad de la definición 1.3.16, aplicada a los objetos C' y 
e,", sabemos que existen un objeto C y morfi.smos c: C' --> C y Cn: C 0" -t C. 
Entonces, el conjunto { c o es,, : e,,, --> C}•.er u {en} cumple la condición para J. 

Sea {f> : C --> C'}•er un conjunto finito de flechas paralelas en C. Veamos 
que es posible hallar un objeto C" de C y un morfismo f: C' --> C" tal que 
f o Íi = f o f; para todo i, j E 1, haciendo inducción sobre el indice J. 

Nuevam.ente, por la prim.era condición de la definición 1.3.16 se cumple la 
condición cuando 1 es vacío. 

Sea 1 = {i1 ,i2 , ••• ,in}. Supongamos que existe un objeto C" y un morfi.smo 
f:C'--> C" tal que fo¡,,, =fo f 0,,, para todo i1c,i1c• E 1conk=1,2, ... ,n-1. 

Por la tercera propiedad de la definición 1.3.16, aplicada a las flechas pa­
ralelas fof1,fofn:C--> C", sabemos que existen un objeto C"' y un mor­
fi.amo f': C" --> C"' tal que J' o f o / 1 = f' o f o fn. Entonces, el tnorfiamo 
f' o f: G' -t C"' cumple la condición para 1. • 

Sea D : 1 x .J -. A un funtor con I una categoría filtrante, .J una categoría 
finita y A ima categoría con límites finitos y colímites filtrantes. 

Fijemos I E 1 y definamos D(I, _): .J -t A de la siguiente Inanera: 

J D(I, J) 

~ ! ! D(l1,j) 

J' D(l,J') 
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para cada J E J y para cada j: J -+ J' E J. De esta manera, D(I, _): J -+ A 
ea un funtor ya que D: 1 x J -+ A lo es. 

Como J es una categoría finita y A tiene límites finitos podemos tomar el 
limite del funtor D(I, _): J -+ A. 

Ahora fijemos un modismo i: I -+ I' E l. Para cada J E J tenemos la 
composición 

lim D(I, J) --1<'___. ... D(I, J) D(s,1,) D(I', J), 
<-J 

donde 'lrJ es la proyección del límite lim D(I, J) correspondiente al objeto J. 
+--J 

Veamos que (lim D(l, J), (D( i, lJ) o '7f' J) JEJ) es un cono sobre el íuntor 
+--J 

D(l', _). 
Para cada j : J -+ J' E J consideremos el siguiente diagrama 

lim D(I, J) 
+--J 

/~ 
D(l, J) D(

1
,,;) D(l, J') D(i,y '-~,1,,) 

D(l', J) D(I', J'). 
D(11 ,,;) 

El triángulo del diagrama conmuta ya que es parte del cono limite sobre 
D(I, _). Como las composición en 1 x J es puntual y Des un funtor, se tiene 

D(i, lJ•) o D(lr,j) = D(i,j) = D(lr•,j) o D(i, lJ), 

por lo que el cuadrado también conmuta. 
Por lo tanto, como lim D(I', J) es el límite sobre el funtor D(J', · · ), existe 

<-J . -
un único modismo l,: lim D(I, J) -+ lim D(I', J) tal que el cuadrado 

+-J +-.:J 

lim. D(I, J) -~ D(I J) 
<-.J ' 

I; l 1 D{i,1,) 

~3D(I', J)-;- D(I', J) .,,, 

(1.5) 

conmuta para todo J E J. 
Esto define un funtor 1 -+ A de la siguiente manera: 

¡ lim D(I, J) 
<-.J ·1.------- !•; 

lim D(I, J'). 
+--.J l' 
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Como 1 es una categoría filtrante y A tiene colímites filtrantes podemos 
tomar el colim.ite de dicho funtor; es decir, lim lim D(I, J). 

-t>J+--:J 
Análogamente, si fijamos primero un objeto J E .J y después un morfi.amo 

j:J-+ J', obtendr!a=oslim lim. D(I,J). 
+--.J--+1 

Construyamos un morfi.amo <p entre estos dos objetos de la manera natural; 
esto es, a través de los conos y coconos que sugiere el siguiente diagrama: 

lim. lim D(I,J)_:... ___ .,, ____ ... lim lim. D(I,J) -+i::.J¡ ..................... .,,. ,._,_in,
0 .. Pzo + 

lim. D(Io, J) . 
4-;J 

lim D(I, Jo) -+1 
~ ~ 

D(Io, Jo). 

Definición 1.3.20. Decimos que collln.ites filtrantes conmutan con límites fi­
nitos en A si el morfismo rp construido anteriormente es un isomorfismo. 

Lema 1.3.21. En Con, col{niites filtrantes conniutan con límites finitos. 

Deniostra.ción. Describiendo explícitamente a <p en Con tenemos 

{1.6) 

Veaino~ que rp es sobre. 
Sea ([:i:J E D(IJ, J)]I}:J E lim lim D(I, J); esto es, una familia compatible 

4-.J--+1 
en el sentido de que para cada morfi.amo j : J -+ J' e .J, el correpondiente 
morfismo e;, inducido por el diagrama 

~1D(I,J) ~D(IJ,J) 
e¡ t ! D(1,, ,j) 

lim D{I, J') -- D(IJ J') --+1 , , • v,, 

análogo al dio.grama (1.5), es tal que c;([:i:J e D(IJ, J)]i) = [:i:J• e D(IJ•, J')]¡ 
y al usar la descripción explicita de e; tenemos que 

Como 1 es una categoría filtrante, para todo j: J -+ J' e .J y sus corres­
pondientes lJ, lJ• E 1, existen K; E 1, f;: lJ -+ K; y g;: lJ• -+ K; como en el 
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diagrama 

IJ~ 
K;, 

1 ~ J• 

(1.7) 

tales que 

D(f;, lJ•)D(lrJ,j)(:z:J) = D(g;, lJ• )(:z:J, ). (1.8) 

Como .J es finita, unir los diagramas (1.7), correspondientes a todos los 
modismos j: J -t J' E .J, resulta un diagrama finito en l. Por el lema 1.3.19, 
dicho diagrama tiene un cocono en 1, como en el diagrama 

(1.9) 

A los modismos de este cono con codominio lo los llamaremos h y tendrán 
el mismo subíndice que su dominio, por ejemplo hJ: lJ -t lo o h;: K; -t lo. 

Ahora, consideremos la familia {D(hJ, lJ )(:z:J) E D(Jo, J)).1 y veamos que 
es compatible; es decir, que para cada j: J -t J' E .J se tiene que 

Sea j: J -t J' E .J. Aplicando el modismo D(h;, lJ•) a la igualdad (1.8) se 
tiene 

D(h;, lJ• )D(f;, lJ• )D(lrJ, j)(:z:J) = D(h;, lJ• )D(g;, lJ• )(:z:J, ). 

Observemos la parte del cocono (1.9) correspondiente al morfismo j: J -t J' 
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Por la coD.DJ.utatividad de este diagraIDa se tiene que la ecuación anterior es 
igual a 

Finalm.ente, reeocribi.mos la parte derecha de esta ecuación, recordando que 
para todo uiorfismo =: M -+ M' se tiene que lM• o Yn = Yn o lN, con lo que 
obtenemos 

D(l10 , j)D(hJ, lJ )(:i:J) = D(hJ•, lJ• )(:z:J• ). 

Por lo tanto (D(hJ, lJ)(:i:J) E D(/0 , J)}J E lim. D(/0 , J). 
+--J 

Resta deuiostrar que 

Por (1.6), esto es equivalente a 

Pero esto último es cierto ya que para cada J E .J, es claro que 

Por lo tanto tp es sobre. 
VeaIDos que tp es mono. Sean [(:i:J E D(Jo, J))J]i, [(YJ E D(/1, J));i]I E 

lim lim D(I, J) t~es que 
-+1+--J 

Por (1.6), esto es igual a 

es decir, para cada J E .T 

[:i:J E D(Io, J)]I = {YJ E D(/1, J))i. 

Como I es una categoría filtrante, para todo J E .J existen K J E I, f J : / 0 -t 

KJ y 9J: / 1 -+ KJ como en el diagraIDa 

(1.10) 

tales que 

(1.11) 
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Como J es finita, unir los diagramas (1.10), correspondientes a todos los 
objetos J E .J, resulta un diagrama finito en l. Por el lema 1.3.19, dicho 
diagrama tiene un cocono en 1, como en el diagrama 

(1.12) 

donde llamaremos hJ a los modismos KJ --t I. 
Para demostrar que [(:z:J E D(Io, J))Jh = [(yJ E D(Ii, J))J]I basta demos­

trar que 

l¡((:z:J E D(lo, J))J) = l 9 ((YJ E D(/i, J))J), 

donde tanto l¡ como l 9 se inducen como en (1.5), por lo que esto último es 
equivalente a 

(D(f, lJ)(:z:J) E D(I, J))J;,,, (D(g, lJ)(YJ) E D(I, J)}J. 

Sea JE J. Observemos la parte del cocono (1.12) que corresponde al objeto 
J 

Entonces, por la conmutatividad de este diagrama y usando (1.11) en la 
igualdad del centro, tenemos 

D(/, lJ)(:z:J) = D(hJ, lJ)D(/J, lJ)(:z:J) = 
= D(hJ, lJ)D(gJ, lJ)(YJ) = D(g, lJ)(:z:J). 

Por lo tanto cp es mono. • 
1.4 Adjunciones 

Es importante establecer la noción de cuándo dos categorías son equivalentes y 
esto se logra a través de la idea de ''funtorcs adjuntos". 
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Definición 1.4.1. Sean A y X categorías. Una adjunción entre X y A es 
una trtada (F, G, ti>}: X -'" A donde F y G son Juntares 

-1!-x_A. 
G 

mientras que <P es una función que asigna a cada par de objetos X E X, 
A E A una biyección 

tJ> = tJ>x,A: A(FX,A) ~ X(X,GA) 

que es natural en X y en A. 

Dada una adjunción, se dice que el funtor F es el adjunto izquierdo de G, 
=ient:i:as que G es llamado el adjunto derecho de F y se abrevia F -l G. 

Lema 1.4.2. Sean Juntares 

F F' 
X ::;::::: A ::;::::: Y. 

G G' 

Si F es adjunto izquierdo de G y F' es adjunto izquierdo de G' entonces 
F' o F es adjunto izquierdo de G o G'. 

Demostración. Como F -l G, para todo X E X y A E A se tiene que 

X(X,GA) !:!!! A(FX,A). 

Como F' -1 G', para todo A E A y Y E Y se tien.e que 

A(A,G'Y) ~Y(F'A,Y). 

(1.13) 

(1.14) 

Sean X E X y Y E Y. Si primero evaluam.os (1.13) en los objetos X E X y 
G'Y E A y después evaluamos (1.14) en los objetos FX E A y Y E Y, tenemos 
que 

X(X, G(G'Y)) e! A(FX, G'Y) e! Y(F'(FA), Y). 

Por lo tanto, F' o F -l G o G'. • 
Lema 1.4.3. Si A y B son categorías con objeto inicial entonces el funtor 
O'A: A -t Ax B, tal que A....+ (A, O) y f ....+ (f, lo), es adjunto izquierdo de 
la proyección '71" A: A x B -t A. 

DeTnostT"ación. Sean· A E A y (X, Y) E Ax B. 

O'A(A) -t (X, Y) 

(A, O) -1- (X, Y) 

A-t11"A(X,Y) 

Por lo tanto "'A -l 11"A. 

def. de O'A 

O es inicial 

def. de '71"A· 

• 
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Le01a 1.4.4. Sean A, B y C categorias con sumas finitas y juntares F: C -
A, G: C - B, el juntar (F, G) : C -t A x B tiene adjunto izquierdo si y solo 
si aYnbos juntares F y G tienen adjunto izquierdo. 

DeTnostraci6n. Supongamos que el funtor L: A x B - C es tal que L -l (F, G). 
Sabemos que F = 11°A o (F, G). Por los lemas 1.4.2 y 1.4.3, Lo ªA es su adjunto 
izquierdo. De manera análoga Lo ue -l 7re o (F, G) = G. 

Supongamos ahora que existen funtores L 1 : A - C, L 2 : B - C tales que 
Li -l F, L2 -l G. Definamos el funtor L: A x B -t C como 

(A, B) o-t Li(A) + L2(B), (f, g) o-t L1(f) + L2(g). 

Sean (A, B) E A x B y C E C, entonces 

L(A,B) - C 

Li(A) - e, L2(B) -te 
A - F(C), B - G(C) 

(A,B) ~ (F(C),G(C)) 

(A,B)- (F,G)(C) 

Por lo tanto L -l (F, G). 

def. de L 

suma 

Li -l F, L2 -l G 

def. de Ax B 

def. d~ (F, G). 

• 
Retomando la definici6n de adjunci6n, la naturalidad de la biyecci6n tf> quiere 

decir que para cualesquiera morfiamos h: X' -t X E X y k: A - A' E A los 
cuadrados 

A(F X, A) •x.".. X(X, GA) A(FX,A) •x.A X(X,GA) 

A(Fh,A) ! ! X(h,GA) A(FX,i:) ! ! X(X,Gi:) 

A(FX',A) ~X(X',GA), A(FX, A')~ X(X, GA') 

conmutan. 
En otras palabras, para cualquier f: F X -t A se cumple que 

t/>(/ o Fh) = t/>/ oh, !f>(k o/) = Gk o tf>f. (1.15) 

Además, es equivalente pedir que !f¡-1 sea natural; es decir, que para cua­
lesquiera :morfismos h: X' - X E X, k: A - A' E A y g: X - GA se cumple 
que 

!f¡-1 (g oh)= t/>-1 g o Fh, tf>-1 (Gk o g) = k o t/>-1 g. (1.16) 

Consideremos el caso particular 

t/Jx,Fx: A(F X, F X) ~ X(X, GF X). 

Definiremos f'Jx como t/J(lpx):X -t GFX para cada X E X .. 
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Lema 1.4.5. La faT1lilia {'flx:X -t GFX}xex define una transformaci6n 
natural 'f]:lx ~ GF. 

DeT1lostraci6n. Sea h: X' -t X E X. Basta demostrar que el cuadrado 

CODIIlUta. 

Al aplicar la definición de 'f1 y las igualdades (1.15) se tiene que 

GFho .,,x• = GFh o<Ji(lFx•) = t/>(Fho lFx•) = 
= 4>(1Fx o Fh) = 4>(1Fx) oh= T/X o h . 

• 
Definición 1.4.6. La transformaci6n natural 'f]: lx ~ GF, definida COT1lO 
arriba, es llam.ada la unidad de la adjunci6n {F, G, 4>}: X-'- A. 

Ahora consideremos el caso particular 

t/>aA,A: A(FGA, A) ~ X(GA, GA). 

Definiremos t:A como 4>-1 (1aA): FGA -t A para cada A E A. 

Lema 1.4.T. La faT1lilia {eA: FGA -t A}AeA define una transformaci6n 
natural e: FG ~ lA. 

DeT1lostraci6n. Sea k: A -t A' E A. Basta demostrar que el cuadrado 

FGA~A 

FGk! ! k 
FGA1~A1 

CODIIlUta. 

Al aplicar la definición de e y las igualdades (1.16) se tiene que 

k o E:A = k o 4>-1 (1aA) = </J-1 (Gk o laA) = 
= 4>-1 (1aA• o Gk) = 4>-1 (1GA•) o FGk = E:A• o FGk • 

• 
Definición 1.4.8. La transformaci6n natural e: FG ~ lA, definida COT1lO 

arriba, es lla171ada la counidad de la adjunci6n {F, G, 4>): X_., A. 
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Definición 1.4.9. Diremos que las categorías A y C son equivalentes si 
existe una adjunción (T, S, r¡, e}: C --'" A tal que su unidad y counidad sean 
isomorfismos naturales. A los fu.ntores T y S se les conoce corno una 
equivalencia de categorías. 

Para rematar esta sección, demostraremos un par de resultados ' 0 levantes 
para retículas. 

Lema 1.4.10. Sean (X,::=::;) y (Y,::=::;) retículas. El fu.ntor F: X ~ Y tiene 
adjunto derecho si y solo si F preserva supremos arbitrarios. 

Demostración. Supongamos que existe G: Y -+ X tal que F -i G. Esto es 
equivalente a 

X ::=::; GY si y solo si F X ::; Y (1.17) 

para todo X E X y para todo Y E Y. 
Sean V.;er X, un supremo en X. Entonces X.¡ ::=::; V•er X.¡ para todo i E J. 

Como Fes un funtor, FX.¡ ::=::; F(V,er X;) para todo i E J. Entonces 

Sabemos que 

V F X.¡ ::=::; F (v x.) . 
iEI iE:l 

FX.¡::; V FX.¡ 
iE/ 

para todo i E J. Aplicando la equivalencia (1.17) a los objetos X.¡ E X y 
V.;er FX.¡ E Y tenemos que 

X.¡::=::; G (v FX.¡) 
iEI 

para todo i E I. F.ntonces 

V X.¡ ::=::; G (v F x.) . 
iEI iEI 

Nuevamente, al aplicar la equivalencia (1.17) a los objetos Vier X, E X y 
Vier FX¡ E Y concluimos que 

F(v x,) ::;V FX.¡. 
iEI iEI 

Por lo tanto 

F (Yr X.¡) =V FX.¡. 
iEI 
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Supongamos ahora que F preserva supremos arbitrarios. 
Sea Y E Y. Hagamos 

GY= V X. 
FX$,Y 
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Sea Y' :S Y E Y. Es claro que si F(X) $Y' entonces F(X) $Y'. Asi que 

GY'=. V xs V X=GY 

Con esta definición tene=os un funtor G: Y -+ X. 
Demostremos que 

X :S GY si y solo si FX $Y 

para todo X E X y para todo Y E y. 
Sea X E X y Y E Y. Supongamos que X$ GY. Por definición de G, ésto 

es igual a 

xs V X. 
FX$,Y 

Como F es un funtor que preserva supremos arbitrarios, se tiene 

FX:S V FX$Y, 
FX$,Y 

donde la desigualdad de la derecha es obvia. 
Por otro lado, supongamos que FX $Y. Como Ges un funtor, se tiene 

GFX :S GY Por definición de G, ésto es igual a 

X= V X':SGY, 
FX'S,FX 

donde la igualdad de la izquierda es obvia. 

Por dualidad, también a quedado demostrado que 

Lema 1.4.11. Sean (X, :S) y (Y,$) retículas. El juntar F: X 
adjunto izquierdo si y solo si F preserva ínfimos arbitrarios. 

1.5 Extensiones de Kan 

• 
-+ y tiene 

• 

Sean A y B dos categorías pequeñas y un funtor F: A -+ B entre ellas. En esta 
sección veremos que el funtor 

o F: eº -+ cA. H t-+ H o F, 

donde C 8 es como en la p;:oposición 1.1.10, tiene adjunto izquierdo siempre 
que C sea cocompleta. En particular, por el lema 1.3.12, esto se cw:nple si 
C=Con. 
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Definición 1.5.1. Sean F:A-+ B y G:B-+ C dos juntares. La extensión 
de Kan izquierda de G a lo largo de F, si existe, es la pareja 

(K:B-+ C,a:G => KoF), 

con K juntar y a transformaci6n natural, tal que para cualquier otra pareja 
(H: B -+ C, /3: G => H o F), con H juntar y /3 transfonnaci6n natural, 

e:z:i.ste una única transformaci6n natural "'(: K => H tal que ('Y o F)a = f3, 
como en el diagrama 

G~KoF 

~ ~7oF 
HoF. 

Al juntor K se le suele denotar como IanFG. 

Lema 1.5.2. Sean F:A-+ B y G:B-+ C dos juntares. Si la categoria A 
es pequeña y la categoría C es cocompleta entonces la e:i:tensi6n de Kan 
izquierda de G a lo largo de F e:z:i.ste. 

Demostraci6n. Construyamos una pareja (K:B -+ C,a:G => KoF) que 
CUIIlpla con la definición 1.5.1. 

Sea BE B. Construyamos la categoría EB de la siguiente manera: 
Los objetos de EB serán parejas (A, a) tales que A E A y a E B(F A, B). 
Un morfismo f: A -+ A' E A será un morfismo f: (A, a) -+ (A', a') E EB si 

el diagrama · 

FA Ff FA' 

~/~ 
B 

conmuta; es decir, si a= a' o Ff. 
Como A es una categoría pequeña, entonces EB también lo es. 
Sea <fJ B : E B -+ A el funtor que olvida; es decir, el funtor tal que 

</JB((A, a)) = A, </JB(/) = f 
para cada (A, a) E EB y para cada f E EB. 

(1.18) 
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Com.o C es cocompleta, existe el cocono colimite 

(sf,t,a): GA - K B)cA,a)E&s 

del funtor G o tf>a; es decir, KB = lim GA. Esto define a K en los objetos. 
-->&a 
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Seag:B - B' E B. Sea/: (A,a) - (A',a') un morfismo de Ea, claram.ente 
f:(A,goa) - (A,goa') es un morfisino de Ea•. Entonces (KB',(sr~.goa») es 
un cocono sobre G o <l>B-

Por lo tanto existe un único morfisino K g: K B - K B' tal que el diagrama 

(1.19) 

conm.uta para todo (A, a) E EB. Esto define a K en los morfismos y la unicidad 
de cada Kg nos indica que K es un funtor. 

Ccmsidereinos la fam.ilia (sf.f.1,..A»:GA - KFA)AeA y un morfismo cual­
quiera b:A - A' E A. Veamos que el cuadrado 

GA 
•r.t.1JPA) 

KFA 

Gbl !KFb 
GA' 

.P'A' 
KFA' 

.(A1.1JPAI) 

conm.uta.. 
Por la definición de K en los morfisinOS tenemos que 

K Fb o sf.f.i,..A) = sf.f.~b)· 
Com.o b:(A,Fb) - (A',lFA') E EFA' y KFA' es un cocono indexado por 

loll elemenl:ose de EFA• teneinos que 

sfA~~b) = sf.f.'.1,..A•> o Gb. 

Por lo tanto la fainilia (aA = sf.f.1,..A»AEA define una transform.aci6n natural 
a:G:;.. KoF. 

Sea (K:B - C,{3:G ~ HoF) una pareja. 
Sean.BE By f:(A,a) - (A',a') un morfismo en Ea. El diagrama 

G

1
A~HF

1
A~ 

G/ HF/ HB 
_-;;;: 

GA'-HFA' 
f'A• 



28 CAPITULO 1. PRELIMINARES 

conm.uta ya que sus partes lo hacen: el cuadrado por naturalidad de /3 y el trián­
gulo porque es la imagen bajo el funtor H del diagrama (1.18) correspondiente 
a f. 

Por lo tanto (HB, (Hao/3A)(A,a)ee8 ) es un cono sobre G o QJB· 
Entonces existe un único morfismo 'YB: K B -+ H B tal que el diagrama 

KB-7.!!.,..HB (1.20) 

•f'A.a) i i Ha 

GA~HFA 

conmuta para todo objeto (A, a) E Es. 
Sea g: B -+ B' E B. Para ver que el cuadrado 

KB'~HB' 

conmuta, basta ver que coninuta antecedido por el morfismo sf'l,o): GA-+ KB 
para cualquier (A, a) E Es, ya que KB = lim GA. 

-ea 
Por el diagrama {1.20) y como H es funtor tenemos que 

Hg o "fs o sfA,a) = Hg o Ha o f3A = H(g c. a) o /3A. 

Nuevamente por el diagrama (1.20) correspondiente al objeto (A, goa) E Es• 
tenemos que 

H(g o a) o f3A = ''(s• o sr~.goa)• 

Finalmente, por la definición del funtor K en los morfismos (1.19), tenemoa 
que 

'Ys• o sr~.goa) = 'YS• o Kg o sfA,a)• 

Por lo tanto Hg o "fs = 'Ys• o Kg. Así que la familia ha: KB-+ HB)see 
constituye una transformación natural -y: K ~ H. 

Sea A E A. El diagrama conm.utativo (1.20) correspondiente al objeto 
(A, 1FA) E GFA es 

KFA~HFA 

•:'"1'.1,..A) l l HlPA 

GA--¡¡;:- HFA. 

--- ---~-__,--~--------....... ...,. ..... ,,.,.-.._ 
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Como ªA= sr.t1,..A)' el diagrama anterior ee igual a 

KFA~HFA 

ª"l~ 
GA. 

Así que (-y o F)a = f3 . 
. Por lo tanto la extensión de Kan izquierda de F a lo largo de G existe. • 

Continuemos trabajando con A y B categorías pequeñas y C una categoría 
cocompleta. Consideremos el funtor - o F: eª -t cA definido COlllO 

L LoF 

>.~ ~>.oF 
L' L'oF 

Coneerv.mdo la notación de la definición 1.5.1 definamos el funtor 

IanF_:cA -teª 

de la siguiente manera: 

dondelanpMeselfuntordelapareja(IanpM:B -t C,aM:M => IanpMoF) 
que se construye como en el lem.a t.5.2. 

CoinO (IanpM':B -t C,aM.oµ:M => IanpM1 oF) es otra pareja, se 
tiene que -y,.: Ia.npM => IanpM1 es la única transformación natural tal que 
(-y,. o F}a1o1 = ªM'· 

Una vez construidos estos funtores, veamos el siguiente lem.a. 

Lema 1.5.3. Sean F:A -t B unfuntor y Cuna categoría. Si la categoría. 
A es pequeña y la categoria C es coccnnpleta entonces el funtor Ianp es 
adjunto izquierdo del juntar _ o F. -

De-niostro.ción. Sean M: A -t C y L: B -t C. 
Veamos que CA(M,L o F) e!! C 8 (IanpM,L). 
Sea r:M =>Lo F. Entonces, como (L:B -t C,r:M => LoF) es una 

pareja, por la definición 1.5.1 existe una única función 'Y.,.: IanpM => L tal que 
(-yr o F}a1o1 =T. Esto define una función 

cA(M,LoF) -t C 8 (IanpM,L), T 1--t -y .... 
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En sentido inverso, definimos 

Veam.os que estas funciones constituyen un isomorfismo. 
Sea r: M =>Lo F. Al aplicarle am.bas funciones ar tenemos ("Y.,. o F)aM y 

por definición de "Y.,. se tiene que "T =("Y.,. o F)aM. 
Sea p: lanFM =>L. Aplicarle am.bas funciones a p nos da como resultado 

-y(poP)cz.w. Como (p o F)aM = (p o F)aM, por unicidad de -y(poF)au, se tiene 
que p = -y(poF)cz.w. 

Por lo tanto lanF -1 o F. 

• 
1.6 Categorías extensivas 

En esta sección mostraremos las definiciones y resultados encaminados a obtener 
una caracterización de las categorías extensivas que será de gran utilidad en la 
segunda mitad de este trabajo. 

Definición 1.6.1. Sean E una categoria con .nunas finitas y un par de ob­
jetos A y B en E, el juntar 

+:E/Ax e/B ~ e/(A + B) 

es tal que a cada objeto (/,g) E E/Ax e/B le asigna la flecha inducida por 
la suma, como en el siguiente diagrama: 

y a cada morfismo (a, /3) E E/ A x E/ B le asigna la flecha dada de la misma 
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nianera: 

Definición 1.6.2. Sea. E una categoría con sunias finitas, direnios que e 
satisface la ley extensiva si para C!lda par de objetos A, B en e, el juntar 

+:E/Ax E/B-+ E/(A +E) 

es una equivalencia de categorías. 

Si la categoría E cum.ple la ley extensiva se le llamará categoria e%tensiva. 

Ejemplo 1.6.3. Las categorías Con y Top son extensivas. 

Definición 1.6.4. En una categoría e con sunias se dice que las sunias 
binarias A + B son universales si para cualquier niorfisnio f : S -+ A + B, 
los productos fibrados a lo largo de las inyecciones e:r:isten y el rengl6n 
superior del diagrania 

donde los cuadrados son productos fibrados, es una sunia. 

Definición 1.6.5. Sea. E una categoría. Direnios que el objeto inicial de E 
es estricto si ca.da que e:r:ista una flecha m: .'1 -+ O se tiene que A = O. 

Lema 1.6.6. Si e es una categoría con sumas universales entonces el ob­
jeto inicial es estricto. 

Deniostración. Supong<UDos que existe un morfismo rn : A --t O en E. 
Veamos que el diagrama 
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es un producto fibrado. 
Sean X E E, f: X-+ A y g: X -+O tales que Tn o f = g o 1 0 , entonces los 

triángulos del diagrama 

COilll1utan con esa única f. 
Como las su=as son universales en e y el diagrama 

A~A~A 

"'! m! !m 
o-¡;-o~o 

estii compuesto por productos fibrados y el renglón inferior es una sw:na, el 
renglón superior también lo es. 

Sea X E E. Sabemos que existe una única flecha O -+ X, así c;J.Ue la compo­
sición 

A~o---x 

muestra la existencia de una flecha de A en X. 
Supongamos existen /, g: A -+ X. Como A+ A = A, existe una única flecha 

como en el diagrama 

de donde se deduce que f = g. 
Por lo tanto A es inicial en e, así que A= O. • 

Teorema 1.6.7. Si E es una categoria con suTnas finitas entonces e es 
extensi'lla si y solo si se cuTnplen las siguientes condiciones 

t. Para cualquier diagra.Tna conmutativo 

A --.,-. S--;;-- B 
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con el rengl6n inferior una sutna, si el rengl6n. superior es una sutna, 
atnbos cuadrados son productos fibrados. 

2. Cualquier su.ma en E es universal. 

Detnostraci6n. Supongamos que las condiciones 1 y 2 se cu.m.plen. 
Definamos 

Esta últil:na definición se da por la condición 2. 
Veamos que i'.A -1 E,¡A. Sean g E E/A y f E E/A+ B. 
Supongamos que existe h: i:A (g) --+ f en la categoría e I A + B. Entonces el 

cuadrado exterior del diagrama 

conniuta. Com.o el cuadrado interior es un producto fibrado (condición 2), existe 
una flecha k: g --t E;A (/). 

Ahora supongamos que existe una flecha k: g --t E;,.(/) en la categoría e/ A. 
Entonces s o k es una flecha de i:A (g) en f. 

De manera análoga construim.os funtores i:B y E;8 tales que i:B -1 :E,¡8 • 

Por ellem.a 1.4.4, el funtor (E, ... , Ea8 ) :E/A+ B --t E/Ax E/B tiene adjunto 
isquierdo +:e/Ax t:/B --t E/A+ B tal que +(/,g) = i:A(f) + iB(g). 

Veamos que este últil:no funtor es una equivalencia de categorías. Sea(/, g) e 
E/Ax E/B con dom(/)= A' y dom.(g) = B'. Entonces dom.(/+ g) =A'+ B'. 

Por la condición 2, el renglón superior del diagrama 

PA-A'+B'-Pa 

I:, ... (/+g) ! !1+11 ! Il•8 Cf+11) 
A-A+B-B 

es una sum.a y por la condición 1 los cuadrados 

A'-A'+B'--B' 

I ! !1+11 !g 
A-A+B-B 
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son productos fi.brados, así que (/, g) e! (E,,. (f + g), Il,¡8 (f + g). 

Sea h E E/A+ B. Por la condición 1, el renglón superior del diagram.a 

PA S Pa 

E;A (h)) ! ! h ! Il;8 (h) 

A-A+B-B 

es una suma. Entonces dom(+(Il,,.(h),Il,8 (h))) = PA + Pa, por lo que h E!! 

+(IJ,¡A(h), I)is(h)). 

Supongamos ahora que el funtor +:E/ A x E f B -t E/ A + B es una equiva­
lencia de categorías. 

En particular + tiene adjunto derecho D: E f A + B - -+ E f A x E/ B. Como 
iA. = +o CTA y i8 = +o ua, el lema 1.4.3 nos dice que existen funtores DA y 
Da tales que iA. -1 DA, i8 -1 Da. 

Demostremos la condición 2. Sea f: S ~ A+ B. La unidad de la adjunción 
indica que hay un morfi.amo iA. DA(!) ~ f por lo que el diagrama 

X S (1.21) 

DA(/)! !f 
A~A+B .... 

conmuta. Veamos que dicho cuadrado en un producto fi.brado. 

Sean Y E E, k: Y ~ A y h: Y -t S tales que iA o k = f o h, es decir que el 
cuadrado exterior del diagrama 

conmuta. 

Entonces h: iA. (k) ~ f está en corre11pondecia biunívoca con l: k ~ D A(f) 
y por lo tanto es única. Así que (1.21) es un producto fi.brado. 

Como el funtor + es una equivalencia tenemos que f E!! +D(f), es decir 
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existe un isoI11orfumio t tal que el diagraina 

x+x' 

/ti~~ 
X S X' 

DA(f) ! J ! ! Ds(/) 

A ---.,-- A + B -----,.-- B 
•A 'IB 

conm.uta. Con lo cual se satisfacen que las sumas sean universales. 
Para deD1ostrar la condición 1 supongainos que el diagrama 

conm.uta. 
Aplicando la condición 2 sabemos que el diagraina 

X-A'+B'-B' 

DA(h) ! lh l .Qs(h) 

A ---,--- A + B --=--- B. 
l,A "ª 
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(1.22) 

está coI11puesto por productos fibrados. Pero coI110 el diagrama (1.22) conmuta 
teneI11os que f + g = h. Finalinente, como + es una equivalencia 

(f,g) 9! D(f + g) = D(h) = (DA(h), Ds(h)). 

Por lo tanto el diagraina (1.22) está compuesto por productos fibrados. • 

Corolario 1.6.8. Si E es e:z:tensiva, el objeto inicial es estricto. 

Dernostraci6n. Se sigue del teoreI11a 1.6.7 y el lema 1.6.6. • 
Definición 1.6.9. En una categoría E con sumas se dice que lc.s sumas 
binarias son disjuntas si las inyecciones en la suma son Tnonomorfismos y 
si el producto fibrado de éstas es el objeto inicial. 

Proposición 1.6.10. Sea E una categoria e:1:acta izquierda. Entonces E es 
e:z:tensiva si y solo si tiene sumas finitas, universales y disjuntas. 

Demostraci6n. Suponga=os que E es extensiva. Por definición, E tiene sumas 
finitas. 

Por la segunda condició:i:::. del teorema 1.6.7, las sumas de e son universales. 
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Finalmente, considerei:nos el siguiente cliagrai:na conmutativo en E: 

Como ai:nbos renglones son sui:nas, aplicando la condición 1 del teorema 1.6.7 
tenemos que ambos cuadrados son productos fibrados. 

El cuadrado del lado izquierdo implica que la inyección iA es un monoi:nor­
fismo. El cuadrado del lado derecho implica que el objeto inicial es el producto 
fi.brado de las inyecciones. 

Por lo tanto las sumas de E son disjuntas. 

Supongai:nos ahora que E tiene lúnites finitos y sui:nas finitas, universales y 
disjuntas. 

Usando el teorema 1.6.7, resta demostrar la primera condición ya que la 
segunda se cumple por hipótesis. 

Primero demostremos que si en el diagrai:na conmutativo 

(1.23) 

ai:nbos renglones son sui:nas y f + g es un isomorfismo entonces f y g tai:nbién 
son isomorfismos. 

Como f + g es un isomorfismo, T = S1 + S2 con la estructura dada por 
i'.s, = (f + g)-1 o is, y i'.s

2 
= (f + g)-1 o is2 • 

Como las sumas son universales, existen los productos fibrados a lo largo de 
iT, y el renglón superior del diagrai:na 

(1.24} 

es una suma con los cuadrados productos :librados. 
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Veam.os que la parte exterior del diagrama 

conmuta. 

is, o f o 'ÍQ2 = (/ + g) o iT1 o ÍQ2 

= u + g) º iS-2 º q:,i 
= is2º112 

(1.23) conmuta 
(1.24) conmuta 
def. de i5

2
, 
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asi que Q 2 se factoriza a través del cero. Como las sUD:las son universales, el cero 
es estricto (lema 1.6.6), entonces Q 2 = O. Análogam.ente, el producto fi.brado 
de S1 y T-;i ea cero. 

AdemAa, como el renglón superior de (1.24) es una suma, Q 1 ~Ti. 

Entonces el diagrama (1.24) se puede rees=ibir como 

Análogamente, el producto fi.brado de S 1 y T2 es cero. Esto junto con el 
cuadrado izquierdo del diagram.a anterior nos da el diagrama 

T, __!__.. F---- º¡ 

l/+g 

Ti~T~T:i 
"Ti '&~ 

compuesto por productos fibrados. 
Como las sumas son universales, el renglón superior es una suma, de donde 

se infiere que f es un isomorfismo. Análogam.ente, g también es un isomorfismo. 
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Ahora supongamos que el diagrama 

{1.25) 

es coDII1.utativo. 
Sabiendo que las swnas son universales, existen los producto fibrados a lo 

largo del morfismo s, lo que a su vez induce los morfismos :z: y y del siguiente 
diagrama 

Como A' + B' = PA + Ps y el diagram.a 

es coDII1.utativo, por lo demostrado anteriormente, tenemos que tanto :z: como y 
son isomorfismos. 

Por lo tanto el diagrama (1.25) está compuesto por productos :fibrados. • 



Capítulo 2 

Gavillas so~re espacios 
topológicos 

2.1 Gavillas 

Cada gavilla sobre un espacio topológico X se puede interpretar en términos de 
''propiedades locales". Cuando una propiedad se satisface para cada elemento 
de la cubierta abierta U = Uier u, y es compatible en todas las posibles in­
tersecciones u, n U;, podemos extenderla de manera natural a todo el abierto 
u. 

Los numerosos ejemplos que aquí se enuineran sirven mostrar que el concepto 
de gavilla se presenta de manera natural a través de ideas que nos son mucho 
mAs familiares, como es el caso de las funciones cont_inuas. 

Definición 2.1.1. Sea X un espacio topol6gico. Denotaremos co7710 .A(X) 
a la categoria que consta de: 

Objetos: Subc:Onjuntos abiertos del espacio X. 

Morfismos: Relación de contención s;;: A-+ B ~A~ B. 

La categoría .A(X)op, construida ccimo en 1.2.1, es aquella que tiene los 
morfismos en sentido contrario: si A -+ B en .A(X) (i.e. A ~ B), entonces 
B-+ A en .A(X)op. 

Definición 2.1.2. Una pregavilla sobre X es cualquier funtorF: .A(X)op-+ 
Con. 

Al aplicarle el funtor F a una flecha U :> V en .A(X)op, se obtiene una 
función F(U :>V)= FU-+ FV cuya acción denotaremos: s >-+ slv, para toda 
sEFU. 

Si se tiene que U :> V :> W en .A(X)0 P; como F es un funtor, respeta 
composiciones, entonces slvlw = slw para todas E FU. 

39 
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Lema 2.1.3. Sean F: .A(X)ºP -t Con unfuntor, U un abierto de X, {U;};er 
una cubierta abierta U = U;er u., entonces el diagrama 

p 

FU~ TI; FU;==:: TI.,; F(U; n U;), (2.1) 

donde para todo t E FU, e(t) 
p((t,¡)i) = (t•lcu,nu;»•.;, q((ti)i) 
que pe =qe. 

q 

(tlu.},¡ y para toda faTnilia (t,¡ E FU;}i, 
(t;lcu,nu;»•.;, siempre existe y se tiene 

Demostración. El diagrama siempre existe ya que las funciones se definen ex­
plícitamente para cualquier funtor F. 

Sea :z: E FU, se tiene que 

y 

qe(:z:) = q({:z:lu,}) = {:z:lu;lcu,nu;)} = {:z:lu,nu;} 

La última igualdad se cUJDple porque F es un funtor, por lo tanto respeta 
las composiciones U:'.) U,¡::> U; n U; y U::> U;::> u, n U;, en .A(X)ºP. 

Por lo tanto pe(:z:) = qe(:z:) para toda :z: E FU. • 

Definición 2.1.4. Una gavilla de conjuntos F sobre un espacio topológi­
co X es un funtor F: .A(X)ºP -+ Con tal que para cada cubierta abierta 
U = U, u., i E I de cada subconjunto abierto U de X el correspondiente 
diagrama (2.1} es un igualador. 

Definición 2.1.5. Sea X un espacio topológico. DenotareTnos como Gav(X) 
a la categoria compuesta por: 

Objetos: Gavillas de conjuntos sobre X. 

Morfismos: Transformaciones naturales de funtores. 

Los ejeIDplos IDi\ÍS ilustrativos de la noción de gavilla. 

Ejemplo 2.1.6.a. Construyamos una función C: .A(X)ºP -t Con que le 
asigne a cada abierto U C X el conjunto de todcu lcu funciones continuas 
con valores reales sobre U, 

C(U) =CU= {f 1 /:U -t R continua}. 

Para cada abierto V C U se puede restringir cada f al 6Ubconjunto V 
lo que determina una función CU -t CV con la correspondencia f t-t ilv. 
Si se tienen W C V e U conjuntos abiertos encajados, la restricción es 
transitiva ya que (flv)lw = flw- Esto determina un funtor C: .A(X)op -t 
Con tal que 

u 1-t cu, {V e U} 1-t {CU -t cv, f 1-t flv }. 
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Veamos que C': A(X)ºP-+ Con es una gavilla. 
Sea U E A(X}op y una cubierta abierta U = Uier U,, veremos que el 

diagrama 

p 

cu___.!...-. n. CU¡=== TI¡.; C(Ui n U;} . (2.2} 
q 

es un igualador en Con, usando el criterio del lema t.s.g. 
Sea(/¡)¡ E fl,¡ CU,¡ tal que p((fi),¡} = q({/¡),¡}, entonces filu,nu; = f;lu,nU;1 

para toda i, j. 
Constru.yaf'T&os f: U -+ lll, definiéndola de la siguiente manera: si :i:: E 

u,, entonces /(:e)= /,¡(x}. Por lo anterior f está bien definida. 
Sea y E (a, b} e lll tal que /(:z;) =y para algún X E u. C017&0 X E u. para 

alguna i, entonces /i.(:i::} = /(x) =y. /¡ es una funci6n continua, entonces 
existe V e u, e u un abierto tal que X E V y /¡(V) = /(V} e (a, b}. Por lo 
tanto f es una funci6n continua. 

Entonces f E CU y e(/) = (/¡);.. Supongamos qt.ie existe g E CU tal 
que e(g) = (/0),¡. Sea :i:: E U, en particular x E U,¡ para alguna i, entonces 
/{:i::) = f;.(x) = g(:z;) para toda :z; E U. Entonces f = g. Por lo tanto f es 
única. 

Por lo tanto (2.2} es un igualador en Con. 
Por lo tanto C: A{X)op -+ Con es una gavilla. 

Ejemplo 2.1.6.b. Este funtor C en particular también determina una ga­
villa de álgebras sobre IR o una gavilla de lll-m6dulos ya que cada conjunto 
CU es un álgebra sobre IR con suma, producto y multiplicaci6n por esca­
lares determinados puntualmente, mientnis que los morfismos p y q son 
lR-f'Rofjismos lineales entre anillos. En este caso la condici6n de que C es 
una gavilla es equivalente a que la sucesi6n de IR-m6dulos 

o - cu~ n. cu,~ IT;.,; C(U;. n U;) 

sea exacta; es decir que e sea el núcleo de p - q. 

Ejemplo 2.1.6.c. Otros ejemplos de gavillas son el funtor I que para cada 
abierto U C X, I(U) es el conjunto de todas las funciones continuas de U 
al intervalo unitario en IR. El funtor T donde cada T(U) es el conjunto de 
todas las funciones, continuas o no, de U en IR es también una gavilla. 

Ejemplo 2.1.6.d. Para cada U E A{X) definamos O: A(X)ºP-+ Con como 

OU={W EA(X) 1 W~ U} 

y, si U 2 V, la restricci6n queda definida como 

nu -+ nv, w t-t w n v. 
Con esta definición n es un juntar. 
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Veamos que O: A(X)op -+ Con es una gavilla. Sea U E A(X)ºP y una 
cubierta abierta U = Uoer U.¡, veremos que el diagrama 

e ~ OU --TI, OU¡ -- f1._; O(U¡ n U;) . 
q 

es un igualador en Con, usando el criterio del lema 1.3.9. 
Sea (V;)¡ E f10 OU.¡ ta< que p((V¡)¡) = q((V.)¡). Entonces Vilu,nu; = 

V;lu;nU; para toda i,j E J; es decir, Vi n U, n U; = V; n U¡ n U; para to­
da i, j E I. Como V. ~ U¡ para toda i E I, esto último es equivalente 
a 

v. n U; = V; n u, (2.3) 

para toda i,j E I. 
Definamos V = U, V.. Como Vi ~ U¡ para toda i E I, V ~ U; es decir, 

venu. 
Veamos que e(V) = (V¡)¡. 

V n U;= cu. Vi) n U; 
= U,(V.nU;) 
= LJ.(V; nU¡) 
=V; n cu.u.) 
=V;nU 
=V;. 

Por lo tanto e(V) = (V¡)¡. 

def. de V 

(2.3} 

def. de U 

Supongamos que existe W E OU tal que e(W) = (Vi)¡, en particular 
W n U¡ = Vi para toda i E J. Entonces U,(W n U¡) = V, pero el lado 
izquierdo de la igualdad es igual a W. Así que V es único. 

Por lo tanto O es una gavilla. 

Ejemplo 2.1.6.e. Sin embargo el funtor que asigna a cada abierto U el 
conjunto A(U) de todas la.s funciones acotadas de U en lll no es una gavilla. 
Tomenios X = [0, 1] el intervalo unitario en R , U = X un abierto del 
espacio X y la cubierta abierta {(1/n, 1] I n E N}. La familia de funciones 
acotadas {f,.: (1/n, 1] -+ R}neN tales que f,.(:z:) = 1/:z: para toda n E R. Cada 
una de dichas f,. es una funci6n acotada en el correspondiente intervalo 
(1/n, 1] que no detenninan una funci6n acotada en [0, 1]. 

Lo que sí ocurre en este ca.so es que cuando tenenios una funci6n con las 
propiedades deseadas, ésta es única.· Sea U = U, U.¡ una cubierta abierta de 
un abierto U de X y sea {/.¡}.¡ una familia de funciones acotada.s definidas 
sobre los U¡. SupongaTT&os que e:z:isten f, g E AU tal que Jiu, =f.¡ y 9lu, =f.¡ 
Vi. Si tomaTT&os un punto :z: E U en particular tenemos que :z: E U¡ para 
alguna i. Evaluando tenemos que g(:z:) = glu.(:z:) = f¡(:z:) = flu.(:z:) = f(:z:). 
Lo que demuestra la unicidad de dicha funci6n. 

Este ejemplo motiva la siguiente definición. 
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Definición 2.1..7. Una. prega.villa. F: A(X)ºP-+ Con es separada si la. fun­
ción e del día.grama · 

p 

FU ~ n. FU, ==:TI.,; F(Ui n U;) ,, (2.4) 

es inyectiva pa.ra cualquier abierto U E A(X)op y cualquier cubierta. abierta. 
U= LJ,U,. 

Com.o todo igualador en conjuntos es inyectivo, tenemos la siguiente: 

Observación 2.1..8. Toda. gavilla es una. pregavilla. sepa.rada.. 

Definición 2.1..9. Una. subgavilla de una. gavilla F: A(X)ºP -+ Con es un 
subjuntor de F que es en si mismo una. gavilla.. 

Un criterio que caracteriza a las subgavillas se exhibe en la siguiente: 

Proposición 2.1.l.O. Si F: A(X)op -+ Con es una. gavilla., entonces un 
subjuntor S e F es una subgavilla si y solo si para. todo abierto U C X con 
una. cubierta abierta. U = U, U0 y pa.ra todo elemento f E FU, se tiene que 
f E SU si y solo si flu, E SU, para toda i. 

Demostra.ci6n. Prim.ero supongamos que S e F es una subgavilla. 
Sean U = U, u, un abierto de X con una cubierta abierta y f E FU. 
Ahora supongamos que f E SU. Entonces Jiu, E SU, para toda i porque S 

es un funtor. 
Por el otro lado, sea f E FU. Supongam.os que Jiu, E SUo para toda i. 

Com.o S es en sí m.ism.o una gavilla, el diagiam.a 

p 

SU~ TI, SU,==: TI,,; S(Uo n U;) ,, 
es un igualador. La fanJllia {flu,)i E TI, SU, es tal que p((Jlu,)i) = q((Jlu,)i), 
así que existe un único elem.ento en SU que bajo la función e nos da (Jlu,)i y, 
com.o F es gavilla, dicho elemento es claram.ente J, por lo que J E SU. 

En la otra dirección, supongamos que para todo abierto U e X con una 
cubierta abierta U = U, U0 y para todo elemento J E FU, se tiene que f E SU 
si y solo si Jiu, E SU0 para toda i. 

Sean U = LJ0 u, un abierto de X con una cubierta abierta. Veam.os que el 
diagram.a 

p 

SU~ TI, SU, ==: CT,.; S(U, n U;) 
q 

es un igualador en Con con ayuda del criterio 1.3.9. . 
Sea (fi)i E CT, SU, tal que p((fi)•) = q((Ji)i). Como S es un subfuntor de 

F y Fes una gavilla, existe un único elem.ento f E FU tal que Jiu, =fo para 
toda i. Entonces, Jiu, E su, para toda i, así que por hipótesis, f E SU. Por lo 
tanto S es una gavilla. '- • 
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Lema 2.l..l.l.. El juntar D: A(X)ºP -+ Con tal que a cada U C X le asigna 
el conjunto DU = {/ 1 /: U -+ lR derivable} es una subgavilla del juntar 
C: A(X)ºP-+ Con definido en el ejemplo 2.1.6.a. 

Demostraci6n. Usando el criterio de la proposición anterior, basta dem.ostrar 
que para todo abierto U C X, para toda cubierta abierta U = LJ,¡ U,¡ y para todo 
elemento f E CU, se cum.ple que f E DU si y solo si flu, E DU,¡ para toda i. 

Sea f E CU. 
Supongam.os que f E DU. Com.o fes una función derivable, flu, tam.bién 

es derivable para toda i. Así que flu, E DU,¡ para toda i. 
Finalm.ente, supongam.os que flu, E DUi para toda i; es decir, flu, es 

derivable para toda i. 
Sea :z: E U entonces :z: E U,¡ para alguna i. Como la correspondiente flu, es 

derivable, existe el lim.ite de la función que define la derivada para el punto :z:. 
Así que fes derivable. Por lo tanto f E DU. • 

Otras subgavillas de C: A(X)ºP -+ Con son las determinadas por conjunt.os 
de funciones suaves y n-derivables. 

2.2 El funtor r 
La categoría Top compuesta por los espacios topológicos como objetos y las 
funciones continuas entre ellos com.o morfismos es el am.biente para la presente 
sección. 

Verem.os que para cada p: Y-+ X E Top/X podemos construir una gavilla 
r P E Gav(X) a partir de las "secciones" del haz p. . 

Fijemos X E Top como espacio base de aquí en adelante. Un haz sobre el 
espacio X es cualquier función continua p: Y -+ X con Y E Top. Una función 
continua f: Y -+ Y' será una función entre los haces p: Y -+ X y p': Y' -+ X 
!liempre que p' f = p y se denotará f: p -+ p' 

y I Y' 

~/ 
X. 

Lema 2.2.l.. Los haces sobre X y las funciones entre ellos forman una 
categoría. 

Demostraci6n. Este es un caso particular del ejemplo 1.1.6.a. • 
Top/ X denotará dicha categoría. 

Definición 2.2.2. Para cada :z: E X la imagen inversa p-1 (:z:) es llamada 
la fibra de Y sobre :z:. 
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Si U es 1m subconjunto abierto del espacio base X y p: Y -t X es UD haz, 
entonces restringir p a la fwición pu: p-1 u -t U es un haz sobre U; más aún, 
el diagrama 

p-1u---y (2.5} 

. Pu! ip 
u-x 

cuyas flechas horizontales son inclusiones, es un producto fibrado' en Top. 

Lema 2.2.3. El diagraf'Tla (2.5) es un producto fibrado en Top. 

De=ostraci6n. Llamemos i': p- 1 u <-Jo Y e i: U Y X las inclusiones en (2.5}; 
dicho diagrama conmuta ya que pu= Plu y p- 1 u ~Y, U~ X; por lo que si 
tomamos ::i: E p-1 u, pi'(:z:) = p(:z:) y ipu(:z:) = p(:z:). 

Sea Z un espacio topológico con dos ñmciones continuas f y g tales que 
pf = ig como en el diagrama 

z~ 
g~iª~íp 

U X. 

(2.6} 

Definamos h: Z -t p- 1u como h(z) = /(z) Vz E Z. Si z E Z, pf(z) = 
ig(z) = g(z} E U, entonces /(z) E p-1 u para toda z E Z. Por lo tanto la 
definición de h ti@e sentido. 

Entonces tenemos que i'h(z) = h(z) = f(z) Vz E Z. Ade=ás ipuh = pi'h = 
pf = -ig, como i es mono, puh = g. Por lo que (2.5} conmuta. · 

Supongamos existe l: Z -t p-1 u que hace que (2.6} conmute, en particular 
tendríamos que i'l =f. Si z E Z tendríamos que i'l(z) = l(z) = /(z) Vz E Z, 
entonces l = f que es justo la definición de h. 

Por lo tanto, (2.5} es UD producto fibrado en Top. • 

Definición 2.2.4. Una sección de un haz p: Y -t X sobre un abierto U de 
X es una funci6n continua s: U -t Y tal que el diagraf'Tla 

u • y 

~/. 
X, 

donde iu es la inclusi6n de U en X, con= uta. 
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Sea 

rpU = {s 1 s: U--+ Y y ps = i: U e X} 

el conjunto de todos las secciones sobre U. 

Lema 2.2.5. Si V e;; U, se define una operaci6n restricci6n rpU ~ rpV, 
dada por s H slv (restricci6n usual de funciones). Con esta definici6n 
r p : A(X)ºP ~ Con es un juntar. 

Demostración. Claramente s = slu para toda s E r pU, por lo que r P respeta 
identidades. 

Sean W C V CU A(X)ºP y seas E rpU, entonces s H slv H slvlw· Por 
otro lado W e U así que s H slw. pero slvlw = slw por lo que rP respeta 
composiciones. 

Por lo tanto, rP es un funtor. • 

Lema 2.2.6. El juntar rP: A(X)ºP ~ Con es una gavilla de conjuntos. 

Demostración. Sea U = U, Ui una cubierta abierta de un abierto de X, bas~a 
demostrar que 

(2.7) 

es un igualador en Con. 
Sea (s,: Ui ~ Y}i E TI. rpUi una familia tal que p((si}i) = q((si}i), por lo 

tanto Silu,nu; = s;lu,nu; para todai, j. Definamos s: U~ Y como s(:i:) = si(:i:) 
si :z: E u,. Por lo anterior, s está bien definida. 

Sea V C Y abierto. Se tiene que 

s-1 (V) = Ucs-1 (V) n u,)= LJ(s¡1 (V) n u,)= Ucs;-1 (V)) . 
.¡ .¡ i 

Como Si continua Vi, entonces cada s¡1 (V) es un abierto por lo que s-1 (V) 
es abierto. Así que s: U ~ Y es continua. 

Sea :i: E U, en particular :z: E u, para alguna i por lo que tenemos ps{:z:) = 
ps,(:z:) = iu.(:z:) = :z:; es decir, ps = iu, entonces s es una sección sobre U. Por 
lo tantos E rpU y e(s) = (slu,}• = (.s,).. 

Supongamosqueexistet E rpUtalquee(t) = (si}i· Sea:z: E U,enparticular 
:z: E u, para alguna i, entonces t(:z:) = s,(:z:) = s(:z:) para toda z E U. Así que s 
es única. 

Por lo tanto, {2.7) es un igualador en Con. 
Por lo tanto, r p es una gavilla. • 

r P es llamada la gavilla de secciones del haz p. 
Con esto sabem.os que cada haz sobre X induce una gavilla sobre X. 

- -- -· ----------~~~-~~~------------~----
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Además cada función de haces f: p -+ p' sobre X induce una transformación 
natural r f: r P -+ f' p' entre gavillas sobre X de la siguiente manera: Si s E r pU 
entonces rfuls) = fs. fs es una secdón de p' ya que 

p'(f s) = (p' f)s = ps = iu. 

Lema 2.2. 7. r f: r p -+ r J>' es una transformación natural. 

Demostración. Sean U, V E A(X) tales que V ~ U. Sea s E r pU. Entonces 
rfu(s)lv = fslv = rfv(slv). Por lo tanto el diagrama 

conmuta. 
Por lo tanto r f es una transformación natural. • 

Lema 2.2.8. r: Top/X-+ Gav(X) es un juntar. 

Demostración. Sea idy: Y-+ Y la identidad del haz p: Y-+ X en Top/X, 
entonces sis E rpU, para algún U E A(X), el morfismo ridyu(s) = idys = s, 
es decir, ridyu = idrpu para todo U. Por lo tanto ridy = idrp• Por lo que r 
respeta identidades. · 

Sean f: Y -+ Y' y g: Y' -+ Y" morlismos entre los haces p: Y -+ X, 
p': Y' -+ X y p'': Y" -+ X respectivamente, entonces el diagrai:na 

conmuta. 
Sean U E A(X) y s E rpU, entonces rgu o rtu(s) = rgu(fs) = g(JsY = 

(gf)s = r(g o f)u(s) para todo U. Por lo tanto rg o rt es igual a r(go f). Por 
lo que r respeta composiciones. 

Por lo tanto res UD funtor. • 

2.3 El funtor A 

La prueba de que toda gavilla es una gavilla de cortes transversales de un haz 
conveniente depende de la idea de "germen" de una función. Se dice que dos 
funciones holomorfas h, k: u -+ e tienen el mismo "germen" en un punto 
a E U si sus expansiones en series de potencias alrededor de a son iguales; mo 
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iinplica que h y k coinciden en alguna vecindad de a. En otros casos pueden no 
existir expansiones en series de potencias convergentes, pero se puede definir, 
alternativam.ente, que dos funciones continuas (con valores en los reales) f y g 
tienen el mismo "germen" en un punto :z: si coinciden en alguna vecindad abierta 
de :z:; así germ,.f = gerTn,.g ÍIDplica /(:z:) = g(:z:), pero no necesariamente a la 
inversa. Por ejemplo si /(:e) = O y g(:c) = :z:2 , se tiene que /(O) = g(O); sin 
embargo las imágenes de f y g no coinciden en ningún abierto de lll. 

Definición 2.3.1. Sea P: A(X)ºP-+ Con cualquier pregavilla sobre un es­
pacio X, un punto :i:, dos vecindades abiertas U y V de :e y dos eleTnentos 
s e PU, t e PV. DireTnos que s y t tienen el mismo germen en :i: cuando 
e:cista algún conjunto abierto W C U n V con :e e W y slw = tlw e PW. 

Lema 2.3.2. Sea :e e X. La relaci6n ~ dada por "tener el Tnismo germen 
en :z:" es una relaci6n de equivalencia en V,.. 

Demostraci6n. Reflexividad: Sea s e PU, sabemos que slu = s por lo que 
s '*"-1 s. 

Simetría: Sean se PU y t e PV tales que s ~ t, entonces existe W e Un V, 
:e E W donde slw = tlw e PW, es decir tlw = slw E PW, por lo que t"' s. 

Transitividad: Sean s e PU, t E PV y r e PW tales que s ·~ t y t "' r, 
entonces existen Y' e U n V y Y e V n W vecindades de :e donde sly• = tly• y 
tly = rly. Consideremos Y' nY la vecindad de :i: contenida en U nW, se tiene 
que: 

por lo que s ~ r. 
Por lo tanto ~ ea de equivalencia. • 

Definición 2.3.3. La clase de equivalencia de cualquier s e PU con :z: E U 
es llaTnada el germen des en :e, en s{mbolos [s E PU],.. 

Definición 2.3.4. El conjunto P,. de todos los gérmenes en :z: 

P,. = {[s E PU],. 1 se PU, :i: e u e A(X)} 

es llamado el tallo de P en :i:. 

Entonces, si P("') es la restricción del funtor P: A(X)op -+ Con a V,., el 
5=onjunto de las vecindades abiertas de :e, se tiene el siguiente: 

Lema 2.3.5. Las funciones (gertn,.: PU -+ P.,)uev. tales que para cada 
s E PU, germ,.s =[se PU],., fortnan un cocono col{Tnite sobre P<"'>. Ade­
más, como V,. es una categoria filtrante (ejemplo 1.3.17} dicho cocono es 
filtrante. 



2.3. EL FUNTOR A 49 

Demostraci6n. Sean U y V vecindades de :e tales que V C U, entonces se tiene 
el siguiente diagrama en Con: 

PU------PV (2.8) 

ge~ ~m. 
P.,,·. 

Sea s E PU. Como s(v E ~V y V es vecindad de :e tenemos que 

[s E PU]., = [s(v E PV].,. 

Así que {2.8) COilDluta para toda PU -¡. PV. 
Por lo tanto {germ.,: PU-¡. P:r:}uev. forman un cocono. 
Sea ('TU: PU -¡. L}uev. otro cocono sobre p(:r:). Veamos que existe una 

única función t: P., -¡. L, con to germ., = .,., como en el diagran:.a 

PU-PV 

p ~ 
L .... - - - - - ¡- - - - - - P.,. 

Definamos t: P.,-¡. L de la siguiente manera: t([s E PU].,)= 'TU(s). 
Sea r E PV otro representante de la clase; es decir [s E PU].,= [r E PV].,. 

Entonces existe W e Un V vecindad de :e tal que ·slw = rlw- Por lo tanto, 
'f\V(slW) = -rw(r(W) pero como T es un cocono se tiene que 

-ru(s) = -rw(s(w) = 7\v(rlw) = Tv(r). 

por Jo que t está bien definida. 
Sea s E PU, tenemos que to germ.,(s) = t([s E PU].,) = -ru(s), por lo que 

togenn., =T. 
Supongamos que existe l: P,,, --> L tal que logerm., = T. Sea (s E PU]., E P,,,, 

entonces 

t([s E PU]:i:) =to germ,,,(s) = r(s) = lo germ,,,(s) = l((s E PU].,), 

por lo que t es única. 
Por lo tanto (germ,,,: PU -¡. P.,)uev. es un cocono colím.ite. • 

Lema 2.3.6. Cualquier morfismo h: P -¡. Q de pregavilla8 (cualquier trans­
forrnaci6n natural de juntares) induce en cada punto :z: E X una única 
fun,ci6n h., : P., -¡. Q., tal que el diagrama 

P.,- - -Q., 
h. 

(2.9) 
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conrnut.a para cualquier con.junto abierto U con x E U. 

Demostración. Sea h: P -+ Q una transformación natural entre funtores. Vea-
mos que (germ., o hu: PU-+ Q.,}uev. es un cocono sobre p(z). · 

Sean U y V E A(X) tales que V~ U. Seas E PU. Co=o hes natural, tene­
mos gerrn., ohv(slv) = germ.,(hu(s)lv ). Como (gerrn.,: QU-+ Q.,}uev. es un 
eoceno, tenemos germ.,(hu(s)lv) = germ.,(hu(s)). Por lo tanto el diagrama 

PU~QU 

l l ~~ .. ~-
PV~QV 

con= uta. 
Como (gerrn.,: PU -+ P.,}uev. es un cocono colimite (lema 2.3.5), existe 

una única función h.,: P., -+ Q.,, tal que (2.9) conmuta. 
De hecho esta función está definida como h.,([s E PU]..,) = [hu(s) E QU]., . 

• 
Lema 2.3. 7. La transformación definida por P t-l- P.,, h t-l- h., es un funtor 
Con.A(X)º" ->Con. 

Demostración. Sea idp: P -> P en Con.A(X)º". Veamos que idp. : P., -+ P., 
es la función identidad. Sea [s E PU]., E P.,, por el le=a 2.3.6 sabemos que 
idp. ([s E PU].,) = [idPU(s) E PU].., = [s E PU].,. 

Por lo tanto se respetan las identidades. 
Sean h: P -+ Q y l: Q -+ R morfismos en Con.A(X)º". Veamos que Z., o h., es 

igual a (Z oh).,. Sea [s E PU]., E P.,, como h y l son transformaciones naturales 
tenemos que 

l., o h.,([s E PU].,) = [lu(hu(s)) E RU]., = 
= [(lo h)u(s) E RU]., = (lo h).,((s E PU].,). 

Por lo tanto se respetan las co=posiciones. 
Por lo tanto la transformación así definida es un funtor. 

Dire=os que este funtor es el que "toma el ger=en en x". 
Combinemos los distintos conjuntos P., de gérm.enes en la unión disjunta Ap 

(sobre x E X), 

Ap = Il P., = {[s E PU]., 1 :r. E X, s E PU} (2.10) 

y definamos p: Ap-+ X como la función que =anda a cada [s E PU]., al punto 
:i: de donde se toma. Además, cada s E PU deter=ina una función 

s: U-+ Ap, :i: t-l- [s E PU],. (2.11) 
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Lema 2.3.8. El conjunto Bp = {S(U) 1 s E PU, U E A(X)} es una base para 
una topología de /l.p. 

Demostración. Primero veamos que UBP = Ap. 
Claram.ente U Bp ~ Ap. Sea [s E PU]., E Ap, entonces [s E PU]., E S(U). 

Entonces U Bp 2 /l.p. Por lo tanto U Bp = Ap. 
Sean S(U), r(V) elementos de Bp y supongamos que S(:z:) = r(y), entonces 

[s E PU],,= [r E PV]11 • Como los gérmenes solo son iguales cuando se toman 
en el mism.c punto, entonces :z: =y. Entonces existe W e Un V vecindad de 
:z:, tal que slw = rlw E PW. Entonces ;j;(W) es un elem.nto de Bp tal que 
[s E PU],, E ~(W) e S(U) n r(V). • 

ObsE:rvación 2.3.9. Sean U, V E A(X), tales que V e U y s E PU. En­
tonces S(V) = Sj;(V) para toda s E PU. 

Demostración. Sea s E PU. Como slv E PV, [s E PU],, = [slv E PV],, para 
toda:z:EV. 

Por lo tanto S(V) = slv(V). • 

Lema 2.3.10. Sea Ap dotado con la topología Bp; entonces tanto p corno 
cadas son funciones continuas. 

DeTnostración. Primero veam.os que p: Ap -+ X es una función continua. 
Sea V ~ X un subconjunto abierto. Sea [s E PU]., E Ap tal que [s E PU]., E 

p-1 (V), entonces :i: E Un V. Tomem.os s¡;,=;(U n V) E Bp. Por la observación 

2.3.9, sabemos que [s E PUj., = [slunv E P(UnV)]., E ;¡;;:;(UnV) e p-1 (V). 
Por lo tanto, p es continua. 
Ahora veam.os que s: U -+ Ap tam.bién es continua. 
Sea r(V} E Bp un abierto básico y :i: E U tal que S(:z:) E r(V). Entonces 

[r E PV]11 = [s E PU].,, como los gérm.enes solo pueden tomarse sobre el m.ism.o 
punto, :z: =y. Por lo tanto existe W e Un V tal que siw = rlw, entonces, por la 
observación 2.3.9, S(W) es un abierto básico tal que [s E PU]., E S(W) C r(V). 

Por lo tanto, ses una función continua. • 

Observación 2.3.11.. ses una sección de p para cadas E PU. 

DeTnostración. Sea :i: E U, entonces pS(:i:) = p([s E PU],,) = :i:, por lo tanto 
ps=i:u ..... x. • 

Definición 2.3.12. Sea f E Top. Diremos que f es un hom.eom.orfismo si 
tiene una inversa continua. 

Lema 2.3.13. :?: U -+ S(U) es un homeornorfisrnO. 
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Demostraci6n. En el lema 2.3.10 demostramos que ses una función continua. 
Sea V e U un abierto de X, entonces, por la obser.vación 2.3.9, s(V) E Bp. 

Por lo tanto, ses abierta. 
Supongamos que S(:z:) = S(y), entonces [s E PU]., = [s E PU] 11 • Como los 

gérmenes solo pueden ser iguales si están tomados en el mismo punto, entonces 
:z: =y. Por lo tanto, ses inyectiva. 

Por lo tanto, ses un homeomorfismo sobre su. imagen. • 

Lema 2.3.14. Si h: P - Q es una transfoTTT&aci6n natural entre prega!Ji­
llas, la uni6n ajena de las funciones h.,: P., - Q.,, definidas en (2.9}, es 
un morfismo Ap - AQ de haces continuo. 

Demostraci6n. Primero veremos que (h., : P., - Q.,).,ex es una función conti­
nua de Ap aAQ 

Sean S(U) E BQ un abierto básico de AQ y un punto [t E PW]., E Ap tal 
que h.,([t E PW].,) E S(U). Entonces [hu(t) E QW]., = [s E QU].,. Por lo tantn 
existe V E V., tal que V CU n W de form.a que hu(t)lv = sjv. 

Por la observación 2.3.9, sabemos que h;{t)Tv(V) = huW(V); es decir que 

huW(V) E BQ. 
También tenemos que [t E PU]., E t(V) = tlv(V) 
Como h es una transformación natural tenemos que el diagrama 

pu2!!....Qu 

! ! 
PV-¡;;-QV 

conmuta. Entonces hv(tlv) = hu(t)lv, para toda t E PU. 
Por lo tanto h(tjv(V)) C S(U) 
Por lo tanto (h.,: P., - Q.,}.,ex es continuo. 
Sea [s E PU]., E Ap. Entonces p([s E PU].,) = :z: = q([hu(s) 

Entonces (h.,: P., - Q.,).,ex es un morfismo entre haces. 

Lema 2.3.15. P i-+ Ap es un juntar de prega!Jillas a haces. 

E QU].,). 

• 
Demostraci6n. Sea idp: P - P en Con.A(X)ºP. Por el lema 2.3. 7 sabemos que 
idp., es la función identidad para toda :i: E X, entonces (idp.,: P., -+ P.,).,ex es 
la función identidad. 

Por lo tanto, se respetan las identidades. 
Sean h: P -+ Q y l: Q - R transformaciones naturales. Por el lema 2.3. 7 

sabemos que l., o h.,= (lo h)., para toda :z: E X. 
Entonces (l., o h.,: P., -+ R.,).,ex = ((lo h).,: P., -+ R.,),.ex. 
Por lo tanto, se respetan las composiciones. 
Por lo tanto la transformación P i-+ Ap es un funtor. • 
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Definición 2.3.16. Una funci6n f: X ~ Y, entre espacios topol6gicos es 
un homeomorfismo local si para cada punto :i: E X, existe un abierto U C X 
con :i: E U, tal que Jiu: U -> f(U) es un h'omeomorfismo. 

Lema 2.3.17. Todc secci6n de un homeomorfismo local es una funci6n 
abierta. 

Demostraci6n. Sea p: Y -> X. un hoµieomorfismo local, s: U ~ Y una sección 
de él y V un abierto contenido en U. Veamos que s(V} es un abierto de Y. 

Sea y E s(V). Como p es un homeomorfismo local, existe W vecindad 
·de y tal que Plw es un homeomorfismo. Entonces p(W} es un abierto y en 

consecuencia p(W} n V también lo es. 
Como s es una sección de p, se tiene que 

p(W n s(V)) = p(W) n ps(V) = p(W) n V. 

Además, como Plw es en particular una función abierta, W n s(V) es una 
vecindad abierta de :i: contenida en s(V). 

Por lo tanto s es una función abierta. • 

Lema 2.3.18. La funci6n p: /l.p ~X es un homeomorfismo local. 

Demostraci6n. Sea [s E PU]., E /!.p. El abierto básico S(U) es una vecindad 
de [s E PU].,. Com.o ses una sección de p (observación 2.3.11}, entonces 
p(S(U}) = U. Adem.ás demostramos que ses un homeomorfism.o sobre su im.agen 
(lem.a 2.3.13). 

Entonces p manda de manera homeomorfa a la vecindad S(U) en el abierto 
U de X. 

Por lo tanto p es un homeom.orfism.o local. • 
2.4 HL/X ~ Gav(X) 

Veremos que las categorías 'HL/ X y Gav(X) son equivalentes m.ostrando que 
los funtores r y A cumplen con la definición 1.4.9. 

Considerem.os una pregavilla P dada y la gavilla r /l.p de las secciones del 
haz /l.p ~ X. Para cada abierto U de X, definamos la función 

'7Pu(s) = s, (2.12} 

dondes es com.o en (2.11). 

Lema 2.4.1. 77p: P ~ ro/l.p es una transformaci6n natural entrejuntares. 

Demostraci6n. Sean U :J V subconjuntos abiertos y s E PU. 
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Por la observación 2.3.9, se tiene que '7Pu(s)lv = Slv = ~ = '7Pv(slv). 
Por lo tanto el diagram.a 

PU~ rAp(U) 

l ! 
PV ~ T'J\.p(V) 

COIUilUta. 
Por lo tanto '7 es una transformación natural. 

Lema 2.4.2. '7: lGav(X) -+ ro J\. es una transfonnaci6n natural. 

Demostraci6n. Sean h: P -+ Q un morfi.amo entre gavillas y U un abierto. 
Veamos que el diagrama 

• 

PU~ rAp(U} (2.13) 

hul !rAhu 
QU TiQU'"" rAQ(U) 

coIUiluta. 
Seas un elmento de PU, por la definición de T¡, tenemos que '7Pu(s) =s. 

Por la definición de las transformaciones en rA tenemos que rAhu(S) = h: os. 
Aplicado a :z: tenemos 

h: o S(:c} = h:([s E PU]:) = [h.,(s) E QU]: = ~(:z:). 
Entonces el diagrama (2.13) coIUiluta para todo U E A(X). 

Por lo tanto el diagrama 

COIUilUta. • 
Teorema 2.4.3. La pregavilla P es una gavilla si y solo si '7 es un isomor­
fismo P ~ rAp. Es decir, toda gavilla es una gavilla de secciones. 

Demostraci6n. Supongamos que la pregavilla P es una gavilla y veamos que 'TlU 
es un isomorfismo para cada abierto U e X. Supongamos que '7u(s) = 11u(t); 
es decir, s= f. Entonces S(:z:) = [s E PU]:= [t E PU]:= °tt:z:) para toda :z: E U. 

Como los gérmenes de s y t son iguales en :z:, existe V., C U una vecindad 
de :z: tal que slv. = tlv •. {V:}:eu es una cubierta abierta de U. · 

--------------------------·-·-·--· 
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Entonces e(s) = e(t) en el diagrauia. 

p 

PU~ TI .. eu PV.., =::: TI.,,11eu P(V.., n V11) • ., 
Como Pes una gavilla, es separada (observación 2.1.8), entonces s =t. 

Por lo tanto, Tlu es inyectiva. 
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Sea h E rApU, h: U -t Ap una sección del haz p; es decir hes una función 
continua tal que ph = i: U c....+ X. 

Sea :z: e U, entonces h(:z:) =[s.., E PU.,]., para algún s., E PU., con U., E V..,. 
Como .i;(U.,) E Bp es un abierto y h es una función continua, existe un 

abierto V,. tal que :i: E V., e U.., y h(V.,) C .i;(U.,), entonces hlv. = §;!v •. 
Además s .. lv. es un elemento de PV., tal que ~(V.,)= §;(V..,). 
El conjunto {V.,}:z:eu es una cubierta abierta de U. Veamos qué sucede en 

el igualador 

p 

PU~ TI .. eu PV.., =::: TI:z:,veu P(V., n V11 ) ., 
con la familia (s,.lv.} .. E TI .. eu PV..,. 

Sea z. E V,. n V11 , entonces &;(z) = h(z) = sv(z), entonces [s,. E PU,.J,. = 
[sw E PU.J,. para toda z E Vx n V 11 , entonces, por lo demostrado en el primer 
párrafo, tenemos que s.,tv .. n V11 = s11 IV., n V 11 • 

Esto ll:nplica que p((s .. lv.} .. ) = q((s.,lv.).,) y como Pes una gavilla existe 
un único elementos E PU tal que slv. = s..,tv.. · 

Como h{:z:) = [s., E PU.,]., = [s E PU].., = S(:i:) para toda :z: E U entonces 
existes E PU tal que Tlu(s) = s= h para una sección cualquiera h. 

Por lo tanto, Tlu es sobre. 
Por lo tanto, Tlu es biyectiva. 
Por lo tanto '11 es un isomorfismo. 
Supongamos que '11 es un isomorfismo, como rApU es una gavilla {lema 

2.2.6), entonces P es una gavilla. • 

Consideremos un haz h: Y -t X dado y el haz Arh de la gavilla rh. Defi-. 
nll:noa una función 

:z:eucx. 

Lema 2.4.4. e:: Arh -t Y es un TnorjüTno entre haces. 

De=ostración. Primero veamos que e está bien definida. 

{2.14) 

Sea [s E rhU]., É Arh. Supongamos que existe tuna sección del haz h·tal 
que :i{:z:) = t{:z:); es decir [.s E rhUJz = (t E rh VJ.,. 

Entonces existe W una vecindad de :z: tal que W C Un V y slw = tlw­
Entonces s{:z:) = t(:z:). Entonces e:{[s E rhU].,) = e((t E rh V].,). 

Por lo tanto e está bien definida. 
Sea V e Y una vecindad de s{:z:) = e([s E I'hU].,). 
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Comos es continua, existe un abierto U'~ U, con :i: E U', tal que s(U') ~V. 
Consideremos slu•(U') un abierto básico de Arh. 
Como [s E I'hU]., = [slu• E rhU']., entonces [s E I'hU].: E ;fr;(U'). 
Sea [s E I'hU'] 11 E ;fr;(U'). Entonces e([slu• E rhU']11 ) = slu•(y). Como slu• 

es una sección del haz h, se tiene hslu•(Y) =y E U'. Así que slu•(:i:) E h-1 {U'), 
por lo que e(;j; (U')) e V 

Por lo tanto e es una función continua. 
Sea [s E I'hU]., E Ar,.. Entonces p([s E I'hU].,) = :i:, donde p es el haz 

p: Ar,.-+ X. Además, comos es una sección del haz h, h o e([s E rhU].,) = 
hs(:z:) = :z:. 

Por lo tanto e es un morfismo entre los haces p: AI'h-+ X y h: Y-+ X. • 

Lema 2.4.5. e: AI'-+ lTop/X es una transforrnaci6n natural. 

Dernostraci6n. Sea f: Y-+ Z un :morfismo entre haces en Top/X. 
Sea [s E I'YU]., un elemento de AI'Y. 
Por la definición de e se tiene que ey([s E I'YU].,) = s(:i:), y la i:magen bajo 

f es f(s(:z:)). 
Por otro lado, por la definición de las transfor:maciones en Ar, tenemos que 

Ar f([s E I'YU].,) = [/ o s E I' ZU].,, y por la definición de e se tiene que 
ez([f os E I'ZU].,) = /{s(:i:)). 

Por lo tanto el diagrama 

con:muta. 
Por lo tanto e es una transformación natural. • 

Teorema 2.4.6. El haz h: Y -+ X es un horneornorfismo local si y solo si 
e es un isomorfismo. 

Dernostraci6n. Supongamos que el haz h: Y -+ X es un ho:meomorfis:mo local. 
Supongamos que e([s E r,.U].,) = e([t E I'11 V]11 ); es decir, s(:z:) = t(y). Co:mo 

s y t son secciones del haz h se tiene que :z: = hs(:z:) = ht(y) =y. 
Como h: Y-+ X es un homeo:morfis:mo local, s(:i:) tiene una vecindad W' C 

Y homeo:morfa a una vecindad de :z: en X. 
Como s y t son secciones del ho:meo:morfismo local h, son funciones abiertas 

(le:ma 2.3.17). Entonces existe W una vecindad de s(:i:) tal que W C s(U) n 
t(V)nW'. 

Entonces h(W) es una vecindad de :z: tal que slhCW) = tl11cw>· Entonces 
[s E I'hU)., = [sl11cw> E I'hh(W)]., ':"' [tl11cw) E I',.h(W)]., = [t E rhV]..,. 

Por lo tanto e es inyectiva. 
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Sea y E Y. Como h es un homeomorfismo local, existe V vecindad de y tal 
que hlv es un homeomorfismo, entonces h(V) es un abierto de X. 

(hlv )-1 : h(V) --t Y es una sección del haz h, entonces [(hlv )-1 E r,.h(V)]i.(11) 

es un elemento de Ar,. tal que e([(hlv )-1 E r,.h(V)]i.c11>) = y. 
Por lo tanto e es suprayectiva. 
Sea S(U) un abierto básico de Ar,. con s E r,.. 
Entonces 

e(S(U)) = {e([s E r,.tr].,) 1 X E U}= {s(:i:) 1 X E U}= s(U). 

Como s es una función abierta por ser sección de h (lema 2.3.17), s(U) es 
un abierto. 

Por lo tanto e es una función abierta. · • 

Teorema 2.4. 7. Para. cualquier espacio X, los juntares 

son adjuntos. 

Dernostraci6n. Demostraremos la adjunción A -1 r mostrando las identidades 
triangulares correspondientes para las T/ y E: definidas anteriormente. 

Primero vea=os que la composición 

A~ArA~A (2.15) 

es la transformación identidad en A. 
Para eso necesitamos ver que 

AP~ArAP~AP 

es la identidad para cada P en ConA(X)º•. . 
Sean Puna pregavilla en ConA(X)ºP y [s E PU]., un elemento de AP. 
Por la definición de morfi.amos entre haces, dada en el lema 2.3.6, se tiene 

que AtJp([s E PU],,)= [(r¡p)u(s) E rAPU].,. 
Por la definición de T/, tenemos que [('7P )u(s) E rAPU]., = [s E rAPU].,. 
Ahora, e11.p ([s E rAPU].,) = S(x), por la definición de e. Por último, como 

S(:z:) = [s E PU].,, entonces id11.p = E:l\.p o AtJp· 
Por lo tanto (2.15) es la identidad en A. 
Ahora veamos que la composición 

(2.16) 

es la transformación identidad en r. 
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Para eso, debeJllos ver que 

es la identidad para todo haz p: Y-+ X en Top/X. 
Esto se hace tomando U, cualquier abierto de X y probando que 

rp(U) _.,,,._P_<_u_>__.rArp(U) 

es la identidad en rp(U). 
Sean U un abierto de X y s: U -+ Y un elemento de r p (U). Por la definición 

de 17, se tiene que 17I'p(U)(s) =s. 
Por la definición de los morfismos en r, tenemos que rt:p{U)(S) = t: o s. 
Obviamente,· s y E: os tienen el mismo dominio y codominio. Sea :z: E U, 

entonces E: o S(:z:} = t:((s E PU).,) = s(:z:). Entonces idrp(U) = rt:p(U) o 11rp(U) 
para todo U abierto de X¡ es decir, idrp = rt:p o 11rp. 

Por lo tanto (2.16} es la identidad en r. 
Por lo tanto A -l r. • 

Teorema 2.4.8. Los juntares r y A definidos anteriorTnente y restringidos, 
son una equivalencia de categorias 

Gav(X} :=:::: HL/X 

Demostraci6n. Por el teorema anterior, los funtores r y A son adjuntos. 
Además es claro que las transformaciones naturales 17 y E: son la unidad y la 

counidad, respectivamente, de dicha adjunción. Por último, los teoremas 2.4.3 y 
2.4.6 demuestran que estas transformaciones son isomorfismos naturales cuando 
se les restringe según la hipótesis de este teorema. 

Por lo tanto, de acuerdo a la definición 1.4.9, los funtores r y A son una 
equivalencia entre las categorías Gav(X} y HL/ X. •· • 

2.5 Cambio de base 

En esta sección veremos cómo una función continua entre espacios topológicos 
f: X -+ Y induce un par de funtores, en ambas diracciones, entre las categorías 
de gavillas de dichos espacios 

f. 
Gav(X} ::=::: Gav(Y) . 

r 

Definición 2.5.1. J.: Gav{X) -+ Gav(Y) se definirá de la siguiente 71lane­
ra: si FE Gav{X) y V es un abierto de Y entonces f.F(V} = F(f-1(V)}. 

Además, si h; F-+ Ges un morfismo en Gav(X) y V es un abierto de 
Y entonces J.h(V) = hu-•cvn. 
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Lema 2.5.2. f.F es una gavilla. 

DeTnOstraci6n. Sea V un abierto de Y y sea {lli}ier una cubierta abierta de V 
es decir, V = U•er V.. 

Veam.os que 

p 

f.F(V) ~ Ila f.F(V.) =:::: Il,.; J.F(V. n V;) (2.17) 
q 

es un igualador en Con. 
Como/: X-+ Y es. una función continua, 1-1 (V) es un abierto de X para 

todo abierto V de Y. 
Definamos U= 1-1 (V) y u,= 1-1 (V.) para toda i e I. 
Entonces U es un abierto de X y {U•}•er es una cubierta abierta de U. Por 

lo tanto U = U•er u,. 
Por la definición de f., el diagrama (2.17) es igual al diagrama 

p 

FU ~ Il, FU, =:::: Ila.; F(U, n U;) 
q 

que ea un igualador en Con porque F es una gavilla. 

Lema 2.5.3. f. : Gav(X) -+ Gav(Y) es un juntor. 
• 

Detnostraci6n. Sea F una gavilla sobre el espacio X y sea idp: F -+ F la 
traDBformación natural identidad. 

Sea V abierto del espacio Y. Veamos que 

f.F(V) J.id,(V) f.F(V) 

es la identidad para todo V abierto de Y. 
Por la definición 2.5.1 tenemos que lo anterior es igual a 

que es la identidad para todo V abierto de Y. 
Por lo tanto f. respeta identidades. 
Sean k: F -+ G y l: G -+ H transformaciones naturales entre gavillas. 
Sea V abierto del espacio Y. Veamos1que 

f.F(V) 
/.k(V) 

f.G(V) 
1.k(V) 

f.H(V) 

es la composición f.(l o k) 
Por la definición 2.5.1 tenemos que lo anterior es igual a 

F(r1 (V)) 
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Como k y l son transformaciones naturales, lo anterior es igual ª, 

F(!-l(V)) 'º"u-•cv» H(!-l(V)). 

que es la definición de 

J.F(V) 
/.(lolc)(V) 

f.H(V). 

Por lo tanto /. respeta composiciones. • 
Definición 2.5.4. /*: Top/Y -+ Top/ X se definirá de la siguiente manera: 
si p: E -+ Y E Top/Y entonces f*p, o simpleniente p•, es el producto 
fibrado de p a lo largo de f como en el diagrama 

(2.18) 

Además, si k: p -+ p' es un morfismo en Top/Y, como el cuadrado 
interior de 

e 

J*E~-E~ 
f*E'~E' 

ip•• k 
X-¡Y. 

es un producto fibrado y la parte externa conmuta, ya que 

f o p* = p o e = p' o k o e, 

(2.19) 

el morfismo k induce un único morfismo f* k, o simplemente k*, que hace 
que el diagrama (2.19} conmute. 

Len1a 2.5.5. Si p: E-+ Y es un homeomorfismo local, p•: /*E-+ X es un 
homeomorfismo local. 

Demostración. Sabemos que f*E = {(:i:,e) E X x E 1 f(x) = p(e)} con la 
topología que hereda de X x E. 

Sea (x, e) E /*E. Como p es un homeomorfismo local existe U vecindad 
abierta de e, homeomorfa a p(U) abierto de Y. 

Como fes continua, 1-1 (p(U)) es un abierto 1e X. Además /(:i:) = p(e) E 
p(U), entonces x E 1-1 (p(U)). 
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Por lo tanto {f-1 (p(U)) x U) n f* E es una vecindad abierta de (:i:, e). 
Veamos que dicha vecindad es homeomorfa ¡-1 (p(U)) a través de p•. 
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Sea z E /-1 (p(U)), entonces /(z) E p(U), entonces existe u E U tal que 
f(z) = p(u). Entonces (z,u) E {f-1 (p(U)) x U) n f* E y p•((z,u}) = z. 

Por lo tanto p• es sobre. 
Sean (z, v), (z', v') E (f-1 (p(U))xU)n/* E tales quep•((z,v)) = p*((z',v')), 

entonces z = p•((z,v)) = p*((z1
,t!

1
}) = z'. 

Además p{v) = f(z) = /(z'-) = p(v'). Como pes un homeomorfismo en U y 
v, v' E U, entonces v = v'. · 

Por lo tanto p• es inyectiva. 
Por construcción p• es continua y por ende cualquiera de sus restricciones. 

Por lo que basta demostrar que p• es abierta. 
Sean A C 1- 1 (p(U)) y B CU. Entonces el abierto A' x B' = (Ax B} n r E 

está contenido en u-1 {p(U)) X U) n r E. 
Como B CU, p(B) es un abierto y como fes continua, 1-1 (p(B)) también 

es un abierto. 
Sea (y,a) E A' x B'; es decir y E A, a E By /(y)= p(a). 
Como a E B y /(y) = p(a), /(y) E p{B). Entonces y E 1-1 {p(B)) n A. Así 

que {(f-1 (p{B))nA) x B)nf* E es una vecindad de (y,a) contenida en A' xB'. 
Veamos que p•(((f-1 {p(B)) n A) x B) n /"E)= /-1 (p{B)) n A. 
Claramentep*{((f-1 {p{B))nA) xB)nf* E} está contenida en 1-1 {p(B))nA. 
Sea z E 1-1 {p{B)) n A. Como z E 1-1 {p(B)), /(z) E p(B), así que existe 

e E B tal que /{z) = p(c). Entonces (z, e) E {{f-1 {p{B)) n A) x B) n r E y 
p•((z, e))= z. 

Por lo tanto p•(((!-1 {p(B)) n A) x B) n f* E)= /-1 (p(B)) n A. 
Por lo tanto p• es una función abierta. • 

Lema. 2.5.6. f*: Top/ X --t Top/Y es un juntar. 

Demostración. Sea p: E --t Y E Top /Y y lp: p --t p su función identidad. 
Por construcción, el único morfism.o que hace conmutativo al diagrama 

es lp• :p•-+ P*· 
Por lo tanto t• respeta identidades. 
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Sean k:p -+ p'·y k':p' -+ p" morfi.smos en Top/Y. Los morfismos que 
inducen k y k' son tales que su composición k'* o k* hace conmutar al diagrama 

haciendo las veces del morfismo inducido por la composición k' o k y como éste 
es único, k'* o k* = (k' o k)*. 

Por lo tanto 1* respeta composiciones. • 

Por este lema, 1: X -+ Y genera un funtor Gav(Y) -+ Gav(X) a través de 
la composición 

A fº r 
Gav(Y) --Top/Y -Top/X --Gav(X). (2.20) 

Vea.m.os cuál es la descripción de r f* AG para una gavilla G E Gav(Y). 
Por la definición de A (2.10), 

AG = {[s E GV)11 ( y E Y, s E GV} 

y el homeomorfismo localp:AG-+ Y es tal que p([s E GV)11 ) =y. 
Entonces, por la definición de 1* (lema 2.5.5), 

f*AG = {(x,[s E GV)11 } E X x AG ( f(x) = p([s E GV)11 )} 

y p•: J* .AG-+ X es tal que p*((x, [s E GV)11)) = x. 
Como p([s E GV)11 ) =y podemos reescribir a j*AG como 

j*AG = {(x, [.~E GV)11 } E X x AG ( f(x) =y} 

y finalmente como 

J* AG = {(:z:, [s E GV)f(z» E X x AG ( :z: E X, s E GV}. 

Por último tenemos que rl*AG = rP"• así que para cada abierto U e x· 
tenemos que 

rp•(U) = {t: U-+ J* AG continua ( p• o t = iu}. 
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De hecho, por la definición de ¡•, cada sección t E r ..-{U) puede ser descrita 
a través de una función continua t': U -+ AG como en el diagrama 

ll~~ \ ~" ~ 
*AG-AG 

· l lp 
x---Y. 

En particular, para cada abierto V e Y y cada s E GV y su couespondiente 
sección 'i": V -+ AG descrita en (2.11), se induce una sección t. de p• de la 
siguiente manera 

X--1--1~Y, 

ya que para toda z E ¡-1 (V) tenemos 

p(S(/(:z:))) = p([s E GVJrc .. >) = f(z). 

Explfcitamente, si z E ¡-1 (V), tenemos que t.(z) = (:i:, (s E GVJ.rc: .. »· 
Por construcción t. es continua y por la cónmutatividad del diagrama ante­

rior t. es una sección de p•. Por lo tanto (lema 2.3.17) t.(J-1 (V)) es un abierto 
def*AG. 

Además, para cada punto (z,[r E GWJrc,.>) E t•AG, la couespondiente 
sección tr: J- 1 (W) -+ /* AG es tal que tr(z) = (z, [r E GWJrcz». por lo que 

¡•AG= u tr(f-1 (W)). (2.21) 
lVCY,rEG(W) 

Definición 2.5.'7. Denotaremos como/*: Gav(Y)-+ Gav(X) a la compo­
sici6n (2.20). 

Demostremos ahora un lema de gran utilidad. 

Lema 2.5.8. Sea T un espacio topol6gico. Una jun.ci6n. k: /* AG -+ T es 
continua si y solo si 

1-1 cw> -=...... r AG....!!- T 

es continua para todo W e Y y para toda r E GW. 

------~~-------....... ---------~ ----- ---···-
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Demostración. Suponga.m.os que k: /* AG ~ T es una función continua. Como 
cada tr es continua por construcción, la composición k o tr también es continua 
para toda tr. 

Supongamos ahora que k o tr: 1-1 (W) ~ T es continua para todo W e Y 
y para toda r E GW. Veamo3 que k es una función continua. 

Sea U un abierto de T y (:i:, [s E GV]t(:•» un punto de k-1 (U). Por hipótesis, 
la correspondiente sección t. es tal que la composición k o t. es continua, así que 
(k o t.)-1 (U) = (t;-1 o k-1 )(U) es un abierto. 

Finalmente, como t. es una función abierta (lema 2.3.17), podemos concluir 
que el conjunto t.((t;-1 o k-1 )(U)) = k-1 (U) es abierto. 

Por lo tanto k es una función continua. • 

Teorema 2.5.9. Si f: X -+ Y es una función continua, entonces ¡• -l /. 

Demostración. Sean F E Gav(X) y G E Gav(Y). 
Debemos probar que Gav{X)(f*G,F) e! Gav(Y)(G,/.F) y lo haremos a 

través de varios pasos intermedios. 
Por el teorema 2.4.8 sabemos que Gav{X)(/*G,F) ~ HLiX(Af*G,AF). 
Haciendo explicito el significado de J• tenemos que 

Af*G = A(rj*A)G = f*AG. 

Definamos al conjunto K{A/*G, J\.F) como el conjunto de las funciones 
k: J* J\.G ~ AF E Top/ X tales que para cada abierto V C Y y cada s E G{V), 
la.composición k o t,: ¡-1 (V) -+ !° J\.G-+ J\.F es continua. 

Por el lema 2.5.8, tenemos que HL/X(A/*G,AF) ~ K(J\.f*G,AF). 
Ahora veamos que K(J\.f*G, AF) ~ Gav(Y)(G, /.rAF). 
Sea k:/*AG-+ AF E K(A/*G,AF). Definamos -ri.:G ~ /.r'AF como 

(T1<)v: GV -+ f.r'AFV, so-+ k o t. (2.22) 

para cada V E Y. 
k o t. es una función continua tal que el diagra.m.a 

1-1 cvc( ~ r AG ~ AF 

•r-1~·!/. 
X 

conmuta, porque t. es una sección de p• y k es un morfismo en Top/X. Así 
que k o t. es una sección de q. Por lo tanto k o t. E /.rAFV = ['J\.F(f- 1 (V)). 

Veamos que r,., es una transformación natural. Sean W, V abiertos de Y tales 
que W C V. Para ver que el cuadrado 
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conm.uta, basta ver que k o t. lw = k o t•lw para todas E GV, para lo cual resta 
dem.ostrar que t.lw = t•lw· 

Veaxnos que t.lw = if-'(W} o t. es tal que los triángulos del diagraxna 

f 

1-
1

c~w)-w~ 
*AG-AG 

. ! lp 

(2.23) 

X--f--Y, 

coJUDutan, para ver que es igual a t•lw. 
El diagraxna 

coJlnluta de l'.DaDera trivial en el lado izquierdo y por defi.nici6n de t. en el lado 
derecho. 

El diagraxna 

conl'.Duta de l'.DaDera trivial en el cuadrado superior y en el triángúlo a la derecha 
y por definición de t. en el cuadrado inferior. 

Por lo tanto el diagra=a (2.23) conl'.Duta, así que t.lw = t•lw. 
Entonces 7°/c es transfol"lllaci6n natural. Por lo tanto 7°k E Gav(Y)(G, J.rAF). 
Sea 7" E Gav(Y)(G, f.rAF). Definamos kr como 

kr: r AG-> AF, (:i:, [s E GV]f(:z:}) H- 7V(s)(:i:). (2.24) 

Sean V C Y un abierto y s E GV. Entonces rv(s) E J.rAFV, así que 
es una secci6n de la forma rv(s):f- 1 (V)-> AF. Por lo t;mto rv(s)(:i:) está_ 
efectiV3l'.Ilente en AF. 
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Veamos que k.,. está bien definida. 
Sea [r E GW]f(:i:) = [s E GV]t(:i:)· Entonces existe U e V n 1-V vecindad de 

/(z) tal que r(u = s(u. Así que 

Tv(s)(:i:) = -ru(s)(:i:) = -ru(r)(:i:) = rw(r)(:i:), 

por lo que le.,. está bien definida. 
Sean V e Y un abierto, se GV y :i: e ¡-1 (V). Entonces, por definición 

(k.,. o t.)(z) = k.,.((:i:, [s e GVltc=» = Tv(s)(:i:). 

Por lo tanto (k.,. o t.) = Tv(s). Como Tv(s) es una función continua, por el 
lema 2.5.8, k.,. es una función continua. 

Sea {z, [s E GV]1c=» E ¡•AG. Como Tv(s) es una sección de q, se tiene que 

q(le.,.((:i:, [s E GVJ1c=»)) = q(Tv(s)(:i:)) = :i: = p•((:i:, [s E GV]1c .. >)). 

por lo que el diagrama 

rAG kr AF 

~/. 
X 

conm.uta. 
Por lo tanto k.,. e K(ArG,AF). 
Sean -r:G-+ /.rAF E Gav(Y)(G,/.rAF), V e Y, s E GV y :i: E 1-1 cv). 

Entonces 

TA:rv(s)(:i:) =le.,. o t 6 (:i:) 

Por lo tanto Tkr = T. 

= le.,.((:i:, [s E GV]1c:i:>)) 
= Tv(s)(:i:) 

(2.22) 
def. de t. 
(2.24). 

Sea le: j• AG-+ AF E K(ArG, AF) y (z, [s E GV]1c:i:>) E r AG. Entonces 

len.{(z, [se GV]1c=»> = rw(s)(:i:) 
=le ot.(:i:) 
= k({:i:, [s E GVJ1c=»> 

Por lo tanto kn. = k. 
Por lo tanto K(ArG, AF) ~ Gav(Y){G, /.rAF). 

(2.24) 
(2.22) 
def. de t •. 

Finalm.ente tenem.os que como Fes una gavilla, el funtor 11: f.F-+ /.(rAF) 
definido en {2.12) es un isomorfismo (teorema 2.4.3) y como f. es un funtor, 
f.(11): f.F-+ /.(rAF) es un isomorfismo. 

Por lo tanto Gav(Y)(G,/.rAF) ~ Gav(Y)(G,/.F). • 

Lema 2.5.10. El juntar r: Gav{Y) -+ Gav(X) es e:i:acto izquierdo; e!· 
decir, preserva límites finitos. 
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Dernostraci6n. Por el teorema 2.4.8, basta dem.ostrar que el funtor f* definido 
en 2.5.4 preserva lim.ites finitos. 

Sea F: A -+Top/Y un funtor con A una categoría finita que tenga cono 
limite en Top/Y. Denotaremos dicho cono com.o (L, {1rA}AeA). 

Como f* es un funtor, (!* L, (7rA}AeA) es un cono en Top/ X sobre el funtor 
f* o F. Veamos que dicho cono es limite. 

Sean (M, (pA}AeA) otro CODO sobre el funtor ro F y a: A-+ A' E A UD 
morfismo. 

El triángulo del diagrama 

FA --F-a_.. ... FA' 

conm.uta, ya que M. es cono y el cuadrado comuta porque es el cuadrado superior 
del diagrama (2.19) co=espondiente al m.orfism.o Fa: FA -+ FA'. Entonces 
(M, (a o PA}AeA) es un cono sobre el funtor F. Como (L, (1rA}AeA) es el cono 
~t;, de dicho funtor, existe una única flechaµ: M-+ L tal que el diagrama 

M - - - - ...!' - - - - ... L· 

-~F~/ 
FA 

conm.uta para todo A E A. 
Entonces µ•: M -t L* es un m.orfis=o único tal que el diagram.a conDluta 

,... 
M - - - - .- - - ... L* 

~~ 
j*FA 

para todo A E A. 
Por lo tanto f* : Gav(Y) -+ Gav(X) es exacto izquierdo. • 
En esta ocasión hem.os hecho paso a paso el desa=ollo del adjunto izquierdo 

de J., aunque también se puede seguir el cam.ino que señalan las extensiones de 
Kan en el lema 1.5.3. 
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Capítulo 3 

Morfismos ultrafinitos 

En esta sección dem.ostraremos tres proposiciones que nos indicarán qué fun­
ciones continuas f: X -+ Y inducen un cam.bio de base tal que el funtor 
J.: Gav(X) -+ Gav(Y) preserva objeto inicial, epim.orfism.os y sum.as finitiu:, 
escenciales en la estructura de m.odelos de la categoría Gav(X). 

El objeto inicial de Gav(X), denotado como O, es un funtor tal que O(U) = 0 
para todo U E .A(X), excepto para el conjunto vacío cuya im.agen es siempre el 
conjunto { * }. 

Una manera de ver ésto es con gavillanizando. Sea O: .A(X)ºP -+ Con la 
pregavilla tal que para todo abierto U E .A(X)ºP, O(U) = 0. Ésta es la pregavilla 
inicial. 

Calcularem.os rA(O) para obtener una gavilla inicial en Gav(X). 
Primero tenemos que A(O) = {[s E OU]., 1 :z: E X, s E OU}. Com.o OU = 0 

para todo U, A(O) = 0. _ 
Ahora, re U = {s: U -+ 0 1 s sección de i: 0 <-> X}, por lo tanto reU = 0 si 

u -F 0, de lo contrario re0 = {l~: 0 -+ 0}, es decir, r00 = { *} 

Proposición 3.0.11. Sea./: X-+ Y una.función contiaua, entonces elfun­
tor f. : Gav( X) -+ Gav(Y) preserva. el objeto inicial si y solo si f(X) es 
denso en Y. 

Demostración. Supongam.os que/. preserva objeto inicial. Sea V un abierto 
de Y no vacío, entonces f.O(V) = 0, es decir o(f-1 (V)) = 0. Por lo tanto 
1-1 (V) -F 0. Así que /(X) es denso en Y. 

Ahora supongam.os que /(X) es denso en Y. Sea V un abierto de Y no 
vado, entonces ¡-1 (V) -F 0, así que o(f-1 (V)) = 0, es decir /.O(V) = 0. Por lo 
tanto /.O es el objeto inicial de Gav(Y). · • 

La propo.5ici6n correspondiente a epim.orfismos tiene un par de lem.as de 
soporte. 

Lema 3.0.12. Si para ca.da. abierto V C Y, ca.da. punto y E V y cada. cu­
bierta. {Ua}aeA de ¡-1 (V), existen un abierto W C Y, ta.l que y E W C V y 
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una cubierta abierta disjunta {Wa}aeA de f- 1 (W), tal que w .. C Ua para 
toda a E A, entonces para todo q: E ~ J-1 (V) epimorfismo ~n HL/X, 
e:i:iste t: J-1 (W) ~ E continua tal que el diagrama 

(3.1) 

con=uta. 

Demostraci6n. Sea q: E ~ f- 1 (V) un epimorfismo en HL/X, es decir un 
ho1neomorlismo local suprayectivo. 

Para cada :e E f- 1 {V) tomamos abiertos U,,. e ¡-1 (V) y U,,.' e E tales que 
q: U,,.'~ U,,. sea un homeo1norfismo. 

{U.,}:i:e/-•(V) es una cubierta abierta de f- 1 (V). Así que existe un abierto 
W e V con y E W y una cubierta abierta y ajena {W:he1-•(v) de f- 1 (W) tal 
·que W., C U., para todo :e E f- 1 {V). 

Definamos t., como (qlu.·)-1 1w.: W., ~ E. Co1no los W., son ajenos y 
for1nan una cubierta de f-1 (W), podemos juntar las t: en una función continua 
t: f- 1 (W) ~E tal que tlw. =t.,. 

Sea :e E f- 1 (W), en particular :e E W., para alguna z E ¡-1 (W). Entonces 
q o t(:z:) = q o q-1(:z:) =:c. 

Por lo tanto, el diagrama {3.1) conmuta. • 

Lema 3.0.13. Sea h: E~ E' tal que el diagrama 

E " -E' 

~h 
X 

conmute, entonces AJ.r(h) es un epimorfismo si y solo si para todo V 
abierto de Y, todo punto y E V y cualquier secci6n s: f- 1 (V) ~E' de p', 
e:z:isten W e V con y E W y t: f- 1 (W) ~E tal que el diagrama 

(3.2) 

conmuta. 

Demostraci6n. Af.r(h): Af.r(E) ~ Af.r(E') es un 1norfismo en HL/Y tal 
que AJ.r(h)([r E rpr 1 (V)]11 ) = [h o r E rp1 f- 1 (V)]11 • 

Sean V un abierto de Y, y E V un punto y s: J-1 (V) ~ E' una sección del 
hazp'. 

1 



' 
Supongamos que A/.r(h) es un epimorfismo. 
Entonces existe [t E rp/- 1 (V)]11 E A/.r(E) tal que 

[h o t E r,..1-1 (V)]11 = [s E rp•/-1 (V)l11· 

Así que existe W C V con y E W tal que h o tl1-1cw> = sl1->(W)· 
Por lo tanto el diagrama (3.2) conmuta. 
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Supongamos ahora que existe W e V con y E W tal que el diagrama (3.2) 
conmuta. 

Entonces 

Por lo tanto A/.r(h) es un epimor:fismo. • 
Proposición 3.0.14. Sea/: X-+ Y unafunci6n continua, entonces elfun­
tor J. : Gav(X) -+ Gav(Y) preserva epim.orfisrnos si y solo si para cada 
abierto V C Y, cada punto y E V y cada cubierta {Ua}aeA de 1-1 (V), exis­
ten un abierto W C Y, tal que y E W C V y una cubierta abierta disjunta 
{Wa}aeA de 1-1 (W), tal que Wa C Ua para toda a E A. 

DeTnostraci.6n. Supongamos que f.: Gav(X) -+ Gav(Y) preserva epimor:fis­
mos. Sean V C Y un abierto, y E V un punto y {Ua}aeA una cubierta abierta 
de ¡-1 cv). 

Consideremos el morfismo 

tal que p(:z:) = :z: para todo :z: E U Ua. Como {Ua}aeA es una cubierta de 
¡-1 (V), pes una ñmción suprayectiva, además pes una función continua, por 
lo que pes un epim.orfismo en 'HL/ X. 

Como f. preserva epimorfismos y li-•(V) es una sección de i: ¡-1 (V) c..+ X, 
existen un abierto W e Y, tal que y E W e V y una sección t: ¡-1 (W) -+ U Ua 
tal que el diagrama 

¡-lw) U~a 

¡-1(V) ===¡-1(V) 
1r-41(V) 

conmuta (lema 3.0.13). 
Como u .. es una abierto de U Ua y tes una función continua, t-1 (U,.) es 

un abierto de ¡-1 (W) para toda a E A. Definamos Wa como t-1 (Ua)· 
Sea :z: E ¡-1 (W), entonces t(:z:) E U Ua, en particular t{:z:) E Ua para alguna 

a E A. Entonces :z: E Wa. Por lo tanto {Wa}aeA és una cubierta abierta de 
¡-1(W). 



72 CAPITULO 3. MORFISMOS ULTRAFINITOS 

Sea :z: E W.,., entonces t(:i:) E U.,., asi que ht(:i:) = i(:i:) = :z: E U.,.. Por lo 
tanto W.,. e U.,. para toda a E A. 

Sean Wa y W.e dos elementos de la cubierta, entonces 

porque Ua y U13 son cofactores de 11 Ua y por lo tanto Ua n U.e = 0 en U U.,.. 
Supongamos ahora que para cada abierto V e Y, cada punto y E V y cada 

cubierta {Ua}aeA de ¡-1 (V), existen un abierto W C Y, tal que y E W C V 
y una cubierta abierta disjunta {Wa}aeA de ¡- 1 (W), tal q&e Wa e Ua para 
toda a E A y veamos que 1. preserva epimorfismos. 

Consideremos el diagrama 

E h E' 

~h 
X 

con h un epimorfismo. 
Sean V e Y un abierto, y E V un punto y s: 1-1 (V) -t E' una sección del 

haz p'. Entonces s(l-1 (V)) es un abierto ya que las secciones de homeomorfi.s­
mos locales son funciones abiertas (lema 2.3.17). También h-1 (s(/-1 (V))) es 
un abierto porque h es una función continua. 

Entonces la función 

es un epimorfismo en HL/X. 
Porellema3.0.12,existen W e V con y E Wyt: 1-1 (W) -t h-1 (s(/-1 (V))) 

tal que 

conmuta. 
Entonces se obtiene el siguiente diagrama: 

(3.3) 

1 
1 



73 

Sabe:mos que el triángulo de la izquierda con:muta por el lem.a 3.0.12. 
El cuadrado de la derecha con:muta ya que para todo :i: E h-1 (s(f-1 (V))) 

se tiene queso p' o h(:i:) = h(:i:) ya que ses una sección de p'. 
Por lo tanto el diagrama (3.3) con:muta. 
Así que por el criterio del lema 3.0.13, f. preserva epi:morfis:mos. • 

Proposición 3.0.15. Sea f: X -t Y una funci6n continua con iniagen den­
sa, entonces f.: Gav(X) -t Gav(Y) preserva coproductos finitos si y solo 
si para todo abierto V C Y y·todo punto y E V, sienipre que ¡-1 (V) sea la 
uni6n de dos abiertos ajenos de X, existe un abierto W C Y con y E W tal 
que ¡-1 (W) está contenido en uno de ellos. 

Deniostraci6n. Supongamos que/. preserva coproductos finitos. 
Entonces A/.r: HI../ X -t HL/Y ta:mbién los preserva (2.4.8). 
Considere:mos el siguiente coproducto en HL/ X. 

X 

Sea V e Y, y E V y suponga:mos que ¡-1 (V) =~u B, con A y B abiertos 
ajenos. 

Defina:mos s: ¡-1 (V) -t X U X de la siguiente manera: 

s(:i:) = i2(:i:), si :i: E B 

Claramente ses una sección del haz (lx, lx). 
Ade:máa sabemos que [s E r(1x,1x)f-1(V)]11 E A/.r((lx,lx)). CoU1o A/.r 

preserva coproductos tenemos que el morfismo inducido 

A/.r(lx) U A/.r(1x) __!__. A/.r( (lx, lx)) 

es un isomorfistno. 
Entonces existe [t E rix ¡-1{U)]z E A/.r1x 11 A/.I'1x tal que 

'P([t E rixf-1(U)]z) = [.s E r(1x,1x)f-1(V)]11· 

Suponga:mos sin pérdida de generalidad que [t E r 1 xf-1(U)]z pertenece al 
primer cofactor de A/.r1x U Af.r1x, así que la igualdad anterior es igual a 

[i1 o t E rix ¡-i (U)]z = [s E r(1x,1x)f-1(V)}11 . 

Entonces z = y y existe W e U n V con y E W tal que ii o tlr-•(w) 
s!i-•<w¡. por lo tanto ¡-1 (W) está contenido en A. 
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En la otra dirección, consideremos el coproducto en HL/ X 

X 

entonces, queremos ver que el único mor.fismo rp que hace que el diagrama 

AJ.r(p) •Ar.r'<P> A/.r(p) U A/.r(p') •Ar.r<P'> A/.r(p') 

~·l~ 
A/.r( (p,p')) 

conmute, es un hom.eomor.fismo. 
Veamos que rp es un monomorfismo. 
Sean [s E rp/-1 (V)]11 y [t E rp•/-1 (W)].z:) tales que 

rp([s e rpr1(V)]11 ) = rp([t e rp•r1(W)]..,). 

Así que 

Entonces y = z y existe U un abierto de Y con y E U y U e V n W, tal que 
is o s(r-1cu> = iB' o t(r-1cu>· · 

Entonces para todo :i: E 1-1 (U) se tiene que is o s(:i:) =is• o t(:i:) E En E', 
contradicción. 

Sean [s E rp/-1 (V)]11 y [t E rp/-1 (W)].z) tales que 

rp([s e rpr1(V)]11) = rp([t e rpr1(W)].z). 

Es decir 

[is os E rp/-1(V)]11 = [is o t E rp/-1(W)].z. 

Entonces y = z y existe U un abierto de Y con y E U y U e V n W, tal q:ie 
is o s(r-1cu> =is ot(r-1cu)· Como is es mono, tenemos que s(r-'CUJ = t(r-'CU)· 
Por lo que 

[s E rp/-1(V)]11 = [slr-•cu> E rpr1(U)]11 = 
= [tlr-•(U) E rpr1 (U)J11 = [t E rpr1 (W)l11· 



Análogamente para p'. Por lo tanto tp es un monom.orfism.o. 
Ahora veam.os que tp es un epimorfismo. 
Sea [s E r(p,J>')/-1 (V))11 , entonces 

/-1 (V) = s-1 (E) u s-1 (E') 

donde s-1 (E) y s-1 (E') son abiertos y ajenos. 
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Entonces existe W e Y abierto con y E W tal que W e V y se tiene que 
1-1 (W) C s-1 (E) o bien que 1-1 (W) e s-1 (E'). 

Supongamos que 1-1 (W) C s-1 (E), entonces [slf-1(W) E rPl-1 (W))11 E 
A/.r(p) UA/.r(p') y ip([sl¡-•cw> E rpJ-1 (W))11 ) = [s E r{p,J>')1-1 (V)]11 • 

Por lo tanto tp es un epimorfismo. 
Finalmente tp es una función abierta porque es un homeomorfismo local. 
Por lo tanto <p es un isomorfismo. • 

En conclusión tenemos 

Teorema 3.0.16. Bea f: X -t Y una función continua. f.: Gav(X) -+ 
Gav(Y) preserva. objeto inicial, epirnorfismos y sumas finitas si y solo si 

1. /(X) es denso en Y; 

2. para cada abierto V C Y, cada punto y E V y cada cubierta {Ua}aeA 
de 1-1 (V), existen un abierto W e Y tal que y E W e V y una 
cubierta abierta disjunta {Wa}aeA de 1-1 (W) tal que W 0 C Ua para 
toda ex E A; 

S. para todo abierto V e Y y todo punto y E V, siempre que ¡-1 (V) sea 
la uni6n de dos abiertos ajenos de X, existe un abierto W e Y con 
y e W tal que ¡-1 (W) está contenido en uno de ellos. 

Es decir, f: X -+ Y es un morfism.o ultrafinito. 

• 
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Capítulo 4 

Locales 

En este capítulo introduciremos el concepto de "local". Conoceremos los as­
pectos centrales de la categoría Loe de locales, dando numerosos ejemplos y 
mostrando paso a paso las diversas clases de morfismos que los relacionan, sin 
perder de vista que estamos intentando una generalización del trabajo desarro­
llado en la primera parte. 

4.1 Locales 

Empezaremos dando algunos resultados sobre álgebras de Heyting. 

Definición 4.1.1. Un álgebra de Heyting H es una retícula con O y 1 tal 
que para todo eleTnento b E H, el funtor 

_ /\ b: H --+ H, a t-t a/\ b 

tiene adjunto derecho que denotareTnos coTno 

b => _ : H --+ H, e t-t b => c. 

Dicha adjunción se reduce a la relación 

al\b5c siysolosi a5b=>c 

para cualesquiera elementos a, b, e E H. 

Lema 4.1.2. En un álgebra de Heyting H se tiene que 

1. (a V a')/\ b = (a/\ b) V (a'/\ b), 

2. (a V b) /\(a' V b} = (a/\ a') V b 

para todo a, a', b E H. Es decir, H es una retícula distributi'lla. 
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Demostración. Como /\ b tiene adjunto derecho, por el lema 1.4.10, /\ b 
preserva supremos arbit-;arios, en particular se tiene 

(a V a')/\ b = (a/\ b) V (a'/\ b). 

Usando esta igualdad tenemos 

(a V b) /\(a' V b) = (a/\ (a' V b)) V (b /\(a' V b)) 

=(a/\ a') V (a/\ b) V (b /\a') V (b /\ b) 

=(a/\ a') V b. 

Lema 4.1.3. En un álgebra de Heyting H se cumple que 

1. a S b si y solo si (a => b) = l; 

2. a = (1 => a),· 

3. a=> (b /\ c) =(a=> b) /\(a=> c) 

para cualquier a, b, c E H. 

Demostración. Suponga.Dlos que (a=> b) =l. 

• 

Las lineas horizontales de la siguiente notación se deber leer como "es equi­
valente a", asi que 

·1 =a=> b 

1$a=>b 

1Aa$b 

a$ b. 

De la misma manera se tiene 

a:Sa 

al\1$a 

a$ (1 =>a) 

adjunción 

adjunción. 

Finahnente, la últim.a igualdad se cumple ya que el funtor a => _ tiene 
adjunto izquierdo por definición de álgebra de Heyting, asi que, por el lema 
1.4.11, preserva ínfimos. 

• 
Lema 4.1.4. En un álgebra de Heyting H se cumple que 

1. (b => c) /\ b ~ c; 

2. b =>e= V{a EH I a/\ b S c}. 
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Demostración. La primera desigualdad es equivalente por adjunción a 

(b =>e) :=:; (b =>e). 

Supongamos que a /\ b :=:; e, por adjunción, esto es equivalente a a $ b => e, 
por lo que b => e es cota superior y gracias a la desigualdad 1, es nún.ima. • 

Lema 4.1.5. Sean H un álgebra de Heyting y e E H. La funci6n 

_ =>e: fI ~ H, b 1-t b => e 

es un juntar contravariante. 

Demostración. Supongai:nos que b ::::; b'. Por la segunda parte del lema 4.1.4 se 
tiene que 

(b' => e) /\ b' $ e; 

además, como b $ b' 

(b' => e) /\ b $ (b' => e) /\ b' . 

. Así que tenemos (b' =>e)/\ b::; e, que es equivalente por adjunción a 

(b' => e) :=:; (b ~ e). 

• 
Definición 4.1.6. Sean H un álgebra de Heyting y b E H. Definimos el 
pseudocomplemento -.b de b coTno 

-.b = (b =>O). 

Lema 4.1.7. En un álgebra de He-,¡ting H se cumple que 

1. -.b/\b=O; 

2. -.b = V{a E H 1 a/\ b =O}. 

Demostración. Es un caso particular del lema 4.1.4 al hacer e= O. • 
El siguiente lema nos indica que las álgebras de Heyting modelan el com­

portamiento de la lógica intuicionista. 

Lema 4.1.8. Sea H un álgebra de Heyting. Las desigualdades 

1. a::; (b =>a); 

2. (a=> (b => e)) ::; ((a=> b) => (a=> e)); 

ESTA T;ESIS NO SALE 
DE LA BIBLCOTECA 

3. a $ (b => (a 1\ b)); 

4. (a=> e) :S:: ((b =>e)=> ((a V b) =>e)); 
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5. (a=> b) :5 ((a => -.b) => -.a); 

6. -.a=::; (a=> b); 

se cumplen para todo a, b, c E H. 

Demostraci6n. La primera desigualdad es equivalente por adjunción a a/\b :5 a. 
Usando el lema 4.1.4 para las desigualdades, tenem.os 

(a=> (b => c)) /\(a=> b) /\a= ((a=> (b => c)) /\a)/\ ((a=· b) /\a) 

:5 (b => c) /\ b 

:5 e, 

que es equivalente por adjunción a la desigualdad 2. 
La tercera desigualdad es equivalente por adjunción a u. /\ b :5 a /\ b. 
Para probar la desigualdad 4, observemos que por el lema 4.1.2 

((a=> c) /\ (b => c)) /\(a V b) = 
= ((a=> c) /\a/\ (b => c)) V ((a=> e) /\ (b => e)/\ b). 

· : Por el lema 4.1.4 

((a=> c) /\a/\ (b => e)) V ((a=> c) /\ (b => c) /\ b) 
:5 (e/\ (b => e)) V ((a => e)/\ c). 

'Finalmente, por la desigualdad 1 

(c /\ (b => c)) V ((a=> c) /\ c) =c. 

Por lo tanto 

((a=> e)/\ (b => c)) /\(a V b) :5 c 

que es equivalente por adjunción a la desigualdad 4. 
Para probar la quinta desigualdad, tenemos por el lem.a 4.1.3 

(a=> b) /\(a=> -.b) =a=> (b /\ -.b). 

Por el lema 4.1. 7 y la definición de -., se tiene 

a=> (b/\-.b).= a=> O= -.a. 

En particular 

(a => b) /\(a => -.b) ~.-.a, 

que es equivalente por adjunción a la desigualdad 5. 
Finalmente, como a=>_ es un funtor, se tiene 

-.a = a => O ~ a => b. 

• 
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Lema 4.1.9. Sea H un álgebra de Heyting. Para todo a, b, c EH &e tiene 
que 

(a => (b => c)) = ((a/\ b) => c). 

Demostración. La desigualdad 

((a/\ b) => e) ~ (a=> (b => c)) 

es equivalente por adjunción a 

((a/\ b) => e)/\ a/\ b ~ e 

la cual es cierto por el lema 4.1.4. 
Al aplic«r dos veces dicho lema, se tiene 

((a=> (b => e))/\ a/\ b ~ (b => e)/\ b ::; e 

que es equivalente por adjunción a 

(a=> (b => e) ::; ((a/\ b) => e). 

• 
Por fin, la definición de "local". 

Definición 4.1.10. Un local L es un retícula co?npleta en la cual los su­
preTnos arbitrarios se distribuyen sobr-e los i14imos finitos, es decir 

para todo a, b0 E L. A esta igualdad la llamerenios ley distributiva infinita. 

El siguiente resultado es una gran herramienta ya que da la oportunidad de 
aprovechar propiedades conocidas de las álgebras de Heyting. 

Proposición 4.1.11. Para una retícula L, las siguientes· co'ndiciones son 
equivalentes: 

1. L es un local 

2. L es un álgebra de Heyting completa 

Demostración. SupongaIIlos que L es un local y consideremos el funtor 

/\b:H-+H, a....+a/\b 

para alguno. b E L. Ahora definanios 

b => : H -+ H, e....+ V d 
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y veam.os que es adjunto derecho de /\ b. 
Sean a y c E H y supongam.os qu; a A b ::; c. 
Entonces, por definición del funtor b => _, 

a A b ::; e im.plica a ::; V 
dEL,d/\b:5c 

im.plica a ::; b => c. 

d 

Ahora supongamos que a ::; b => c. Nuevamente por definición del funto~ 
b => _ y por la ley distributiva infinita, 

a ::; b => c im.plica a ::; V d 
dEL,dAbSc 

implica a A b < (dEL~b:5c d) /\ b 

im.plica a A b::; V (dA b)::; c 
dEL,dAb5c 

im.plica a /'. b ::; c. 

Finalmente, supongamos que L es un álgebra de Heyting completa, por lo 
que resta probar la ley distributiva infinita. Sabemos que para todo elemento 
b E L, el funtor A b tiene adjunto izquierdo, por lo cual, según el lema 1.4.10, 
preserva supremos arbitrarios, por lo tanto se cumple la ley distributiva. • 

Para mostrar que estamos trabajando en la dirección correcta, tenemos el 
siguiente: 

Ejemplo 4.1.12. Consideremos la categoría A(X) definida anterionnente. 
Entonces la uni6n de abiertos es el supremo y la intersecci6n es el ínfimo. 
Como la uni6n arbitraria de abiertos es a'>ierta, tenemos que A(X) es una 
retícula completa. 

De la misma manera, la condición 

vn ( yu.) = ycv n u,), 

necesaria para que A(X) sea un local, e.<: una igualda.d de teoría de conjun-
tos. ' 

Dado un local, podemos construir nuevos locales. 

Lema 4.1.13. Sea a EL un elemento de un local. Los segmentos 

ja= {b EL 1 a::; b}, .J,.a = {b E L 1 b ::; a} 

son locales con el orden parcial inducido. 
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Demostra.ci6r.. Ambos conjuntos están parcialmente ordenados por el orden 
que les induce L y son cerrados bajo ínfimos y supremos arbitrarios y claramente 
satisfacen la ley distributiva infinita. 

En el caso de ta, el 1esel1 de L y el cero es a. En el caso de J. a,_ el 1 es a 
y el cero es el cero de L. • 

A continuación definiremos los morfisnios entre locales y veremos cómo es 
que preservan su estructura. 

Definición 4.1.14. Un morfismo /: L--+ M de un local L a un local M es 
un par de /untares f.: L --+ M y ¡•: L --+ M que satisfacen: 

1. ¡•~f., 

2. f* preserva ínfimos finitos. 

Observación 4.1.15. Las condiciones de la definici6n de un morfismo de 
lccales f se pueden reescribir de la siguiente manera: 

1. f*(V,a»=V,/*(ao), 

2. f*(a /\ b) = f*(a) /\ f*(b), 

3. /*(1) = 1, 

para todo a 0 , a, b E L. 
La priniera. condición es equivalente, por el lema 1.4.10, a que elfuntor. 

¡• tenga adjunto derecho. Las dos restantes son equivalentes a que ¡• 
preserve ínfimos finitos; es decir, ínfinios binarios (2) e ínfimos vac<os 
(3). 

Consideremos los ejemplos más inmediatos. 

Ejemplo 4.1.16.a. Si f: X --+ Y es una función continua podemos inducir 
elfuntor 

Es fácil ver que dicho juntar cumple con las condiciones de la observaci6n 
4.1.15. De hecho, el adjunto derecho de J-1 es el juntar 

J.: A(X)--+ A(Y), U i-t LJ W, 
1-1 (W)CU 

con lo que tenemos un morfismo de locales f:A(X)--+ A(Y). 

Ejemplo 4.1.16.b. Sean L un local y un eleTnento a EL, el juntar 

i* : L --+ J. a, b H b A a 

tiene adjunto derecho, dado por i.(b) = a => b {proposición 4.1.11), y 
obviamente preserva ínfimo finitos, lo que induce un morfismo de locales 
i:J.a--+ L. 
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Ejemplo 4.1.16.c. Sean L un local y un elemento a EL, el juntar 

j*: L -> ja, b H b V a 

obviamente preserva supremos arbitrarios y el 1 de .l.. 
Como L es un álgebra de Heyting (proposición 'f.1.11), el lem:r. 4.1.2 

demuestra que j• preserva ínfimos binarios. 
Por lo tanto, ;• induce un morfismo de locales :j: ja -> L cuya parte 

adjunta derecha es simple'f7lente la inclusión 

j.:ja->L, c,_. c. 

Sean b E L y c Eja. Entonces b V a ::::; c si y solo si b::::; c ya que a ::5 c. 

Con esto concluimos que los locales y sus morfismos constituyen una cate­
goría que denotaremos por Loe. 

En muchos casos se sigue muy de cerca la analogía qu "'.> sugieren los espacios. 
topológicos. Tal es el caso de la siguiente definición. 

Definición 4.1.17. Sea L un local. 
Un monomorfismo M --. L es un sublocal abierto de L si e-' isomorfo al 

Tnonomorfismo i: J.a -> L, para alguna a E L. 

J.a- ~ M 

~ >'/ 
L 

Un monomorfismo M --. L es un sublocal cerrado de. L si es isomorfo 
al monomorfi,s'f7lo j:ja-> L, para alguna a E L. 

M ~ ta 

~/ 
L 

Terminamos esta sección con algunos resultados interesantes acerca de la 
categoría Loe. 

Proposición 4.1.lS. La categoría Loe es cocompleta. 

Demostración. El objeto inicial de Loe es el local que consta de un solo ele­
mento { * }. Dado cualquier local L existe una única función L -> { *} que 
obviamente preserva los supremos e ínfunos arbitrarios. Esto indica que hay un 
único morfismo de locales { •} -> L para cada L en Loe. 

Sea (L¡}¡ una familia de locales. Definamos EB¡ L; co:mo el producto carte­
siano de la familia (L¡}¡ dotado con una estructura puntual, es decir 

(l¡}¡ /\ (k¡}¡ = (l¡ /\ k¡}¡ (l¡}¡ V (k¡}i = (l¡ V k¡}¡. 
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Es claro entonces que El:), L& es un local. Consideremos las proyecciones de 
conjuntos (pj : El:), L& --+ L;};. Como la estructura de El:), L, en puntual, tenemos 

pj (y (lki}i) = pj ( (y lki) J 
=Vlk; 

k 

=V PiWk•»>· 
k 

De la misma manera, lrui proyeccior..es (pj)i preservan ínfimos finitos, así que 
inducen morfismos de locales (p;: L; --+El:), Li),. 

Sean M un local y (q, : L& --+ M)i morfismos de locales. 
Definamos el morfismo 

Com.:> cada morfismo qt preserva supremos arbitrarios tenemos 

q• (y mk) = ( q¡ (y mk) ) i 

= (y qi(rnk) ), 

= V<qt(mk)}i 
k 

=V q*(mk>· 
k 

De la misma manera se tiene que q• preserva ínfimos finitos, por lo que se 
obtiene un morfismo de locales q: $, L,¡--+ M. 

Como 

(4.1) 

tenemos que el diagrama 
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CODllluta. Por lo que el'diagrama 

es conmutativo en Loe. Además la ecuación {4.1) indica tanibién que el mor­
fismo q es único ya que define la imagen de q• de manera única. 

Por lo tanto E9, L, es el coproducto de (Li)i en Loe. 
Por último construyamos el coigualador de un par de flechas. 
Sean f, g: L-+ M dos m.orfismos de locales. 
Definamos N :={a E M ( r{a) = g•(a)}. 
Seanª• EN para todo i E/, como¡• y g• preservan supremos arbitrarios 

r (Yª•). =Vr<a•) 

=V g*(a•> 
i 

entonces Vi ª• E N, por lo que N es una retícula completa. 
Además, como f* y g• preservan ínfimos finitos, si a y a' EN, se tit::ne que 

f*(a/\a1
) = f*(a) /\f*(a') 
= g*(a) /\ g*(a') 
= g*(a /\a'). 

Tam.bién /*{1) = g*(l). La condición restante para que N sea un local se 
cumple ya que N ~ M y tanto los ínfimos como los supremos de N se calculan 
como en M', por lo tanto N es un local. 

Por lo tanto, la inclusión i• : N -+ M preserva ínfimos finitos y supremos 
arbitrarios. Esto induce un morfismo de locales i: M -+ N y por definición de 
N se tiene que /* o i* = g• o i•, es decir i o f = i o g. 

Sea h: M -t K un morfismo de locales tal que h o f = h o g. Esto implica 
que f*(h*(k)) = g*(h*(k)) para toda k E K, así que frng(h*) C N. Como 
h* preserva ínfimos finitos y supremos arbitrarios, se obtiene un morfismo de 
locales h: N -t K tal que el diagrama 
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conm.uta. Así se factoriza de manera única a h a través de i. 
Por lo tanto Loe es cocompleta. • 

Lema 4.1.19. Sean L un local y {u•}ier una familia ajena de elementos de 
L, es decir u, A u., = O si i ~ i'. Entonces ©•eI .l. Ui ~.l. V iEI Ui 

Demostraci6n. Definalllos un par de funciones 

a:ffi .l.ui-+ J. Vu• (ai)ier >--> Vª" 
iEI iEl iEl 

,6:.1. Vu•-+ ffi .}.u, 
iEI iEI 

y veamos que constituyen un isomorfismo. 
Sea (a;);er E ©•er .i.u,. 

,6 o a((a;);er) = {3 (~a;) = ( (x a;) A ui),er 

=<V (aj/\ u,))ier = (ai);er· 
jEI 

La última igualdad se da gracias a que la familia {ui}ier es ajena. 
Sea b E.l. Vier u;. 

a o {3(b) = a( (b /\ u,}ier) = \j (b /\ t!>) 

=b1\Vu•=b 
iEI 

iEI 

Por lo tanto Ef\ieI .l. Ui y .l. V iEI u, son isomorfos. • 
Observación 4.1.20. En el caso de una familia ajena {u;}ier, la estructura 
dt! coproducto está da.da por los morfisTnos de locales definidos como 

para toda j E I. 

pj:J.Vu•-+J.u;, v>-+v/\u; 
iE/ 

Proposición 4.1.21. La categoria Loe tiene oojeto terminal. 

Demostraci6n. El objeto terminal de Loe es el local {O, l}. · 
Sea L un local. Para que f*: {O, l} -+ L induzca un morfismo de locales 

f: L -+ {O, l} se debe cumplir que f*(O) = O y f*(l) = 1, ya que f* debe 
preservar supremos e ínfu:nos vacíos. Esto define de manera única a ¡• y además 
es obvio que f* preserva todos los supremos e ínfil:ncs. 

Por lo tanto {O, l} es el objeto terminal de Loe. • 
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El siguiente resultado se enuncia sin demostración dada su complejidad. 

Proposición 4.1.22. La. categoría. Loe tiene productos fibra.dos. 

Demostra.ci6n. Ver teorema 1.4.3 de [2). 

Corolario 4.1.23. La. categoría Loe es finitamente conipleta. 

Demostra.ci6n. Se sigue de las proposiciones 4.1.21 y 4.:.22. 

4.2 Morfismos abiertos 

• 
•• 

En esta sección nos ocuparemos de un tipo particular de modismos d"' locales 
que guarda estrecha relación con las funciones abiertas entre espacios topológi­
cos. 

Definición 4.2.1. Un m.orfisTno de locales f: M -l L es abierto si ¡• tiene 
adjunto izquierdo Ji y si la. "identidad de F'robenius" 

fi(a /\ f"(z)) = f1(a) /\ :z: 

se satisface pa.ra. toda. a. E M y toda z E L. 

Observación 4.2.2. Para. toda a E M y toda z E L siempre se tiene 

f1(a /\ f"(z)} ::S: f1(a.) 
fi(a A f°(z)) :::; f1f°(z):::; z, 

por lo que la. desigualdad 

fi(a A f°(z)} ::S: f1(a) /\ :z: 

siem.pre se cumple. 

Ejemplo 4.2.3.a. Sea f:X - Y unafunci6n continua. VeaTnos que si fes 
una funci6n abierta en el sentido topol6gico, el correspondiente morjisTno 
de locales definido en -4..1.16.a es abierto en el sentido de la definición 
4.2.1. 

Sean U E A{X) y V E A(Y), obviaTnente 

f(U) ~V si y solo si U~ ¡-1 (V), 

entonces la imagen directa f: A(X) -l A(Y) es adjunto izquif'rdo de la 
imagen inversa. ¡-1 : A(Y) - A(X). 

Finalmente, la identidad de F'robenius 

f(U n ¡-1 (V)) = f(U) n V 

es un resultado de teória de conjuntos. 
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Ejemplo 4.2.3.b. Consideremos el morfismo de locales visto en el ejemplo 
4,.1.16.b y veamos que es un morfismo abierto de locales. 

Definamos la parte imagen directa de dicho morfismo de la siguiente 
manera 

i1 : .l. a -+ L, c t-t c. 

Veamos que i1 -1 i•. Sea c E.l.a y b E L .. 

i1(c) :5 b 

c :5 b 

c:Sb/\a 

c :5 i•(b) 

def. de i1 

c E.l.a 

def. de i•. 

Resta probar la igualdad de Frobemus. Sea c E.l.a y b E L. 

i1(c /\ i*(b)) = c /\ i*(b) = c /\ b /\a= c /\ b = i1(c) /\ b. 

Por lo tanto i:.l.a-+ L es un morfismo abierto. 

El siguiente es un criterio sobre morlismos abiertos que facilita muchas de 
las demostraciones posteriores. 

Lema 4.2.4. Sea f: M -+ L un morfismo de locales. J..,a.S siguientes condi­
ciones son equivalentes: 

1. f es un morfismo de locales abierto; 

2. f* preserva infimos arbitarios y la identidad 

f*(:z: =>y)= f*(:z:) => f*(y) 

se cumple para todo :z:, y E L. 

Demostración. Supongamos que f es un modismo de locales abierto. 
Por definci6n, /* tiene adjunto i:;~quierdo lo cual es equivalente a que preserve 

ínfimos arbitrarios. 
En particular 

rcx =>y)/\ f*(x) = f*((x =>y)/\ x). 

Por el lema 4.1.4 tenemos que 

f*((x =>y)/\ :z:) :::; f*(y), 

que es equivalente por adjunción a 

f*(x =-y) :5 f*(x) => f*(y). 

--~---~~~~~--'-'-'"-'----------~--.,,,., ..... """"...;:,: ..... _ ...... 
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Por el lema 4.1.4 y la adjunción f1 -1 ¡• tenemos 

f1((f*(x) => f*(y)) /\ f*(x)) $ f1(f*(y}) $y. 

Usando la desigualdad de los extremos tenemos 

/1((f*(x) => f*(y)) /\ f*(x)) $y 
/1((f*(::r:} => f*(y)) /\ ::r: $y 

f1((/*(:r;) => j*(y)} $X=> y 
f*(:i:) => J*(y) $ J*(x =>Y) 

Por lo tanto 

f*(x =>y)= f*(:i:) => f*(y). 

Ahora supongamos que f cumple con la condición 2. 

Frobenius 
adjunción 
adjunción. 

Como f* preserva ínfimos arbitrarios, tiene adjunto izquierdo /;. 
Tomemos elementos a E M y x E L. Primero demostremos que 

f.(a => f*(::r:}} = f1(a) => x. (4.2) 

Como a$ J• f1(a) y _ => f*(x) es un funtor contravariante (lema 4.1.5) se 
tiene 

r f1(a) => f*(x) $a=> f*(:i:) 

J*(f1(a) => ::r:) $a=> f*(x) ¡• cumple la condición 2 

/1(a) => x::; f.(a => J*(:i:}) r -11. 
Por otro lado, sabemos por adjunción que 

(a=> J*(:i:)) :$(a=> f*(::r:)) 

(a=> J*(:i:)) /\a::; f*(:r) 

a$ (a=> J*(:i:)) => /*{:i:). 

Como!* f.(a => J*(:i:)) :$ (a=> J*(:i:)) y el funtor _ => J*(x) es contrava­
riante (lema 4.1.5) y/* cumple con la condición 2, se tiene 

(a=> f*(::r:)) => f*(x)::; r f.(a => f*(::r:)) => f*(::r:) 

(a=> f*(::r:)) => f*(x) $ J*(f.(a => J*(:i:)} => x) 

entonces 

a$ /*(f.(a => f*(:i:)) ~ x). 

Así que por adjunciones tenemos 

a$ J*(f.(a => J*(::r:}} =;- ::r:) 

f1(a) $ f.(a. => f*(::r:)) => ::r: 

f1(a) /\ f.(a => f*(::r:)) ::; ::r: 

f.(a => f*(x)) $ /1{a) => ::r:. 
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Por lo tanto 

f.(a => r (:i:)) = f1(a) => :i:. 

Por la observación 4.2.2 sabemos que para probar la identidad de Frobenius 
es suficiente probar la desigualdad 

f1(a) /\ :i: :5 /1(a /\ /*(:i:)) 

que es equivalente por adjunción a 

:i: :5 f1(a.) => f1(a/\f*(::.;)). 

Entonces 

f1(a) => f1(a /\ f*(:i:)) = f.(a => r f1(a /\ f*(:i:))) 
?: f.(a => (a/\ /*{:i:))) 
= f.((a =>a)/\ (a=> f*(:i:))) 
= /.(1 /\(a=> f*(:i:)) 
= f.(a => f*{:i:)) 
= f1(a) => :i: 
?: :i:. 

f* f1(b) ?; b Vb 
lema 4.1.3, parte 3 

{4.2) 
lema 4.1.8, parte 1 

• 
Lema 4.2.5. La co1nposici6n de dos -rnorfis-rnos abiertos es ta1nbién abier­
ta. 

Deniostraci6n. La composición de dos morfismos abiertos obviamente cumplirá 
con la. condidón 2 del lema 4.2.4. • 

En el siguiente lema vemos que los morfismos abiertos son compatibles con 
el coproducto de locales. 

Lema 4.2.6. Sean fi: Li--+ L 1norfis1nos abiertos para cada i E J, entonces 
d "!"ºrfi.s-rno inducido f: El) Li -+ L es abierto. 

Deniostraci6n. Los m.orfismos abiertos fa inducen un morfismo f: El) Li -+ L 
tal que f*{l) = (/i(l)),. 

Definamos /1 : El) L, -+ L como 

t1W»» =V et.Mi.). 
i 

Veamos que / 1 es adjunto izquierdo de ¡•. 
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Vi (f,)1 (l,) :S l 

Vi l, :S t: (l) 

(l;}i :s f*(l) 

def. de /1 

(fi)I ...¡ 1.· 
estructura puntual 

def. de f* 

Resta probar la identidad de Frobenius. 

Por lo tanto f es un morfismo abierto. 

4.3 Morfismos étale 

def. de r 
estructura puntual 
def. de /1 
Frobenius 
ley distributiva infinita. 
def. de /1 

• 

En esta sección nos ocuparemos del tipo de morlismo de locales que recoge el 
espíritu de los homeomorfismos locales entre espacios topológicos. 

Lema 4.3.1. Consideremos un morfismo de locales f: M -¡. L 1. dos ele­
mentos a E M, :i: E L. Supongamos que el diagrama 

donde i y j son como en el ejemplo ..¡.1.16.b, es conmutativo en Loe. 
Entonces g•(y) = a/\f*(y) para y :S :e y g.(b) = f.(a => b)l\:c para b :S a. 

Demostraci6n. Sea y :S :i:, 

g*(y) = g*(y /\ :i:) = g*j*(y) = i* f*(y) =a/\ f*(y). 

Sea b :S a, 

f.(a => b) = f.i.(b) = j.g.(b) =:e=> g.(b). 

Por adjuncipn 
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f.(a => b) :5 :i: => g.(b) 

f.(a => b) /\ :i: :5 g.{b). 

Por otro lado, g.(b) :5 :i: para toda b EJ.a. Además 

ro.(b) /\a :5 b 

ro.(b) :5 a=> b 

g.(b) :5 f.(a => b) 

Por lo tanto g.{b) = f.(a => b} /\ :i: 

descripción de g• 

adjunción 

adjunción. 
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• 
Definición 4.3.2. Un morfismo de locales f: M -t L es étale cuando e:cis­
ten familias (a,;};er C M y (:i:,¡),;er C L con las pre-piedades: 

1. V,;erª• = 1 

2. Para todo i E 1, f se restringe a un isomorfismo Íi: J.a,¡ -t J.:i:i entre 
los sublocales abiertos g"nerados por a; y :i:;. 

Observación 4.3.3. Por el l!?Tna ..f..3.1 tenemos 

Observación 4.3.4. Como para todo i E .r la restricción fi: J.a,¡ -t J.:i:i es 
un isomorfismo, los morfismos ¡¡ y fi. son·mutuamente inversos. 

El siguiente lema es un resultado co_mpletamente deseable, incluso esperado. 

Lema 4.3.5. Todo morfismo étale de locales es abierto. 

Demostración. Sea f: M -t L un modismo étale de locales, entonces existen 
familias (a,¡);er e M y (:i:;);er e L tales que V,;er ª' = 1 y el cuadrado 

(4.3} 

donde fi es un isomorfismo para toda i E 1, conmuta para toda i e I. 
Definamos f1(m) =V; f,¡.(m /\ ai) y veamos que !1 --l r. 
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Como el cuadrado (4.3) conmuta, el cuadrado correspondiente a las partes 
adjuntas izquierdas también conmuta, por lo tanto 

Ji(l l\:.;i) = j*(l) /\ ª• (4.4) 

para toda l E L. 
Supongamos que f1(m) ::::; l, entonces 

fi(m) :::; l 

Vi fi.(m /\ ai) :5 l 

Vi fi.(m /\ ai) :5 l 

Vi fi.('rnl\ai):'.5ll\xi 

Vi m /\ ai ::::; fi(l I\ Xi) 

Vi m /\ ªi :5 j*(l) /\ ª• 
Si esto último ocurre, tenemos 

Vier(m /\ ª•) :'.5 VierU*(l) /\ ai) 
m /\ (V•er a,) ::::; J*(Z) /\ (V•er ao) 

m/\l:'.5f*(Z)/\l 
m :'.5 J*(l). 

definición de f1 

fi. (b) :5 Xi Vb EJ.ai 

observación ( 4.3.4) 

(4.4) 

ley distributiva iDfinita 

Vier ª' = 1 

Finalmente, supongamos que m :5 f'(Z). Obviamente m /\ ai :5 f*(l) /\ ai 
para toda i E I y con lo visto anteriormente eso equivale a f1(m) ::::; l. 

Por lo tanto !1 -l f*. 
Resta probar la identidad de Frobenius. 
Primero observemos que 

fi.(m /\ ai) /\ l = f•.(m /\a,)/\ l I\ Xi 
= fi.(m /\a,;)/\ Í•.fi(l I\ x,) 
= fi.(m /\ ao /\ J;(l I\ xi)) 
= fi.(m A ao /\ f*(l)) 

Utilizando esta igualdad tenemos 

f1(m) /\ l =V fi.(m /\a,)/\ l 
i 

Íi.(b) :'.5 Xi Vb EJ.a,¡ 
observac.ión( 4.3.4) 
fi. preserva ínfimos 
(4.4). 

=V Íi.(m A ao A J*(Z)) 
i 

= f1(m /\ J*(l)). 

Por lo tanto f es tin modismo abierto. 

Corolario 4.3.6. Un morfismo f: M ~ L de locales es étale si y .solo si 
• 
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1. f es abierto y 

2. eziste una faTnilia (ai), e M tal que Vi ª' = 1 y la restricci6n del 
morfisTno f1: .J..ai -+ .J.f1(a.) es un isoTnorjisTno de COPOS para toda 
i E I. 

De=ostraci6n. Si f: M -> L es un morfismo étale entonces es un morfismo 
abierto (lema 4.3.5). 

Adem.ás existen familias (a&)ieI C M y (:ri),er C L tales que V, a, = 1 
y las restricciones fa: .J..a. -> .J,.:z:, de f son isomorfismos para toda i E I. En 
particular, dichas restricciones son morfismos abiertos de locales. 

Como el cuadrado 

conmuta se tiene en particular ft o a1 = fJ1 o Í•i· 
Sea a E.J..ao. como a1 y f31 son inclusiones (ejemplo 4.2.3.b), 

fi 1(a) = fJ1(f; 1(a)) = f1(a1(a)) = f1(a), 

así que fit es efectivamente la restricción de ft. 
Supongam.oa que el morfismo f: M -+ L cumple la segunda condición. En­

tonces existe una familia (a&)& e M tal que V,ª' = 1 y la restricción del 
morfismo ft :.J,.ao-> .J..f1(ao) es un isomorfismo de COPOS para toda i E I. 

(/1 ( ao »•er es una familia contenida en L tal que para toda i E I. el cuadrado 

conmuta. En consecuencia el cuadrado correspondiente a los adjuntos derechos 
de los morfism.o fi. Íi1t a1 Y fJ1 

M--
1
-.-... L 

también conmuta. Por lo que f se restringe a un isomorfismo para cada i E I. 
Por lo tanto f es un morfismo étale. • 
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Ejemplo 4.3.7. Usando este últiTno corolario podemos ver que el morfismo 
i:J.a-> L visto en el ejemplo 4.1.16.b es étale. 

En el ejemplo 4.2.S.b vimos que el dicho morfismo es abierto. 
La funci6n i1: J.a -> J.i1(a) es un isomorfismo ya que se trata de la 

identidad y como el elemento a cubre· al local J.a, tenemos que i es étale. 

Con la siguiente proposición vem.os cómo es posible cargar toda la estrudura 
de m.orfismo étale en una sola función /1. 

Proposición 4.3.8. Sea /1: M -> L una funci6n entre dos loi:-!lles. Las 
.siguientes condicione.s son equivalentes: 

1. /1 es la parte imagen directa de un morfismo étale de locales; 

2. (a) /1 preserva supremos arbitrarios y 

{b) e:z;iste una cubierta Viera.= 1 de M tal que para todo i E I Ías 
restricciones /1: J.a. -> J./1{ai). son isorr&orfismos de COPOS. 

Demostraci6n. Supongam.os que /1 es la parte im.agen directa de un m.orfis­
mo étale de locales. Com.o / 1 tiene adjunto derecho /*, /1 presefVa supremcs 
arbitrarios. La segunda condición se sigue del corolario 4.3.6. 

Ahora supongam.os que se cum.plen las condiciones (a) y (b). Como / 1 pre­
serva suprem.os arbitrarios, tiene adjunto derecho /*. 

Veam.os que /* preserva también supremos arbitrarios para que a su vez 
tenga adjunto derecho/... · 

Sea x = V keK z,. E L. Como z,. ::;: V 1eeK z1e entonces/* (:z:,.) ::;: /* (V keK :z;,.) 
para toda k E K. Por lo que 

V rc:z;,.) :s r (V :r:,.). 
keK lceK 

Probar la otra desigualdad es equivalente a probar que para toda a E M, 

ª:::: r (V z1c) , implic~ ª:::: V rc:z;,.). 
lee X 1cex 

Probarem.os prim.ero la im.plicación para a ::;: «• para alguna i E I. 
Considerem.os el iaomorfillmo /1: J.ai-> J./1(as) dado por el inciso (b). Cada 

elemento /1{as) /\ :z;,. EJ./1{ai) es de la forma /1(b•1c) = /1(a,) /\ z,. para un único 
elemento b,,. EJ.a.. 

Como /1: J.a, -> J./1{ai) es un isomorfismo, preserva supremos arbitrarios, 
entonces 

/1 (Vi.ex b•1c) =Vi.ex /1{b,1c) 
= V1eexU1(a,) /\ :z:1c) 
= /1(a•) /\(Vi.ex :z;,.) 

Sea a::;: as tal que a :S !*(Vi.ex x,.). 

def. de /1(b,1c) (4.5) 
ley distributiva infinita. 
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Se tiene 

Entonces 

a$ r (VkeK Xk) 

f1(a) $ VkeKXk 

f1(a) = f1(a¡) /\ f1(a) 
$ f1(a¡) /\<V kEK Xk) 

= f1(V kEK b¡k) 

J1 -1 r. 

a$ a¡ 
(4.6) 
(4.5). 

Como !1 restringido a a¡ es un isomorfismo, a $ V kEK bik· 
Además, para cada k E K 

f1(a¡) /\ :Ck :;; Xk 

f1(bik) $ Xk def. de f1 ( bilc) 

11 -l r. 
Entonces a$ V kEK b¡k $V kEK f*(xk)· 
Ahora probemos el caso general. Sea a E M, tenemos 

a=a/\l 
= ª /\ (V ie1 a¡) 
= Vie1<ª /\a¡) 

condición (b) 
ley distributiva infinita. 

Supongamos que a$ t•(V kEK xk), entonces 

implica 
implica 
implica 
implica 
implica 
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(4.6) 

(4.7) 

(4.7) 

(4.7). 
Por lo tanto ¡• preserva supremos arbitrarios, así que tiene adjunto derecho 

f •. Además j• preserva ínfimos arbitrarios porque tiene adjunto izquierdo f 1, 

por lo que induce un morfismo de locales f: M -+ L. 
Resta probar la identidad de Frobenius. Probaremos primero la desigualdad 

para a $ a¡ para alguna i E I. 
Consideremos el isomorfismo f1: .!.a¡ -+ .l.f1(a¡) dado por el inciso (b). Te­

nemos que f1(a) /\ x $ f1(a) $ f1(a¡) por lo que existe una única b E.l.a.¡ tal que 
f1(b) = f1(a) /\ x. 

Como !1: .l.a¡ -+ .l.f1(a.¡) es un isomorfismo y f1(b) $ f1(a) entonces b :5 a. 
Además f1(b) $ x que por adjunción implica b $ f*(x). 
Entonces 

b $a/\ r(x) 

f1(b) $ f1(a /\ f*(x)) 

f1(a) /\ :z: ~ f1(a /\ f*(x))' 

/1 l.ia; es un isomorfismo 

def. de fi(b). 
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Así que por la observación 4.2.2 la identidad de Frobenius queda demostrada. 
Para el caso general, sea a E M. 
Entonces 

f1(a) /\ :i: = fi(V,e1(a /\a,))/\ :i: 
= (V iEI f1(a /\a,))/\ :i: 
= V,e1U1(a /\ ai) /\ :i:) 
~ V•e1U1(a /\a./\ f*(:c))) 
= f1(V,e1<ª /\ ª' /\ r(:i:))) 
= f1(V,e1(a /\a,)/\ f*(:c)) 
= f1(a /\ f*(:c)) 

lo que demuestra la identidad de Frobenius. 

.(4.7) 
condición (a) 
ley distributiva infinita 
a/\a,~ai 
condición (a) 
ley distrib".ltiva infinita 
(4.7), 

Por lo tanto !1 es la parte imagen directa de un morfismo étale de locales . 

• 
Proposición 4.3.9. La composici6n de dos morfismos étale de locales tam­
bién es étale. 

Demostraci6n. Sean g: N -!- M y f: M -¡. L morfismos étale, entonces tanto g 
como f son morfi.sinos abiertos (lema 4.3.5) y por 4.2.5 su composición también 
lo es. 

Como 9 y f son étale, existen familias (as}ie1 e N y (mi}ieJ e Ji.{ tales 
que y,a.; = 1, V;m; = 1 y tales que las restricciones 91.:J.a,-¡. J.91(a,) y 
!1 : J. mi -¡. J. !1 ( m;} son isomorfismos para todo i E 1 y para todo j E J. 

El elemento 91(a,)/\m; El91(aa) es la imagen bajo 91 de una única ª•i e;..a.;, 
es decir 91(ai) /\ m; = 91(a1j); así que las restricciones 91: J.a¡; -¡. J.91(aa;), 
!1: J.91(aij)-!- J.f191(ai;) siguen siendo isomorfismos. 

Observemos 

91 (V;a•;) = V;(91(ao;)) 
= V;(91(a.) /\ m;) 
= 91(a.) /\V; m; 
= 91(a.) /\ 1 
= 91(ai). 

91 preserva supremos arbitrarios 

def. de ª'i 
ley distTibutiva infinita 
V;m; = 1 

Como 91 restringido a J. a, es un isomorfismo, entonces ª' = V; a,;. 
Entonces 

'!, ª'i = y (y ª•;) = y a.¡ = l. 

Por lo tanto f o g es étale. • 
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Proposición 4.3.10. En la categoria de locales, si el triángulo 

N " M (4.8) 

~/. 
L 

es comnutativo y f, g son étale, h es étale. 

Dernostraci6n. Como f y g son morfismos étale, existen familias (Cli)ier e N 
y (rn;);eJ e M tales que V, a. = 1, V; rn; = 1 y tales que las restricciones 
/1:J.Cli-+ J./1(c&>) y g1:J.rn;-+ J.91(rn;) son isomorfismos para todo i E I y para 
todo j E J. . 

Definamos a.,= Cli /\ h*(rn;) y mi;= g• f1(ai;) /\ rn;. 
Veamos que 

V,.; Cli; =V; CV,Cc&> "h*(rn;))) 
=V; CCV, "'> "h*C=;)) 
=V; (1" h*(rn;)) 
= V;h*C=;) 

def. de a.; 
ley di::tributiva infinita 
V,a. = 1 

= h* (V;=;) 
= h*(l) 

h* preserva supremos arbitrarios 

V;rn; = 1 
=1 h* preserva el l. 

Obsérvese que 

a,; =a, 1\ h*(rn;) 
S h*(m;) 
S h*g*gi(rn;) 
= f*g1(rn;) 

def. deª•; 

'f!"·; S g•g1(rn;) 
(4.8) conmuta. 

Esta desigualdad es equivalente por adjunción a 

Entonces 

91(=•;) = 91(9* /r(c&>;) /\rn;) 
= /1(C1i;) /\ 91(rn;) 
= /1(a.;). 

Como a.; S ª' y =•; S rn;, la función 

def. de T71ij 

Frobeniua 
(4.9) 

es un isomorfismos de COPOS para cada i E 1 y para cada j E J. 
Resta probar que dichos isomorfismos son restricciones de h. 

(4.9) 

(4.10) 
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Considereinos el diagram.a 

.!.a,;;___!!_ .!.f1(a;;) =.l.91(ni,;;) ~.!.ni•; ( 4 . .Ll) 

! f ! g ! 
N L M. 

h 

Por el lema 4.3.1 basta probar que si ni :::; m.¡;, el isomorfisino del renglón 
superior lo manda a h•(ni) /\a.¡;. Pero por el mismo lema sabemos aue su 
iinagen es J•g1(ni) /\as;· Veam.os que son iguales. 

Observemos 

f1(!º91(ni) /\a;;)= f1(h•(ni) /\as;) 

91(ni) /\ f1(a;;) = f1(hº(Tn) /\a;;) 

f1 es un iso en J.. a;; 

Frobenius 

por (4.10), 91(Tn) E.l.f!(as;) 

así que es suficiente demostrar la últiina igualdad. 
Por el lema 4.3.1 aplicado al cuadrado de la derecha del diagram.a (4.11) 

tenemos 

Además, por adjunción y por definición de as; tenemos que 

por lo que 

as; :::; r f1(a;;) /\ h•(ni;) 
= h•g• f1(ao;) /\ h•(ni;) 
= hº(g• !1(a;;) /\ni;) 
= h•(nis;) 

Finalmente 

(4.8) conm.uta 
h• preserva ínfim.os binarios 
def. de m.¡;. 

/1(hº(m) /\as;)= f1(hº(g•g1(Tn) /\ni;;)/\ a;;) (4.12) 

(4.12) 

(4.13) 

= f1(hºgºg1(Tn) /\ h•(ms;) /\c.;;) 
= f1(hºgºg1(Tn) /\as;) 

h• preserva ínf. binarios 
(4.13) 

= f1(!º g1(ni) /\a;;) 
= 91(m) /\ f1(a.;) 
= 91(m) /\ 91(nis;) 
= 91(m) 

( 4.8) conmuta 
Frobenius 
(4.10) 
91(m) E.!.gdms;) . 

• 
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Este resultado es análogo al lema 4.2.6, de hecho se apoya en él para su 
demostración. 

Lema 4.3.11. Sean fi:L,-+ L 7norfis7ncs étale para cada i E I, entonces 
el 7norfis1710 inducido f: E9 L, -+ L es un 171orfismo étale. 

Demostraci6n. Por el lema 4.2.6, el mor1ismo f: EB Li -+ L es abierto. 
Como cada fi: L, -+ L es étale, existen faniilias (a,;); e L, tales que 

V;ª•;= 1 en L;. y las restricciones (fi}tl .. ,;:.!.a;.;-+ .!.(/;.)1(a•;) son isomor­
fismos para todo j E J. 

Sea l E L., definamos al elemento T de E9 L;. como 

Tenemos que 

- {º l(i') := l 
si i f= i' 
si i = i'. 

V V% =V t.= 1, 
i ; i 

donde l;. es el uno de cada L., por lo que la fo.mili.a (iíij);.,; cubre a E9 L;.. 
Fij~do un elemento de dicha familia vemos que 

es decir, que /1 se restringe a un isomor1ismo. 
Por lo tanto f es étale. • 
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• •• 1 



Capítulo 5 

Gavillas sobre locales 

El presente capítulo tiene estrecha relación con el capítulo 2, de hecho persiguen 
los :in.ismos objetivos y tiene prácticamente la misma estructura, aunque quizá 
el balance entre resultados y ejemplos no sea el mismo. 

5.1 Gavillas 

Definición 5.1.1. Una pregavilla sobre un local L es un funtor F: LºP -t 
Con. Dados v ::5 u EL, escribirnos 

F(u) ~ F(v), 

para denotar la acci6n de F en v ::5 u. 

El hecho de que F sea un funtor equivale a 

l. Vu E L, 'llx E F(u) xlu = x 

2. 'llw 5 v 5 u E L, 'f:z; E F(u) xi..., = (xlv)lw· 

Para cualquier pregavilla F: LOP -t Con y cualquier cubierta u = V iEI u¡ 
en L podemos construir el diagrama 

p 

F(u) ~ CT¡ F(u¡) ==:TI¡,; F(u¡ /\u;) 
q 

(5.1) 

en Con donde para todo x E F(u), e(x) = (xlu.)i y para toda familia (x¡)¡ E 
TiiF(u¡), 

103 
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Definición 5.1.2. Sean F una pregavilla sobre un local L y una. cubierta 
u = V iEI U,¡ de elementos de L. Una familia (x,¡}.;er E n. F'( u.¡) es compati­
ble si p((x,¡},¡) = q((x,¡};). 

Definición 5.1.3. Una pregavilla F sobre un local L es separada cuando 
para toda cubierta u= V•eI u., el morfismo e del diagrama (5.1) es inyec­
tivo. 

Definición 5.1.4. Una pregavilla F sobre un local L es una gavilla cuando 
para todo u EL y toda cubierta u= V,e1 u;. en L el diagrama (5.1) es un 
igualador. 

Obsérvese que en este caso se puede aplicar el criterio del lema 1.3.9 para 
igualadores de conjuntos. 

Lema 5.1.5. Sea F una pregavilla sobre ur. local L. Las siguientes condi­
ciones son equivalentes: 

1. F es una gavilla. 

2. F es una pregavilla separada y dado u= v.EI U,¡ en L, cada familia 
compatible (x.;).;er E CT, F(u.¡) puede ser amalgamada en un elemento 

::z: E F(u) tal que e(x) = (x,¡}ie1-

Demostraci6n. Si F es una gavilla, claramente cumple con la segunda cundi­
ción. 

Por otro lado, supongamos que F cumple con la segunda condición. Enton­
ces cada familia compatible (x.:}aer E CT, F(u,¡) puede ser amalgamada en un 
elemento x E F(u), coi:no además Fes separada, dicho elei:nento es único Por 
lo tanto F es una gavilla. • 

Lema 5.1.6. Sea F una pregavilla sobre un local L. 

1. Si F es separada, F(O) tiene a lo más un elemento. 

2. Si F es una gavilla, F(O) tiene exactamente un elemento. 

Dernostraci6n. La cubierta vacía de O E L es tal que la familia vacía es com­
patible. • 

Lema 5.1.7. Sea F una pregavilla sobre un local L. Si u= V•er Ui en L y 
x E F(u), la familia (xlu.}iEI En, F(u,¡) es compatible. 

Dernostraci6n. Sean i,j E I, entonces 

• 
Lema 5.1.8. Sea F una gavilla sobre un local L. Si u = viEI U,¡ es una 
partición en L (es decir, para todo i, j E I con i "# j, u,¡ /\ Uj = O), entonces 
F(u) e! niEI F(u.) . 

. -- -- - - - -------~~~~~~------------~~~-
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DeTnostración. Por la definición 5.1.4 sabemos que el morfisuio e es inyectivo. 
Como u;/\ u; = O para i ,¡, j, el lema 5.1.6 indica que cada familia (:z:•>.er E 

CT;er F(ui) es compatible, así que por el criterio 1.3.9 existe un' elemento :z: E 
F(u) tal que e(:z:) = (:z:;}ier· 11 

Definición 5.1.9. Una subgavilla de una gavilla F: LºP--> Con, es un sub­
funtor de F que es en sí mismo una gavilla. 

Un criterio que caracteriza a las subgavillas se exhibe en la siguiente: 

Lema 5.1.10. Sea F E Gav(L) una gavilla. Un subjuntor A C F es una 
subgavilla si y solo si para todo elemento l E L, toda cubierta l = V iEI l; y 
para todo :z: E F{l) se tiene que :z: E A(l) si y solo si xlz, E A(li) para toda 
i E I. 

DeTnostración. Primero supongamos que A C F es una subgavilla. 
Sean l = V;er l; un elemento de L con una cubierta y :z: E F(Z). 
Ahora supongamos que :z: E A(l). Entonces xlz, E A(l;) para toda i E I 

porque A es un funtor. 
Por el otro lado, sea :z: E F(l). Supongamos que xlz, E A(li) para toda i E J. 

Como A es en sí mismo una gavilla, el diagrama 

. p 

A(l) .......!.-.... CT. A(l;) ==:: CT;,; A(l; /\ l;) 
q 

es un igualador. Por el lema 5.1.7, la familia (:z:j1.);e1 E CT; A(l;) es compatible, 
así que existe un único elemento en A(l) que bajo la función e aos da (:z:lz,)ier 
y, como Fes gavilla, dicho elemento es claramente :z:, por lo que :z: E A{l). 

En la otra dirección, supongamos que pat'a todo elemento l E L con una 
cubierta l = V;er l; y para todo elemento :z: E F(Z), se tiene que :z: E A(Z) si y 
solo si :z:l1, E A(l;) para toda i E J. 

Sean l = V iEI l; un elemeato de L con una cubierta. Veamos que el diagrama 

p 

A(l) .......!.-.... CT, A(l;) ==::: CT;,; A(li /\ l;) 
q 

<!S un igualador en Con con ayuda del criterio 1.3.9. 
Sea (:z:;)ier E CT, A(li) tal que p( (:z:¡)¡) = q( (:..i)i)· Como A es un subfuntor 

de F y F es una gavilla, existe un único elemento :z: E FU tal que :i:lz, = Xi 

para toda i E/. Entonces, :i:lz, E .A(li) para toda i E I, así que por hipótesis, 
:z: E A( l). Por lo tanto A es una gavilla. • 

Ejemplo 5.1.11.a. Sean L, M dos locale.s. Para cada u E L definimos 

F(u) = {/:.l.u--> M 1 f es un morfismo de locales}. 

Si v :::; u y f E F(u), el morfismo de restriccióT> f >-> /j,. E F(v), donde f!v 
se define como la C'.Jmposición 

i* o f*: M--> ,l.v, m >-> f*(m) /\ v, 
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es tal que F es una pregavilla. 
Veamos que F es una pregavilla separada.. Sean u = V iEI Ui en L !' f, 

g E F(u) tales que Jiu, = 9lu, para toda i E l. Entonces, si 1n E M tene?'Tios 
que 

f*(m) = f*(=) A u=!*(=) A V Ui 
iEI 

= VCJ*(m) A Ui) = 'J(!luJ*(fn) 
iEI iEI 

= V<gl .. J*<m> = g*<=>· 
iEI 

Por lo tanto F es una pregavilla separada. 
Veamos que Fes una gavilla.. Sea u= VieI Ui en L y (fi)ier E nieI F(ui) 

una. familia compati~le. 
Defina'Tnos 

f*:M-+ J.u, m t-t V H<=>· 
iEI 

Veamos que f* preserva supremos arbitrarios. 

def. de f* 
cada ¡¡ preserva sup. arbitrarios 

def. der. 

Veamos que f* preserva el 1. Como cada.¡¡ preserva el 1, 

f*(l) = V fi(l) = V Ui =u. 
iEI iEI 

Veamos que ¡• preserva ínfi=os binarios. 

def. de¡• j*(m Am') = VieI ft(m /\ m') 
= V•er ft(m) /\Ji(=') cada ¡¡ preseroa ínf. binarios, 

r(m) A!*(=')= <V•er f¡(m)) A CV;er fj(=')) 
= v •. ;erCft(m) /\ fj(m')) 

Claramer..te 

def. de r 
ley distributiva infinita.. 

V ft(m) /\Ji(=') :S V f¡*(m) A fj(m'). 
, aer .¡,9;er 
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Para demostrar la otra desigualdad tenemos 

J;(m) /\ fJ(m.') = fl(m) /\ Jj(m') /\u;/\ u, 
= U•lu;l\u;)•(m) /\ (/;lu;l\u;r{m') 
= (filu;l\u;)*{m) /\ (hlu;l\u;)*{m') 
= J;(m) /\ fl(m') /\u; /\ Ui 

(fi)ier compatible 

:S /l(m) /\ J;(m'). 

Por lo tanto f* induce un morfismo de locales f que está en F{u). 
Finalmente veamos que e(f) = (fi)ier-
Sean m E M y j E 1. 

Ulu;)*{m)= (V,erfl(m)) /\u; 
= V•e1Cfl(m) /\u;) 
= V•erCfl(m) /\u•/\ u;) 
= V>e1Cf>lu;l\u;)*(m) 
= Vie1Cf.:'lu;l\u;)*(m) 
= VierUJ(m) /\u,/\ u;) 
= Vse1CfJ(m) /\ ui) 
= Jj(m) /\ V•er u, 
= fj(m) /\u 

= fj(m). 

def. de f* 
ley distributiva infinita 
fl(m) :Su, 

(fi)ier es compatible 

fj(m) :Su; 
ley disributiva infinita 

Ejemplo 5.1.11.b. Seap: M -4 L un morfismo de locales. Para cada u EL 
definiTROs 

G{u) = {/:J.u --4 M lpof = iu}, 

donde iu es la inclusión del sublocal abierto .! •.: en L, es decir i~(l) = l /\u. 
Así, la condición p o f = iu se reduce a f*p*(l) = l /\u para cada l E L. 

Veamos que G es cerrada en la gavilla F bajo restricciones arbitrarias. 
Sean f E G(u) y l E L, .;i v :Su 

(/¡,,)*p*(l) = f*p*(l) /\V= l /\U/\ V= l /\V. 

Como G es una subpregavilla de F, entonces G es ·además una pregavilla 
separada como se veTá en la proposición 5.2.3. 

Veamos que G es una gavilla. Sean u= V•er Ui en L y (/i E G(ua))ier 
una familia compatible. Consideremos el morfismo de locales 

/*:M--4.!.u, mi-+ V /l(m) 
iEI 

definido en el ejemlo 5.1.11.a. 
Sil EL, tenemos que 

f*p*(l) = V f.¡p*(l) = V l /\ Ui = l /\V Ui =,/\u. 
iEI iEI ic;I 

Por lo tanto, G es gavilla. 
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Ejemplo 5.1.11.c. Sea L un local. Para cada u;:: L definirnos 

n(u) = {l E L l l :5 u}. 

Dado v $u en L, el correspondiente rnorfisrno de restricci6n se define 
conio 

n(u)--+ n(v), l 1--t l /\ti. 

Con esta definici6n, n es obvianiente una pregavilla. 
Veanios que n es una pregavilla separada. Sean u V iEI Ui en L y 

l, ni :5 u tales que l /\ u, = ni/\ Ui para toda i E I, entonces 

l=l/\u=l11.Vu•=Vl11.u, 
iEI iEI 

= V 771. /\. u, = rn /\. V u, = ni /\ ~ = rn. 
iEI iEI 

Finalniente, veanios que n es una gavilla. 
Sean u= VieI u, en L y (li)ier E TI;er n(u,) una farnilia cornpatible. 
Definarnos l = V;er l., claraniente 

l = V l¡ $ V U¡ = u, 
iEI iEI 

por lo que l E O(u). 
Finalrnente vearnos que l se restringe adecuadaniente. Sea j E J. 

l /\u;= (V;er li) /\.u; 
= Vier(l; /\u;) 
= V;er(l; /\.u;/\ u;) 
= V;er lilu,l\u; 
= V;er l;lu,l\u; 
= Vier(l; /\u; A u;) 
= V;er(l; /\u;) 
= l; /\ V;er u; 
= l; /\u 
=l; 

Definición 5.1.12. Sea L un local. 
La categoría ConL consta de 

Objetos: Pregavillas sobre L. 

def. del 
ley distributiva infinita 
l¡ $U¡ 

{l;};er es cornpatible 

l; $u; 
ley distributiva infinita 

Morfismos: Transforrnaciones naturales entre ellas. 

De igual fornia, la categoría Gav(L) consta de 

Objetos: Gavillas sobre z,_ 
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Morfismos: Tra.nsfortnaciones naturales entre ellas. 

Explícita=ente, un morfismo a: F ~ G entre pregavillas o gavillas consiste 
de una familia de funciones (au: F(u) ~ G(u))ueL tales que 

'v'u,v EL Va E F(u) V :5 U=> au(o.)lv = av(alv)· 

El concepto de soporte es una herramienta que las categorías sobre espacios 
topológicon no han tenido que usar explícitamente en este trabajo. 

Definición 5.1.13. Seo. F una prego.villo. sabre un local L. El sopcrte de F 
es e! elemento de L do.do por 

a(F) = V{u EL 1F(u):F0} 

Una pregavilla o gavilla F sobre un local L no necesariamente tiene que ser 
no vacía al nivel de su soporte a(F), como lo muestra el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 5.1.14. Tomemos el conjunto X = {1, 2, 3} provisto con lo. topo­
logía do.da por los subconjuntos { {1, 2}, {2, 3}, {2}, 0, X}. 

Definim.os la prego.villo. F ae lo. siguiente manera: 

F(X) = 0 F({l,2}) = {1} F({2,3}) = {3} F({2}) = {1,3}. 

Las inclusiones co.n6nicas serán las imágenes bajo F de las relaciones de 
contenci6n en X. De esta manero. F es una gavillo.. Su soporte es X pero 
F(X) = 0. 

5.2 El local de los subobjetos cerrados 

Esta sección se corresponde con la sección 2.3, susi:ituyendo la noción de génnen 
por la de subobjeto cerrado. 

En esta sección nos ocuparemos de los subobjetos de pregavillas o gavillas, 
por lo cual se busca definirlos explícitamente. 

Lema 5.2.1. Seo. L un local. La co.tegorio. de gavillas sobre L y lo. de prego.­
'!Jillas separadas sobre L son cerradas bajo límites arbitrarios en lo. co.tegoria 
de prego.villas sobre L. 

Demostraci6n. Sean .J una categoría pequeña y C: .J ~ ConL un funtor. 
Por el lema 1.3.13 sabemos que el limite del diagrama (C(/))re.J es el cono 

(K, {pr: K -+ C(J)) re.J) 

donde la pregavilla K es tal que para cada u E L 

K(u) = {(:z:r)re.J E TI C(J)(u) I Vi: 1 ~ J E .J, (C(i))u(xr) = XJ} 

IE.J 
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K(u) = lim (C(J)(u)) 
+-1e.i 

(5.2) 

y si v S u la restricción está dada por 

K(u)-+ K(v), (:z:1}re.J 1-.- (:i:1!.,}1e.J· (5.3) 
Supongamos que C(I) es una pregavilla separada para cada I E .J. Veamos 

que K es también una pregavilla separada. 
Sean u= V l<EK u,. una cubierta en L y (:z:1}1e.i. (y1}re.i elementos de K(u) 

tales que e((:z:1}re.J) = e((y1}1e.J). Entonces 

e((:z:1}re.J) = e((y1}1e.J) 

((:z:1}re.ilu.}1<eK = ((y¡)re.Jlu.}i.eK 

((:z:1lu.}re.J}1<eK =-= ((y1!u.}re.1)1<eK 

((:z:1lu.)1<EK)Ie.J = ((y1!u.)i.eK}re.1 

VI E .J (:z:1!u.)1<eK = (y1!u.)keK 

VI E .J e(:z:1) = e(y¡) 

VI E .J X¡= YI 

(:z:1)1e.J =. (yr}re.J 

Por lo tanto K es una pregavilla separada. 

def. de e 

(5.3) 

def. de e 

C(I) es separada VI E .J 

Supongamos ahora que cada C(J) es una gavilla para todo I E .J. Sea 
u = V i.eK Uk una cubierta en L, debemos probar que el diagrama 

K(u) ~TI K(ui.) ~ n K(ui. /\u¡) 
I< q 1<,I 

ea un igualador en Con. 
Entonces, como limites conmutan con limites, 

K(u) ~TI K(ui.) ~TI K(u,. /\ u1) 
1< q lo,I 

lim . (C(I)(u)) ...!.._ rr lim (C(I)(ui.)) _!_.....TI lim (C(J)(uk /\u¡)) 
+-re.J ,. +-1e.J ~ ,.,1 <-re.J 

e re}C(J)(u)) ~e (rr C(I)( u,.)) ~ ~ . (n C(J)( u,. /\u¡)) 
IE.J I< q IE.1 l<,I 

lim ( C(u) ~TI C(ui.) ~ rr C(u,. /\u¡) ') . 
+--IE.J Je q k,l 

Como el limite de una familia de igualador.::s es un igualador, K eE una 
gaYilla. • 

1 .. 
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Corolario 5.2.2. Sea L un local. Un morfismo a: G => F de gavillas (pre­
gavillas separadas) sobre L es un monomorfismo si y solo si para toda 
u EL, au es una funci6n inyectiva. 

Demostraci6n. Sea a: G => F l;D :mono:mofis:mo de gavillas (pregavillas sepa­
radas), esto equivale a que 

(5.4) 

sea un producto fibrado en la categoría de gavillas (pregavillas separadas). 
Por el le:ma 5.2.1, esto solo ocurre si el diagra:ma (5.4) es un producto fibrado 

en la categoría ConL. 
Por el le:ma 1.3.13, esto es equivalente a que para toda u E L el diagra:ma 

G(u) lG(u) G(u) 

1o(u) 1 !<>u 
G(u)~F(u} 

sea un producto fibrado en Con. Lo cual equivale a que au: G(u) -> F(u} sea 
una función inyectiva para todo u E L. • 

En vista del corolario anterior, podemos considerar que los subobjetos G de 
F en la categoría de gavillas o de pregavillas cerradas son aquellos que para 
toda u E L, G(u) s; F(u). 

Esto nos pone en el camino de suponer que los subobjetos de una gavilla o 
pregavilla separada coinciden con las subgavillas o las subpregavillas separadas, 
respectiva:mente. 

Proposición 5.2.3. Sea L un local. Cada subpregavilla de una pregavilla 
separada sobre L es también separada. 

DeTT&ostraci6n. Sean F una pregavilla separada sobre L y G una subpregavilla 
de F. Sean u= V,e1 u;., y :z:,y E G(u) tales que e(:z:) = e(y). Co:mo Fes 
separada y G(u} s; F(u) para toda u EL entonces :;e =y. • 

Definición 5.2.4. Sea F una pregavilla sobre un local L. Una subpregavilla 
G s; F es cerrada cuando para cada cubierta u = V iEl u; en L y todo 
eleniento :z: E F(u), si :z:lu, E G(u¡) para toda i E I entonces :z: E G(u). 

Proposición 5.2.5. Sea F una pregavilla sobre un local L. Las subprega­
villas cerradas de F, ordenadas por inclusión, constituyen un local. 
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Demostración. La intersección de subpregavillas cerradas es claramente una 
subpregavilla cerrada, en tanto que su estructura es puntual. Entonces las 
subpregavillas cerradas constituyen una retícula completñ. 

Dadas dos subpregavillas B, C ~ F construiremos una subpregavilla cerrada 
(B => C) para exhibir la estructura de álgebra de Heyting de la retícula de 
subpregavillas cerradas. (Ver lema 4.1.11.) 

Sea u E L, definimos 

(B => C)(u) = {:z: E F(u) l 'V1J $ u, xlv E B{1l) implica xlv E C(1l)}. 

Obviamente si x E (B => C)(u) y w $ u entonces xlw E (B => C)(w), por lo 
que (B => C) es una subpregavilla de F. 

Para probar que es cerrada, consideremos u = V•eI u, y x E F(u) tal que 
xlu, E (B=>C)(u,) para toda i E I. 

Sea 1J $u, tenemos que 

1J = 1J /\u = 1J A V Ui = V 1J /\u,. 
iEI iEI 

Entonces, como xlu, E (B=>C)(u,) para toda i E I, 

xlv E B(1l) implica Vi E I xlvl\u, E: B(v /\u,) 

implica Vi E I (xlu.)lvAu, E B(1J /\u,) 
implica Vi E I (x!u,)!v/\u; E C(v /\ ~) 
implica Vi E I xlvl\u; E C(tJ /\ uo) 
implica Vi E I xi,, E C(11). 

Entonces x E (B => C)(u) debido a la definición de (B => C) y a que Ces 
cerrado. Por lo tanto (B => C) es cerrado. 

Sea A una subpregavilla cerrada de F. Si A n B ~ C, para toda 11 $ u en L 
y x E A(u) se tiene que 

x¡,, E B(1l) implica x!v E .4(v) n B(v) 
implica xlv E C(11), 

entonces x E (B=>C)(u), así que A~ (B=>C). 
Inversamente, supongamos que A ~ (B => C) y sean u E L y x E A(u)nB(u), 

entonces 

X E A(u) n B(u) implica X E (B=>C)(u) y X E B(u) 
implica x E C(u). 

Por lo que AnB ~C. 

A este local lo denotaremos por Cl(F) 
• 

Busquemos la manera de relacionar estos nuevos locales Cl(F) a partir de 
morfismos entre los locales subyacentes. 

·., 
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Lema 5.2.6. En la categoría. de prega.villas sobre un loca.l L, el producto 
fibra.do cie un subobjeto cerra.do a lo largo de un rnorfismo arbitnirio es 
también un subobjeto cerrado. 

Demostnici6n. Sea 

un. producto fibrado en ConL donde Ces un. subobjeto cerrado de B. 
Entonces, para todo u E L, P(u) = {:z: E A(u) 1 /u(:z:) E C(u)}. 
Sean u= V•er Ui en L y a. E A(u) tales que alu, E P(-ai) para todo i E J. 
Para cada i E I, como alu, E P(u,) y fes natural, tenemos 

/.,(a)lu; = /.,.(a.lu,) E C(u,), 

entonces /u(a) E C(u) porque Ces cerrado, entonces a E P(u). 
Por lo tanto P es cerrado. • 
Para continuar, introduciremos el concepto de "cerradura de un. subobjeto". 

Leina 5.2.7. Sean F una pregavilla sobre un local L y S ~ F un subobjeto 
de F. La. pregavilla S definida como 

· S(u) = {:z: E F(u) l 3u =V Ui EL, Vi E I :z:lu, E S(ui)}, 
iEI 

pa.ra cada u EL, es el subobjeto cerra.do de Ji' más pequeño tal que S ~S. 

Demostnición. Claramente S es una pregavilla. 
Veamos que S(u) ~ S(u) para toda u E L. Sean u E L y :z: E S(u). 

Entonces :z: E F(u) y la cubierta trivial u = u es tal que :z:lu = :z: E S(u), 
entonces :z: E S(u). Por lo tanto S ~S. 

Supongamos que G es un subobjeto cerrado tal que S ~ G. Veamos que 
S(u) e G(u) para toda u E L. 

Sean u EL y :z: E S(u). Entonces existe una cubierta u= V 1erUi tal que 
:z:lu, E S(uo) ~ G(ui) para toda i E I, entonces :z: E G(u) porque Ges cerrado. 
Por lo tanto S ~ G. 

Finalmente, veamos que Ses un subobjeto cerrado de F. 
Sean t1 = V;eJt1; y :z: E F(v) tales que :i:lv; E S(t1;) para toda j E J. 

Entonces existen cubiertas t1; = Vi;EI; Ui; tales que :z:lu,; E S(ui;) para toda 

j E J. Como t1 = V;eJt1; = V;eJ V•;EI; u-,, entonces :i: E S(t1). Por lo tanto S 
es un. subobjeto cerrado. • 

La subpregavilla S es llamada la cerradura de S" en F. 
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Lema 5.2.8. Sea F una pregavilla sobre un local L. La -operación de ce­
rradura de los subobjetos de F, definida en el lema 5.2. 7, satisface las 
siguientes propiedades: 

1. sc;;s. 
2. s e;; T =>Se;; T. 

3. S=S. 

4- snT=SnT. 

s. 1-1 cs> =1-1 cs>. 
Demostración. La propiedad 1 se probó en el lema 5.2.7. 

La propiedad 2 se desprende de la definición de cerradura. Sea u E L y 
:i: E S(u), entoncesexisteunacubiertau = V,e1 u, talque:i:(,., E S(ui) <;; T(v.,), 
entonces :i: E T(u). -

Para probar la propidad 3 basta observar que S es el subobjeto cerrado m.ás 
pequeño que contiene al subobjeto cerrado S, entonces S =S. 

Probemos la propiedad 4. Como la intersección de subobjetos cerrados es 
nuevamente un cerrado (lema 5.2.5), S n T es cerrado y como la propiedad 1 
indica que S n T <;; S n T entonces, por la propiedad 3, S n T e;; S n T. 

Para la otra contención tomemos u E L y :i: E S(u) n T(u). 
Por definición existen cubiertas u = V •er u,, u = V ;eJ v; tales que :i:(u, E 

S(ui) para toda i E I y :i:(.,; E T(v;) para toda j E J. 
Pero 

U=U/\U= (vui) /\ (v v;) 
iEI ;eJ 

=V Vu¡ l\v;. 
•er;eJ 

Además :i:(u,Av; E S(ui /\ v;) y :i:(u,/\v; E T(u, /\ v;), entonces, por la definición 
de cerradura, :i: E SnT(u). 

Finalmente, por el lema 5.2.6, sabemos que ¡-1 (S) es un subobjeto cerrado 
y como ¡-1 (S) e;; ¡-1 (S), entonces 1-1 (S) e;; ¡-1 (S). 

Para probar la inclusión restante, consideremos u E L y :i: E ¡- 1 (S)(u), 
entonces fu(:i:) E S(u), así que, por definición de subobjeto cerrado, existe una 
cubierta u= V•er u, tal que 

/u(:i:)(u; = /u.(:i:(u,) E S(ui). 

Esto implica que :i:(u, E /~1 (S)(ui) = ¡-1 (S)(ui). Entonces y nuevamente por 
definición de subobjeto cerrado, :z: E ¡-1 (S)(u). · • 

Definición 5.2.9. Sean L un local, F una pregavilla sobre L y dos ele=en­
tos u E L y a E F(u), para todo v E L, la función 
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obviaTnentf, define una subpregavilla (a) de F. 

Lema 5.2.10. Sean L un local, F una pregavilla sobre L, u EL y a E F(u). 
Si F es separada, la subpregavilla. (a) es cerrada en F. 

DeTnostro.ción. Consideremos una cubierta v = V•er.Vi en L y el elemento 
b E l<'(v) tales que blv, E (a)(v;.) para toda i E J, entonces bl.,, = alv, y v;. :5 u 
para toda i E I. Esto i=plica que v :5 u y como Fes separada que b = alv· • 

Finahnente podemos definir un monismo entre los locales de subobjetos 
cerrados. Además dicho monismo resultará étale. 

Proposición 5.2.11. Sea f: G --+ F un Tnorfismo de pregavillas sobre un 
local L. Hacer el producto fibrado ,,, lo largo de f es la parte adjunta 
izquierda. de un TnorfisTno étale 

rp: Cl(G)--+ Cl(F) 

entre los locales de subobjetos cerrados definidos en la proposición 5.2.5. 

ue=ostr-J.ción. Sea SE Cl(G), definimos 

1P1(S) = V{(!u(x)) 1 u E L,:r: E S(u)} 

donde el supremo es calculado en el local Cl(F). Obviamente 'PI es un funtor. 
Considerando la'propiedad 5 del lema !5.2.8 tenemos otro funtor definido de 

la siguiente manera, si TE Cl(F) entonces 

Veremos que 'PI satisface las condiciones del lema 4.3.8 para que así rp sea 
un morfismo de locales étale. 

Para ver que 'PI preserva supremos arbitrarios veamos que 'P! es adjunto 
izquierdo de rp•. Sean SE Cl(G) y TE Cl(F). 

rpi(S) ~ T 

Vu é L V:r: E S(u) (f u(x)) ~ T 

Vu E L V:r: E S(u) fu(x) E T(u) 

Vu EL V:r: E S(u) :r: E f,;- 1 (T(u)) 

S ~ J-1 (T) = rp*(T) 

Por lo tanto rp1 -1 rp•. 
Consideremos ahora el siguiente supre=o en Cl( G) 

V{(x) 1 u E L,:r: E G(u)}. 

def. de ip1 
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Este es un subobjeto cerrado de G que contiene a todos los elementos de G, 
así que es G mismo. Ahora basta probar que 

es un isomorfismo para cada posible x. 
Sean u E L y x E G(u). Observemos que para cada v EL arbitrario se tiene 

(x)(v) -:/: 0 ~ v ~u. 

Claramente si v ~u, ~E (x)(v), al considerar la cubierta trivial v =v. 
Supongamos que y E (x}(v). Entonces existe una cubierta V= v.er Vi tal 

que y(.,, E (x)(v,) para toda i E J, es decir y(.,, = :z:(.,, para toda i E l. Entonces 
Vi ~ u para toda i E I, por lo tanto v ~ u. 

Probemos ahora que dados u EL y x E G(u), el morlismo 

es un isomorfismo entre conjuntos parcialmente ordenados. 
Veamos que además refleja el orden para probar que es inyectivo. Sean 

v,w EJ.u y supongamos que (xlw) ~ (x(.,). Entonces 

:i:(w E (x(w)(w) ~ (x(.,)(w) 

y por la observación previa, esto implica que w ~v. 
Veamos que es suprayectivo. Sea S ~ G un subobjeto cerrado tal que 

S ~ (x). Definamos 

Como Ses cerrado, :i:(., E S(v), probando que S n {x) = (:i:(.,). 
Aplicando la propiedad 4 del lema 5.2.8 se tiene que 

S = Sn (x) = Sn (x) = Sn (:i:) =(xi.,), 

lo que demuestra la suprayectividad. 
De manera análoga se demuestra que dados u E Ly x E G(u), como f,.(:z:) E 

F(u), el morfismo 

es un isomorfismo entre conjuntos parcialmente ordenados. 
Calculemos ahora cp1((:i:)) para u EL y :z: E G(u). 
Por definición · 

cp1((:i:)) = V 
veL,aE(:z:)(v) 
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en particular 

V (/v(a)). 
vEL,aE(o:)(v) 

Sean v E L, a E (x}(v). Como a E (:z:}(v), existe una cubierta v = Vier Vi 

tal que alv, = xlv,. 
Entonces 

fv(a)!v; = /v.(alv,) = /v.C:z:lv;) = fu(:z::)lv;• 

Como fu(x)lv, E (f .. (x)}(v,) para toda i E 1, entonces fv(a) E (f .. (x)}(v). 
Así que · 

Entonces 

Por lo tanto 

/v(a) E (/u(x)}(v) <=> (/v(a)) ~ (/u(x)) 

<=> (/v(a)} ~ (f .. (x)}. 

V (/v(a)} ~ (/u(x)}. 
veL,<1E(z)(v) 

rp1((:z::}) = (/u{x)}. 

Resumiendo, tenemos que el cuadrado 

J.u - J.(/u(x)} 

! l 
V 1--- (/u(:z::)fv) 

1 ¡ 
L(x} -J.rp1((x}), (:z::lv) ¡..-._. (/v{xlv)) 

conmuta y como tres de los morfismos son isomorfismo5, el cuarto es también 
un isomorfisIDo. • 

Recuperemos al local L en térIDinos de subobjetos cerrados. 

Lema 5.2.12. Sea L un local. L es isomorfo al local de los subobjetos 
CP.rrados de la pregavilla terminal sobre L. 

De'l"Tl.ostración. Pnr el lema 5.2.1, la pregavilla terminal 1 estii dada por 

l{u) = {•}, Vu ¿L. 

Esta pregavilla es separada ya que al ser l(u) el objeto tenninal, el morfismo e 
del correspondiente diagrama {5º.l) es un mono-:norfismo. 
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En consecuencia, el m.orfism.o 

L -t Cl(l), u >-t (* E l(u)} 

está bien definido (lem.a 5.2.10) y es obviamente inyecti·;o. 
Para ver que es supreyectivo tomemos S ~ 1 un subobjeto cerrado y haga.nos 

u= u(S). 
La fam.ilia (• E S(v)}s(v)~0 es obviam.ente compatible y * E l(u) es su 

amalgama. Como S es un subobjeto cerrado, * E S(u) así que S = (* E l(u)} . 

• 
Definición 5.2.13. Sean F: L -t Con una pregavilla y u un elemento de 
L. 

Definamos la pregavilla F(u como 

para cada v t:: L. 

si v:::;u 
si V~ u, 

Lema 5.2.14. Si F es una gavilla, F(., es también una gavilla. 

DeTnostraci6n. Sea v = Vi E Iv& una cubierta de elem.entos de L. 
Veamos que el diagrama 

es un igualador utilizando el criterio del lem.a 1.3.9. 
Sea (:z:&)&er En, F(u(v&) tal que p((:z:&)i) = q((:z:&}&). 

(5.5) 

Entonces, como F(u(v&) ~ 0 para toda i E J, V& ::5 u para toda i E l. 
Entonces v ::5 u, por lo que F(u(v) = F(v). Com.o F es una gavilla, existe un 
elem.ento :z: E F(v) tal que e(:z:) = (:z:&}&er· 

Por lo tanto (5.5) es un igualador. Por lo tanto F(u es una gavilla. • 

Lema 5.2.15. Sean F una pregavilla sobre un local L y f: F -t 1 el único 
morjismo a la pregavilla tenninal. La parte imagen directa del morfisTno 
étale de locales 

cp: Cl(F) -t Cl(l) e! L 

inducido por f (proposici6n 5.2.11) Tnanda un subobjeto cerrad<> S ~ F a 
su soporte u(S). La parte imagen inversa manda a cada elemento u EL a 
Flu· 

Demostración. Por el lema 5.2.12 tenemos que para cada u E L, u se corres­
ponde con el subobjeto cerrado (• E l(u)} = llu· Aplicando la parte imagen 
inversa definida en la proposición 5.2.11 tenemos 
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Para finalizar, es suficiente probar que u es adjunto izquierdo de tp•, para 
así demostrar que es igual a 'PI· 

Sean S E Cl(F) y u E L. Supongamos que S ~ Flu, entonces 

u(S) ::; u(Flu) =u. 

Ahora supongamos que u(S) :5 u. Sea a E S(v) para alguna v E L, entonces 
v ::; u(S) ::; u así que a E Flu(v), por lo tanto S ~ Flu· • 

Este último resultado nos indica que para cada F E ConL, tp(F) E Et/ L. 

5.3 Et/L ~ Gav(L) 
En esta sección única.mente se establecerán las ideas generales de la equivalencia 
que nos ocupa. 

En el diagrama 

Gav(L) ...i.......- ConL 

rl !c1 
Loe/ L-¡ Et/ L 

los funtores quedan definidos como sigue: 

l. i es la inclusión canónica; 

2. Cl e.s t<\l que a la pregavilla F le asocia el morfismo etalé 

<p: Cl(F) ~ L 

construido en el lema 5.2.15; 

3. j es también una inclusión canónica; 

(5.6) 

4. r le asocia a cada morfismo de locales p : M ---+ L la gavilla de secciones 

G(u) = {f:J.u ~MI po f = iu}, 

construida en el ejemplo 5.1.11.b. 

Debido a su gran relevancia y porque muestran la gran similiud que hay entre 
esta sección y el trabajo correspondiente a gavillas sobre espacios topológico, 
se enuncian los siguientes resultados. Sin embargo, dada su complejidad, no se 
incluye sus demostraciones. 

Lema 5.3.1. Con la notación previa, e:z:iste una transfor7naci6n natural 

cr: lconL => i o r o j o Cl 

con la propiedad de que CYF es un isomorfisTTl.o si y solo si F es una gavilla. 
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DeTnostraci6n. Ver lema 2.6.2 de (2]. • 
Proposición 5.3.2. Gav(L) es una subcategoria refie:civa en ConL; la re­
fie:ci6n es el fu.ntor ro j o Cl. En particular, Gav(L) es cocompleta. 

Demostraci6n. Ver teorema 2.6.3 de [2]. • 
Lema 5.3.3. Con la notaci6n previa, e:ciste una transformaci6n natural 

/3: jo Clo i =? lLoc/L 

con la propiedad de q·ue /3p es un isomorfismo si y solo si p es étale. 

Demostraci6n. Ver lema 2.6.4 de (2). • 
Proposición 5.3.4. Et/ L es una subcategoria correfie:civa en Loe/ L; la 
correfie:ci6n es el juntar Cl o i o r. 
Demostraci6n. Ver teorema 2.6.5 de (2]. • 
Teorema 5.3.5. La categoria Gav(L) es eq1.!ivalente a la categoria Et/L; 
la equivalencia está dada por los juntares Cl o i y r o i. 

Demostración. Ver teorema 2.6.6 de [2]. 

Teorema 5.3.6. El juntar de gavilla asuciadti 

ro 1· o Cl: ConL -t Gav(L) 

es exacto izquierdo. 

Demostraci6n. Ver teorema 2.6.,;J de (2). 

5.4 Can1.bio de base 

• 

• 

Esta sección se corresponde con la sección 2.5, pero en este caso sí se seguirá el 
camino que solo se sugiere al final de aquella sección. 

Definición 5.4.1. Sean A, B categorías con límites finitos. Un morli.nno 
geom.étrico 'P: A -t B es un par de juntares 

A ____ B 

tales que 

1. tp• es adjunto izquierdo de 'I'• y 

13. tp• preserva límites finitos. 
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Lema 5.4.2. Cada =orfismo de locales I: L -+ M induce un morfisrno 
geomér.ico. cp: Gav(L)-+ Gav{M). 

Demostraci6n. Sea I: L -+ M un niorfismo de locales. 
Conio t• preserva supremos arbitrarios, componer con 1• nos da un funtor 

cp.: Gav(L)-+ Gav(M), F t-t Fo r. 
Sea 1'n = V iEI mi E M, considerenios el diagrania 

p 

Fo r(m} ~ D, Fo r(mi) ==::D.,; Fo r<=• /\ rn;) . 
q 

r<=> = r (v =•) = V r<rn» e L, 
iEI iEI 

(5.7) 

y Fes una gavilla sobre L el diagrania (5.7} es un igualador en Con. Así que 
Fo 1• es una gavilla sobre M. 

Para probar la existencia del adjunto izquierdo rp• de rp. consideremos el 
diagrania 

(5.8} 

Gav{L) ~ Gav{M) 

donde i, j son las inclusiones canónicas; a, b son los funtores de gavilla asociada 
definidos conio en el teorenia 5.3.6; cp., 'P+ son composiciones con 1• y rp- es 
la extensión de Kan a lo largo de 1• construida conio en el lenia 1.5.2, que es 
además adjunto izquierdo de 'P+ {lenia 1.5.3). 

Definamos el funtor rp• como rp• := a o rp- o j. Veanios que es adjunto 
izquierdo de 'I'•· 

Sean FE Gav(L) y GE Gav(M}. 

Gav(L)(tp•(G}, F) 9! Gav(L)(a o tp- - o j(G), F) 
9! ConL('I'- o j(G}, i(F)) 
9! ConM (j{G}, 'P+ o i(F)} 
~ ConM(j(G),j o ip.(F)} 
~ Gav(M)(G, cp.(F)) 

def. de rp• 
a -1 i 
cp- -1 'P+ 
(5.8) es conniutativo 
j es inclusión canónica. 

Para probar que cp• es exacto izquierdo basta probar que tp- es exact~ iz­
quierdo ya que a es exacto izquierdo por el lema 5.3.6 y j preserva todos los 
lllnites por el lema 5.2.1. 
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Sean P E Con.M y u E L, por el lema 1.5.2, tenemos que 

cp-(P)(u) = lim P{m) 
--+/•(=)~u 

con Tn E M. 
Como t• preserva ínfimos finitos, si/*(=) 2::: u y f*(m') 2:: u, 

f*(=) /\ f*(m') = !*(= /\ =') 2::: u, 

por lo que el colimite es filtrante. Entonces se satisfacen las condiciones del 
lema 1.3.21. 

Entonces, dados un limite finito P = lim P, en Con.M y u E L, -· 

Por lo tanto cp- es exacto izquierdo. 

def. de P 

def. de tp-

lema 1.3.21 

def. de tp-. 

• 
El siguiente resultado, que se enuncia sin demostración, muestra la gran 

analogía que guarda esta sección con el trabajo hecho sobre espacios topológicos. 

Proposición 5.4.3. Sean f: L ~ M un Tnorfismo de locales y el correspon­
diente Tnorfismo geométrico tp: Gav{L) ~ Gav(M) construido en 5.4.2. 
Viendo rp coTno un Tnorfismo geométrico tp: Et/L ~ Et/M gracias a la 
equivalencia vista en 5.3.5, la parte adjunta izquierda tp• se corresponde 
con hacer el producto fibrado a lo largo de f en Loe. 

DeTnostraci6n. Ver proposición 2.12.5 de [2]. • 

~--------'-'-------=---==--"--~---·~--------------~------



Capítulo 6 

Morfismos ultrafinitos sobre 
locales 

En este capitulo se mostrará una caracterización de los morfismos ultrafinitos 
de locales. 

6.1 Objeto inicial 

Definición 6.1.1. Se dice que f: L -t M es denso si para todo m E M, 
m =FO implica f*(m) =FO. 

Proposición 6.1.2. Sea f: L -t M un morfismo de locales. 
( o f*): Gav(L) -t Gav(M) preserva objeto inicial si y solo si f es 

demo. 

Demostraci6n. Supongamos que(_ o f*) preserva objeto inicial, entonces si O 
es el objeto inicial de Gav(L). (O o f*) es el objeto inicial de Gav{M). 

Sea m E M, entonces 

m =FO~ (O o f*)(m) = 0 ~ O(f*{m)) = 0 ~ f*(rn) .:¡O. 

Supongamos ahora que el morfismo f es denso. Si O es el objeto inicial de 
Gav(L), veamos que (O o f*) es el objeto inicial de Gav(M). 

Sea m E M, entonces 

m =F O=> f*(m) =F O=> O(f*(m)) = 0 => (O o f*)(rn) = 0. 

• 
6.2 Epimorfisn1os 

Para la presente sección necesitamos una caracterización de los epi=orfisinos en 
las categorías de gavillas, que será dad::.. por el siguien~e: 

123 
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Lema 6.2.1. Un morfismo </>: F => G de gavillas sobre L es un epimorfismo 
si y solo si para todo l E L y para todo y E G(Z) existe una cubierta l = Vil,¡ 
en L tal que y(i, E bn(</>1,) ;para toda i. 

Demostraci6n. Supongam.os que</> es un epim.orfismo en Gav(L). 
Definam.os A e G de la siguiente manera: para todo l E L, 

A(l) ={y E G(Z) f 3 V l,¡ = l tal que Vi, Yl1, E Jm(ct>1, )}. 
,¡ 

Sean Z' ~ l E L y y E A(l). Entonces existe una cubierta l =V, l,¡ en L tal 
que y(,, E Jm(</>1,) para toda i. 

Como 

l1 = l 1 "l = Z' /\<V l,¡) =vez'/\ l.) 
i i 

y, por naturalidad de </>, y(i, fi• = y(i;l\I' E Jm(</>i,/\1' ), tenemos que Yl1• E A(l'). 
Por lo tanto, A es una subpregavilla de G. 
Usando el criterio dado por el lema 5.1.10, veamos que A es una subgavilla. 

Sean m = V;eJm; EL un elemento con una cubierta y :r: E G(m). 
Supongamos que :z; E A{m). Como A es una pregavilla se tiene trivialmente 

que :r:f,.,.; E A(m;) para todo j E J. 
Supongamos ahora que :z; E G(m) es tal que :r:f.,.; E A(m;) para todo j <=J. 
Como :r:f,.,.; E A(=;), para cada j E J existe una cubierta Tn; = V iEI; k;,¡ 

tal que :r:I•;• E l=(</>A:;.) para todo i E I;. Entonces, con la cubierta 

= = V m; = V V k;• 
;eJ ;eJ•er; 

se cumple que :z; E A(Tn). 
Por lo tanto A es una subgavilla de G. 
Como ti>: F => Ges un epimorfismo en Gav(L ), por el teorema 5.3.5, tenemos 

que el morlismo Cl{t/>):Cl(F) -+ Cl(G) E Et./L, definido en la proposición 
5.2.11, es un epimorfismo. En otras palabras, el morlismo Cl(<J>)•: Cl(G) -+ 
Cl(F) es mono. 

Como Cl(t/>)• es la parte adjunta izquierda de un morfismo de locales, se 
tiene que Cl(t/>)•(G) = i,6-1 (G) =F. 

Sea l E L. Como 

F--~--<~G 
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es un producto fi.brado, se tiene que 

4>-1 (A)(l) - Aµ) 

r ¡ 
F(l} •• G(l) 

también es un producto fi.brado. Entonces 

4>-1 (A}(l) = {:z: E F(l) 1 411(:1:) E A(l)} 

y claramente 41-·1 (A)(l) e F(l). 
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Sea :z: E F(l). Con la cubierta trivial l = l tenemos que 411(:i:) E 1'n(4l1), por 
lo que f/>¡(:z:) E A(l). Así que :z: E 41-1 (A)(Z). 

Por lo tanto 4>-1 (A) = F = 41-1 (G) y CODlO cr(41) es mono, concluimos que 
A=G. 

Supongamos ahora que para todo l E L y para todo y E G(Z) existe una 
cubierta l = Yiel l, en L tal que Yl1, E Jm.(f/>¡,) para toda i E J. 

Sean a, f3: G => H morfi.amos de gavillas tales que a o 41 = f3 o 41. 
Sea l E L y y E G(l). Por hipótesis existe una cubierta l = V •er l, en L tal 

que y(¡, E frn(4l1J para toda i E J. 
Entonces, para cada i E I se tiene que 

Por naturalidad de a y f3, lo anterior es equivalente a 

a1(Y)l1, = .81(Y)l1, • 

Finalmente, como H es una gavilla y (a1(Y)l1, = /31(Y)h,)ier es una familia 
compatible, existe una única amalgama de dicha familia. Así que a 1(y) = f31(y) 
para todo l E L y todo y E G(l). 

Por lo tanto a = ,8. • 

A continuación enunciamos un caso particular del lema anterior, en los t~­
minos precisos en que nos será útil para la demostración central de esta sección. 

Corolario 6.2.2. Sea h:p --t p' un morji.snio de Et/L. r,.:rp --t I'p• es un 
epim.orfismo si y solo si para todo l E L y para todo t E rp'(l) existe una 
cubierta l = V, l¡ en L tal que tj¡, E Jm.(I',.(l,)); es decir, existe s, E r p(l¡) 
tal que el diagrama 

J.l.-J.l 

., ! le 
N~N'' 

conm.uta para toda i. • 
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Proposición 6.2.3. Sea f: L -t _,,¿ un murfismo de locales. 
(_o f*): Gav(L) -t Gav(M) preserva epimorfismos si y solo si para 

todo m E M y toda cubierta r(m) = vi z., existen cubiertas m = V; m;, 
f*(m;) = V;."•; tales que Vi E I, "•i :5 li y si i # i', Vi; /\ ~·;·; = O. 

Demostración. Supongamos que ( o¡•) preserva epimorfismos. 
Sean m E M y una cubierta f*Crn) =V;. li. 
Consideremos el morfismo p i.nducido por las inclusiones C..L'"lón:::as: 

Como cada inclusión .J. l; -t L es étale, por el lema 4.3.11, .;enemos que p tan:.bié!l. 
es étale. 

Análogamente construimos el morlismo s: ffi; .¡.z, -t .J.j•(m) inducido por 
las inclusiones .¡. z, -t.!. f*(m). Como cada ur:a de éstas es étale, p.Jr el lema 
4.3.11, tenemos que s también es étale. 

Veamos que el triángulo 

donde q es la inclusión canónica, conmut::i.. Sea l E L. 

s•q•(l) =s*(l A f*(m)) 
=((l /\ !*(=)) /\ li); 

=(l /\ (j*("m) A l;))i 

=(Z /\ li}; 

=p*(l). 

Veamos qae ses unepimorfismo. Sean :z:, y E.J.j•(m) tales que s•(:z:) = s*(y), 
entonces 

(x Ali), = (y/\ l;.)i implica 
implica 
implica 
implica 
implica 

Vi x /\ l; = y A ls 
y,(x /\ l;) =V, (y Al;) 
x "' CV, zi) = y A <V, Z;) 
x /\ f*(m) =y/\ j°(m) 
x=y 

así que s• es monomorfismo, enton-:es ses un epimorfismo. 

e::.tructura puntual 

ley dis~ributiva infinita 
def. de r ( "7t) 
:z:,y e.:..r(m), 

Como l o f*) preserva epimorfismos y r es una equivalencia, (rs o f*) es 
un epimorfismo. 
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Por el criterio del corolario 6.2.2, y ya que lr(>n) E (r 9 o /*)(m.), existe una 
cubierta rr. = 'J jEJ m; tal que lr(rnj ¡,.,.; E lm.((r. o /*)(111.; )), es decir, existe 
t; e (rp o f*) tal queso t; = 1:-c,,.>I=;· 

Definamos el elemento fi E E;B, J.li de la siguiente manera: 

Í:(i') = { ~ si i = i' 
sii#-i'. 

Fijemos una j E J y definamos Vij = tj(Í:). Veamos que la familia {vi;} 

cubre a /j(m.; ). 

Para ver que Vij :::; z, para toda i E 1, observemos primero que, como t;1 -l tj, 
entonces 

v,; = tj (Í:) implica Vi; :::; tj (Í:) 

implica t JI (Vi;) S íi. 
Ahora bien, si a: .J./*(m;) -~Les la inclusión canónica, tenemos que 

v•; = a1(v•;) = p1t; 1(v•;):::; p1(íi) = V p,.,z, = l;. 
kEI 

Por último, veamos que la cubierta {v,;} es ajena. Sean i ,¡,. k. 

v,, /\ v"; = tj(Í:) /\ tj(~) = tj(f; /\ ~) = tj(O) =O. 

En la otra dirección, supongamos que para todo 771. E M y toda cubierta 
/*(m) =V, z., existen cubiertas m = V;m;, f*(m;) =V, Vij tales que Vi E 1, 
Vii :::; z, y si i # i', v;; /\ Vi•; = O. 

Consideremos el diagrama 

N h .H' 

~h 
L 

donde h es un epimorfismo en Et/ L. 
Veamos que (rh o/*) es un epimorfismo. Seeo.n =E M y t E (ry o f*)(m). 
Como h es epimorfismo y r es una equivalencia, entonces rh es un epimorfis-

· mo. Como t E ry(f*(m.)), por el criterio del corolario 6.2.2, existe una cubi.erta 
!"(=)=V, z, tal que tti, E lm(rh(Z,)). 

Entonces, por :hipótesis, existen cubiertas m = Vi m.;, ¡• (m.;) = Vi Vij tales 
que Vi E J, v,;:::; z, y si i ,¡,. i', Vij /\ Vi•j =O. 
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Como Vi E J, V&j :5 z,, tJ.,,; E Itn(rh(•J&;)), es decir, existen secciones 
Si E rp(V&j) tales que el diagrama 

(J.1) 

N--h---N' 

conmuta. Como la cubierta {v;;} es ajena, la familia (s,)i es compatible, así 
que existe s E rp(f*(m;)) que la amalgama. De hecho, como {v•;} es ajena, 
por el lema 4.1.19, tenemos que EB, .j.vi; ~.j.f*(m;) y ses el morfismo inducido 
por las diferentes (si), de la siguiente manera: 

.j.V(i - El:)¡ .j.Vij - .j.Vkj 

~t·/. 
N. 

Como Vi E I el diagrami.. (6.1} comuta, se tiene que el diagra.,nc:. 

N---h---N' 

también conmuta. • 
6.3 Coproductos finitos 

En la presente sección nos ocuparemos de demostrar lo siguiente: 

Proposición 6.3.1. Sea f:L ~ M un Tnorfismo de locales denso. 
(_o/*): Gav(L} ~ Gav(M) preserva coproductos binarios si y solo si 

para todo m E M, h, l:i. EL tales que f*(m) = li V 12 con li /\ l:i. =O, existen 
m1,m2 E M tales que f*(m1) = h, f*(m2) = 12 y fn = m1 V m:z. 

Antes que nada hagamos una observación técnica. 
Sean fn E M, h, 12 E L tales que f*(m) = li V l2 con li /\ i2 =O. 
Consideremos el siguiente iiagrama conmutativo en Et/ .L. 

L. 

(6.2) 
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Por el lema 4.1.19 sabemos que .1./º(m) !:!J.li ffi J.Z2. Definilnos la sección 
s: J./º(m) -t L ffi L como el morfu;mo inducido por 0'1 o i11 y u2 o i12 , es decir 

Sea l E L, como 

sº(lL, lL}º(Z) = s*(l,l) 
= (l /\ li) V (Z /\ Z2) 

= l /\ (l1 V Z2) 
= l/\f*(m) 

= ifº(=) (l), 

entonces ses una sección de (lL, lL}· 
Suponiendo esta notación, demostremos el siguiente resultado. 

(6.3) 

Lema 6.3.2. Si (t:.!.f*(n) -t L) E CI(r0'1 o f*)"(s)(n) entonces f"(n) =::; Zi. 

Dernostraci6n. Consideremos el siguiente diagrama: 

Como t:.!./º(n) -t LE CI(r.,.1 o /")*(s)(n) entonces· el cuadrado exteri::>r con­
muta. Como el cuadrado interior es un producto fibrado (lema 1), se induce 
una única r : J.¡• ( n) -t J. li tal que el diagrama anterior conmuta. 

Sabiendo que en el triángulo superior de dicho diagrama las aristas distintas 
de r son inclusiones canónicas tenemos que r*(li) = Z1 /\ f*(n). 

Ahora bien, si consideramos las siguientes igualdades en .!./*(n), 

f*(n) = 1 = rº(l) = T*(li) = li /\ f*(n), 

concluimos que /*(n) =::; Zi. • 
LP.ma 6.3.3. Sea f: L -t M un morjismo de localP.s denso. 

Si (_ o/*): Gav(L) -t Gav(M) preserva coproductos binarios entonces 
para todo m E M, li, l2 EL tales que /*(m) = li V Z2 con li /\ Z2 =O; e:i:isten 
m1, m2 E M tales que /º(m1) = li, /*(m2) = 12 y m = m1 V m2. 
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Demostraci6n. Consideremos el diagrama (6.2) y la sección s construidos cn­
teriormente. 

Como Cl(_ o f*)r preserva coproductos, entonces el morfismo inducido <p 

es un isomorfismo. 
La sección s E (r(l,.,lL) o f*)(m) determina un subobjeto cerrado {s) E 

Cl(r(1L,lL) o f*) de la siguiente manera: 

(s)(n) = {~sin} sin~,.,., 

sin::::; m. 

Como <p es un isomorfismo, 

{s) =<p1<p*({s)) =<p1(CI(ru, oj°)'{s).CI(ru, of°)*{s)). (6.4) 

Sean T := Cl(ru, o f*)*{s) y U:= CI(ru, o f*.)*(s). 
Veamos que T y U son subobjetos de l. Sea n ::::; 111. Supongamos q11e 

existen t y t' E T(n). 
Sabemos que el diagrama 

T------{s) 

! ! 
es un producto fibrado. En particular el conjunto T(n) está formado por las 
secciones t : J.¡• ( n) ~ L de la identidad tales que el diagrama 

J.f*(m) ---.--LEB L 

conmuta; es decir, que u1 o t = sin. 
Entonces 

u 1 o t = sin = U1 o t', 



6.3. COPRODUCTOS FINITOS 131 

.por la proposición 4.1.18, ui es uio:uomorfismo entonces t = t'. 
Por lo tanto IT(n)I ::=; l. De la Dlisma manera, U es un subobjeto de l. 
Definamos 171i = V T(n)~e n. Como T es gavilla, T(111i) = { *} y 171i ::::; 171. 

Además /*(171i) $ li, por el leuia 6.3.Z. 
Análogamente, al definir a 171:¡ como m:i = V U(n)~e n teneuios que 171:;¡ ::::; 171 

y /*(171:z) ::::; l:¡. 
Couio /*(171i /\ m 2) = /*(171i) /\ /*(171:z) = h /\ l:i =O, entonces por el leuia 

4.1.19 

J./*(171i v 171:1) e.!.1./*(mi) ffi .i.r(1712). 

Sean T(=i) = {ti:J.f*(nii)-+ L} y U{ni2) = {t2:J.f*(m:i)-+ L}. 
Construyauios ti E9 t:i de la siguiente manera: · 

J./*{nii)-- J.f*(111i) E9 H*(m2)- J./*{171:i) 

&1 ! 1 t1 E9 t, ! t, 
L .,

1 
L$L v, L. 

Veru:nos que ti E9 t 2 es una sección de {lL, lL}. Sea l E L, couio ti, t:i son 
secciones de la identidad en L tenemos · 

(ti ffit:i)* o {lL, lL}*(Z) =(ti ffit2)*(Z,Z) 

~= t~(Z) V t;(Z) 
= (l /\/*{mi)) V (Z /\ /*(111:1)) 
= l /\(/*(mi) V f*(m:i)) 

Couio T =(ti} y por construcción ti E CI(r.,1 of*)*(ti E9t:i}(nii), entonces 
T $ Cl(r.,1 o /')*(ti E9t:i}. Análogám.ente U::; CI(r.,2 o /*}*(ti E9t2). 

Entonces (T, U) $ <p* ((ti E9 t:i) ). Por la adjunción '1'1 1- tp•, esta desigualdad 
es equivalente a <p1(T, U) $ {ti E9 t 3 ). Por (6.4) se tiene (s) = <p1(T, U), por lo 
que (s) $ (ti$t2 ). Entonces u((s}) ::=; u((ti$t2 }), es decir ni::=; mi V171:¡. 

Por lo tanto m = nii V ni:i. • 

Antes de demostrar el resto de la proposición veamos la siguiente construc­
ción. 

Consideremos el siguiente coproducto en Et/ L 
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y el coproducto de sus imágenes bajo Cl(_ o f*)r 

Sean (T,U) E CI(rp o/*) E;aCI{rq o/*) y m E M. 
Definamos X ( m) como el conjunto de las secciones t : J. f* { m) --+ D E9 E de 

(p, q) para las cuales existen ni1, m2 E M tales que m = m1 V =2 y secciones 
ti E T(m1) y t2 E U{m2) que hacen que el diagrama 

(6.5) 

D --CT-D-~ D E9 E---"-,,,--- E 

conmute. Es decir que tlm1 = <TD o t 1 y t¡,.,.2 = <TB o t:¡. 
Sean::::; m. Si t E X(m), entonces m 1 /\ n, m 2 /\ n E M son tales que 

(m1 /\ n) V (m2 /\ n) = (m1 V m2) /\ n =ni/\ n = n 

y las secciones tilmiAn E T(m1 /\ n) y t2lmol\n E U(ni2 /\ n) son tales que el 
diagrama 

J.f*(=1 /\ n) - !/*{ni) - !f*(m2 /\ n) 

til-1/\r. ! !tln !t2l-2An 

D CTD DEBE "• E 

conmuta, ya que solo se trata de las reatriccionei; del diagrama (6.5). 
Por lo tanto tln E X(n). Por lo tanto la correspondencia t >-+ tln hace que 

X sea una prega.villa. 

Lema 6.3.4. La pregavilla X definida anteriormente es una gavilla. 

Demostraci6n. Como X es subpregavillade r(p,q)of*. X es sepa.rada. Ento.~ces 
para ver que X es gavilla basta con ver que x_ es cerrada. 

Consideremos t E r(p,q) o f*(m) y m = Vaer ffli y supongilIIlOS que tlm, E 
X(mi) para toda i E I. VeilIIlos que t E X(m). 
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Como ti,,.. E X{m;) existen 71•;1 y Tn;2 E M tales c;.ue Tn; = m;1 V =•2 y 
secciones t,1 E T(Tn;1) y t;2 E U(ma2) tales que el diagram.a 

conm.uta para toda i E I. 
DefinaJ:nos tn1 = V •er Tn;1 Y m2 = V i¿I Tn;2, entollces 

m1 V =2 = V {tna1 V =•2) = V=• = Tn. 

iEI iEI 

Observando el diagram.a conmutativo 

sabemos que 

y dado que uo ea un monom.orfism.o concluimos que t;1lm,.Mn;1 = t;1l,...1 A,..;i· 

Por lo tanto {t;i}•er es una familia compatible en T, así que existe ti E 
T(tn1) que am.algama a dicha familia. 

Veam.os que el diagrama 

D --,,-D-... DEBE 

conm.uta. 

----------~---~~~~ ............................ ._ ...................... -.;::····· ..... ., -- -· 
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iEI 

= V<tl,.,.1 )•(d,e)/\f*(=•1) = V<tl,.,.. .. )"(d,e) 
iEI iEI 

=V ti1 o uh(d, e)= V ti1(d) 
iEI iEI 

=V Ct11 ...... r<d) =V ti{d) "r<=•1) 
iEI iEI 

= ti(d)" V rc=il) = ti(d) "rc=1) 
iEI 

= ti(d) =ti o uD(d, e) 

Análogamente, existe t:i E U(m2 ) que amalgama a la fa.m.ilia compatible 
{t•:iher y hace que el diagrama 

DEBE --cr-.,-- E 

COilll1Ute. 

Así que t E X('l'Tl), por lo tanto X es una gavilla. • 
Lema 6.3.5. Sea f: L --t M un morfis=o de locales denso. 

Si para todo m E M, li, h E L tales que ¡•(=) = li V l2 con li /\. l:i =O, 
existen 'l'Tli,'l'Tl2 E M tales que .j•(=1) = li, ¡•(=2) = l2 y m = m1 V ni2 
entonces (_ o¡•): Gav(L)-+ Gav(M) preser11a coproductos binarios. 

Demostración. Consideremos el siguiente coproducto en Et/ L 
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Queremos ver que el único morfi.amo <p que hace que el diagrama 

Cl(rp o/") Cl(rp o f")(BCI(rq o/")----- Cl{rq o!*) ----- : caer~~ ~1 
Cl(r(p,q) o J*). 

conmute, es un isomorfismo. 
Vca:s:nos que tp• es un epimorfismo. 
Sean (T,U) E CI(rpo/") E9 CI{rqof*), Tn E M y la correspondiente gavilla 

X construida anteriormente. 
Consideremos el siguiente producto fibrado 

CI(rO'D o J*)* X(m) ----X(=) 

l l 
rp º r<=> r(p,q) º r <=» 

donde CI(r O'D o f*)* X(=) está compuesto po:- las secciones t: J./*(=) -4 D de 
p tales que CTD o t E X(Tn). 

Definamos T(=) -4 X(m) m.andando a cada t E T(m) al morlism.o t' E 
X(m) inducido por 

.1.f*(m) =J.!*(=) - O 

t ! l ~· l 
D --0'-

0
-+- D E9 E-¡;;;;- E, 

es decir, t' = CTD o t. 
Sean n :::::; m, y t E T(m). Com.o 

t'ln = (uD o t)ln = CTD o (tln) = {tln)', 

entonces la transformación T -4 X es natural. 
Es claro que el diagrama 

T 

.. 
c1crO'D º rr x ----x 

i l 
r º ¡· r º ¡• p (r~Dof")- (p,q) 
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conmuta por construcción, lo que induce el morfismo k. 
Como T es subobjeto de r P o I*, la flecha T -+ r P o I* es un monomorfismo, 

entonces k es un monomorfismo. 
Sea t E Cl(r .. 0 o I*)* X(tn). Existen ?n1, tn2 E M tales que tn = "'1 V tn2 

y secciones t 1 E T(tn1) y t2 E U(m.2) que hacen que el diagrama 

D. ---.. -D-~ DEBE ---.. -,,,-. -- E 

conmute. 
Sabemos que el coproducto DEBE es ajeno (lema 1.6.10) y como el cuadrado 

izquierdo del diagrama de arriba conmuta, se induce un m.orfismo de la siguiente 
manera: 

//!f*(tn2) 

.. r r7 
DffiE---V.- E, 

pero el O es estricto (lema 1.6.6), así que, como f ea densa, J,. l*(TT&2) = O, 
entonces m 2 =O. Como m = m 1 V m;, 1'n = m 1 y t E T(m). Entonces ·1c es 
además un epimorfismo. 

Por lo tanto T es isomorfo a Cl(r "º o I*)* X. Análogamente U !:!!! Cl(r "• o 
J*)*X. Eato significa que 'P*(X) = (T,U). 

Por lo tanto tp• es un epimorfiamo. 
Veamos que tp• es un monomorfismo. 
Sean S, TE Cl(I'(p,,.) o f*) tales que fP*(S) = tp°(T); ea decir, 

(Cl(r .. 0 of*)*S(tn),CI(ra-. of*)*S(m)) = 
= (Cl(I' .,.0 o j*)*T{TT&), Cl(I'v,. o .F*)*T(tn)) (6.6) 

para toda m E}.{. 
Sea t:j*(TT&)-+ D(DE E T{m), entonces 

J*(m) = t*(l, 1) = t*{(l, O) V {0, 1)) = t*(l, O) V t*(0, 1), 

y 

O= t*(O,O) = t*((l,O) /\(O, l)) = t*(l,O) /\t*(O,l). 
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Definamos h = t•(1,o), l2 = t•(o, l). entonces exiate:::i m 1 , rn2 e M tales 
que m = m1 V m2 y J•(m1) $ h, j•(m2) $h. 

Como rCm1) /\ r(rn2) $ l1 /\ l2 =o y rCm) = r<=i> V f*(m2), ya que 
rn = m 1 V m2, entonces, por el lema 4.1.19, J.J•(m) =J.J•(m1) ES J.j•(m2). 

Definamos a 1 : J.l1 -+ D como ai(d) = t•(d, O). Como t• preserva ínfim.os 
finitos y supremos arbitrarios, a 1 también. 

Sea (d,e) E DESE, como 

t•(d,e) /\ li = t•(d, e)/\ t•{1, O)= t•(d, O)= a 1(d) = a 1 o UD(d, e), 

entonces el diagrama 

J.h - J.r(m) 

ª' l !t 
D~DEaE 

conmuta. Entonces a1 E Cl(r,,.D o 1·rT(m1), pero (6.6) indica que a1 E 
CI(r,,.D o r)•s(m1). 

Análogamente, al definir a 2 : J.l2 -+ E como a:2(e) = t•(o, e), a 2 es un 
morlismo de locales que hace que el diagrama 

J.r{m) - J.'2 

!t l ª' 
DE0E--;;¡;-E 

conmute. Entonces a 2 E Cl(r.,. .. o j•)•S(rn2 ). 

Entonces a 1 y a2 son secciones compatibles que se amalgainan en t. Así que 
t E S(m). Por lo tanto T =S. 

Por lo !;anto rp• es un monomorlismo. 
Por lo tanto rp• es un isomorfismo. 

Resumiendo, tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 6.3.6. Sea f: L -+ M un morfismo de locales. 

• 

(_ o r): Gav(L) --+ Gav(M) preserva objeto inicial, epimorfism.os y 
coproductos finitos si y solo si 

1. f es den.so; 

2. para todo m E M y toda cubierta. j•(m) = V .. l,¡, e:tistE.n cubiertas 
Tn = V;m;, f"(m;) = v,v,¡; ta.les que Vi e I. V,¡; ~ l,¡ y si i =F i', 
V¡; /\ V¡1; = 0; 

3. p01.ra todo m. E M, h,l2 EL ta.les que j•(rn) = h V l2 con h /\ l2 =O, 
existen m1,m2 E M ta.les que j•(m1) = h, j•(m2) = l2ym=1n1 Vm:z. 

Es decir, f:L-+ Mes un morfismo ultrafinito. • 
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Apéndice 

Topos de Grothendieck 

Definición 6.3.7. Sea C una categoría y C E C un objeto en ella. Una 
criba en C es un conjunto S de flechas con codominio C tal que si f E S y 
la composición fh está definida entonces fh E S. 

Definición 6.3.8. Sean S una criba en C y h: D-> O una flecha cualquiera. 
Definimos la criba h*(S) en D como 

h*(S) = {g 1 cod(g) = D, hg ES}. 

Definición 6.3.9. Una topología de Grothendieck sobre una categoría C es 
una función J que asigna a cada objeto CE Cuna colección J(C) de cribas 
en e de niodo que 

1. la criba niáxinia te= {f 1 cod(f) =O} está en J(C); 

2. (axioma de estabilidad) si SE J(C) entonces h*(S) E J(D) para cual­
quier h: D-> C; 

3. (a:r:ioma de transitividad} si SE J(C) y R es una criba en C tal que 
h*(R) E J(D) para toda h: D-> CES entonces RE J(C). 

Definición 6.3.10. Un paraje es el par (C, J) formado por una categoría 
pequeña. C y una topolog(a de Grothendieck J sobre C. 

Definición 6.3.11. Sea. (C, J) un paraje, C un objeto de C y S una criba 
en C. Direnios que S es cubriente o que cubre a O si SE J(C). 

Notación 6.3.12. Sean (C,J) un paraje y P:COJ'-> Con unjuntor. Para 
cualquier objeto C E C y cualquier criba S en O, si :z: E P(C) y f E S 
tendremos que 

:z: • f = P(f)(:r). 

Ahora bien, con los m.ismos elementos podemos construir un diagrama de 
conjuntos 

139 
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P(C) __ ..,._ rr P(dcnn(f)) --- TI P(dcnn(g)) 
1es q J,g, tes 

(6.7) 

p 

dornt/)=cod(g) 

donde las funciones están definidos de la siguiento:: J'.IlaD.era: 
La función e es tal que e(:c) = {:e · f}1es· Observel'.Ilos que el segundo 

producto en (6.7) corre sobre todas las parejas f, g cuya composición está 
definida con f E S (por lo que fg E S). La función p viene entonces de 
la composición en C y la función q de la acción de C sobre P. Luego, si 
x = {:c1}1es es un elemento de DtesP(dorn(f)) tendremos que 

p(x)J,g = :Z:Jg• q(x)1 ,9 = :Z:/ • g. 

Definición 6.3.13. Sea (C, J) un paraje. Una gavilla para (C, J) es un 
funtor P: CºP -t Con tal que para todo C E C y para cada S qu.e cubra a 
C el diagrama (6. 7} es un igualador de conjuntos. 

Notación 6.3.14. La categoría formada por gavillas sobre un paraje (C, J) 
y transformaciones naturales entre ellas se denotará como Sh(C, J). 

Definición 6.3.15. Un topos de Grothendieck es una categoría que es equi­
valente a la categoría de gavillas Sh(C, J) pa1·a algún paraje (C, J). 

Teorema 6.3.16. El funtor inclusión i: Sh(C, J) -t ConCºP tiene un ad­
junto izquierdo 

a: ConCºP -t Sh(C, J) 

llamado el funtor de gavilla asociada. 

Definición 6.3.17. Sea e una categoría. Una relación de equivalencia sobre 
un objeto E E e es un subobjeto R ~ E x E que satisface los axiomas 
usaules de refle:cividad, simetría y transitividad expresados en el lenguaje 
apropiado de diagramas. 

Si (óo, ó1): R -t E x E denota al monomorfismo que representa al su­
bobjeto R, los a:ciomas son: 

1. {refle:cividad} la diagonal A: E -t Ex B se factoriza a través de 
(óo, ó1) 

R >--_;.(6_0_.6_1..;;.) __ .,. E X E 

.................... ~ 
E; 

2. (simetria) el morfismo (ói. ó0 ): R -t Ex E se factoriza a través del 
monomorfismo (óo, Ó1): R -t E x E; 
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9. si R * R denota el producto fibrado 

entonces el ,morfismo (óo7l'1, ó111'3): R * R ---+ E x E se factoriza a través 
de (óo,ó1) 

R >----(_ó_o_,6_1_l __ --<~ E X E 

Definición 6.3.18. Sea q: E~ Q un morfisrrio. El par núcleo de q son las 
flechas óo y ó1 que resultan de hacer el producto fibrado de q a lo largo de 
si misrrio, como en el diagrama 

Definición 6.3.19. Un diagrama con la forTna 

(6.8) 

se dice que es una horqueta exacta si Óo y ó1 son el par núcleo de q y al 
misrrio tiempo q es su coigualador. 

Definición 6.3.20. La horqueta (6.8} se dice establemente exacta si la hor­
queta 

R..:qQ'~ExqQ'~(QxQQ') =Q', 

qt.e se obtiene al hacer el producto fibrado a· lo largo de cualquier Tnorfismo 
Q ~ Q', también es exacta. 

Definición 6.3.21. Un conjunto de objetos {C; 1 i E I} de E se dice que 
generan a E si para cada par de flechas paralelas u, 11: E ---+ E' en E, la 
identidad uw = vw para todo w, con w: Ci ~ E cualquier flecha desde 
cua.lquier objeto C;, implica que u= v. 
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Teorema 6.3.22 (Giraud). Una categoría E con conjuntos hom pequeños 
y todos los límites finitos es un topos de Grothendieck si y solo si cumple 
con las siguientes propiedades: 

1. E tiene todos los coproductos pequeños y éstos sor. disjuntos y estables 
bajo producto fibrado¡ 

2. todo epimorfismo en E es un coigualador; 

3. toda relaci6n de equivalencia R ~E en E es un par núcleo y tiene 
un cociente¡ 

4. toda horqueta ezacta R ===:E - Q es establemente exacta¡ 

5. hay un conjunto pequeño de objetos de e que generan a e. 
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