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Introduccion

La categoria Gav(X) de gavillas sobre X es suficientemente rica en estructura
como para hacer modelos en ella. En este trabajo nos concentramos solo en aque-
llos modelos que se basan en las estructuras de objeto inicial, epimorfismos y
coproductos y limites finitos de la categorfa Gav(X) y nos interesa saber cuando

una funcién continua f: X — Y induce un cambio de base Gav(X) 2= Gav(Y)

‘que preserva los cimientos de estos modelos. A estas funciones continuas se les

llama ultrafinitas y al cambio de base que inducen se le dice elemental.

Un ejemplo importante de funtor elemental est& dado por el teorema de Los
que esti fuertemente relacionado con la inclusién canénica pu:I — SI de un
espacio discreto I en su compactificacién de Stone-Chech SI.

Para caracterizar a las funciones ultrafinitas es crucial que toda gavilla F €
Gav(X) pueda ser vista como la gavilla de secciones de un homeomorfismo
local y que a su vez, todo homeomorfismo local p: Y — X € HL/X se recupere
a partir de los tallos de gérmenes de una gavilla.

Una vez logrado esto, intentamos generalizar el resultado para topos de
Grothendieck, ya que la idea de cubrir a un objeto con otros de su mismo
estilo es la inica indispensable para definir una gavilla. Desafortunadamente la
empresa era un tanto ambiciosa.

Sin embargo pudimos aterrizar en un campo intermedio gracias a la luz que
nos proporcioné Johnstone en [4]. Dicho articulo nos indicé c6mo ampliar nues-
tro concepto de cubierta y nos puso en el camino de la topologia sin puntos.
En esta direccién habfa dos posibilidades, trabajar con locales o con marcos.
Aunque estos conceptos son duales entre sf, las generalizaciones de ideas co-
mo funcién abierta y homeomorfismo local en la categoria de locales Loc se
presentaban con demasiada claridad. Ademis, si tomamos en cuenta que todo
local es en si mismo un dlgebra de Heyting que trae consigo la estructura de la
l6gica intuicionista, es claro porqué elegimos este camino. De cualquier forma,
Johnstone pone de manifiesto en [5] muchos mas motivos que apuntalan nuestra
eleccién.

Finalmente, después de haber desentrafiado las caracteristicas propias de
Loc, no fue dificil reescribir nuestras proposiciones centrales en el lenguaje de
locales. Basté tomar una perspectiva mas amplia, de conjunto, para llegar a la
formulacién que aqui presentamos. Ademas resulté completamente reconfortan-
te notar como las demostraciones de la primera y segunda parte se segufan tan

m




iv INTRODUCCION
de cerca, los detalles para espacios topologicos nos rescataron no pocas veces y
la siempre tan temida pérdida de intuicién no tuvo lugar.

El texto esta separado en dos partes de forma tal que ambas pueden leerse
casi independientemente. La primera parte, que consta de los capitulos 1 a 3,
se ocupa exclusivamente de las gavillas sobre espacios topolégicos. La segunda
parte, los capftulos 4 a 6, se ocupa de las gavillas sobre locales y tiene la misma
estructura que la primera: el primer capitulo establece las bases, el segundo
empieza con la definicién de gavilla y remata con el cambio de base y el tercero
se ocupa de la caracterizacién de los morfismos ultrafinitos.

La mayor parte del capitulo de preliminares esta basado en [1] debido a la
sencillez de dicho texto, aunque un acercamiento completamente impregnado
del sabor categérico puede hallarse en [6], de donde se extrajo la parte refe-
rente a adjunciones. Los resultados acerca de las categorias extensivas son una
combinacién ad-hoc de las ideas que aparecen en [3] ¥y [9] que resulta de gran
provecho en la segunda parte de este trabajo.

El desarrollo del capitulo 2 se hizo a partir de [7] y las proposiciones del
capftulo 3 pertenecen a [8].

Para desarrollar los capitulo 4 y 5 se siguié muy de cerca a [2]. La caracte-

rizacidn de morfismos ultrafinitos de locales, que conforma el capitulo 6, es un
resultado original.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentran las definiciones escenciales de teorfa de categorfas
junto con algunos resultados que seran la herramienta béasica para el desarrollo
de los capitulos posteriores. Debido a esto no hay una gran cohesién en este
material, tnicamente se trata de dar referencia o de refrescar los conceptos que
se utilizaran con maés frecuencia en este trabajo.

1.1 Ideas basicas

En esta seccién nos ocuparemos de establecer los cimientos de la teoria de
categorias.

Definicién 1.1.1. Una categoria C consta de

1. una clase |C| cuyos elementos A, B, C,... serdn llamados “objetos de
la categoria C”;

2. para cada par de objetos A, B, un conjunto C(A, B) cuyos elementos
f, 9, h,... serdn llamados “morfismos” de A en B;

8. para cada tres objetos A, B y C, una funcidn de composicion
o:C(A, B) x C(B,C) -+ C(A,C)

cuya accién sobre la pareja (f,_g) se denota como go f o solo como

9f;

4. para cada objeto A, un morfismo distinguido 14 € C(A, A) llamado la
identidad en A.

Ademds cumple con los siguientes ariomas..

1. (Azioma de la asociatividad) Dados morfismos f € C(A,B), g €
C(B,C) y h € C(C, D) se cumple la siguiente igualdad:

ho(gof)=(hog)ef.

1




2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

2. (Azioma de la identidad) Dados morfismos f € C(A,B) y g € C(B,C)
se cumplen las siguientes igualdades:

1o f=Ff, golp =g.

Un morfismo f € C(A4, B) es comiinmente representado por f: A — B. En
este caso diremos que A es el dominio de f y que B es su codominio.
Diremos que el cuadrado

| o

€—=D

es conmutativo cuando se cumpla la igualdad go f = ko h entre las dos posibles
composiciones. En general, esta nocién se extiende por analogia a diagramas de
cualquier forma.

Las siguientes definiciones establecen la nocién de cancelar un morfismo ya
sea por la izquierda o por la derecha.

Definicién 1.1.2. Un morfismo f: A — B en una categoria C es un mono-
morfismo si para cada objeto C € C y cada par de morfismos h,k:C — A
se tiene que st foh = fok entonces h = k.

En ocasiones se usard el simbolo A -1 B para enfatizar gque f es

un monomorfismo.

Definicién 1.1.3. Un morfismo f: A — B en una categoria C es un epi-
morfismo si para cada objeto C € C y cada par de morfismos h,k:B —» C
se tiene que st ho f = ko f entonces h = k.

. . , s .
En ocasiones se usard el simbolo A —— B para enfatizar que f es

un epimorfismo.

Definicién 1.1.4. Un morfismo f: A — B en una categoria C es un iso-
morfismo si exriste un morfismo g: B —+ A en C tal que '

fog=1p, go f=14.

De hecho el morfismo g es tinico. Supongamos que existe h: B — Aen C
con las mismas propiedades

foh=1p, hof=1a, -
entonces se tiene
g=golg=gofoh=140h=h.

A continnacién énlistaremos algunos ejemplos de las categorfas més usuales.
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Ejemplo 1.1.5.a. Los conjuntos y las funciones entre ellos forman una -
categoria. Dicha categorfia se denota por Con.

Ejemplo 1.1.5.b. Los espacios topoldgicos y las funciones continuas entre
ellos forman una categoria. Dicha categoria se denota por Top.

Ejemplo 1.1.5.c. Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) puede ser vis-
to como una categoria X cuyos objetos son los elementos de X ; el conjunto
X(z,y) de morfismos consta.de un solo objeto si z < y y es vacio st no.

Gracias al azxioma de transitividad del orden parcial, es posible definir
una (idnica) ley de composicién y el ariomna de reflexividad de dicho orden
establece la existenctia de las identidades.

Ejemplo 1.1.5.d. Las reticulas son un caso particular de los conjuntos
parcialmente ordenados, que vale la perna mencionar. Una reticula es un
conjunto parcialmente ordenado (X, <) con dos elementos 0 y1 y dos ope-

ractones binartas A y V llamadas infimo y supremo respectivamente tales
que )

TAz==x, xTVIT==z,
INz=2, OVz=mn=x,

zA(yvVz)=z=(zAy)Va.
para cada z,y € X.

Ejemplo 1.1.5.e. Cada conjunto X puede ser visto como una categoria
X cuyos objetos son los elementos de X y los unicos morfismos son las
identidades; es decir, el conjunto X(z,y) consta de un solo objeto siz =y

y es vacio st no. A las categorias de este estilo se les llama categorias
discretas.

A partir de una categoria cualquiera C se pueden construir nuevas categorfas
de “diagramas en C” como veremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.1.6.a. Fijemos un objeto C de C.

La categoria C/C tiene como objetos a los morfimos de C con codominio
C. Un morfismo h:A — A de C serd un morfismo entre los objetos
f:ACy fl:A - C en C/C siempre que el diagrama

conmute; es decir, siempre gue f'oh = f.




4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sea f: A — C un objeto de C/C. Como el morfismo 14: A — A es tal
que fola = f, 14 es la identidad del objeto f en C/C.

Sean h: A — A’ y k: A’ = A" dos morfismos en C/C tales que f'h = f
y f"k = f'. La composicién k o h es un morfismo tal que

f"(koh) = (f"k)h == f'h = f,
entonces ko h: f — f" es el morfismmo composicién de h y k.
Ejemplo 1.1.6.b. De manera andloga, al fijar un objeto C de C, podemos
construir la categoria C/C que consta de los morfismos de C que tienen

dominio C. Un morfismo h: A — A’ de C serd un morfismo entre los
objetos f:C —+ Ay f':C — A’ en C/C siempre que el diagrama

N

A————

conmute; es decir, siempre que f'oh = f.

Como se ha visto, las objetos de una cgtegoria tienen una estructura comian
que es compatible con sus morfismos, as{ que al relacionar un par de categorias
gse debe respetar dicha estructura.

Definicién 1.1.7. Un funtor F' de la categoria A a la categoria B consta
de

1. una aplicacidn |A| — |B| entre las clases de objetos de las categorias
A y B; la tmagen de un objeto A de A se denota como F(A) o solo
FA;

2. una funcion A(A,A’) = B(FA,FA') para cada par de objetos. A, A’

' de A; la imagen de un morfismo f € A(A, A') se denota como F(f)
o solo Ff.
Ademds cumple los siguientes azxiomas.

1. F respeta composiciones; es decir, para cada par de morfismos f €
A(A,A') yg e A(A', A") se tiene

F(go f) = F(g)o F(f).
2. F respeta identidades; es decir, para cada objeto A de A se tiene

F(la) =1pa.
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Dados dos funtores F: A =+ B y G: B — C, una composicién puntual produ-
ce un nuevo funtor G o F: A — C. Esta composicién es claramente asociativa.

El funtor identidad 14 : A — A sobre la categoria A, donde cada morfismo
de la definicién es una identidad, funciona como la identidad para la composicién
de funtores.

Con la siguiente definicién establecemos cémo se relacionan los funtores.:

Definicion 1.1.8. Sean F,G:A — B un par de funtores paralelos. Una
transformacién natural a: F = G es una familia de morfismos

(apa: FA - GA)

de B indexados por los objetos de A tal que, para cada morfismo f: A — A’
en A, el diagrama

FA—2»~GA
T

FA' e GA
conmuta.

Con este nivel de relacién extra se antoja construir una categoria con funtores
como objetos y transformaciones naturales como morfismos.

Definicién 1.1.9. Una categoria C es pequeiia cuando la clase |C| de sus
objetos es un conjunto.

Proposicién 1.1.10. Sea A una categoria pequeria y B una categoria ar-
bitraria. Los funtores de A a B y las transformaciones naturales entre
ellos forman una categoria denotada por BA. Esta nueva categorfa serd
pequenia en tanto B lo sea.

Demostracién. Dados tres funtores paralelos F, G, H: A — B y transformacio-
nes naturales a: F' = Gy 8:G = H, la familia ((Boa)a = fa0a,) claramente
define una nueva transformacién natural 8o a: ¥ = H. Esta composicién es
claramente asociativa y la transformacién natural (1p4: FA — FA) es la iden-
tidad para dicha composicién. Finalmente, como A es una categorfa pequeiia,
las transformaciones naturales entre dos funtores de A en B constituyen un
conjunto.

Si ademé&s suponemos que B es una categoria pequeiia, tanto |A| como |B|
serin conjuntos, asf que las aplicaciones y en consecuencia los funtores entre
ellos constituiran un conjunto. B

A partir de ciertas transformaciones naturales se pueden construir otras que
merecen ser estudiadas.
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Si tenemos el diagrama de funtores

A-—F.p—=c
———

y una transformacién natural a: G = H podemos definir una nueva trans-
formacién natural (a * F):Go F = H o F de la siguiente manera: la familia
{({(a* F)a = apa), indexada por los objetos de A, es tal que para cada morfismo
J:A— A en A, el cuadrado

GFA—I2 HFA
GFfl l HPYf

GFA - HFA

conmuta, ya que FA € B y a es una tranformacién natural.
Analogamente, si tenemos el diagrama de funtores

c— "p—2+E
K

y la transformacién natural §: H => K, la familia ((J * 8)c = J(Bc)), indexada
por los objetos de C, define una transformacién natural (J*8): Jo H = Jo K
ya que para todo morfismo g:C — C’ en C, el cuadrado

J(Bc)

JHC JKC

Jﬁgl lJKg

1 4
JHC T(—ﬁ;'sJKC

conmuta gracias a que J respeta composiciones y S es una transformacién na-
tural. .

1.2 El principio de dualidad

En categorfas es usual que cada resultado que se demuestra para monomorfismos
tenga su contraparte para epimorfismos. Esto no es mé4s que un caso particular
de un principio muy general. .

Definicién 1.2.1. Dada una categoria A, la categoria dual A* estd definida
de la siguiente manera:

1. [A*] = |Al;
2. para objetos A y B cualesquiera de A*, A*(A, B) = A(B, A);
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3. la ley de composicidn de A* estd dada por
frogt=(gof).

Dicho de otra manera, la categoria A* es la categorfa A con las flechas al

revés, por eso a la categoria A* se le conoce también como categoria opuesta y
se le denota por A°P.

Teorema 1.2.2. (Principio de dualidad). Supongamces la validez, en toda
categoria, de un enunciado gque expresa la eztstencia de algun objeto o
morfismo o la igualdad de algunas composiciones. Entonces, el “enunctado
dual”, que se obtiene al voltear la direccién de las flechas y. al sustituir cada

composicién f o g por go f en el enunciado original, es también vdlido en
toda categoria. :

Demostracién. Si S denota el enunciado dado y S* denota su dual, probar el
enunciado S* en una categorfa A es claramente equivalente a probar el enun-
ciado S en la categoria A*, lo cual es cierto por hipdétesis. [ ]

1.3 Limites y colimites

En esta seccién introduciremos el concepto de “limite de un funtor” y mencio-
naremos los casos particulares mas importantes.

Definicién 1.3.1. Sea F: A — C un funtor. Un cono sobre F' es una pareja
(C,{padaca) gue consiste de

1. un objeto C de C y

2. para cada objeto A de A, un morfismo ps:C — FA en C tal que para
cada morfismo a: A — A’ de A, se tiene py = Faopa.

A FA _ ..
a ! - ] Fa C
A FA * Pa

Definicién 1.3.2. Sea F: A — C un funtor. Un limite sobre F es un cono
(L, {Pa)aca) sobre F con la propiedad de que, para cualquier otro cono
(M, (ga)acA) sobre F, existe un iinico morfismo m: M — L tal que, para
cada objeto A de A, el diagrama
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conmuta; es decir, ga = pa o m.
A los morfismos (PaYaca se les conoce como proyecciones y al limite

sobre F: A — C se le suele denotar como li‘x_nA AF’A o simplemente como
€

lim FA.

—A

Lema 1.3.3. El litnite de un funtor F': A — C, cuando eriste, es unico
salvo tsomorfismo.

Demostracion. Sean (L, (pa)aca) ¥ (L', (Pl4)aca) dos conos limite sobre el
funtor F'.

Como (L, {(ra)aeca) es un comno limite y (L, (p4)acA) es en particular un
simple cono, existe un tinico morfismo s: L' — L tal que

pa=sopl : ) (1.1)

para toda A € A.
Intercambiando los papeles, tenemos que existe un inico morfismo r: L — L’
tal que

Pa=ropa (1.2)

para toda A € A.
Considerando que (L, (Pa)acA) €5 un cono y ademas limite, existe un tnico
morfismo t: L — L tal que p4 =t op,4 paratoda A € A. Claramente ¢ = 1g,.
.Por otro lado, combinando las igualdades (1.1) y (1.2) tenemos que

/
PA = SO0py=S0Topa,

para toda A € A. Como 1, es 1inica, se tiene que sor = 1. )
De la misma manera, concluimos que ros = 1. : ]

Lema 1.3.4. Sea (L,(pa)aca) el limite del funtor F: A — C. Dos mor-
fismos f,g: M — L en C son iguales st para cada objeto A de A se tiene
que

pac f=pacg.

Demostracién. (M,{f © pa)acA) €5 un cono sobre F' y es claro que f y g son
dos factorizaciones de él.
Por lo tanto son iguales. _—

Debido a la impotancia de los lfmites enunciaremos el concepto dual de
“colimite”, a sabiendas de que los resultados anteriores tienen su contraparte
dual. ’ '

Definicién 1.3.5. Sea F: A — C un funtor. Un cocono sobre F' es una
pareja (C,{sa)aca) que consiste de

1. un objeto C de C y
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2. para cada objeto A de A, un morfismo sp: FA — C en C tal que para
cada morfismo a: A — A’ de A, se tiene sar = s4 o Fa.

Definicién 1.3.6. Sea F: A — C un funtor. Un colimite sobre F es un
cocono (L,{sa)aca) sobre F con la propiedad de que, para cualquier otro

cocono (M, (ta)aca) sobre F, existe un tinico morfismo m:L — M tal que,
para cada objeto A de A, tp =mosa.

A los morfismos (sa)aca se les conoce como inyecciones y al colimite
sobre F': A — C se le suele denotar como 1i_:_1’1AF'A.

A continuacién mostraremos los ejemplos méas importantes de limites.

Ejemplo 1.3.7.a. Sean A una categoria vacia y F: A — C un funtor.
El limite sobre F es la definicién del objeto terminal de la categoria C
que suele ser denotado como 1. Asi que para todo objeto C de C existe el

morfismo
Cc——1.
Ejemplo 1.3.7.b. Sean A una categoria discreta con dos objetos (A y B)

y F: A — C un funtor.
Bl limite sobre F es la définicién del producto de FA y FB

FA-~——FAx FB—— FB.

Ejemplo 1.3.7.c. Sean A una categoria compuesta por dos objetos A

y B
y dos flechas paralelas f,g: A — B, ademds de las"identidades, y F: A —» C
un funtor.

El lirmite sobre F' es la definicidén del igualador de Ff y Fg

Ff
R ol

L— FA -~ FB.
Fg

Ejemplo 1.3.7.d. Sean A una categoria compuesta por tres objetos A, B

y C y dos flechas f:A — B, g: C — B , ademds de las tdentidades, y
F:A — C un funtor.

El limite sobre F' es la definicidn del producto fibrado de F'f y Fg
L —FA
Ff
FC ~—%~ FB.
g

Ademas, para los cuatro ejemplos anteriores existen los conceptos duales

lNlamados objeto inicial, coproducto o suma, coigualador y coproducto fibrado
respectivamente.

El siguiente lema establece un caracterizacién de los monomorfismos de una
categorfa.
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Lema 1.3.8. Un morfismo m: A — B € C es mono si y solo si el cuadrado

=—A (1.3)

| I

A—7>B
es un producto fibrado en C.
Demostracién. Supongamos que m es un monomorfismo.

Sean X, f: X - Ay g: X — A tales que mo f = m o g. Entonces la parte -
externa del diagrama

conmuta. Como m es mono, esto implica que f = g. Por lo tanto hay una tunica
flecha f: X — A tal que el diagrarna anterior conmuta.
Supongamos que el diagrama (1.3) es un producto fibrado.
"Sean X, f: X 2 Ay g: X > Atalesquemo f=mog.
Como (1.3) es un producto fibrado, existe una 1nica flecha h: X — A tal
que f=150h=g. Asique f=g.
Por lo tanto . es un monomorfismo. |

En lo que resta de la seccién nos centraremos en mostrar resultados acerca
de la categoria de conjuntos Con, ya que constituye el principal terreno en el
que nos desenvolveremos mas adelante.

El siguiente resultado nos proporciona un criterio acerca de los igualadores
de conjuntos que serd fuertemente utilizado en los capitulos posteriores.

Lema 1.3.9. Sea

I
A—Ll>-B—cC (1.4)
g

un diagrarmna en Con. Dicho diagrama es un igualador si y solo si para
cada elemento b € B tal que f(b) = g(b) existe un unico elemento a € A tal
que h(a) = b. :

Demostracidén. Supongamos que el diagrama (1.4) es un igualador en Con.
Sea b € B tal que f(b) = g(b). Entonces la inclusién i,: {b} — B es una funcién
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tal que foip = g oip. Como (1.4) es un igualador, existe una vinica funcién
7:{b} — A tal que el diagrama

ALt -p—Tc

A g
Jl .
1 »

(&}

conmuta.

Por lo tanto j(b) es el (inico elemento de A tal que h(7 (b)) = b.

Ahora supongamos que para cada elemento b € B tal que f(b) = g(b) existe
un tnico elemento a € A tal que h(a) = b.

Veamos que el diagrama (1.4) es un igualador. Sea l: D — B tal que fol =
gol. Entonces f(I(d)) = g(l(d)) para cada d € D. Como I(d) es un elemento
de B para cada d € D, por hipdtesis existe un iinico elemento az € A tal que
h(aq) = I(d).

Entonces la ﬁmcxén

k:D— A, dwag

es la finica que hace que el diagrama

-~ f
_4—»-3 —_Ic
g

kl
1.
D

conmute.
Por lo tanto el diagrama (1.4) es un igualador. |

Definicién 1.3.10. Una categoria C es completa si cada funtor F:D — C,
con D una categoria pequeria, tiene limite.

Lema 1.3.11. La categoria Con es completa.

Demostracién. Sea F':1 — Con un funtor con I una categorfa pequeiia.
Sea (L, {pi)ic1) un cono sobre F definido de la siguiente manera:

L ={(zi)ict € [ Fi | Vaij:i +j €1 F(ai;)(z:) = =53}
i€l

yparacadajeX
pj:L b 4 Fj, (zi)iel - 2j.

Veamos que dicho cono es el limite de F.
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Sea (M, (gi)ic1) otro cono sobre F'. Entonces, para cualquier a;5:4 — jen 1
tenemos que F(ai;)(qi(m)) = gj(m). Por lo tanto (qi(m))iec1 € L.

Definamos la funcién
FiM = L, me (g(m)ier
SeammeMeiel,

pi o f(m) = p:({gi(m)Yic1) = qi(m).

Entonces p; o f = g; paratodai €l
Sea f': M — L tal que p; o f' = g; para toda 7 € 1. Entonces

‘ F'(m) = (gi(m))iar = f(m),
asf que f es tinica.

Por lo tanto (L, (p;)ier) es el limite del funtor F:I — Con.
Por lo tanto Con es completa. -

Asf como la demostracién anterior se apoya en la idea del producto car-
tesiano de conjuntos, el siguiente resultado, que se enuncia sin demostracién,

esti apoyado en el concepto de las clases generadas a partir de una relac16n de
equivalencia.

Lema 1.3.12. La categoria Con es cocompleta.

=
El siguiente resultado es un ejemplo de cémo la categoria Con transmite
caracteristicas a otras categorias construidas a partir de ella.

Lema 1.3.13. Sea X la categoria inducida por el conjunto parcialmente or-
denado (X, <) como en el ejemplo 1.1.5.c. La categoria Con?® es completa
y los limites se calculan puntualmente.

Demostracién. Sea F:1I — Con”™ un funtor con I una categoria pequeiia.
Como Con es completa, podemos hacer la siguiente definicién:

L:X > Coh, z — im Fi(z),
—1

Si se tiene que = < y, hay un v\nico morfismo = — y. Al aplicarle F'z a dicho
morfismo se obtiene una funcién Fi(z) — Fi(y) cuya accién denotaremos como
t — t}y para todo t € Fi(z). Con esta notacién, definimos la imagen de los

morfismos de X bajo L como
li‘_I_!_nli"i(z) —lim Fi(y), (uidier — (uilydier,

con lo cual se tiene que L es un funtor.

Para cada j € I definamos n;: L => Fj como la familia (1r,=.L(:z:) -
Fj(z))zex tal que

s y:L(y) - Fj(y)» (ui)iel — vy,
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para toda y € X.
Sea z < y € X. Veamos que el cuadrado

L(y) 2 Fi(y)

L(z) 57 Fi(=),

donde las flechas verticales son restricciones, conmuta.
Sea (v;)ic1 € L(y). Entonces se tiene que

(75, ((vidie)l= = vjle = 75 (vilz)ier)-

Por lo tanto m;: L = F'j es una transformacién natural.

Veamos que (L, (7;)ic1) constituye un cono sobre F'.

Para todo morfismo a;;:1 — j € I, Fla;;: Fi = Fj es una transformacién
natural, as{ que basta ver que para toda =z € X, el tridngulo

L(=)

Fi(z) Fan: Fj(z)

conmuta. :
Sea (ux)ker € L(z). Entonces se tiene que
Faij, o miz({ur)rer) = Faij (u:) = u; = 75, ({vrdrer),
ya que L(z) = HEFi(:).

Finalmente, veamos que el cono (L, {m;)ic1) es imite sobre F.
Sea (P, {pi)ic1) otro cono sobre F'. Definamos p: P = L como la familia

{pz: P(x) = L(z))zcx tal que
Py P(y) = L(y), v (piy(v)iar
para toda y € X. Como (P, {pi)ict) es un cono sobre F, cada py, esta bien

definida.
Sea z < y € X. Veamos que el cuadrado

P(y) —2— L(y)

|

P(z) —— L(=),

donde las flechas verticales son restricciones, conmuta.
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Sea v € P(y). Entonces se tiene que
(py (V)= = (piy (Wdietle = (Piy (V)lzdict = (Piy (V]=))ie1 = py(v]z),

ya que la peniiltima desigualdad se porque cada p; es natural paratoda i € I.
Por lo tanto p: P = L es una transformacién natural.
Por Gltimo, veamos que para toda j € I, n; o p = p;. Para ello basta fijar
jEelyxe Xy ver que el trisngulo

P(z) be L(z)

o

Fj(=)

coninu.ta.
Sea u € P(z). Entonces se tiene que

Tje © Px(u) = 7 . ({piz(u))ier) = pj (u).

Finalmente, como (P(z), {pi.)icr) €8 un cono sobre Fj y el tridngulo antenor
conmuta, se tiene que p, es tinica. En consecuencia, p también lo es.

Por lo tanto la categoria Con”™ es completa y los iimites se calculan pun-
tualmente. n

A continuacién nos ocuparemos de un caso muy especial de conmutatividad
entre ciertos lfmites y colimites que se satisface, en particular, en la categorfa
de conjuntos Con.

Definicién 1.3.14. Una categoria C es finita si tanto el niumero de sus
objetos corno el de sus morfismos es finito.

Definicién 1.3.18. Un limite sobre él Juntor F:C — A es finito st la ca-
tegoria C es finita.

Definicién 1.3.16. Una categorfa C es filtrante si
1. C es no vacia; es decir, |C| # 0,
2. para todo C1,C3 € |C|, ezisten C3 € |C|, f:C1 — C3 y g:C2 — Cj,

S. para todo C1,C3 € |C| y para todo f,g:C) — Ca, existen C; € |C| vy
h:C3 = C3 tales que ho f =hog.
El siguiente ejemplo ser& muy pertinente en los capfitulos posteriores.
Ejemplo 1.3.17. Sea X un espacio topoldgico y x € X un punto. La ca-
tegoria Vz es la categoria inducida por el conjunto parcialmente ordenado

por inclusion de las vecindades de x. Sea ViF su categon’a dual. Veamos
gque ViP es una categorta filtrante.
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Como el espacio X es una vecindad del punto =, se cumple la primera
condicion.

Sean U y V vecindades del punto x, entonces UNV es una vecindad del
puntoz tal que U DU NV yV DUNYV por lo que se cumple la segunda
condicidn.

La tercera condicidn se cumple trivialmente al considerar como h al
morfismo identidad del codominio de cualquier flecha de VZF.

Definicién 1.3.18. Un colimite sobre al funtor F: C — A es filtrante si la
categoria C es filtrante.

Antes que nada, probemos un lema 1til.

Lema 1.3.19. Sea F:B — C un funtor con B finita y C filtrante. Entonces

eriste un cocono sobre F en C.

Demostracién. La prueba se sigue facilmente si demostraremos las dos obser-
vaciones siguientes.

Sea {C;}ier un conjunto finito de objetos de C. Veamos que es posible hallar
un objeto C y morfismos {C; — C}ier, haciendo induccion sobre el indice I.

Por la primera condicién de la definicién 1.3.16 se cumple la condicién cuan-
do I es vacfo.

Sea I = {#,,i3,...,in}. Supongamos que existe un objeto C’ y morfismos
{ci,:Ci, » C'liyerconk=1,2,...,,n—1.

Por la segunda propiedad de la definicién 1.3.16, aplicada a los objetos C’ y
C;,., sabemos que existen un objeto C y morfismos c:C' -+ C y ¢n:C;,, — C.
Entonces, €l conjunto {co c;, : Ci, = Cl}i,erU{cn} cumple la condicién para I.

Sea {fi:C — C'}ier un conjunto finito de flechas paralelas en C. Veamos
que es posible hallar un objeto C"” de C y un morfismo f:C’ — C" tal que
f o fi = f o f;j para todo ¢,j € I, haciendo induccién sobre el fndice I.

Nuevamente, por la primera condicién de la definicién 1.3.16 se cumple la
condiciéon cuando I es vacio.

Sea I = {i3,12,...,in}. Supongamos que existe un objeto C” y un morfismo
f:C" > C"” talque fo f;, = fo fi, paratodo tx,ixr € I con k =1,2,...,n—1,

Por la tercera propiedad de la definicién 1.3.16, aplicada a las flechas pa-
ralelas fo f1,fo fn:C — C”, sabemos que existen un objeto C’ y un mor-
fismo f':C"” — C' talque f'o fo f; = f'o fo fn. Entonces, el morfismo
f'o f:C'" — C" cumple la condicién para I. ]

Sea D:I xJ — A un funtor con I una categorfa filtrante, J una categorfa
finita y A una categoria con limites finitos y colimites filtrantes.
Fijemos I € I y definamos D(I, _):J — A de la siguiente manera:
J D(1,J)
3 l —— lD(ll.j)

J! D(I,J%)
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paracada J € J y para cada j:J — J' € J. De esta manera, D(I,_):J — A
es un funtor ya que D:I x J — A lo es.

Como J es una categoria finita y A tiene limites finitos podemos tomar el
limite del funtor D(I, ):J3 — A.

Abora fijemos un morfismo i: I — I' € I. Para cada J € J tenemos la
composicién

. D(i, 1)
im D(I,7) — ™ D(1, J) =2 D(I',J),

donde 7 es la proyeccién del limite li‘_n_ajD(I ,J) correspondiente al objeto J.
Veamos que (li‘_xEJD(I, J), {(D(i,15) o ws)se3) €8 un cono sobre el funtor
DI, ).
Paxa cada j: J — J’ € J consideremos el siguiente diagrama
im D(I,J)
—3

ws *

p(I, 7y —=2812 __ p(r, g1
D(is1) N Pl

D, J) yTe— D, Jn.

El triangulo del diagrama conmuta ya que es parte del cono limite sobre
D(I, _)- Como las composicién en I x J es puntual y D es un funtor, se tiene

D(i,1y) e D(11,5) = D(i,7) = D(1r,5) o D(3, 1),
por lo que el cuadrado también conmuta.
Por lo tanto, como hmJD(I ', J) es el limite sobre el funtor D(I’, "), existe
un finico morfismo ; : lim D(I J) = Lim D(I' J) tal que el cuadrado

lim D(I,J). =+ p(1,7) (1.5)
i
[ D(i,17)
- V ]
lim D(I'J) —— D(I', J)
conmuta para todo J € J.
Esto define un funtor I — A de la siguiente manera:
I lim D(Z, J)
il e ] 1!.-

I lim D(I,J").
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Como I es una categoria filtrante y A tieae colimites filtrantes podemos
tomar el colimite de dicho funtor; es decir, li;n':.lli‘EJ D(1,J).

Analogamente, si fijamos primero un objeto J € J y después un morfismo
j:J — J’, obtendrfamos li.inJli_:?ID(I, J).

Construyamos un morfismo ¢ entre estos dos objetos de la manera natural;
esto es, a través de los conos y coconos que sugiere el siguiente diagrama:

e SR i
EJ“T Pxo ................. . lnlo
Lim D(lo, 7)) e
g _
D(Io, Jo)-

Definicién 1.3.20. Decimos que colfmites filtrantes conmutan con limites fi-
nitos en A st el morfismo ¢ construido anteriormente es un isomorfismo.

Lema 1.3.21. En Con, colimites filtrantes conmutan con limites finitos.

Demostracion. Describiendo explicitamente a ¢ en Con tenemos
e([{zs € D(Io, J))3h1) = {[xs € D(Io, J)l1)3- (1.6)

Veamo: que ¢ es sobre.
Sea ([zs € D(I5,D1)a € HEJHEID(I, J); esto es, una familia compatible

en el sentido de que para cada morfismo j: J — J' € J, el correpondiente
morfismo c¢j, inducido por el diagrama

lim, DU, J) 22— D(1,,7)
I
€59 D(1r,.3)
\J
lim D(T,J") < D(I,, 1",
ory

analogo al diagrama (1.5), es tal que ¢;([zs € D(Is, I)) = [z € DI, )
y al usar la descripcién explicita de ¢; tenemos que

(D(11,,7X(zs) € D5, It = [z5 € DT3¢, 1.

Como I es una categorfa filtrante, para todo 7:J — J' € J y sus corres-
pondientes I;, Iy € I, existen K; €1, f;:I; = K; y g;: I+ — K; como en el
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diagrama
Iy & . 1.7)

tales que
D(f;,12)D(11,,3)(zs) = D(g5, 1) (z1). (1.8)

Como J es finita, unir los diagramas (1.7), correspondientes a todos los
morfismos j: J — J’ € J, resulta un diagrama finito en I. Por el lema 1.3.19,
dicho diagrama tiene un cocono en I, como en el diagrama

I (1.9)

™~

Kj,
/r \
I : I

z\_,,/-—o-

Kj,.

\/

I,
A los morfismos de este cono con codominio Ip los llarnaremos h y tendran
el mismo subindice que su dominio, por ejemplo hy:I; — Ip 0 h;: K5 — Io.

Ahora, consideremos la familia {(D(hs,1s)(zs) € D(lo,J))3 ¥ veamos que
es compatible; es decir, que para cada j:J — J' € J se tiene que

D(14,,7)D(hs, 1s(x5) = D(hy, 11:)(z ).

Sea j:J — J' € J. Aplicando el morfismo D(hj;,1,) a la igualdad (1.8) se
tiene

D(h;, 15:)D(f5,15)D(11,,5)(=s) = D(hj, 15)D(g;, 15} ().

Observemos la parte del cocono (1.9) correspondiente al morfismo j:J — J’
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Por la conmutatividad de este diagrama se tiene que la ecuacién anterior es
igual a
D(hy,1;)YD(1;,,izs) = D(hy, 13)(z50).
Finalmente, reescribimos la parte derecha de esta ecuacién, recordando que

para todo morfismo m: M — M/’ ge tiene que 1lp oM = m o 1ae, con lo que
obtenemos

D(110,9)D(hs, 1)) = D(hy, 1) (z ).

Por lo tanto (D(h,1s)(zs) € Do, J))5 € l‘i;mJD(Io, J).
Resta demostrar que

@ (({D(h1,15)(=s) € D(lo, T)3l1) = ([zs € D(Z5, N1} 3-
Por (1.6), esto es equivalente a
{({(D(hs,15)(zs) € D(Io, Nlt}s = {[zs € D(Is, Nr)3-
Pero esto 1ltimo es cierto ya que para cada J € J, es claro que
(D(hs,1o)=s) € Do, Nt = &5 € D(Is, ).

Por lo tanto ¢ es sobre.

Veamos que ¢ es mono. Sean [{zy € D(lo, )31, {yr € D1, T))ahr €
HEIHEJD(I, J) tales que - :

#(l(zs € Do, T))3r) = ¢([{ys € D(Ir, J))sln)-
Por (1.6), esto es igual a
([zs € Do, Ni}a = (lys € D1, Nhn)a;
es decir, para cada J € J
[xs € D(Io, ) = ly; € D(1y, ).

Como X es una categorfa filtrante, para todo J € J existen K; €1, fr:Io —
Ky ygr:I, - Ky como en el diagrama

&
- KJ)
I ~9s

Io (1.10)

tales que-

D(f1,15)(zs) = D(gs, 15)(ys)- (1.11)
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Como J es finita, unir los diagramas (1.10), correspondientes a todos los
objetos J € J, resulta un diagrama finito en I. Por el lema 1.3.19, dicho
diagrama tiene un cocono en I, como en el diagrama

Io

NN

K,

(1.12)

K.
7
I

\\

donde Hamaremos hy a los morfismos Ky — I.
Para demostrar que {{z; € D(lo, J))ali = [{vs € D(I1, J))3]1 basta demos-
trar que

1y((z5 € DU, J))3) = L,({vs € D(I1, 3)s

donde tanto Iy como Il se inducen como en (1.5), por lo que esto ultimo es
equivalente a

(D(f,15)(=s) € DI, J))a = (D(g,1s)ys) € D(I, D).
Sea J € J. Observemos la parte del cocono (1.12) que corresponde al objeto

J
I !
o I
i\h”
KJ_'_>'I.
I{J_’/
1
g

Entonces, por la conmutatividad de este diagrama y usando (1.11) en la
igualdad del centro, tenemos

D(f, 1) (=xs) = D(hs,15)D(fr,15)(zs) =
= D(hs,15)D(9s,15)(vs) = D(g,1s)(zJ)-

Por lo tanto ¢ es mono. m

1.4 Adjunciones

Es importante establecer la nocién de cuéndo dos categorias son equivalentes y
esto se logra a través de la idea de “funtores adjuntos”.




1.4. ADJUNCIONES 21

Definicién 1.4.1. Sean A y X categorias. Una adjuncién entre X y A es
una triada (F,G,¢): X — A donde F y G son funtores

P
—

XA,
G

mientras que ¢ es una funcién que asigna a cada par de objetos X € X,
A € A una biyeccidon

¢ =Px.a: A(FX,A) = X(X,GA)
que es natural en X y en A.

Dada una adjuncién, se dice que el funtor F es el adjunto izquierdo de G,
mientras que G es llamado el adjunto derecho de F y se abrevia F -1 G.
Lema 1.4.2. Sean funtores )

F F
—— _—

X e —A_ Y.
G G’

Si F es adjunto izquierdo de G y F' es adjunto izquierdo de G’ entonces
F'o F es adjunto izquierdo de Go G’'.

Demostraciéon. Como F 4 G, paratodo X € X y A € A se tiene que

X(X,GA) = A(FX, A). . (1.13)
Como F'-1G',paratodo A€ Ay Y €Y se tiene que .
A(A,G'Y) = Y(F'A,Y). (114)

Sean X €e X y Y € Y. Si primero evaluamos (1.13) en los objetos X € X y
G'Y € A y después evaluamos (1.14) en los objetos FX € Ay Y € Y, tenemos

que
X(X,G(G'Y)) = A(FX,G'Y) = Y(F'(FA),Y).

Por lo tanto, F'o F 4 Go G'. [ ]

Lema 1.4.3. St A y B son categorias con objeto inicial entonces el funtor
oa:A = Ax B, tal que A+ (A,0) ¥y f — (f,10), es adjunto izquierdo de
la proyeccicn mAo: A xB — A

Dernostracién. Sean A€ Ay (X, Y)e A xB.

UA(A) — (x, Y)

(A,0) = (X,Y) def. de oA
A X O es inicial
A wa(X,Y) def. de 7a.

Por lo tanto op - 7ra.
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Lema 1.4.4. Sean A, B y C categorias con sumas finitas y funtores F: C —
A, G:C — B, el funtor (F,G):C — A x B tiene adjunto izquierdo si y solo
st ambos funtores F' y G tienen adjunto izquierdo.

Demostracidn. Supongamos que el funtor L: A x B — C es tal que L — (F,G).
Sabemos que F' = 7 o (F,G). Por los lemas 1.4.2 y 1.4.3, Looa es su adjunto
izquierdo. De manera aniloga Lo og - g o (F,G) = G.

Supongamos ahora que existen funtores L;: A — C, Lz2: B — C tales que
Iy 4 F, Lz 41 G. Definamos el funtor L: A x B —+ C como

(A, B) = Li(A) + La(B), (f,9) = L:(f) + L2(g)-
Sean (A,B) € A xBy C € C, entonces

L(A,BYy» C
Li(A) + L2(B) = C def. de L
Li(A) = C, Lzx(B)->C suma
A F(C), B — G(C) LiHAF, LG
(A, B) = (F(C), G(C)) def. de A x B
(A, B) = (F,G)(C) def. d= (F,G).
Por lo tanto L - (F,G). »

Retomando la definicién de adjuncion, la naturalidad de la biyeccién ¢ quiere
decir que para cualesquiera morfismos A: X’ - X € X y k: A — A' € A los
cuadrados

A(FX,A) =2 . X(X,GA) A(FX, A) 222 . x(X,GA)
A(Fh,A) l 1X(h.GA) A(FX.k) X(X,Gk)
A(FX' A) — X(X', GA), A(FX,A') — X(X,GA")
$xra ®x.ar

conmutan.
En otras palabras, para cualquier f: FX — A se cumple que
PH(foFh)=¢foh, ¢kof)=Gkodf. (1.15)

Adema4s, es equivalente pedir que ¢—* sea natural; es decir, que para cua-
lesquiera morfismos h: X' 5+ X € X, k:A 3 A '€ Ay g: X = GA se cumple
que

¢~ (goh)=¢ " go Fh, ¢ ' (Gkog)=ko¢ lg. (1.16)
Consideremos el caso particular
¢x.rx: A(FX,FX) =2 X(X,GFX).
Definiremos nx como ¢(lpx): X —+ GFX para cada X € X..
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Lema 1.4.5. La familia (nx: X — GFX)xex define una transformacion
natural n:1x = GF'.

Demostracion. Sea h: X' —- X € X. Basta demostrar que el cuadrado

Nx?

X' —=GFX'

| |e=

X —x>GFX

conmuta.
Al aplicar la definicién de 77 y las igualdades (1.15) se tiene que

GFhonx: = GFho ¢(lpx:) = ¢(Fholpx:) =
=¢(lpx o Fh) = p(lrx)oh =nxoh.
|

Definicién 1.4.6. La transformacidn natural n:1x = GF, definida ¢.:omo
arriba, es llarnada la unidad de la adjuncicon (F,G,¢): X — A.

Ahora consideremos el caso particular
dcaan: A(FGA, A) = X(GA,GA).
Definiremos €4 como ¢—*(1ga): FGA — A paracada A € A.

Lema 1.4.7. La familia {ca: FGA — A)aca define una transformacién
natural £: FG = 14.

Demostracién. Sea k: A - A’ € A. Basta demostrar que el cuadrado

FGA—"2+~ 4
ml 1
FGA' g5+ A

A

conmuta.
Al aplicar la definicién de € y las igualdades (1.16) se tiene que

koesa=koo¢  (lga) = ¢~ Gk o1ga) =
= ¢_1(IGA' o Gk) = ¢_1(IGAI) o FGk = €4+ 0o FGk.
, |

Definicién 1.4.8. La transformacién natural €: FG = 15, definida como -
arriba, es llamada la counidad de la adjuncidn (F,G,¢): X — A.




24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.4.9. Diremos que las categorias A y C son equivalentes si
eziste una adjuncién (T, S,n,e): C — A tal que su unidad y counidad sean
isomorfismos naturales. A los funtores T y S se les conoce como una
equivalencia de categorfas.

Para rematar esta seccién, demostraremos un par de resultados r-~levantes
para reticulas.

Lema 1.4.10. Sean (X,<) y (Y, <) reticulas. El funtor F: X — Y ticne
adjunto derecho st y solo si F preserva supremos arbditrarios.

Demostracién. Supongamos que existe G:)Y — X tal que F < . BEsto es
equivalente a

X <GY siysolosi FX <Y (1.17)

para todo X € X y paratodo Y € ).
Sean V;c; X; un supremo en &X. Entonces X; < V;.; X: para todo 7 € I.
Como F es un funtor, FX; < F(V;,; X:) para todo ¢ € I. Entonces

VFX;SF(VXi).

icr i€l
Sabemos que
FX; < \/ FX;
HI

para todo 7 € I. Aplicando la equivalencia (1.17) a los objetos X; € X y
Vier FXi € Y tenemos que

Xi<@ (\/ in)

i€l
para todo ¢ € I. Entonces
Vxi<ec (\/Fx,-) .
i€l ict

Nuevamente, al aplicar la equivalencia (1.17) a los objetos V;; Xi € X v
Vier FX; € Y concluimos que

F (\/ x.-) <V FX.
iel ier
Por lo tanto

F (\/ xi) =\ Fx.

(123 4 i€l
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Supongamos ahora que F' preserva suprcmos arbitrarios.
Sea Y € Y. Hagamos

Gy = \/ X.
FX<Y
SeaY’ <Y € ). Es claro que si F(X) <Y’ entonces F(X) <Y’'. Asi que
ey'= \/ x< \/] x=06v '
FX<Y’ FX<Y :

Con esta definicién tenemos un funtor G: Y — X.
Demostremos que

X <GY siysolosi FX <Y

para todo X € X yparatodo Y € Y.
Sea X € Xy Y €Y. Supongamos que X < GY. Por deﬁnxcxbn de G, ésto

es igual a

x< V x
PX<Y

Como F es un funtor que preserva supremos arbitrarios, se tiene
FX< \/ FX<gvY,
PX<Y

donde la desigualdad de la derecha es obvia.

Por otro lado, supongamos que FX < Y. Como G es un funtor, se » tiene
GFX < GY Por definicién de G, ésto es igual a

x= \/ Xx'=<gy,
FX'<SFX
donde la igualdad de la izquierda es obvia. _ a

Por dualidad, también a quedado demostrado que

Lema 1.4.11. Sean (X, <) y (Y, <) reticulas. El funtor Fx o Y tiene
adjunto izquierdo si y solo st F' preserva infimos arbitrarios. ]

1.5 Extensiones de Kan

Sean A y B dos categorias pequefias ¥ un funtor F': A — B entre ellas. En esta
seccién veremos que el funtor

_oF:CB 5 CA Hw HoF,
donde C®B es como en la proposicién 1.1.10, tiene adjunto izquierdo siempre

que C sea cocompleta. En particular, por el lema 1.3.12, esto se cumple si
C = Con.
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Definicién 1.5.1. Sean F: A - B y G:B = C dos funtores. La extensién
de Kan izquierda de G a lo largo de F, st existe, es la pareja

(K:B—+C,x:G = KoF),

con K funtor y a transformacion natural, tal que para cualquier otra pareja
(H:B - C,8:G = Ho F), con H funtor y 8 transformacién natural,

eriste una unica transformacion natural y: K = H tal que (7o Fla = 3,
como en el diagrama

G==KoF
B ~qoF
HoF.
Al funtor K se le suele denotar como IanpgG.

Lema 1.5.2. Sean F: A —+ B y G:B — C dos funtores. Si la categoria A
es pequeria y la categoria C es cocompleta entonces la extensiéon de Kan
izquierda de G a lo largo de F ezxiste.

Demostracién. Construyamos una pareja (K:B — C,a:G = Ko F) que
cumpla con la definicién 1.5.1.

Sea B € B. Construyamos la categorfa £g de la siguiente manera:

Los objetos de £p seran parejas (A,a) tales que A€ A ya € B(FA, B).

Un morfismo f: 4 —+ A’ € A sera un morfismo f:(A, a) — (A',a’) € Epsi
el diagrama

F
FA 4 FA’ (1.18)
\ /{
B
conmuta; es decir, sia = a’ o F'f.
Como A es una categorfa pequeiia, entonces £g también lo es.

Sea ¢p:Ep — A el funtor que olvida; es decir, el funtor tal que

¢8((A,a)) = A, ¢s(f) =
para cada (A,a) € €p y para cada f € E€g.
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Como C es cocompleta, existe el cocono colimite
(sCa.ay: GA = KB)ae)ces

del funtor G o ¢p; es decir, KB = lune G A. Esto define a K en los objetos.

Sea g: B —+ B’ € B. Sea f:(A4,a) —+ (A',a’) un morfismo de £g, claramente
f:(A,goa) - (A,g°a’) es un morfismo de £p.. Entonces (KB, (s(A goa))) €5
un cocono sobre G o ¢g.

Por lo tanto existe un tinico morfismo Kg: KB — KB’ tal que el diagrama

______ - KB’ (1.19)

‘(k Av.l")

conmuta para todo (A4, a) € £g. Esto define a K en los morfismos y la unicidad
de cada Kg nos indica que K es un funtor.

Consideremos la familia (sf";‘f1 ra): GA = KFA)aea y un morfismo cual-
quiera b: A = A’ € A. Veamos que el cuadrado

oFA
(Adpa)

GA—— KFA

Gbl ' lKFb
GA' — KFA

X an

conmuta.
Por la definicién de K en los morfismos tenemos que

KFbos{iy, .y = s
Como b: (A, Fb) — (A',1pa) € EFar ¥y KFA’' es un cocono indexado por
los elementose de £7 4/ tenemos que
S{AFE) = S{A A par) © Gb.

Por lo tanto la familia (a4 = s( An ’A)) AcA define una transformacién natural
a:G= KoF.

Sea (K:B — C,8:G = H o F) una pareja.

Sean BEB y f:(A4,a) = (A’,a’) un morfismo en £p. El diagrama

GA

HFA
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conmuta ya que sus partes lo hacen: el cuadrado por naturalidad de 8 y el trian-
gulo porque es la imagen bajo el funtor H del diagrama (1.18) correspondiente
a f.

Por lo tanto (H B, (Ha o B4)(a.a)ccps) €8 un cono sobre G o ¢pg.

Entonces existe un tinico morfismo «vg: K B — HB tal que el diagrama

bB

KB—- — » HB (1.20)
’&.-)T TH“
: GA-—E:*HFA

conmuta para todo objeto (A4,a) € €g.
Sea g: B — B’ € B. Para ver que el cuadrado
KB—"+~HB
o
KB' ~—_ > HB'

conmuta, basta ver que conmuta antecedido por el morfismo 5(34‘5) :GA—+ KB
para cualquier (A, a) € €p, ya que KB = h.m GA.

Por el diagrama (1.20) y como H es funtor tenemos que
Hgovposfy,. = HgoHaecfs = H(gca)oBa.

Nuevamente por el dlagrama (1.20) con:espondlente al objeto (A,goa) € Enr
tenemos que

H(goa)ofBa=ypo s(B,;'g“).

Finalmente, por la definicién del funtor K en los morfismos (1.19), tenemos
que

Yg © S(BA,gon) =9p o Kgo s(BA_a).

Por lo tanto Hg o g = vg- © Kg. Asi que la familia (yg: KB — HB)pgen
constituye una transformeacién natural v: K = H.

Sea A € A. El diagrama conmutativo (1.20) correspondiente al objeto
(A,1FA) € Epa es

KFA-IZ2 gpa
’(‘:Cxp,\) Hlpa
GA HFA.
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Como a4 = sf "{1-4)» €l diagrama anterior es igual a

KFA—™~ HFA
A

GA.

Pa

Asi que (7o Fa = f.
.Por lo tanto la extensién de Kan izquierda de F’ a lo largo de G existe. W

Continuemos trabajando con A y B categorfas pequefias y C una categorfa
cocompleta. Consideremos el funtor _ o F: CB — CA definido como

LoPF

ll - llm

Conservando la notacién de la definicién 1.5.1 definamos el funtor
- Iangp_:CA 5 CPB
de la siguiente manera:

Iaan

I—

IanpgM',

donde Ianp M es el funtor dela parcja (JanpM:B — C,aj: M = IaanoF)
que se construye como en el lema 1.5.2.

Como (JlangM':B — C,amopu: M = IangpM'o F) es otra pare]a, se
tiene que vu:langM = IanpM' es la tnica transformacién matural tal que
(Y © Flarx = aag.

Una ves construidos estos funtores, veamos el siguiente lema.

Lema 1.5.3. Sean F': A — B un funtor y C una categoria. Si la categoria
A es pegqueria y la categoria C es cocompleta. entonces el funtor Iang__ es
adjunto izquierdo del funtor _ o F'.

Demostracion. Sean M:A - Cy L:B— C.

Veamos que CA(M, L o F) = C®(IlanpgM, L).

Sea 7: M = LoF. Entonces, como (L:B — C,7: M = LoF) es una
pareja, por la definicién 1.5.1 existe una vinica funcién ¥7: IangM = L tal que
(7" ¢ F)aa = 7. Esto define una funcién

CA(M,LoF) - CB(lanpgM,L), T+ ~".
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En sentido inverso, definimos
CB(lanpM,L) - CA(M,Lo F), pws (po Flap.

Veamos que estas funciones constituyen un isomorfismo.

Sea 7: M = L o F. Al aplicarle ambas funciones a T tenemos (v" o Flapy y
por definicién de 7 se tiene que 7 = (77 o F)ays.

Sea p: Tang M = L. Aplicarle ambas funciones a g nos da como resultado
{poF)are . Como (p o F)ap = (p o F)ap, por unicidad de y{(P°Flaxm  ge tiene
que p = 07(P°F )ﬂu

Por lo tanto Jang__ 4 _ o F.

Tang

AC 1 Bec
\_/

1.6 Categorias extensivas
En esta seccién mostraremos las definiciones y resultados encaminados a obtener
una caracterizacién de las categorias extensivas que sera de gran utilidad en la

segunda mitad de este trabajo.

Definicién 1.6.1. Sean £ una categoria con sumas finitas y un par de ob-
Jetos A y B en £, el funtor

+:E/AXE/B — E/(A+ B)

es tal que a cada objeto (f,g9) € E/A x E/B le asigna la flecha inducida por
la suma, como en el siguiente diagrama:

a2 p e p "

1
!1 1 f+g ly
Y

A— A+ B — B;
ia in

y a cada morfismo (a,B) € E/AxE/B le asigna la flecha dada de la misma
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manera.

Tan ign

Al —2 > A” 4 BY <2 g

sl

at+p . 7 / /
-~

- B' B’

P ‘f+gl f'+g’ lg g’

A— A+ B
A

is

Definicién 1.6.2. Sea £ una categoria con sumnas finitas, diremos que £
satisface la ley extensiva si para cada par de objetos A, B en E, el funtor

+:E/AXE/B > E/(A+ B)
es una equivalencia de categorias.
Si la categoria £ cumple la ley extensiva se le llamara categoria extensiva.
Ejemplo 1.6.3. Las categorias Con y Top son extensivas.

Definicién 1.6.4. En una categoria £€ con sumas se dice que las sumas
binarias A + B son universales s: para cualguier morfismo f:S — A+ B,
los productos fibrados a lo largo de las inyecciones existen y el renglén
superior del diagrama

Sy S Sz
|
A—— A+ B~—2B,
Ta i
donde los cuadrados son productos fibrados, es una suma.

Definicién 1.6.5. Sea £ una categoria. Diremos que el objeto tnicial deé
es estricto si cada que exista una flecha m:.4 — 0 se tiene que A = 0.

Lema 1.6.6. Si £ es una categoria con sumas universales entonces el ob-
jeto inicial es estricto.

Demostracion. Supongamos que existe un morfismo m: A -3+ O en €.
Veamos que el diagrama

la

+N

A

s
m 1,,.
1o 0

O €——
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es un producto fibrado.
Sean X € &, f: X —+ Ay g: X — 0 tales que m o f = g o 1p, entonces los
triangulos del diagrama

A—'—*A

ml 1.,.
o] 0
conmutan con esa uinica f. )
Como las sumas son universales en £ y el diagrama

——>—

P Ny .

O—0=~—"0
1o 1o
esta compuesto por productos fibrados y el renglén inferior es una suma, el
renglén superior también lo es.
Sea X € £. Sabemos que existe una tnica flecha 0 — X, asi que la compo-

sicién
A—"0—>X
muestra la existencia de una flecha de A en X.

Supongamos existen f,g: A — X. Como A+ A = A, existe una unica flecha
como en el diagrama

A———>-fll<—A
l

! /
\« yx
: X
de donde se deduce que f = g.
Por lo tanto A es inicial en £, asf que A = 0. ]

Teorema 1.8.7. St £ es una categoria con sumas finitas entonces € es
extensiva si y solo si se cumplen las siguientes condiciones

1. Para cualgquier diagrama conmutativo

2 5
I . T P - 1
A S B

SO G

A 51 S 33
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con el renglén inferior una suma, si el renglon superior es una suma,
ambos cuadrados son productos fibrados.

2. Cualquier suma en £ es universal.

Demostracion. Supongamos que las condiciones 1 y 2 se cumplen.
Definamos

th:E/AEJA+ B, gwrisog,

Si:EJA+ B EJA,  f— (Ga)7(S).

Esta iltima definicién se da por la condicién 2. )
Veamos que i% 15;,. Seange€ E/Ay fe E/A+ B.

Supongamos que existe h:i%(g) - f en la categorfa £/4 + B Entonces el
cuadrado exterior del diagrama

Pg ———35

12.’,(!) l.f

A——— A+ B
ia

conmuta. Como el cuadrado interior es un producto fibrado (condicién 2), existe
una flecha k: g — =i, (f).

Ahora supongamos que existe una flecha k: g — Z;,(f) en la categoria £/A.
Entonces s o k es una flecha de i%(g) en f.

De manera aniloga construimos funtores iy y 2;, tales que i 4 ;.

Por el lema 1.4.4, el funtor (B;,,2:,):£/A + B — £/A x £/B tiene adjunto
izquierdo +:E£/A < E/B — E/A + B tal que +(f,g) = i%(f) +i%(9).

Veamos que este 1iltimo funtor es una equivalencia de categorfas. Sea (f, g) €
E/A x E/B con dom(f) = A’ y dom(g) = B’. Entonces dom(f + g) = A’ + B’.

Por la condicién 2, el renglén superior del diagrama

Pp-— A+ B'<~—Pp

Bia (f+9)l 1!+g 12-', (r+9)
A

A+B-~—2B
es una suma y por la condicién 1 los cuadrados
A ——> A" 4+ B' «—— B’

N P

A— A4+ B~———RB
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son productos fibrados, asi que (£, 9) = (Zi  (f + 9), Bis (f + 9).
Sea h € £/A + B. Por la condicién 1, el renglén superior del diagrama

Pa S Pg
n.»A(n))l 1); lz:;,, (n)
A A+ B B

es una suma. Entonces dom{+(Zi,(k), Z;i5(h))) = Pa + Pg, por lo que h =
+(E"A (h)- zia (h))'

Supongamos ahora que el funtor +:£/A x £/B — £/A + B es una equiva-
lencia de categorfas.

En particular 4+ tiene adjunto derecho D:£/A+ B -+ £/Ax £/B. Como

th = +o0a y iB + o og, el lema 1.4.3 nos dice que existen funtores D4 y
Dpg tales que i% - D4, ij - Dp.

Demostremos la condicién 2. Sea f: S — A + B. La unidad de la adjuncién
indica que hay un morfismo i% Da(f) = f por lo que el diagrama

X ——35 (1.21)

DA(f)l 1!

A— A+ B
ia

conmuta. Veamos que dicho cuadrado en un producto fibrado.

SeanY € £, k:Y - Ay h: Y—)Stalesqueonk—foh es decir que el
cuadrado exterior del diagrama

conmuta.

Entonces h:i% (k) — f esta en correspondecia biunivoca con I: k — D4(f)
¥y por lo tanto es tinica. Asf que (1.21) es un producto fibrado.

Como el funtor + es una equivalencia tenemos que f £ +D(_ f), es decir
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existe un isomorfismo t tal que el diagrama

X+X'
/ t |g\
X S x!
DA(I)l fl 1D8(f)

A— A+ B —— B
A B

conmuta. Con lo cual se satisfacen que las sumas sean universales.
Para demostrar la condicién 1 supongamos que el diagrama

Al ._“_’.>. A+ B .‘_'._BL_ B! . (1.22)

1| I |

A — A+ B — B.
ia in

conmuta.
Aplicando la condicién 2 sabemos que el diagrama

X—>A+B -8

D.‘("l)l lh 193(")

A— A+ B~——B,
ia ig

esti compuesto por productos fibrados. Pero como el diagrama (1.22) conmuta
tenemos que f 4+ g = h. Finalmente, como + es una equivalencia

(f,9) = D(f +g) = D(h) = (Da(h), Ds(h)).
Por lo tanto el diagrama (1.22) esta compuesto por productos fibrados. W
Corolario 1.8.8. Si £ es extensiva, el objeto inicial es estricto.
Demostracidn. Se sigue del teorema 1.6.7 y el lema 1.6.6. - B

Definicién 1.6.9. En una categoria £ con sumas se dice que lcs sumas
binarias son disjuntas si las inyecciones en la suma son monomorfismos y
st el producto fibrado de éstas es el objeto inicial.

Proposicion 1.6.10. Sea £ una categoria exacta tzquierda. Entonces € es
extensiva si y solo si tiene sumas finitas, universales y disjuntas.

Demostracién. Supongamos que £ es extensiva. Por definicién, £ tiene sumas
finitas.

Por la segunda condiciér del teorema 1.6.7, las sumas de £ son universales.
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Finalmente, consideremos el siguiente diagrama conmutativo en £:

A A 0

S

A A+B-~<~——B3B.
A R ¥ -3

Como ambos renglones son sumas, aplicando la condicién 1 del teorema 1.6.7
tenemos que ambos cuadrados son productos fibrados.

El cuadrado del lado izquierdo implica que la inyeccién 4 es un monomor-
fismo. El cuadrado del lado derecho implica que el objeto inicial es el producto
fibrado de las inyecciones.

Por lo tanto las sumas de £ son disjuntas.

Supongamos ahora que £ tiene limites finitos y sumas finitas, universales y
disjuntas.

Usando el teorema 1.6.7, resta demostrar la primera condicién ya que la
segunda se cumple por hipbtesis. .

Primero demostremos que si en el diagrama conmutativo

T e r <y (1.23)

11 1!+g 1;,

S ——> S <~— 352
is; isy

ambos renglones son sumas y f + ¢ es un isomorfismo entonces f y g también
son isomorfismos.
Como f + g es un isomorfismo, T' = S; + S3 con la estructura dada por
i:Sx = (.f + g)—l ° isx y ils: = (f +g)_1 o isa' )
Como las sumas son universales, existen los productos fibrados a lo largo de
ir, ¥ el renglén superior del diagrama '

(251 =, Ty -2 Qa2 ‘ (1.24)

T T

Sy —— T~ 52
is, sy

es una suma con los cuadrados productos fibrados.

e e
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Veamos que la parte exterior del diagrama

conmuta.
ts,0 foig, =(f+g)oir, oig, (1.23) conmuta
=(f+g)ois, 0 (1.24) conmuta
=1is;04a def. de i},

asf que Q) se factoriza a través del cero. Como las sumas son universales, el cero
es estricto (lema 1.6.6), entonces Q2 = 0. Analogamente, el producto fibrado
de S; y T, es cero.

Adem4s, como el renglén superior de (1.24) es una suma, @, = Th.
Entonces el diagrama (1.24) se puede reescribir como

T Ty ~——0
bim
4 - T
l!+y
S; - S s:.
'51 Isz

Analogamente, el producto fibrado de S; y 7, es cero. Esto junto con el
cuadrado izxquierdo del diagrama anterior nos da el diagrama

T,—L-s,-———o

‘$|

|!+y
T1———>T<———T

compuesto por productos fibrados.

Como las sumas son universales, el renglén superior es una suma, de donde
se infiere que f es un isomorfismo. Analogamente, g también es un isomorfismo
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Ahora supongamos que el diagrama
Al A 4 + Bl <2 _p (1.25)

al l lb

A A+ B<«—B.
is

ia
es conmutativo.
Sabiendo que las sumas son universales, existen los producto fibrados a lo

largo del morfismo s, lo que a su vez induce los morfismos = y y del siguiente
diagrama

A——>A+B=<~—/]8B.
A L3
Como A’ + B’ = P + Pg y el diagrama

Al Sa A+ B <lB B

| b

Pyq — A’ 4+ B! <—— Ppg.
ir, ipg

es conmutativo, por lo demostrado anteriormente, tenemos que tanto £ como y
son isomorfismos.

Por lo tanto el diagrama (1.25) estA compuesto por productos fibrados. B




Capitulo

Gavillas sobre espacios
topoloégicos

2.1 Gavillas

Cada gavilla sobre un espacio topolégico X se puede interpretar en términos de
“propiedades locales”. Cuando una propiedad se satisface para cada elemento
de la cubierta abierta U = |J;c; U; y es compatible en todas las posibles in-
tersecciones U; N U;, podemos extenderla de manera natural a todo el abierto
U.

Los numerosos ejemplos que aqui se enumeran sirven mostrar que el concepto
de gavilla se presenta de manera natural a través de ideas que nos son mucho
mas familiares, como es el caso de las funciones continuas.

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico. Denotaremos como A(X)
a la categoria que consta de:

Objetos: Subconjuntos abiertos del espacio X.
Morfismos: Relacion de contencion C: A— B&S AC B.

La categoria A(X)°P, construida como en 1.2.1, es aquella que tiene los
morfismos en sentido contrario: si A — B en A(X) (i.e. A C B), entonces
B — A en A(X)°P.

Definicién 2.1.2. Una pregavilla sobre X es cualquier funtor F: A(X)? —
Con.

Al aplicarle el funtor F a una flecha U O V en A(X)°P, se obtiene una
funcién F(U D V) = FU - FV cuya accién denotaremos: s ~+ s|y, para toda
s€ FU.

Si se tiene que U D V O W en A(X)°; como F es un funtor, respeta
composiciones, entonces s|vlw = s|lw para toda s € FU.

39
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Lema 2.1.3. Sean F: A(X)°? - Con un funtor, U un abierto de X, {Ui}icr
una cubierta abierta U = J;; Uz, entonces el diagrama

P
FU ——TL FU; — I, ; F(UinU;), (2.1)
q

donde para todo t € FU, e(t) = (t|v.): v para toda familia (t; € FU;);,
p((t:)i) = (ilwinu))ig, a({ti)i) = (tilwinu,))ii, siempre existe y se tiene
que pe = ge.
Demostracion. El diagrama siempre existe ya que las funciones se definen ex-
plicitamente para cualquier funtor F'.

Sea z € F'U, se tiene que

pe(z) = P({xll’i}) = {zIUal(UiﬁU,')} = {xIU-'NU,'}

ge{x) = 9({:':'".'}) = {zlujkuin”j)} = {‘tlU-‘nt}

La 1ltima igualdad se cumple porque F es un funtor, por lo tanto respeta
las composiciones U D U; D U; NU; y U D U; D U; nU;, en A(X)°P.
Por lo tanto pe(x) = ge(x) para toda = € FU.

Definicién 2.1.4. Una gavilla de conjuntos F sobre un espacio topoldgi-
co X es un funtor F: A(X)°°? — Con tal que para cada cubierta abierta
U = J;Ui, i € I de cada subconjunto abierto U de X el correspondiente
diagrama (2.1) es un igualador.

Definicién 2.1.5. Sea X un espacio topoldgico. Denotaremos como Gav(X)
a la categoria compuesta por: )

Objetos: Gavillas de conjuntos sobre X.
Morfismos: Transformaciones naturales de funtores.
Los ejemplos més ilustrativos de la nocién de gavilla.

Ejemplo 2.1.6.a. Construyamos una funcién C: A(X)°? — Con que le
asigne a cada abierto U C X el conjunto de todas las funciones continuas
con valores reales sobre U,

CU)=CU = {f| f: U - R continua}.

Para cada abierto V C U se puede restringir cada f al subconjunto V
lo que determina una funcién CU — CV con la correspondencia f — fiv.
Si se tienen W C V' C U conjuntos abiertos encajados, la restriccidn es
transitiva ya que (flv)lw = flw. Esto determina un funtor C: A(X)°P —
Con tal que

U~ CU, {VcU}={CUSCV, fws flv}.

e
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Veamos gque C: A(X)°? — Con es una gavilla.
Sea U € A(X)? y una cubierta abierta U = |J);c; Ui, veremos que el
diagrama

d
cu —==T[L.CcU; —T>Hid c(U:nU;) . (2.2)

es un igualador en Con, usando el criterio del lema 1.38.9.

Sea (-f‘)‘ € I_Ii CU; tal que P((fi)‘) = q((.f")i)! entonces ft'lUiﬁUj = .fJ'lU{ﬁU,‘r
para toda %, j.

Construyamos f: U — R, definiéndola de la siguiente manera: si x €
U;, entonces f(x) = fi(z). Por lo anterior f estd bien definida.

Sea y € (a,b) C R tal que f(x) =y para algin z € U. Como z € U; para
alguna ¢, entonces fi(x) = f(z) = y. fi es una funcidén continua, entonces
eziste V CU; CU un abierto tal quez € V y fi(V) = f(V) C (a,b). Por lo
tanto f es una funcidén continua.

Entonces f € CU y e(f) = (fi)i- Supongamos que existe g € CU tal
que e(g) = (fi)i. Sea = € U, en particular = € U; para alguna i, entonces
f(x) = fi(z) = g(z) para toda = € U. Entonces f = g. Por lo tanto f es
inica.

Por lo tanto (2.2) es un igualador en Con.

Por lo tanto C: A(X)°? — Con es una gavilla.

Ejemplo 2.1.6.b. Este funtor C en particular también determina una ga-
villa de dlgebras sobre R o una gavilla de R-médulos ya que cada conjunto
CU es un digebra sobre R con suma, producto y multiplicacién por esca-
lares determinados puntualmente, mientras que los morfismos p y q son
R-morfismos lineales entre anillos. En este caso la condicién de que C es
una gavilla es squivalente a que la sucesién de R-mddulos

0“—>CU-—"—>niCUi—p——q>H,~.jC(UiﬂUj)

sea exacta; es decir que e sea el nicleo de p— q.

Ejemplo 2.1.6.c. Otros ejemplos de gavillas son el funtor I que para cada
abierto U C X, I(U) es el conjunto de todas las funciones continuas de U
al intervalo unitario en R. FEl funtor T donde cada T'(U) es el conjunto de
todas las funciones, continuas o no, de U en R es también una gavilla.

Ejemplo 2.1.6.d. Para cada U € A(X) definamos Q: A(X)°? —» Con como
QU ={W e A(X) | W CU}
y, siU DV, la restriccién queda definida como
QU -»>QV, WeWwWnV.

Con esta definicion Q2 es un funtor.
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Veamnos que Q: A(X)°? — Con es una gavilla. Sea U € A(X)°P y una
cubierta abierta U = |J,;., U;, veremos que el diagrama

QU —— [, QU: ___1‘[,,J QU; NU;) .

es un igualador en Con, usando el criterio del lema 1.3.9.
Sea (V;)i € [1; QU;: tai que p({V;);:) = q({(Vi)i). Entonces Vi|lv.nu; =
Iu.nu, para toda ¢,5 € I; es decir, V; N Ui NU; = V; nU; NU; para to-
da 3,7 € I. Como V; C U; para toda i € I, esto iultimo es equivalente
a

VinU; =V;NU; 2.3)

para toda i,j5 € I.

Definamos V = | J; Vi. Como V; C U; para todai € I, V C U; es decir,
Vequ.

Veamos que e(V) = (Vi)..

VAU = U, V) NU; def. de V
= (VinUj)
=Ui(v;nU;)  (2.3)
=V;N (U U:)
—Vin def. de U
= Vj.

Por lo tanto e(V) = (Vi)i.

Supongamos que existe W € QU tal que e(W) = (V5)i, en particular
W NU; = V; para toda i € I. Entonces | J;(W NnU;) = V, pero el lado
tzquierdo de la igualdad es igual a W. Asi que V es inico.

Por lo tanto Q2 es una gavilla.

Ejemplo 2.1.6.e. Sin embargo el funtor que asigna a cada abierto U el
conjunto A(U) de todas las funciones acotadas de U en R no es una gavilla.
Tomemos X = [0,1] el intervalo unitario en R , U = X un abierto del
espacio X y la cubierta abierta {(1/n,1] | n € N}. La familia de funciones
acotadas {fn: (1/n,1] — R},en tales que f,(z) = 1/ para todan € R. Cada
una de dichas f, es una funcién acotada en el correspondiente intervalo
(1/n,1] que no determinan una funcidn acotada en [0,1].

Lo que sf ocurre en este caso es que cuando tenemos una funcién con las
propiedades deseadas, ésta es tinica.” Sea U = | J; U; una cubierta abierta de
un abterto U de X y sea {fi}: una familia de funciones acotadas definidas
sobre los U;. Supongamos que existen f, g € AU tal que fly, = fiyglv. = fi
Vi. Si tomamos un punto * € U en particular tenemos gque ¢ € U; para
alguna i. Evaluando tenemos gque g(z) = gly,(z) = fi(z) = flu.(z) = f(z).
Lo que demuestra la unicidad de dicha funcidn.

Este ejemplo motiva la siguiente definicién.
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Definicién 2.1.7. Una pregavilla F': A(X)°°? — Con es separada st la fun-
cion e del diagrama

FU ——T1, FU;: __~ _q__» TL FU:n U;) (2.4)

es inyectiva para cualquier abierto U € A(X)°P y cualquier cubierta abierta
U=),;U.

Como todo igualador en coﬁjuntos es inyectivo, tenemos la siguiente:
Observacién 2.1.8. Toda gavilla es una pregavilla separada.

" Definicién 2.1.9. Una subgavilla de una gavilla F: A(X)°? — Con es un
subfuntor de F' gque es en sf mismo una gavilla.

Un criterio que caracteriza a las subgavillas se exhibe en la siguiente:

Proposicién 2.1.10. Si F: A(X)°? — Con es una gavilla, entonces un
subfuntor S C F es una subgavilla st y solo si para todo abierto U C X con
una cubierta abierta U = | J; U; vy para todo elemento f € FU, se tiene que
f € SU si y solo si fly, € SU; para toda %.

Demostracién. Primero supongamos que S C F es una subgavilla.

Sean U = | J; U; un abjerto de X con una cubierta abiertay f € FU.

Ahora supongamos que f € SU. Entonces f|y, € SU; para toda i porque S
es un funtor.

Por el otro lado, sea f € FU. Supongamos que fly, € SU; para toda i.
Como S es en si mismo una gavilla, el diagrama

SU —=—T1,SU: ___,1‘[,, S(U: NU;)
q

es un igualador. La familia {f|v,): € []; SU; es tal que p({flv,):) = q({flv;}:),
asf que existe un tnico elemento en SU que bajo la funcién e nos da {flu.)i ¥,
como F es gavilla, dicho elemento es claramente f, por lo que f € SU.

En la otra direccién, supongamos que para todo abierto U C X con una
cubierta abierta U = | J; U; y para todo elemento f € FU, se tiene que f € SU
8i y solo si f|y, € SU; para toda i.

Sean U = |J; U; un abierto de X con una cubierta abierta. Veamos que el
diagrama

» _
SU ——T1;5U: __I:; SW:nU;)
q

es un igualador en Con con ayuda del criterio 1.3.9.
Sea (fi)i € [1; SU; tal que p((f,),) = q({fi)i). Como S es un subfuntor de
F y F es una gavilla, existe un tinico elemento f € FU tal que fly, = f; para

toda ¢{. Entonces, f|y, € SU; para toda 3, asf que por hxpétesxs f € SU. Por lo
tanto S es una gavilla. ]
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Lema 2.1.11. El funtor D: A(X)°? — Con tal que a cada U C X le asigna
el conjunto DU = {f | f: U — R derivable} es una subgavilla del funtor
C: A(X)°? — Con definido en el ejemplo 2.1.6.a.

Demostracién. Usando el criterio de la proposicién anterior, basta demostrar
que para todo abierto U C X, para toda cubierta abierta U = | J; U; y para todo
elemento f € CU, se cumple que f € DU si y solo si fly, € DU; para toda .

Sea f € CU.

Supongamos que f € DU. Como f es una funcién derivable, f|y, también
es derivable para toda i. Asi que f|y, € DU; para toda 1.

Finalmente, supongamos que fly, € DU; para toda i; es decir, fly; es
derivable para toda 1. .

Sea z € U entonces = € U; para alguna i. Como la correspondiente f|y, es
derivable, existe el limite de la funcién que define la derivada para el punto z.
Asf que f es derivable. Por lo tanto f € DU. ||

Otras subgavillas de C': .A(X)°? — Con son las determinadas por conjuntos
de funciones suaves y n-derivables.

2.2 El funtor T

La categoria Top compuesta por los espacios topolégicos como objetos y las
funciones continuas entre ellos como morfismos es el ambiente para la presente
seccién. :

Veremos que para cada p:Y — X € Top/X podemos construir una gavilla
'y, € Gav(X) a partir de las “secciones” del haz p.

Fijemos X € Top como espacio base de aqui en adelante. Un haz sobre el
espacio X es cualquier funcién continua p: ¥ — X con ¥ € Top. Una funcién
continua f: Y — Y’ serd una funciénentre los haces p: Y - X yp': Y’ - X
siempre que p'f = p y se denotara f: p — p'

N1

Lema 2.2.1. Los haces sobre X y las funciones entre ellos forman una
categoria.

Y Y’

Demostracion. Este es un caso particular del ejemplo 1.1.6.a. =
Top/X denotara dicha categoria.

Definicién 2.2.2. Para cada z € X la imagen inversa p~!(z) es llamada
la fibra de Y sobre z.
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Si U es un subconjunto abierto del espacio base X y p: Y — X es un hag,

entonces restringir p a la funcién py: p~'U — U es un haz sobre U; més aun,
el diagrama

piU—Y (2.5)
Pul lP
U X

cuyas flechas horizontales son inclusiones, es un producto fibrado en Top.
Lema 2.2.3. FEl diagrama (2.5) es un producto fibrado en Top.

Demostracién. Llamemos #': p~1U «» Y e i: U — X las inclusiones en (2.5);
dicho diagrama conmuta ya que py = plu yp U C Y, U C X; por 1o que si
tomamos = € p~U, pi'(z) = p(z) ¥y ipu(z) = p(z).

Sea Z un espacio topolégico con dos funciones continuas f y g tales que
pf = ig como en el diagrama

zZ z p (2.6)
Y i’
plU < >y

o b

U——X.

Definamos h: Z — p~ U como h(z) = f(z) Vz € Z. Siz € Z, pf(2) =
ig(z) = g(z) € U, entonces f(z) € p~*U para toda z € Z. Por lo tanto la
definicién de h tiene sentido.

Entonces tenemos que 'h(2) = h(z) = f(z) Vz € Z. Ademé4s ipyh = pi'h =
pf = %g, como i es mono, pyh = g. Por lo que (2.5) conmuta. '

Supongamos existe I: Z — p~ U que hace que (2.6) conmute, en particular
tendriamos que 'l = f. Si z € Z tendrfamos que #'I(z) = I(z) = f(z) Vz € Z,
entonces ! = f que es justo la definicién de A.

Por lo tanto, (2.5) es un producto fibrado en Top. |

Definicién 2.2.4. Una seccidén de un hazp: Y — X sobre un abierto U de
X es una funcidén continua s: U =+ Y tal que el diagrama )

Ue—m—"——>Y

N A

X,

donde iy es la inclusion de U en X, conmuta.
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Sca
TU={s|s:UYyps=i:UC X}
el conjunto de todos las secciones sobre U.

Lema 2.2.5. S1 V C U, se define una operacion restriccion I'yU — LV,
dada por s v s|y (restriccién usual de funciones). Con esta definicién
T'p: A(X)°P? - Comn es un funtor.

Demostracion. Claramente s = s|y para toda s € I'zU, por lo que I', respeta
identidades.

Sean W C V C U A(X)°? y sea s € I',U, entonces s — s|v +— s|y|w. Por
otro lado W C .U asf que s > s|w, Pero slv|w = sjw por lo que I', respeta
composiciones.

Por lo tanto, I'p es un funtor. -

Lema 2.2.6. Bl funtor I'p: A(X)? — Con es una gavilla de conjuntos.

Demostracién. Sea U = U‘- U; una cubierta abierta de un abierto de X , basta
demostrar que

P
IpU =TI, TplU: —_Z I (Ui 0 U;) (2.7
] .

es un igualador en Con.

Sea (s;: U; — Y'); € [1; TpU; una familia tal que p((s:):) = q({si):), por lo
tanto s;|v,nv; = sjlvinu; Paratodat, j. Definamoss: U — Y como s(x) = si(z)
si ¢ € U;. Por lo anterior, s esta bien definida.

Sea V' C Y abierto. Se tiene que

7 V)= U o o) = U () no) = UG v

Como s; continua V3, entonces cada s; (V) es un abierto por lo que s—(V)
es abierto. Asf que s: U — Y es continua.

Sea ¢ € U, en particular £ € U; para alguna 1 por lo que tenemos ps(z) =
psi(z) = iy, (z) = =x; es decir, ps = iy, entonces s es una seccién sobre U. Por
lo tanto s € TpU ¥y e(s) = (s|v.)s = (3:)i.

Supongamos que existe t € T'pU tal que e(t) = (s:):. Sea x € U, en particular’
x € U; para alguna i, entonces £(z) = s;(z) = s(z) paratoda =z € U. Asi que s
es fdnica.

Por lo tanto, (2.7) es un igualador en Con.

Por lo tanto, I'p es una gavilla. . ]

T'p es llamada la gavilla de secciones del haz p. :
Con esto sabemos que cada haz sobre X induce una gavilla sobre X.
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Ademas cada funcién de haces f: p — p' sobre X induce una transformacién
natural T'f : ', — pr entre gavillas sobre X de la siguiente manera: Si s € T'yU
entonces I fy(s) = fs. fs es una seccién de p’ ya que

P'(fs) = (#'f)s = ps = iv.
Lema 2.2.7. I'f: I'p = 'y es una transformacisn natural.

Demostracidon. Sean U, V € A(X) tales aque V C U. Sea s € T'pU. Entonces
Tfu(s)lv = fslv =T fv(slv). Por lo tanto el diagrama

U 2 ra U

| l
r,,v -~ TpV

conmuta.
Por lo tanto I'f es una transformacién natural. - . |

Lema 2.2.8. I': Top/X — Gav(X) es un funtor.

Demostracion. Sea idy : Y — Y la identidad del haz p: Y — X en Top/X,
entonces si s € LU, para algtin U € A(X), el morfismo idyy(s) = idys = s,
es decir, I'idyy = idp, v para todo U. Por lo tanto I"tdy = idp,. Por lo que I"
respeta identidades.
Sean f: Y — Y’ y g: Y’ — Y” morfismos entre los haces p: ¥ — X,
p:Y = X yp':Y" — X respectivamente, entonces el diagrama
I g

Y —— Y Y

N
P e
P
X
conmuta.

Sean U € A(X) y s € I'mU, entonces I'gy o ' fu(s) = I'gu(fs) = g(fs) =
(9f)s =D(go fu(s) paratodo U. Por lo tanto 'go I'f es igual a I'(go f). Por
lo que I' respeta composiciones.

Por lo tanto I" es un funtor. [

2.3 EIl funtor A

La prueba de que toda gavilla es una gavilla de cortes transversales de un haz
conveniente depende de la idea de “germen’” de una funcién. Se dice que dos
funciones holomorfas h, k: U — C tienen el mismo “germen” en un punto
a € U si sus expansiones en series de potencias alrededor de a son iguales; esto
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implica que h y k& coinciden en alguna vecindad de a. En otros casos pueden no
existir expansiones en series de potencias convergentes, pero se puede definir,
alternativamente, que dos funciones continuas (con valores en los reales) f y g
tienen el mismo “germen” en un punto z si coinciden en alguna vecindad abierta
de x; asf germ: f = germ.g implica f(z) = g(z), pero no necesariamente a la
inversa. Por ejemplo si f(z) = 0y g(z) = z2 , se tiene que f(0) = g(0); sin
embargo las im4igenes de f y g no coinciden en ningiin abierto de R.

Definicién 2.3.1. Sea P: A(X)°? — Con cualguier pregavilla sobire un es-
pacto X, un punto x, dos vecindades abiertas U y V de x y dos elementos
s € PU,t € PV. Diremos que s y t tienen el mismo germen en z cuando
exista algiun conjunto abierto W C UNV conz e W y slw = tlw € PW.

Lema 2.3.2. Sea z € X. La relacién ~ dada por ‘“tener el mismo germen
en =” es una relacién de equivalencia en V; .

Demostracién. Reflexividad: Sea s € PU, sabemos que sly = s por lo que
S~ s,

Simetria: Sean s € PU y t € PV tales que s ~ t, entonces existe W C UNV,
z € W donde s{w =tlw € PW, es decir tjw = s|lw € PW, por lo que t ~ s.

Transitividad: Sean s € PU,t € PV yr € PW talesque s ~tyt~r,
entonces existen Y CUNV y Y C V NW vecindades de = donde sjy: = tly: y
tly = r|y. Consideremos Y’ NY la vecindad de = contenida en U N W, se tiene
que:

slyiy = slyily =tiyily = tlyly = rly vy = rlvily = rlynr

por lo que s ~ r.
Por lo tanto ~ es de equivalencia. [

Definicién 2.3.3. La clase de equivalencia de cualquier s € PU conz €U
es llamada el germen de s en x, en simbolos [s € PU]..

Definicién 2.3.4. El conjunto P, de todos los gérmenes en =
P,={[s€e PUl:|s€PU, zelU € A(X)}
es llamado el tallo de P en z.

Entonces, si P(*) es la restriccién del funtor P: A(X)°? — Coun a V;, €l
conjunto de las vecindades abiertas de z, se tiene el siguiente:

Lema 2.3.5. Las funciones (germ.: PU — P.)ycy, tales gque para cada
s € PU, germ.s =[s € PU):, forman un cocono colimite sobre P Ade-
mds, como Vr es una categoria filtrante (ejemplo 1.8.17) dicho cocono es
filtrante.
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Derﬁostmcién. Sean U y V vecindades de = tales que V' C U, entonces se tiene
el siguiente diagrama en Con:

Py ———m———— = PV (2.8)
9"& germe
Py

Seas€ PU. Como sjy e PV yV eé vecindad de z tenemos que
[s € PUl; =[slv € PV]..

Asi que (2.8) conmuta para toda PU — PV.

Por lo tanto {(germs: PU — P:)yey, forman un cocono.

Sea (ry: PU — L)yey. otro cocono sobre P(=), Veamos que existe una
1nica funcién ¢: P — L, con t o germ, = 7, como en el diagrama

PU — PV

Definamos t: P — L de la siguiente manera: t({s € PU]z) = 1u(s).

Sea r € PV otro representante de la clase; es decir [s € PU]: = [r € PV],.
Entonces existe W C U NV vecindad de z tal que sl = rlw. Por lo tanto,
Tw (s|W) = 7w (r|W) pero como T es un cocono se tiene que

T (s) = Tw(slw) = w(rlw) = 1v(r),
por Jo que £ esta bien definida.

Sea s € PU, tenemos que t o germ:(s) = ¢([s € PU).) = Tu(s), por lo que
togerm, = 7.

Supongamos que existe l: Pr — L tal que logerm,; = 7. Sea [s € PU]; € Px,
entonces
t([s € PU].) = t o germs(3) = 7(s) = l o germ:(s) = I([s € PU]),),
por lo que t es tinica.
Por lo tanto {(germz: PU — P:)yey, €8 un cocono colimite. u
Lema 2.3.6. Cualquier morfismo h: P — Q de pregavillas (cualguier trans-

formacidn natural de funtores) induce en cada punto £ € X una inica
Juncidn hy: Pr — Q- tal gue el diagrama

PU 2> QU (2.9)

,m..l [

P::",‘:_*Qs
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conrnuta para cualquier conjunto abierto U conz € U.

Demostracién. Sea h: P — Q una transformacién natural entre funtores. Vea-
mos que {germz o hy: PU — Q:)}uev. s un cocono sobre P(=),

Sean U y V € A(X) talesque V C U. Sea s € PU. Como h es natural, tene-
mos germz ohy(sjv) = germz(hu(s)lv). Como (germ.: QU — Qz)uev, €5 un
cocono, tenemos germz(hr(s)|lv) = germ=(hu(s)). Por lo tanto el diagrama

PU —22- QU e
l @

conmuta.

Como (germ.: PU — F:r)yey. es un cocono colimite (lema 2.3.5), existe
una tinica funcién hz: P — @< tal que (2.9) conmuta.

De hecho esta funcién esti definida como h.([s € PU]z) = [hu(s) € QU]z.
||

Lema 2.3.7. La transformacién definida por Pw— P, h — h: es un funtor
Con**)”” _, Con.
Demostracion. Sea idp: P —» P en Con?¥)*" | Veamos que idp.: Pr — Pr
es la funcién identidad. Sea [s € PU]. € Pz, por el lema 2.3.6 sabemos que
idp,([s € PU):) = [idpy(s) € PU)z = [s € PU]}:.

Por lo tanto se respetan las identidades.

Sean h: P = Q ¥y I: Q — R morfismos en Con"{*¥)” | Veamos que I, o h; es
igual a (I o k). Sea [s € PU]}z € P:, como h y l son transformaciones naturales
tenemos que

Iz o he([s € PU}s) = [ly(hu(s)) € RU). =
= [(1 o B)y(s) € RU). = (I o h)«([s € PU]s).

Por lo tanto se respetan las composiciones.
Por lo tanto la transformacién asf definida es un funtor. [~ ]

Diremos que este funtor es el que “toma el germen en z”.
Combinemos los distintos conjuntos P de gérmenes en 1a unién disjunta Ap
(sobre z € X),

Ap=][P.={ls € PU). |z € X,se PU} (2.10)

y deﬁnamos p: Ap — X como la funcién que manda a cada [s € PU]; al punto
z de donde se toma. Ademas, cada s € PU determina una funcién

S:U—> Ap, z+[s€ PUl: (2.11)
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Lema 2.3.8. El conjunto Bp = {5(U) | s € PU,U € A(X)} es una base para
una topologia de Ap.

Demostracion. Primero veamos que | JBp = Ap.
laramente | JBp € Ap. Sea [s € PU]. € Ap, entonces [s € PU]; € 5(U).
Entonces | JBp 2 Ap. Por lo tanto | UBp = Ap.
Sean 5(U), F(V) elementos de Bp y supongamos que 5(z) = F(y), entonces
[s € PU}); = [r € PV],. Como los gérmenes solo son iguales cuando se toman
en el mismc punto, entonces z = y. Entonces existe W C U NV vecindad de
z, tal que s]w = r|lw € PW. Entonces slw(W) es un elemnto de Bp tal que
[s € PU]. € sjw(W) C S(U) NF(V). |

' Observacion 2.3.9. Sean U, V € A(X), tales que V C U ys € PU. En-
tonces S(V) = s|y(V) para toda s € PU.

Demostracién. Sea s € PU. Como s|ly € PV, [s € PU],; = [s|ly € PV]; para
todaz e V.

Por lo tanto 5(V) = slv(V). | |

Lema 2.3.10. Sea Ap dotado con la topologia Bp; entonces tanto p como
cada § son funciones continuas.

Demostracion. Primero veamos que p: Ap — X es una funcién continua.

Sea V' C X unsubconjunto abierto. Sea[s € PU]; € Ap talque [s € PU]. €
P~ Y(V), entonces z € UNV. Tomemos slynv(U NV) € Bp. Por la obsexvacién
2.3.9, sabemos que [s € PU]: = [slyvnv € P(UNV)]: € sluav(UnNV) Cp— (V).

Por lo tanto, p es continua.

Ahora veamos que 5: U — Ap también es continua.

Sea F(V) € Bp un abierto basico y ¢ € U tal que 5(z) € f(V). Entonces
[r € PV], =[s € PU]., como los gérmenes solo pueden tomarse sobre el mismo
punto, £ = y. Por lo tanto existe W C UNV tal que sjiw = r|w, entonces, por la
observacion 2.3.9, S{W) es un abierto basico tal que (s € PU]: € (W) C F(V).

Por lo tanto, § es una funcién continua. [ ]

Observacién 2.3.11. § es una seccién de p para cada s € PU.

Demostracién. Sea z € U, entonces ps(z) = p([s € PU]:) = =, por lo tanto
pE=i: U — X. ™

Definicién 2.3.12. Sea f € Top. Diremos que f es un homeomorfismo si
tiene una inversa continua.

Lema 2.3.13. 5: U — 5(U) es un homeomorfismo.
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Demostracién. En el lema 2.3.10 demostramos que § es una funcién continua.

Sea V' C U un abierto de X, entonces, por la observacién 2.3.9, (V) € Bp.
Por lo tanto, S es abierta.

Supongamos que 5{z) = $(y), entonces [s € PU]. = [s € PU],. Como los
gérmenes solo pueden ser iguales si estan tomados en el mismo punto, entonces
z = y. Por lo tanto, 5 es inyectiva.

Por lo tanto, 5 es un homeomorfismo sobre su imagen. | ]

Lema 2.3.14. Si h: P — Q es una transformacién natural entre pregavi-
llas, la unidén ajena de las funciones hz: P: = Qr, definidas en (2.9), es
un morfismo Ap — Ag de haces continuo.

Defnostracidn. Primero veremos que (hy: Px — Qz)zex es una funcién conti-
nua de Ap a Ag

Sean 3(U) € Bg un abierto basico de Ag ¥ un punto [t € PW]. € Ap tal
que h:([t € PW].) € S(U). Entonces [hy(t) € QW]: = [s € QU].. Por lo tanto
existe V € V; tal que V C U N W de forma que hy(t)jy = s|v.

Por la observacién 2.3.9, sabemos que hy(t)|v(V) = hu(t)(V'); es decir que
———
huy(t)(V) € Bg.

También tenemos que [t € PU]. € {V) = i[v (V)

Como h es una transformacién natural tenemos que el diagrama

PU —22s QU

PV ——QV
v

conmuta. Entonces hyv(tlv) = hy(t)lv, para toda t € PU.

Por lo tanto A(t]y(V)) C (V)

Por lo tanto (hy: Pr — Qz)zcx €8 continuo.

Sea [s € PU]. € Ap. Entonces p([s € PU);) = = = q([hv(s) € QUI:).
Entonces (hy: P: - Qz)zex €8 un morfismo entre haces. | |

Lema 2.3.15. P+ Ap es un funtor de pregavillas a haces.

Demostracion. Seaidp: P — P en Con?(*X)””_ Por el lema 2.3.7 sabemos que
idp. es la funcién identidad para toda z € X, entonces {(idp,: P — Pr)zecx es
la funcién idertidad.

Por lo tanto, se respetan las identidades.

Sean h: P — Q y I: Q — R transformaciones naturales. Por el lema 2.3.7
sabemos que I: o Ay = (I o h): para toda z € X.

Entonces (I o hy: Pr — Rz)zex = {((loh)z: Pr & Rz)zex-

Por lo tanto, se respetan las composiciones.

Por lo tanto la transformacién P+ Ap es un funtor. [ ]
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Definicién 2.3.16. Una funcion f: X — Y, entre espacios topoldgicos es
un homeomorfismo local st para cada punto = € X, eziste un abierto U C X
con xz € U, tal que fly:U — f(U) es un homeomorfismo.

Lema 2.3.17. Todc seccién de un homeomorfismo local es una funcion
abierta.

Demostracién. Sea p:Y — X un homeomorfismo local, s: U — Y una seccién
de &l y V un abierto contenido en U. Veamos que s(V') es un abiertode Y.
Sea y € s(V). Como p es un homeomorfismo local, existe W vecindad
" de y tal que pjw es un homeomorfismo. Entonces p(W) es un abierto y en
consecuencia p(W) NV también lo es.
Como s es una seccién de p, se tiene que

p(Wns(V)) =p(W)nps(V) =p(W)NV.

Ademas, como plw es en particular una funcién abierta, W N s(V') es una
vecindad abierta de = contenida en s(V).
Por lo tanto s es una funcién abierta. a

Lema 2.3.18. La funcién p: Ap — X es un homeomorfismo local.

Demostracién. Sea [s € PU]. € Ap. El abierto basico S(U) es una vecindad
de [s € PU].. Como.5 es una seccién de p (observacién 2.3.11), entonces
p(S(U)) = U. Ademas demostramos que 5 es un homeomorfismo sobre su imagen
(lema 2.3.13).

Entonces p manda de manera homeomorfa a la vecindad S{U) en el abierto
U de X.

Por lo tanto p es un homeomorfismo local. n

2.4 HL/X ~ Gav(X)
Veremos que las categorfas HL/X y Gav(X) son eqmva.lentes mostrando que
los funtores I' y A cumplen con la definicién 1.4.9.
Consideremos una pregavilla P dada y la gavilla 'Ap de las secciones del
haz Ap — X. Para cada abierto U de X, definamos la funcién
npy: PU — PAP(U), ﬂpy(s) =F, (2.12)
donde 5 es como en (2.11).

Lema 2.4.1. np: P — I'ocAp es una transformacion natural entre funtores.

Demostracion. Sean U D V subconjuntos abiertos y s € PU.
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—

Por la observacién 2.3.9, se tiene que npu(s)|lv = 3lv = slv = nrpv(slv).
Por lo tanto el diagrama
PU 2% rAp )
PV Ry TAp(V)
conmuta.
Por lo tanto 77 es una transformacién natural. |

‘Lema 2.4.2. 1: 1gav(x) —* "o A es una transformacién natural.

Demostracién. Sean h: P — Q un morfismo entre gavillas y U un abierto.
Veamos que el diagrama

npuv

PU 22 TAp(U) (2.13)
hy lt‘l\hu
conmuta.
Sea s un elmento de PU, por la definicién de 7, tenemos que npy(s) =

Por la definicién de las transformaciones en I'A tenemos que TAhy(3) = hzo
Aplicado a = tenemos

s
‘s"

ke 0 5(z) = hz([s € PU].) = [hu(s) € QU]z = Au(s)(z).

Entonces el diagrama (2.13) conmuta para todo U € A(X).
Por lo tanto el diagrama

P-"L»I"Ap

Jo e

Q e TAg
conmuta. n

Teorema 2.4.3. La pregavilla P es una gavilla st y solo sin es un isomor-
Sfismo P=TAp. Es decir, toda gavilla es una gavilla de secciones.

Demostracién. Supongamos que la pregavilla P es una gavilla y veamos que ny
es un isomorfismo para cada abierto U C X. Supongamos que 7y (s) = nu(t);
es decir, 5 = ¥. Entonces 5(z) = [s € PU], = [t € PU]. = #(z) paratodaz € U.

Como los gérmenes de s y ¢ son iguales en z, existe V; C U una vecindad
de z tal que s|yv, = t|y.. {Vz}zev es una cubierta abierta de U.
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Entonces e(s) = e(t) en el diagrama
} PR
PU — anU PV:: _q_> nz.vEU P(V= N W) .

Como P es una gavilla, es separada (observacién 2.1.8), entonces s = t.

Por lo tanto, 7y es inyectiva.

Sea h € TApU, h: U — Ap una seccién del haz p; es decir h es una funcién
continua tal que ph=3: U — X.

Sea z € U, entonces h(z) = [s= € PU:]. para algin s; € PU; con Uz € V:.

Como §;(U;) € Bp es un abierto y h es una funcién continua, existe un
abierto V talquez € V; C U y h(V;) C s’;(Uz),/e_nionces hlv, = &|v..

Ademis s;z|v, es un elemento de PV, tal que s:|v, (V) = 52(V2).

El conjunto {V:}:cu es una cubierta abierta de U. Veamos qué sucede en

el igualador
P
PU —> Necr PVe —_ L [Toyevr P(Van Vy)
q

con la familia {sz]v, )z € n:eu PV,.

Sea z € V; NV}, entonces $53(z) = h(z) = §,;(z), entonces [s; € PU,], =
[sy € PU,].: para toda z € Vx N V;, entonces, por lo demostrado en el primer
parrafo, tenemos que s |V NV, = s, |V N V.

Esto implica que p({szlv,)z) = q({sz|v.)z) ¥ como P es una gavilla existe
un finico elemento s € PU tal que sly, = sz|v.- :

Como h(z) = [sz € PU:]: = [s € PU]: = 5(z) para toda = € U entonces
existe s € PU tal que ny(s) = §= h para una seccién cualquiera h.

Por lo tanto, ny es sobre.

Por lo tanto, 1y es biyectiva.

Por lo tanto 7 es un isomorfismo.

Supongamos que 77 es un isomorfismo, como 'ApU es una gavilla (lema
2.2.6), entonces P es una gavilla. |

Considertemos un haz h: Y —» X dado y el haz AT’ de la gavilla T'y,. Deﬁ- .
nimos una funcién

€: AT, 0 Y, e([s € TaU]c) = s(=x), zeUcCX. (2.14)
Lema 2.4.4. £: ATy, =+ Y es un morfismo entre haces.

Demostracién. Primero veamos que € esti bien definida.

Sea [s € T',U]: € AT's. Supongamos que existe ¢ una seccién del haz h-tal
que 3(z) =#(x); es decir [s e T'p U], = [t € I'4 V..

Entonces existe W una vecindad de = tal que W C U NV y slw = t|w.
Entonces s(z) = t(z). Entonces g([s € I'aU]:) = e(jt € T4 V]z).

Por lo tanto £ esta bien definida.

Sea V C Y una vecindad de s(z) = £([s € Ty U]).
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Como s es continua, existe un abierto U’ C U,conxz € U', tal que s{U’') C V.

Consideremos ;l_; (U’) un abierto basico de ATs.

Como [s € ThlU]z = [sly € ThlU']. entonces [s € TwUlx € sl (U')-

Sea[s e TWU']y € s|ur(U'). Entonces e([s|y: € ThU'ly) = slu(y). Como s|y»
es una secci6n del haz h, se tiene ks|y:(y) = y € U’. Asf que sjy-(z) € h~}(U"),
por lo que s(;l;(U’)) cVv

Por lo tanto £ es una funcién continua.

Sea [s € I’WU]: € AT'x. Entonces p([s € 'nU}:) = =, donde p es el haz
p: ATy, — X. Ademas, como s es una seccién del haz h, hoeg([s € ThUl:) =
hs(z) = =.

(Pzar lo tanto £ es un morfismo entre los haces p: ATn -+ Xy h: Y - X. B

Lema 2.4.5. €: AT’ = lqop/x €5 una transformacién natural.

Demostracién. Sea f: Y — Z un morfismo entre haces en Top/X.

Sea [s € 'YU]: un elemento de ATY.

Por la definicién de € se tiene que ey ([s € I'YUl.) = s(z), ¥y la imagen bajo
f es f(s(z)).

Por otro lado, por la definicién de las transformaciones en AI', tenemos que
AT f([s € T'YU]:) = [fos € T'2U],, ¥y por la definicién de € se tiene que
ez([f o s € P2U]:) = f(s(z)).

Por lo tanto el diagrama

ATY X >y
ol )
Al'Z 2
conmuta. :
Por lo tanto £ es una transformacién natural. n

Teorema 2.4.6. El hazh: Y — X es un homeomorfismo local si y solo si
£ es un isomorfismo.

Demostracién. Supongamos que el haz h: Y — X es un homeomorfismo local.

Supongamos que £([s € TpUlz) = e([t € T'xV]y); es decir, s(x) = t(y). Como
s y t son secciones del haz h se tiene que z = hs(z) = ht(y) = v.

Como h: Y — X es un homeomorfismo local, s(x) tiene una vecindad W' C
Y homeomorfa a una vecindad de z en X.

Como s y t son secciones del homeomorfismo local h, son funciones abiertas
(lema 2.3.17). Entonces existe W una vecindad de s(z) tal que W C s(U) N
(V) nw'.

Entonces h(W) es una vecindad de z tal que s|n(w) = tlnw)- Entonces
[s € ThUlz = [slawy € Thh(W)]z = [tlaw) € Thh(W)]z = [t € TaV]=.

Por lo tanto £ es inyectiva.




2.4. HL/X =~ GAV(X) 57

Seay € Y. Como h es un homeomorfismo local, existe V' vecindad de y tal
que kl|y es un homeomorfismo, entonces (V') es un abierto de X.

(hlv)1: h(V) — Y es unaseccién del haz h, entonces [(A{v) ™ € Trh(V)]acy)
es un elemento de AT, tal que e([(hlv)~! € Tah(V)lauy) = ¥-

Por lo tanto £ es suprayectiva.

Sea 5(U) un abierto basico de AT, con s € T's.

Entonces

e(3(U)) = {e([s € TaUL:) | z € U} = {s(z) | = € U} = s(U).
Como s es una funcién abierta por ser seccién de h (lema 2.3.17), s(U) es

un abierto.
Por lo tanto £ es una funcién abierta. ) : -

Teorema 2.4.7. Para cualquier espacio X, los funtores
_r.
Top/X —_ Con*(*)”
A

son adjuntos.

Demostracion. Demostraremos la adjuncién A -4 I’ mostrando las identidades
triangulares correspondientes para las n y € definidas anteriormente.
Primero veamos que la composicién

AT APA 2 7 (2.15)

es la transformacién identidad en A.
Para eso necesitamos ver que

eAp

AP Lae AT'AP —— AP

es la identidad para cada P en Con AP

Sean P una pregavilla en Con AX)°r y[s € PUl: un elemento de AP.

Por la definicién de morfismos entre haces, dada en el lema 2. 3 6 se tiene
que Ay, ([s € PUL:) = [(np)u(s) € TAPU]..

Por la definicién de n, tenemos que [(np)u(s) € TAPU]. = [s € I‘APU],.

Ahora, g4, ([ € TAPU],) = §(z), por la definicién de €. Por ltimo, como
5(z) = [s € PU]., entonces idap = €4, © Ay, .

Por lo tanto (2.15) es la identidad en A.

Ahora veamos que la composicién

r-=spar->r (2.16)

es la transformacién identidad en I'.
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Para eso, debemos ver que

I'ep

ry 2. AT, T,

es la identidad para todo haz p: ¥ — X en Top/X.
Esto se hace tomando U, cualquier abierto de X y probando que

Tep(U)

Tp(U) —2_» DAT,(U) (V)

es la identidad en Tp(U).

Sean U un abiertode X y s: U — Y un elemento de I', (U). Por la definicién
de 7, se tiene que nr_ (v)(s) = 5.

Por la definicién de los morfismos en I, tenemos que I'e,(U)(3) = €0 S.

Obviamente, s ¥ £ 0 5 tienen el mismo dominio y codominio. Sea =z € U,
entonces € o 5{x) = &([s € PU);) = s(z). Entonces idr (v) = Fep(U) o nl'p(U)
para todo U abierto de X; es decir, idr, = I'ep o 0.

Por lo tanto (2.16) es la identidad en I,

Por lo tanto A - I, ]

Teorema 2.4.8. Los funtoresI' y A definidos anteriormente y restringidos,
son una equivalencia de categorias

Gav(X) . "HL/X

Demostracién. Por el teorema anterior, los funtores I' y A son adjuntos.
Ademas es claro que las transformaciones naturales  y € son la unidad y la
counidad, respectivamente, de dicha adjuncién. Por 1iltimo, los teoremas 2.4.3 y
2.4.6 demuestran que estas transformaciones son isomorfismos naturales cuando
se les restringe segtin la hip6tesis de este teorema.
Por lo tanto, de acuerdo a la definicién 1.4.9, los funtores I" ¥y A son una
equivalencia entre las categorfas Gav(X) y HL/X. ° -

2.5 Cambio de base
En esta seccién veremos cémo una funcién continua entre espacios topolégicos

f: X — Y induce un par de funtores, en ambas dirccciones, entre las categorfas
de gavillas de dichos espacios

Gav(X) L Gav(Y) .
5

Definicién 2.5.1. f.: Gav(X) — Gav(Y) se definird de la siguiente mane-

ra: si F € Gav(X) y V es un abierto de Y entonces f.F(V) = F(f~(V)).
Ademds, st h: F — G es un morfismo en Gav(X) y V es un abierto de
Y entonces foh(V) = h¢s—1(vy)-
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Lema 2.5.2. f.F es una gdvilla.

Demostracion. Sea V un abierto de Y y sea {V;}ier una cubierta abxerta deV
es decir, V = {J,, Vi.
Veamos que

L FV) ~= L £ F(V) X Ty £ P4 015) (217)

es un igualador en Con.

Como f: X — Y es una funcién continua, f~1(V') es un abierto de X para
todo abierto V de Y.

Definamos U = f~}(V) y U; = f~*(V;) paratodai€ I.
Entonces U es un abierto de X y {U;}ies es una cubierta abierta de U. Por
lo tanto U = ;¢ U;.

Por la definicién de f,, el diagrama (2.17) es igual al diagrama
p
FU—’»—YI,—FU;___.H;_,- F(U: nU;)
q

que es un igualador en Con porque F es una gavilla. ]
Lema 2.5.3. f.: Gav(X) — Gav(Y) es un funtor.

Demostracién. Sea F' una gavilla sobre el espacio X y sea idp: F' — F la
transformacién natural identidad.
Sea V abierto del espacio Y. Veamos que
f.F(V) Soidp (V)
es la identidad para todo V abierto de Y.
Por la definicién 2.5.1 tenemos que lo anterior es igual a

FoF(V)

F(fL(V)) U220 g p-1(vry)

que es la identidad para todo V abiertode Y.
Por lo tanto f, respeta identidades.
Sean k: F — G y I: G — H transformaciones naturales entre gavillas.
Sea V abierto del espacio Y. Veamos\que

L (V) L k(V)
—_— —_—

fF(V) f.G(V) JH(V)

es la composicién f.(I o k)
Por la definicién 2.5.1 tenemos que lo anterior es 1gua1 a

P(f (V) 220 G2 V) —2 s BV,
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Como k y ! son transformaciones naturales, lo anterior es igual a

P (V) Y220 g(5-2(v)).
que es la definicién de

Se(lok)(V

Por lo tanto f. respeta composiciones. [ |

FoH(V).

Definicién 2.5.4. f*: Top/Y — Top/X se definird de la siguiente manera:
st p:E - Y € Top/Y entonces f*p, o simplemente p*, es el producto
fibrado de p a lo largo de f como en el diagrama

f*E—=—>E (2.18)
S

Ademds, si k:p — P es un morfismo en Top/Y, como el cuadrado
interior de .

fFET g (2.19)

T

X———Y,

f

es un producto fibrado y la parte externa conmuta, va que
fop*=poe=p'okoe,

el morfismo k induce un iinico morfismmo f*k, o simplemente k*, que hace
que el diagrama (2.19) conmute. -

Lema 2.5.5. Sip: E » Y es un homeomorfismo local, p*: f*E — X es un
homeomorfismo local.

Demostracidn. Sabemos que f*E = {(z,e) € X x F | j(z) = p(e)} con la
topologia que heredade X x E.

Sea {z,e) € f*E. Como p es un homeomorfismo local existe U vecmdad
abierta de e, homeomorfa a p(U) abierto de Y.

Como f es continua, f~*(p(U)) es un abierto de X. Ademais f(z) = p(e) €
p(U), entonces = € f~*(p(U)).
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Por lo tanto (f~*(p(U)) x U) N f*E es una vecindad abierta de (z, e).

Veamos que dicha vecindad es homeomorfa f~1(p(U)) a través de p*.

Sea z € f~'(p(U)), entonces f(z) € p(U), entonces existe u € U tal que
f(2) = p(u). Entonces {(z,u) € (f *(p(U)) x U)N f*E y p*({z,1)) = =.

Por lo tanto p* es sobre.

Sean (z, v), (2',v') € (f~(p(U))xU)NF* B tales que p*({z, v)) = p*({z',v")),
entonces z = p*({z,v)) = p*({(z',v')) = ='.

Ademas p(v) = f(z) = f(z") = p(v'). Como p es un homeomorfismo en U y
v, v' € U, entonces v = v'.

Por lo tanto p* es inyectiva.

Por construccién p* es continua y por ende cualquiera de sus restricciones.
Por lo que basta demostrar que p* es abierta.

Sean A C f~(p(U)) y B C U. Entonces el abierto A’ x B’ = (Ax B)N f*E
esta contenido en (f~(p(U)) x U)N f*E.

Como B C U, p(B) es un abierto y como f es continua, f—*(p(B)) también
es un abierto.

Sea (y,a) € A’ x B'; es decir y € A, a € By f(y) = p(a).

Como a € By f(y) = p(a), f(y) € p(B). Entonces y € f~1(p(B)) N A. As{
que ((f~2(p(B))N A) x B)N f*E es una vecindad de (v, a) contenida en A’ x B’.

Veamos que p*(((f~*(p(B)) N 4) x B}yn f*E) = f~*(p(B)) N A.

Claramente p* (((f~1(p(B))N.A) x B)N f* E) esta contenidaen f~1(p(B))NA.

Sea z € f~*(p(B)) N A. Como z € f~Y(p(B)), f(z) € p(B), asi que existe
c € B tal que f(z) = p(c). Entonces (z,c) € (f"H(p(B))NA)xB)Nf*Ey
P"((z.0) = =. /

Por lo tanto p* (((f~1(p(B)) N A) x BYN f*E) = f~Yp(B)) N A.

Por lo tanto p* es una funcién abierta. n

Lema 2.5.6. f*: Top/X — Top/Y es un funtor.

Demostracion. Seap: E —+ Y € Top/Y y 1,:p — p su funcién identidad.
Por construccidn, el Ginico morfismo que hace conmutativo al diagrama

f*B = E

es lp. : px — px.
Por lo tanto f* respeta identidades.
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Sean k:p — p'-y k':p' — p” morfismos en Top/Y. Los morfismos que
inducen k y k' son tales que su composicién k'* o k* hace conmutar al diagrama

f°E :

/E
e

X —FY

haciendo las veces del morfismo inducido por la compeosicién k' o k y como éste
es finico, k'™ o k* = (k' o k)*.
Por lo tanto f* respeta composiciones. [ ]

Por este lema, f: X — Y genera un funtor Gav(Y') — Gav(X) a través de -
la composicién

Gav(Y) —2 Top/Y —~ Top/X —E> Gav(X). (2.20)

Veamos cuil es la descripcién de T' f* AG para una gavilla G ¢ Gav(Y).
Por la definicién de A (2.10),

AG={[seGV], lyeY,se GV}

y el homeomorfismo local p: AG — Y es tal que p([s € GV]y) = y.
Entonces, por la definicién de f* (lema 2.5.5),

FAG = {{z.[s € GV]) € X x AG | f(z) = p([s € GV],)}

¥ p*: f*AG — X es tal que p*({z,[s € GV]y)) = =.
Como p([s € GV},) = y podemos reescribir a f*AG como

f*AG = {(z,[s € GV]y) € X x AG | f(z) =¥}
y finalmente como
FFAG={(z,[sEGV]y)) E X xAG |z € X,s € GV}.

Por ultimo tenemos que I'f*AG = I',., asi que para cada abierto U C X~
tenemos que

Tp-(U)={t:U — f*AG continua | p* ot = iy}.

e e - e
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De hecho, por la definicién de f*, cada seccién t € 'y () puede ser descrita
a través de una funcién continua ¢': U — AG como en el diagrama

U
‘l
~N t
~
'Y

fF*AG — AG
<N
b'e Y.

En particular, para cada abierto V C Y y cada s € GV y su correspondiente
seccidén 3: V' — AG descrita en (2.11), se induce una seccién t, de p* de la
siguiente manera '

y; que para toda z € f~1(V') tenemos
P(E(f(x))) = p(ls € GVy(x)) = f(=)-

Explicitamente, si 2 € f~1(V'), tenemos que ¢,(z) = (=, [s € GV]s()).
Por construccién t, es continua y por la conmutatividad del diagrama ante-

rior £, es una seccién de p*. Por lo tanto (lema 2.3.17) £,(f~1(V)) es un abierto
de f*AG.

Ademas, para cada punto (z,[r € GWl]y()) € f*AG, la correspondiente
seccién t,: f~1 (W) — f*AG es tal que t,.(z) = (z, [r € GW]y(s)), Por lo que

FAG = U & rw). (2:21)

WY, reG(W)

Definicién 2.5.7. Denotaremos como f*: Gav(Y) = Gav(X) a la compo-
sicién (2.20).

Demostremos ahora un lema de gran utilidad.

Lema 2.5.8. Sea T un espacio topoldgico. Una funcidon k: f*AG — T es
continua si y solo si

W) > frAG 2

es continua para todo W C Y y para toda r € GW.
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Demostracién. Supongamos que k: f*AG — T es una funcién continua. Como
cada ¢, es continua por construccién, la composicién k o t, también es continua
para toda t¢,.

Supongamos ahora que ko t,.: f~}(W) — T es continua para todo W C Y
y para toda r € GW. Veamos que k es una funcién continua.-

Sea U un abiertode T y (z, s € GVls(z)) un punto de k~2(U). Por hipétesis,
la correspondiente seccién t, es tal que la composicién kot es continua, asi que
(kot,) *(U) = (t72 0 k~1)(U) es un abierto.

Finalmente, como ¢, es una funcién abierta (lema 2.3.17), podemos concluir
que el conjunto t,((t;2 ¢ k~1)(U)) = k~1(U) es abierto.

. Por lo tanto k es una funcién continua. n

Teorema 2.5.9. Si f: X — Y es una funcién continua, entonces f* - f.

Demostracién. Sean F € Gav(X) y G € Gav(Y).
Debemos probar que Gav(X)(f*G, F) =2 Gav(Y)(G, f.F) y lo haremos a
través de varios pasos intermedios.
Por el teorema 2.4.8 sabemos que Gav(X)(f*G, F) = HL/X(Af*G,AF).
Haciendo explicito el significado de f* tenemos que

Af*G = A(Lf'A)G = f*AG.

Definamos al conjunto K(Af*G,AF) como el conjunto de las funciones
k:f*AG — AF € Top/X tales que para cada abierto V C Y y cada s € G(V),
la.composicién k o t5: f~1(V) = f*AG — AF es continua.

Por el lema 2.5.8, tenemos que HL/X(Af*G,AF) =2 K(Af*G,AF).

Ahora veamos que K(Af*G, AF) = Gav(Y)(G, f.TAF).

Sea k: f*AG - AF € K(Af*G,AF). Definamos 7 : G — f.I'AF como

(7x)v:GV - f.TAFV, s kot, (2.22)
paracadaV €Y.
k o t, es una funcién continua tal que el diagrama

v FAG 5w AF
ir~1(v) p.l /
X

conmuta, porque ¢, es una seccién de p* y k es un morfismo en Top/X. Asi
que k o £, es una seccién de g. Por lo tanto ko t, € fu'AFV = CAF(f~1(V)).

Veamos que 7x es una transformacién natural. Sean W, V abiertos de Y tales
que W C V. Para ver que el cuadrado

t.

(me)v

GV ——TAF(f~Y(V))

GW ——=TAF(f~1(W))

(Te)w
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conmuta, basta ver que kot,|w = kot,), paratodas € GV, para lo cual resta
demostrar que t,|yw = t5]0 .
Veamos que t,|w = is—1(w) o ts es tal que los tridngulos del diagrama

b4
7w w T (2.23)
taiw slw

F*AG — AG

4T

X——}——>Y,

conmutan, para ver que es igual a i,),, .

El diagrama
f"‘(WQ f )-—>f-AG

conmuta de manera trivial en el lado izquierdo y por definicién de ¢, en el lado
derecho. -
El diagrama

| - e fW)
|

l FHV) — -
L f AG AG

conmuta de manera trivial en el cuadrado superior y en el tridngulo a la derecha
y por definicién de ¢, en el cuadrado inferior.
Por lo tanto el diagrama (2.23) conmuta, asi que t;|y = t,),, .
Entonces 7x es transformacién natural. Por lo tanto 7, € Gav(Y' (G, f.T'AF).
Sea 7 € Gav(Y)(G, f.T'AF). Definamos A, como

kr: f*AG — AF, (x,[s € GV]y () — Tv(s)(z)- (2.29)
Sean V C Y un abierto y s € GV. Entonces 1v(s) € fu.I'AFV, asf que

es una seccién de la forma rv(s): f~}(V) — AF. Por lo tanto 1 (s)(z) esta
efectivamente en AF. .
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Veamos que k, esta bien definida.

Sea [r € GW]g(:) = [s € GV]s(x). Entonces existe U C V N W vecindad de
f(z) tal que r|y = s|y. Asf que

Tv(s)(z) = 1w (s)(z) = v (r)(z) = Tw(r)(=z).

por lo que k, esti bien definida.
Sean V' C Y un abierto, s € GV y = € f~1(V). Entonces, por definicién

(kr o 2,)(z) = k- ((z,[s € GVs()) = Tv(s)(=).

Por lo tanto (k, o t,) = 7v(s). Como 7v(s) es una funcién continua, por el
lema 2.5.8, k, es una funcién continua.

Sea (z,[s € GV](z)) € f*AG. Como Ty (s) es una seccién de g, se tiene que
a(kr((z, [s € GV]s(y)))) = @(rv (s} (x)) = = = p*({=z. [s € GV]f(z)))s
por lo que el diagrama

FAG Er AF

X

conmuta.
Por lo tanto kr € K(Af*G,AF).

Sean 7: G — f.'AF € Gav(Y)(G, f.’'AF),V CY,s€ GV yz € f~Y(V).
Entonces

Te, v (8)(z) = kr o t,(x) (2:22)
=k, ({(z,[s € GV],(:))) def. de ¢,
= 1v(s)(z) (2.24).

Por lo tanto 7y, = 7.
Sea k: f*AG - AF e K(Af*G,AF) y (x,{s € GV]s(=)) € f*AG. Entonces

kn ({(z,{s € GV]s())) = Tev(s)(z) (2.24)
=kot,(x) (2.22)
= k({z,{s € GV]s())) def. de ¢,.

Por lo tanto ky, = k.

Por lo tanto K(Af*G,AF) = Gav(Y)(G, f.TTAF).

Finalmente tenemos que como F es una gavilla, el funtor 5: fo FF — f.(TAF)
definido en (2.12) es un isomorfismo (teorema 2.4.3) y como f. es un funtor,
Jo(7): foF — f.(CAF) es un isomorfismo.

Por lo tanto Gav(Y)(G, f.T'AF) = Gav(Y)(G, f. F). .

Lema 2.5.10. Bl funtor f*: Gav(Y) — Gav(X) es ezacto izquierdo; ez
decir, preserva limites finitos.
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Demostracion. Por el teorema 2.4.8, basta demostrar que el funtor f* definido
en 2.5.4 preserva limites finitos.

Sea F: A — Top/Y un funtor con A una categoria finita que tenga cono
limite en Top/Y. Denotaremos dicho cono como (L, (wa)aca).

Como f* un funtor, (f*L, {(7x%)aca) es un cono en Top/X sobre el funtor
f* o F'. Veamos que dicho cono es limite.

Sean (M, (pa)aca) otro cono sobre el funtor f*o Fy ax: A —+ A’ € A un
morfismo.

El trisngulo del diagrama '
M
PA/ \PA’
> Fo*
f*FA—— f*FA

.;1 1‘,,

FA —Fa - FA

conmuta, ya que M. es cono y el cuadrado comuta porque es el cuadrado superior
del diagrama (2.19) correspondiente al morfismo Fa: FA — FA’. Entonces
(M,{a © pa)aca) es un cono sobre el funtor F. Como (L,{mwra)aca) es el cono
limite de dicho funtor, existe una tfinica flecha p: M — L tal que el diagrama

FFA

N
FA
conmuta para todo A € A.

Entonces u*: M — L* es un morfisrio dnico tal que el diagrama conmuta

____.”___._,.Lt
Pa -
®a
J*FA
para todo 4 € A.
Por lo tanto f*: Gav(Y) —» Gav(X) es exacto izquierdo. ]

En esta ocasién hemos hecho paso a paso el desarrollo del adjunto izquierdo

de f,, aunque también se puede seguir el camino que sefialan las extensiones de
Kan en el lema 1.5.3.
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Capitulo 3

Morfismos ultrafinitos

En esta seccién demostraremos tres proposiciones que nos indicaran qué fun-
ciones continuas f: X — Y inducen un cambio de base tal que el funtor
f+:Gav(X) — Gav(Y) preserva objeto inicial, epimorfismos y sumas finitas,
escenciales en la estructura de modelos de la categoria Gav(X).

El objeto inicial de Gav(X), denotado como 0, es un funtor tal que 0(U) = @
para todo U € A(X), excepto para el conjunto vacfo cuya imagen es siempre el
conjunto {x}.

Una manera de ver ésto es con gavillanizando. Sea 0:.A(X)°? — Con la
pregavilla tal que para todo abierto U € A(X)°?, 0(U) = 0. Esta es la pregavilla
inicial.

Calcularemos ’'A(0) para obtener una gavilla inicial en Gav(X).

Primero tenemos que A(0) = {[s € 0U]z | =z € X,s € OU}. Como OU = @
para todo U, A(0) = 0. .

Ahora, TglU = {s: U — Q| s seccién de i: @ — X}, por lo tanto I'gl/ = 0 si
U # @, de lo contrario I'g® = {I3: @ — B}, es decir, ['g® = {*}

Proposicién 3.0.11. Sea f: X — Y una funcidén continua, entonces el fun-
tor f.: Gav(X) — Gav(Y) preserva el objeto inicial si y solo si f(X) es
densoenY.

Demostracién. Supongamos que f, preserva objeto inicial. Sea V un abierto
de Y no vacio, entonces f,0(V) = @, es decir 0(f~1(V)) = 0. Por lo tanto
FY(V)#0. Asique f(X)esdensoenY.

Ahora supongamos que f(X) es denso en Y. Sea V un abierto de Y no
vacio, entonces (V) # 0, asi que O(f~1(V)) = 9, es decir £,0(V) = 0. Por lo
tanto f.0 es el objeto inicial de Gav(Y). i -

La proposicién correspondiente a epimorfismos tiene un par de lemas de
soporte.

Lema 3.0.12. St para cada abiterto V C Y, cada punto y € V y cada cu-
bierta {Ua}aca de f~2(V), existen un abiertoW C Y, talquey e W CV y
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una cubierta abierta disjunta {Waltaca de f~*(W), tal que W, C U, para
toda @ € A, entonces para todo q: E — f~1(V) epimorfismo zn HL/X,
existe t: f~1(W) — E continua tal que el diagrama

w5y (3.1)

t q

conmnuta.

Demostracidén. Sea ¢: E — f~3(V) un epimorfismo en HL/X, es decir un
homeomorfismo local suprayectivo.

Para cada = € f~*(V) tomamos abiertos U, C f~1(V) y Uz’ C E tales que
q: Uz’ — U, sea un homeomorfismo.

{Uz}zes-1(v) es una cubierta abierta de f“l(V) Asf que existe un abierto
W C V con y € W y una cubierta abierta y ajena {Wz}zes-1(v) de f~1(W) tal
que W C U, para todo z € f~(V).

Definamos ¢, como (glv.) 'lw.: Wz — E. Como los W, son ajenos y
forman una cubierta de f—}(W), podemos juntar las ¢- en una funcién continua
t: f~1(W) — E tal que t|lw, = ¢,

Seaz € f~}(W), en partxcular x € W, para alguna z € f~1(W). Entonces
got(z) =gog~i(z) ==.

Por lo tanto, el diagrama (3.1) conmuta. [

Lema 3.0.13. Sea h: E — E' tal que el diagrama

N S~

conmute, entonces Af,I'(h) es un epimorfismo st y solo si para todo V
abierto de Y, todo punto y € V y cualquier seccion s: f~(V) — E' dep’,
existen W CV conye W yt: f~1(W) — E tal que el diagrama

Y w)——Eg (32)
h
f—l(‘}') __‘_.> El
conmuta.

Demostracién. Af.I'(h): Af.T(E) — Af.T'(E’) es un morfismo en HL/Y tal
que Af.T(R)([r € TpfX(V)]y) = [hor € Tp f1(V)],.

Sean V un abiertode Y, ¥y € V un punto y s: f~(V) — E’ una seccién del
haz p'.
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Supongamos que A f,I'(h) es\un epimorfismo.
Entonces existe [t € I'p f~Y(V)]y € Af.T(E) tal que

fhot € Tp f Y V))y =[s € Tpr FH (V)]s

Asi que existe W C V con y € W tal que h o 2|s~1(w) = 8|s—1(w)-
Por lo tanto el diagrama (3.2) conmuta.

Supongamos ahora que existe W C V con y E W tal que el diagrama (3.2)
conmuta.

Entonces

[hot €Ty f W)y = [sly-2(w) ETp fH(W)]y = [s € Tp F~H (V)]s
Por lo tanto A f,I'(h) es un epimorfismo. ]

Proposicién 3.0.14. Sea f: X — Y una funcién continua, entonces el fun-
tor f.: Gav(X) — Gav(Y) preserva epimorfismos st y solo si para cada
abierto V C Y, cada puntoy € V y cada cubierta {Ua}taca de f~1(V), exis-
ten un abierto W C Y, tal que y € W C V y una cubierta abierta disjunta
{Waltaca de f~H (W), tal que Wy C U, para toda a € A.

Demostracion. Supongamos que f,: Gav(X) — Gav(Y) preserva epimorfis-
mos. Sean V C Y un abierto, y € V un punto y {Us}aca una cubierta abierta
de f-3(V).

Consideremos el morfismo

2 H Uax ‘_'f_l(v)
tal que p(x) = = para todo = € [[U,. Como {Us}aca es una cubierta de
F~Y(V), p es una funcién suprayectiva, ademas p es una funcién continua, por
1o que p es un epimorfismo en HL/X.

Como f, preserva epimorfismos y lg-1(v) es una seccién de é: f~3(V) — X,
existen un abierto W C Y, talquey € W C V y unasecciént: f~1(W) = [[Ua

tal que el diagrama
e lgW) —= 1 Ua
l,,

W) 5=

conmuta (lema 3.0.13).

Como U, es una abierto de [[U, y t es una funcién continua, t—1(U,) es
un abjerto de f~1(W) para toda a € A. Definamos W, como t~(Us,).

Sea z € f~1(W), entonces t(z) € | [ Ua, en particular ¢(z) € U, para alguna
o ? A. Entonces € W,. Por lo tanto {Wa}aca €s una cubierta abierta de
fFH(w).
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Sea z € W., entonces t(x) € Ug, asi que ht(z) = i(z) = = € Un. Por lo
tanto W, C U, para toda o € A.
Sean W, y W3 dos elementos de la cubierta, entonces

WanNWs =t Y (U)Nt™ Y (Up) =t N ({UanUg) =0

porque U, y Ug son cofactores de [ [ Uy y por lo tanto U, NUs =0 en [ Ua.

Supongamos ahora que para cada abierto V C Y, cada punto ¥y € V y cada
cubierta {Us}aca de f~2(V), existen un abierto W C Y, talquey e W C V
y una cubierta abierta disjunta {Ws}aca de f~1}(W), tal que W, C U, para
toda a € A y veamos que f, preserva epimorfismos.

Consideremos el diagrama
B B
X
con h un epimorfismo.
Sean V C Y un abierto, y € V un punto y s: f~*(V) — E' una seccién del
haz p’. Entonces s(f~1(V)) es un abierto ya que las secciones de homeomorfis-
mos locales son funciones abiertas (lema 2.3.17). También A~1(s(f~}(V))) es

un abierto porque h es una funcién continua.
Entonces la funcién

E

A= (s(f~1(V))) —2> s(f~H(V)) —2 F1(V)

es un epimorfismo en HL/X.
Porellema 3.0.12,existen W C Vcony € W yi¢: f~1{(W) — A~ 2(s(f~1(V)))
tal que :

FIW)S S—
t p'on
R~ (s(FH(V)))

conmuta.
Entonces se obtiene el siguiente diagrama:

FYW) > A (s(fH(V)))—E (3.3)

h
U

p'oh

V) - B,
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Sabemos que el triAngulo de la izquierda conmuta por el lema 3.0.12.

El cuadrado de la derecha conmuta ya que para todo = € h"(s(f“"(V)))
se tiene que s o p’ o h(z) = h(x) ya que s es una seccién de p'.

Por lo tanto el diagrama (3.3) conmuta.

Asi que por el criterio del lema 3.0.13, f, preserva epimorfismos. [ ]

Proposiciéon 3.0.15. Sea f: X — Y una funcidn continua con imagen den-
sa, entonces f.: Gav(X) — Gav(Y') preserva coproductos finitos si y solo
st para todo abierto V CY y'todo punto y € V, siempre que f~1(V) sea la
union de dos abiertos ajenos de X, existe un abierto W CY cony € W tal
que f~Y(W) estd contenido en uno de ellos.

Demostracidon. Supongamos que f, preserva coproductos finitos.

Entonces Af.T': HL/X — HL/Y también los preserva (2.4.8).
Consideremos el siguiente coproducto en HL/X.

X

XUux

L33 32
1,&’? i
X

SeaVCY, vy EIV y supongamos que f~(V) = AU B, con A y B abiertos
ajenos.

Definamos s: f~1(V) — X [] X de la siguiente manera:

X

s(z) =11(z),siz e A s(z) =i2(z),siz e B

Claramente s es una seccién del haz (1 x,1x).

Ademas sabemos que [s € T'(1,,1,) F~H(V)ly € Af.T'({1x,1x)). Como Af.
preserva coproductos tenemos que el morfismo inducido

AfT(Ax) LIAf.T(1x) —— Af.D({1x,1x))

es un isomorfismo.
Entonces existe [t € Ty, f~*(U)]: € Aful15x [[Af.I'1, tal que

P([t € T1 T (U)):) = [s € Thase 1 V).

Supongamos sin pérdida de generalidad que [t € 'y f~}(U)]. pertenece al
primer cofactor de A f,.I'y,, [ JAf.T1,, asf que la igualdad anterior es igual a

[il ot €1y f_l(U)]x = [5 € F(lx.lx)f_L(V)ly'

Entonces z = y y existe W C UNV con y € W tal que i ot|g—(w) =
slg—1(w), por lo tanto f~1(W) esta contenido en A.
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En la otra direccién, consideremos el coproducto en HL/X

E E1IE E

(r.p")

X

entonces, queremos ver que el inico morfismo ¢ que hace que el diagrama

ALT(p) 2550 o A£.D(p) [ ALT(P) 200 ALLT(P)

Af.T(ig) Nf.C(igr)

AfT((pP")

conmute, es un homeomorfismo.
Veamos que ¢ es un monomorfismo.
Sean [s € Tp f~Y(V)], ¥ [t € Tp F2(W)]:) tales que

(s €Trf M (V) = (It € Tpr f~H(W)]2).
Asf que
[igos €Tpf Y V)]y = [igr ot € Ty fF~L(W))..

Entonces y = z y existe U un abiertode Y cony e Uy U C VW, tal que
ig o sl!"‘(U) = tg: o t|g-1(u)-
Entonces para todo z € f~1(U) se tiene que ig o s(z) = igr o t(z) € EN E’,
contradiccién.
Sean [s € Tpf~(V)], ¥ [t € Tpf2(W)]:) tales que
o([s € TofH(V)]y) = w([t € Tpf 1 (W)}:).

Es decir
[fgoselpf YN V)ly =[izct € Tpf~t(W)l..
Entonces y = z y existe U un abiertode Y cony € Uy U C VNW, tal que

igosls—1(v) = igot|s—1(r). Como ig es mono, tenemos que s|s—1(y) = t|g-21(v)-
Por lo que

[s € Tpf*(V)ly = [sly-1(v) € Tpf*(U)ly =
= [tly-1qvy € Tpf*({U)]y = [t € T f "1 (W)ly.
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Analogamente para p’. Por lo tanto ¢ es un monomorfismo.
Ahora veamos que ¢ es un epimorfismo.
Sea [s € T(p,py F~1(V)]y, entonces

F7HV) = sTHE) U sTHEY)

donde s~1(E) y s—1(E') son abiertos y ajenos.

Entonces existe W C Y abiertocon y € W tal que W C V y se tiene que
F~Y(W) C s~}(F) o bien que f~1(W) C s—1(E").

Supongamos que f~}(W) C s~!(E), entonces [s|s—1(w) € Tpf~2(W)], €
A.TE)TALTGE) 3 ¢(lsly-1w) € Tpf 2 W)y) = [5 € Do f2(V)ly-

Por lo tanto ¢ es un epimorfismo.

Finalmente ¢ es una funcién abierta porque es un homeomorfismo local.
Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. n

En conclusién tenemos

Teorema 3.0.16. Sea f: X — Y una funcién continua. f.:Gav(X) —
" Gav(Y') preserva objeto inicial, epimorfismos y sumas finitas si y solo si

1. f(X) es densoen Y ;

2. para cada abierto V C Y, cada punto y € V vy cada cubierta {Uataca
de f~(V), existen un abierto W C Y tal gue y € W C V y una

cubierta abierta disjunta {Wa}taca de f~ 1(W) tal que W, C U, para
toda x € A;

8. para todo abierto V C Y y todo puntoy € V, siempre que f_l(V) sea
la union de dos abiertos ajenos de X, eziste un abierto W C Y con
vy €W tal que f~1(W) estd contenido en uno de ellos.

Es decir, f: X — Y es un morfismo ultrafinito.
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Capitulo 4

Localés

En este capftulo introduciremos el concepto de “local”. Conoceremos los as-
pectos centrales de la categoria Loc de locales, dando numerosos ejemplos y
mostrando paso a paso las diversas clases de morfismos que los relacionan, sin

perder de vista que estamos intentando una generalizacién del trabajo desarro-
llado en la primera parte.

4.1 Locales

Empezaremos dando algunos resultados sobre algebras de Heyting.

Definicién 4.1.1. Un algebra de Heyting H es una reticula con 0 y 1 tal
gque parc todo elemento b € H, el funtor

_Nb:H—>H, ar—aAlb
tiene adjunto derecho que denotaremos como
b=>_:H-—H, c—b=c
Dicha adjuncién se reduce a la relacién
Aa./\bSc siysolosti a<b=>c
para cualesquiera elementos a, b, c € H.
Lema 4.1.2. Fn un dlgebra de Heyting H se tiene gque
1. (ava')Ab=(anb)Vv(a AD),
2. (avbh)A(a’vd)=(aAdad')Vvd
para todo a, o', b€ H. Es decir, H esv una reticula distributiva.

7 ’ ~
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Demostracién. Como _ A b tiene adjunto derecho, por el lema 1.4.10, _ A Db
preserva supremos arbitrarios, en particular se tiene

(ava)Ab=(aAb)V (a'AD).
Usando esta igualdad tenemos
(avbi)A(@ V) =(an(a' V)V (bA(a' VD))

=(aAnad)Vv(@nb)v(pAaad)V (AL
=(aAa) Vb

Lema 4.1.3. En un dlgebra de Heyting H se cumple que
1. a <b siysolosi(a=b)=1;
2.a=( =>'a);
3. a=>(bAc)=(a=b)A(a=c)

para cualquier a, b, ce H.

Dermnostracién. Supongamos que (@ = b) = 1.

Las lineas horizontales de la siguiente notacién se deber leer como "es equi-
valente a", asf que

1=a=>b

1<a=b

1Aa <} adjuncién
T a<b

De la misma manera se tiene
a<a
anl<a
a<(l1=>a) adjuncién.

Finalmente, la dltima igualdad se cumple ya que el funtor a = tiene

adjunto izquierdo por definicién de algebra de Heyting, asi que, por el iema
1.4.11, preserva infimos.

.
Lema 4.1.4. En un dlgebra de Heyting H se cumple que
1. b=>c)Ab<c;
2.b=>c=\V{a€H|aAb<c}.
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Demostracién. La primera desigualdad es equivalente por adjuncién a
b=>c)< (b= o).

Supongamos que a A b < ¢, por adjuncién, esto es equivalente a a < b = ¢,
por lo que b => c es cota superior y gracias a la desigualdad 1, es minima. [

Lema 4.1.5. Sean H un dlgebra de Heyting y c € H. La funcién
_=>c:H—oH, br—b=c
es un funtor contravariante.

Demostracion. Supongamos que b < V. Por la segunda parte del lema 4.1.4 se
tiene que .

(b = c)AY < ¢
ademas, como b < ¥
B =>)Abs @ =>)AV.
Asi que tenemos (¥ = ¢) A b < ¢, que es equivalente por adjuncién a
=)< (b= 0).
]

Definicion 4.1.6. Sean H un digebra de Heyting y b € H. Definimos el
pseudocomplemento b de b como

b= (b= 0).
Lema 4.1.7. En un dlgebra de Heyting H se cumple que
1. “bAb=0;
2. b=V{a€e H|lanb=0}. .
Demostracion. Es un caso particular del lema 4.1.4 al hacer ¢ = 0. . B

El giguiente lema nos indica que las ilgebras de Heyting modelan el com-
portamiento de la 16gica intuicionista.

Lema 4.1.8. Sea H un dlgebra de Heyting. Las desigualdades
1. ‘a. < (= a);
2Z(a=@®@=c)<({(a=>b)= (a=> c));_
3. a< (b= (anb); : ESTA TESIS NO SALF
4L @2S B> (avh)»a) PELABIBLIOTECA
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5. (a=b) < ({(a = —b) = —a);
6. ma < (a=b);
se cumplen para todo a, b, c€ H.

Demostracién. La primera desigualdad es equivalente por adjuncién a aAb < a. ’
Usando el lema 4.1.4 para las desigualdades, tenemos

(a=m>B=>NDA(a=bd)Aa={a=>b=>c))Aa)A((a= b)Aa)
<(d=>c)Ab
’5‘-',

que es equivalente por adjuncién a la desigualdad 2.
La tercera desigualdad es equivalente por adjunciéSn auAb <a Al
Para probar la desigualdad 4, observemos que por el lema 4.1.2

(e=>)An(E=c)A(aVvd)=
' ] =((a=c)Aan(db=>))V({(a=>c)A(b=c)Ab).
": Por el lema 4.1.4
((a=c)Aan(®d=2>))V((a=c)A (b= ) AL)
i <len(d®=¢)V ((a= c)Ac).
‘Finalmente, por la desigualdad 1
(eAn(®d=2>))vV{(a=>c)Ac)=c.
Por lo tanto
((@a=)Ad=2>c))A(avd) <c

que es equivalente por adjuncién a la desigualdad 4.
Para probar la quinta desigualdad, tenemos por el lema 4.1.3

(@ =>b)A(a = —b) =a=>(bA—b).
Por el lema 4.1.7 y la definicién de -, se tiene
a=>(bA-b)=a=>0=a.
En particular . -
(a = b) A(a = —b) € .—a,

que es equivalente por adjuncién a la desigualdad 5.
Finalmente, como a => __ es un funtor, se tiene

a=a=>0<a=0">
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Lema 4.1.9. Sea H un dlgebra de Heyting. Para todo a, b, c € H se tiene
que

(a= ((b=c)=((aAnbd)=c).
Demostracion. La desigualdad

(@A) =) < (a= (b= c))
es equivalente por adjuncién a

"((anbd)=>c)Aanb<c

la cual es cierto por el lema 4.1.4.
Al aplicar dos veces dicho lema, se tiene

((a=>B=>NDAaAbS(b=>c)Ab<Lc
que es equivalente por adjuncién a

(a=>d=>c)<((and)=c).

Por fin, la definicién de “local”.

Definicién 4.1.10. Un local L es un reticula completa en la cual los su-
premos arbitrarios se distribuyen sobre los ir.fimos finitos, es decir

an (Y b.-) = Y(a/\ b;).

para todo a, b; € L. A esta igualdad la llameremos ley distributiva infinita.

El siguiente resultado es una gran herramienta ya que da la oportunidad de
aprovechar propiedades conocidas de las dlgebras de Heyting.

Proposicién 4.1.11. Para una reticula L, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. L es un local
2. L es un dlgebra de Heyting completa
Demo.;tracidn. Supongamos que L es un local y consideremos el funtor
_Ab:H— H, ar—aAld
para alguna b € L. Ahora definamos -

b= _:H—oH, c—» \/ d
deL,dAb<c
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¥y veamos que es adjunto derecho de _ A b.
Sean a y ¢ € H y supongamos que a A b < c.
Entonces, por definicién del funtor b = _,

aAb<c implica a < \/ d
deL,dAb<ce
implica a<b=c.

Ahora supongamos que a < b = c. Nuevamente por definicién del funtox
b= _ y por la ley distributiva infinita,

a< b=>c implica a < V d
deL,dnb<Lc .
implica aAb< V d)ap
deL,dAb<c
implica aAb< V (dAb)<c
deL,dAb<c
implica aArb<ec
Finalmente, supongamos que L es un élgeb-ra de Heyting completa, por lo

que resta probar la ley distributiva infinita. Sabemos que para todo elemento

b € L, el funtor __ A b tiene adjunto izquierdo, por lo cual, segun el lema 1.4.10,
preserva supremos arbitrarios, por lo tanto se cumple la ley distributiva. ]

Para mostrar que estamos trabajando en la direccién correcta, tenemos el
siguiente: :

Ejemplo 4.1.12. Consideremos la categoria A(X) definida anteriormente.
Entonces la unidn de abiertos es el supremo y la interseccién es el infimo.
Como la unidén arbitraria de abiertos es akierta, tenemos que A(X) es una
reticula completa.

De la misma manera, la condicicn

vn (U Ui) = U nu,

necesaria para que A(X) sea un local, es una igualdad de teoria de conjun-
tos. )
Dado un local, podemos construir nuevos locales.
Lema 4.1.13. Sea a € L un elemento de un local. Los segmentcs
Ta={be Lja<b}, la={beL|b<a}

son locales con el orden parcial inducido.
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Demostracién.. Ambos conjuntos estan parcialmente ordenados por el orden
que les induce L y son cerrados bajo infimos y supremos arbitrarios y claramente
satisfacen la ley distributiva infinita.

Enelcasode ta,ellesellde L yel ceroes a. Enel casode la,ellesa
y el cexo es el cexo de L. ||

A continuacién definiremos los morfismos entre locales y veremos cémo es
que preservan su estructura.

Definicién 4.1.14. Un morfismo f: L —+ M de un local L a un local M es
un par de funtores f.:L —+ M y f*:L — M que satisfacen:

1. f* 4 fa,
2. f* preserva infimos finitos.

Observacién 4.1.15. Las condiciones de la definicién de un morfismo de
lecales f se pueden reescribir de la siguiente manera:

1. f*(V;ia:) = V; f*(a3),
2. f*(and) = f*(a)A f*(b),
3 fr(1)=1,

para todo a;, a, b€ L.

La primera condicidén es equivalente, por el lema 1.4.10, a que el funtor .
f* tenga adjunto derecho. Las dos restantes son egquivalentes a que f*
preserve infimos finitos; es decir, infimos binarios (2) e tnfimos vacfos

(3).
Consideremos los ejemplos mas inmediatos.

Ejemplo 4.1.16.a. Si f: X — Y es una funcién continua bademos inducir
el funtor

ITHAY) = AX), Ve FYV).

E's fdcil ver que dicho funtor cumple con las condiciones de la observacidén
4.1.15. De hecho, el adjunto derecho de f~ es el funtor

FoAX) = AY), U~ | w,
—r(w)cu
con lo que tenemos un morfismo de locales f: A(X) = A(Y).
Ejemplo 4.1.16.b. Sean L ﬁn local y un elemento a € L, el funtor
*:L— la, b—rbAa

tiene adjunto derecho, dado por i,.(b) = a = b (proposicion §.1.11), y
obviamente preserva infimo finitos, lo que induce un morfismo de locales
i:la— L. )
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Ejemplo 4.1.16.c. Sean L un local y un elemento a € L, el funtor
F*:L—> Tae, br—bVa

obuviamente preserva suprernocs arbitrarios y el 1 de L.

Como L es un dlgebra de Heyting (proposicion 4.1.11), el lem=z 4.1.2
demuestra que j* preserva infimos binarios.

Por lo tanto, j* induce un morfismo de locales ;:ta — L cuya parte
adjunta derecha es simplemente la inclusidn

Je:ta— L, crrc
Sean b€ L yc€ta. EntoncesbVa<csiysolosib<cyaquea<ec.

Con esto concluimos que los locales y sus morfismos constituyen una cate-
goria que denotaremos por Loc.

En muchos casos se sigue muy de cerca la analogia qu- sugieren los espacios.
topolsdgicos. Tal es el caso de la siguiente definicién.

Definicién 4.1.17. Sea L un local.
Un monomorfismo M — L es un sublocal abierto de L st e: isomorfo al
monomorfismo i:la — L, para algunaa € L.

la-—2 M
™~
L

Un monomorfismo M — L es un sublocal cerrado de L st es tsomorfo
al monomorfismo j:ta — L, para alguna a € L.

D

Terminamos esta seccién con algunos resultados interssantes acerca de la
categorfa Loc.

Proposicién 4.1.18. La categoria Loc es cocompleta.

Demostracidon. El objeto inicial de Loc es el local que consta de un solo ele-
mento {*}. Dado cualquier local L existe una unica funcién L — {*} aue
obviamente preserva los supremos e infimos arbitrarios. Esto indica que hay un
tnico morfismo de locales {*} — L para cada L en Loc.

Sea (L;); una familia de locales. Definamos @; L: como el producto carte-
siano de la familia (L;); dotado con una estructura puntual, es decir .

(Ua)i A (k)i = (i Ak (Ui)i v (ki)i = (: V ki)
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Es claro entonces que €P; L; es un local. Consideremos las proyecciones de
conjuntos (p}: @, L: — L;);. Como la estructura de @, L; es puntual, tenemos

P; (V(lki)i) = p; (<V lki> )
k k i
=\ b
P
=/ P; ({ti)s)-
M

De la misma manera, las proyecciores (p}): preservan infimos finitos, asf que
inducen morfismos de locales (pj: Lj — @‘ Li)i.

Sean M un local y (g;: L; — M); morfismos de locales.
Definamos el morfismo
M~ P L, me (g(m).
i

Como cada morfismo ¢} preserva supremos arbitrarios tenemos

“(ym) = e (ym)),
- <\k/q:(mk)>i

= V(g (mx)):
k

=\ a"(mx).
k

De la misma manera se tiene que g* preserva fnfimos finitos, por lo que se
obtiene un morfismo de locales q: P; L; — M.
Como

P o g°(m) = pj({gi (m)):) = q5(m) (4-1)

tenemos que el diagrama
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conmuta. Por lo que el diagrama

es conmutativo en Loc. Ademas la ecuacidén (4.1) indica también que el mor-
fismo ¢ es inico ya que define la imagen de g* de manera tnica.

Por lo tanto @; L; es el coproducto de (L;); en Loec.

Por 1ltimo construyamos el coigualador de un par de flechas.

Sean f,g:L — M dos morfismos de locales.

Definamos N := {a € M | f*(a) = g*(a)}-

Sean a; € N para todo £ € I, como f* y g* preservan supremos arbitrarios

7 (Ver) =V r@
=\ g'(@)

= (V).

" entonces V; ai € N, por lo que N es una retfcula completa.
Ademés, como f* y g* preservan infimos finitos, si a y a’ € N, se ticne que

f*(ana') = f*(a) A f*(a")
= g*(a) A g*(a’)
=g*(a Aa').

También f*(1) = g*(1). La condicién restante para que N sea un local se
cumple ya que N C M y tanto los fnfimos como los supremos de N se calculan
como en M, por lo tanto N es un local.

Por lo tanto, la inclusidén i*: N — M preserva infimos finitos y supremos
arbitrarios. Esto induce un morfismo de locales i: M — N 7 por definicién de
N se tiene que f*o0i* =g* oi*, es decirio f=zio0g.

Sea h: M —+ K un morfismo de locales tal que ho f = ho g. Esto implica
que f*(h*(k)) = g*(h*(k)) para toda k € K, asi que Img(h*) C N. Como
h* preserva infimos finitos y supremos arbitrarios, se obtiene un morfismo de
locales h: N — K tal que el diagrama

L

4 i
M —N
n

TN

K




4.1. LOCALES 87

conmuta. Asi se factoriza de manera tunica a k a través de 2.
Por lo tanto Loc es cocompleta. - [ ]

Lema 4.1.19. Sean L un local y {uiticr una familia ajena de elementos de
L, es decir u; Auy =0 siiz i'. Entonces @y Lui =LV u:

Demostracién. Definamos un par de funciones

a?@ lu; — l\/ ui  {ai)ier > V"""

i€l i€l i€l

ﬂ:J,Vug—)@.Lu,- bl—)(bl\‘ui)ie]

i€l ier
¥ veamos que constituyen un isomorfismo.
Sea (aj)jer € Digr ui-

B o a((a;)jer) =B (\/ a,-) = ((\/ Gj) A Uidser

jel jer

= (\/ (a5 A wi)ier = (aidier-

jer
La dltima igualdad se da gracias a que la familia {u;}icr es ajena.
Sea b €1V s ui-

aofB(b) = a((bAusdier) = \/ (b Av;)

ier
=bA V u;i=2>%
ier
Por lo tanto @ie rluiy J,V‘-E 7 Yi son isomorfos. : . [ ]

Observacién 4.1.20. En el caso de una familia ajena {u;}icr, la estructura
de coproducto estd dada por los morfistsnos de locales definidos como

p;:,LVu; —lu;, vi>vAu;
iers
para toda j € I.
Proposicién 4.1.21. La categoria Loc tiene oojeto terminal.

Demostracién. El objeto terminal de Loc es el local {0, 1}..

Sea L un local. Para que f*:{0,1} — L induzca un morfismo de locales
f:L — {0,1} se debe cumplir que f*(0) = 0y f*(1) = 1, ya que f* debe
preservar supremos e infimos vacfos. Esto define de manera tnica a f* y ademas
es obvio que f* preserva todos los supremos e infimecs.

Por lo tanto {0, 1} es el objeto terminal de Loc. n
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El siguiente resultado se enuncia sin demostracién dada su complejidad.
Proposicién 4.1.22. La categoria Loc tiene productos fibrados.
Demostracién. Ver teorema 1.4.3 de [2]. n
Corolario 4.1.23. La categoria Loc es finitumnente completa.

Demostracidn. Se sigue de las proposiciones 4.1.21 y 4.1.22. [ ]

4.2 Morfismos abiertos

En esta seccidn nos ocuparemos de un tipo particular de morfismos d= locales

que guarda estrecha relacién con las funciones abiertas entre espacios topolégi-
cos.

Definicién 4.2.1. Un morfismo de locales f: M — L es abierto si f* tiene
adjunto izquierdoe fy y si la “4dentidad de Frobenius”

fila A f*(2)) = f(a) A=
se satisface para todaa € M y toda = € L.
Observacién 4.2.2. Para toda a € M y toda z € L siempre se tiene
fila A f2(z)) < fia)
filan £*(2)) < if*(z) < =,
por lo que la desigualdad
filan f*(=)) < fila) Az
stempre se cumple.

Ejemplo 4.2.83.a. Sea f: X — Y una funcidén continua. Veamnos que st f es
una funcidén abierta en el sentido topolégico, el correspondiente morfismo

de locales definido en 4.1.16.a es abierto en el sentido de la definicidn
4.2.1.

Sean U € A(X) y V € A(Y), obvitamente
fUYCV siysolosi UC (V)
entonces la imagen directa f: A(X) — A(Y) es adjunto izquierdo de la

imagen inversa f~1: A(Y) — A(X).
Finclmente, la identidad de Frobenius

W (V) =fU)nv

es un resultado de teoria de conjuntes.
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Ejemplo 4.2.3.b. Consideremos el morfismo de locales visto en el ejemplo
4.1.16.b y veamos que es un morfismo abierto de locales.

Definamos la parte imnagen directa de dicho morfismo de la siguiente
manera

fyitda— L, c—ec

Veamos que i) 11i*. Seac€la ybe L.,

#(c) <b
TTe<b def. de iy
“c<bAa cela
Te<it(b) def. dei*.

Resta probar la tgualdad de Frobenius. Seac&la y b€ L.
wWeAi*B) =cAi*(b) =cAbAa=cAb=ri(c)Ab.
Por lo tanto i:la — L es un morfismo abierto.

El siguiente es un criterio sobre morfismos abiertos que facilita muchas de
las demostraciones posteriores.

Lema 4.2.4. Sea f: M — L un morfismo de locales. Las siguientes condi-
ciones son eguivalentes:

1. f es un morfismo de locales abierto;
2. f* preserva tnfimos arbitarios y la identidad
. . Az =y)=f (=)= (¥
se cumple para todo z, y € L.
Demostracion. Supongamos que f es un morfismo de locales abierto.
Por defincién, f* tiene adjunto izquierdo lo cual es equivalente a que preserve

infimos arbitrarios.
En particular

F =y A f(z) = ((z = y) A ).
Por el lema 4.1.4 tenemos que
Fflz=v)Az) < ),
que es equivalente por adjuncién a

f(z=y) < (=) = f*(v).
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Por el lema 4.1.4 y la adjuncién f; 4 f* tenemos

A (@) = DA () < A W) < v.
Usando la desigualdad de los extremos tenemos

A (=) = fFONASF () <y

n(f (=)= fry)nrz<y Frobenius
A (@)= @) <z=y adjuncién
=)= ) £ f(=z=v) adjuncién.

Por lo tanto

Mz = y) = f(z) = f*(v)
Ahora supongamos que f cumple con la condicién 2.

Como f* preserva infimos arbitrarios, tiene adjunto izquierdo f;.
Tomemos elementos a € M y z € L. Primero demostremos que

Jula = f*(z)) = fi(a) = =. (4.2)

Como a < f*fi(a) y _ => f*(z) es un funtor contravariante (lema 4.1.5) se
tiene

fehi(a) = f2(z) < a = f*(x)
f*(fila)=>z)<a= f*(z) f* cumple la condicién 2
fi(a) = = < fula = (). frAf.
Por otro lado, sabemos por adjuncién que
(a = f*(z)) < (a = f*(=))
_@= @) A< £ (@)
a < (a= fr(z)) = f*(=).

Como f*f.(a = f*(z)) < (a = f*(z)) ¥ el funtor _ = f*(z)} es contrava-
riante (lema 4.1.5) y f* cumple con la condicién 2, se tiene

(@ = f*(2)) = f*(2) < f* fula = F*(2)) = f*(z)
@= @)= @< ff(am @) = 2)

entonces
‘ a < f*(fula= f*(2) = 2).
Asf que por adjunciones tenemos
a< f*(fole= f*(z)) = x)
f@<fe=f@)>e
flla)A fula= f7(z)) <=
fe(a = f*(=)) < fia) = =.
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Por lo tanto
fola = f*(x)) = fi(a) = =.

Por la observacion 4.2.2 sabemos que para probar la identidad de Frobenius
es suficiente probar la desigualdad

fi@) Az < filan £ ()
que es equivalente por adjuncién a
z £ fi(e) = fila A f7(=))-
Entonces

Si(a) = fila A F*(z)) = fu(a = f*fi(a A f*(2)))

2 fola = (a A f*(x))) fhd)=b Vb

= fu((a = a) A (a = f*(z))) lema 4.1.3, parte 3
= fo(1 A (@ = f*(x))

= fa(a = f*(z))

= fi(a) = = (4.2)

> . lema 4.1.8, parte 1

Lema 4.2.5. La composicion de dos morfismos abiertos es también abier-
ta.

Demostraciéon. La composicién de dos morfismos abiertos obviamente cumplira
con la condicién 2 del lema 4.2.4. [ ]

En el siguiente lema vemos que los morfismos abiertos son compatibles con
el coproducto de locales.

Lema 4.2.6. Sean f;: L; —» L morfismos abiertos para cada t € I, entonces
el morfismno inducido f: @ Li: — L es abisrto.

Demostracién. Los morfismos abiertos f; inducen un morﬁsmo Ff:®PL;: > L
tal que y*(I) = (£} (D)):.
Definamos fi: @ L; — L como

fHi({l:)i) = V (fi)(L:)-

Veamos que f; es adjunto izquierdo de f*.
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Hl{l)s) <1

Vi (i) (l) <1 def. de £
vi (fi)(l) <1
Vi L <) (F 2 F7
G < (FF ) estructura puntual
GLyx <@ def. de f*
Resta probar la identidad de Frobenius.
H({Ddin () = f!((l-)- A (FFAD) def. de f*
= fx( < A FE(DD)s) estructura puntual
= V(s A F7Q1) def. de f;
= Vi((.f:‘)|(li) Al) Frobenius
= (V; (fi))(:)) Al ley distributiva infinita
= fil{li):) A1 def. de fi
Por lo tanto f es un morfismo abierto. V =

4.3 Morfismos étale

En esta seccién nos ocuparemos del tipo de morfismo de locales que recoge el
espiritu de los homeomorfismos locales entre espacios topoldgicos.

Lema 4.3.1. Consideremos un morfismo de locales f: M — L 3 dos ele-
mentos a € M, x € L. Supongamos que el diagrama

J,a——L,L:c
|}
M_!»L'

donde t y 7 son como en el ejemplo 4.1.16.b, es conmutativo en Loc.
Entonces g*(y) = aAN f*(y) paray <z y gu(b) = fe(a = b)Az para b < a.
Demostracién. Seay < =, ’
W) =9"(yAz)=g"7"(v) =i"f (¥} =a A f(v)
Sea b < a,
fa(a = b) = futu(b) = jugu(b) = T = gu(b).

Por adjuncién
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fola=b) <z = g.(b)
Jo(a = D) Az < gu(b).
Por otro lado, g.(b) < = para toda b €la. Ademas

g°g.(b) < b
Fg.(b)Aa<b descripcién de g*
Frg.(by<a="d adjuncién
9+(b) < fu(a = b) . adjuncién.

Por lo tanto g.(b) = f.(a = b) Az
]

Definicién 4.3.2. Un morfismo de locales f: M — L es étale cuando exis-
ten familias (ai)icr C M y (zi)ies C L con las propiedades:

1. Vigra: =1

2. Parc todo i € I, f se restringe a un isomorfismo f;:la: — lz, entre
los sublocales abiertos grnerados por a; Yy ;.

Observaciéon 4.3.3. Por el lema 4.3.1 tenemos

fiilzs o dai, yr—aiAfr(y);

SJintlai = Lz, b fo(ai = ) A

Observacién 4.3.4. Como para todo t € 7 la restriccién f;:la; — lz; es
un isomorfismo, los morfismos f; vy fi. son mutuamente inversos.

El siguiente lema es un resultado completamente deseable, incluso esperado.

Lema 4.3.5. Todo morfisno étale de locales es abierto.

Dernostracion. Sea f: M — L un morfismo étale de locales, entonces existen
familias {a;)icr C M y (zi)icr C L tales que \/,.;a; = 1y el cuadrado

tai—Ls iay (a.3)
b

donde f; es un isomorfismo para toda z € J, conmuta para toda i € I.
Definamos fi{(m) = V,; fi.(m A a;) y veamos que fy 1 f*.
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Como el cuadrado (4.3) conmuta, el cuadrado correspondiente a las partes
adjuntas izquierdas también conmuta, por lo tanto
Ffdnz)y=f"QAa . (4.4)

paratodal € L.
Supongamos que fi(m) < !, entonces

fitm) <1 ,
Vi fis(mAaa) <1 definicién de f
Vi fi.(mAa) <1
Vi fi.(mAa)<IAzZ; fiu() <=z Vbela:
Vi mAa < fi(lAxi) observacion (4.3.4)
Vi mAa;< f*()Aa; (4.4)

Si esto 1ultimo ocurre, tenemos

Vier(m Aa:i) < Ve (F*(1) A ai)

m A (Vigrai) < A (Vierai) ley distributiva infinita
mAl< fr()A1l Vierai =1
m < F(0). -

Finalmente, supongamos que m < f*(l). Obviamente m A a; < f*(I) A a;
para toda i € I y con lo visto anteriormente eso equivale a fi(m) < L.

Por lo tanto fy < f*.

Resta probar la identidad de Frobenius.

Primero observemos que

fis(mAaa)nl= fi.(mAaIAlAz; fi.(®) £ x; VbEla;
= fiulmAa)) A fi fE(INAT;) observacién(4.3.4)
= fid(m Aai A fEIAAZ)) fi. preserva infimos
= fi.fm Aa: A f*(1)) {a.4).

Utilizando esta igualdad tenemos
Am)AL=\/ fi,(mAa;) Al
=V filmAai A f ()
= film A fr(1)).

Por lo tanto f es un morfismo abierto.
[

Corolario 4.3.6. Un morfismo f: M — L de locales es étale si y solo si
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1. f es abierto y

2. existe una familia {(a;)i C M tal que \/;a; = 1 y la restriccion del
morfismo fi:la; — |l fi(a;) es un isomorfismo de COPOS para toda
iel.

Demostracién. Si f: M — L es un morfismo étale entonces es un morfismo
abierto (lema 4.3.5).

Ademas existen familias (ai)ic; C M ¥ (zi)iesr < L tales que V;a; = 1
¥y las restricciones f;:la; = lz; de f son isomorfismos para toda ¢ € I. En
particular, dichas restricciones son morfismos abiertos de locales.

Como el cuadrado

la; L 1z

‘.lflp

M L

conmuta se tiene en particular fioa = £ o f;,.
Sea a €la;, como ay y £ son inclusiones (ejemplo 4.2.3.b),

Jir(a) = Bi(fi(a)) = fi(eu(a)) = fi(a),

asf que f;, es efectivamente la restriccién de fy. .
Supongamos que el morfismo f: A — L cumple la segunda condicién. En-

tonces existe una familia {a;); C M tal que V/;a; = 1 y la restriccién del

moxfismo fi:la; = | fi(a;) es un isomorfismo de COPOS para toda i € I.
{fi(ai))icr es una familia contenida en L tal que para toda i € I, el cuadrado

lai —2% | fias)
oy | 1‘5!
Y

M—L

B4
conmuta. En consecuencia el cuadrado correspondiente a los adjuntos derechos
de los morfismo fi, fi;, au y B
1:°
lai ——{ fi(a;)
- 1,3-
M——1L

también conmuta. Por lo que f se restringe a un isomorfismo para cada t € I.
Por lo tanto f es un morfismo étale. ||
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Ejemplo 4.3.7. Usando este ultimo corolario podemos ver que el morfismo
i:la — L visto en el ejemplo 4.1.16.b es étale.

En el ejemplo 4.2.8.b vimos que el dicho morfisnio es abierto.

La funcidn i,:la — li(a) es un isomorfismo ya que se trata de la
identidad y como el elemento a cubre-al local La, tenemos que 1 es étale.

Con la siguiente proposicién vemos cé6mo es posible cargar toda la estructura
de morfismo &tale en una sola funcién fi.

Proposicién 4.3.8. Sea fi: M — L una funcidon entre dos locales. Las
sigutentes condiciones son equivalentes:

1. fi es la parte imagen directa de un morfismo étale de locales;

2. (a) fi preserva supremos arbitrarios y

(b) existe una cubierta \/;crai = 1 de M tal gque para todo © € 1 las
restricciones fi: la; — 1 fi(ai) son isomorfismos de COPOS.

Demostracién. Supongamos que f; es la parte imagen directa de un morfis-
mo étale de locales. Como f; tiene adjunto derecho f*, fi preserva supremcs
arbitrarios. La segunda condicién se sigus del corolario 4.3.6.

Ahora supongamos Que se cumplen las condiciones (a) y (b). Como f; pre-
serva supremos arbitrarios, tiene adjunto derecho f*.

Veamos que f* preserva también supremos arbitrarios para que a su vez
tenga adjunto derecho f,. )

Seaz = Vg Tk € L. Como zx < Ve Tk entonces f*(zx) < f* (VkeK zx)
para toda k € K. Por lo que

V £f@)< s (\/ u) .

kEK kEK

Probar la otra desigualdad es equivalente a probar que para todaa € M,

a<f* (V zu) , implica a < \/ f*(zx).
kEK ' kEK
Probaremos primero la implicaciéh para a < a; para algunaz € I.
Consideremos el isomorfismo fi:la; — { fi{ai) dado por el inciso (b). Cada

elemento fi(a;i) A zx €l fi(a:) es de la forma fi(bix) = fi(ai) A z; para un dnico
elemento bix €la;.

Como fi:{ai — | fi(ai) es un isomorfismo, preserva supremos arbitrarios,
entonces

St (Veex bix) = Viexe filbix)
= Viex (fi(ai) A zx) def. de fi(bix) (4.5)
= fi{ai) A (Viex =) ley distributiva infinita.

Sea a < a; tal que a < f* (Ve Zx)-
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Se tiene .
a < f* (Viex =x)

(4.6)
fi(a) € Viex =% foAfe.

Entonces

Si(a) = fi(ai) A fi(a) a<a;
< fi(ai) A (Viex k) (4.6)
= filViex bix) (4.5).

Como f restringido a a; es un isomorfismo, a < Vkex bir.
Ademas, para cada k € K

fi(@i) A < Te
fi(bix) < zx def. de fi(bix)
Gie < f*(xx) A

Entonces a < Vg bic < Viex f* (k).
Ahora probemos el caso general. Sea a € M, tenemos

a=aAl .
=a A (Vies ) condicién (b) (4.7)
= Vier(a Aa:) ley distributiva infinita.

Supongamos que a < f*(V i Tx), entonces

a< f* (VkEK zx) implica Viel(a Aai) < f* (Vke}{ Tx) (4.7)
implica aAa; < f*(Vyexrzr) Viel
implica aAa, < Vyeex f*(zx) Viel ana; <a;
implica V(@A a;) < Ve £2(zx)
implica a < Vg f*(zx) 4.7).

Por lo tanto f* preserva supremos arbitrarios, asf que tiene adjunto derecho
fe. Ademas f* preserva fnfimos arbitrarios porque tiene adjunto izquierdo fi,
por lo que induce un morfismo de locales f: M — L.

Resta probar la identidad de Frobenius. Probaremos primero la desigualdad
para a < a; para alguna z € I.

Consideremos el isomorfismo fi: la; — 1 fi(a;) dado por el inciso (b). Te-
nemos que fi(a) Az < fi(a) £ fi(a;) por lo que existe una tnica b €la; tal que
£(B) = fi(a) Az.

Como fi:la; — | fi(a;) es un isomorfismo y f1(b) < fi(a) entonces b < a.

Ademass fi(b) < z que por adjuncién implica b < f*(z).

Entonces

b<an f(=z)
fi(d) < fila A f2(x)) filia; es un isomorfismo
T(a) Az L filan f(z)) def. de fi(b).




98 CAPITULO 4. LOCALES

Asi que por la observacién 4.2.2 la identidad de Frobenius queda demostrada.
Para el caso general, sea a € M.

Entonces
@y Az = filV;e(aAnai)) Az (4.7)

= (V.a filana; Az condicién (a)
= Vier(filaAa;) Ax) ley distributiva infinita
< Vier(fila Aai A £2(x))) aNna; <a;
= fi(Vier(a A ai A f*(2))) condicién (a)
= filVier(a Aai) A f5(2)) ley distributiva infinita
= f;(a. A f. (23)) (4.7),

lo que demuestra la identidad de Frobenius.
Por lo tanto f; es la parte imagen directa de un morfismo étale de locales.
. =

Proposicién 4.3.9. La composicién de dos morfismos étale de locales tam-
bién es étale.

Demostracion. Sean g: N — M y f: M — L morfismos étale, entonces tanto g
como f son morfismos abiertos (lema 4.3.5) y por 4.2.5 su composicién también
lo es.

Como g y f son étale, existen familias (a;)icy CT N y (m;):e.l C M tales
que \;a; = 1, V;, m; = 1 y tales que las restricciones gi:la; — la(a:) y
fizlm; — lf.(m,) son isomorfismos para todo 1 € I y para todo j € J.

El elemento gi(a;) Am; €l gi(ai) es la imagen bajo g1 de una tnica a,;; € aq,

es decir gi(a:) A m; = gi(a;;5); asf que las restricciones gi: la;; — lagi(aij),
fi:la(ai;) — § figi(ai;) siguen siendo isomorfismos.
Observemos
] (V,- aij) = V;{g:(ai;)) g1 preserva supremos arbitrarios

= V,(g:(a:) A m;) def. de a;;
= gi(a:;) AV;m; ley distributiva infinita
= gi(a;) A1 ij_,'=1
= gi(a:).

Como g, restringido a ! a; es un isomorfismo, entonces a; = VJ- aij.
Entonces

Yo=Y (yer) -y

Por lo tanto f o g es étale. n
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Proposicién 4.3.10. En la categoria de locales, si el tridngulo

A

es conmutativo y f, g son étale, h es étale.

N

(4.8)

Demostracién. Como f y g son morfismos étale, existen familias {(a;)icy C N
¥ (mj)jes C M tales que V,;a; = 1, \/;m; = 1y tales que las restricciones

Sfi:lai = Lfi(a:i) ¥y g1: L m; — Lagi(m;) son isomorfismos para todo 1 € I y para

todo j € J. ) .
Definamos a;;, = a; A h*(m;) ¥y mi; = g* fi(ai;) A mj.
Veamos que

Vijaii = V; (Vi(a: AR*(m;))) - def. de a;;
= V; ((V; a:) A h*(m;5)) ley distributiva infinita
=V (1 A h*(m;)) Viai =1
= Vj h*(m;)
= R* VJ. m; h* preserva supremos arbitrarios
= h*(1) V;m; =1
=1 h* preserva el 1.

Obsérvese que

a;; = a; A h*(m;) def. de a;;
S h* (‘n‘&j)
< h*g*g(m;) m; < g*gi(m;)
= f*qi(my;) (4.8) conmuta.

Esta desigualdad es equivalente por adjuncién a

Si(ais) < g(m,). (4.9)
Entonces '
a(mi;) = g1(9* fi(ais) A my) def. de my;
= fi(aij) A gi(m;) Frobenius (4.10)
= fi(ai;). (4.9)

Como a;; < a; y m;; < mj, la funcién

lay; L 1 filaij) =la(m;) <2~ Lmy;

es un isomorfismos de COPOS para cada i € I y paracada j € J.
Resta probar que dichos isomorfismos son restricciones de h.
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Consideremos el diagrama

Loy =L | fi(ay) =La(mi;) =<2 Lmy; (4.11)

N

Por el lema 4.3.1 basta probar que si m < m;;, el isomorfismo de! renglén
superior lo manda a hA*(m) A a:;. Pero por el mismo lema sabemos que su
imagen es f*g,(m) A ai;. Veamos que son iguales.

Observemos

frfa(m) A a;; = h* (m) A aij;

Si(f*g1(m) A a;;3) = i(h*(m) A aij) fi es un iso en la,;
ai(m) A fi(ai;) = fi(k*(m) A aij) Frobenius
gi(m) = fi(h*(m) A ai;) por (4.10), gi(m) €l fi(aij)

as{ que es suficiente demostrar la iltima igualdad.
Por el lema 4.3.1 aplicado al cuadrado de la derecha del diagrama (4.11)
tenemos

m = g gi(m) = g"g1(m) A my;. (4.12)
Ademas, por adjuncién y por definicién de a;; tenemos que
ai; < f*fiai;), ai; < h*(m;)
por lo que

ai; < f* filaij) A R*(m;)

= h*g* fi(aij) A h*(m;) (4.8) conmuta 4.13
= h*(g* filaij) A m;) h* preserva infimos binarios (4.13)
= h*(m;;) def. de m;;.
Finalmente
Si(h*(m) A aiz) = fi(h* (9" g1 (m) A mij) A aij) (4.12)
= fi(h*g*qi(m) A B* (i) A aij) h* preserva inf. binarios
= fi(h*g"gi(m) A ai;) . (413)
= fil(f*q1(m) A ai;) (4.8) conmuta
= gi(m) A fi(ai;) Frobenius
= gi(m) A gi1(mi;) (4.10)
= gi(m) gi(m) €lg(my;).
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Este resultado es analogo al lema 4.2.6, de hecho se apoya en €l para su
demostracion.

Lema 4.3.11, Sean f;:L; — L morfismcs étale para cada i € I, entonces
el morfismo inducido f: @ L; — L es un morfismo étale.

Demostracion. Por el lema 4.2.6, el morfismo f: @ Li — L es abierto.

Como cada f;:L; — L es étale, existen familias (a;;}; C L; tales que
Vjei; = 1 en L; y las restricciones (fi)jla.;: dai; — L1(fi)(ai;) son isomor-
fismos para todo j € J. = ‘

Sea l € L;, definamos al elemento I de €D L; como

i) = {o siis#id

I sii=1.
Tenemos que
VVa&=Vi=1
i i
donde 1; es el uno de cada L;, por lo que la familia (&35):,; cubre a @ Li.
Fijardo un elemento de dicha familia vemos que

185 =2lai; — L L) (ai) =L A(ET) ,

es decir, que f; se restringe a un isomorfismo.
Por lo tanto f es étale. [ |
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Capitulo 5 o

Gayvillas sobre locales

El presente capitulo tiene estrecha relacién con €l capitulo 2, de hecho persiguen
los mismos objetivos y tiene practicamente la misma estructura, aunque quiza
el balance entre resultados y ejemplos no sea el mismo.

5.1 Gavillas

Definicién 5.1.1. Una pregavilla sobre un local L es un fu.ntor F:L°P —
Con. Dados v < u € L, escribimos

F(u) — F(v), z > |y

para denotar la accién de F' en v < u.

El hecho de que F sea un funtor equivale a

1. Vvue L,Vz € F(u) zlu==

2. Vw<v<u€eL Ve F(u) zlw=(zh)w- .

Para cualquier pregavilla F: L°? — Con y cualquier cubierta v = \/;. u;
en L podemos construir el diagrama

F(u) ——[1; F(u:) 2 - l'I ; F(ui A uj) (5.1)
en Con donde para todo ¢ € F(u), e(z) = (zly,): ¥ para toda familia (z;); €
Il F(u),
P((z:):) = (Fil(uinu;)dis:

q({z:)i) = (®5l(uinus)iii-

io3
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Definicién 5.1.2. Sean F' una pregavilla sobre un local L y una cubicrta
u = V;; ui de elementos de L. Una familia (z:)iesr € []; F(u:) es compati-
ble st p((zi):) = q({=zi):)-

Definicién 5.1.8. Una pregavilla F' sobre un local L es separada cuando

para toda cubierta u = V,.; ui, el morfismo e del diagrama (5.1) es inyec-
tivo.

Definicion 5.1.4. Una pregavilla F sobre un local L es una gavilla cuando
para todo u € L y toda cubierta u = V;.,u: en L el diagrama (5.1) es un
tgualador.

Obsérvese que en este caso se puede aplicar el criterio del lema 1.3.9 para
igualadores de conjuntos.

Lema 5.1.5. Sea F una pregavilla sobre ur: local L. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. F es una gavilla.

2. F es una pregavilla separada y dado u = V,-EI u; en L, cada familia
compatible (zi)icsr € []; F(ui) puede ser amalgamada en un elemento
z € F(u) tal que e(z) = (z:)ies-

Demostracién. Si F es una gavilla, claramente cumple con la segunda cundi-
cién.

Por otro lado, supongamos que F cumple con la segunda condicién. Enton-
ces cada familia compatible {x;)icr € []; F'(4:) puede ser amalgamada en un
elemento z € F(u), como ademéis F' es separada, dicho elemento es unico. Por
lo tanto F' es una gavilla. : ]

Lema 5.1.6. Sea F una pregavilla sobre un local L.
1. Si F es separada, F(0) tiene a lo mds un elemento.
2. Si F es una gavilla, F(0) tiene ezactamentc un elemento.

Demostracién. La cubierta vacia de 0 € L es tal que la familia vacia es com-
patible. [ ]

Lema 5.1.7. Sea F una pregavilla sobre un local L. Siu=\;c;ui en L y
z € F(u), la familia (x|u;)ier € [1; F(ui) es compatible.

Demostracién. Sean %,7 € I, entonces
(zlui)lui/\ﬂj = z:lu;/\u; = (zluj)lui/\uj'
-

Lema 5.1.8. Sea F' una gavilla sobre un local L. Si u = ViEI u; es una
particién en L (es decir, para todo 3,5 € I con i # j, ui Au; = 0), entonces
F(u) = [igr Fu.).
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Demostracién. Por la definicién 5.1.4 sabemos que el morfismo e es inyectivo.

Como u; Au; = 0 parai # j, el lema 5.1.6 indica que cada familia (xi)ier €
Tlicr F(ui) es compatible, asi que por el criterio 1.3.9 existe un elemento = €
F(u) tal que e(z) = (Z;)ies-

Definicién 5.1.9. Una subgavilla de una gavilla F: L°? — Con, es un sub-
funtor de F que es en si mismo una gavilla.

Un criterio que caracteriza a las subgavillas se exhibe en la siguiente:

Lema 5.1.10. Sea F € Gav(L) una gavilla. Un subfuntor A C F es una
subgavilla si y solo si para todo elemento l € L, toda cubiertal = \/;. L y
para todo = € F(l) se tiene que = € A(l) si y solo si z)i; € A(l;) para loda
tel.

Demostracidon. Primero supongamos que A C F es una subgavilla.

Sean ! = V¢ l; un elemento de L con una cubierta y =z € F(1).

Ahora supongamos que x € A(l). Entonces z|;; € A(l;) para toda i € I
porque A es un funtor.

Por el ctro lado, sea = € F(I). Supongamos que z|;; € A(l;) paratodaie I.
Como A es en sf mismo una gavilla, el diagrama

AQR) —=— T, A(:) —*"_, TL; Al A L)

es un igualador. Por el lema 5.1.7, la familia (z|;;)ier € []; A(l;) es compatible,
asf que existe un 1inico elemento en A(l) que bajo la funciém e aos da (x|, )icr
¥y, como F es gavilla, dicho elemento es claramente z, por lo que = € A(l}.

En la otra direccién, supongamos que para todo elemento ! € L con una
cubierta ! = V,.; l; y para todo elemento = € F(l), se tiene que =z € A(l) siy
solo si x|, € A(l;) para todai € I.

Sean ! = Y, l; un elemeato de L con una cubierta. Veamos que el diagrama

AQ) —> T A() T2 Ty Al AL

es un igualador en Con con ayuda del criterio 1.3.9.

Sea (z;:)ier € []; A(L:) tal que p({xi):i) = g({=i)i). Como A es un subfuntor
de F' y F es una gavilla, existe un tnico elemento =z € FU tal que z}i; = z;
para toda ¢ € I. Entonces, z|;; € A(l;) para toda ¢t € I, asf que por hipétesis,
x € A(l). Por lo tanto A es una gavilla. =

Ejemplo 5.1.11.a. Sean L, M dos locales. Para cada u € L definimos
F(u) ={f:lu — M| f es un morfismo de locales}.

Siv<uy fe F(u), el morfismo de restriccion f +— fl. € F(v), donde fl,
se define como la composicion

fof*:M oy, mr ff(Mm)Aw,
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es tal que F' es una pregavilla.
Veamos que F es una pregavilla separada. Sean u = Ve ui en L v f,

g € F(u) tales que flu, = glu; para todai € I. Entonces, sim € M tenemos
que

frm) = frm)ru=f(m)A\ w

i€l
=V (m) Aw) =/ (flu.)"(m)
i€r iel
=V (glu:)*(m) = g"(m).

ier

Por lo tanto F es una pregavilla separada.

Veamos gque F es una gavilla. Seau =V, ;uienL y (fiier € [ier F(u:)
una familia compatidle.
Definamos

ff: M= lu, m Vj,-‘(m).
iers

Veamos que f* preserva supremos arbitrarios.

fs (VjeJ mJ‘) =Vier fi (VjeJ mj) def. de f*
= Vier Vies FT(m;) cada f} preserva sup. arbitrarios
= Vjers Vier 7 (m;)
= Vjej *(m;) def. de f*.

Veamos que f* preserva el 1. Como cada f preserva el 1,

FO=Vir=Vu=u

i€l i€l
Veamos que f* preserva infimos binarios.
Fr(mAm)= Vg ff(mAm’) def. de f* :
= Vier JF (M) A 7 (m') cada f! preserva inf. binarios,
Fr(m)A £ (m') = (Vier £ (m)) A (Vjep £5(m')) def. de f*
= Vijer(fi(m) A f7(m')) ley distributiva infinita.

Claramerte

V 1) A f1(m) <\ FfL(m) A 5 (m).

V€T g€l



5.1. GAVILLAS . 107

Para demostrar la otra desigualdad tenemos

Frm) A f5(ml)= Fi(m) A Fj(m') Auj Aug
= (fi‘u.‘/\u,').(m) N (.fjlu-'/\u,')‘(ml)
= (filuinu; ) (M) A (filuinu; ) (m') {fi)icr compatible
=fI(m)A fF(m') Auj Ay
< fF(m) A £ (mh).
Por lo tanto f* induce un morfismo de locales f que estd en F(u).

Finalmente vearmnos que e(f) = (fi)ier-
SeanmeMyjel.

(Flu; ) (m) = (Vg £1(m)) Au; def. de f*
= Vier(f$(m) A u;) ley distributivae infinita
= VeI (m) Aui A yj) frm) < u;
= Vier(filu;au;)*(m) i
= Vier(Filuau;)*(m) {fi)icr es compatible
= Vier(f7 (m) A ui A uj)
= Vier(ff (m) Aug) fi(m) < u;
= f3(m) A Vier i ley disributiva infinita
=fj(m)Au
= f;(m).

Ejemplo 5.1.11.b. Seap: M — L un morfisrno de locales. Para cadau € L
definimos
Gu)={f:lu— M|pof=1is},
donde i, es la inclusion del sublocal abierto |+ en L, es decir ig(l) = lAu.
Asit, la condicion po f =1, se reduce a f*p*(l) =lAu para cadal € L.
Veamos que G es cerrada en la gavilla F' bajo restricciones arbitrarias.
Sean feG(u) yle L, siv<u
(fl) D) =Ffp°MYAnv=lAunv=1Av
Como G es una subpregavilla de F', entonces G es ademds una preg&m'lla.
separada como se verd en la proposicidn 5.2.8.
Veamos que G es una gavilla. Sean u =\, ;u; en L y {fi € G(u:))ier
una familia compatible. Consideremos el morfistno de locales
P :M > lu, > Vf,-‘(m)
icl
definido en el ejemlo 5.1.11.a.
Si l € L, tenemos que

M=\ rerO=\Viru=1A\Ju=1Au.
i€l ierl icl
Por lo tantc, G es gavilla.
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Ejemplo 5.1.11.c. Sea L un local. Para cada u £ L definimos
Qu)={le L|l1<u}
Dado v < u en L, el correspondiente morfismo de restriccién se define
como .
Q(u) — Q(v), Il IAv.
Con esta definicidn, 2 es obviamente una pregavilla.

Veamos que Q es una pregavilla separada. Sean u = \/,;ui en L y
I,m < u tales que l Au; = m A u; para toda i € I, entonces

l=lAu=l/\Vu.-=Vl/\u.-

iel el
=Vm/\u,- =m/\\/u;=m/\u=m.
icr el

Finalmente, veamnos que 2 es una gavilla.
Sean u= V;c,u; en L y (Li)ier € [1;c; Q(u:i) una familia compatible.
Definamos l = \/;c, l;, claramente

I=Vl,~_<_\/u.-=u,

i€l i€z

por lo que l € Q(u).
Finalmente veamos que l se restringe adecuadamente. Sea j € 1.

Inu;= (Vg I:) Ay; def. del
= Vier(li A u5) ley distributiva infinita
= Vier(li A u;i A uy) 5 < ug

= ViEI l-‘lua/\u,- .
= Vier liluiny; (li)ier es compatible

= Viel(lj A Ui A uy)

= Vier(li A wi) I < uy
=1; AVecs ti ley distributiva infinita
=1l;Au

=0

Definicién 5.1.12. Sea L un local.
La categoria Con® consta de

Objetos: Pregavillas sobre L.
Morfismos: Transformactones naturales entre ellas.
De igual forma, la categoria Gav(L) consta de

Objetos: Gavillas sobre L.
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Morfismos: Transformaciones naturales entre ellas.

Explicitarnente, un morfismo a: F — G entre pregavillas o gavillas consiste
de una familia de funciones (a.,: F(u) = G(u))uecz tales que

Vu,v € L, Vae€ F(u) v < u= au(a)lv = avlaly).

El concepto de soporte es una herramienta que las categorias sobre espacios
topolégicon no han tenido que usar explicitamente en este trabajo.

Definicién 5.1.13. Sea F una pregavilla sabre un local L. El sopcrte de F
es e! elemento de L dado por

o(F) = \/{u € L | F(u) # 0}

Una pregavilla o gavilla F' sobre un local L no necesariamente tiene que ser
no vacia al nivel de su soporte o(F), como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1.14. Tomemos el conjunto X = {1,2,3} provisto con la topo-
logia dada por los subconjuntos {{1, 2}, {2, 3}, {2}, 0, X}.
Definimos la pregavilla F de la siguiente manera:

F(X)y=0 F{1,2})={1} F({2,3})={3} F;({2}) ={1,3}.

Las inclusiones candnicas serdn las imdgenes bajo F de las relaciones de

contencuﬁn en X. De esta manera F es una gavilla. Su soporte es X pero
F(X)=

5.2 El local de los subobjetos cerrados

Esta seccién se corresponde con la seccién 2.3, sustituyendo la nocién de gérmen
por la de subobjeto cerrado.

En esta seccidn nos ocuparemos de los subobjetos de pregavillas o gavillas,
por lo cual se busca definirlos explicitamente.

Lema 5.2.1. Sea L un local. La categoria de gavillas sobre L y la de prega-
villas separadas sobre L son cerradas bajo limites arbitrarios en la categoria
de pregavillas sobre L.

Demostracién. Sean J una categoria pequefia y C:J — Con’ un funtor.
Por el lema 1.3.13 sabemos que el limite del diagrama (C(I))rcy es el cono

(K, (pr: K — C(I))1e3)
donde la pregavilla A es tal que paracadau € L

K(u) = {(zr)res € [[CD)() | Vi: T = T € 3,(C(E))uler) = =1}
1€3
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K(w) =lm _ (C()w) (5.2)
ysiv<ula restric.cibn estad dada por
K(u) =+ K(v), (z1)res+ (zrlv)1ea- (5.3)

Supongamos que C(I) es una pregavilla separada para cada I € J. Veamos
que K es también una pregavilla separada.

Sean u = \/, ¢y ux una cubiertaen L y {(zs)1e3, (¥r)1c3 elementos de K (u)
tales que e({zr)rc3) = e({yr)1ca). Entonces

e({z1)1e3) = e({yr)1e3)
Uz resludkex = {Urdresludrex def. de e
{zrludreadreer = ({yrluddresdrex (5.3)
{zrludrex)res = (urludxex)ies
VIed (ziludxex = (yrludrex
Vied e(zs)=-e(yr) def. de e
VvielJ zr=uys C(I) es separada VI € J
(1)1e3 = (vr)res
Por 1o tanto K es una pregavilla separada.

Supongamos ahora que cada C(I) es una gavilla para todo I € J. Sea
% = Ve x s una cubierta en L, debemos probar que el diagrama

K(u) —-‘—-»I_Ix(uk) L*Hx(ug Aug)
k 7 ki

es un igualador en Con.
Entonces, como limites conmutan con limites,

K(u) e ) 2 T K(ux A w)
x =

q kl

. . e . P . - ’
g, (D) £ [Tlm,  (CW) g [Tl (@D A

m, (CDE) = tim (I:[ cu )(uk)) __,":" lim (13 CUI) (ur Aw ))

+—IeJ

N

im (C(u)_‘__,HC(uk)-—P—-»HC(ukAuz)).
3 k alio¥]

—JIec q

Como el limite de una familia de igualadores es un igualador, K es una
gavilla. [
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Corolario 5.2.2. Sea L un local. Un morfismo a: G = F de gavillas (pre-
gavillas separadas) sobre L es un monomorfismo si y solo si para toda
u € L, a, es una funcidén inyectiva.

Demostracién. Sea a: G = F' un monomofismo de gavillas (pregavillas sepa-
radas), esto equivale a que

G (5.4)
10 | ﬂa
G=—=F

sea un producto fibrado en la categorfa de gavillas (pregavillas separadas).
Por el lema 5.2.1, esto solo ocurre si el diagrama (5.4) es un producto fibrado
en la categoria Con”.
Por el lema 1.3.13, esto es equivalente a que para toda u € L el diagrama

1G(w)

G(u) =2 G(u)
1a(w) ay

G(u) —4— F(u)

sea un producto fibrado en Con. Lo cual equivale a que a, : G(u) = F(u) sea
una funcién inyectiva para todo u € L.

En vista del corolario anterior, podemos considerar que los subobjetos G de
F' en la categorfa de gavillas o de pregavillas cerradas son aquellos que para
toda u € L, G(u) C F(u).

Esto nos pone en el camino de suponer que los subobjetos de una gavilla o
pregavilla separada coinciden con las subgavillas o las subpregavillas separadas,
respectivamente.

Proposicion 5.2.3. Sea L un local. Cada subpregavilla de una pregavilla
separada sobre L es también separada.

Demostracién. Sean F' una pregavilla separada sobre L y G una subpregavilla
de F. Sean u = V4, ¥ &,y € G(u) tales que e(z) = e(y). Como F es
separada y G(u) C F(u) para toda u € L entonces = = y. [ ]

Definicién 5.2.4. Sea F una pregavilla sobre un local . Una subpregavilla
G C F es cerrada cuando para cada cubterta u = Viel u; en L y todo
elemento = € F(u), st z|., € G{u;) para toda i € I entonces = € G(u).

Proposicién 5.2.5. Sea F una pregavilla sobre un local L. Las subprega-
villas cerradas de F, ordenadas por inclusién, constituyen un local.
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Demostracién. La intersecciéon de subpregavillas cerradas es claramente una
subpregavilla cerrada, en tanto que su estructura es puntual. Entonces las
subpregavillas cerradas constituyen una reticula completa.

Dadas dos subpregavillas B, C C F construiremos una subpregavilla cerrada
(B = C) para exhibir la estructura de algebra de Heyting de la reticula de
subpregavillas cerradas. (Ver lema 4.1.11.)

Sea u € L, definimos

(B=C)(u)={x€ F(u) | Vv < u, |, € B(v) implica |, € C(v)}.

Obviamente si z € (B= C)(u) y w < u entonces z|,, € (B= C)(w), por lo
que (B=>C) es una subpregavilla de F'.

Para probar que es cerrada, consideremos u = \/ ;i ¥ £ € F(u) tal que
Tlu; € (B=>C)(u;) para toda t € I.

Sea v < u, tenemos que

-u=v/\u=‘u/\Vu,~=V-u/\u.-.
iel ier

Entonces, como zl,; € (B=>C)(u;) paratodai € I,

zl, € B(v) implicaVi € I x|uau; € B(v A u;)
implicaVi € I (z}u)lvaus € B(v A u;)
implicaVi € I  (zlu;)lvau; € C(v A w3)
implicaVi € I z|vau; € C(v A ui)
implicaVie I =z|, € C(v).
Entonces =z € (B = C)(u) debido a la definicién de (B = C) y a que C cs
cerrado. Por lo tanto (B =>C) es cerrado.
Sea A una subpregavilla cerrada de F. Si ANB C C, paratodav<uenlL
y = € A(u) se tiene que
z|, € B(v) implica x|, € .4(v) N B(v)
implica z|, € C(v),
entonces z € (B=>C)(u), asf que A C (B=C).
Inversamente, supongamosqQue A C (B=>C)yseanu € Lyz € A(u)nB(u.),
entonces
z € A(u) N B(u) implicaz € (B=C)(u) y = € B(u)
implica z € C(u).

Porloque ANBCC. : [

A este local lo denotaremos por CI(F)
Busquemos la manera de relacionar estos nuevos locales CI(#') a partir de
morfismos entre los locales subyacentes.
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Lema 5.2.6. En la categoria de pregavillas sobre un local L, el producto
fibrado de un subobjeto cerrado a lo largo de un morfismo arbitrario es
también un subobjeto cerrado.

Demostracidon. Sea

k
——

P C
hl lg
A B

_—
I 4

un producto fibrado en Con’ donde C es un subobjeto cerrado de B.

Entonces, para todo u € L, P(u) = {z € A(u) | fu(x) € C(u)}-
Sean u = V;<ui en L y a € A(u) tales que a|u; € P(u;) para todo i € I.
Para cada iz € I, como aly; € P(u:) y f es natural, tenemos

Su(a)lu; = fu;(alu,) € C(u),

entonces f,.(a) € C(u) porque C es cerrado, entonces a € P(u).
Por lo tanto P es cerrado. _ [ |

Para continuar, introduciremos el concepto de “cerradura de un subobjeto”.

Lema 5.2.7. Sean F una pregavilla sobre un local L y S € F un subobjeto
de F'. La pregauilla S definida como

"B ={zeFu)|Fu=\/uecL Viel zl|, €S}
i€l

para cada u € L, es el subobjeto cerrado de F' mds pequesio tal que SC S.

Demostracion. Claramente S es una pregavilla.

Veamos que S(u) C S(u) para toda u € L. Seanu € L y = € S(u).
Entonces ¢ € F'(u) y la cubierta trivial ©u = u es tal que |, = z € S(u),
entonces z € S(u). Por lo tanto S C 5.

Supongamos que G es un subobjeto cerrado tal que S C G. Veamos que
S(u) C G(u) para toda u € L.

Sean u € L y = € S(u). Entonces existe una cubierta u = V/;; u; tal que
Z|u; € S(ui) € G(u:) para toda i € I, entonces z € G(u) porque G es cerrado.
Por lo tanto S5 C G.

Finalmente, veamos que S es un subobjeto cerrado de F.

Sean v = Vc;v; ¥y © € F(v) tales que z|,; € S(v;) para toda j € J.
Entonces existen cubiertas v; = V;, ¢ 1; Wi; tales que zlu. € S(u;;) para toda

j€J. Comov =V,.,v; =V;e, V‘I;E’j u;,, entonces € S(v). Por lo tanto S
es un subobjeto cerrado. [ ]

La subpregavilla S es llamada la cerradura de S en F.




114 CAPITULO 5. GAVILLAS SOBRE LOCALES

Lema 5.2.8. Sea F una pregavilla sobre un local L. La—operacio‘n de ce-
rradura de los subobjetos de F, definida en el lema 5.2.7, satisface las
sigutientes propiedades:

1. SC 5.
2.8ScT=5CT.
3. 5= S.
4. 35nT=8nT.
5. f~YS) =f71(5).
Demostracidon. La propiedad 1 se probd en el lema 5.2.7.

La propiedad 2 se desprende de la definicién de cerradura. Sea u € L y
= € S(u), entonces existe una cubierta u = V¢, u; tal que zju, € S(u;) C T'(w:),
entonces z € T (u). _

Para probar la propidad 3 basta observar que S es el _subobjeto cerrado mas
pequeiio que contiene al subobjeto cerrado S, entonces S = S.

Probemos la propiedad 4. Como la interseccién de subobjetos cerrados es
nuevamente un cerrado (lema 5.2.5), SN T es cerrado y como la propiedad 1
indica que SN T € 'S NT entonces, por la propiedad 3, SNT C SNT.

Para la otra contencién tomemos u € L y z € S(u) N T(u).

Por definicién existen cubiertas u = V., i, ¥ = V¢, v; tales que z|y; €

S{u;) para todai € I y zls; € T(vy) para toda j € J.
Pero

—unu= \/ui) A (\/ v_,~> VAV
ier jeJt ieljeJ

Ademas T|y,Av; € S(Ui Av;) ¥ Tlu.av; € T'(u; A vj5), entonces, por la definicién
de cerradura, z € SN T (u).

Finalmente, por el lema 5.2.6, sabemos que f~1(5) es un subobjeto cerrado
¥ como f~1(S) C £-1(5), entonces F-1(3) C f~1(5).

Para probar la inclusién restante, consideremos u € L'y z € f 1(S)(u),
entonces fu(z) € S(u), asf que, por definicién de subobjeto cerrado, existe una
cubierta u = V,;c; u; tal que

Ju(@)u; = fuilzlu,) € S(ui).

Esto implica que x|, € f5;1(S)(u;) = f"(s)(u,) Entonces y nuevamente por
definicién de subobjeto cerrado, = € f-1(5)(u). a

Definicién 5.2.9. Sean L un local, F una pregavilla sobre I y dos elemen-
tosu € L y a € F(u), para todo v € L, la funcién

(@) = {{a|.,} siv<u

sivfu
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obviamente define una subpregavilla (a) de F.

Lema 5.2.10. Sean L un local, F una pregavilla sobre L, u € L y a € F(u).
Si F es separada, la subpregavilla (a) es cerrada en F.

Demostracion. Consideremos una cubierta v = V,-elivi en L y el elemento
b € F(v) tales que b, € (a)(v:) para toda i € I, entonces by, = al,;, y ¥: < u
para toda ¢t € 7. Esto implica que » < u y como F' es separada que b = al,. B

Finalmente podemos definir un meorfismo entre los locales de subobjetos
cerrados. Ademas dicho morfismo resultara étale.

Proposicién 5.2.11. Sea f:G — F un morfismo de pregavillas sobre un
local L. Hacer el producto fibrado 2 lo largo de f es la parte adjunta
tzquierda de un morfismo étale

@:CI{G) = CI{F)
entre los locales de subobjetos cerrados definidos en la proposicion 5.2.5.

Demostracion. Sea S € CI(G), definimos

©1(8) = \/{{Ffu(=)] | v € L,z € S(u)}

donde el supremo es calculado en el local C1(F). Obviamente ¢; es un funtor.
Considerando la propiedad 5 del lema 5.2.8 tenemos otro funtor definido de
la siguiente manera, si T € C1(F’) entonces

e (T) = F7H(T).

Veremos que ¢; satisface las condiciones del lema 4.3.8 para que asf ¢ sea
un morfismo de lccales étale.

Para ver que ¢; preserva supremos arbitrarios veamos que ¢: es adjunto
izquierdo de *. Sean S € C{G) y T € CI(F).

p(s)cr
VusL VzeSu) {Ju@)CT def. de ¢
-VueL VzeSu) fulz)e T(u)
VYuelL VzxeS(u) ze f7Y (T(u))
5C f~YT) = ¢*(T) .

Por lo tanto ¢ - ™.
Consideremos ahora el siguiente supremo en CI(G)

V{(@) | u € L,z € G(u)}.
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Este es un subobjeto cerrado de G que contiene a todos los elementos de G,
asf que es G mismo. Ahora basta probar que

0 1) — Lo (@)

es un isomorfismo para cada posible z.
Sean u € L y ¢ € G(u). Observemos que para cada v € L arbitrario se tiene

@) #0 v <u.

Claramente si v < u, z|y € -(_:3(11), al considerar la cubierta trivial v = v.

Supongamos que ¥ € (:c)(v) Entonces existe una cubierta v = V/,., v; tal
que yl.; € (z)(v;) para toda ¢ € I, es decir y|,; = z|,; paratoda i € I. Entonces
vi <uparatodazel, porlota.ntov<u

Probemos ahora que dados 4 € L' 'y = € G(u), €l morfismo
lu—1{E), ve &=L

es un isomorfismo entre conjuntos parciaimente ordenados.
Veamos que ademé&s refleja el orden para probar que es inyectivo. Sean
v,w €lu y supongamos que {z|w) € {(z|,). Entonces -

zlw € (Tlw)(w) C (zlu)(w)
¥y por la observacién previa, esto implica que w < v.

Veamos que es suprayectivo. Sea S C G un subobjeto cerrado tal que
S C (z). Definamos

v = V{U" <u I x‘v.- € S(‘U.’)}-

Como S es cerrado, x|, € S(v), probando que SN {z) = (z]y).
Aplicando la propiedad 4 del lema 5.2.8 se tiene que

S=85nE)=5n{) =5n & = (&),

lo que demuestra la suprayectividad.

De manera anéloga se demuestra que dadosu € L y z € G(u), como f.(zx) €
F(u), el morfismo

lu =1 (fu(2)), v (fu(z)l)

es un isomorfismo entre conjuntos parcialmente ordenados.
Calculemos ahora ¢({x)) parau € L y = € G(u).
Por definicién

a@= V (hley,

vEL,ae(z)(v)
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en particular

(ful2)) < V Gy

vEL,ae{x)(v)

Sean v € L, a € (z){v). Como a € {z)(v), existe una cubierta v = Vier vi
tal que aly; = Z|v;.
Entonces

fo(@)v = fui(ale,) = foi(@lw) = ful@)vi-

Como fu(Z)lv: € (fu(z))(v:) para toda i € I, entonces fy,(a) € (fu(z))(v).
Asi que .

fo(a) € (fu(z))(v) & (fu(a)) < (fulz))
& (fu(a)) < (fu(x))-
Entonces

V @) <FE@).

”Elhae(?)-(")
Por lo tanto
wi({z)) = (Ful=))-

Resumiendo, tenemos que el cuadrado

lu —— L {fu(=z)) v/ (fu(®@)l)
J T P A
Lz} — La((z)), @lo) — (fu(z|v))

conmuta y como tres de los morfismos son isomorfismos, el cuarto es también
un isomorfismo. [

Recuperemos al local L en términos de subobjetos cerrados.

Lema 5.2.12. Sea L un local., L es isomorfo al loccal de los subobj'etos
cerrados de la pregavilla terminal sobre L.

Demostracién. Por el lema 5.2.1; la pregavilla terminal 1 esta dada por
1(u) = {*}, VYuclL.

Esta pregavilla es separada ya que al ser 1(u) =l objeto terminal, el morfismo e
del correspondiente diagrama (5.1) es un inonomorfismo.
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En consecuencia, el morfismo
L - Cl1(1), uw— (*x€1(u))

esta bien definido (lema 5.2.10) y es obviamente inyectivo.

Para ver que es supreyectivo tomemos S C 1 un subobjeto cerrado y haga.mos
u = o(S).

La familia (* € S(v))s()0 es obviamente compatible y * € 1(u) es su

amalgama. Como S es un subobjeto cerrado, * € S(u) asi que S = (x € 1(u)).
u

Definicién 5.2.13. Sean F:L — Con una pregavilla y u un elemento de
L.

Definamos la pregavilla F|, como

_JF(w) si v<u
Fl“(u)—{ ") si vZ€u,

para cada v € L.
Lema 5.2.14. Si F es una gavilla, F|. es también una gavilla.

Demostracidn. Sea v = \/ i € Iv; una cubierta de elementos de L.
Veamos que el diagrama :

Fluw) == T Flu(o) 22 Tl Flu(vs 4 07) (5.5)

es un igualador utilizando el criterio del lema 1.3.9.

Sea (zi)ier € [1; Flu(vi) tal que p((zi):) = q((:):).

Entonces, como Fl.(vi) # @ para toda i € I, v; < u para toda 7 € I.
Entonces v < u, por lo que Fly(v) = F(v). Como F es una gavilla, existe un
elemento z € F(v) tal que e(z) = (zi)ics-

Por lo tanto (5.5) es un igualador. Por lo tanto F'|, es una gavilla. ]

Lema 5.2.15. Sean F' una pregavilla sobre un local L y f: F — 1 el tdnico

morfisno a la pregavilla terminal. La parte imagen directa del morfismo
étale de locales '

@:ClI(F) - Cl1) = L

inducido por f (proposicién 5.2.11) manda un subobjeto cerrado SC F a
su soporte o(S). La parte imagen inversa manda a cada elemento u € L a
u-

Demostracion. Por el lema 5.2.12 tenemos que para cada w € L, u se corres-
ponde con el subobjeto cerrado (* € 1{(«)) = 1].. Aplicando la parte imagen
inversa definida en la proposicién 5.2.11 tenemos

P (u) = f (1u) = Flu.
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Para finalizar, es suficiente probar que o es adjunto izquierdo de ¢*, para
as{ demostrar que es igual a ¢;.
Sean S € CI(F) y u € L. Supongamos que S C F|,, entonces

o(S5) < o(Flu) = u.

Ahora supongamos que ¢(S) < u. Sea a € S(v) para alguna v € L, entonces
v < o(S) < u asf que a € Flu(v), por lo tanto S C Flu. a

Este altimo resultado nos indica que para cada F' € Con”, ¢(F) € Et/L.

5.3 Et/L ~ Gav(L)

En esta seccién tinicamente se estableceran las ideas generales de la equivalencia
que nos ocupa.
En el diagrama

Gav(L) —— Con* ' (5.6)

| Jer

Loc/L -5 Et/L

los funtores quedan definidos como sigue:
1. 7 es la inclusién canénica;
2. Cl es tal que a la pregavilla F' le asocia el morfismo etalé
@:CI(F)— L
construido en el lema 5.2.15;
3. 7 es también una inclusién candnica;
4. T le asocia a cada morfismo de locales p: M — L la gavilla de secciones
G(u) = {f:iu— M|pof =i},
construida en el ejemplo 5.1.11.b.

Debido a su gran relevancia y porque muestran la gran similiud que hay entre
esta seccidn y el trabajo correspondiente a gavillas sobre espacios topolégico,
se enuncian los siguientes resultados. Sin embargo, dada su complejidad, no se
incluye sus demostraciones.

Lema 5.3.1. Con la notacién previa, existe una transformacién natural
@ lgognt => 300 joCl

con la propiedad de que ctp es un isomorfismo si y solo si F' es una gavilla.
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Demostracién. Ver lema 2.6.2 de [2]. =

Proposicién 5.3.2. Gav(L) es una subcategoria refleziva en Con’; la re-
flexidn es el funtor T o j o Cl. En particular, Gav(L) es cocompleta.

Demostracién. Ver teorema 2.6.3 de [2]. -

Lema 5.3.3. Con la notacidn previa, existe una transformacion natural
PB:7oCloi = lpoc/L

con la propiedad de que By es un tsomorfismo si y solo si p es étale.

Demostracién. Ver lema 2.6.4 de [2]. . -

Proposicién 5.3.4. Et/L es una subcategoria correflezriva en Loc/L; la
correflexién es el funtor CloioI'.

Demostracién. Ver teorema 2.6.5 de [2]. m

Teorema 5.3.5. La categoria Gav(L) es equivalente a la categoria Et/L;
la equivalencia estd dada por los funtores Cloi y "o j.

Demostracion. Ver teorema 2.6.6 de [2]. L |
Teorema 5.3.6. El funtor de gavilla asvciada

I'c o Cl:Con” -+ Gav(L)
es exacto izquierdo.

Demostracién. Ver teorema 2.6.9 de [2]. -

5.4 Cambio de base

Esta seccién se corresponde con la seccidn 2.5, pero en este caso si se seguirz el
camino que sclo se sugiere al final de aquella seccién.

Definicién 5.4.1. Sean A, B categorias con limites finitos. Un morfismo
geomeétrico w: A — B es un par de funtores

tales gque
1. ¢* es adjunto izquierdo de p. vy

2. p* preserva limites finitos.
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Lema 5.4.2. Cada morfismo de locales f:L — M induce un morfismo
geomét—ico p: Gav(L) — Gav(M).

Demostracién. Sea f: L — M un morfismo de locales.
Como f* preserva supremos arbitrarios, componer con f* nos da un funtor

¥.:Gav(L) » Gav(M), Fw~ Fo f*.

Sea m = \/;c; mi € M, consideremos el diagrama

Fo f*(m) —=—T]; Fo f*(ms) "i—“’ Il Fofr(mi Amj). (5.7)

Como

fr(m) =f° (V r_n.-) =\ f(m)er,
il ier
y F es una gavilla sobre L el diagrama (5.7) es un igualador en Con. Asf que
F o f* es una gavilla sobre M.

Para probar la existenciz del adjunto izquierdo ¢* de ¢, consideremos el
diagrama

®
Con?* T ConM (5-8)

SN,

Gav(L) —— Gav(M)

donde 1, 7 son las inclusiones candénicas; a, b son los funtores de gavilla asociada
definidos ccmo en el teorema 5.3.6; ., ¢4 son composiciones con f* y ¢~ es
la extensién de Kan a lo largo de f* construida como en el lema 1.5.2, que es
ademés adjunto izquierdo de ¢4 (lema 1.5.3).

Definamos el funtor ¢* como ¢* := a o ¢~ o j. Veamos que es adjunto
izquierdo de ¢..

Sean F € Gav(L) y G € Gav(M).

Gav(L)(¢*(G), F) = Gav(L)(a o ¢ o j(G), F) def. de ©*
= Con’(p~ 0 3(G),i(F)) a-i
= Con™ (j(@), p4+ o i(F)) e ey _
= ConM™(5(G), j o p.(F)) (5.8) es conmutativo
= Gav(M)(G, p.(F)) 7 es inclusién canénica.

Para probar que ¢* es exacto izquierdo basta probar que ¢~ es exacto iz-

quierdo ya que a es exacto izquierdo por el lema 5.3.6 y j prescrva todos los
limites por el lema 5.2.1.
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Sean P € Con™ y u € L, por el lema 1.5.2, tenemos que

@~ (P)(u) = lim P(m)

—*fe(m)2u
conm € M.
Como f* preserva infimos finitos, si f*(m) > uy f*(m') > u,
FUmY A S m!) = fr(mAm) 2 u,

por lo que el colimite es filtrante. Entonces se satisfacen las condiciones dcl
lema 1.3.21.
Entonces, dados un limite finito P = l.\‘;x_:\P, en Con™ yuelL,
£ 7

P (P)(u) = ¢~ (hmP,) (u) def. de P
—i
= h—E,- my>u h‘Ln‘P,(m) def. de ¢~
=lm Z P;(m) lema 1.3.21
=i\ (m)zu _
= h'Ei (¢~ Pi(u)) def. de p—.
Por lo tanto ¢~ es exacto izquierdo. [ ]

El siguiente resultado, que se enuncia sin demostracién, muestra la gran
analogia que guarda esta seccién con el trabajo hecho sobre espacios topolégicos.

Proposicién 5.4.3. Sear f:L — M un morfismo de locales y el correspon-
diente morfismo geométrico p:Gav(L) — Gav(M) construido en 5.4.2.
Viendo ¢ como un morfismo geoméirico p: Et/L — Et/M gracias a la
equivalencia vista en 5.3.5, la parte adjunta izquierda ¢* se corresponde
con hacer el producto fibrado a lo largo de f en Loc.

Demostracién. Ver proposicién 2.12.5 de [2]. ‘ |




Capitulo 6

Morfismos ultrafinitos sobre
locales

En este capitulo se mostrara una caracterizacién de los morfismos ultrafinitos
de locales.

6.1 Objeto inicial
Definicion 6.1.1. Se dice que f: L - M es denso si para todom € M,
m # 0 implica f*(m) % O.

Proposicién 6.1.2. Sea f: L - M un morfismo de locales.
(_of*):Gav(L) -+ Gav(M) preserva objeto inicial si y solo si f es
denso. .

Demostracién. Supongamos que (_ o f*) preserva objeto inicial, entonces si 0
es el objeto inicial de Gav(L), (0o f*) es el objeto inicial de Gav{(M).
Sea m € M, entonces

m # 06 (00 f*)(m) =0 & O(f*(m)) = 8 & £*(m) £ 0.
Supongamos ahora que el morfismo f es denso. Si 0 es el objeto inicial de
Gav(L), veamos que (0 o f*) es el objeto inicial de Gav(M).
Sea m € M, entonces

m# 0= f*(m) #£0=0(f*(m)) =0= (00 f*)(m)=0.

6.2 Epimorfismos

Para la presente seccidén necesitamos una caracterizacién de los epimorfismos en
las categorias de gavillas, que serd dad- por el siguiente:

123
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Lema 6.2.1. Un morfismo ¢: F => G de gavillas sobre L es un epimorfismo
si y solo si para todo l € L y para todo y € G(1) eziste una cubiertal = \/; I;
en L tal que y|i; € Im(¢;) para toda .

Demostracién. Supongamos que ¢ es un epimorfismo en Gav(L).
Definamos A C G de la siguiente manera: para todo !l € L,

A ={yec)| 3\_/1.- =l tal que Vi,yji; € Im(é. )}

~
Sean ! <l € Ly y € A(l). Entonces existe una cubiertal = \/, l; en L tal
que yli; € Im(¢,) para toda 1.
Como

r=ral=An(\/)=\/AL)

¥, por naturalidad de ¢, y|i.; | = VA € Im(Pr Ar), tenemos que y|ir € A(Y').
Por lo tanto, A es una subpregavilla de G.
Usando el criterio dado por el lema 5.1.10, veamos que A es una subgavilla.
Sean m = V;; m; € L un elemento con una cubierta y ¢ € G(m).
Supongamos que x € A(m). Como A es una pregavilla se tiene trivialmente
que z|m; € A(my) paratodo j € J.
Supongamos ahora que z € G(m) es tal que xj,m; € A(m;) paratodo j € J.
Como z|m; € A(m;), para cada j € J existe una cubierta m; = V¢, kji
tal que z|x;, € Im(¢dx,;) para todo i € I;. Entonces, con la cubierta

m=\m;i=V\ ki

JjeJ JeJi€r;

se cumple que z € A(m).

Por lo tanto A es una subgavilla de G.

Como ¢: F = G es un epimorfismo en Gav (L), por el teorema 5.3.5, tenemos
que el morfismo Cl(¢): CI(F) — CI(G) € Et/L, definido en la proposicién
5.2.11, es un epimorfismo. En otras palabras, el morfismo Cl(¢)*: CiG) —
CI(F) es mono.

Como CI1(¢)* es la parte adjunta izquierda de un morfismo de locales, se
tiene que CI(¢)*(G) = ¢~ (G) =

Seal € L. Como
d,_TA) T

F—>G
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es un producto fibrado, se tiene que

1AW — Ar)

F) ——=GW)

también es un producto fibrado. Entonces

¢~ (A)) = {z € F() | (=) € AQ)}

y claramente ¢—1(A)(1) C F(1).

Sea x € F(1). Con la cubierta trivial = ! teremos que ¢;(z) € Im(¢:), por
lo que ¢(z) € A(l). Asi que = € ¢~ 2(A)(D).

Por lo tanto ¢~ 1(A) = F = ¢~ (G) y como C1*(¢) es mono, concluimos gque
A=G.

Supongamos ahora que para todo ! € L y para todo ¥ € G(I) existe una
cubierta l = \/;., L en L tal que yli; € Im(¢,) paratodai € I.

Sean o, 3: G = H morfismos de gavillas tales que xo¢p = S o ¢p.

Seale€ Ly y € G(I). Por hip6tesis existe una cubierta I = \/;, I en L tal
que y{;, € Im(¢;;) paratodaie I.

Entonces, para cada ¢t € I se tiene que

ay; (Vi) = B (yl)-

Por naturalidad de a y 8, lo anterior es equivalente a

a:(v)!:.- = Bi(y)i.-

Finalmente, como H es una gavilla y {a:(¥)i; = Bi(¥)|i;)ier es una familia
compatible, existe una unica amalgama de dicha familia. Asf que ay(y) = Fi(y)
para todo ! € L y todo y € G(I). :

Por lo tanto a = 8. : =

A continuacién enunciamos un caso particular del lema anterior, en los tér-
minos precisos en que nos sera tutil para la demostracién central de esta seccién.

Corolario 6.2.2. Sea h:p — p’ un morfismo de Et/L. T4:I'y 5 'y es un
epimorfismo si y solo st para todo 1l € L y para todo t € T'y/(l) eziste una
cubiertal = \/;l; en L tal que t|;;, € Im(Tx(li)); es decir, existe s; € Ip(li)
tal que el diagrama

4 — U

N — N

conmuta para toda %. .
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Proposicién 6.2.3. Sea f:L - M un morfismo de locales.

(_of*):Gav(L) —» Gav(M) preserva epimorfismos si y solo si para
todo m € M y toda cubierta f*(m) = V; Ui, eczisten cubiertas m = \/; m;j,
f*(m;) =V,;vij tales que Vi €I, v;; < L; y st # ¥, vy Avyy; =0.

Demostracion. Supongamos que (_ o f*) preserva epirnorfismos.
Sean ' € M y una cubierta f*(m) = V; l;.
Consideremos el morfismo p inducido por las inclusiones canénicas:

s ®D; i 1

~

L.

Como cada inclusién Ll; — L es étale, por el lema 4.3.11, cenemos que p también
es étale.

Analogamente construimos el morfismo s: @, ll; — 1 f*(m) inducido por
las inclusiones | I; — ] f*(m). Como cada ura de éstas es étale, por el lema
4.3.11, tenemos que s también es étale.

Veamos que el triangulo

D, 1k > Lf*(m)

DN

L,
donde g es la inclusién canénica, conmuta. Seal € L.

s*q* () =s*(I A f*(m))
= A F(m)) A L)
={AA(fr(m) A L))
=(l A li),'
=p*(1).

Veamos que s es un epimorﬁsmo. Sean z, y €} f*(m) tales que s*(z) = s*(y),
entonces

(e AlL)i = (yAlL); implica Vi zAl;=yAl; estructura puntual
implica V;(zAL)=V.(¥yAL)
implica zA(V; L) =y A(V, ) ley distributiva infinita
implica z A f*(m) =y A f*(m) def. de f~(mn)
implica z =1y z,y €. f*(m),

asi que s* es monomorfismo, entonces s es un epimorfismo.
Como (_ o f*) preserva epimorfismos y I' es una equivalencia, (I’s o f*) es
un epimorfismo.
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Por el criterio del corolario 6.2.2, ¥ ya que ls.(;m) € (I’g o f*)(m), existe una
cubierta m. = Y/ ; m; tal que lpe(yilm; € IM((’5 o f*)(m3;)), es decir, existe
tj € (T'pof*) tai que 5o t; = le-(m)lm;-

Definamos el elemento I; € @); 1L de la siguiente manera:

~ . I, sii=4
"'('l)={o‘ sii;éi'.

Fijemos una j € J y deﬁnamos vi; =t (l }. Veamos que la familia {v;;}
cubre a f3(m;).

Vv =V @) =1 (\_/E) =t3(1) = f*(m;).

Para ver que v;; < [; paratodai € I, observemos primero que, como t;, - t3,
entonces
;=13 () implica  v;; < £3(5)

implica ¢, ,(vi;) < ;.
Ahora bien, si a:} f*(m;) - L es la inclusién canénica, tenemos que

vi; = ay(viz) = pit;,(vi;) < p(l3) = V iyl = 1.
kel

Por tltimo, veamos que la cubierta {v;;} es ajena. Sean i 3% k.
vy Aveg = () Atj(Ik) = t5 (T Al) = ¢3(0) = 0.

En la otra direccién, supongamos que para todo m € M y toda cubierta
f*(m) =V, i, existen cubiertas m = \/; m;, f*(m;) = V, v;; tales que Vi € I,
vij sl,ym:;éz,v.,/\'u‘: = 0.

Consideremos el diagrama

N———2" o am
L
donde A es un epimorfismo en Et/L. )
Veamos que (I'x © f*) es un epimorfismo. Sean m € M y t € (I'yr o f*)(m).
Como h es epimorfismo y I' es una equivalencia, entonces I';, es un epimorfis-
‘mo. Como ¢ € I'p(f*(m)), por el criterio del corolario 6.2.2, existe una cubierta
f(m) = VL tal que t|; € Im(Tn(k)).

Entonces, por hipétesis, existen cubiertas m = V; mj, f*(m;) = V; vi; tales
queViel, v SLiysiti#d, vij Avi; =0.
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Como Vi € I, vi; < l;, tly,; € Im'(I";.(-u;j)), es decir, existen secciones
s:; € [Pp(viy) tales que el diagrama

dvij —— L f*(m) (5.1)
N
N — N

conmuta. Como la cubierta {v;;} es ajena, la familia (s;); es compatible, asi
que existe s € T'p(f*(m;)) que la amalgama. De hecho, como {v;;} es ajena,
por el lema 4.1.19, tenemos que @), lvi; =L f*(m;) ¥ s es el morfismo inducido
por las diferentes {s;): de la siguiente manera:

vii —— P; lviyj <— Loy
1
\ I’/
e
N.

Como Vi € I el diagrama (6.1) comuta, se tiene que el diagramz.

114 (m;) — L f*(m)
d I
N r N’
también conmuta. [ ]

6.3 Coproductos finitos

En la presente seccién nos ocuparemos de demostrar lo siguiente:

Proposicién 6.3.1. Sea f:L — M un morfismo de locales denso.

(_ o f*): Gav(L) = Gav(M) preserva coproductos binarios si y solo st
para todom € M, 1,12 € L tales gque f*(m) =1, Viz con l; Alz =0, existen
my,mz € M tales que f*(m)=1l;, f*(m2)=10 ym=m,; Vvma,.

Antes que nada hagamos una observacién técnica.

Sean m € M, I3,I3 € L tales que f*(m) =1, Viz con l; Aiz = 0.

Consideremos el siguiente liagrama conmutativo en Et/ 4.

L——= LPL-—22 (6.2)

1,1
{(1z.12) i




<
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Por el lema 4.1.19 sabemos que | f*(m) =£l 1, P ll>. Definimos la seccién
s:Lf*(m) - L P L como el morficmo inducido por g1 e 4, ¥ o2 o %,, es decir

1y —— L fr(m) =— 113 (6.3)

.| L e

A
L—> L@ L=< L.

Sea l € L, como

s*(12,1L)* (1) = s*(1,1)
=UAL)V(IAL)
=IA({l Vi)
=1A f*(m)
= i3e(m) (D)

entonces s es una seccién de (1r,1.).
Suponiendo esta notacién, demostremos el siguiente resultado.

Lema 6.3.2. Si (t:4 f*(n) — L) € Cl(Ty, o f*)*(s)}(n) entonces f*(n) <I,.

Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama:

1)

a
W —- L Pl

\1 |

L——,_‘>L@L.

Como t: 1 f*(n) = L € CI(T's, o f*)*(s)(n) entonces el cuadrado exterior con-
muta. Como el cuadrado interior es un producto fibrado (lema 1), se induce
una tnica r: ) f*(n) — 1{; tal que el diagrama anterior conmuta.

Sabiendo que en el tridngulo superior de dicho diagrama las aristas distintas
de r son inclusiones canénicas tenemos que r*{(I,) = I3 A f*(n).

Ahora bien, si consideramos las siguientes igualdades en | f*(n),

frin)=1=r"1)="(h)=lLnAf(n),
concluimos que f*(n) <I;. B ]

Lema 6.3.3. Sea f: L -+ M un morfismo de locales denso.

Si (_ o f*): Gav(L) - Gav(M) preserva coproductos binarios entonces
para todom € M, l,,l; € L tales que f*(m) =1, Vi2 con ly ANl3 = 0, existen
mi,maz € M tales que f*(m1) =1, f*(mz) =l ym=my Vma.
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Demostracién. Consideremos el diagrama (6.2) y la seccién s construidos zn-
teriormente.
Como Cl(__ o f*)I" preserva coproductos, cntonces el morfismo inducido ¢

CHIy, 0 f*) ——— Cl(T'1, o YD CUTy, © f*) =—— ClTy. 0 f7)

i
|
v 1
Cl(Toyof* I 2I(Pogyof®)
|
. Y

ClT'(1z,1.) © f*)

es un isomorfismo.
La seccién s € (F1.,1.) © f*)(m) determina un subobjeto cerrado (s) €
CI(I'(1,.1.) © f*) de la siguiente manera:

sinfm

L'/
(M) = {{s|,.} sin < m.

Como ¢ es un isomorfismo,

(s) = 1™ ((s)) = p1(CUTs, © *)°(s), CUTs, © £7)* (s)). (6.4)
Sean T := CLl(T'y, © f*)*(s) y U := Cl(I’5, © f*)*(s).
Veamos que T y U son subobjetos de 1. Sea n < m. Supongamos gue

existen t y ¢’ € T'(n).
Sabemos que el diagrama
T — ()

l l

ra T o f*
Ty,04 Tﬂo—f:—" (1.,1p) f

es un producto fibrado. En particular el conjunto T'(n) estd formado por las
secciones ¢t: | f*(n) — L de la 1dentidad tales que el diagrama

Lffn)y ——1L

Lf*(m) ——LDL

conmuta; es decir, que gy ot = S|y.
Entonces

,
grot =s|p, =01 0¥,
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por la propoesicién 4.1.18, o1 es mouomorfismo entonces ¢t = t’.

Por lo tanto {T(n)| < 1. De la misma manera, U es un subobjeto de 1.

Definamos m; = VT("#O n. Como T es gavilla, T(m,) = {«} y m1 < m.
Ademas f*(m,) < I3, por el lema 6.3.2.

Anialogamente, al definir a m2 como m3 = Vu(n);ee n tenemos que mz < m
¥y f*(ma) < i;.

Como f*(m; Amg) = f*(mi) A f*(m3) = I3 Alz = 0, entonces por el lema
4.1.19

LF*(my v ma) =L (ma) @D L £ (ma).

Sean T'(my) = {t1:1 f*(m1) — L} y U(mz2) = {t2:4 f*(m3) — L}.
Construyamos 3 P ¢t2 de la siguiente manera:

L) —— Lf*(m) @ L f*(m2) <—— L f*(ma2)

1
nl 1ty Pta lez
Y
L o1 LBL o L.

Veamnos que t; Ptz es una seccién de (15,1.). Sea l € L, como t,,%2 son
secciones de la identidad en L tenemos ’

1 @Pta)" o (12, 1L)" () = (L1 €D t2)° (L, D)
=t (1) V &5 (1)
= (A (m)) vV (AAf(m2))
=IA{(f*(m1)V f*(m3))

Como T = (t,) y por construccién t; € Cl(I's, o f*)*(t1 @ t2)(m,), entonces
T < ClTo, © f*)*(t1 Pt2). Analogamente U < CKT'y, o f*)* (t1 Pt2).

Entonces (T,U) < ¢*({t1 @D t2)). Por la adjuncidn ¢ I p*, esta desigualdad
es equivalente a (T, U) < (¢t @ t2). Por (6.4) se tiene (s) = (T, U), por lo
que (s) < (¢1 @Dt2). Entonces o((s)) < o({t1 @ t2)), es decir m < m; V ma.

Por lo tanto m = m; V ma. [ ]

Antes de demostrar el resto de la proposicién vearos la siguiente construc-
cién. ;
Consideremos el siguiente coproducto en Et/L

oD

D

DDE 7= E

{r.0)
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y el coproducto de sus iinadgenes bajo CI(__ o f*)I"

CX(T; o f*) — = CTp 0 £*) @ CKTq © f*) Clq o f*)
\\ —
~—_

~

Sean (T, U) € Cl(I'p o f*)EPCIl(go f*)yme M.

Definamos X (m) como el conjunto de las secciones t: | f*(m) - DEP E de
{p, q) para las cuales existen i, mz € M tales que m = m; V ma y secciones
t; € T'(mi) ¥ ta € U(m3) que hacen que el diagrama

Lfr(my) —= Lf*(m) < | f*(m2) (6.5)

D D@ET—E

oD

conmute. Es decir que ¢|;n, = 0p ot ¥ t|m,; = o 0 ta.
Sean < m. Sit € X(m), entonces my An, mag An € M son tales quc

(miAn)V(mzAn)=(miVm)An=mAn=n

y las secciones 23|man € T(m1 A n) ¥ t2}maan € U(mza A n) son tales que el
diagrama

Lf*(miAn) — Lf*(m) «<— L f*(m2 An)

'-xlml/\r.l 12].. 1t:|m,1\n

D DDE E

oD om
conmuta, ya que solo se trata de las restricciones del diagrama (6.5).

Por lo tanto t|, € X(n). Por lo tanto la correspondencia t + t|, hace que
X sea una pregavilla.

Lema 6.3.4. La pregavilla X definida anteriormente es una gavilla.

Demostracién. Como X es subpregavillade I'¢p ¢30f*. X es separada. Ento.ces
para ver que X es gavilla basta con ver que X es cerrada.

Consideremos t € I'(pq) © f*(m) y m = V,¢; mi y supongamos que t|,,, €
X{(m;) para toda i € I. Veamos que t € X(m).

[y
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Como tjm, € X(m;) existen n¢;3 ¥y miza € M talesque m; = mju Vmaa y
secciones ¢;; € T(™i1) ¥ tia € U(*niz2) tales que el diagrama

Lf*(mia) —— L (mi) < 1 f*(mi2)

|

tia 1f*(m) tia .
I |
D oo DepFE - B

conmuta para toda i € I.
Cefinamos my = V;c; mi1 ¥ mz2 = V,-; mi2, entonces

myVmy = V(mi" Vm.'z) = v m; = m.
i€l ierl

Observando el diagrama conmutativo

1f*(mia Amj)

Lf*(mi) —— L f*(m) <—— 1 f*(m;1)

A

D DE&E D

oD oD

sabemos que
oD °ti1|m.-;/\m,~1 = tlmu/\m,‘x =or ©° tjllmn/\m_n
y dado que op es un monomorfismo concluimos que tilmaamgs = titlmanamg -
Por lo tanto {ti1}icr es una familia compatible en T, asf que existe #; €

T(m,) que amalgama a dicha familia.
Veamos que el diagrama

Lf1(my) —— L5 (m)

“ 1 lt

D D E

oD

conmuta.
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(tlny)*(d, €) = (tlm,)* (d, €) A f*(ma) = (tlmy)*(d,€) A \/ F*(mia)

iel

=\ (tlm,)* (& &) A f*(mir) = \/ (tlm.,)* (d, €)

iel i€l
=\ thoopb(d,e) =\ thu(d)

el sel
=\ (t1lma)* (d) = \/ t1(d) A £*(mi1)

ier el
=t(d) A\ F*(ma) = t1(d) A f*(m1)

L1=34

= t3(d) = £} o op(d, )

Anslogamente, existe t3 € U(mz) que amalgama a la familia compatible
{tia}icr y hace que el diagrama

LF*(m) <— 1 f*(myz)
lt ltz
conmute.

Asf que t € X(m), por lo tanto X es una gavilla. : ]

Lema 6.3.5. Sea f:L — M un morfismo de locales denso.

Si para todo m € M, I1,lo € L tales que f*(m) =11 Viz conli Ala =0,
existen m;,my € M tales que .f*(m,) = U, f*im) =l ym =mi Vma
entonces (_ o f*): Gav(L) -+ Gav(M) preserva coproductos binarios.

Demostracién. Consideremos el siguiente coproducto en Et/L

D 72 DPE L B

e

(r.q) e

P /q
L.
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Queremos ver que el inico morfismo ¢ que hace que el diagrama

CIT, o f*} — ——— Cl(T'p 0 £*) D CUT'q © ) CI(T, o %)
[}

L4

CTopof Wrogof®)

A\
Cl(T¢p,qy © f*)-

conmute, es un isomorfismo.

Vcamos que * es un epimorfismo.

Sean (T, U) € Cl(T'po MPCYef)ymeMy la correspondiente gavilla
X construida anteriormente.

Consideremos el siguiente producto fibrado

CK(T'op, 0 f*)* X (m)

X(m)

1

Ty o f* (m),
donde CK(Ts,, © f*)*X () esta compuesto po: las secciones £: 1 f*(m) — D de
p tales que op ot € X (m).

Definamos T'(m) — X(m) mandando a cada t € T'(m) al morfismo t' €
X (m) inducido por

Tpo f*(m)

Lfr(m) =— lf‘l(m) -0
t 1 l

Y
D—;—>D®E~5E,

es decir, t' = op ot.
Seann < m y t € T'(m). Como
t'ln=(opot)ln =0D° (tin) = (£ln)"

entonces la transformacién T — X es natural.
Es claro que el diagrama

- - -
Tpof™ o Tea ot




136 CAPITULO €. MORFISMOS ULTRAFINITOS SOBRE LOCALES g

conmuta por construccién, lo que induce el morfismo k.

Como T es subobjeto de I'; o f*, la flecha T" — I'p o f* es un monomorfismo,
entonces k es un monomorfismo.

Sea t € Cl(I's, © f*)* X (m). Existen m,, mz € M tales que m = m,; Vma
y secciones t; € T(m,) ¥ ¢tz € U(m2) que hacen gue el diagrama

1f*(my) —— L f*(m) =—— L f*(m2)

1:
1 D ta
-

conmute. )
Sabemos que el coproducto D @ F es ajeno (lema 1.6.10) y como el cuadrado
izquierdo del diagrama de arriba conmuta, se induce un morfismo de la siguiente

manera:
tleny
e
”~
s

D<+—0

SV

DGBE<,—_-E,

i/.f *(m3)

pero el O es estricto (lema 1.6.6), asf que, como f es densa, | f*(m2) = O,
entonces mz = 0. Comom =m; Vm;, m =m; yt € T(m). Entonces k es
ademas un epimorfismo. ’

Por lo tanto T es isomorfo a Cl(T's, © f*)*X. Anslogamente U = Cl(['s, ©
f*)* X. Esto significa que ¢*(X) = (T, U).

Por lo tanto ¢* es un epimorfismo.

Veamos que ¢* es un monomorfismo.

Sean S, T € Cl(I'(p,q) © f*) tales que ©*(S) = ¢*(T); es decir,

(ClTsy, © £°)°S(m), CYTop © f7)*S(m)) =
= (ClI's, o f7*T(m), ClT'sp, © £°)*T(m); (6.6)

para toda m € M.
Sea t: f*(m) - D@ FE € T(m), entonces

ff(m)=¢t"(1,1) = t.((lr 0) v (0,1)) =t*(1,0) v (0, 1),

0 = t*(0,0) = ¢*((1,0) A (0,1)) = £*(1,0) A £°(0,1).
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Definamos I; = t*(1,0), I3 = t*(0, 1), entonces existen m,, m, € M tales
quem=miVmay f*(mi) <l1, f*(m2) < la.

Como f*(mu)A f*(m2) <L Al2 =0y f*(m) = f*(m,1) v f*(ma), ya que
m = m; V ma, entonces, por el lema 4.1.19, | f*(m) =1l f*(m1) D | f*(mz).

Definamos ay:41; — D como aj}(d) = t*(d,0). Como t* preserva infimos
finitos y supremos arbitrarios, «; también.

Sea (d,e) € D@ E, como

t*(d,e) Ay =t*(d, e} At*(1,0) =t*(d,0) = a1 (d) = a; e op(d, €),
entonces el diagrama

Ll —— L f*(m)

ml Je

D—->~D®E

conmuta. Entonces ay € ClT's, © f*)*T(m1), pero (6.6) indica que ay €
Cl(o © f*)*S(m1).

Analogamente, al definir az:1ll; — E como a3j(e) = t*(0,e), az es un
morfismo de locales que hace que el diagrama

Lf*(m) =—— 14
lt lan
DDE~—E

conmute. Entonces aa € ClTyy © f*)*S(m2).

Entonces a; y a2 son secciones compatibles que se amalgaman en ¢. Asi que
t € S(m). Por lo tanto T" = S.

Por lo tanto p* es un monomorfismo.

Por lo tanto ¢* es un isomorfismo.

Resumiendo, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.3.6. Sea f: L - M un morfismo de locales.

(_ o f*): Gav(L) = Gav(M) preserva objeto inicial, epimorfismos y
coproductos finitos st y solo st

1. f es denso;

2. para todo m € M y toda cubierta f*(m) = \/;l;, existen cubiertas
m = V;m;, f(m;) = V;vi; tales que Vi € I, v;; < i y si ¢ # ¥,

Vij Avir; = 0;
3. para todom € M, U;1,l; € L tales que f*(m) =11 Via con I3 Al =0,
eristen my,ma € M tales que f*(m1) =11, f*(m2) =12 ym = my1Vma.
Es decir, f: L, » M es un morfismo ultrafinito. [




138 CAPITULO 6. MORFISMOS ULTRAFINITOS SOBRE LOCALES




Apéndice

Topos de Grothendieck

Definiciéon 6.3.7. Sea C una categorfa y C € C un objeto en ella. Una
criba en C es un conjunto S de flechas con codominio C tal que st f€ S y
la composicién fh estd definida entonces fh € S.

Definicién 6.3.8. Sean S una cribaen C y h: D — C una flecha cualquiera.
Definimos la criba h*(S) en D como

h*(S) = {g | cod(g) = D, hg € S}.

Definicién 6.3.9. Una topologia de Grothendieck sobre una categoria C es
una funcién J gue asigna a cada objeto C € C una coleccién J(C) de cribas
en C de modo que

1. la criba mdzima tc = {f | cod(f) = C} estd en J(C);

2. (axioma de estabilidad) si S € J(C) entonces h*(S) € J(D) para cual-
quier h: D — C;

3. (azioma de transitividad) si S € J(C) y R es unea criba en C tal que
h*(R) € J(D) para toda h: D — C € S entonces R € J(C).

Definicién 6.3.10. Un paraje es el par (C,J) formado por una categoria
pegueria C y una tocpologia de Grothendieck J sobre C.

Definicién 6.3.11. Sea (C,J) un paraje, C un objeto de C y S una criba
en C. Diremos que S es cubriente o que cubre a C si S € J(C).

Notacién 6.3.12. Sean (C,J) un paraje y P:C°? — Con un funtor. Para
cualquier objeto C € C y cualquier criba S en C, siz € P(C) y f € S
tendremos que

z- f =P(f)(z).

Ahora bien, con los mismos elementos podemos construir un diagrama de
conjuntos

139
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P
P(C)— T[] Pdom(s)) —_— [1 P(dom(s)) (6.7)
res 7 f.9, fes
dom( f)=cod(g)
donde las funciones estan definidos de la siguiente manera:

La funcién e es tal que e(x) = {z - f}res. Observemos que el segundo
producto en (6.7) corre sobre todas las parejas f, g cuya composicién esta
definida con f € S (por lo que fg € S). La funcién p viene entonces de
la composicién en C y la funcién g de la accién de C sobre P. Luego, si
x = {zs}ses es un elemento de [, s P(dom(f)) tendremos que

p(X)f.9 = Tsg, 9(x)s,g = %5 - 9.

Definicién 6.3.13. Sea (C,J) un paraje. Una gavilla para (C,J) es un
funtor P: C°? — Con tal que para todo C € C y para cada S que cubra a
C el diagrama (6.7} es un igualador de conjuntos.

Notacién 6.3.14. La categoria formada por gavillas sobre un paraje (C, J)
y transformaciones naturales entre ellas se denotard como Sh(C, J).

Definicion 6.3.15. Un topos de Grothendieck es una categoria gque es equi-
valente a la categoria de gavillas Sh(C, J) para algin paraje (C, J).

Teorema 6.3.16. El funtor inclusion i: Sh(C,J) —+ Con®”" tiene un ad-
Junto izquierdo

a:Con®”" — Sh(C, J)
llamnado el funtor de gavilla asociada.
Definicién 6.3.17. Sea £ una categoria. Una relacién de equivalencia sobre
un objeto E € £ es un subobjeto R C F x E que satisface los axiomas

usaules de reflezividad, simetria y transitividad expresados en el lenguaje
apropiado de diagramas.

Si (60,61): R — E x E denota al monomorfismo que representa al su-
bobjeto R, los axiomas son:

1. (reflexividad) la diagonal A: E — E x E se factoriza a través de
(60,61)

2. (simetria) el morfismo (§;,80): R — E x E se factoriza a través del
monomorfismo (60,6,): R— E X E;
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8. si R* R denota el producto fibrado

R+R-—>>R

™y &1
\

R—— F,
Sa

entonces el morfismo (6om1,0172): R* R — E x E se factoriza a través

de (50, 61)
R (50.61) ExE
-
S
S e /@;xﬂrz) -
X Rx* R.

Definiciéon 6.3.18. Sea q: F — Q un morfismo. El par niicleo de g son las
flechas 8o y 61 que resultan de hacer el producto fibrado de q a lo largo de
st mismo, como en el diagrama

5
R——F
aol a
B —-q—> Q.

Definicién 6.3.19. Un diagrama con la forma

So

R_TE—1+0Q (6.8)
L3

se dice que es una horqueta exacta si dp y~51 son el par nicleo de q y al
mismo tiempo q es su coigualador.

Definicién 6.3.20. La horgqueta (6.8) se dice establemente exacta si la hor-
queta

Ri@Q "IExqQ T (@xe@)=¢q,

que se obtiene al hacer el producto fibrado a'lo largo de cualquier rmorfismo
Q — Q', también es exacta.

Definicién 6.3.21. Un conjunto de objetos {C; | 1 € I} de £ se dice que
generan a £ si para cada par de flechas paralelas u,v:E — E' en E, la
identidad uw = vw para todo w, con w:Ci; — E cualquier flecha desde
cualquier objeto C;, implica que u = v.
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Teorema 6.3.22 (Giraud). Una categoria £ con conjuntos hom pequerios
y todos los limites finitos es un topos de Grothendieck si y solo si cumple
con las siguientes propiedades:

1. € tiene todos los coproductos pequerios y €stos sor. disjuntos y estables

2.
3.

bajo producto fibrado;
todo epimorfismo en £ es un coigualador;

toda relacién de equivalencia R=F E en £ es un par nicleo y tiene
un cociente; ’

. toda horqueta exacta R =3 E — Q es establemente exacta;

. hay un conjunto pequenio de objetos de £ gque generan a £.
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