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0. Prefacio.

Durante una ¢’lida mafana de otofio, viajabamos Luis y yo en una
camioneta rumbo a La Palapa mientras le platicaba que, la noche an-
terior, habia encontrado una estructura ascociada a las configuraciones
de cinco puntos en el plano que resultaba ser un ciclo de longitud diez.
La construccién era harto complicada y me pidi“oque esperara a que
lleg “Bamos al pizarrén, donde nos esperaba Roli, siempre con un ex-
celente café. Ahi, después de varios minutos, logré explicarles aquella
construcci ‘n, misma que serfa inmediatamente simplificada y general-
izada por ese par —ya ven cémo son esos dos cuando trabajan juntos.
Al poco rato, Luis habria de enunciar la conjetura que dio lugar a todo
esto: ese complejo es una esfera. En ese momento Roli me dijo: “si ha
de ser ciertoc que tu construcci “n siempre da un ciclo cuando n = d+ 3,
tendr “a que encontrar una esfera a la cual le quites o le pongas o le
hagas algo para que lo que te dé sea el ciclo de tu construccién. Te
creo que la pura combinatoria te permita demostrar que es una grifica
regular de valencia 2, pero eso s 'to demostraria que es una unién de
ciclos. No veo de d ‘nde vas a sacar la conexidad si no comienzas con
algo conexo desde el principio y, en el siguiente caso, tendrias que de-
mostrar ademds que es plana... est acabr'n”. A las pocas semanas,
tenfamos ya la geometria de la demostracién de la conjetura de Luis
para el caso general. Este fue el origen de los separoides.

Hay que agradecer al Arocha, su simple presencia. Los mismisimos
axiomas fueron escritos por primera vez de su puno y letra... fue en el
pizarron del cubiculo de 'Roli, no podria olvidarlo.

Tengo que decir que, los ultimos meses de trabajo en mi tesis hubieran
sido imposibles sin la compaiia de mi amigo Juancho y la paciencia
infinita de Merari.

P “acarnalitos, Pera, ustedes siempre presentes... gracias.

Finalmente, quisiera dedicar esta tesis a una bola de amiguitos que
conoci durante el paro que sufri ‘onustra m aima casa de estudios, la
Coordinadora de Estudiantes de Posgrado y Sedes de Investigacién (o,
mejor dicho, a lo que sobrevivié de ella). Pasé con ustedes momentos
inolvidables y fue en este periodo de tiempo que conoci mi universidad,
e incluso mi pais, mejor que nunca antes. Cuenten siempre conmigo.



1. Introduccidén

La teorfa de los matroides orientados fue introducida en los afios 60 por
J. Folkman y J. Lawrence cuando probaron que todo matroide orientado
puede ser pensado como una famlia de pseudoesferas [11]. Probaron
también que un orden parcial, asociado naturalmente a sus vectores
signados, resulta ser la latiz de caras de una esfera. Los ejemplos m“a
claros de la teorfa surgen de la geometria combinatoria. Consideremos
un conjunto de cinco puntos en el plano

P = {xq,..., X4} C R2.

Las primeras im "genes que le vienen a uno a la mente son:

0
© 0 O
') 0
00
O o0 ooo o 0

Figura 1. Cinco puntos en el plano en posicion general

Estas representan las tres configuraciones de cinco puntos en el plano en
posici ‘n general. Hay sin embargo otras configuraciones “degeneradas”
que siguen teniendo el derecho de considerarse de dimensi’'n 2:

0
O
o o \
C o0 o) Q0.0 0
Figura 2. Cinco puntos degenerados en el plano

Una pieza fundamental de la teoria es lo que se conoce hoy como el
teorema de Radon (1921): duda una familia de n > d+2 puntos en IR?,
existe una pareja de subconjuntos ajenos de €sta cuyos cascos cONVELos
se wntersectan.

Siempre que una pareja de subconjuntos A, B C P cumpla esta propiedad
(i.e., ANB = ¢y (A)N{B) # ¢) denotaremos el hecho por At B. Las
propiedades obvias que cumple dicha relacién 1 C 2% x 2% en la familia
de subconjuntos de P se pueden conciderar como los axiomas de un
separoide. Cada matroide orientado tiene asociado un tnico separoide
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—de hecho su categoria es m "a general— y este 1ltimo codifica toda la
informacién de aquél. Veamos que pasa en el ejemplo de la Figura 1.a:

02113 13724 24103 03114 14102
024113 013124 124103 023114 134702

Figura 3. Las particiones de Radon del pent “gono

Obsérvese como 02113 implica que 024113 y que 021134. A las parejas
de subconjuntos A, B C P que cumplen que A § B las lamaremos par-
ticiones de Radon de P y a cada parte (A y B) se le conoce como com-
ponente de Radon. Es claro que, en una configuracién de puntos, basta
conocer las particiones minimales ——donde cada componente tiene los
menos elementos— para reconstruir todas las particiones. Obsérvese,
en el ejemplo, que si AT B ¢s minimal, entonces para todo ¢ € P\{AUB)
existe un unico d € AU B tal que (A\d){ (B\d)Uc.

Asociaremos a cada partici ‘a (de Radon) minimal A1 B (a cada circuito,
para usar el lenguaje de los matroides orientados) una cara del n-cubo
[A, B], pensado este tltimo como la familia de subconjuntos de nuestro
conjunto original P C IR* y donde B = P\ B denota el complemento.
En el ejemplo 1.a asociamos a la particién 02 1 13 la cara [02,024].

o
00000
oc:,g}og“ooooo
o coo00O0OOO
22 50000

o

Figura 4. Una arista de Qs
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Si se considera la familia de todas las caras del n-cubo que vienen
de alguna particién minimal de una configuracién, se puede definir un
complejo que, a su vez, define un espacio topol ‘gico que, como se ver “a
es una esfera de la dimensi ‘n que le toca. En el ejemplo 1.a, el complejo
es un ciclo que tiene la topologia de la 1-esfera.

024
oz 24
1 o
© 023 f .\\
124
2 0 o 0
O 9] 03 14
3 4
013 134
13

Figura 5. Un ciclo antipodal de Qg

Que el complejo anterior —que llamamos el complejo de Radon— sea
una esfera, es una consecuencia de Teorema B “sico de Esfericidad de
Folkman y Lawrence, en la versi ‘o de Edelman (1982), y de la dualida
de Alexander. Sin embargo, presentamos una demostracién geométrica
para el caso de las configuraciones de puntos. Dicha demostraci 'n nos
permite estudiar el espacio de todas las configuraciones de orden n en
dimensi ‘o d.

De regreso a las configuraciones de puntos, podemos observar que, pen-
sando al afin A¢ — R como subespacio del espacio vectorial sigu-
iente, se puede definir un arreglo de hiperplanos como la familia de
aquellos que son ortogonales a cada uno de los vectores de la config-
uracion. Dichos hiperplanos, al intersectarlos con la esfera unitaria,
definen una configuracién de subesferas de ésta. Si estas subesferas
son deformadas por una transformacion topoldgica que preserve las
propiedades de intersecci‘'n de éstas, lo que se obtiene es un matroide
orientado. De hecho, lo que demustran Folkman y Lawrence es que asi
son todos los matroides orientados.

Un vistazo mdas de cerca a dicho resultado nos llevar “aa caracterizar
las grdficas de cocircuitos de un matroide orientado —el 1-esqueleto del
complejo celular que resulta de la descomposici ‘o que inducen dichos
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pseudohiperplanos— problema que ha sido atacado por K. Fukuda y sus
colaboradores desde el afio de 1993. Ellos caracterizan las gr ‘ficas de
topes T (M) de los matroides orientados de rango a lo m ‘a3, mostrando
que son aquellas graficas planas y antipodales que se encajan isométrica-
mente en algun n-cubo. La planaridad de 7 induce una gr fica dual
G = T* que, se demuestra, ¢s la grafica de cocircuitos de M. No se
conoce a la fecha ninguna caracterizacién para el caso general, pero
el Teorema 7 es una caracterizacién de los matroides orientados uni-
formes. De hecho, demuestra que: G es la gr “fica de cocircuitos de un
matroide orientado uniforme de orden n y dimensidon d si y sélo si G es
de orden 2( diQ)’ es antipodal y puede ser encajada “isometricamente”
en el (n —d — 2)-dual del n-cubo. La Figura 6 representa con lineas
punteadas una subgrifica plana 7 «— Qs del 1-esqueleto del 5-cubo
cuyo 2-dual G = T es el l-esqueleto de una configuracién de cinco
lineas en la 2-esfera correspondiente a 5 puntos en el plano en posicién
general.

Figura 6. Cinco lineas en en la 2-esfera

Edelman ya habia estudiado el “complemento” del complejo de Radon
pensando en el matroide orientado dual M‘ —pensando en separa-
ciones en vez de en patticiones de Radon. El demostr “aque el complejo
definido por

I(T):={Xe{-0,+}f: X<TyTeT}

es homotdpicamente una esfera de dimensién r — 1.

Nosotros, para estudiar el complejo de Radon de las configuraciones
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de puntos, nos restrigiremos a estudiar aquellos matroides orientados
que son realizables —que su separoide es un separoide de puntos— y
pensaremos en éstas como funciones : IR* — IR?%. Presentaremos una
demostracion original del Teorema Bésico de Esfericidad para este caso.
Se demostrard cémo la estructura combinatoria del separoide es cod-
ificada por la intersecci‘n del n-octaedro (la esfera de R™ cuando es
dotado de la norma |[|x}|; := X |z;|), con la intersecci n del nucleo de
la funci’n lineal que define la configuracién, y el hiperplano ortogonal
al vector (1,...,1) € IR". Cada partici’n de Radon A1 B est’alefinida
por tres expresiones de la forma

Zl‘iPi = z z;P;,

€A i€l
S = Ya -1,
€A i€eB

z; >0, i€ AUB;

lo que se puede reescribir como

Z .’23,'P@ = 0,

ICAUB
Z xr; = 0,
icAUB
Z |$‘£| =2,
ICAUB

Se demostraré que dos funci nes lineales @, ¢': IR* — IR® representan
la misma configuracién (m “dulo la acci ‘o del grupo afin) si y s“bo si la
intersecci "o de sus respectivos nicleos intersectan al hiperplano defindo
por > z; = 0 —el ortogonal al vector (1,...,1) € IR"™— en el mismo
subespacio. Esto nos permite asociar a cada configuracién (afin) un

elemento de la variedad Grassmanniana definida por los d-subespacios
lineales de IR™'.

Si en esta variedad identificamos aquellas configuraciones que definen al
mismo separoide, dicha Grassmanniana es partida en conjuntos abiertos
y la estructura politopal asociada a dicha partici’n es estudiada en
detalle para los casos donde d =1,n=d+2yn=d+ 3.



2. Complejos Politopales

Pr’aticamente todos los conjuntos que usaremos a lo largo de esta tesis
deben ser pensados como subconjuntos del espacio Euclidiano de di-
mensi ‘o n. Muchas definiciones y resultados pueden ser expresados
como invariantes afines, sinembargo por lo pronto no “estresaremos”
este punto. Al usar el simbolo IR"™, debe quedar claro por el contexto si
nos referimos al espacio vectorial, a su estructura afin o a su estructura
métrica. En este dltimo caso, usaremos una métrica que no proviene
del producto interno usual: ¥x € IR",

X[l = fa

Asumiré que el lector tiene cierta familiaridad con la geometria afin y
la Euclidiana.

donde x = (z1,...,2Za).

Un subconjunto de K C IR" se dice que es convezo si contiene el seg-
mento de recta que une a cualesquiera de sus puntos, i.e., ¥x,y € K,

{Mx+0-Ny:0<X<1}CKk.

K\
Y
X

Figura 7. Un conjunto convezo

Como la interseccién de conjuntos convexos es un conjunto convexo,
podemos definir el casco convezo de un conjunto arbitrario A C R"
como la interseccién de todos los convexos que lo contienen. Dicho
conjunto convexo lo denotaremos por

(A :=[){K 2 4: K es convexo}.

De manera equivalente, se puede definir el casco convexo como la familia
de todas las combinaciones convexas de sus elementos:

(A)z{Z/\aa:E)\a=1y)\a20}.

aEA a€A
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Si debilitamos esta 1ltima construcci’n y no pedimos que todos lo
coeficientes A, sean no-negativos, lo que resulta es el subespacio afin
generado por A. Se define la dimension del convexo como aquella del
subespacio afin que genera.

Un subespacio afin H C IR" es un hiperplano soporte del convexo K si es
un hiperplano que intersecta al convexo en su frontera K y deja al resto
de éste totalmente contenido en el interior de uno de los 2 semiespacios
que tienen a H como frontera. La convexidad de K implica que cada
punto de su frontera define, al menos, un hiperplano soporte que pasa
por él. De hecho K es la intersecci ‘e de todos estos semiespacios. A la
intersecci ‘o de los soportes con el convexo los llamaremos caras.

T

Figura 8. Un hiperplano soporte del convezo

El conjunto de todas las caras definen un orden parcial, aquel inducido
por la contenci‘'n. En lo que sigue, siempre supondremos que dicho
orden parcial es finito. De hecho estaremos trabajando con dos latices
concreatas: la latiz de caras del n-cubo y su dual el n-octaedro. Nos
referiremos a estos objetos simplemente como politopos, i.e., un politopo
ser ‘ael casco convexo de un conjunto finito de puntos junto con la
estructura de incidencia de sus caras. Usaremos expresiones del tipo
¢ < 7 para decir que que la cara ¢ est“acontenida en (es menor a) la
cara 7. Claramente, la intersecci ‘o de un politopo con un subespacio
afin es de nuevo un politopo.

Se asumird cierta familiaridad con conceptos b “sicos de topologia tales
como homeomorfismo de espacios (denotados por &), complejos sim-
pliciales abstractos y geométricos, la realizacién geométrica |K| de un
complejo abstracto K, etc. (ver e.g. Spanier 1966). El interior relativo
o° y la frontera do tienen los significados establecidos. Si d{o) = 0
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entonces ¢° = ¢.

Un complejo politopal K es una colecci’n finita de politopos |K| =
Usek o donde los interiores o° son una partici ‘n de | K| y sus fronteras
do son uniones de algunos elementos de K.

Estos complejos han sido estudiados ampliamente en la literatura y son
un caso particular de lo que se conoce como “CW complejos regulares
finitos” o simplemente como “complejos de bolas” [cf. Bjérner et al.
p.202]. En nuestro caso, insisto, sélo trabajaremos con subcomplejos
del n-cubo y de su dual el n-octaedro.

Dos simplejos o, 7 dan lugar a una bola, llamada su ensamble o * 7,
que se define como la uni o de los segmentos de linea que tienen como
extremos un punto en cada simplejo. N “tese que solo si la unién de los
vértices (o puntos) de esto simplejos son afinmente 1ndepend1entes su
ensamble es de nuevo un simplejo.

Lema 1 Sean 10,71 < o dos caras de un simplejo y £ un subespacio
afin que los intersecta en el interior, entonces L intersecta el interior
de su ensamble, i.e., '

LNL# = (r0x11)°NLF# ¢

Demostracién. Sean ¢ € 70N L y b € 77N L. Entonces el segmento ab
est “zontenido en £ y su interior en (15%7)°, por lo tanto el interior del
ensamble de las caras del simnplejo intersectan a susodicho subespacio.
a]

Dados un politopo K y un subconjunto de sus vértices A C K(© (caras
de dimensién cero), denotamos por K[A] al complejo politopal inducido
por dichos vértices, i.e., al complejo que consta de los vértices A y de
todas aquellas caras de K que tengan todos sus vértices en A.

Dado un politopo K — IR"*, éste define un punto que se conoce como
baricentro, a saber,

b(K) := (0) > P

pen{ﬂ)
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Si se consideran los baricentros de todas las caras de un complejo poli-
topal como vértices (es decir, los elementos del orden parcial pasan a
ser todos singuletes) y como caras a aquellos simplejos que resultan del
ensamble de estos vértices con la frontera de la cara (del politopo) que
los contiene (es decir, las cadenas del orden parcial pasan a ser las caras
y su dimensi ‘n la determina la longitud de la cadena), lo que resulta
es un nuevo complejo que se conoce como subdivisidn baricéntrica K'
¥, es bien sabido que su realizaci‘n, es homeomorfa al politopo origi-
nal, i.e. |[K| = |K'|. Si bién K N L es politopal, no es subcomplejo de
K. Sin embargo si es subcomplejo de la subdivisi ‘o baricéntrica, i.e.,
(KNLY ¢ K'. La combinatoria de la subdivisi ‘o baricentrica no cambia
cuando se permite que, en su realizaci ‘n, los baricentros se desplacen
al interior de la cara que los definié. En particular, dados un complejo
politopal K y un subespacio afin £ que lo intersecte, se puede definir la
siguiente realizacién de la subdivisi “a baricéntrica K' = K'(£) definida
por ésta intersecci ‘n:

, b{o), sig®NL = ¢'}
©_fp 4 — !
(K {b,, b { b{c° N L), sino. ’

{Bog - - -1 by ) € (KNP == gp< - <o €K

donde, si ¢ es una cara del complejo, b{c) denota el baricentro usual
de ¢. Claramente la subdivisi ‘o baricéntrica de un complejo politopal
es un complejo simplicial.

En el capitulo 4, cuando demostremos que el complejo de Radon de una
configuracion es una esfera, nnos presentaremos con dos formas distintas
de intersectar politopos con subespacios afines: la usual, donde s lo se
consideran aquellas caras que son intersectadas en el interior; y lo que
llamamos la interseccién gorda, en la que se consideran todas las caras
que “tocan” a dicho subespacio. Combinatoriamente, ambas intersec-
ciones son subcomplejos de la subdivici ‘n baricéntrica del politopo vy,
como se demostrara m ‘s adelante, la interseccién usual es un retracto
fuerte de la intersecci'n gorda.

Denotaremos por
KNnL:=K'b,:0NL+#g]

y por
KL = K'[by : 6° N L 5 ¢]
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a los subcomplejos de K’ inducido por la intersecci’m gorda y la in-
terseccién usual, respectivamente. Claramente el espacio que define la
intersecci’n usual (en el interior) de las caras es la interseccion de los

espacios, i.e., |1Cl91£| = £ N |K]. De hecho, KL = (LNKY.

Teorema 1 Dados un complejo politopal K y un subespacio afin £ que
Q
lo intersecte, {KNL| es un retracto fuerte de KN L|.

Figura 9. Demostracidn del Teorema 1

Demostracion. Sea [ XML — KAL definida como sigue: para cada
b, € KM L sea f(by) =b,,donde 7= m’a {r <o:7°NL # ¢}

Antes que nada tenemos que demostrar que f est abién definida. En

efecto, el lema 1 garantiza que el m &imo es unico. Ahora, para de-

mostrar que es simplicial, obsérvese que o9 < o) implica que
ma{r<o:TNLAP}C m’'a{r <o :T°NL % ¢}

y por lo tanto f(og) < f(o1).

Claramente f es la identidad en KrL.

Ahora, para cada t € [0, 1], definase

feKOL — KAL
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como sigue: primero, si b, € (KM L)Y es un vértice,

fulbs) = (1 = )by -+ t£(b,).

N “tese que como b, y f(l,) son puntos de |o|, fi(b,) también lo es.
Finalmente, extiéndase la definici ‘o anterior linealmente al resto del
dominio, es decir, si £ € |K M L] es cualquier otro punto, entonces
z € |{boy,-.-,bs,)| C |ov] ¥ por tanto z se puede escribir como una
combinacién convexa z = 3_ Ab,, y se puede definir f; ahi como

fulz) = 32 i felba,)-

Luego, f; es una retraccién fuerte de | M L] sobre |le91£[. o
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3. Grassmannianas

Se describi “cconfiguracién en los primeros p “arafos de esta tesis como
cualquier subconjunto (finito) del espacio afin A4 = gﬂ%“, Af (d)) —
siempre supodremos que los puntos generan afinmente el espacio donde
viven. Si P = {p;...pn} C A% es una configuracién, se puede definir
una funcién lineal de ¢: IR — R? como la extensi’n linea!l de las
ecuaciones
(P(ei):pia ?:=1,...,TL,

donde e; denocta el i-ésiino vector can ‘nico de IR*. Dadas dos de estas
funciones ¢, ¢, se dird que representan la misma configuracién si existe
una transformacion afin W IR — R tal que

— -
TpO(P(ei)—(}o(ei)) z—l,...,n,

i.e., dos configuraciones son la misma si una es la imagen de la otra

bajo una transformacion afin.

Llamaremos espacio de configuraciones al conjunto de todas las con-
figuraciones de n puntos en dimensi ‘o d (m dulo la acci’n del grupo
afin). Este conjunto sera dotado de estructura y descrito con mayor
detalle en la dltima parte de la tesis.

El primer ejemplo es cuando n = d + 1 y el espacio de configuraciones
consta de un s’to punto que representa al simplejo correspondiente.
La cosa se pone m’s interesante cuando n > d + 2 y es ahi donde
aplica el teorema de Radon. Este garantiza que existe una particién
AtAde Py podemos considerar al conjunto de componentes C(P) :=
{A C P: At A} que son un subconjunto de los vértices del n-cubo
—Ila familia de subconjuntos de P. Si adem "ade los vértices agregamos
como caras a los intervalos de la forma R(P) = {[A, B] : 4, B € C(P)},
obtenemos un complejo politopal que resultard ser homotépico a la
esfera de dimensi'a n—d — 2.

Al espacio que consta de las subesferas de dimensién & de la esfera de
dimensi ‘o n se le conoce como variedad Grassmaniana y se definir ‘a
con m ‘s cuidado abajo pero, por lo pronto diremos —como motivaci'n
a lo que viene— que éste es homeomorfo al espacio de configuraciones.

En la literatura cl “sica, las Grassmanianas son definidas como el con-
junto de los subespacios de una dimensi ‘n fija de algiin espacio vecto-



16

rial. Aqui nos referiremos exclusivamente a los subespacios de R*. A
la grassmaniana de k-planos (k-subespacios) de IR™ la denotaremos por

GE(R™).

A este conjunto se le puede dar una topologia muy natural. Cada k-
plano es el nucleo de alguna funcin lineal sobreyectiva ¢ : R® — R"*
y dos funci‘nes tienen el mismo nucleo si 3% € GL(R**) que hace
conmutar el siguiente diagrama..

1

K < iR
N\
Rk ____w_} IRn_k

Ast, la grssmaniana hereda la topologfa del espacio L(IR", R"*) m "dulo
las transformaciones lincales de R %, i.e.,

G*(IR™) — L(R®, R"*)/GL(n - k).

N “bese que: en particular los espacios proyectivos JP*~!, pensados como
lineas —o como hiperplanos— de IR™, son un caso particular de las
grassmanianas, i.e. G1(Jk") = IP""!; y que, asf como hay una dualidad
natural —complementaci ‘o ortogonal— entre lineas e hiperplanos, hay
una dualidad natural entre ciertas grassmanianas. A saber

gk(ﬂ?n) oy, gn-wk(ﬂzn)ll

con el homeomorfismo dado por la complementacién ortogonal.

X

1

Figura 10. El hiperplano 11

Denotaremos por IT := 1+ al hiperplano de JR™ ortogonal al vector
1=(1,1,...,1) que tiene puros 1 en sus entradas o, lo que es lo mismo
por

M={xeR":) z =0}

donde z; es la i-esima coordenada de x.
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Teorema 2 Dos funciones ¢, € L{IR™, R?) determinan la misma
configuracion si y sdlo si las intersecciones de sus nucleos con el hiper-
plano II son la misma.

i

KNIl — R"
v\
Ad N Ad

Demostracién. Sean P; = w(e;} y Pi = ¢/(e;) dos configuraciones de
n puntos y sean K y K’ sus respectivos nucleos. Seard demostrado que

KnlI=K'nI

sl y sto si existe una funci'n affn ¥: R — R? que mande una sobre
la otra:

P; = yP,

Esto inducird una funei ‘n bivectiva entre las configuraciones y los sube-
spacios de dimensi ‘o n — d — 1 del espacio II de dimensi ‘o n — 1.

Necesidad. Es claro que basta probar que K NII € K’ NI, esto es,
basta probar que

Y =0y > AP =0=>> A\Pi=0.
En efecto, si ¥x = Mx + v denota el isomorfismo afin, entonces
0= AP =1 MMPi+v) = MO APH+O_X)v = MO AP
Como M es invertible, entonces 3. \P; = 0.

Suficiencia. Por simplicidad supondremos que los primeros d+ 1 puntos
de la configuracién primat {P/, ..., P}_,}, generan afinmente el espacio-
—el caso general es totalmente an “bogo pero hay que trabajar con con-
juntos indexados de indices. Entonces existe una funcin afin definida
por los primeros puntos e cada configuracién

P,=9P, i=1,...,d+1

Ser “aprobado que éste es el caso para todos los puntos.
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Para esto, considere otro punto P}. Como el conjunto {P,..., P4, }
genera. afinmente todos los deméds puntos, existen nimeros {Ay, ..., Agy1}
tales que > A; =1y que P’ = ¥ A\P;. Por hip “tesis

SA-1=0y Y AP ~P,=0=3 AP;—P; = 0.

Finalmente tenemos que,
P, = Z)\iPi = Z MYPL = 'I,DZ/\,;P; = yP;,

lo que concluye la demostraci’a. o

Corolario 3 Los puntos de lu variedad grassmaniana G2(IR"!) est ‘n
en correspondencia uno-a-uno con las configuraciones de n puntos en
el espacio afin de dimension d. :

Demostracién. FEl subespacio I puede ser identificado con Rt y
cada subespacio (de éste) de dimensién n — d — 1 se puede extender al
nucleo de una funci ‘n lineal ©: IR* — IRY. El teorema anterior garantiza
que la asignacion de una configuracién a dicho nucleo es una funci’a
bién definida que biyecta los puntos de la grassmanniana "4 (IR 1)
con los puntos del espacio de configuraciones en cuesti ‘on. Finalmente,
la dualidad de las grassmannianas implica que éste puede ser biyectado
con GHRR™'). o
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4. Separoides

Una configuracidn P es un subconjunto (ordenado y finito) de R* y
dos se consideran la misma si una es imagen de la otra bajo una trans-
formacién afin. Estas son nuestro principal objeto de estudio.

Para estudiarlas, les asociaremos a cada configuracién un objeto com-
binatorio que Hlamamos separoide. La idea de separoide surge como
sigue: en una configuracién, algunos puntos est ‘a separados de otros
por algun hiperplano afin; diremos que dos subconjuntos A, B C P
“est “a separados” si existe un hiperplano que deje a A de un lado y a
B del otro, las propiedades obvias de esta relaci ‘o entre los subconjun-
tos de P son los axiomas de un separoide.

Los separoides por su parte, al est ‘s definidos en la familia de subcon-
juntos 2% de P, tienen asociado un complejo politopal que “vive” en un
hipercubo. Este complejo codifica buena parte de la estructura de éstos

—si bien no toda— y permite clasificar lo que llamaremos los tipos de
Radon.

Por otro lado, como se demostré, al conjunto de configuraciones de n
puntos en dimensi ‘& d se le puede asociar una variedad. Se verd como
la combinatoria del cubo impone a ésta una poliedrizacién que captura
la estructura de los morfisimos en la categoria de separoides de puntos.

0. Nociones B "sicas.

Un separoide es una relaci o | C 25 x 2% en la familia de subconjuntos
de un conjunto dado S ——que se identificar “acon el separoide mismo—
con las siguientes propiedades:

0 A|B= B| A,
o0 A|B=>ANB = ¢,
ooo A|ByACA= A'|B.

Cuando dos subconjuntos est 'n relacionados, se dice que est 'n separa-
dos y a las separaciones con ¢l conjunto vacio se les llama triviales. Un
separoide es aciclico si el conjunto vacio se separa del total, ie. ¢|S.
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Si en una configuracién de puntos definimos la relaci ‘n
A|B &= (A)N(B) =4,

ésta corresponde a la separacién por hiperplanos pues dos subconjuntos
de IR? se separan por un hiperplano si y s o si sus cascos convexos son
ajenos. De tal manera (ue esta relaci’n cumple las tres propiedades
y por tanto toda configuracién es también un separoide. A este tipo
de separoides los llamaremos separoides de puntos (y en ocasiones sim-
plemente separoides) para hacer incapié en su estructura combinato-
ria m s alla de su geometria ya que varias configuraciones dan lugar
al mismo separoide. Se puede demostrar que: fodo separoide aciclico
puede realizarse como una familia de cuerpos convezos cuya estructura
de separacion por hiperplunos es aquella del separoide en cuestion —de
ahi el nombre de la categoria. La figura 11 muestra todos lo separoides
con tres elementos.

» O

a b c t g h

Figura 11. Los separoides aciclicos con 3 elementos

La geometria de las configuraciones invita a hacer las siguientes defini-
ciones combinatorias. Un simploide de dimensidn d es un separoide con
d + 1 elementos en el que se separan todos de todos. Es la relacién de
ser ajenos
A|B <= ANB=¢.

Este separoide se realiza con los vértices de un simplejo y es por tanto
de puntos. La dimensidn dc un separoide es la dimensi‘n del simploide
m “s grande que contiene.
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La dimensi ‘o (combinatoria) coincide, en los separoides de puntos, con
la dimensi“a del subespacio alin que generan estos. Cuando hablemos
de configuraciones siempre supondremos que la dimensién del espacio
y la del separoide son la misna, i.e. que los puntos generan afinmente
el espacio donde viven.

Lema 2 (Radon) Sea S un separoide de dimensidnd y X C S cualquier
subconjunto de éste. Entonces, si el cardinal de X es al menos d + 2,
eristen dos subconjuntos ajenos de éste A, B C X que no se separan.

Demostracién. Por definici ‘n, la dimensi’n de un separoide es la
minima d que hace este lema verdadero. o

En un separcide una particién de Radon A t B es una pareja de sub-
conjuntos ajenos que no se scparan y cada uno de éstos es llamado una
componente de Radon. Obsérvese que At B =+ A A y por tanto
las componentes {de Radon) de un separoide son aquellos subconjuntos
que no se separan de su complemento. La familia de componentes

C(S):={ACS: At}

determina el ¢po (de Radon) del separcide. No se conoce ninguna
clasificaci ‘o combinatoria de los tipos de los separoides de puntos. Un
campo que ha estudiado este problema —proponiendo una estructura
intermedia entre los puntes y los separoides— es el de los matroides
orientados. El problema de clasificar los separoides de puntos es equiv-
alente a caracterizar matroides orientados realizables.

Siguiendo la nomenclatura de los matroides orientados —una clase es-
pacial de separoides, pero muy importante— a las particiones de Radon
del tipo AT A las llamaremos cotopes generalizados. Se dice que un sep-
aroide est ‘aen posicion general si todo subconjunto de d + 1 elementos
es un simploide.

Lema 3 (Posicién Generul) Sea S un separoide de dimension d en
posicion general. Entonces

AtB==#(AUB)>d+2.
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Demostracion. Por estar en posici‘n general, todo subconjunto de
d + 1 elementos es un simploide y por tanto'si #(AUB) < d+1
entonces A | B. o

En lo que sigue, veremos como el conjunto de las componentes (de
Radon) de un separoide de puntos, pensadas éstas como vértices del
cubo, inducen un complejo que, como se demostrard, es homotépico a
una esfera.

1. El cubo de una familia de subconjuntos

La familia de subconjuntos Q,, := 2% de un conjunto dado S con n
elementos, ordenados naturalmente por la contenci o, define un cubo
de dimension n — 1. Los vértices son los subconjuntos y las caras son
los intervalos

X,Y]={ZCS:XCZCY)

El n-cubo puede ser realizado en IR™ como el casco convexo de todos
los vectores de la forma x = (z;) donde z; € {-1,1}. Es por tanto
muy natural, denotar sus vértices como vectores signados {véase la
figura 12).

N “tese que asi definido, e! cubo es en realidad un politopo de dimensi ‘n
n (por el intervalo [¢,5]) pero en lo que sigue ser “apensado como el
complejo politopal que es la frontera de ésta —la esfera de dimensi'n
n— 1.

12

Qg

Figura 12. FEl n-cubo, para n==2,3,4
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2. El complejo de Radon

A todo separoide S se le puede asociar un subcomplejo politopal del
n-cubo, a saber el complejo inducido por las componentes de éste. Es
decir, los vértices del complejo son los vértices del cubo que corre-
sponden, pensados éstos como subeconjuntos de S, a las componentes
del separoide en cuesti’a y, un subcubo de @, es una cara de éste si
todos sus vértices son componentes del separoide. Denotaremos por
R(S) := Qn[C(S)] a éste complejo y le llamaremos complejo de Radon.

O @
59 8 g
O @ O

a b c d

Figura 13. Los separoides de 3 puntos y sus complejos de Radon

Lema 4 5i é T B es una particion de de Radon de un separoide S,
entonces [A, B] es una care de su complejo de Redon R(S).

Demostracién., Sca A1 /3 una particién de S. Claramante, para todo
C C B tenemos que (AUC) {3 y por tanto, todos los vértices de [A, B]
son componentes de S. o

El regreso de este lema no es cierto en general, pero en el caso de
los separoides de puntos, las caras del complejo de Radon est’a en
correspondencia uno-a-une con las particiénes.

Lema 5 Si [A, B} es una cwa del complejo de Radon R(P) de una
configuracion de puntos P C IR entonces At B es una particion de
Radon de dicha configuracion.
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Demostracién. Sea [A, B] una cara de R(P) y denotemos por C =
B\ A ala diferencia de los subconjuntos que la determinan. Claramente
todos los vértices de dicha cara son de la forma A U C’ para algin
C’ C C. Luego, por ser vértices del complejo, para cada C' C C
tenemos que AUC' 1 AUC", i.e., el conjunto {AUC’ : C' C C} est’a
contenido en las componentes de P.

Ahora, sup “ogase que A|B. Esto equivale a la existencia de un hiper-
plano H — IR? que separa los cascos convexos de A y B. Es fail ver
que dicho H, una vez que cxiste, se puede escojer para que no toque
ningin punto de la configuracién. Ahora, denotemos por C, a aquellos
puntos de C' que est'n contenidos en el mismo semiespacio de A, y
andlogamente C, a aquellos que est "a del lado de B, de tal manera que
C = C,UCs. De la definicion se sigue que H separa a AUC, de BUG,,
lo que contradice al hecho de que AUC, 1 AU C,. : o

El siguiente teorema se demuestra en la seccién 4 y es la guia de nuestra
intuici ‘o para el desarrollo del capitulo siguiente.

Teorema 4 La realizacion del complejo de Radon de una configuracion
de n punios en dimensidn d es homot ‘pico a une esfera de dimensidn
n—d—2. M aain, silos puntos est “n en posicion general, la homotopia
es un homeomorfismo.

Este teorema tiene como consccuencia directa el siguiente corolario que
es una transcripcién del teorema de Radon {en su versi ‘n fuerte) —de
ahi el nombre del complejo— que asegura la existencia de particiones
de Radon.

Corolario 5 El complejo de Radon de una configuracion den > d + 2
puntos en dimension d es no vacio. M “a atin, si consta de exactamente
d+2 puntos en posicién generel, su complejo es la esfera de dimension
cero, dos puntos antipodas.
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3. El octaedro geométrico.

Sia IR" se le dota de la métrica de Manhatan, la esfera unitaria resulta
ser una relizaci ‘o geométrica de la frontera del n-octaedro —el politopo
dual del n-cubo— a saber,

0, = {XER”:ZIJ:d:l},

donde las z; son las coordenadas de x. Es el casco convexo de los
vectores can “nicos de /R" y sus negativos, y es por tanto un complejo
politopal, pero m “a atin, es un complejo simplicial.

Figura 14. El 3-octaedro

A este octaedro se le puede dar la siguiente descripcion combinatoria:
asignese a cada cara o una n-ada de nimeros (2y,...,2,) € {-1,0,1}",
indicando que vértices (cu “les can “nicos “®us negativos) inciden en ella
y obsérvese que las caras del octaedro se realizan como los simplejos

o] = {zie; 1 2 # 0).

Como es bién sabido, este politopo es dual del n-cubo —si se invierten
los latices de incidencia de sus caras, se pasa de uno a otro— y existen
por tanto funciones entre sus caras, tantas como automorfismos, que
realizan dicha dualidad. Usaremos la can “nica:

8: 0, — Oy,
(5((2’1'8@ L2 % O)) = [{'L LR = 1}, {?, V2 # —1}]
Obsérvese que con esta definici ‘n el dual de la faceta que definen los

negativos de los can "nicos s el conjunte vacio y el de sus positivos es
el total.
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4. La demostracién del Teorema 4.

Sea P = {p1,...,pn} C A" una configuracién, § = S(P) su separoide
y R = R(S) el complejo dec Radon asociado a éste. Se desea demostrar
que R es homotdpico a una csfera de dimensi ‘'n n—d—2. Y m “saiin, que
si P est "zen posici ‘o general, dicha homotopia es un homeomorfismo.

Para esto, como en el capitulo 3, identificaremos a la configuracién con
la intersecci ‘n del nucleo K = ¢~1(0) de una funci ‘n lineal ¢: R" — R?
(definida por (e;) = p;), v el hiperplano

H:{XEIRRZZ.’Ei:O}.
Este (n — d — 1)-subespacio de IT ser “adenotado por £ = K NTI.

Ahora, d "tese a IR™ de la norma de Manhatan y den “tese por
O={xelR":) |z;| =2}

a la esfera de radio 2 centrada en el origen (n “bese que, a diferencia de la
seccién anterior, estamos usando al octaedro de radio 2; esto es debido
a un tecnisismo que quedara claro adelante pero es f ail ver que toda
la discuci’n de dicha seccién se aplica de manera totalmente an “boga).
Recuérdese la definici ‘a de interseccidén gorda (capitulo 2)

ONL=01oeO:0NL# g
y definase el complejo de sus caras duales como
R:={do)e Qn:0€ OyonL#p},

donde 4: @ — @,, es la funci 'n dualidad definida en la secci n anterior.
Claramente % = O L. Ohsérvese que, como P contiene una base afin,
L es un subespacio lineal de dimensi'a n —d— 1y por tanto ON L es
una esfera de dimension n—d—2. Luego, por el teorema 1, ONL es un
retracto fuerte de @ M1 L y, por lo tanto, R tiene el tipo de homotopia
de una esfera de dimensi’o n—d — 2.

Afirmacién. R es igual a [1.

Como, por el lema 4 v 5, A 1 B es una particién si y sélo si [4, B] es
una cara de R, basta demostrar que [A, B] es una cara de R si y sélo
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si (A) N (B) # ¢. Ln efecto, sea 0 € Oy 2z € {~1,0,1} su n-ada
correspondiente (como en la seci’n 3). Es decir, correspondiendo a ¢
tenemos la siguiente partici’a de P: A ={p;: 2, =1},B={p; : 2z =
-1}, y C=AUB = {p; : z; = 0}. Por la definici ‘o de § tenemos que
6(c) = [A, AU ). Asi, basta demostrar que

GNL#S <= (A)N(B)# ¢

Para esto, sea x € ¢ N L. cntonces

Y ap =0, =0y |zl = 2.

OO0

O, KNT

Figura 15. La demostracion del Teorema 5

La primera igualdad se debe a que x € K, la segunda a que x € II
(todo esto porque x € £ = /{ N1II) y la tercera a que x € O. Adem’s,
como X € ¢, se nos permite también escribir a

%‘X = Z )\z-(ziei-)

como combinacién convexa (A = 1 y A; = () de los can’nicos o
sus negativos correspondicites. Cormbinando lo anterior (x; = 2zA;)

tenemos que
ST Api= Y Aips

piEA pi€B

PiEA picB
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Esto tltimo sucede si v slosi {4) N (B) # ¢. Como todos los pasos
son reversibles, concluimos la afirmacién. .

Para el caso de posici ‘n general, obsérvese que R tiene una cara [A, B
de dimensi ‘'n mayor a n —d — 2 si y solo si #(B\ A) > n—d—2. Esto
equivale a la existencia de una particién At B donde #{AUB) < d+2.
Si S est“aen posici ‘o general, esto tltimo es imposible y se tiene que,
como las caras m“aimas son de dimensi’'an — d — 2,

|OnLi={0OnL|.
Por lo tanto R es homeomorfa a la esfera de dimensi'an—d —2. o
Obsérvese que el ultitme argumento de la demostracion implica que los

puntos est ‘m en posici ‘o general si y s'to si £ est aen posici ‘n general
con respecto a O.
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5. Matroides Orientados

El teorema 4 puede scr llevado a una clase m’s amplia de separoides
que se vienen estudiando desde finales de los 60’s, los matroides ori-
entados [cf. Edelman (1983)]: El complejo de Radon del separoide de
un matroide orientedo es homot ‘pico a una esfera. Un vistaso m s de
cerca a este resultado nos permitir “alasificar las gréficas de circuitos (el
1-esqueleto del complejo dual del complejo de Radon) de los matroides
orientados unformes. Un matroide orientado, al ser un separoide, tiene
asociado un complejo de Radon que vive en algin hipercubo. ;Qué
complejos “cibicos” son el complejo de Radon de un matroide orien-
tado?

Sea S un separoide y G = G(R(S)) su gréfica de Radon. Si R(.S) induce
una esfera en ¢, ésta estd hecha de subcubos de alguna dimensi ‘a fija
(digamos £k = n — d — 2) vy se puede definir el politopo dual, cuyo
l-esqueleto es una g ‘fica con vértices en los k-subcubos y dos son
adyacentes cuando se intersectan en un (k — 1)-subcubo; denotemos
dicha gréfica como G* — (J*. Esta grifica es conocida (en el caso
de los matroides orientados) como gr ‘fica de circuitos —obsérvese que
por cada vértice de G* hay un subcubo de la forma (A4, A U C], con
|C| = r que puede relacionarse a una partici'a At (BUC), donde B es
el complemento de la uni‘'n de Ay C, At B es una particién minimal,
y cuyos vértices son de la forma AUC't+ BUC”, donde C'UC" = C.

Se presenta el mismo fenomeno que con la grssmanniana (vista como
subesferas de alguna csfera m “a grande) pero a nivel combinatorio; son
subcomplejos esféricos de Q,,, preservan cierta “geodecidad” al interior
de ésta esfera de dimensi ‘a n — 1. Se antoja demostrar que el encaje
de la grafica de circuitos en el k-dual del n-cubo es isoantipodal, i.e., es
cerrada por la funcién antipoda y la noci‘n de distancia (gréfica) de
G* es la que hereda dc QF.

Se estudiaran en detalle los siguientes casos: cuando G es un ciclo de
longitud 2n, es autodual, se puede encajar isoantipodalmente en @, y es
el complejo de Radon de un matroide orientado uniforme de dimensi 'n
n — 3; andlogamente, si G es una grafica plana (y se encaja), tiene un
dual plano y viene de un matroide de dimensi ‘n n—4 [cf. Fukuda et al].
;es suficiente que G indusca una esfera para que venga de un matroide
orientado? ;que tanto se puede debilitar esta hip “tesis?
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0. El criptomorfismo.

En lo que sigue, los scparoides (y por tanto los matroides orientados)
ser ‘a tratados como familias de vectores signados. Para esto, algunas
definiciones y la introducci ‘o de notacién vienen a la orden:

Sea E un conjunto con n elementos y den 6ese por {—,0,+}£ el con-
junto de todos los vectores (signados) con n entradas en {—,0,+}.
Dado un vector X = (X,).ck, €l conjunto X* := {e € E : X, # 0}
es llamado el soporte de X. El conjunto cero de X es el complemento
del soporte, X? := E\ X* = {e € E : X, = 0}. El conjunto de mases
X* y el de menos X~ tienen la connotacién obvia. El opuesto —X es
definido por (—X), = —{X,).

En la familia de todos los vectores signados, se puede definir un orden
parcial como

X<Y < XTCYtyX CY .

De hecho, este orden parcial es la latiz de caras del n-octaedro, dual
del n-cubo (recuérdense las coordenadas baricéntricas usadas para la
demostracién del teorema 4 y el papel que jugaban las z; € {—1,0,1}).

El separador de dos vectores X y Y es

S(X,)Y):={e€ E: X, =-Y. # 0}

Dados dos vectores signados X y Y con soportes del mismo tamano
(|X%| = |Y#| < n), diremos que son adyacentes si existen 1,7 € E tales
que Xk = Yk para toda A Q {i,j}, Xi =0 7/: K Yy Y; =1 =,é Xj.

Esta noci’n de adyaccncia deline una gr'fica G, con vértices en la
familia de vectores signados y motiva la definicién de mover un cero de
un lugar a otro (que no sea cero) que es un paso en una camino de dicha
gréfica. Por tanto la distancia en G, de un vector a otro es el minimo
nimero de movimientos de ceros (de pasos) necesarios para llegar al
vector destino. De aqui la siguiente definici ‘n: el recorrido —del inglés
traversen— de dos vectores X,Y es

TX,)Y) ={ce B : X, =0#Y. 0 X, #0=Y.}.
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Ojo: X yY son adyacentes st y sélo st |S(X,Y)| =0y |T(X,Y)| = 2.

Esta noci’n ser “ainterpretada de tres maneras diferentes: como adya-
cencia en la gr'fica de circuitos de un matroide orientado; como ady-

acencia en el k-dual del n-cubo; y como adyacencia de k-subcubos del
n-cubo.

Con estas definiciones a la mano, las particiones de Radon de un sep-
aroide (E, 1} pueden scr codificadas con vectores signados como sigue:

8 C {—,0,+}¥ son las particiones de Radon de un separoide si y sélo
s

) XeS§=-Xe6s,
coo NeSyX<X = X'e8.

Un matroide orientado M = (E,C) de orden n = |E| es un conjunto
de vectores

CC{-,0,+}"%
con las siguientes propiedades
(C1) 0gc (¢14)
(C2) Xel=-XeC (simetria)
(C3) X, YeCyX+CYt= X=1Y (incomparabilidad)
(C4) X, YeCyeeS(X,Y)=— existe Z€C
tal que ZT C NTUYH Z-C X UY yZ =0 (eliminacién débil)

Los elementos de C son conocidos como circuitos del matroide.

Claramente los circuitos de un matroide orientado son las particiones
minimales de algin separcide. Tenemos el siguiente criptomorfismo
obvio:

Teorema 6 Las particiones minimales de Radon (M RP) de un sepa-
roide S son los circuitos de un matroide orientado si y sélo si

(M1) 616 ¢ MRP,

(M3) AiB,CtDe MRPyAUB=CUD= {A,B}={C,D},

(M4) AtB,A'tB € MRP andz € ANB' = 3A" { B" € MRP
A'CAUA\z and B" C BUB'\ z.
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1. El k-dual del n-cubo.

Todo matroide orientado M = (E,C) tiene asociado una gr fica G =
G(M) cuyos vértices son los circuitos del matroide y dos de ellos son
adyacentes sl sus vectores lo son (recuerdese la definici’n de adyacen-
cia). Esta gr fica es llamada gr “fica de circuitos del matroide orientado
—de hecho en la literatura, esta grafica es estudiada via el matroide
dual y es mejor conocida como gr ‘fica de cocircuitos. Es bién sabido
que la gr “fica de cocircuitos de un matroide orientado es el 1-esqueleto
de la descomposicién celilar inducida por las pseudoesferas que realizan
al matroide orientado via el Teorema de Representaci ‘a Topoldgica de
Folkman y Lawrence, por tanto dos (co)circuitos X y Y son adyacentes
siys'bosi |S(X,Y)| =0y |T(X,Y)| = 2 (recuérdese la definicién de
MOover uI cero).

Denotemos por QF el k-dual de Q, definido como sigue (k > 0): los
vértices de Qﬁ son las k-caras de @, y dos son adyacentes si se inter-
sectan en una (k—1)-cara. De ahora en adelante, denotaremos las caras
de @, con vectores signados, esto es, una cara {A, B] ser "alenotada por
un vector signado X, donde

+ ifie A,
;xg:{o if i € B\ A,
— en otro caso.

ay;

Q} Q3 a3

Figura 16. Los tres k-duales de Q.

Q;

Llamamos automorfisimo entipodal a la funcién que manda a cada vector
X asuopuesto —X. Obsérvese que si todos los circuitos de un separoide
tienen el mismo tamano (digamos n — k), el 1-esqueleto del complejo
dual de su complejo de Radon es una subgr “fica de QF cerrada por el
autmorfismo antipodal.



33

Lema 6 La gr fica de circuitos de un matroide orientado uniforme es
el 1-esqueleto de su complejo de Radon.

Demostracién. Sea A{ un matroide orientado uniforme de orden n
y dimensi’'n d, § su separoide y R su complejo de Radon. Como M
es uniforme (S est’aen posici’n general), todas las caras de R son
de dimensi'm ¥ = n — d — 2 y por tanto el dual est “abién definido.
Cada cara [A, B] de R puede ser identificada con una particién del tipo
A1 B (y viseversa). Ahora, por el Ojo, dos k-subcubos X,Y de Q,
son “adyacentes” (se intersectan en un (k — 1)-subcubo) si y sélo si
IS(X,Y) =0y |T(X,Y)| =2 o

Esta secci’'n termina con el enunciado de dos lemas cuya demostracion
aparece en el Apéndice —una copia “verbatim” de la ltima secci’'n de
un articulo que escribi junto con Juancho vy mandamos al JCT para su
publicaci ‘n.

Lema 7 La distancia grifica en QF (k>0) es, para X £Y

IS, )] +1 i X= =Y,
dox(X,Y) = { |SCGY) + 3 T(X, Y)Y sino.

Lema 8 Sea G — QF un encaje isométrico tal que X* = Y* si y
-s6lo si X = £Y. Dados X,Y € V(G) dos vértices no-antipodales
(X # £Y) y un elemento en su separador e € S(X,Y), existe un
vértice Z € V(G) tal quee € 2°, Z* C XTUYt yZ- C X" UY".

2. El teorema

‘Por un encaje G — H de graficas entendemos una funci’n inyectiva
i: V(G) — V(H) de sus vértices que manda aristas en aristas. M "a atn,
en tal caso, los vértices del dominio ser “a identificados con aquellos de
su imagen. De hecho, nos referiremos a los vértices del dominio con
los nombre de sus imagenes. En particular, si la grafica est “aencajada
en QF sus vértices ser 'n denotados por los vectores signados de sus
imagenes. Como es usual, se dir aque un encaje es isométrico si la
distancia gréfica del doninio es preservada en el codominio.
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Teorema 7 Una grfice G es la grdfica de circuitos de un matroide
orientado uniforme d-dimensional de ordenn > d+2 si y sélo si existe
un encaje G — Qr=9=2 con las siguientes condiciones:

L V(@) =2(2,),
2. G es cerrada por el automorfismo antipodal de Q792

3. X #%Y € V(G) = dg(X,Y) = |S(X,Y)| + 3T(X, V)],

Demostracién. Antes que nada, obsérvese que el Lema 7 implica que
la tercera condici’n es verdadera si y s'to si el encaje es isométrico y
no existen dos vértices no-antipodas con el mismo soporte.

Necesidad. Sea M un matroide orientado uniforme de orden n y di-
mensi‘n d. Denotemos por S su separoide y por R su complejo de
Radon. Como M es uniforme, todas las caras de dimensién m aima
(facetas) de R son (n — d — 2)-cubos. Sea G la gr fica con vértices
V(G) = R4 las facetas de R. Claramente G es la grafica de cir-
cuitos de M (lema 6) y est “acncajada en @"~%-2. Como la relaci o
de separaci ‘o es simétrica, R es un complejo antipodal y por tanto G
es cerrada por el automorfismo antipodal de QF~9-2. Como & cumple
(M3), no existen dos particiones minimales con el mismo soporte y
por tanto la distancia es aquella del enunciado (lemma 7). Finalmente,
la posicion general y (A 3) implican que cualesquiera d + 2 elementos
definen dos particiones minimales simétricas y por tanto 1.

Suficiencia. Sea G — Q" %2 un encaje con las tres propiedades del
enunciado. Queremos construir un matroide orientado uniforme que
tenga a G como grafica de circuitos. Sea S el siguiente separoide: para
todo vértice X € V(G), correspondiente a la cara [A, B] < Q,, definase
la particién minima de Radon At B. Tenemos que probar que el con-
junto de todas esas particiones son los circuitos de un matroide orien-
tado uniforme. El axioma (C1) es trivial. Como G es antipodal, la
relaci ‘o es simétrica y se sigue (C2). Si (C3) no se cumliera, por el
lema 7, la distancia no serfa la del enunciado. Para demostrar (C4)
aplicamos el lema 8 para exhibir un Z en un camino geodesico de X a
Y con las propiedades deseadas. Finalmente la posici “n general se sigue

de que S es un matroide orientado con exactamente 2( d::2) circuitos.o

Obsérvese que la hip “tesis de uniformidad no puede ser desechada sin
agregar un nuevo ingrediente ya que, en tal caso, la grafica puede no
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ser encajable en QF. Crcemos que debe existir una nocion de distancia
en la primera subdivisi “a baricéntrica del cubo que permita enunciar
un teorema similar pero para el caso general (no-uniforme).
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6. Circo de 3 pistas.

Estaremos trabajando, simult “aeamente, en tres categorias diferentes:
Las configuraciones de puntos, vistas como funciones lineales o matri-
ces; los separoides, vistos como la estructura combinatoria que son; y
los subcomplejos de bolas del n-cubo, visto éste como el orden parcial
inducido por los intervalos de la contenci’n natural de la familia de
subconjuntos de un conjunto finito.

Dado un separoide S, se le puede asociar un complejo ctibico R(S)
donde sus vértices son sus particiones de Radon m“gimas. Reconstruir
el separoide a partir de su comlejo de Radon es imposible —varios sep-
aroides dan lugar al misino complejo— no obstante, cualquier complejo
clbico, inducido por sus vértices, que sea antipodal (cerrado por la
funci ‘o antipoda), da lugar a, al menos un separoide. En el caso de
que el separoide sea de puntos, no hay lugar a confusi ‘n: el complejo
de Radon codifica toda la informacién (ver lemas 4 y 5). Al parecer,
éste es también el caso para los matroides orientados pero no contamos
con una demostracién formal.

Por otro lado, una configuracién de puntos puede ser interpretada como
una matriz e identificada con la intersecci ‘o de: el nucleo de la funci'o
que ésta define, el plano 11 y el n-octaedro. Como se demostr 'cen el
capitulo 4, esta intersecci’n da lugar al complejo dual del complejo de
Radon del separoide asociado a dicha configuracion. Surge la pregunta
jcuando un complejo ciibico es el complejo de Radon de una configu-
raci ‘'n de puntos? En general esta pregunta sigue sin respuesta, pero
los casos n = d+2 y n == d+ 3 son estudidos en detalle en las siguientes
seccinnes.

El sizuiente resultado sc sigue directamente del uso de la técnica para la
demostracién del teorema 4. En él, entendemos por un filtro F C O un
subconjunto cerrado por “supercontenciones”, ie,si A€ Fy A DA
entonces A’ € F'. Aden "a denotamos por \, a las retracciones.

Teorema 8 Un separoide S, visto como un filtro antipodal del octae-
dro, es de puntos si y sélo si, existe un subespacio K tal que

SNKNOoN1t
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El caso n =d + 2.

d+ 2 puntos en posici ‘'n general inducen una Gnica particién que puede
ser interpretada como una 0-subesfera del (d 4 2)-cubo —un par de
puntos antipodas— ¥, al revés, dados un subconjunto y su complemento
se puede contruir una configuracién que tenga a dichos subconjuntos
como Unica partici’n. IZsto induce una relaci ‘o uno-a-uno entre los
pares de puntos antipodas del n-cubo (que no sean los representantes
del vacio y del total) y las configuraciones de n = d + 2 puntos en
dimensi ‘o d en posici ‘n general.

Cuando la posici ‘n gencral se pierde, el complejo de Radon se “hincha”
y adquiere caras de dimensi’o mayor; aristas, cuadrados, cubos, etc.
Cada una de estas caras tiene asociado un intervalo en la familia de
subconjuntos [A, AUC] que a su vez representa una particién de Radon
del tipo A1 BUC —la dimensi a de la “hinchazon” estd dada por el
cardinal de C.

Cinco puntos en el espacio (5=3+2):

Figura 17. La poliedrizacion del espacio proyectivo

Sin perdida de generalidad, los primeros cuatro de ellos (d + 1), deben
formar los vértices de un tetraedro; los planos definidos por cada tres (d)
de ellos, parten el espacio en abiertos (y puntos). Entonces el quinto
punto puede ser localizado por su posici’n en el politopo que define
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dicha particién —a cada abierto se le puede nombrar con un vector sig-
nado que corresponde a los signos de las coordenadas baricéntricas del
quinto punto en terminos de la base ordenada que deteminan los cuatro
anteriores y dicho vector puede ser identificado con la particién de sus
positivos y negativos. Obsérvese que con esta convencin, el signo del
ultimo es simpre negativo. Si el quinto punto cae en el plano generado
por los primeros tres puntos (d — 1), las coordenadas baricéntricas de
éste tienen un cero en la cuarta posici’a (el cardinal de C es 1); si
cae en una linea, tiene dos ceros (|C|=2), etc. Tenemos entoces los
siguientes “tipos” de particiones: en posici‘n general —representadas
en la grassmanniana por facetas de dimensi ‘o 3— a t bede, ab T cde; de-
generaciones de primer grado (caras) a t bed, ab T cd; de segundo grado
(aristas) a f be; y finialmente dos puntos iguales (vértices) a1 b. Esto
es, el espacio de configuraciones esta integrado por dos tipos de facetas
(cinco tetraedros y diez prismas), dos tipos de caras (veinte tri’agulos
y quince cuadrados), un tipo de aristas (treinta de ellas) y un tipo de
vértices (diez de ellos). Véase la Figura 17.

Teorema 9 El espacio de configuracidnes de m = d + 2 puntos en
dimension d, modulo el grupo afin, es

On N1/ {~z, 8} = (Qu \ {8, 0})"/{~2, z}.

Dado que dos configuracidnes son equivalentes {médulo la acci’n del
grupo afin) si y s’to si la interseccién del nucleo de las funciones que
definen con @, N1+ es la misma, y dado que dicha interseccién es una
esfera de dimensi ‘o 0 (= n—d—2), las configuraciones est "a en relaci ‘o
uno-a-uno con las parejas de puntos antipodas de @,N1+. La dualidad
con el cubo, est“adefinida en el capitulo 4. o

El caso d = 1.

Para el caso n = d + 3 cs de gran utilidad entender primero el caso
d = 1. Las facetas del espacio de configuraciones de éste ultimo, est 'a
en biyecci ‘n con los ordenes lineales y dos son adyacentes si difieren en
una permutaci ‘o de dos clementos consecutivos. Es f ail ver que estas
facetas son siempre simplejos. Por otro lado, los vértices corresponden
a dos conglomerados de puntos, asi que los vértices de cada simplejo



39

son de la forma

a|bed.. yz,
abled... yz,
abe | d.. . yz,
abed ...y | 2,

donde el orden lineal que representa es abed...yz. Sabemos adem’s
que es un espacio proyectivo de dimensi ‘o n — 2.

Cuatro puntos en la linea:

Figura 18. La poliedrizacion del plano proyectivo

En el plano proyectivo, t ‘'mense cuatro puntos en posici’n general y
dibijense las seis lineas que definen cada dos de ellos. Los primeros
cuatro puntos representan las configuraciones definidas por una dnica
separaci ' del tipo a | bed. En la intersecci ‘o de las lineas aprarecen
tres nuevos vértices que representan las configuraciones definidas por
una tnica separaci ‘o del tipo ab | ¢d. Hay dos tipos de aristas; seis
que unen dos vértices del primer tipo —caracterizadas por tener una
particién de Radon del tipo bc § ad— y doce que unen a dos veértices de
diferentes tipos —caracterizadas por tener una particién de Radon del
tipo b t acd. Obsérvese que no hay aristas entre dos vértices del tipo
dos. Finalmente, hay 12 caras triangulares que constan de dos vértices
del tipo uno y uno del tipo dos. o

Teorema 10 FEl espacio de configuraciones de n puntos en dimensidn 1

£5 _
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La estructura de abiertos que definen los (nf2) hiperplanos del espacio
proyectivo de dimensi “n n— 2 que inducen n puntos en posici ‘n general
es isomorfa a la primera subdivisi ‘o baricéntrica del n-emicubo menos
el vacio y el total —el orden parcial en la descomposici’a de abiertos

es A< B &< ACdOB. o
El cason=d+ 3.

Como consecuencia del teorema 4, tenemos que toda configuracién de
n = d + 3 puntos en posici ‘o general en dimensi‘n d dan lugar a un
encaje Co, = @, de un ciclo en el cubo, a saber, su complejo de Radon.
El lema 4 y 5 implican que dos separoides de puntos son iguales si y
s "o si su complejo de Radon lo es. Ahora, por el teorema 7, a cada
ciclo antipodal Cy, — @, del cubo, se le puede asociar un matroide
orientado uniforme que resulta ser de codimensién 1 y es, por tanto, un
“separoide de puntos. Finalmente, obsérvese que la condici‘n de que el
separoide sea aciclico equivale a que el complejo de Radon no contenga
como vértice al conjunto vacio (ni al total). Tenemos entonces que

Teorema 11 Las facetas (caraes de dimension mdrima) del espacio de
configuraciones de n = d + 3 puntos en el afin d, est’n en relacién
uno-a-uno con los ciclos antipodales Cy, — Q, \ {¢, 4} encajados en
el n-cubo.

En O3\ {¢,#} s lo hay un ciclo de longitud 6 y corresponde al puntoide
con tres elementos.

En Q4 \ {#,¢} hay esencialmente un s to tipo de encajes de Cj, pero
hay tantos como ordenes lineales con 4 elementos. Obsérvese que

(Comr @\ (4,3 : antipodales} = ((Q4\ (9,3)/1-5,7})

En Os\ {¢, #} aparecen ya tres tipos de encajes que corresponden a las
tres configuraciones de la figura 1.

No es dificil convencerse de que dos facetas del espacio de configura-
ciones se intersectan en una cara de dimensién uno menor si y s’ si
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sus respectivos ciclos difieren en exactamente 2 vértices antipodas. Esto
debe conducir a una descripci ‘o completa de la estructura combinato-
ria del espacio de configuraciones. Sin embargo permanece abierta la
pregunta: dado el complejo de Radon (o su gréfica de circuitos) ;cémo
reconstruir la configuracién de la que viene?

Para el caso en cuesti ‘n (n = d+3) tenemos una construcci ‘n que sabe-
mos que funciona en todos los casos pequefios (n = 3,4,5,6) pero no
tenemos prueba para el caso general... sinembargo estamos convencidos
de que debe funcionar siempre.

Para describir la construcci ‘n, regresemos al ejemplo 1.a (ver la figura 5).
Obsérvese que, dado el ciclo Cyp < Qs y un vértice A de éste, el camino
del vértice a su antipoda define un orden lineal del conjunto base. En el
ejemplo, si comenzamos con el conjunto A = 02, uno de los dos caminos
a su antipoda es 02,024, 24,124, 14,134. Este camino define de man-
era natural el orden 40123, que son los elementos que cambian en cada
paso. Si nos olvidamos por el momento de algiin elemento (digamos el
4), la informacién que nos queda es: una partici’n minimal 021 13 y
un orden lineal 0123.

Recordemos la poliedrizacién del espacio de configuraciones de 4 puntos
en la linea. En ésta, hay 4 vértices especiales (los que corresponden a los
separoides del tipo a | bed) v cada regidn (cada tri“agulo) representa un
orden lineal. Si agregamos un quinto punto en la regién que representa
al orden 0123 y aplicamos una transformacién proyectiva para que los
otros 4 vértices realicen la particién 02 13 en el plano afin paralelo a
I1 que pasa por los candnicos, obtendremos la configuracién deseada.

Figura 19. La realizacion del pent “gono
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Apéndice.
Proof of Lemma 7. Let X,Y € V(QF). First of all, we exhibit a

XY-path with the desired length —this will show that the distance in
QF is at most that of the statement. There are four cases:

Case 1 (S(X,Y)=¢ and T(X,Y) = ¢).
This condition is equivalent to X =Y.
Case 2 (S(X,Y) =¢ and T(X,Y) # ¢).

Let To(X,Y)={i € £ : X; = 0 # Y;} (analogously Tp(Y, X) = {i €
E:Y; =0# X;}). Clearly T(X,Y) = Tp(X,Y) U Tp(Y, X) and, since
they have the same support size, |To(X,Y)| = |To(Y, X)|. Let us give
an arbitrary (but fixed) linear order in both previously defined sets:
To(X,Y) = (11, -, Timox,yy) and To(Y, X) = (71, ..., Mimy(v,xy))- Now,
let {2, 22,..., Z3TXY)} be defined as follows:

(Zm.)__{y; if’ie{Tl,.,-_,Tm,T'Tl,...,Trm},
' X; otherwise.

Observe that
S(X, 2 = S(Z2Y, 2% = ... = §(Z3TENI= vy = ¢,
T(X,2Y)| = |T(2", 29| = ... = |[T(ZT*L )| =2,
and ZETXY) = Y. Therefore, by the remark, (X, 2!, 22, ..., ZzTXY) =
Y) is a XY-path and its length is Z|T(X,Y)|.
Case 3 (S(X,Y) # ¢ and T(X,Y) # ¢).

Let us give an arbitrary (but fixed) linear order in the separator: S(X,Y) =
(01,--.,0150x.vy); and let {Z!,Z2,. .., ZISXYI} be defined as follows:

(Zm)i - 0 lf’L = Om,

{}1 ifi@{Tlagla"':am—l}a
X; otherwise.

Observe that,

S(X,2Y) =S8(2',2%) = ... = §(ZSXVI=L ZISENN) = ¢,
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[T(X, 2Y) = [T(2, 2%)| = ... = [1(ZSP-1 ZISOny = o
Moreover, S(Z¥XY) YY) = ¢ and

T(ZB*0LY)| = |T(X, Y)\ {m} U {osxn | = 1T(X, Y)|.

Now, construct a Z’WX YNy _path as in the previous case. This com-
pletes the X'Y-path of the desired length.

Case 4 (S(X,Y) # ¢ and T(X,Y) = ¢).

Let 19 € X° = Y be arbitrary (but fixed) and let Z! defined as follows

0 if i = a1,
(ZY%i=<+ ifi=1
X; otherwise.

Observe that S(Z',Y) = S(X,Y)\ {o1} and T(Z1,Y)} = {o1,%0},
therefore the previous cases applies.

To end the proof, we have to show that the distance in Qﬁ is at least
that of the statement. We do it by induction.

Let d: V(QF) x V(QF) = IN be the following function

_ (18 +1 if X = Y=,
dX,Y) = {|S(X, V)l + 3T(X,Y)| otherwise.

By the remark it follows that d(X,Y) = 1if and only if dg: (X,Y) = 1.
Let suppose that for every X,Y and for every m < my, we have that
d(X,Y)=mif and only if dou(X,Y) =m. Let (X,Z',...,Z™ =)
be a geodesic XY -path (of minimum length). We want to prove that
d(X,Y) < mg so, suppose that d(X,Y) > my.

Since the path is geodesic, it follows that dge(X,Y) = dox (X, Z D+
dor(Z',Y) which by hypothesis implies that mo = 1 +d(Z',Y) and so
d(X,Y) > 1+d(Z,Y).

If we denote as )
Svv — { 1 if X*=Y%
Xy 0 otherwise,
we can denote d(X,Y) = |S(X,Y)| + AT(X,Y)| + éxy including in
one equation both cases of its definition. Recall that X= = Y* if and
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only if T(X,Y) = ¢. With this notation at hand we have that

1 1
|S(X1Y)| + §|T(X7Y)| +dxy > 1+ |S(Zlay)| + §|T(ZI’Y)| + 01y

Since X is adjacent to Z!, there exist ¢, j € E such that for every £ ¢
{i,3}: Xe = (ZYe, Xi =04 (ZY); and X, # 0= (Z2");. Then S(X,Y)

and S(71,Y) , and respectively 7{X,Y) and T(Z!,Y), differs only in
the ith and jth coordinates. This motivates the following notation:
Given F C E, let Sp(X,Y) = FN S(X,Y) and Tp(X,Y) = F N
T(X,Y). Therefore we have that

1 1
|Si(X, Y)|+§|Tz'j(X, Y)|+dxy > 1+LSij(Zl,Y)|+§|i'}j(Zl,Y)|+531y,

We consider two cases:
Case 1 (T;;(X,Y) = ¢).

Since X; = 0 # {Z'); and X; # 0 = (Z%);, then ¥; =0 and ¥; # 0
therefore {,7} C T;;(Z',Y) and ¢ € S;;(X,Y). But

23 |8,(X, V) 3 1500 Y )by > 1+]85(21, V)5 Ty(ZL V)lbzy 22
an obvious contradiction.
Case 2 (Tj;(X,Y) # ¢).
Clearly, in this case, dxy = 0. Then
1S5(X, V)] + 31T (X, V)| > 1+ 18524, Y| + 3 1T3(2L V)

Since X; = 0 then i ¢ S;(X,Y), and then j € 8;{X,Y). Therefore
j € Ty;(Z',Y) which implies that

1 1 1 1
I+ 2 [8(X, Y)|+§|Tij(X, Y)|> 1+[Sij(Zl,Y)|+§|’l'}j(Zl,Y)| 2 143
a new contradiction.

This concludes the proof. o
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Proof of Lemma 8. Since changeing the separator S(X,Y) in a XY-
path from one sign to the other requires to move a sign to zero and,
after that, to the other sign, then for every element in the separator
there exists a vertex Z in the path with a zero in that position. It
remains to prove that this vertex works.

Let (X,2',2%,...2™ = Y) be a geodesic path in G. It follows that
doe(X,Y) = 14 dgx(Z',Y) which by Lemma 7 implies that

1 1
|S(X,Y)|+ §|T(X, Y)| +6xy =1+ [S(Z,Y)| + §|T(Zlay)| +0z1y.

By an analogous argument to that in proof of Lemma 6, it is easy to
see that

1 1
1Si(X, Y)|+§|ﬂj(X,Y)|+5XY = 1+|5ij(21,Y)|+§|Tz'j(ZI,Y)|+521y,

where X; = 0 # (Z'); and X; # 0 = (Z');. Since X # %Y then
dxy = 0 and, because X; = 0 we have that ¢ € 5;;(X,Y’) and therefore

1 1 1
L+5 2 [8y(X, V) +5IT5(X, Y)| = 14185(Z, V) [+5|T5(Z2", Y)|+0z0y
which implies that |S;;(Z%,Y)| = dzy = 0. '

In particular this implies that two antipodal vectors belongs to a geodesic
path if and only if they are the extreme points of it.

Observe the following contradiction; if (Z1); # Y; then Y; = 0= X;,i €
T;(Z',Y) and so o

13 [S5(X, )| + 315X, ¥)] = 1+ 5IT(2, V)| 2 14 5.
Therefore (Z1); = Y.
Since for every ¢ & {i,7},Xe = (Z')¢ and (Z*); = 0, we have that

(ZY)* € XTUuYt and (Z')” € X~ UY". Finally, since Z' # —Y then
the previous argument works all over along the path, i.e.

(Zm+1)+ g (Zm)+ U Y+ g X+ UY+

and
(Z™)” C(ZM)-UY- CXTuYT,
therefore we have that every Z in the path has the desired property. o
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