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tivo principal de o
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bajo de e

5 ap:i(jd(:]()rl de un método variacional fundamentado en lnb caracteristicas
exrremales de la entropfa, para abordar v resolver problemas donde es posible
cruplear la teorfa de grupo de recormalizacion (GR esto cs, sistemas donde
oxiste una invariancla ante ias transformaciones de escala
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Como es sabido, 1a teorfa de grupo de rencrmalizacisn ha aclarade muchos
misterios en diversos problemas de este tipo, tanto en el campo de dindmica
no lineal come en el de rmmsmlones d(’ fase, en temas que van desde con-
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autcorganizacion, ofe. Sin

e un gran auge durante los sthimos
ancs. (debide ne sélﬁ a que h; :::os“a(’c $eT una aerrammienta para estudiar
exitosatnents esie tipo de sistermas, sino que ademéds ha originado una nneva
foriia de pensar acerca de ellos) en muchas crasiones su uso se ha lmnitado

silcada ée

a para . soitcion de muches problemas especificos.
Asi surge oo interds de esia investigacion, cuyo objetive radica en tratar
deaprovechar la caracterisiica de que la entropia es un funcienal que alcanza

valores extremos. v plantear una posible relacion entre estos puntos extremos
volos punios

*T‘

ijos que surgen de la aplicacion sucesive de la transformacién
nermailzacldn a
fiv de tna maners oficar v sistemdtica la forma adecuada que

aeherd preseniar la transformacion de

sistema dado para qic. con case en eto.

gruvo que ha de ser cmpleada para
csilciar Gicho sistermna.
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LTCOVENTOS.

Con base en o8 resuitados. se liovd e cabo of andiisis de in forma de la
luneidn entropia encontrada en cada uno de los
valores extremos, por oiro lado, se identificaron los puntes fijos de la trans-
formacion de GR ¥ se establecio 1a posible conexion entre estas cantidaces.

Debic

tenias v se obtuvieron sus

IR gue en el caso del sistema de Dere olacion por arlaces en ana

dimension con interacciones de largo aleance se ha encontrado gue hajo cler-

TS (,()11(11(.“()1}&‘.‘3 [ CIT T‘Jlﬁ T)T(‘Sell;.'rl un COIII})Oi'iaﬂll(’lﬁ.() no extor iw.\() 8¢
uivo necesario agregar el estudio; para este caso, de la entropla goneralizada

{conocida como entropla de Tsalils), los resultados v ol andlisis de estos se

sreemtarr imbid
prevsentai Lainbidn.

I'n este trabajo de tesis, se lncluve primere un capitulo de antecedentes
donde se da una introduccidn breve a aiguncs conceptes importantes v fun-
damentos tedricos necesarios para of desarroilo del tema, abordando ideas

comon ferdmeno critico, hipdte

is de escalamiento, grupo de renormalizacicn

iptos variacionales de la entropia v entropfs generalizads.

En el capituio tres se hace un planteamiente general del problema intro-
.

:1t1< iendo conceptos v resultados conocidos para el caso de percolacién o una

nocon objeto de establecer las bases para ol andlisis v desarrolio del
oroblema. Posteriormente se pace una desceripcién detallada de la téenica a
segl ades planteados en los objetivos.

onoel capfiule cuatro se muestran los resultados para ol fendmeno de
percolacion en ana dimepsidn y posteriormente, en el capitulo cines se pro-

sare obtener los ¢

SONTAL LAY CORGUSIONEs generacas del andlisis de los resuiados aleairndos en

rolio del trabajo.
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1.1 Introduccién

i dste capitulo, introcuciremos srevemente algunos de 1os conceptos o kieas
lportatites para el desarroilo de este trabaio de resis,

:.2.2  Transiciones de Fase v Fendmenos Criticos

Hablemos nrimero de qué os una frensicicn de
nocion mas simple de fose (que quiere deci
oxpregamse de o sl

cOmo se cias!

=%

Fose ex un cstado de la moteria gue es untforme en fodes partes. lenis
erosu cotposicidn guimice como en sy estado fisico.

Ahora bien. tmandoe nos referiines a una transicidn de fase. eniendenos
simplemente que un clerto sistema termodindmico sufre un cambio de an
estado unmforme a oiro distinro.

rimera clasificzelon de transiciones de fase fad sugerida pos

G D(’ acuerdo s €sia. ula fransicion de fose de priger o

agizeda en que le Tuucldn molar ¢ TO SUS 07

£ am—

\I uu‘)l” ‘f“-Y(n( A(i -

son discontinuas. 1‘1; pues. ¢n lO que H”"I

transt (1\J7‘ de fuse ({(‘ "[LIIGI oreen nos "(“C'
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1.2 Transiciones de Fase Continuas ¥ Fendmenos Criticos 3

nte e jongiiud de cormrelacion oy der orden de alpinos eshacios

el enibarge, of valor real de la longitud de correlacion desends
de es condiciones exterias gue dewerminan el estado del sistema, fales come
Lemperatiiza vopresion.

1.2 Transiciones de Fase Continuas y Fendmenos
Criticos

1

El témmo f(i?’,‘.{)"{ﬂ.(”.’!{i.‘? crificos so refiere a las 8 i

(914 Llll(ll“ll as ('l
ios sistemas cerca de la temperatura critics ransicion de fase
de segundo orden [13;. Existe una gran cantidad de sistemas que exhiben
iransiciones de fase de sogundo orden. Bn este tipo de fransiciones ol sistena
s¢ aproxima, continuamente a un estado en el que las correlaciones de cscala
se vuelven infinitas. La explicacion siguiente avudard = dejar mas olare esta
idea.

las que nuede

'.)rimcr 'c.scenari'). 108 dos o mas o\siaum pﬁ.‘vsunuzs

coexisten también en el punto critic ol
Livnen vropledades macroscopicas dlfere::tca Sin e:nbarrfo. !.bc aimente ale-

fados del punte erftice. existe una fase dnica cavas propiedades se encuentran
('omma(ias de una forma continuz a una de las fases coexistentes en ol punto
critico. Lsuvra:::o\' CUIOCCS. encontiar una Giscontinuidad en el compor-
tamiento de varias propiedades termodindmicas al cncontrarnos o el punto
critico v pasar de una fase estable a otra. Conio se ha dicho estas fransiciones
son Hamadas disconfinues o de primer orden. La longitud d

tales transiclones de primer orden es fizita. Un eje

¢ correiacion de
hien covocido de

kel

=

s}
[SalFa

este Hpo de transicidn de fase es 1a fusidn de un

—& 0ira fortina en que puede oourmit e trans®

::(’:zszm‘,zn:T}.

Oy rneGianie

Lvila lrdn-

coniinue G e segunds srden donde la longitud de correiacion se hace

infizita. Las fluctuaciones se encueniran correlacionacas sob

2oser una fase o
transicion continua las dos o mas fases de cads lado des punio ¢
ser idduticas conforme estas se aproxizus
i 0L AN mode continuo conforme nos aproximamos 2l

varas G distancia o que Tergs al siscer

vdeben ae

LONG s0lo e ;C)Lf’fll‘xh de covrelacidn

DU critico, st

izs en varias canticades o las
e considades IE 1A% Tases O .8 1 e




Antecedentes

[y

'forr::enic:me.
DA et

c . s
clionae s

L& I5d

1
\‘.

e de su farma ;;ara
@ sy Torma ferromagnética cuand

tura oz la cual se pre

ey

wempe

T
SPVAIGLEN

TR presCnila en

£X0EDIC S0hTE |

anos analiticas

la forma gue se husira en e X

Cuende T se zpre

ol puzie oo T

arnetizacidn.

csoun efemnlo

Figure 1.2 Diazrama oo



bed
|2V]

Transiciones de Fase Continuas v Fendmenos Criticos 5

o
W
-

I
I
| el
i
L

Figura 1.2: Magnetizacion versus campo aplicado para varias reniperas

n T = T, o hierro es paramagnético, esto es, el material 0o estd magne-
Lzado 8 0o se aplica un campo magnéiico. Al aplicar un campo magrdético
el momento magnético del material por unidad de volumen moos propor-
cional al campo aplicado: m ~ pH donde p es uua constante posir':'v& Eu
el esiade ferromagnético (T < T, ol material estd i
1o st esté aplicando cam

201 IO
: agneti :
po magnético alguno. Cuando se aplica un campo
otiz

izacion se alinea con el Cainpo. C(lllh‘(‘('ll(‘Il‘L’(‘IIl(’I]I(‘

FRERINERS ’TI-]C?U 1'1 [T Ttk gg
s no presenda una relacion lineal con respecto a H. Como se muestra en ia
figira 130 ta magnitud de la magnetizacion melT) en H = ¢ s haee corw
cuando uno se aproxima a 7,0 Entonces cuando se calienta lz mesira de

ro a raves de Tp a campo cero no sucede nada espoctacular a partir de

T La magnetizacion del ferro. decrece poco a pogo {de una forea continua )
cuazids nos acercamos a T, ¥ se hace ¢ero justo en este valor » para termper-
aturas mavores de I.. Lo que cambia discontinuamente en 7. es la rapides
de cambio de my. Esta es la esencia de una transicidn de fase consinnar

es del gistermna no cambian discontinuamenic en 7, o cue cambia
Lo ooy al menos, una de sus rapideces de cambio.

TOoen las

comtraste. cuands el agua se congela, hay un cambio abriv

sropicdades del gistema y 1o Gnicamente en st r"pideces de caniblo. nor

fPeIDiG or wsidad povoen su calor especifice
A pesar de que o8 cam hms de fase del Hy O son

11

eyt H -
mente or

aav uina cireunstancia especial en la cual ia Iransicién del:
2ovanores continua. Esto oourre en lo que se conoce con
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1.2 Transiciones de Fase Continuas v Fendrmenos Criticos

-3

| SOLING .
! LIQUINO

a4 tinica

grandes pueden parccer muy complejos, también exhiben una gran simuii-

ficacion. Una de estas sorprendentes plificaciones o8 o gue s¢ conoce
como el forndimeno de uniwversalidad. Muachas nropiedades de 108 sistemas cer-
ca de una transicidn de fase continuza, son independientes de ios detalles mi
croscopleos de las interacclones entre los 4tomos individuales v las molécuias.
Es mds ostos cacn on un nimero relalivamento » pequeno de diferentes ciases.
Este fondmeno encuenira una explicacidn simple vy nati

ral dentro del marco
de trabajo de grapo de renormalizacion como veremoes adelante. Tipicanesite
cerea del punto eritico, ia longitud de correlacién v las otras propicdades tor-
modindmicas, exhiben una dependencia de ley de potencia con respecto a log
pardmetros especificados por su cercanfa al punto critico. Estas potencias o
ey : fICns SO IDOTRMEDLe NUMercs. ustaln

BRETE

G son cnloros oo

atlmeres racionales simpies. Cuando los exponentes que presents un ¢ierio
CONJUNTe GE sistenmas sob lguales. se dice gue todos estos corresponden a la
milst

clase <e Laizi\'s’rqalidad Lo Ge 168 objetivos do las
explicar

Py WAS Teoring es

por gué ocurren dichas potencias no wriviales v predecir sus valores.

La ocurrencia e el ('OI'T*IJO*‘L&[HZK‘HEO de i fey ce DOTENG 1a de las o

ol d om
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e 3istema o8 sintoma ce

Gue

cutidas oo detale onolas stoulens
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1.2 Transiciones de Fase Continuas v Fendmenos Criticos g

Lo otras palabras el pardinetro de orden uos 0w Gl tan cisiima os
una fase de la otra v por tanto se va & coro al Acerearse a; DULTO critico dondoe

in cliferencia entre fases no existe,

e tdea bdslca para ol desarrollo sig A del punio erltico.

¢ pardmetro de orden es la dnica cantidad termodindmica importante.

fente o8 qui. eon

1.2.2 Bxponentes Criticos

Los ezponentes criticos definen el tipo de las singnlaridades de varias canii-
dadles medibles en el punto crfiice, estos son comuunmente denotados por o
e A o

Representemos la temperatura oritica por 7. e introduzearmos ia cantidad:

T 7
=1 ST
L= ~ Wieey
i
Ahora supongamos gue, on el limite ¥ — 0, alguaay cant -
ndnicas pueden ser descompuestas en una parte “reguiar’ ld ual perimaneee
Gniva {pero no necesariamente contintal mas una parte “singular” que pacde

SO0

ite o tener derivadas que divergen. Se supone gue la parte singular
OE DTOR0

2l n aiguna po{enc:a uo b ﬂ'emralmomﬂ fraccionai. v con hase

en Gsto, los primor

capacidad caloriiice G Ny
paranictre de orden I~ T
susceptibilic v o~ it e

ecuacion de estado £ = 0 Mo i 5, L

Cer gt e EAW [
SIS UL DI la Slilma ecuacidn H ;— e

relacicnados con la funcidn
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ol ecuacidn de estado como una funcién b

Clas relad fones UOIILOUL) weEs se ")lle(;(,‘,l'l aerivar

aal G

J0Nes enlre 108 CXPONCNRLeS:

Fisher V= i - SRS

Rushhbrooke =28+ =2 (1

Widonn =B (1.13)

Josephson wd = 2 - gy (1143

Puara explicar de un mancera més clara cdmo ("r‘e“gr‘ esba pGiesis de

escalamionto, es nocesarlo explicar antes algunos conceptos como la feoric de

crarnn wiedic de Landa.

1.3.1 Teorfa de Campoc Medio de Landan

Las teorfas fenomenoldgicas mas simples en este contexio so dorivat de la

e TIrs P 2 Irar acta S g oy . Tem e gy e P RV N I
canpo medion esta fué desarrollada con una gran clegancia por

v aliora, (recuenienenie se hace reforencia a ella con su nombre

ste L)U;h(’ldiﬁ? e, en ‘GPI‘IIT(?T el ’)dl&l.;(“[l(‘ qe orden
Lt ff%(dIIl{‘lI ¢ oes posivle pero a menudo séic de una INanera éll)STI"él(lei)

mees desarrollar la energla libre en series de Tavior de potencias del
e de orden. Tomaremos el caso del magneto va que presenta wa
gran simpificacion m(‘:ndo asusimetriz, Bl desarrolio en series de sotencias

AT M resulta

de M de ta energis

cbargo cuando

SO0 TAZGIA RS con
N TN e PR ETR T,
L LOTONCIRINGD

ISLEFHE L

acion puode

el inverso de la

CORL Tespert uno ootlene, pPor E*(’T‘L"Lf

Al ik ClEL w CAINGOD Lot Dor ool ae ILose BILCUELTTH \'l'fl(i‘él
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1.3 dipdtesis de Kscalamienio

La primera ralz tiene ina energla Hibre o

WOor que las olras Gos ot Lo que
e opresenia interds fisice. Las oiras dos rafces proveen dos estados ecuiva-
leines de equilibrio de magnetizacién espoutdnea. Fstas predicen un

cldasico errdnes de 3= 172,

valir

1.3.2 El Concepto de Escaiamiente

Existen varias formas de levar a cabo las correcciones deseadas a la teoris
de Landaw. Una de las primpraﬂa apmxintat:imms fv de las mas directas).

fuc hecha por Widom v se presenta a continuacién 107, Considercinos el
exponente 3. ol valor clasico incorrecto de 1/2 se ubtlene por la presencia del

términe 3? en (1.20), tratemos entonees de corregir la teorfa reemplazando
M7 por A9 ey ahora un pardmetro iibre que puede ser fijado por el
experituento. 5iesto fuera todo, la ecuacion de estado entonces resultaria:
i{ : 3 {13
Hom Mot 4! i I (1.23}

coti lo gue se obtendria correctamente la magnetizacion espontdnes o de-

bajo de 7. Parecerla ser, que uno ;Jodr'[a tratar de obtener el exponento
e la susceptibilidad v, simplemente recimplazando ¢ en [1.20) por % . Para
T o= Toose sigue que H o= MY v entonges y = 77 como se desea. S

esia madificacion se aplica a valores negativos de f. entonces ¢ debe de ser
reemplazado por 1. Esto sin embarge conduce a un problema, dado que
origina un compertamicnto ne analftico en la ecuacion de estade de 1o isoror-
ma critica f = (. Lo anterior tiene por consecuencia ua problema sin sentido
lisico dado que. de hecho, se encuentra que 2 conecidn de esta {1 u pre-

ularidades al cruzar las isotermas erfticas. Un vrobiema

obtiens a partir de (1.23) para valores pequedos de M. por encima de Te.
donde el desarrollo en series no debe de ser vdlido 2 menos gue 174 sea un

S esie probiems reesc

iamos {2231, Dividiéndolz entre

Tevpwess P e
BTN COLVE AT

[N

GoiiGe henos z"=s'v11‘u'ar;v'

VANRDLe Y OIraTar RS 3L SIS
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esto muestra que A debe de ser escogida para darnos el vaior correcto de -

i ctel ve nos muestra nada nuevo.

Pare cucontrar un reswitade nueve veamos la isoterma oritica, 7 = 7.

pava lz cual debernos estudiar ol limite t — 0. En éste, ¢l campo magnético
escaiado evidentemente diverge, dado ques
H ‘
= 1 i

J-— = o¢ cuando =0 {
o R S
it

[

n
[ ]
o

Supongaros ahora que W {(y) también varia con alguna potencia cuando
s¢ hace grande, esto es, supongamos gue:

cuands Yy — o .25
donde B, v A son constanies. Se sigue que:
10 28y

o~ L LS JJVPQC_;'E. [13{]

Cuando § — U la variable temperatura puede climinarse de la exnresion

SN

dado que M se vueve una funcion solo de Ff. consecuentemente podeiios
poddiz

gque AN = F lo eual fija ol exponente A cormo:

A=

PN

1’

Zrtonees en veailidad A no puede ser escogida libremente. Mas atn, de
30) vemos gue M ~ . Sin embargo. por definicién tenemos que A7 ~
30) vemos que M ~ H*. S g0, | ;

fpara I =T, Entonces conchiimos que 8 = 173

i
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La ecnacidn de estado A = M(T. ¥ es obrenida por la diferenclacién
dge Feon respecte & H . Esto lleva a:

I o ! \WM 2-a—2N J/ _Iy_}i;\ Ceoagy
A= (aﬁ) X {Ggg ) ADEETY (D 1.38)

La razém de lainar exponente de escalamiento a A se debe a o sigulen-

e cada diferenciacion sueesiva de A con respecio & F. para obtener vy o=

(OMJOHY sy = [Ox/3I) ete, cambin of exponente de 4 por o decremento
COUstANLe _\. Para T < Tev H = Q la funcidn de escalamionio 17 s
aproxima 2 un valor constante diferente de cero v ¢

COmG anies.

srEm, - P : e -
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il
=% -0~ A RERIY

e e maeme .
G o

0 xu’\\ LLECAGT
T

VEIIIOR

P
1t (a ‘.\ .\ [; ) B :
8) quv ésta es una funcidn sdlo del campo mag m‘r 0 m(a,(.(‘o Yo M
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1.4.7 Renormalizacion en Espacio Real
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acuellos de la malla original, su mimero debe de haberse reducido por uu
factor de p = ¥

La malla mas comun que presenta simetria de escalamiento discrota, es
la malla cuadrada. En la figura 1.6 se muestra la renormalizacion de la malla
cuadrada en dos dimensiones. En este caso b= 2 v ¢l ntmero de sitios de In
walla final tene an cuarto de la cantidad de sitios de la malla original.

1.4.3 Variables de Bloque

Ahora supongamos un modelo ¢n el que tenemos ciertas variables a las que
Haiaremos espines, definidas en cada sitio de nuesira malla. Por stmplicidad
enfoearemos nuestra discusidn a modelos en los que tenemos sélo un espin
escalar s; en casa sitio . Ahora renormalizamos ja malla, Para cade blogue
.. . 1 .y - .
&, defininios una nueva variable 07 que es alguna funcidén f de los espiues
. 1 - o
del bloque. A las variables o, las lamaremos variables de blogue. Si S,
denota el conjunte de sitics en el bloque k-dsimo, entonces escribimos:
ot = Y, donde e S 147
La nanuraleza recursiva de esta definicidn, (¢ hachio de que para definir

. {n+i> . i .
variables o7 sdlo necesitemos las variables &

(n

v no las variables s =

3
SEps
{u,

]

;') es crucial en nuestra idea de renormalizacion. Como un ejemplo. una
definicidn simple de las variables de bloque es la definicidn lneal:

{n+1} ) o ; o
Th = A E ol {1.18)
€S

donde 477 es la constante de renormalizacién. Existen otras formas de e
var a cabo la aslgnacion de las variables de blogue a partir de las variables
originales. Una de ellas o5 conoeida como regle de de magorie. v consiste on
asignar a la nueva variable de blogue el valor que tiene ¢l mavor mimero de
low sitios del blogue inictal. Asi, si en nuestro bloque la mavoria de fos sitios
tene un ovalor de espin de, digamos, —1 el valor de la variable de biogue
tendrd este valor,

Crtra forma comin de definir g, o8 establecer su valor como ol valor

de aiguna de las variables o™ en el blogue.

donde £ 8. 1140



22 Antecedentes

. T R -
T /"(”'" LA VATIALLC T [P

T orecine el nombre de

e Ze Blogue ,.‘:--— se escoge alparoriamnen

gerse ol valon que tiens ol espin siiuado en le esiuina
oo onoune mealle cuacdrada.
aehas oiras Tormas de defind

s naran cali und

DATH 185

Jof espifes en mUESTTO MOGE 10

;4 enTOTCes DOAEMos Lo

e ecuacion:

probablidad w

rorudnoes

variab.cs

Cde

a

SRR, NOSGTTOS

e TR s i
ENTROLSN

:'J.oq'w-.

sreTng COSpud Lo e
e TR . a
7" = —H T el P




1.4 Grupe de Renormalizacién 23

Esto desplaza ol valor de H por una constante aditiva. Nosctros fijames esta
constante mediante una condicidn de normalizacion especifica sobre H™ por
cjemplo:

H(n)({g;(n)}ﬂofmzo = 0.

Son posibles muchas otras condiciones; sin embarge ésta es particularmente
conveniente para realizar el cdleulo de la energia libre, pero otras pueden ser
adecuadas para o cdleulo de algin otro sistema. Con # definido de esta
forma, es claro que ol valor csperado de alguna funcién X de variables o7
Hevard al mismo valor, cuande nosotros la evaluemos empleando R #1 o
HM Esto es, si evaluamos la cantidad:

(X) = % S XU expl - HM (L) (154

[gln+ir)

Obtendremos el mismo resultado que si evaluamos:

(X)= j— > X{{e} expl -1 ({1, (1.53)
o}
Entonces cuando escribamos el valor de espectacion no habrd necesidad de
especificar qué Hamiltoniano efectivo estamos empleando, va que todos los
valores de espectacion son equivalentes,

Cnando realizamos un caleulo de renormalizacion en espacio real, im-
ponemoes una condicidn mas al Hamiltoniano efectivo HHU: estipnlamos
gue debe de tomar la misma forma funcional que H® . entonces ol mode-
lo os exactamente el mismo en cada estado excepto por un cammbio en los
paritmetros que parecen en el Hamlitoniano efectivo. Esta condicidn s, en la
mavoria de los casos, imposible de cumplir, y lo mejor que podemos hacer es
aproximar el verdadero Hamiltoniano efectivoe renormalizado H5 U como
lo definimos anteriormente con ura funcién de la misma forma que /77, Al
bacer esto. escogemos los pardmetros que aparecen en la funcién para hacer
‘A aproximacion lo mas exacta posible, pero un grado de aproximacidn es
inevitable. La renormalizacion del Hamiltoniano, es una operacion que toma

a Hev lo mapea en HIT
I TR
J. (1.9G)

Ihinioe electo de la rransformacién @ es que los valores de los pardmetros
gue aparecen en B cambian. Los nuevos valores de los pardmetros dependen
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_-

DS

Figura 1.7: Iustracién de las lincas de flujo para los tres tipes de puntos
fijos. {a) Punto fijo atractivo, {b) punto fijo repulsivo, {¢] punte fijo mixto

o

ninguno de los Hamiltonianos efectivos cercanos a éste al cabo de varias it-
craciones. Un punto fijo mixto, no es nl atractivo ni repulsvo, s no que
algunes Hamiltonlanos efectivos cercanos a éste tienden hacia é] en una di-
receion a partic de las sucesivas iteraciones, mientras que otros Hamilionianos
en su veeindad se alejaran de €l en otra direccidn. La figura 1.7 muestra las
travectorias de los Hamiltonianos efectivos en la vecindad de los tres tipos
de puntos fijos en un espacio de Hamiltonianos bidimensional.

Podemos determinar la naturaleza de los puntos fijos en un sistema dado
corg sigue. Primero resolvemos la ecuacidn {1.59) para encontrar los pun-
tos estaclonarios. Entonces suponemos que estamos interesados en explorar
la naturaleza del punte fijo en H = Hy. Escribimos el efecto de R en ol
Hamiltoniano efectivo cercano a Hp como:

H, + dH' = R(H; + §H} = R(H,} ~ MSH + O(3H?). (1.60)

donde hemos desarrollado a R en series de potencias en torno de Hy M e
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hacia el de baja temperatura, deben estar separados por alguna superficie que
cruza mwstro espacio de Hamiltontanos, v la Yamaremos superficie erifica.
Cada punto de esta superficie critica corresponde a un Hamiltoniano efectivo
que s encuentra en la temperatura critica adecuada con los valores de los
otros pardmetros en ese punto. Uno debe de ser cuidadeso en no considerar
esta superficie critica come una isoterma T = T,. En general, 1a temperatura
critica serd diferente en los diferentes puntos de la superficie critica.

Allora imaginemnos lo que pasa st escogemos un puato sobre la superb-
cie critica como nuestre Hamiltonianoe inicial e iteramos Ia ecuacion (1.57).
Ningune de los argumentos explicados anteriormente se aplica en este caso,

aun tenemos varias posibilidades:
1. H tiende al limite H* cuando n — oo;
2. H se va a infinito cuando n — oc;

3. H cae en un circulo cerrado de valores moviéndose alrededor de éstos
sin tender nunca a un Hinite;

1. H se mueve cadticamente sobre la superficie critica sin nunca alcanzar
un limife.

Las tilumas dos posibilidades ocurren en los casos de dindmica critica
usando renormalizacion en espacio real, pero en nuestro caso no considera-
remos este tipo de sistemas. Para los sistemas en equilibrio. que son los que
estamos considerando aqui, el comportamiento de Jog sistemas siempre cae
en uno de los dos primeros casos anteriores. Estos dos casos, sin embargo,
no son muy disiintos el uno del otro, ambos tienen un punto fijo gue es
atractive solo que en el segundo caso éste es el ac. Escogiendo un nuevo sis-
rema de coordenadas para nuestro espacio de Hamiltonlanos o cambiando los
parametros que aparecen en la definicidn de las variables de blogue, podemos
sicmpre hacer el punto fijo finito {por ejemplo podemos simplemente invertir
la cosrdenada o las coordenadas que miden nuestro progreso a través de la
superficle eritica). Entonces tendremos identificado un nuevo punto Ajo sobre
la superficie critica en H*. Este es el punto fijo critico, el cual cs atractivo
en la superficie ¢ritica. Fuera de ésta, sabemos que todos los Hamiltonianos
efectivos son atrafdos hacia los puntos fijos de alta o de baja tomperatura,
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riamente por debajo de T, ¥ a campo externo cero, e iteramos la ccuacion
(1.57), nuestro Hamiltoniano efectivo pasard a lo largo de una travectoria
que se acerca nucho a la trayvectoria critica, permaneciendo cierto tHiempo
verca el punto fijo (donde, como H es muy cercano a H'. ey afectado muyv
poco por R), v entonces, eventualmente, se aleja de la superficie critica v se
dirige hacia el punto fijo de alta temperatura. Nos podemos ahora pregun-
tar: [En qué momento se aleja de la superficie eritica? Hay dos respuestas a
esta pregunta. Una es simplemente una respuesta fisica: cuando nos aproxi-
namos a la temperatura critica. la longitud de correlacion diverge v enionces
el régimen cercano a la superficie critica es uno en el que la longitud de cor-
relacidn es grande on comparacion con el pardmetro de malia. El régimen
fuera del punto fijo de alta temperatura es, por otro lado, uno en el que las
variables de sitio son aleatorias v no se encuentran correlacionadas. En otras
palabras. la longitud de correlacion es muy pequena en comparacion con el
pardmetre de malla. El pase entre estos dos regimenes, el punto de retorno
de la travectoria, es donde la longitud de correlacion v el parametro de malia
son. a groso modo, del mismo tamano. Sabemos que si dividimos la malla
en bloque de tamafio & 1a longitud de correlacion de la nueva malla guardard
una relacion con la de la malla original de acuerdo a:

£== {1.63)

v la longitud de correlacidn despuéds de n iteraciones de la transforinacidn
renormalizacion sera:

(n) _ § ! .
£ = = e
Entonces podemos escribir la condicidn para o] punto de retorno como
I
5 = i I" —
(IE)“ i, \1.()))

donde a es el pardmetro de malla ¥ v ¢s un nidmero del orden de la unidad.
st embargo hay otra forma de ver este problema: que es una respuesta
matematica a la pregunta formulada inicialmente. Tor simplicidad consider-
e1n0s nuevamente un sistema con un espacio de Hamiltonianos de dos dimen-
siones. Supongamos entonces que hemos encontrada el punto fijo critico
desarrollemes en series la transformacion R como hicimos anteriormente con
objeto de encontrar la matriz M. Dado qgue el punto fijo critice es un punto
mixto. uno de los eigenvalores de M que denotaremos por Ay debe de sor
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con
logh

= ) (1.71)
k‘)g )‘H
La ecuacion (1.70) muestra que v es el exponente critico que gobierna la
divergencia de la longitud de correlaciér con la temperatura cuando ésta e
aproxima a T,.

1.4.7 Renormalizacién de B, M, x y G,

sc ha supuesto ninguna forma particular para la definicién de las
de blogue v, en teorfa, nuestros resultados para v se aplican para cualquier
sistema en donde se definan variables de bloque. El caleulo de los cinco
expunentes criticos restantes, sin embargo, depende de los desalles de cémo
son definidas las variables de blogue por lo que, para hacer el desarrollo
sigutente. habrd que escoger alguna forma particular para éstas. La forma
que usaremos para ilustrar lo que sigue es la definicién lincal dada por la
eciacion (1.48).

Una vex escogida la definicion de las variables de blogue por medic de
(1.48], tenemos que fijar el valor de la constante A™. Es conveniente escribir
la constante de normalizacidn en términos de una nueva variable w como

A= p entonces: .
(1) {n) -
Ty = i E a;’m. (1.72)
5,
La cantidad w varfa con la temperatura y con los otros pardmetros del
problema. El valor de w de mayor interés serd el valor que ésta adquiere en
ol punto fijo critico v que denotaremos por w,.

Campo Externo Diferente de Cero

Hasta ahora hemos sdlamente discutido el sistema en campo externo I3 igual
a cero. Cuando B es diferente de cero, nuestro espacic de Hamiltonianos
efeciivos es una dimension mas grande, hay un eje extra marcando los valores
posibles del campe externo v aparece un término adicional B Y o M an
el Hamilroniane efectivo H. Recordermos que habiamos pedido a nuestro
Hawiltoniano efective renormalizado que adquiriera exactamente la misma
forma funcional que el original, permitiendo cambios sdlo en los valores do
los pardmetros que aparecen en éste [los componentes del vector H}. Ahora
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mavor que la unidad (repulsivo), v otro A, debe de ser menor que la unidad
{atractivo). También encontramos los eigenvectores normalizados correspon-
dientes, Hp v H4. Ahora, si tomamos el Hamiltoniano efectivo muy cercano
al punto fijo critico podemos expresar su diferencia con H® como una com-
binacién lineal H ~ H* = z,H 4 + zgHpg de los dos eigenvectores. Entonces.
tanto como M permanezca en ia vecindad de H*, podemos escribir su valor
después de m iteraciones de la ecuacién (1.57) como:

H=H"+z,NHs+ rpA g Hg. (1.66)

Si nuestro Hamiltoniano inicial no estd en la vecindad inmediata de H".
si no en cualquier otro punto muy cercano a la superficie critica. entonces
tendremos qgue iterar nuestra transformacién de renormalizacidn un cierto
nimero de veces r, digamos, para llevar a H a la region donde la ecuacion
(1.66) es vdlida. En este caso m = n — r {siendo n el nimero total de
iteraciones) y sustituyendo ésto en la ecuacién (1.66) obtenemos:

H™ = H' + 2420 "Ha + 1rA7 " He. (1.67)

Conforme acercamos nuestra temperatura inicial T a la 7. dejando todos
los otros parametros constantes, Tg se hace menor ¥ menor. hasta que. ex-
actamente en T = T, se hace cero resultando que H — H’ cuando n — oc.
Entonces estamos en la posibilidad de realizar un desarrcllo de Tavior de .-y
alrededor de T,. v esta siempre sera una buena aproximacién para escribir
zr = yr(T — T,) para T suficientemente cercana a T.. Por otro lada. 24 o5
independiente de T — T, en este limite entonces obtenemos:

H™ = H" + 2, A7 7 H, + ye(T - T)AR "Ha. (1.68}

El punte de retorno, donde la travectoria de H se aleja de la superficie critica
v se dirige hacia ef punto fijo de alta temperatura. estd entonces dado por
una expresion de la forma:

yelT =TT = o, (1.69)

donde v es otro nimero del orden de la unidad. Eliminando ni de esta ecuacion
v la ecuacion (1.63) obtenemos:

«/\T
€= au(—EY\T - T (1.70;
YR
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La renormalizacién de M, y ¥ &

Hemos visto comno la longitud de correlacion € cambia enando renormalizamos
la malla. ésta ticne dimensiones de longitud y entonces debe de escalar. como
todas las otras longitudes del sistema, por un factor de &

£
glnill — = (1.78)
. . . : 1} B . {
Conecieado edmo las variables de blogue (72(1” T estdn relacionadas co (f;‘”),

i
podemos también deducir qué pasa con mmchas de las otras variables de
interds fisico. Comencemos definiendo la magnetizacion después de n renor-
malizaciones de 1a malla:

n) _ (n) 1
m\™ = ("), {1.79)

donde, suponiends que tenemos un sistema translacionalmente invariante,
podemaos evaluar e promedic térmico de algin sitio k. Ahora usando la
ecuacion (1.72) podemos escribir:

i1 fp10, ] . ‘nt
L) :<g:\cnﬁ,}:b‘dsz<g;z,>‘ (180]

iES;

Pera para un sistema translacionalmente invariante cada uno de los b9 1érminos
. . o -

en esta suna es el mismo e igual @ m™ . Entoces ia suma puede ser ream-

d

slazada por Wy
I A

A s (1.81}
Alora, s defintraos ta correlacidn de la conexidn de nuestras variables de
bloque por

Ve !
G g) = (o)) (1.82)
MLONCes
cnlonees o . B .
ST ) = i Z e e (1.83)

keSS

Fu general ésta expresion no es facii de evaluar, pero en el caso especial
e que dos blogues 7 v 7 estdn Lo suficlentemente lejos. todas las correlaciones
pueden suponerse iguales. Debido a que hay %4 de ellas en la suma. podemos
entonees siuplemente reemplazar la suma con f}"'ng_ﬂ"(k. 0 v ablener:

L) = RICI R, ke S de S {1.84}
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donde k etiqueta algin sitio en S; ¥ { algin sitio en S;. Nétese que los sitios
k v I que estén en la malla sin renormalizar estdn & veces mas lejos que
los sitios ¢ v j, dado que todas las longitudes se encuentran reducidas por
un factor & cuando rencrmalizamos. Para enfatizar ésto ayudara escribir G,
como funcién de la separacion z de los dos sitios 1 ¥ j lo cual es justificado

debido a que el sistema es translacionalmente invariante. En tal caso
Gy = PG by - o {1.85)

Finalmente, podemos definir la susceptibilidad de nuestro modelo renor-
nmalizado por:

n) — ) {n 1 (n) _(n .
X = Z(Jén o{)e = o Z(cr,-“)aj N (1.86)
ij

i

donde V! es el niimero de sitios de la malla después de n renormalizaciones.
Entonces usando las ecuaciones (1.72) ¥ (1.83), v el hecho de que AN®+#1 =
N /b se sigue que:

(Y = =2 n) (1.87)

1.4.8 Los Exponentes Criticos en 7' =T,

Anteriormente hemos calculado el exponente critico v, que relaciona la diver-
gencia de la longitnd de correlacién con la temperatura. Con los resultados
generados en la secci6n anterior, podemos ahora calcular los cinco exponentes
eriticos restantes. Comencemos con los dos exponentes criticos 57y 4 que de-
seriben el comportamiento del sistema en la temperatura critica. Como se
ha mostrado anteriormente, podemos calcular los exponentes para nuestro
sistemna después de n iteraciones de la transformacién de renormalizacion v
ellos seran los mismos que los exponentes para el sistema sin renormalizar.
Con objeto de obtener los exponentes i ¥ § debemos trabajar en el limite de
n — ac. En éste limite, dado que nuestro Hamiltoniano inicial esta sobre la
superficie critica, H tiende hacia el punto fiju critico y entonces permancce
estacionario cuando r — oc, HOT = H® = H* Los sistemas gobernados
por los Hamiltonianos efectivos en los estados sucesivos en la renormalizacion
son entonces el mismo sistema.
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El exponente p

El exponenet eritico % describe la variacion en la temperatura critica de la
funcidn de correlacidn de la conexién de dos puntos, G.{z}, con la separacion
2 entre los dos puntos, cuando & — oc:

Gelz) vz 3 00, T=T. (1.88)

Esto implica que, para cualesquiera dos valores de z, tendremos

) £ -2
Gola:) (J\} ' (1.89)

En las sccciones previas (ecuacion (1.85)) habfamos deducido que:

Gin-HJ(I) — bZd(Iﬁw)Ginj (b.TL (1‘90)

donde r es muy grande en comparacién con e} tamafio de la malia. Aho-
ra como hemos argumentado antes, cuande hacemos n — oo los sistemas
gobernados por los Hamiltonianos efectivos en los sucesivos estados de la
renormaiizacion son el mismo sistema. Entonces las funcionres de correlacidn
ai v GE.”H) también se aplican al mismo sistema, el indice superior cs ir-
refevante. Entonces podemos sustituir esta ecuacién en la ecuacion (1.89) y
obtener:

bzdilfu:c) - bb—2+1)! (I(}])

0
n=d+2 - 2duw,. (1.92)
El Exponente §

Mediante un truco similar podemos calcular 6, el exponente que describe
come varfa la magnetizacién con ¢ campo externo B cuando B — 0 en la
temperatura critica:

m~ B3, B0, T=T,. (1.93;

Para algunos dos valores By v Be del campo externo v los correspondientes
valores de la magnetizacidn, podemos eseribir:

Ty (%) ‘1.94j

e ’
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Cuando estamos en €] punto fijo eritico y H es estacionario. la ecuacion (1.74)
nos habla justamente acerca de tal par de valores del campo externo. v la
ecuacion {1.81) hace lo mismo para la magnetizacién. Sustituyendo cstos
resultados en la ecuacién (1.94) obtenemos:

B = p5° (1.95)

w, _d+2-7
l-w d—-2+7

b= (1.96)

donde hemos usado (1.92)

1.4.9 Los Exponentes Criticos para " # T,

Para calcular los valores de los tres exponentes criticos restantes (T # T.).
estudiamos el modelo en la regién de punto de retorno, donde H'™ pasa cerca
del punto fijo critico, Como comenzamos a partir de una cierta temperatura
v nos vamos acercando a T, la trayectoria de H™ a través del espacio de
Hamiltonianos se acercard mas y mas al punto fijo critico antes de desviarse
v alejarse de éste hacia el punto fijo de alta o de baja temperatura. Eu ¢
punto de retorno, donde nos encontramos muy cerca de H'. ¢l Hamiltoniano
efectivo se moverd muy lentamente, su valor estard muy cercano a H* v por
tanto muy cercano a un punto estacionario de la transformacidn de renormal-
izacion. En esta region los valores sucesivos del Hamiltoniano efectivo pueden
hacerse muy cercancs unos a otros simplemente haciendo la temperatura ¢
muy cercana a 1. Entonces podemos, para fines practicos. considerar los
sistemas gobernados por H™ v H™*1 son el mismo sistema. En particular
estos tendrdn el mismo comportamiento critice. Esto no significa, sin embar-
g0, que los valores numeéricos de las cantidades medibles permanecen iguales
cuando renormalizamos. Nosotros estamos situados en una regica muy cer-
cana al punto critico, donde sabemos que varias de las cantidades medibles
cambian drasticamente cuando cambiamos ligeramente algiin pardmetro del
sistema. Entonces la idea aqui, es que los sistemas gobernados por el n-ésimo
v el (n + 1)-ésimo Hamiltoniano presentan ¢l mismoe comportamiento en el
régimen critico.
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El Exponente 3

De los exponentes para 7 # 7T, el mas simple de caleular es 7. que de-

seribe e6mo la magnetizacién espontdnea varfa con la temperatura cuando
nos aproxunamos a T, por debajo:

m~ T T}, B=0,T—=T. pordebajo (1.97)
Fu realidad, sabemos muy poco de como T v T, varfan cuando renormal-
izamos pero podemos evitar este problema cambiando T = 7, por la longitud -

de correlacidn € que sabemos que varia de acuerdo 2 la temperatura como:

£~ iT -1

-, (1.98)
donde v esta dada por la ecuacidn (1.71). Entonces
mwflué, £ = oc. (1.99}

Ahora para algunos dos valores de la longitud de correlacién v los corre-
spandientes valores de la magnetizacién podemos escribir:

sl

7L

= <5E) . (1.100}
iy &

Cruando estamos cerca del punte critice, sin smbargo, la ecuacion {1.78}
deseribe Justamente tal par de valores para la longitud de correlacion v la
ecenacion (1.81) los correspondientes a la magnetizacion. Sustituvendo éstos
i Lo ecuacidn (1.100) entonces obtenemos:

. 5 / 10y
plll—we) _ po {1.101}

1 .
F=pdll —w) = §.u(d +7-2). {1.102]

donde hemos hecho uso de la ecuacién (1.92). También hemos establecido

& = w. dado que cstamoes suponiendo que w —r w, cnando H — H™
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El exponente v

El exponente critico v describe como la susceptibilidad x varia con la tem-
peratura cuando nos aproximamos a T, por arriba:

x~\T—-T]|", T -1, porarriba. (1.103)

Otra vez hacemos uso de la ecuacién (1.98) para escribir ésto cemo

x~E£, (1.104)
v entonces
X1 51); -
===, 1.105)
X2 (52 (

para cualesquiera dos valores de la longitud de correlacidn, v los valores
correspondientes de [a susceptibilidad. Entonces usando las ccuaciones (1.78)
v (1.87). obtenemos:

pett1 2 =b_%, (1.106}
o
v =rvd(2w. - 1} =v(2 -7} (1.107}

El exponente «

Finalmente obtendremos el exponente ¢, el cual describe como diverge el
calor especifico con la temperatura cuando nos aproximamos al punto critico
por arriba. Este exponente, a diferencia de los anteriores. es considerable-
mente mas dificil de calcnlar ya que el ¢alor especifico no se encuentra rela-
cionado de una manera simple con las variables de bloque af”). Procederetmos

primero a calcular la energia libre (adimensional) por sitio del modelo renor-
malizado después de n iteraciones de la ecuacién (1.57):

. SF 1
: = log 2™ (1.108)

Ny T N

N} es el nimero de sitios que quedan en la malla después de n iteraciones. v
la funcién de particidn estéd definida de acuerdo a la ecuacidn (1.52). Afortu-
nadamente, para encontrar ™ no necesitamos llevar a cabo la suma sobre
estados que aparece en la ecuacién(1.52). Si hacemos todas las variables
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ot igual a cero en la ccuacion (1.51] entonces, usando la ecuacion (1.93).
CHCORITAINOS Ue:
\ 1
{n) -
PR = o (1.109)
CHLONCes l
A ——— ; log [P™{ob]. (1.110)
Podemos calenlar ia probabilidad POU{{0}) si conocemos 1’“‘){{0(7”}} sim-
plenente sumando las probabilidades de todas las configuraciones de ol ) que

el
dan O’E f=10

piesti{oy) = ijmwm:%aiijMWMWn

0(n+l):0 g{n-H):O
{1.111}
Ahora, ebteniendo el logaritmo ¥ dividiendo entre N resulta:
Flrs L) 1 (n} 1 [n) {n}
TR TN log Z \(nq; log Z L‘kp (Lo 1
UM-” 0
= B - g, (1112)
donde |
o . - [ {r) .
gt = - S log Z expi—~H™ ({o;" 1] (1.113)

JRLE RIS

c

Aqui hetios hecho uso del hecho de que NOFD = NW/AC Vemos que la
euergia libre f™ no se renormaliza de la misma forma multiplicativa coro
en el caso de las cantidades que hemos considerado antes. Se reguiere de
una lev mas complicada que involucra cambios aditivos vy multiplicativos.
Este comportamiento es caracteristico de la energla libre. Notese también
que la nueva cantidad ¢™ que hemos definido es intensiva, esto guiere decir
que, para un sistema grande, esta cantidad es independienie del tamano el
sistema. Usando la ecnacién (1.112) iterativamente podemos mostrar que la
energia Bbre verdadera f = kg7 'Y para nuestro sistema esta dada por !

o
[=rTy 674 (1114
n=10

D st . . _ Pl
Tambicn requerimos que Hm, o b nd flnd — )
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Para tener una visidon mas fisica de lo anterior, es conveniente escribir
¢ como funcién de la longitud de correlacion £(™ = £/8" en lugar de n.
De hecho. debido a que g es adimensional ¥ hay sélo dos pardmetros en el
problema con dimensiones de longitud, ésta debe ser una funcién de /g™,
siendo a el tamaiio de la malla. Llamemos a esta combinacién de variables
r. Entonces la ecuacién {1.114) queda:

§ = 8T (i—) S ridglaa), (L115)
n=0

con T, = af/€™ = ab™/€ para n > 0. La diferencia entre r, ¥ Inay o8
ab™(b ~ 1)/£, que se hace menor y menor conforme 1os aproximamos a la
temperatura critica ¥ £ — oc. Como tomamos este limite. la suma en la
ecuacion (1.113) puede ser aproximada mejor por una integral. La forma
apropiada para esta integral es ’

dn,  dr
dz ™ Tlogh’

v entonces nuestras expresiones de f se vuelven:

—d .
dr
f=xgT (ﬁ) [logb]fif % (r)—. {1.117)
a st x
Cuando T —» T.. el limite inferior de ésta integral se hace cero. ¥ la integral
se hace independiente de 1a longitud de correlacion. Por tanto f va como § -d
v f ~ T = T."® de donde, en el limite cuando T — 7. el calor especifico C
obedece a:

_ de rpd-2
CaTﬁ"-’fT*TM R (1118)
v
o=2—vd (1.119)

1.4.10 Las Leyes de Escalamiento

Hemos visto que podemos escribir todos los exponentes criticos en términos
de sélo dos numeros: de v y de w. o de 7. Supongainoes que tenemos un
Hamiltoniano efectivo H, que es una funcién de las variables de bloque oy v un
conjunto de parametros { H;}. Supongamos ademas que hemos construido un
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procedimiento de renormalizacion que mapea este Hamiltoniano efeetivo en
otro de exactamente la misma forma funcional pero con diferentes valores de
los pardimetros H;. Las variables de bloque para esta transformacion pueden
ser definidas por alguno de los métodos que hemos visto anteriormente o
biew. por alglin otro métode. Ahora deduciremos a partir de este problema
completamente general, la ecuacion equivalente a (1.112) que nos dice cdmo
cambia la energla libre cuandao la renormalizamaos. El factor de Boltzmann
para el sistenia renormalizado puede ser escrito conmo:

e A . 86 E o Mol (L2

{o:}

donde {o}* significa configuraciones {o;} consitentes con {7}

Esta ecuacidn define el Hamiltoniano efective renormalizado. La con-
stante e? s independicnte de {0y} ¥ es escogida de tal forma que satisfa-
ga la condicién dada por (1.53) o alguna otra condicidn equivalente. Ahora
sumando ambos lados de la ecuacion (1.120) sobre todas las posibles configu-
raciones {o,}" del sistema rencrmalizado, tomande el logaritmo v dividiendo
catre d, encontramos que

Fr=F-a. (1.121)
La energia libre F es una funcidn extensiva de los parametros H; que aparecen
en H, entonces podemos escribirla en la forma SF = Nf({H;}) donde la
Mneidén foes la encrgia libre adimensicnal por sitio Introdu(ldd en la alrina
seceion, Similarmente podemos eseribir 85 = Nf({H[}) donde [ oos la
misma funedn que en la expresién anterior pero ahora sus argumentos son
diferentes. N = N/b* ¢s ol nimero de sitios oo la malla renormalizada. Si
F' v F son proporcionales & N, G tambidn 1o es, v podemos definit 3G =
Nyi{{H,;}). donde g es una cantidad intensiva. Con estas consideraciones, la
ccuactan (L1215 resulta:

FUHD =67 (FUUHY — gl{H D) {1.122)

Alora consideremos lo que sucede cuando estamos cerea del punto Hjo eritico.
Est esta region el parametro ] puede ser expresado como una combinacion
fincal de [f;. La relacién entre estos dos conjuntos de pardmetros es descrito
por la matriz M de acuerdo a la ecuacidn (1.62). Escribamos esta ecuacidn
en la base en la que M es diagonal. Si denotames los pardmetros de esta
base por o, la ecuacidn (1.62) resulta simplemente:

[~
oL

zi = Mz, (sip sumar sobre i} (1.
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donde X; es el i-ésimo cigenvalor de M. Esto significa que podemos escribir
{1.122) como:

FAA T, Agza, ) = b (f(zr, 220 ) — glr, Ty o)) - (1.124)

A continuacién debemos hacer ia suposicién de que el comportamiento sin-
gular de la energia libre del sistema renormalizado proviene det término
flzy, T2, ...} del lado derecho de la ecuacién (1.124) ¥ no de g(z,,x2....).
Esta suposicidn de la regularidad de la transformacién de renormalizacidn en
ef punto fijo critico es vital para teoria de renormalizacion. Algunas trans-
formaciones de renormalizacidén son regulares, otras no. Puede mostrarse,
por ejemplo, que una transformacién como (1.48), en el que las variables de
bloque dependen linealmente de las variables originales, s regular. Debemos
siempre de tratar de usar sélo transformaciones regulares. Ahora suponga-
mos que asi lo hemos hecho, entonces escribiendo los términos singulares de
f coma fun, tenemos:

Foing(NT1, AaZa, ) = b fomg1, 22, -..). (1.125)

Considerando ahora el caso siraple en el que tenemos un sistema con carupo
externo B = 0. tenemos un eigenvalor, digamos A, que e¢s mayor que la
unidad. Su eigenvector queda fuera de la superficie critica. La coordena-
da 1, en esta direccién es propocional a T — T, cerca del punto fijo critico.
Supongamos que cuando nos acercamos hacia el punto fijo critico variando
r;, 1a parte singular fn, de la energia libre varfa como z{'. Poniendo todas
tas x; excepto T) iguales a cero en la ecuacion {1.123), obtenemos:

(nz))® = B, (1.126)
v también
A= 8, {1.127)
donde d
- . 1.128
weE { ]

Podemos, a través de un argumento similar, tratar el caso en el que T =T.
pero B # 0. Aqui otra vez hay un eigenvalor (el magnético). digamos A..
(ue es mayor que cero. La coordenada zo en la direccidn del correspondiente
eigenvector es proporcional al tamafio del campo externo B cerca del punto
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fijo critico. Cuande nos aproximarmos hacia el punto fijo eritico variando s,
Larag ™~ 157 entonces:

Az = &, {1.129)

donde .
gy = -, (1.130)

&

Colocando éstos resultados juntos podemos escribir la ecnacion (1.123) como

A

. d ~ P B
Foingb¥ 1y 2, 0.0, = 8 faangl{zn, 10, 0.0, 00 {1.131)

- . -1/
Estableciendo & = 2, Y, ahova resulta

I g (L f2572% 0,0, ) = famg(@0,22,0,0, ..). (1.132)

Que es exactamente la forma de la hipétesis de homogeneidad de \Widem, de
la cual las leyes de escalamiento se siguen inmediatamente.'14]

1.5 Entropia y Principios Variacionales

La deseripeién de los sistemas termaodindmicos, se obtiene mediante la relacidn
fundamental en sus distintas representaciones. Estas funciones presentan la
caracteristica de que aleanzan valores extremos cuando el sistemna se encuen-
tra cu cquilibric. Por ejemplo, ol estado de equilibrio termodindmico de un
sistema s una temperatura v volumen fjo, s aquel que minimiza la cuergla
libre de Helmboltz. De manera sumilar, en ¢l equilibrio a presion v termperatu-
ra constante, la energia libre de Gibbs alcanza un minimo. Como sabenios. la
entropla alcanza un méaximo en el equilibrio, mientras que la cnerpia interna
se minimiza, Estos resultados pueden ser empleados en célculos estadisticos
v termodindmicos para estimar los valores de los pardmetrcs en el equilibrio
r

E

1.5.1 Principio de Maxima Entropia

Siun sistema aislado cambia su estado termodindmico infinitesitnalmente, el
cambio de entropia en el proceso obedece la relacidn:

5> 0. (1.133)
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La desigualdad ocurre para algin cambio espontdneo {irreversible). Después
de que el sistema aislado ha agotado todos los cambios espontaneos posibles
(cada uno con dS > 0), la entropia habrd alcanzado un valor maximo. Un
posterior cambio infinitesimal en el estado sera ahora, reversible y se cumplira
la igualdad.

Este es uno de los postulados fundamentales de la termodinamica. v nos
dice que existe una funcion de los pardmetras extensivos de algin sistemna
compuesto, llamada entropia y denotada por S, definida para todos los esta-
dos de equilibrio y que tiene la siguiente propiedad: los valores que adquieren
los parametros extensivos en ausencia de alguna restriecion interna son agque-
lios que maximizan la entropia sobre todo el conjunto de estados de equilibrio
[12].

1.5.2 Informacién de Shannon

A continuacién introduciremos el concepto de medida de informacion. El
objetivo de tal medida, es distinguir entre distribuciones de probabilidad con
alta o baja calidad de prediccién. Una medida de informacién es una medida
del conoeimienta que un observador gana con respecto a la ocurrencia de un
evento si conoce la distribucién de probabilidad v nada mas.

Niimeros-bit

Podemos considerar una unidad bit de almacenamienzo de una computadora
como un interruptor con dos posibles posiciones. Un conjunto 4 de tales
interruptores puede tomar
N =27 (1.134)
diferentes estados v entonces dar N diferentes estructuras de bit. En parti-
cular cada uno de estos estados puede ser usado para seleccionar uno de los
A nimeros 0. 1,2, ..., N — 1. Esto puede hacerse por ciemplo. escribiendo un
nimero m como un ntimero binario de longitud A en la forma:
A-1
m :Zskz"' {1.135)
k=0
donde s; ¢s 0 o 1. Entonces podemos representar cada s per la posicion del
k-ésimo tnterruptor. La ecuacion (1.134) dice que necesitamos:
_In¥N

= (1136
n2 (1.130)
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bits para seleccionar nno de N eventos. Es conveniente usar In2 como una
unidad v definir:
b=InN {1.137)

cainG el wémero kit Ahora hagamos que p; sea la probabilidad de un evento
¢ de un conjunto muestra de £ eventos ¢ = 1,2, ..., K. Llamemos al conjunto
de todas las p,, que en general pueden tomar diferentes valores, una distribu-
cion de probabilidades o simplemente una distribueion y podemos a veces
denotarla por p. Todas las cantidades numéricas que ocurren en un mecanis-

1
onces, si simulamos probabilidades de

mo digital son nluneros racionales. I

esto es:

U0

(1.139)

Considermos ahora un gran conjunto de muestras de N eventos clemen-
tales v de igual probabilidad. Este conjunto es dividido en subconjuntos
t = 1.2, ... R que noe tienen elementos en comun. Cada subconjunto es una
compasicion de N, eventos elementales. La probabilidad de encontrar un
evento clemental o en el 2-ésimo subconjunto estd dado por p; de fa ecuacion
{1.138) v es la probabilidad del evento compuesto i Este evento es represen-
tado por el subconjunto ¢ ¥ significa encontrar algin evento elemental arbi-
trario o gue se encuentra en el subconjunto. El minimo mintere bit necesario
para seleccionar un evento clemental o fuera del conjunto muestra es In V.
Este tiene que ser independiente de si seleccionamos primero el subconjunto ¢
en el que o se encuentra ¥ cntonces seleccionar o fuera de éste subconjunta.
o de st seleccionamos « directamente de un conjunto de muestras grande.
Deneternos el mmero bit necesario para seleccionar el subconjunto & por b,

Entonces se establece que:
b; +in N, =1n N (1.140)
Y obtencmos el siguiente resultado:

b= —lnp, (11413
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que es el numero bit de un observador ausente, cuyo objoto es sabor cuando
ocurrird el evento 1, si sdlo coroce la probabilidad p; de éste evento. Por con-
veniencia podemos excluir los eventos con probabilidad cero. En la practica
esta no es una restriceion seria.

Medida de Informacién de Shannon

La medida de informacion de Shannon se expresa por la siguiente ecuacién:

R
Ip) = pilnps. (1.142)
=1

Esta cantidad es una funcidn de la distribucién de p. Podemos también incluir
eventos con probabilidad cero, debido a que el limite de p; In p; cuando p; — 0
es cero. Tales eventos no contribuyen a I(p). Como la cantidad b, mide la
ausencia de conocimento, entonces —¥; el conocimiento. I{p) fué introducida
por Shannon, Weaver y Wiener como una medida de 1a inforinacién en la
teoria de comunicacion. Para distinguir 7 (p} de otras medidas de informacién
esta es llamada Informacién de Shannon. Esta puede ser considerada como
una medida del conocimiento de un observador acerca de la pregunta de cudl
evento del conjunto de muestras se espera. si se conoce sdlo la distribucidu
p. Como 0 < p; < 1, la cantidad I(p) es siempre negativa. v el valor mdximo
de cero corresponde al conocimiento éptimo. La medida de informacién
negativa:

S(p) = -~ I{p} (1.143)

es llamada entropia de Shannon. Esta es una medida de [a ausencia de
conocimiento acerca del sistema. Es stempre positiva. La cantidad S(p)
es bien conocida en mecanica estadistica. Esta corresponde con la entropia
térmica en el caso especial de que los eventos 7 sean microestados dindmicos
en el espacio de fase de Gibbs de la mecdnica clasica o los estados cuanticos
puros en el espacio de Hilbert en la mecdnica cudntica. Sin etbargo ésta estd
restringida a el caso en el que la distribucién p corresponde con el equilibrio
térmico macroscopico. J(p) toma su valor maxime 0 para un estado puro.
que significa para una distribucién en la que sélo un microestado -digamos
j- es alcanzado. Por otro lado I{p) toma su valor minimo — In R si todos los
eventos 1 = 1, ..., R tienen igual probabilidad.
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Principio de Mdxima Entropia

En 1877 Boltzmann introdujo la funcidn entropia
5= )/p('l‘) Inp(z)dr  con /p(z')a’z =1. {1.144)

En el principio de méxima entropfa se busea la distribucién p(z) que maxi-
miza la entropia sujeta a las condiciones auxiliares (con Fi{z} = ¢, = 1)

{ . :
/ Filmp(zldz =¢; con 1=1,2, .1 (1.143}
Por medio del método de multiplicadores de Lagrange uno introduce pardmetros
Ay A que serdn escogidos despuds de hacer variaciones del funcional de
plry.
Flp) = - /p(:z:) Inp(r) + A+ Ao+ -+ N Fjdr (1.146)

50 hace cero cuando

I

SEpY = — [ Inplz) + L+ 20 4+ Ak 4+ - £ MR pizdde = 0 (1.147)
. !

¢510 68 con

pla) =oxp (1 + Ay + Ao+ - = N F)] (1.148)
Ahora examinemos este proceso de una manera nversa. Supongamos que
estamos interesados en una distribucion coricida p{r), y quercmos saber qué
condiciones auxiliares se requiren escoger para que la funcidn maximice la
entropia para esta distribucion. El efernplo mas simple os :

pe ™ con 0<r < x

{x) =
i) ) para z <0
Entonces
T
5= / e llng — px) dr. (1.149;
Jo
A; puede ser escogida como Ay = —(1 +1n g, Ay como w1, v la funcidn £, = o

Entonces ol decaimiento exponencial maximiza la funcién entropia sujeta a la
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restriceidn de que el valor medio de x es fijo. El siguiente caso mas complicado
(pero comiin en mecinica estadistica de equilibrio), es la distribucion normal.

p(x) = (2ro?) V¥ exp(—2*/20%). —oc < T <X, (1.150)
Entonces
o 1 2 2
S :/ p{x) [5 In(27c®) — (z°/20%) | dx {1.131)
—0
Aqui se ha escogido A, = —(1 + §In27xa%) y F) = cr®. entonces se pide de

condicidn que el sepundo momento de la distribucidn sea finito.

1.6 Entropia Generalizada o de Tsallis

1.6.1 Principios Variacionales de la Entropia

Las distribuciones Gaussianas son fundamentales en 1a naturaleza. y es sabido
que se encuentran intimamente relacionadas con muchos fenémenos. sin em-
bargo, existe otra gran cantidad de fenémenos estocdsticos en la fisica. bi-
ologla v ciencias socloeconémicas que estan controlados por distribuciones de
Lévy. La pregunta basica es: jcudl es el fundamento termoestadistico de éste
tipo de distribuciones?. Tal respuesta es bien conocida para los fendmenos
regidos par distribuciones gaussianas, v se encuentra fundamentada en dos
pilares: la entropia de Boltzmann-Gibhs {BG]) ¥ el teorema de limite cen-
tra) estandar. ;Cudl serd el andlogo para las distribucioues de tipe Lévy?
Montroll v colaboradores mostraron que si usamos la entropia de BG las
restricciones auxiliares impuestas para encontrar la forma de la distribucion
que optimiza la entropia son inaceptables para el caso de distribuciones de
Lévy. S6lo una compleja restriccidn ad hoe puede ser usada en esta caso.
sin embargo este procedimiento es poco satisfactorio. Hace algunos anos
cste problema fué resuelto mediante un nuevo marco tedrico de una terimoes-
tadistica generalizada que involuera una entropia no extensiva. Antes de
explicar estas ideas conviene recordar el caso estandar de las distribuciones
1ipo gaussianas, en términos de principios variacionales. La entropfa de BG
asociada con el caso tradicional esta dada por:

Sip = —k/ plz) InJop(x)ldz (k> 0) {1.152)

o5

o > [ es la longitud caracteristica. Con:



1.6 Entropia Generalizada o de Tsallis 49

R
/ plridr = 1. {1.153)

-0

La restriccién adicional mas simple estd dada por:
2y 2 2 It -
(%) = aplz)dr = 5% (1.154)

Usando multiplicadores de Lagrange, inmediatamente obtenemos la distribu-
¢idu que optimiza Si[p):

pilx) = exp(—822)/2,, (1.153)

con Zy = [exp(~3z%)de = (x/3)%

En afios recientes {20], se ha encontrado que el comporramiento de mu-
chos sistemas y procesos naturales obedece a distribuciones de probabilidad
con decaimiento de ley de potencia, Este hecho ha producido que se desvie
la atencion del estudio de sistemas tradicionales, los cuales son gobernados
por distribuciones con decaimiento exponencial (Gaussianas). Como con-
securncia del teorema de lhmite central, la distribucion Gaussiana resulta
ser of limite de todas las distribuciones bunotnca,s que presentan su segundo
momento finito. Esta también se obticne cuando llevamos a cabo la maxi-
mizaciéu de la expresién de la entropia extensiva de Boltzmann-Shannon.
baje la restriceidn de mantener su segundo momento fjo. Por atvo fado 119
come se dijo, existe otro tipo de distribuciones estables: las distribuciones
de Lévy, Estas exhiben un decaimiento de ley de potencia v sus segundos
v superiores momentos no son finitos. Tales distribuciones son obtenidas a
traves de la maximizacidn de la entropla no extensiva o de Tsallis (28], bajo
la restriccidn de momento generalizado (1], 19]. La entropia generalizada o
de Tsallis, proved una medida conveniente de la no-extensividad. aplicable
cuando los momentos ordinarios de las distribuciones divergen. v se emplea

en asociacion con los momentos generalizados de la forma (177 = 37 [°[p(0),¢
(28],

1.6.2 Caracteristicas de la Entropia de Tsallis

Como se ha mencionade, la termoestadistica de Boltzmann-Gibbs (BGY
la termodindmica usual constituver una itil v poderosa herramienta teorica
para sitnaciones estdndar 31, 30%, {151, 29, Esto s, enande se presenta

una termodinamica extensiva (o aditiva). Sin embargo. este formalismo falla
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cuando el sistema fisico incluye fuerzas de largo aleance o efectos de memoria
largos v también st el sistema evoluciona en un espacio-tiempo no euclideanos.
Por “falla”, nos referimos a el hecha de que las sumas estdndar o integrales
que aparecen en el calculo de las cantidades termoestadisticas relevantes di-
vergen. En consecuencia, no estamos en condiciones de calcular cantidades
derivadas de éstas, que son las que normalmente se emplean para caracterizar
al sistema v que pueden ser comparadas con los datos experimentales.

En general, sistemas que tanto en su descripcién espacio-temporal como
en su evolucidn de espacio fase presentan un comportamiento del tipo multi-
fractal o estructura no convencional, pueden exhibir dificultades matematicas
intratables al ser estudiados mediante los formalismos termoestadisticos cs-
téandar o, al menos, manifestar escalas no usuales. Para tratar este tipo de
anomalias se ha propuesto un formalismo que generaliza la termoestadistica
convencional v la termodindmica {30]. Este sigue bisicamente dos postula-
dos:

s El primer postulado consiste en suponer la stguiente entropia generali-
zada:

1—5%. 47
S, = k—q—?i—p—' (q pertenece R;: Zplzl). (1.156)

1
0 en general:

1-Trp?
S,=k— B (1.157)
g—1
donde k es una constante positiva, p; son las probabilidades de los
estados microscopicos ¥ p es el operador densidad correspondiente. Uno
puede reescribir S, de la siguiente forma:

W

S = —k_zpi(l*}"?_l)« (1.158)

que hace evidente que 5, > @ en todos los casos. es decir que esta
entropia es no-negativa, céncava en el {p;} para ¢ > 0 v covexa para
¢ < 0. Ademds reproduce la ecuacion de Boltzmann-Gibhs-Shannon
{S1 = —ksd_.p:Inp) en el limite g — 1. Por otro lado. satisface la
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peendo-adifividad. esto es: si A v B son dos sisternas independientes {
Ak A, B
Jl |

py = pipy), entonces:
_ (A S(A) 5 (B) 3
SqH;— B) _ 5,2‘ ), SQEQBJ g %;({4) 5(:}({ L (L1)

que muestra que (1~¢) es una medida de la no-extensividad del sistoma.

» Il segundo postulado consiste en suponer la siguiente energia interna
generalizada:

Ve =Y i, (1.160)

0 e general:
Uy =Trp"H =< H >, (1161

donde {6} es el espectro de energia (esto es, el conjunto de eigenvalores
del Hamiltoniano H).

La optinizacion de 5, dada por la ecnacién (1.157) con la restriceitn de que
Trp=1xTrp"™ = U, lleva a la distribucion de equilibrio del coniunto

A a< o0 i .
CALGLC0:

(11— qaH;Ta

P (1.162)
“q
donde 5 = 4= es el multiplicador de Lagrange asociado con la term os

tadistica. La funcidn de particidn gencralizada estd dada por:
. L
Ze=Trd -1 —g)3H] =7 {1.163)

En el fimite ¢ — 1 recobramos la distribucion de Boltzmann-Gibbs p x
¢t 7 Se puede demostrar que, para toda ¢

% _ gf’ (1.164)
g
Q7L —
U, = 5,;;_1:_5 (1.165)
l-g _ 5
Foopo7s e LA (1.166)
g =g T4 g A

3 1-y
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: 2
quT-aﬁ:?—biz—Ta Fo. (1.167)

ar 9T a1
Por lo que la estructura termodindmica de las transformadas de Legendre se
conserva a pesar de que el sistema es no-extensivo. Mas adn. la estabilidad
termodindmica puede ser probada para toda g basada en ¢l hecho de que

stempre (/g > 0 [15].




Capitulo 2

Planteamiento del Problema

Como se menciond en la introduccidn, el sisterna de percolacidn es un pro-
blema gue ha sido ampliamente estudiado. Estos estudios han llevado a la
obtencion de resultados analiticos exactos para el caso de percolacidén en una
dimeusion. Este hecho resulta muy importante para nuestra vestigaciom,
va gue nos permite corroborar las hipétesis planteadas sin necesidad de hacer
alguna aproximacidn. Por otro lade, el sistema de percolacion presenia la
caracteristica de invariancia ante las transformaciones de escala, por lo que
es posible estudiarlo mediante la téenica de grupo de renormalizacidn (GR)
obteniéndose resultados sencillos ¥ muy iustrativos en cuanto a lo que a la
téenica de GR se refiere.

Debido a lo antertor, se escogid el sistema de percolacion en una dunension
para el desarrotlo del presente trabajo de tesis, pucs resulfa ser un excelente
candidaro para investigar la relacidn existente entre los puntos fijos gue s¢
obtienen mediante la aplicacidn del GR v la informacion proporcionada por
¢l estucdio de la funcidn entropia asociada al sistema.

Para describir y establecer claramente el problema a tratar en osta tesis,
o8 necesario primero introducir algunos conceptos importantes concernlentes
al fendmeno de percolacion, con objeto de presentar los términos. definiciones
v relaciones Importantes que serdn empleados a lo largo de este trabajo.

2.1 Fenomeno de Percolacion

En esta seccidn, presentaremos algunos de los conceptos gencrales involu-
crados con el problema de percolacidn enfocdndonos principaimente al caso
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unidimensional, tanto para el caso de percolacidén por sitios como para el de
percolacion por enlaces.

2.1.1 Percolacion

Comencemos explicando en qué consiste el fendmeno de percolacién.

Imaginemos un arreglo n-dimensional infinito de sitios. los cuales pueden
estar en uno de dos estados, digamos ocupados o vacios [26}.127].

La forma en la que se establece la distribucidn de los sitios ocupados {o
bien los sitios vacios) origina una amplia gama de problemas va que podemaos
escoger alguna condicidn especial para decidir la forma de ocupar de los sitios
o bien. simplemente (como ocurre en el caso tipico de percolacidn), distribuir
los sitios ocupados aleatoriamente.

Ahora bien. ademas de los diferentes tipos de problemas que se obriencu
por la forma de distribuir los sitios ocupados ¥ vacios, podemos encontrar
dos variantes principales del problema de percolacién de acuerdo a la forma
de establecer la conexion entre los sitios ocupados 26!, [8].

Una de ellas es conocida como percolacidn por sitios v consiste en que los
sitios del arreglo n-dimensional se encuentran ocupados con una probabilidad
. mientras que la probabilidad de que un sitio se encuentre vacio estd dada
por 1 — p. En este tipo de percolacién, podemos observar algunos sitios
acupados lo suficientemente cerca para considerarlos como un conrjunto de
sitios interconectados, esto es lo que se conoce como camulo.

Un s-cimulo es un conjunto de s sitios ocupados conectados a distancias
de n-ésimaos vecinos [31]. En el caso de percolacion tipico. para que éste tenga
seutido. el valor de n no puede ser muy grande ya que si n — >¢ la conexién
entre los sitios va no es evidente y se plerden muchas de las aplicaciones
descritas por este modelo, siendo éste un caso limite del problema.

La otra variante del fendmeno de percolacion, es fa gque se conoce como
percolacion por enlaces en este caso todos o algunes de los sitios del arreglo
se encuentran ocupados, pero sélo unos cuantos se encuentran conectados
entre si con oiros por medio de enlaces. de acuerdo a una cierta probabilidad
que describe cada sistema.

De esta forma, la presencia de cimulos corresponde a un conjunto de s
sitios ocupados conectados por medio de enlaces. La probabilidad de que
exista un enlace puede entonces. estar dada por alguna distribucidn de pro-
babilidad arbitraria, lo cual da a esta variante del problema de percolacidn
una amplia gama de miembros gue pertenecen a la misma familia [23).
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Otra cantidad importante es el ndmero promedio de s-ciimulos (por sitio
de lamalla) la cual es definida come n,(p} ¥ que es una cantidad que depende
e .

Analicemnos qué pasa al variar el valor de p. Si ésta cs cercana a vero,
solo algunos sitios se encontrardn ocupados, formardo pequerios cimuloes.
Por otro lado, p incrementa observamos que, para un cierto valor conocido
como probabilidad critica y denotada por p., aparece un cimulo tan grande
que atraviesa la malla de un lado a otro. A éste cimulo gue truza toda la
malla se le conoce como cumulo infinito. Para que este concepto de ciimulo
infinito tenga sentide, se require que la malla sea de tamaho infinito va que
de esta forma el hecho de que el cdmulo atraviese de arriba hacia abajo o
tde derecha a zquierda se hace irrelevante v en este caso, se ha comprobado
a traves de nomerosos estudios que este cdmalo infinito es dnice en seutido
estadistico[17]. La p, queda entonces definida como la probabilidad a la cual
aparece por primnera vez el ciimulo infinito.

Bajo estas caracteristicas podemos decit que existe una transicion de fase
va que, por encima de un clerto valor de p,, existe un cdmule mfinito mien-
tras que por debajo de este valor no existe la presencia de ciirnulo infinito,
quedando definidos asi, dos posibles estados del sistema.

Si Hamamos probabilided infinite Py a la fraccidn de sitios ocupados que
pertenecen a la red de percolacidn infinita {ctimulo infinito), esta cantidad
se hace cero por debajo de p, v tiene un clerto valor por encima de p, por lo
que la podemos asociar con el pardmetro de orden. Y podemos postular que
corea de g la P o B — pa)? quedando definido asi ol exponente oritico 3
para este sistema,

Ast misiio, es posible definir el resto de los exponentes criticos como se
prosenta en la siguiente subseccidn.

2.1.2 Exponentes Criticos del Fenémeno de Percolacion

El feudmieno de percolacidn, presenta las mismas caracteristicas que el resto
de los sistemas que presentan transiciones de fase. Bajo estas circunstancias
cuando p se aproxima a p. el comportamiento del sistema de percolacion es
deserito por los exponentes criticos ¢, 3,+v, 8 v . A continuacion se presents
b definicidn de las cantidades cuva parte singular se comporta chedeciendo
una ley de potencia. Este comportamiento queda expresado respecto a los
exponentes criticos que fuercn definidos anteriormente cuando ¢ — £, solo
que ahora p sustituye a £, por lo que la dependencia de lev de potencia ahora
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se presenta cuando p — p.:

Y ni(p) x p—pdt (2.1)
s :sing
z sn,(p) x {(p- pc)‘?- (2.2)
8 = sing
> () x lp—pel (23)
s d sing
ans(p]e"” x hE. (2.4}
* 4 sing
£p) x p—pl" (2.5)

Estas ecuaciones son validas sélo para p cercana a p. & para f cercana a
cero [26], [27).

Por simplicidad suponemos que el mismo exponente describe el compor-
tamiento del sistema cuando nos acercamos por arriba ¢ por debajo de p...
Recalquemos que el subindice sing denota que esta expresion concierne a
la parte no analitica de la cantidad y no necesariamente significa que ésta
tiende a infinito.

E! miimero real h en la ecuacién (2.4) es meramente una variable muda que
completa la analogia de este sistema con el sistema del ferromagneto de Ising
en una dimensidn [27),26],18]. Finalmente £ es la longitud de correlacion v
corresponde al radio promedio de un cimulo de percolacidn tipico.

Podemos observar que las ecuaciones anteriores son escencialmente la
definicién de los exponentes criticos en funecidn de los momentos de la dis-
tribucion del tamano del comulo n,.

Haciendo la analogia con las otras transiciones de fase donde T, - T
es reemplazada por p — p,, la expresién Y _n, corresponde a la energia li-
bre, la probabilidad de percolacién Py, = 3, sn, corresponde a la mague-
tizacidn esponténea v la susceptibilidad magnética se encuentra relacionada
con 3 s™n,.
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2.1.3 Probabilidades Asociadas al Fenémeno de Per-
colacion

El problema de percolacion es, en la mayoria de los casos, un fenémeno aleato-
rio. Por lo tanto, las diferentes redes de percolacidn contendran cimulos de
diferentes tamafos v formas.

Para estudiar las propiedades promedio del sistema uno debe entonces,
estudiar la estadistica de estos cinalos. Lo anterior se realiza mediante el
andlisis del mimero de cimulos de s sitios por sitio de la malla, esta cantidad
serepresenta coma n,{p)[25].

Existen diferentes tipos de mallas, pero para todas ellas en el caso de
pereolacion por sitios, cada sitio se encuentra ocupado aleatorimmente con
probabilidad p o vacio con probabilidad (1 — p) ¥ los cimulos son grupos de
sitios vecinos ocupados. En el caso de percolacion por enlaces, generahnente
cada sitio de la malia se encuentra ocupadoe, v algunos de ellos se encuentran
conectados por medio de enlaces. Entonces cada enlace se encuentia presente
con ina probabilidad p mientras que un enlace ausente se encuentra repre-
sentado por una probabilidad {1 — p). Un ciimalo es entonces un conjunto
de sitios ocupados concetados por medio de enlaces.

Una importante variante de este caso es llamado percolacion por sitios
de enlace, en la cual s6lo una fraceién p de sitios se encuentran ocupados y
el resto vacios. Los enlaces cntre los sitios vecinales ocupados se encuentran
dacdos por enlaces con una probabilidad x. El wnbral de percolacidn por
enlace . ahora es menor gue la unidad, st p es igual al umbral de percolacién
por sitios, v se aproxima al umbral de enlace normal si p = L.

Clomo se ba dicho, el nmbral de percolacion p, es la concentracion p a la
cual aparece por primera vey un cimnlo infinito en una malla infinita. Para
todo p o> p.uno tiene un camulo extendiéndose de un lado del sistema al
otro. mientras que para todo p < p, no existe tal ciimulo infinito [81.[26,.

Como muchos otros problemas de la fisica tedrica, ¢l problema de pereo-
lacion puede resolverse exactamente en una dinension v algunos aspeetos de
cata solucion resultan validos para dimnensiones mavores.

Puor este motivo, presentamos a continuacion el estudio de percolacion por
sitios e wna larga cadena lineal, donde los sitics de la imalla estdn dispuestos
a distancias fijas.

Cacla uno de los sities de la cadena se encuentra aleatoriamente ocupado
con una probabilidad p. Para el caso de interaccidn a primeros vecinos un
cimule o5 un grupo de sitios ocupados concctados sin ningién sitio vacio
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entre ellos. Un sdlo sitio vacio puede desdoblar el grupo en dos cimulios
diferentes. Cor objete de que el ciimitlo se encuentre separado de los otros
cumulos se requiere que los sitios que se presentan en los sitios siguientes
de los extermos del cimulo se encuentren vacios. Asi pues, para tener un s
cumulo necesitamos s sitios ocupados ¥ dos desocupados (los extremos).

La probabilidad de que cada sitio esté ocupado es p. Dado que todos
los sitios estdn ocupados aleatoriamente la probabilidad de que s sitios ar-
bitrarios se encuentren ocupados es p°. Esta propiedad del producto de lag
probabilidades es vélida séla para eventos estadisticamente independientes,
como la percolacion aleatoria. La probabilidad de que un sitio este desocupa-
do es (1—p) ¥ por tanto, la probabilidad de que los dos extremos del sistema
se encuentren desocupados es (1 — p)®.

Entonces la probabilidad total, de que un sitio fjo de la malla sea ¢l
extremo de un s-cimulo es p*{1 —p)2. El niimero de cimulos de tamano s cn
una cadena de longitud L, si [ — oo es Lp*(1 - p)?, debido a que cada sitio
tiene una probabilidad p*(1 — p)? de ser el extremo de un s-ciimlo v existen
L de tales sitios. Por esto es prdctico hablar de el nimero de cimulos por
sitio de malla, el cual es el nimero total dividido entre L esto es p*(1 — p)*.
Este nimero de cimulo normalizado es entonces, independiente del tamaiio
de Ja malla L e igual a la probabilidad de que un sitio dado sea el extremeo
de un s-cumulo.

Definiendo n, como el nimero de s-cimulos por sitio de la malla, en ol
caso unidimensional obtenemos finalmente:

n, = p*(1 — p)2. {2.6)

Este nimero de climulo normalizado es crucial para muchas de las discu-
siones sigutentes. Y es igual la probabilidad de que. en una cadena infinita,
un sitio arbitrario sea el extremo de un s-cimulo. Para p < 1. el nimero
de camulo se va exponencialmente a cero si el tamano del ciimulo s tiende a
iufinito. La probabilidad de que un sitio arbitrario sea parte de un s-ctmulo
v 1o solo de su extremo es mayor por un factor de s, dado que cada sitio
puede ser algin sitio del s-cimulo. Entonces esta probabilidad es n,s.

Para el caso unidimensioral a primeros vecinos, el umbral de percolacién
es pe = I debido a que en esta probabilidad todos los sitios de la cadena
s¢ encuentran ocupados, ¥ por tanto existe un inico cumule infinito que
atraviesa todo el sistema.
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2.1.4 Teoria de Escalamiento vy Fenémeno de Perco-
lacién

A continuacidn se presenta la suposicidn de escalamiento del fendmeno de
percetacion, con dos exponentes libres ¢ v 7 que se fijan mediante el experi-
mento. En este sentido, la teorfa de escalamients es fenomencldgica es decir,
que Tnicamente relaciona diferentes cantidades medibles sin caleular alguna
de ellas directamente.

El comportamiento critico cerca de p, se encuentra caracterizado por el
techo de que el tamafio de ciimulo tipico se hace muy grande cerca de la tran-
sielon de fase v diverge a p. Mientras que el radio de camulo tipico £ puede
o diverger. Uno puede definir ¢l tamario de citmulo tipico 5¢ como ¢l tamano
que da la contribucién principal a jas partes singulares de Sostn. S stng,
u alguna otra suma de las que aparecen en las ecuaciones donde se definicron
los exporentes criticos. Supondremos que todas estas definiciones dan el mis-
mo tAmann Upico s aparte de las constantes numéricas, esto s que todes
los diferentes 5. divergen con la misma potencia de lp — p.l, este exponente
de |p—p.f s a menudo llamado exponente de escalamiento, y suele denotarse
por 1/o. Entonces el postulado bésico es [26], [§]:

“Suponemos que el comportamiento erftico de la percolacion es dominado
por ctmualos de tamanio se o< |p— pd =7 donde tados los diferentes tamafios
de camulo divergen con el mismo crponente.”

En otras palabras, existe escencialmente un Unico tamaiic de efinlo
tipico. El término comportamiento critico en el postulado anterior se re-
fiere a las partes singulares como fué explicado anteriormente. Dor cjemplo
5¢ 05 el tamane dominante en {Zs snstmg pero no en Z_ﬁ, 51,7 las singuiari-
dades vienen del tamafio de cumulo tipico, el resto de los términos analiticos
provienen de cimulos mucho mas pequedos 126).

Todas tas propicdades singulares de los ciimulos deben depender entonces,
principalmente de la razén s/se dade que se ha supuesto que el tamaiio
de ciimulo tipico es tinico. Pero la suposicidn n,(p) = Fls/s¢) puede ser
detiasiade simple, dade que & p = p.. donde se = ¢ el nlmero de clunolo
resiltaria ser constante lo cual no ocurre experimentalmente.

Parece entonces razonable que, asi como expresamnes el tamafio del etinlo
por medio de la razdn s/s;, podemos expresar también el nfimerg de ciimulos
através de la razén n, /n,, . suponiendo que ¢sta depende Gnicamente de s/
st es: )
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o F (i) . (2.7)
M, S¢

Debido a que el tamafio de cimulo tipico se encuentra definide sdlo por
factores numéricos, esta suposicion no es muy practica ¥ entonces reein-
plazamos la razén n,/n,, por n,/ns(p), entonces:

Suponemos que la razén vyip) = ns(p)/ns{pe} y rezones similares de otras
propiedades de los cimulos son funciones sélo de lo razdn s/sc. esto es

v(p) = F (i) : (2.8]
3¢

Las ccuaciones {2.7) v (2.8) explican por que las tcorias de este tipo son
llamadas teorias de escalamiento: st graficamos n, contra s obtenemos las
graficas para diferentes (p — p.) pero si escalamos el tamano del cdmulo s
dividiendo entre s¢ v el ndmero de cimulos n;(p] dividicndo entre ne(pc} o
Tty CNtONCEs en estas variables escaladas las graficas son independientes de
{p = pe)-

Los resultados experimentales han mostrado que a p = p, el nimero de
ctmulos n, decae con una ley de potencia simple: n {p.} x 577 v ahora
entendemos que esto se debe a que una lev de decaimiento mas complicada
como ng(p.) x 577 exp {—s/s;} significaria que a p, existe un cimulo tipico
finito de tamaro sg. Dado que s¢(p = p.) es infinito. este resultado significaria
que podria existir mas de un tamafio de cimulo tipico. en contradiccion
con muestra suposicion biasica. Entonces la ecuacidn (2.8) se lee: n.{p) x
5~ F(s/s¢) dado que s/s¢ & |(p — pc)s©1/?, podemos resumir lo anterior en
la forma final:

E&) —f(s) o m®) xsF) (2.9)

con 2= (p—p)s° v Foy=1.

v, (p} =

La normalizacién f(0) = 1 proviene del requerimiento v, {p.} = 1.

2.1.5 Relacién entre los Exponentes Criticos

Ahora relacionaremos los exponentes de los ciimulos o v 7 con los otros expo-
nentes criticos ex, 3. ~v. 6 definidos anteriormente en la ccuacion (2.3). Con ob-
jeto de evaluar la parte singular de algin momento ¥ «*n, cualitativamente.
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esta es con objeto de obtener sus exponentes criticos correctamente, podemos
reenmplazar en la suma cada factor de s por el tamafio tipico s v ol mimere
de ctmulos n, por el nimero de cimulo tipico n,, x 577 f{const) = 577,
La suma sobre todos los tamanos de ciimule s da un factor adicional sg:
Do, sF 1 ing :,El"‘". Debido a que sg o {p — pie] ~Y* por definicidn, ten-
OHI0S;

-

Z.Skns{p) x p— p(.i‘(f%_u' {2.10)
s sing
La ecuacidn (2.10) nos da inmediatamente los exponentes de las ecoua-
ciones (3.1} a (2.5), simplemente tomamos & = 0 para el niimero de eiimulos,
k =1 para la probabilidad de percolacidn, & = 2 para la susceptibilidad para
obtener o 3, v como:
g,n,:ii;l_}, .3::2, ,7,:33_3; (2.11)
o a a
En p = p,, lasuma en la ecuacién (3.4) que define el exponente ¢ proviene
fuindamentalinente del eiiruudo de tamana s cerca de ]-LE Entonces la parte no
analitica de 3~ sny(pde™ varfa como A7 ATYAT = BT v lenemos:

) (2.12)

&

Y pademos resolver estas cuatro ecuaciones para obiener los exponentes

del cimulo como funcidn de los otros exponentes v derivar las relaciones entre
los exponentes:

1
T = 2 .
]
1 1
U - - = - I
85 v+ 3
2o =423 =364+ 1) =dr. {2.13)

2.1.6 Grupo de Renormalizacién Aplicado al Sistema
de Percolacién en una Dimensidn

La tdea bdsica de W repormalizacidn os la autogimilaridad en el punto eritico. |
Lo que define el concepto principal del escalamiento de tamano finito es ol
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hecho de que la longitud del sistema L sea mayor ¢ menor que la longitud
de correlacién £ x |p — p.[™. Los cimulos pueden separarse en dos grupos
principales: aquellos de tamafio & mayer que |p — po|~'/7 v aquellos con
5 menores. Para sistemas o cdmulos pequenos, es vdlido un tipo de ley de
potencia por ejemplo I L=B/v_y para ciimulos o sistemas mayores ocurren
otras leves de potencia, por ejemplo P x (p — p.)%.

En otras palabras, todos los cimulos o sistemas menores {(en dimension
lineal) que la longitud de correlacién £ son similares unos a otros en sentido
promedio. Esta similaridad se rompe para tamanos grandes del orden de £
asi como para tamanos pequefics del orden de la distancia g entre vecinos
de la malla. Justo en el umbral de percolacion la longitud de correlacién es
infinita v todos los cimulos grandes son similares unos a otros.

5ia p = p. tomamos una porcién de tamano medio de una malla mas
grande, entonces tanto ésta parte como la malla mas grande son todavia mu-
cho menores que £, y por tanto similares unas a otras en ¢l sentido promedio.
Como se ha sugerido antes, la similaridad en el sistema se presenta para
distancias entre a y £. La idea de similaridad basada en lo observado en el
fenémeno critico térmico y la idea de escalamiento, dieron fruto a fa primera
teoria de renormalizacién de Wilson{8],[26], [11].

En la renormalizacidn en el espacio real reemplazamos una celda de sitios
por un solo supersitio considerando que la dimensién lineal & de la celda es
mucho menor que §. Por supuesto perdemos informacién al reemplazar un
conjunto de sitios, pero si ¢l escalamiento esta presente el conjunto de celdas
de tamano b son similares unas a otras, por lo que podemos esperar una bue-
na aproximacion cuando renarmalizamos todo el sistema. Cuantitativamente
tal renormalizacidn requiere una cierta regla que nos diga que hay que hacer,
originando que la concentracidn p’ de supersitios ocupados sea en general,
diferente que la de los sitios originales. Sdlo justo en el punto critico donde
hav autosimilaridad tenemos que p’ = p = p.. En general sabemos que la
longitud de correlacién £ limita la validéz de la similaridad: entonces el limite
£ es o] mismo tanto en €l sistema original como en la malla renormalizada va
wue ambos presentan similaridad. Asi pues, si en la malla original teniamos
que £ = const|p — p.|™ entonces en la malla renormalizada con la constante
de malla b, tenemos £ = constlp’ — pe|™, con la misma constante de propor-
cionalidad v el mismo exponente critico v o cual lleva a que |p—p.| v |p’ —p
perianezean muy pequeiias. Sin embargo, la nueva malla tiene una nueva
constante de malla b, ¥y £ es medida en estas unidades, £ = £/b. Entonces:
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bp' — " = p— w7, (2.14)

s 1 cenacion bidsica de fa renormalizacién en espacio real. Tomando ¢l loga-
ritmo de ambos lados llegamos a lo siguiente:

o T ~pe}
E B }Oc, {_\(p—pc)] _log X (2.15)
v logh  loghk’ o

donde A = p" — p/p — po = dpfdp en p = p, (desarrollando en scries v
despreciando los érdenes superiores).

En resumen. renormalizamos una celda de tamafio b en un sélo supersitio,
para mantener la cantidad € sin cambio en esta renormalizacién. También
hemos renormalizade pen oL

Abordaremos ahora el caso unidimensional, con objeto de ilustrar las
ideats anteriores. Supongamos que agrupamos los sitios de [a cadena en celdas
de tamano b cada yna. Una celda ocasionard la conectividad con uno de
sus extremos con el otro sélo si todos los sitios se cnewentran octipados.
Podemos entonces reemplazar la celda por un nuevo supersitio, ¢ identificar
la probabilidad de ocupacién de este supersitio como

F =g {2.16)

Steomengzanios con po= 1, esto leva tambidn a ' = 1. El punto p* =
es entonees identificado como punto fijo de esta transformacidn de grupo
de renormahizacion, va que come mencionamos anteriorinente un punto fijo
permanece sin cambio ante la transformacién de grupo. Si comenzanios con
p < L. entonces la ecuacidn (2.16) lleva a g’ < p. Si repetimos este proced-
imento muchas veces, la concentracidn renormalizada se aproxima a cero.
Entonces p = (i es tambidn un punto fijo.

Ln el punto fijo p* = 1, p" es igual que p. Sin embargo si caleulamos £ en
amdades de distancia entre nuestros nuevos supersitios, tendremos £ = %
Yodade que 7 = p entonces £ = £. Fstas dos ecuaciones son consistentes
s6lo si ¢ = x {0 cero}. Por lo tanto identificamos el punto fijo p* = I con el
ambral de pereolacion pe. Obteniendo A para la ecuacion (2.16) resulta:

dp’

b1 s R,
= = =bh Cii = I. (2.17]
i » P=
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v entonces:
1 logA  logd
v logh  logh

(2.18)

de acuerdo a lo esperado v por tanto, a partir de la transformacion de grupo
de renormalizacién se obtienen resultados exactos en una dimension.

2.1.7 Percolacién por Enlaces en una Dimensién con
Interacciones de Largo Alcance

A continuacién hablaremos un poco acerca de la percolacion por enlaces eu
una dimensién con interacciones de largo alcance.

Hoy en dia, el efecto de interacciones de largo alcance en sistemas Hamil-
tonianos es muy estudiado [23], {3], [30]. Esto debido a que se presenta en
una gran variedad de interesantes problemas dindmicos v termedindmicos.
tales como exponentes andmalos, ruptura de la extensividad e intensividad
termodinamicas estdndar v difusién anémala. entre oiros. Esta intensa ac-
tividad es bien justificada va que, ademds, existe una fuerte evidencia de que
en tales sistemas ocurre una violacién no trivial de la ergodicidad [21].

Este es otro de los motivos por el que resulta interesante estudiar ¢l
sistema de percolacién por enlaces con interacciones de largo alcance, va que
presenta caracteristicas de no extensividad bajo clertas condiclones como
veremos a continuacidn. Lo anterior, puede ser aprovechado para estudiar la
cuiropia generalizada o de Tsallis para este sistema.

El problema de percolacién por enlaces consiste en una cadena lineal
abierta de tamano N, donde todos los sitios estdn conectados unos con otros.
a través de enlaces que estan presentes con probabilidades p;, eutre los sitios
i v j, separados por una distancia ! = r;;. El problema completo es. por
supuesto, intratable debidc a que consiste en establecer cantidades tales como
¢l pardmetro de orden (P,.) como ura funcién de todo el conjunte {p,,}.

Sin embargo, un caso particularmente relevante de éste ha sido estudiado
numericamente]21], ¥ corresponde a un sistema en el cual la probabilidad de
ocupacién del enlace estd dada por una distribucion de ley de potencia de
la forma p;; = p/rfj, donde la probabilidad de ocupacidu p entre primeros
vecinos satisface 0 < p < 1. ¥ a > 0. Podemos ver que ¢l limite de oo — x
corresponde a la cadena estdndar lineal con interacciones a primeros vecinos.
para la cual se sabe que no existe transicidn de fase a cualguier p < 1 {de
hecho p. = 1). El estudio mediante simulacién numérica de éste sistema. ha
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mostrado que este ejemplo presenta tres reglmenes con diferente umbral de
pereolacion pe. En el primero, p, = 1 cuando 2 < o < 2c. en el segundo.
0<p < leuando I <o <2, ¥ en el tercero, po= 0 cuando 0 < o < 1.

Para los casos no triviales que son aquellos con 0 < o < o¢. se ha encon-
trado gue para la regidn en la vecindad de ev = 1 aparece un cambio de la
extensividad a la noextensividad para el sistema. Explicaremos un poco mas
esto. La termodindmica (N — oo} del sistema estd hisicamente controlada
por la signiente integral:

ﬂ\,é' -l
N : _*\ A — 1 N
N"=d f drréir= = {2.19}
1 L-%
Y se puede verificar que en el limite N — o¢ tenemoes:
e i . Yo
NT si — .
g-1 d
.o
No~ln N sl = =1,
d
} N©% e
NY ~ e S 0< 7 < 1. (2.20)
d

Estos regimenes implican que ¢l sistema es extensivo para a/d > 1 v ey
uo extensivo para 0 < afd < 1. Se encuentra que en ol caso d = 1 existen dos
subregiones fisicamente diferentes en la region extensiva, Unapara | < o < 2
et la cual G < p. < L. Otra con & > 2, para la cual po = 1. Mienivas que en
== 2 oomrre la pecublandad de que en este valor pa) es discontinua,

El modelo de percolacién por enlaces puede ser visto como wna forua
equivalente de un problema de caminatas aleatorias con una probabilidad de
paso pg; entre los sitios @y 7. En particular, la ley de potencia p, = p/i®
Heva o 1a bien conocida caminata de Welerstrass. el analogo en malla de los
vitelos de Lévy [22], [24], (21]. Para facilitar la descripeidn de éste sistema.
o5 conveniente restringir la longitud de enlace que sean como I = 47 b = 1.
por 1o gue hemos pedido esta restrisceion a nuestro modelo.

2.2 El Problema

Lo presentado anteriormente pucde extenderse para estudiar una familia de
sistemas dentro de la misma clase de universalidad. En el presente trabajo



66 Planteamiento del Problema

nuestro objetivo serd estudiar el caso de percolacién en una dimensién con
interaccién a n-ésimos vecinos tanto para el caso de percolacién por sitios
como para el de percolacién por enlaces.

Para el caso de percolacién por sitios, el punto de partida serd encontrar
las expresiones generales para la distribucion de probabilidad 7, que acom-
pafia a cada uno de los miembros de una familia de sistemas de percolacion
por sitios cuando se permite que los sitios se encuentren conectados a ri-
ésimos vecines. Una vez identificada esta cantidad se procederd al cdleulo de
la funcion entropia tradicional y otras cantidades importantes como la en-
ergia libre, pardmetro de orden, probabilidad critica, etc. A continuacion se
llevard a cabo el estudio variacional de la funcidn entropfa de cada sistema,
lo cual nos permitird encontrar los puntos extremos v analizar su comnpor-
tamtento. Finalmente se propondrd v aplicara la transformacién de grupo
de renormalizacién v se obtendran cantidades importantes como los puntos
fijos v los exponentes criticos.

Para el caso de percolacion por enlaces, la estrategia serd establecer dos
variantes del caso descrito anteriormente para la probabilidad asociada a In
presencia o ausencia del enlace. Una de ellas serd una trayectoria critiva.
para tratar de encontrar los puntos fijos no triviales de la transformacion de
GR v la otra serd una trayectoria no critica para mostrar como la misma
transformacién de grupo aplicada a esta probabilidad nos conduce hacia el
punto fijo trivial. Para estas dos diferentes distribuciones de probabilidad se
analizars la entropia tradicicnal ¥ en adicién a ésta. dado que este sistema
ha mostrado tener un comportamiento no extensivo para la entropia bajo
ciertas condiciones, se obtendrd ia expresién para la entropia generalizada o
no extensiva (entropia de Tsallis) o bien se hard el andlisis mediante el uso
de multiplicadores de Lagrange en caso de ser necesario.

Una vez obtenidos estos resultados se hard un andlisis del comporiamiento
de la funcién entropia en sus valores extremos y se tratara de plantear la
posible conexién de estos con los puntos fijos arrojados por medio de la
aplicacion del GR.



Capitulo 3

Resultados

Er este capitulo. se presenta el desarrollo del estudio del sistema de per-
colacidn en una dimensidn incluvendo dos familias de problemas asociadas
a «dos de sus variantes, la de percolacion por sitios v la de percolacién por
enlaces,

s Para el caso de pereolacion por sitios, el cual se refiere 2 un sistema
en o que los sitios de la cadena se encuentran ocupados o vacios, con
una cierta probabilidad p v ¢ = 1 — p respectivamente, consideramos la
familia de sistemas formada por ¢l grupo de problemas de pereolacién
por =itios en una dimension donde los vecinos n-ésimos se encientran
conectados (interacciones a n-ésimos vecines). En este conjunto de
sisternas, cada miembro de ia familia es un problema completa. v pre-
senta su propla transformacion de grupe de renormalizacion (TGR)
conreniendo sus puntos fijos.

o En ol caso de percolacidn por enlaces, en el que tedos los sitios de la
cadena se encuentran ocupados pero sélo algunecs de ellos se encucn-
tran conectados por medio de enlaces a sus vecinos mds cercanos, a
cada enlace se le asigna una cierra probabilidad de que esté presente o
ausente. Consideramos dos distribuciones de probabilidades distintas,
una de ellas se encuenira sobre la superficie critica, mientras que la otra
no. En este caso estas dos probabilidades constituven dos mismbros
de una gran familia de problemas pero, a diferencia del caso anterior,
constituyen juntas un sdlo problema y la transformacion de grups de
reacrmalizacion ¢s la misma. Cowma se cspera, una de ellas (la que se
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encuentra en la superficie critica) nos lleva hacia el punto fijo no triv-
ial, mientras que la segunda distribucién se aleja de éste ¥ nos conduree
hasta el punto fijo trivial al aplicar la TGR.

Para el estudio de estos sistemas, primero comenzamos conl una descrip-
cion de cada uno de ellos para, posteriormente, presentar el andlisis de la
distribucién de probabilidad asociada a los distintos casos. Posteriormente
sc presentan, para el modelo de percolacién por sitios. las expresiones de
las probabilidades asociadas a los casos de interaccién a primeros. segun-
dos, terceros v en genera) para el modelo a n-ésimos vecinos. Para el caso
de percolacién por enlaces se introducen dos distribuciones de probabilidacd
distintas asociadas con el enlace de percolacién del sistema. las cuales repre-
sentan también casos de interacciones de largo alcance. Una vez identificada
la distribucién de probabilidad que describe a cada sistema. se cbiienen las
expresiones de la funcidn entropia tradicional {S) a partir de la relacion:

S = —kZP,—lnP,-.

Para el caso de percolacién por enlaces fué necesario ademas de 3. el uso de
la entropia no extensiva o de Tsallis dada paor:

S, = Ef?-l 1- Z{P(l)}q : (3.14
Una vez obtenidas estas cantidades se realiza el analisis de los puntos donde
la funcion presenta valores maximos y minimos. También se muestra cf
caleulo de otras cantidades importantes como pardmetro de orden. energia
libre. probabilidad critica v exponentes criticos en el caso de percolacion por
sitios. Finalmente se presenta la técnica de grupo de renormalizacion aplicada
a cada sistema con el fin de encontrar los puntos fijos v otras cantidades
importantes asociadas al problema (exponentes criticos v la probabilidad
critica p,) para poder plantear la posible corexién entre estos puntos fijos v
los puntos extremos de la funcidn entropia. Para los casos que estudiamos
encontramos que estos se corresponden.

3.1 Percolacién por Sitios en una Dimension

En esta seccién se discutird el modelo de percolacion por sitios eu una dimen-
si6n con interacciones a largo alcance. Consideremos una cadena de longitud
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mfinita compuesia de sitios gue se encuentran ocupados o vacios. La proba-
balidad de que un sitio se encuentre oeupado esta dada por p micntras que.
la probabilidad de que un sitic se encuentre desocupado estard dada por
iy = — [).

———————_—— e U DD

0,000 000 O....OOO\;.O..”

Figura 3.1: Percolacion por sitios en uua dimension

Come s menciond anteriormente, ab hablar de un s-odmulo. nos refe-
riutos & un conjunto de g sitios ocupados conectados. Estos sitios podrdn
estar conectados con sus vecines n-ésimos (Interaccion a n-ésimos vecinos).
entendiendo por primeros vecinos aqueilos que se encuentren inmediatamente
después del sitio de interés, por segundos vecines a aquellos que se encuentren
dog sitos después del sitio de interés, ete. Y n, representa la probabilidad
de encontrar un s-cimulo.

3.1.1 Probabilidades Asociadas al Modelo de Perco-
lacién por Sitios en una Dimension

A contimnacidn se vetoman algunos resultados va conocidos para el sistema
tle pereolacidn por sitios en una dimensién con interaceidon a primeros vecinos
vose amplian para el caso general de interaccion a n-ésimos vecinos. Como
vimos asteriormente, para el caso de interaccion a primervos vecinogs los s
cimalos posibles serdn de Ia forma que se presenta en ia figura 3.2, v la
distribuctén de probabilidades de encontrar un s-ciimulo estard dada por

s =Pl p)”. (3.2

Daudo que las probabilidades son independientes v sélo hay unz forma de
arreglar s sitlos ocupados contiguos. La probabilidad de encontrar = <itios
vcupados serd g7 v la probabilidad de gue s6lo estos < sitios se encuentren a
distancias de primeros veeinos es (1 - pi? va que esta probabilidad representa
el caso de (que los extremos de [a cadena de s sitios se encuentren desocupados
fver figura 3.2).

Para el caso de inferaccion a segundos vecinos., las configuraciones posibles
para cada s-ciiulo se muestran en la Bgura 3.3,
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O . O 1-cumulo

O . . O 2-curmnula

O . . . O 3-cumulo

O . . . . O 4-cumulo

Figura 3.2: Forma de los cdmulos posibles en el caso de percolacidn por sitios
en una dimension a primeros vecinos.

Por lo que la probabilidad n; de terer un s-cirnulo serd. dependiendo del
valor de s

4

= pq
pg*(1+¢)°, (3.3)

n: = gt +p'¢ =pid*(1+g)

= p'g{l+q)", (3.4)
ng = p'gt +20°¢ +5°0° =p’* (1 + 2¢ + ¢%)

= pP’¢'(1+q)% (3.5)
ny = p'a*+3p'¢" = 3’ +pie = p'* (1 + 3¢ + 3¢ + ¢}

= plg'(1 + ¢ (3.6)
ny = pigt{l+q) " (3.7)

Y rearreglando la ecuacién general [3.7) para la interaccién a segundos veci-
0SS 1enenos:

ne=p'd(1+¢) =p(l-p)l+ (1 -p) 7t = p (L—p)'2-p)* " (3.8)

De manera semejante para, interaceion a terceros vecinos, podemos encontrar
las configuraciones mostradas en la figura 3.4.

A partir de las posibles configuraciones obtenemos las ecuaciones siguien-
tes para ng, con g =1 —pr
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Figura 3.3: C{imuloq posibles en «¢] casc de percolacion por sitics en una
dimension & segundos vecinos.
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= p*{l+g+ 62J0 {3.9)
Ny o= zfq"—'zi ¢ +0'¢" =" (1 4+ q + 4%

= P +g+eh)l (310}
vy = 'U:eqr; N 27)3(!7 + 3p3f]8 + 2t 4 ptsq‘.O

= 01+ 2¢ + 3¢7 4 2¢° + ¢Y)

= g+ 7). {(3.11)
meo= 't 3ptqT + 6ptg® 4 Tpte® 4 Bplet - 3ptglt 4 pty'2

= pigt(l & 3g +6¢° + 700 L 6g" + 30+ q(’)

= ””(l‘ff““fi’) ‘\31))
ne o= p AT+ 105%65 1 16p°° 4 1997 + 16171 = 10707 + 4Pt L Py

= (L5 40 + 1007 + 16¢° + 19¢* + 16¢° + 10¢° = 467 + %)

= P+ g+ gty 13,13
peo= BT g gty (314

Rearreglado la ecuacién {3.14) obtenemos la expresidn de n, para la intoerac-
g {
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Figura 3.4: Forma de los cimulos posibles en el caso de percolacién por sitios
en una dimension a terceros vecinos.

Cidn & terceros vecings:

P+ a+ @Y = - (L —pr+ (1 g
= p1-p)°3-3p+p" )" (3.15)

Tty

A partir de las ccuaciones (3.2),(3.7) ¥ {3.14] obtenemos la expresion general
de n, para el caso de percolacidn por sitios en una dimensién con interacciones
a n-€simos vecinos:

n-1 s~ s—1
5 i s 2n 1_(1"
n,=p qi”’{Za} =p'¢ (1R0) - {3.16)

i=0

Donde 1a ultima igualdad se obtiene a partir de la férmula de la serie ge-
ométrica. Analizando esta distribucién de probabilidades. podemos observar
gue ol primer término corresponde a la probabilidad de encontrar s sitios
ocupados ¥ por tanto representa €] tamafio del ciimulo. la informacién de
sl se trata de una interaccidén a primeros. segundos & n-ésimos vecinos se
encuentra contenida en el segundo término ¢2" dado que este significa la
probabilidad de encontrar n sitios desocupados en cada extremo para {or-
mar un cimulo. En otras palabras la presencia de este términe nos indica
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que el eimulo no pertencee al cimulo infinito. Finalmente el térining cn-
. : s —1 . . .

tre paréntesis {1 — ¢"/1 — g)°" nos habla de las posibles configuraciones que

pueden existir en los cdmulos.

Energia Libre y Pardmetro de Orden Asociades al Modelo de Per-
colacidn por Sitios en una Dimensidn

A partir de la expresion de i, para las interacciones a primercs. segundos.
terceros v en general a n-ésimos vecinos, se han calculado cantidades impor-
tantes [31]. [260 tales como el equivalente 2 la en ergia libre. que estd dada

por '

energia libre = Zns. (3.17)
5
v el pardmetro de orden:
parametro de orden = Z §7,. (3.18)
A

Para el caso de primeros vecines estas cantidades resuftan:

- ¢ = -
2.0 Z“” B Vs

= s

p(l = p). (3.19)

Micntras que para el pardmetro de orden tenemos:

G fe.)

ooy
g sit g
x=tl

i
(]
\i‘_\
*
!
T
=
o Y
g
g
1l
T
M
a IE
kS

B 2 N ; ) {1 - i;
— (I o p)ZPdZS: 4 (1 p)zpd(l)/\ 14
dp ' dp
_ ]z
= Lp’\.‘f) =p (3.20)
(1 —p)?

Extendicndo los resultados anteriores para el caso de segundos vecinos la
energia Nbre queda:

“Ver capitulo de plantcamiento del problema
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o= [=3

Sone = Z(z T = 0= o

s=1 s=1

_ Z[P __-pep-p*

(2-pHl-2p+p?)

1— 2— a
- ((2 —pp)n(l E 5))5) B 32
Y el pardmetro de orden:
=< E= Y B
> smg = Zs I-pip’(2-p)"" = %j% > sz - pilt
s=1 5=1 ~ s=1

Procediendo de la misma manera para terceros vecinos resulta para la energia
libre:

S0 st o

Aientras que el pardmetro do orden resulta p como se espera. De las ecua-
ciones (3.19), (3.21) ¥ [3.23) se deduce facilmente que la expresién general
para la energia libre en el case de percolacién por sitios a n-6s5imos vecings
ticne la forma:

> me=p(t —p)* = pg". (3.24)

De acuerdo a esta expresién, la energia libre del sistema disminuyve conforme
n crece. esto es, la energia libre presente en ¢l sistema con Interaceion a
vecinos lejanos es menor que la asociada al sistema con interaceion a vecinos
Cercanos.

Probabilidad Critica

A continuacidn se presenta el cdleulo de fa probabilidad critica para el con-
junto de sistemas de percolacidn por sitios con interaccion a n-ésimos vecinos.
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De acuerdo & lo anterior la expresion general de n, para n-ésimas veeinos esta
dada por:

" n-1 - L 1- qn s—1
1. = Py Zq =pg" (——4) . {3.23)
1-¢
Como se menciond cn la seccidn anterior, sabemos que la funcidn gencradora.,
la cual nos da el nimero medio de cimulos por sitio, se obtiene mediante ia
siguiente expresion:

Gulp) =) (. (3.26)

donde ia * indica que el cimulo o¢ es omitido. Como nos encontramos con
una dimension esperamos que en pe s6lo exista el etdmulo infinito por lo que
Gr{p) = 0 (no hay cimulos de ningiin otro tamafio). Por tanio caleulando
esta cantidad tenernos:

" SN s (Ll
Gulp) = ZT” m( ) =g ) V| ——
s=] -4 5=1 i_(L-?) j
oaf oo
1 — nys—1
— {J.Zn Z!)s(_’?}?_lL — {IZJLZP(l _ qn\«- :
5721 sl
= (i gy
— QZT)I)Z{I . qn)%—l - q-npz 7 o _
51 s=1
_ = (=) = ¢y 1-g"
=gn e P\l -1+¢
2n
= Ll (3.27)
q?l

de donde para que G (p) = 0 como p. £ 9, en p, tenemos GLip) = *p. = 0
solo s ¢ = 3 por lo tanto p. = 1. Esto quiere decit que para todos los casos
aun cuando se tenga interaceién de largo alcance, la probabilidad oritica
continia siendo 1. esto se entiende si pensamos en que tenemos una cadena
infinita de sitios ¥ aun cuando quiternos una cantidad finita de sitios dada.
seguiremos teniendo una probabilidad igual a unoc.
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3.1.2 Entropias Asociadas al Modelo de Percolacién
por Sitios en una Dimensién

Una vez establecidas las expresiones de [a distribucion de probabilidades para
cada caso, es posible obtener la entropfa asociada a cada uno de los sistemas
a partir de la conocida expresién:

S_—LZns Vinn,(p).

Para ello es necesario pritmero normatizar la distribucidn n,, esto dividiendo
entre: '

> ne=p(l-p" (3.28)
5
donde n significa interaccién a n-ésimos vecinos?.

Entropia Asociada al Caso de Interaccidén a Primeros Vecinos
Para el caso de interaccion a primeros vecinos, dividiendo ecnacidn [(3.2) enrre
pll — p) obtenemos para n,, (n, normalizada):

_pPQ-p)p?

1 . v
Sy =P (3.29)

Y entonces S resulta:

- _kips(lp—p)ln[ps(1~p)l: ZP [ iy = In(l.»;_)

Y

i
|
—
—
3
s
v
=
A~
=
i
o
=
[}
+
=2
TN

Z}
ST gy 2 (122)]
= [(lnfp;)) i (1 ;pﬂ |

De donde. la entropia asoclada al caso de percolacion por sitios con interac-
cion a primeros vecinos en una dimension puede ser escrita como:

2vor obtencidn de energia libre seccién anterior

)
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i RS T 1 “‘
S=-k {13-}3(‘*’“) +ln l% | } : (3.30)

Entropia Asociada al Caso de Interaccidén a Segundos Vecinos

Procediendo de la misma manera podemos caleular ta entropia del sistema
von interaccién a segundos vecinos nornmatizando la ecuacion (3.8) obtenemos:

PPt 2 et (2 - p)li - p)
p(l —pj? B pR-p)

Hen =

¢ AZpZ— J]JZ—[) l——p?}

“v p(2-p) R T
(1—p)? < [{L-p)"
et ‘) _ (29 — A
A e P) (2p — 7) n2p —p*) + In 2=
= —A—U—i}—)ﬁ In(2p — i s(2p — p") +In L e p) J Zf)p —
2 p} - 2p— —
,;LLLPL (o) n{2p — %) + ‘Qp‘—&]_’ I [ =p
2p—p) | {T-2prp?r G=2p=pf) 0 (2~
e S Q?}) ( (1—p)®
-k ﬁi“—)'fi 111(.21) — ] - 1,1 _ In 7‘)—)7:7)
L ! Lep
B (2 — )] {1 —p}*] 1
B I P(J—I’Jﬁ

Recxpresando la ecuacion anterior con g = [ - p ebtenemos Snalmente la
siguiente expresion para S:

Tilole® < ol " 2 1

. k{mpd) L-—"ﬁ-hli q : } B
& Lplg

Entropia Asociada al Caso de Interaccién a Terceros Vecinos

Partiendo de la ecuacion (3.14) v siguiendo el misnio desarrolio para ¢l caso
de interaceidn a terceros vecinos. obtencmos:
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ol -pfE-3p Tt (-3 - 3p 4t 5
Ton = (1—p¥p N p(3—3p+p?) 7 (3:32)

s - _ki(1—p)3ip(3*3p+p2)lsln{(1—p)3Lv(3*3p+p2)]s}

p(3—-3p+p7) P2~ 3p+ )
= —kﬁ}%—) i[ﬁ@ - 3p+ ) {slan(:} ~3p+ ) +In [;,ﬁ%]}
- {1:1 L(S(i ;ppf pz)} N mfp(:zl_};j all } .
Rearreglando esta dltima expresién tenemos:
S = —k { In[p(¢® ;Ql + ¢%)] +1In [m] } ) (3.33)

Entropia Asociada al Caso con Interaccién a n-ésimos Vecinos

A partir de las ecuaciones (3.30), (3.31),{3.33) podemos ohtener la expresion
seneral de la entropia asociada al sistema de percolacidn por sitios en una
dimensién con interacciones a n-€simos vecinos:

s = -k{l————-“[p( 00 {—-H——q: ”
g P @)

In [p(qt—lu'
-k s J +1in il

i) Q"—l
¢ p( H)

- mk{ll(i‘_qnlﬂn( 7 )} (331
qn 1__ql’l

Graficando las expresiones obtenidas para § a primeros, segundos ¥ terceros
vecinos obtenemos el comportamiento mostrado en a figura 3.5.

Como podemos observar en la grafica, la entropfa asociada a cada uno
de los sistemas presenta su valor minimo en p = 0 mientras que en p =

n
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Figira 3.5: Gréfica de la entrapia para el sistemns de percolacion por sitios en
uta dimension con interacciones a [JPrimeros vecinos, I Segundos vecinos.
L Tereeros vecinos

1 la entropia aleanza un valor maximo. Hay que notar que esta entropia
corresponde a la entropia fuera de la region critica para todo p < 1. va que

Pe = L

3.1.3 Exponentes Criticos

A continuacion se muestra la obtencidn de los exponentes criticos para la
familia de sistemas estudiados (31]. Sabemos que 7, esta dada por:

o= pg" (L= T = (L pT (L))
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Rearreglando la expresion anterior podemas escribirla de la siguiente forma:

p(1-p™ (- =" _ plpe =)0 - (3 = p)")°

T - (1-p" 1= (1 p)
_ am s P .
= e pPemisiatt - (0= [ ;o B

v desarrollando en series en torno a p, = 1 tenemos para el logaritmo:

In{l - (1-p)") =—{1-p)"=~{p.~ p}". (3.37)
\ientras que para el otro término tenemos:

S
(1-(1~p)™)

en p=p. = L. por lo que n, puede ser escrito como:

Hl+p-1)-{p-1P-(p-1"=1 (3.38)

n, = (p. - p)"" exp[—sip. — p)"}. {3.39)

Definiendo la variable de escalamiento Z, como:

2 = 5 (e — D)™ {3.40)

de acuerdo con la ecuacidn (3.9):

g (p) x 877 f(Zn) (3.41)

obtenemos que ¢ = 1 ¥ 7 = 2, hav que notar que ahora la forma de e
ealamiento de n, depende de el numero de vecinos n. El resto de los expo-
nentes son obtenidos facilmente mediante las relaciones entre ellos dadas por
las ecuaciones (3.11) a (3.13), estos son:

§d=oc (3.42)
a =1, {3.43)
3=0, (344]
~ =1, {3.49)
v=1 {346}
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3.1.4 Grupo de Renormalizacién Aplicado al Modelo
de Percolacién por Sitios en una Dimension

Como vimoes en ol capisuio anterior, en la renormalizacion en el espacio real,
reemplazamos una celda de sitios por un supersitio, considerando que la
dimension lineal de la celda, b, es mucho menor que £ Recordando que
silo cerca del punto critico donde la autesimilaridad es vdiida tenemos que
¥ =p = .y retomande la ccuacidn bisica del grupo de renorimalizacién para
pereolacion en una dimensién cuya obtencién fue discutida en of capitulo 3.

resulta o signiense:

blg' — pei ™ = Ip — p|7%, (3.47)

doude ' cs la probabilidad renormalizada y p,. es la probabilidad critica.
Tomando el logaritmo de ambos lades llegamos a la siguiente expresion:

1o 11%5% (3.48)
v Iy
donde )
i d
S I S P =P
]}U - pc) dp

La transformacion de grupo de renormalizacidn para el caso de interaccion a
pritneros vecinos ha sido muy estudiada v esta dada por:
p i
o=t (3497
Los puntos fjos se obtienen cuando o/ = p, estoes p = 1 v pr=>0,v

1 g loghpt-dl .
o LB ‘ -

;p:.p‘.zl

v logh logh
De donde v =
Grupo de Renormalizacion para el Caso de Interaccién a Segundos
Vecinos

Para el caso de interaccidn a segundes vecings proponemos la slgiiente tracs-
formacion de grupo: formaremos bloques de grupos de & sitios v direnios G
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un bloque estd ocupada si la mayorfa de sus sitios estin ocupados. eliminan-
do de las configuraciones posibles aquellas que tengan sitios desocupados en
alguna de sus posiciones extremas o dos sitios vacios contiguos. va que estas
configuraciones harian que en ¢l propio supersitio no hubiera percolacién. De
acuerdo a esto, 1z probabilidad de que el supersitio percole estard dada por la
probabilidad de encontrar & — § sitios ocupados, e i sitios desocupados, esto
es p*~f¢* con las configuraciones permitidas. Las configuraciones consider-
adas comao sitios llenos en nuestra nueva malla se muestran en la figura 3.6:
por lo que la transformacién de grupo de renormalizacion. que depende del
valor escogido de b. resulta:

000000
000000 |
0200000
000000

000600
000000
oCe8Ce
000008

de tamafio b en la TGR para la percolacion por sitios en una dimensidn con
interaccidn a segundos vecinos
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!

. 1,
=t oy s b =3,

3
i 4 2 3 ;

p=p +qu si b=4,
s 5 3 4 1 32 - . -
=Pt oplgr —=prgt st b=15

ol I8V}

.4 . 3 .

Pt oty it sl b =6,

& 15

A partic de estas ecuaciones podemos obtener la forma general de la transfor-
macion de grupo de renormalizacion para el caso de interaccion a segundos
VOCInos,

o . = .y
i~ N2
r_ oo i 6= = DL~ i) 350
D (3.50)
g (b~ 24 1ot
donde 1 es ol mdvine ndiners eniero que satisface —2i - 1 > Q. Trabajando
de la misma manera que la presentada para el caso de interaccion a primeros
veeinos. es posible obrener log puntos fijos para i = p = * por medio del
cdleulo de las rafees de los polinomios correspondientes. Asi mising. o puede
obteiter  a partir de:

dpt
= T |p=p-
dp
VoCon
I logA
v logh

Los resultados obtenidos para distintos vaicres de b se presentan en la tabla
4.1

Haciendo lo anterior encentramos que las tnicas rafees reales v positivas
sou v 1 en todos los casos. De donde los dnicos puntos fijos son 0 v
1. Realizando iterativamente la transformacién del grupo observamos gue
efectivamente al comenzar con un valor menor que 1, las sucesivas iteraciones
Hevan al punto fije p* = 0, la forma del Bujo de In TGR se muestra en la
figura 3.7, Cbservamos que ¢l punto fje p* = 0 se alcanza. como va se
menciond, para toda p < 1 por lo que estas probabilidades se encuentran
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Resultados

1.106

-1.3943
—0.20283 £ 1.1804
1

1.08

0

~0.97208 + 0.707724
0.22298 + 1.1162

1

1.07

=1

0

-1.1312

~0.6013 £ 1.0019%
0.45609 * 0.992451
1

1.058

0

—1.037 £ 0.47466¢
—0.29534 + 1.08732
(.39902 = 0.87841:
1

1.04

Tabla 3.1: Renormalizacidn a segundos vecinos
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fuera de la superficie erftica ¥ el flujo de la TGR las lHeva hacia el punto fijo
trivial aleAndolas del punto fijo no-trivial p* = 1. Este es alcanzado solo si
nos encontramos ¢n la superficie critica, esto es. exactamente en p = 1.

Figura 3.7 Flujo del GR para el sistema de percolacion por enlaces

Asf mismo observamos que conforme # se hace mas grande se obtiene un
mejor vator de v el cual sabemos es de v = 1. La gralica 3.8 muestra éste
resultado. donde hemos graficado el valar de v contra b.

Grafica cg v gertra
g ———

| |

. |
Tk .

el 1
[ “ J

: \

I

162 i C !

| \M i

| -

pegb 0 . : —_—
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Figura 3.8: Grafica de v vs b para la TGR en el caso de interaceidn a segundos
VEUINOS

Grupo de Renormalizacién para el Caso de Interaccién a Terceros
Vecinos

Procediendo de manera semejante para el caso de interacciones a terceros
vecinos. propouiendo una transformacidn de grupo similar a la propuesia para
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segundos vecinos obtenemos las configuraciones mostradas en la figura 3.9
dependiendo del valor de b. De estas posibles configuraciones tomamos como
sitio ocupado aquél supetsitio en el que la mayoria de sus sitios se encuentren
ocupados con la restriccidn de que las configuraciones que contengan sitias
desocupados en las posiciones extremas seran desechadas. También hay que
recordar que no podrd haber mas de dos sitios contiguos vacios ya que en
tal caso, asi como en el caso anterior, no habria la posibilidad de que dicho
supersitio percolara.

cee® | (0eeeee |
l:ooo g 1 000000 |

0000 00000
' @00® 00000
t 000000
000000
ol ol L A
000000 |
000C0e
000000 |
000 00
. X0l0] 10! I
e 0eCOe

-
Figura 3.%: Configuraciones consideradas como sitios ocupados para blogues
de tamano b para el caso de interaccifn a terceros vecinos.

Con esta transformacién de grupo obtenemos las siguientes expresiones
para la transformacién del grupo con b =4,5,6 v 7

2 1
p’ = P4 + Zpgq + ép2q2 si b=4d

3 3 34 -
p=p+ gp"q +—p st b=

10
4 - 6 2
t_ .6 *.5 4.2 3.3 —
P =p +6pq+15pq ++—20pq 51 bh=06.

5 0., 7 1 . .
P =p ot e ot 4 ot s b=
i 21 32 30
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Procediendo igual que para el caso de segundos vecinos, obtenemos los sigu-
wntes resultados para las rafces de los polinomios para p= 3/ = p* v 1

b p=y =p v
0
4 1 1.03
- 2+ LTI
0
5 -1 1.08

—{1.92632 £ 0.633961

6 0.29474 = 1.08¢  1.07
1
C
-1.0457

7 056797 +£0.89522¢ 1.02
0.4872 = 0.953614
1

Tabla 3.2: Renormalizacidn a terceros vecinos

De estos resultados v los obtenidos para S encontramos que los puntos
fiios corvesponden a los puntes extremos de S, por un lado el punto fijo trivial
#° = 0 corresponde al minimo de la funcién entropfa, esto es, el flujo de la
TRG fuera de la superficie critica nos dirige a un valor que corresponde al
minimo de fa funcidn entropia que describe al sistema. Por otro lado. el punto
de mdxima entropia se relaciona con el punto fijo no trivial que es alcanzado
s0lo st nos colocamos sobre el propio punto fijo P* = 1. Podemos considerar
ademds. que en este caso las variables irrelevantes posiblemente se encuentran
asociadas con las configuraciones permitidas dentro de los cimulos originadas
por la tibertad de tener interacciones de largo alcance, de este maodo. la
transformacion de grupo elimina grados de libertad v reduce e problema
de percolacién por sitios con interaccidn a n-ésimos vecinos a un problema
de interaceidn a primeros vecinos, ilevande asi las variables asociadas con la
probabilidad de que el sitlo se encuentre desocupado ¢ a cero cuando p — p..
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3.2 Percolacién por Enlaces en una Dimen-
sion

A continruacién abordaremos el caso de percolacidn por enlaces en una di-
mensién con interacciones de largo alcance. Como se menciond al inicio de
este capitulo, el problema de percolacién por enlaces en una dimensién queda
definido mediante una cadena de sitios que se encuentran ocupados v conecta-
dos unos con otros a través de enlaces que estdn presentes con probabilidades
pn;; entre los sitios i ¥ j, separados por una distancia ry, = 1.

1 oo

: /

Figura 3.10: Percolacidn por enlaces en una dimensidn.

Los problemas que estudiaremos aqui, seran dos variantes del caso en ¢l
que la probabilidad de que un sitio { se encuentre conectado con un sitio ).
esta dada por P(I) = p/l®. La probabilidad p representa la interaccion a
primeros vecinos v satisface 0 € p < 1 ¥ @ > (. Ademas pediremos que !
spa de da forma I = b donde b ¥ n son enteros v b > 1. Cabe notar que la
porbabilidad P(1) definida arriba no esta normatizada. mientras que la p si
lo esta.Una variante de este tipo de tipe de sistema, se ha estudiado numéri-
camente [23], encontrandose que, para los casos no triviales con 0 < n < x.
en la vecindad de o = 1 se presenta un comportamiento no extensivo. por lo
que un estudio completo para este tipo de sistemas requiere de la entropia
generalizada o de Tsallis [3],[30].

3.2.1 Probabilidades Asociadas al Caso de Percolacion
por Enlaces en una Dimensién

En esta seccién se describen las probabilidades que emplearemos para el
desarrolio del caso de percolacién por enlaces en una dimensidu.
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i. Caso 1: Nos dedicaremos primero al caso particular en el que la pro-
babilidad de gue exista un enlace entre los sitios 7 v § decae como ley
de potencia conforme aumenta la distancia que los separa. bste com-
portamiento se presenta hasta un cierto valor r. Para walores mayores
de r la probabilidad se hace cero, lo anterior queda expresado como:

pfl® para Q<[ < 7.

P =
0 r <<,

donde la probabilidad de enlace a primeros vecinos, p. satisfa

0<p<lya >0, ademss hemos pedido que { sea de la forma [ = 0
Definiremos ahora la cantidad o comeo:
a=Ina/lnb (3.51)

donde ¢ > I y & > 1, ademds b tiene que ser un entero miltiplo de
la longitu de enlace I, con lo anterior podemos reescribir la ecuacidn
inicial como:

-

Piy=p> a ™). (3.52)
n=0

donde? ¢ = {=*, Cuando r -+ oo el sistema adguiere una distribucién

de probabilidad critica, debido a que presenta nteracciones de alcance

infinito.Asi, existe correlacion a distancia infinita o en otras palabras

la longitud de correlacion £ — oc. Esta distribucion es una ley de

potencia pura v la representaremos como P

El comportamiento de esta probabilidad se muesira en la figura 3,11
El caso con v # oo, es una probabilidad truneada, que comienza con
un decaimiento de ley de potencia pero que. al legar a un cierio valor
de r. se hace cero. Esta probabilidad no es una distribucidn de proba-
bilidad eritica va que no contiene interacciones de largo alecance, pues
no presenta un decaimiento de ley de potencia cuande r — < debido
a que repentinamente se hace cero para cualquier valor de 7 mavor que
I =¥, como se muestra en la figura 3.12,

Dado que o7 = expf{lna ™} =exp{-nlral vy I =" wnemos Ind = wloh v on =

fInb. por lo gue sustituyendo n resulta: ¢ = exp {~Ilnlina/ s} = ex
h - i"ov

(-olndl

Esto oy o
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I | Giraliea de W1} ¥3 | para rainfiau !

b

\ i Grafica de pid) v | . e=Cinito
:

| |

Figura 3.12: Probabilidad del caso 1 con r # =

En este caso. al no ser una distribucién de probabilidades critica ¢l
valor de p. se encuentra en p. = 1, ya que bajo estas caracteristicas uo
se presenta transicion de fase en ura dimension.

Una forma de observar la relacion entre el comportamiento de la dis-
tribucion de probabilidad v la criticalidad del sistema es la siguiente.
Recordando que la longitud de correlacion £ diverge cuando nos encon-
tramos en la region critica, esto es £ — oc, v estableciendo la relacion
entre ésta v la longitud [ que separa dos sitios ¢ v 7 de la cadena.
renemas gue:

£=i=p" (3.53)
va que hemos pedido que { sea de ésta forma.

Entonces cuando £ — ¢, 1 — o<. Recordando que en la regidu critica
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£ diverge como
E~p-pd  =p -1 [354)
vaque p. =1y v =1 para ¢l caso en una dimensién con interacciones
de alcance finito. Entonces encontramos que:
Vo=p-1)7
p=1-h"

—
T A

o
it

)
Tlow
e

Asi cuando = 00, p = P, CcOmo se espera.

2. Caso 2: En el segundo caso que abordaremos, la probabilidad de enlace
se encuentra dada por la siguiente expresion:

m o
Pli=p> auldw)—p > (0. (3.57)
=i} n=m-=1

La cual representa una probabilidad que inicia con un comportamiento
arbitraric {definido por las a,) v & partir de un cierto valor de r (para
n = ni+ 1} decae como ley de potencia. Bsta probabilidad también
puede ser considerada como una probabilidad erftica ya que sn com-
portamicnte a valores muy grandes de { sigue un decaimiento de ley
de poteacia, por lo que presenta interacciones de alcance infinito v por
tanto & — oc. Bl esquema 3.13 muestra esta probabilidad para un caso
arbitrario.

. Gralica de (1 va L paru el casn I

Yy

Figura 3.13: Grifica de P{l} para el caso 2 con una g, arbitraria
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Para los casos donde se presenta una distribucion de probabilidades critica
(caso 1 con r — oo ¥ caso 2} el valor de la probabilidad critica puede en-
contrarse mediante simulacion numérica [23]. De acuerdo con la literatura.
se ha estudiado, a través de simulaciones Monte Carlo, el sistema de per-
colactdn por enlaces en una dimensién con interacciones de largo alcance.
En el sistema estudiado, todos los sitios se encuentran conectados entre st a
través de enlaces que se encuentran presentes con probabilidades p;; entre los
sitios 7 v 7, separados por una distancia ry; (en unidades cristalinas . esto s
ri; = 0,1,2....). El caso particular relevante que se estudia en esta referencia
es el caso en que las probabilidades de ocupacién del enlace estdn dadas por
n; = p/r, donde la probabilidad de ocupacién p entre primeros vecinos
satisface 0 < p < 1, ¥ a > 0. El limite & — o¢ corresponde con el caso de la
cadena lineal con interaceidn a primeros vecinos, para el cual es bien conoci-
do que no existe transicién de fase a cualquier p < 1 {de hecho p. = 1). Los
¢asps no triviales son aquellos para los cuales 0 < & < oc. En este trabajo
se reporta que se encuentran dos subregiones fisicamente diferentes. Una de
ellas corresponde a 1 < @ < 2. para lacual § < p. < 1 v la otra para a > 2
para la cual p. = 1. Se observa ademads una peculiatidad para o = 2. en este
valor. p.(a) es discontinua y de hecho el valor exacto de p. se desconoce, pero
s¢ ha conjeturado que p.(2) = 0.703[18].[6).

3.2.2 Entropias Asociadas al Modelo de Percolacién
por Enlaces en nna Dimensién

A continuacién se presenta el desarrolo del anilisis de las entropias asociadas
a cada una de las probabilidades descritas en la seccion anterior.

Entropia Asociada al Caso 1 con r — o

Para el primer caso, la probabilidad esta dada por 1a ecuacidn (3.52) con
= oc, tenemos

x
P = CZ a (B ).
rn=0
Para la evaluacidn de las entropias asociadas a las distribuciones. rquerimos
que ¢stas estén normalizadas, En la ecuacidn anterior ¢ es la constaute de
normalizacién v se ha incluide p dentro de ésta. La entropia tradicional
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corresponde a [a expresién:

=—k> PGP
=0

Par lo que

g% = —kE:P Vin P (D)

= -k ZCZG Hopn ) Inle +Z ZH "y e 11121"”(5;‘5‘.)

=0

0 o oo
—k E c E a (S ) In e E - A )
(=0 n=0 L =0 _I

»®

r

=) mn= n=h n=(

Sumando sobre { para cada n notamos que sélo contribuyen los ténuinos que

corresponden a [ = 0 en ambas sumas, 0sto ¢s para una misma v,

obtenemos

S

dotdle

n-:0
= —-A(Za’ n(}‘A(Z(f’ e
7=0
2 x
—ke Z a " nle) + ke Z na "lna
n=0 n=l
= 4&'(:26” Infe) + kcz nelna
n=0 n=0
Minledd
= —kc -llﬂ +kelne | - ‘ .‘ .
1—¢ (1—e€)?)

hemos definido € = ¢!, Considerando la normalizacion:

N rHn = N ¢ N o b :%(: ) = e
PIE ORI DENCIOED B Mt 2

{=u (=0 n=0 =0 n=0 LR
¢

I-C
-k l\(; E « "inlc) + ¢ (ao e+ e tina o ma 4

por Lo gue

[P

{358
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resultan las siguientes equivalencias:

c=1l—-€eve=1-—r (3.60)

Ast podemos reescribir 57° como:

5* = —kc [hl((_c) - 1(;)_;: In %_C] = —kln(e) - k] __Frln(l —¢)
= -k {1n(c)+1fcln(1_c)}, (3.61)

o bien. en términos de ¢

S = —k [ln(l SRS i( ln(f)} . (3.62)

Mientras que para la entropia no extensiva (entropia de Tsallis) la cual esta

dada por:
[+=]

o __ k . q
5 = Y {1 > PD)] } (3.63)

i=0

tenemos que (sumando primero sobre [):

i x £ ) 9
S;C = ‘((I—rﬁ {1 - Z; [Cgﬂrl(ﬁl'bn)} }

=

= __(q-!i ) {l - [(c)q(afﬁq +a g™ )]}

k am ~ng
= (qfl){l_(c) ga ]

— k | _ q = ng

= T _1 () ge }

B E o0 Gk

g1l 1*("}

_ kT (c) .
= Sl o
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O en términes de ¢

e k (1 - qu [ ps
57 = =1 [I T } . {3.63)

Entropia Asociada al Caso 1 con r # oo

Para el caso 1 con r # oc la probabilidad estd dada por:

Py = Z OS]
]

Procediendo de la misma manera que en caso anterior la entropia tradicional
resulta:

T T

SUom =AYy ey a M BueIn (o) a T b
{4

=0 wu=C
oG

= -k i'Z(Zr: by ) 111(}+Z(Za (o1 inZu (67 4 J

=0 n=0 e n=0u n=0

n=0

<

= kel P e a4 s a T inde)

I =4

—e{e Mna™" =~ a7 na”

r

.
—k (;ln{(:}er” +c E a "ln (z"'w

A=l n=10 d

r r

[~ .
= -k &rln._(jZf f-cln(Zn(J{

L n=0 =0
r Tt o rt _If - rvlf 3
ln(("}l 1 L €[l — &™) —(r =L —¢lln

L —€ (l—f}-

£

—

= —ke

— -
o
o3
~1
=

Loosre cimminicliamsipde o vs vz ox T man ol fav
Ahora ¢ OISTUETALINO 1A HOTiNaiZacion:
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o) D0 r T
STPW = 1= ¢S a MGy =cy o (3.68)
=0 =0 n=0 n=0
. 1—¢tt
= cnzo €= — =
resulta que:
1—¢ ;

Sustituvendo este valor en {3.67) obtenemos:

N (1—¢) [{(1—¢'h) 1—c¢
5 = ko { s )

(1-¢) {5(1 — ) —{r+ D1 =€)
(1 —¢+1) (1—¢)

!

= &

in f} . (3.T0)

Asl 5] se expresa finalmente como:

_ . r+l
s =kl 1 f‘ . elne B (r+ 1)e En( . 370
1 — ¢! (1ﬁ() “_frf!}

Alientras que la entropia no extensiva {entropia de Tsallis) resulra:

r k = . a -y )
5 = (q—_—l}{l—Z[cZa [Ozﬁn)j{}

=0 n=0
k . nig
= Aﬁql){l_;[ca ]}
k

I- (e +a+a™+- +a77
(g-1) | 1

{
k g - ny
= (q_i){l—(c)gf }

(1 _ Fq(:—+1)) }
- [

{g—1) Lol
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Sustituvendo el valor de ¢ dado por la normalizacidn cu la ecuacion {3.69}
teneinos:

F_ kK (L—e)f (1 -ttt v =
Sq PUNET) {l - (L—e+Da (1 — ) } ’ (3.73)

A partir de las expresiones para la entropia encontradas, podemos observar
que en el punto () la entropia se hace cero SE = 0 para toda ¢. Si tomamos

el Hmite Sf[" = iy o0 57 resulta:

i r i )q"l

y L — € q =g
‘S:i‘xf [P }1" T —,T'I (3.[4]
‘\( - lj L I — € J
v
1 clne _
SE=4k|ln - . {3.75)
1-¢ I-¢

comp se habia encontrado anteriormente. También se puede mostrar gie

i1 87 = 57 v lim,,; 55% = §7°. Por tanto encontramos para toda ¢ > 1

- T 1 ¥
v toda r > 0 {dado que T < gD < e < 1) que Sy < 8; < S porlo
que la entropfa es monotonicamente creciente en r. Tiene su valor minimo

en r = (1 v alcanza su valor méximo en 7 = oo, La grafica siguiente muestra
este comportamiento.

Grafica 08 L entropia generalizada para 8. caso *

M T T — -
!

; T
e R

1 -
,'//
r/
. 08" P H
g Ve
£ s
Tone . 4 -
e /

/

/

i ; -
=15
£=328

Sz~ -

- . . n .
C H 4 & 3 ©

Figura 3.14: Grafica de la Syvsr para el caso 1 a una g fija (q=1.5}.
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Entropia Asociada al Caso 2

Para el segundo caso, donde la probabilidad de enlace se encuentra dada
por la ecuacién (3.57), la obtencién de las entropias resulta mas dificil v
seria necesario hacer una aproximacién. Por este motivo! para esta caso
emplearemos el método de multiplicadores de Lagrange. Podemos escribir
esta probabilidad como:

Py = ¢ anlfpn)+c Y oMb
n=0 n=m-!

T

) + €S ) = Y ) (76)

n=0 n=0 n=0

donde ¢ es la constante de normalizacion. Definiendo:

Oy = 8, -2 ", 13.77)
SP() = & anlfigm). (3.78)
n=0
Y recordando que
)= a MG, (3.79)
n=0

podemos escribir la expresidn inicial (3.76) como:

I , i
P(I) = =P+ onldie)
- n=0
- %P‘(l)!—éP(i). (3.80)

1A sugerencia de la Dra. Carmen Varea Gilabert a quien se agradece por hacer esta
ohservacion.
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Por 1o que la entropia tradicional puede ser eserita como:

r,.r P 7
S1 = 421) P = Z(%P VL P )) ln(%P‘(I)%-éP{i)}
{=i) Li=0

on =0 ] 3 o0
= -k Z Z a8y + o Z by (B0 | In Z(:'a““(rj,_,,n)
i=0 | n=0 =0 B! n=
ol
< Z (YH{(S“,::)
=D
(3.81)
Sumando sobre { obtenemos:
St o= -k Z da + dog in (da™ 4 ¢ o)
=0
(3.82)
Defintendo las signientes cantidades:
Pro= ea™ (3.83)
6B, = do,, {3.84}
i
¢ . -,
P, = ;P,: + &0, {3.85)

La entropia del sistenia puede reescribizse como sigue:

of R = .
St = —Z ( - (‘P,) ([:P,f —H)Pn) = - ZPnln B (3.86)

n=>0

Entrapia Tradicional por Medio de Multiplicadares de Lagrange

La faniilia de distribuciones que desearnos cousiderar para obtener Pr=en
coma un extrema de la entropia debe obedecer algunas restricciones. para
fque su comportamiento ne se encuentre muy alejade de P, por ejeuplo con-
sideremos las siguientes distribuciones: Supongamos que deseamos climinar

distribuciones de la forma: :
B~ = {3.87)

T



100 Resultados

entonces st pedimos una restriccidn como:
ol
Z nf, = cte, (3.88)
n=0

con la distribucién dada por la ecuacidn (3.87), tenemas que:

o0

1
Z n= — oc (3.89)
'

n=0

diverge, por lo tanto la restriccidn impuesta elimina la posibilidad de este tipo
de distribuciones. Otro ejemplo es suponer que tenemos una distribucidn que
es una ley de potencias de la forma:

B,~uar con o#a (3.90}
CNTONCES
oc = 1
= ~({lna){! —a'" w' ™" = —In 3.91
3 b =~(na)l1 e )Z as—y 39

que €5 una constante, sin embargo es una constante distinta de la que se
obtiene si empleamos la distribucidn £ = ca™ que seria —(lna){1/{a — 1)),
Pero s consideramos una restriceidon adicional de la forma.

xpg
P

n=0 Tt

= cte. (3.92)

donde ¢ es la constante de normalizacién de la distribucion 7. v {enemos ol
caso analizado anteriormente dado por la ecuacion {3.90). entonces:

=, P? - S e
;I_JE - [1—(1‘1] Z[;ﬁ]

n=(0

1-a7° 1 o
{1 — a—l] I:l — (a/n”)} (-395,

que diverge st @’ = /a. De esta forma encontramos una minera mas cfecriva
de eliminar posibles distribuciones que no cumplan con las caracteristicas
deseadas. Fs conveniente multiplicar " nP, por —Ine v 3. P2/P? por 1v/2¢

I




3.2 Percolacién por Enlaces en una Dimensidn 101

por razenes que seran claras adelante. Entonces pedinos tna restriceiou de
ia forme:

o v =]
—lned nPt 5 > arPl=CTE (3.94)
n=0 n=>0

donde ¢l pardmetro v es una cantidad que puede variar para analizar el
comporiamiento de la entropfa para diferente peso del término cuadraticn en
la restriceién. La constante de normalizacion de la distribucidn que extremi-
za F oes oo Esta restriceidn puede interpretarse de la signiente manera. 51 la
reesetibimos de la siguiente forma:

= v P, r
PO Zﬂ o= {n P, + 02 <F - (3.95)
n=l) 11 T n o

tenenios que el primer término corresponde al promedio del bit-numder” con
la distribucion P, mientras que el segundo es of promedio del cociente de la
distribucién £,/ F* con la distribucidn 7. De esta forma las variaciones de
B, con respecto a P son pequenas.

lutroduciremos ahora los pardtnetros de Lagrange . J v definirenos la
cantidad F como:

x oc o ~ 1
iy iy v ot
F- E Poin Py~ {1 > Po-8 Ina > nh, e E TN R R
2r ‘
il n=0 IR () n—i; J

Btenemos P, = Pl gue s la distribucidn que extremiza Fooesto s

- ) })ﬂ. - ) rlf 4 . 2} o
= —nf, - —a+i-F|{lnajn — 2-a™ 7,1

P, T 2¢ i

s ol \ % .
= —-InP —a-7 liilrm;r - ~a”]’,ﬂ =10
- !

Lscogicndo el paramerro de Lagrange § = 1 obtenemos la soluaidn para 77

encontrando: y
~InF —o-nlhas ——10, =0 388
! e )

g VOU At (’('(‘{l(!n[(‘ﬁ
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v resolviendo encontramos Pl = ca™™ = P, donde identificamos ¢ ® = ¢
como la constante de normalizacidn:

In Pl
i

Ahora analizaremos los casos

3°F
8P

CHIONCeS tenemos gue:

oF
6—@ > 0
BT
é?? < 0

-n

_ v
—a+Ina ™+ o
ca™™®
~a+Ina "+ v
e %" = ™", {3.99]

para los cuales tenemos maximos v minimos.

1 v 1 v
—— ==
Pl ca™® i P
1 .
—(r -1 3.100
P,:( ) { )
st vl {minimo)
si v <] {mmdximo). (3.101)

Caon esto encontramos que dependiendo del valor de v la funcidn es méxima

¢ minima.

Entropia de Tsallis por Medio de Multiplicadores de Lagrange

De la misma manera que procedimos para el caso anterior analizaremos ahara
¢l comportamiento de la entropia no extensiva o de Tsallis. La expresidn de
la entropia de Tsallis para el caso 2 es:
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IS Zre
5‘/{: _‘P Z 4_
i ::c.- o o ¥
= (q—l){l—gcga 6!?)" T(X%(ln 6“)
k { =
= o le(m +m’”)}
a1 i\ n=0 }
2 { 4 e b
- 1- {-‘P,:MPR
(g—1) { f—le }
-k l—i!PnJ‘" _ (3.102}
-1 il

Para ¢l desarrollo sigutente conviene recordar algunas de las definiciones de
g £
las cantidades g v sus propiedades. La cantidad ln, @ de define comea:

1 —a%!
In,e = —-—7— (3.103)
g—1
vose cuniple gues
limlng e = lna, 31047
G
v
1~ ”u[q»fj 1 — a—-n(q-—i‘;
Inge" = e = ————n,a. (3.105)
g—1 I —q-le-l
Definiendo
I —a™ e X
Ty T ———— . {3106}
I —q-ton

1y tene la propledad de que lim,_yn, = 7. Asi
In, o™ = n;lnga. (3107
s dril recordar también que:

exp lo; = 1+aly - 13T {3.108)
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v que su limite cuando g — 1 es:

li!Ill exp,(a) = exp(al. {3.109}
g

Analizaremos ahora la entropia no extensiva 5, sujeta a la siguiente restric-
cidn, la cual es equivalente a la del caso anterior con ¢ = 1.

oc o
—nga¥ nP, & T”( P = OTE (3.1104
n=0 =0

donde, otra vez, el pardimetro v es una cantidad variable que permitepar
analizar el comportamiento de la entropia para diferente peso del términa
cuadratico. Denotamos de nueve por ¢ a la constante de normalizacidn de
la distribucién que extremiza F,. Introduciremos ahora los pardmeiros de
Lagrange o, 3, v definiremos la cantidad F, como:

1 o s o o
Fo=— L ZP,? ——aqz P +ag 3, |in, aanI’,, - o Zu’“'"f*""P,f
q n=0 n=0 n=0 T on=g

(3.111°
Ahora obtenemos P, = P} que es la distribucién que extremiza F,. esto ox
Az,
4 =10

aF

9F, q 1 7 L cuigen ]
o5 = ——3_—1—17’,? — oy — i, ln.q Inga - 72;21"”” - ‘
4 _1 w | " i —rig=2
= —FP: — g — g, ‘-‘— Ingo " — ;P,]n 7 ]
1 — ﬂ—-n(q-l) 7 o
= ——Q—Pf" — g — g3, A P
g-1 7 g-1 ‘

{3.112:

o - 5 - o= i — ST
Escogiendo los parametros de Lagrange e, = gla-— i) A =1y obteneros

la solucién para P, encontrando:

OF, . g — 1 o
——-f; = -9 Pff'] — 0g F (1 — a7 -(lq-————k(g ENTRA
arl g1 ¢
vig—1 o
- -7 pet - aqa"‘(q“i' - aq—————-w )P”a'”‘q'* =0
g—1 I
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v resolviendo encontramos ) = ca™® = P, donde ee, " = ¢ o5 la constante

i3

de normalizacion:

*[Li’ff I —tr, JV(L nig—-1% o i/ﬁ — 1)(:[1 T rnr’_r[—2]1
1 L ¢
1 . .
= —qgfu— )T] (o ™70 4 pig — 1) et
G- 17" .
Lo e-n |
= gl—a~+ —} a7 l")[l +vlg - I))l (3.114)
G— 1 -
Por Lo que
Ple="1—afg - l}ﬁ’iﬁl Trvlg— 17T e =ca™ (3.113)

Ahora obtenenos la segunda dertvada para analizar los casos para los cuales
tenemos waximos v ominimoes.
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a0t g -1 : :
o ayg=1fptryi-1goonlq -2)
_ gl _1) (Phy * — qirle,”) ot @ _
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HF 0 . )
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ar:
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1
g = 2 v 1 ——
3 g

(3117



106 Resultados

3.2.3 Grupo de Renormalizacion Aplicado al Modelo
de Percolacién por enlaces en una Dimensién

Grupo de Renarmalizacidn para el Caso 1
Para el caso 1, dado por la ecuacién

r
Ply=cd a ™). (3.118)
n=0
podemos encontrar dos puntos fijos de [a TGR. Uno para Ia probabilidad
£*{I). r = 20 que corresponde con 1a ley de potencia pura. Esta es un punto
fijo de la transformacion de grupo de renormalizacion propuesta va que st
aplicamos ésta sobre P(I) = p 3> a7 (f4n) con g, = o™ resulta,

a = aop =a " =aa M =g = q,. (3.119)

que deja invariante la probabilidad inicial. Este punto fijo corresponde al
punto fijo no trivial va que se encuentra asociada a una distribucion de pro-
babilidad de enlace entre sitios a una distancia infinita (interaceion infinita).
la cual puede ser alcanzada via la TGR sélo a través de otras distribuciones
de alcance infinito. esta propiedad se requiere para la correcta aproximacion
asintdtica de la condicién a, = ™", cuando n — o0 v corresponde g situarnos
sobre la hiper-superficie critica.

Otro punto fijo gue encontramos para esta TGR es ¢l gue corresponde a
la probabilidad dada por Py(l). la cual corresponde al caso r = 0 v representa
la probabilidad asociada al caso de percolacién por enlaces con interaccion a
primeros vecinos. Asi, si aplicamos la TGR a esta probabilidad con

{Q

a, = a si n=40,
a, = 0 si n>1,
teRemes.
| — (= .
@, = 6ty =d’=ac @ =g =q, s w=0.
o, = adpy1=0=a, si n>1

Esta operacion deja otra vez invariante la probabilidad inicial. en este caso
se trata de un punto fijo trivial, ya que es generado por la transformacion
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de grupo de renormalizacion a partir de alguna probabilidad £P({I) no crftica.
esto s < oc, de aleance finito. Asi, cuando consideramos la probabilidad
de algin valor de r < oc tenemos que:

ty, = @ s on<r,

o, = 0 s n>r

3

ahora bien, st iniclamos de una » > r al aplicar varias veces la TGR nos
valos acercando hacla el punte fjo 30, va que para valores de o > r,
a, = 0 3 este valor se va recorriendo., levando los valores de g,
Hegar al punto fijo trivial.

Encontramos que para este caso el punto fijo trivial corresponde con ol
winimo de la funcidn entropia del sistema bajo la restriccion. Este es ol
punto fijo hacia €l cual nos eva la TGR va que nos encontramos fera del la
superficie eritica, por lo tanto podemos decir que el flujo de la TGR nos lleva
hacia un minimo de la funcidn entropfa. El punto fijo no trivial s cnenentra
relacionado con el valor méximo de S para el caso 1 (ver parrafo siguinte a
la ecnacion 3.73).

a9 .
y 2 L Il

Grupo de Renormalizacién para el Caso 2

Ahora consideraremos el caso 2, que se encuentra descrito por la siguiente
distribucion de probabilidad

P =0 anllp)+¢ Y @ (60 ) (3.120)
=4 =l
Es dociy
P =3 anllip), (3.121)
=

donde

t, =, Sl 1< .
Gp=a " & n>m.
i esie caso al aplicar varias veces ta TGR a [a probabilidad anterior. shser-
vanos que nos dirighmos hacia el punto o no trivial esto es hacia P71}, va
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que al llegar a los valores de a,, para n > m que corresponden al decaimiento
de lev de potencia estos se van “recorriendo” sobre los vatores de ap, de n < .
elitmiando asi los valores de g, arbitrarios, hasta llegar a la distribueion de
lev de potencia pura. donde hemos alcanzado el punto fijo no trivial. Esto
nos indica que esta distribucion se encientra en la “hipersuperficie critica” v
las cantidades o, = 6, —a~™ son las variables irrelevantes que se hacen cero
cuando R es aplicado repetidas veces. Este punto fijo corresponde tambicn
al extremo de la funcidn entropia encontrada para el sisterua.

En resumen, si aplicamos esta transformacion de grupo de renormaliza-
cién a las dos probabilidades estudiadas encontramos que:

e Para el primer caso, la probabilidad estudiada es un trayvectoria no
critica va que representa las interacciones entre sitios separados por
una distancia finita (r < oc). Al aplicar la transformacion de grupo
de renormalizacién repetidas veces. ésta nos arroja hacia el puuto fijo
trivial. Mientras que el punto fijo no trivial es alcanzado solo st nos
situamos en éste. esto es con r — 0c,

e Finalmente, parz el segundo caso, la trayvectoria representada por esta
probabilidad, es una trayectoria critica con interacciones a largo alcance
v al aplicar la transformacion de grupo repetidamente nos dirige hacia
el punto fijo no trivial, como se espera. En este caso podemos observar
las variables irrclevantes a, = ¢, — a™™ las cuales s¢ hacen coro af
aplicar la transformacion de grupo repetidas veces.

Con lo anterior hemos identificado los punttos fijos de la transformaion e
grupode renormalizacién para cada uno de los casos estudiados. v con base
en los resultados de la entropia observamos que el punto fijo no mivial (P°)
slempre corresponde con un maximo de la funcién entropia. mientras gne ol
valor minimo corresponde con el punto fijo trivial.
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Conclusiones

Lan conclusiones o ideas generales originadas a partir de este trabajo son:

* Se consiguieron alcanzar los objetivos fundamentales planteados al ini-
clo. va que fue posible, medlante una téenica variacional. obtener los
valores extremos de la funeldn entropia (S} para los sistemas estudiados,
v comparar estos resultados con los puntos fijos encontrados mediante
fa transformacién de grupo de renormalizacion {(TGR) aplicada al sis-
tena. estableciéndose una relacidn entre ellos.

e La relacidn encontrada entre los valores extremos de S v los puntos tijos
de la TGR en todos los casos que estudiamos fue que, al encontrarnos
en un sistema fuera de la superficie critica, la TGR nos lleva hacia ol
puato fijo trivial (como se espera), el cual corresponde al valor ininima
de la funcion entropfa aseciada al sistema. Mientras que el punto fijo
no trivial se encuentra asociado con el mdximoe de la funcidn entropla
en oste caso. y no puede ser alcanzado via la TGR.

e Por otre lado si nos encontramos sobre una travectoria critica la TGR
nos dirige hacia el punto fijo no trivial y este valor corresponde también
comn un extremno de la funcién entropia del sistema en estas condiclones.
Fxte extremo puede ser méximo ¢ mitnimo segun of valor de! pardmero
voimpuesto a la restriceidn sobre las distribuciones de probabilidad,

¥ particular eicontramos que:
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Caso de Percolacion por Sitios en una Dimensién con Interaccién
a n-ésimos Vecinos

e Para el caso de perecolacién por sitios fue posible obtener la expresion
general de la distribucién de probabilidad que deseribe a cada miembra
de la farnitia de sistemas de percolacion por sitios en una dimension con
interaccién a n-ésimos vecinos.

s También, para este caso, se encontré la forma general e la faneion
entropia para la familia de sistemas estudiados.

» Retomando resultados anteriores fue posible calcular analiticamente
cantidades importantes como la energia libre, el pardmnetra de orden,
la probabilidad critica p., v los exponentes criticos a..Jd.~, 6.7 v ¥

mostrandose que todos los miembros de esta familia pertenecen a la
misma clase de universalidad.

e Se planted una transformacion de grupo de renormalizacion para ol
caso con interacciones a primeros, segundos v terceros vecinos. estable-
ciéndose la expresién general de ésta en el caso de primeros v segundos
vecinos. Para el caso de tercercs a n-ésimos vecinos. s¢ pPropuso una
forma sistematica de establecer esta transformacién de grupo.

o Mediante esta TGR fue posible calcular el exponente critico v v la
p coincidiendo con los valores obtenidos mediante el procedimicnro
analitico.

¢ Los valores para los puntos fijos para todos los miembros de esta familia
resultaron ser los mismos en todos los casos (0 v 1), ¥ correspondieron a
los valores extremos de S, el punto fijo no trivial se encuentra asociado
con €] maximo de S, mientras que el punto fijo trivial correspondio al
de! valor minimo. En este caso, los sistemas estudiados se encontraban
fuera de la superficie critica por lo que la TGR nos dirigié hacia ol
punto fijo trivial ¥ una S minima.

s Cada uno de estos sistemas mostro ser un problema mndependiente.
presentando su propia TGR y puntos fijos.

e En todos los casos estndiados los puntos fijos alcanzados correspondicron
con los valores extremos de la funcidn entropia.
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Caso de Percolacién por Enlaces en una Dimensién con Inter-
acciones de Largo Alcance

e Para ¢l caso de percolacion por enlaces en una dimensién se consisuio
estudiar el compoertamiento de dos variantes de un caso particular del
sistemna con interacciones de largo alcance, une de ellos con una dis-
tribucidn de probabilidad erftica y otro con una distribucion <o proha-
bilidad no critica.

« Se consiguic evaluar la funcidn entropia en uno de los casos v en ol otro

se hizo el andlisis por medio de multiplicadores de Lagrange. Debido a
¢ ste sistema presenta un comportamiento no extensivo, se calould
la entropia generalizada o de Tsallis (S,), 1a cual en el caso nite g - |
corresponde a la entropia tradicional.

jue

s Se propuso una misma transformacidn de grupo de renornalizacion
para ambos sistemas v se encontraron los puntos fjos de ésta, asi niisno
fud posible identificar las variables irrelevantes del sistema

e En el caso de la probabilidad no critica que se propuso se encoutrd.
cotng en los casos anteriores, que la TGR nos dirige hacia ol punto fijo
trivial ¥ que éste corresponde con el valor minimo de Sy, el punto fijo
uo trivial corresponde con of méximo de la entropia.

o Por otro lado, para el caso de la probabilidad critica propuesta, la
TGR nes dirige hacia el punto fijo 1o trivial v este corresponde con
il maxime o minimo de S, bajo estas condiciones dependiendo del
valor de v que especifica la restriceidn impuesta a la distribucion de
probabitidad.

Finalmente cabe decir que los casos estudiados, a pesar de ser sistenas
setcllios. no resultan ser del todo triviales va que son lo suficientemente
ricos como para poder estudiar caracteristicas v propiedades generales de las
ransiciones de fases Hevando a conclusiones importantos.
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