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Resumen

Caleulamos las fluctuaciones en la densidad en las intercaras de un fluido con una
pared (sistema semni-infinito), en un capilar v con una pared esférica. Los célculos fueron
efectuados alrededor de las iransiciones de mojado, premojade y condensacidn capilar.
Usamos una funcional de la densidad con gradiente cuadrado donde introducimos dos modelos
de la densidad de energia libre homogénea: modelo de doble y triple pardhola. En el flnido
con una pared obtuvimos las fluctuaciones de !a fase de capa gruesa en premojado y en un
capilar con paredes opuesias, para una fase que existe por arriba de la transicién de mojado
del sistema semi-infinito. Para un capilar de paredes idénticas calculamos las flucinaciones de
las fases gue coexisten por arriba y debajo de la transicidn de mojado del sistema semi-infinito
en la condensacidn capilar. Con el modelo de doble pardbola encomtramos fluctuaciones
debido al desplazamiento del perfil y fluctuaciones asociadas a la presencia de las paredes, en
las intercaras planas. En la intercara esférica obtuvimos un sole estado localizado. Con la
energia de (riple pardbola identificamos ademds una fluctuacion en el ancho del perfil en un
fluido oon una pared y confinado en un capilar de paredes opuestas. En las intercaras planas,
calculamos las correlaciones entre las fluctuaciones a través del factor de estructura para el
fluido con una pared v el fluido en ¢l capilar, en las paredes v lejos de ésias. En la mayoria de
los casos el facior de estructura obedece un comportamiento Ornstein-Zernike.
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Introduccidn

Para sistemas en bulto, en la cercania de un punto critico, las fluctuaciones de la densidad
tienen una gran importancia, por lo que no pueden ser despreciadas. El comportamiento de estas
fluctuaciones v sus correfaciones es entendido a través de teorfas cldsicas como la de Ornstein-
Zernike (OZ) [1], entre otras. Ademds, las fluctuaciones pueden ser tratadas como variables
aleatorias independientes y entonces hablamos de fluctuaciones gaussianas [2], donde de igual
forma podermnos encontrar sus correlaciones.

En sistemas inhomogéneos, como el caso de un fluido en coexistencia liguide-vapor, o un
fiuido en presencia de una o dos paredes las Auctuaciones en la densidad en sus intercaras {liquido-
vapor, pared-fluide} pueden ser estudiadas a través de teorias en campo medio. Al respecto,
existen varios estudios de las propiedades en la intercara Hguido-vapor en un fuido no confinado
3] donde se encuentran fluctuaciones de ondas capilares, fluctuaciones de desplazamiento rigido
v fluctuaciones en el ancho del perfil de equilibrio. Aqui el bulto v la intercera definen el
comportamiento de las fluctuaciones. En cambio, cuando los fluidos son confinados los fenémenos
de superficie como el mojado, premojado o condensacion capilar tienen un efectc sobre dichas
fluctuaciones., Lo que pasa es que ademds de los puntos criticos de bulto, encontramos puntos
criticos de superficie (punto critico de mojado, premojado v condensacién capilar) y por lo tanto
existe una variedad en las caracteristicas de las fluctuaciones.

En particular podemos estudiar fluctuaciones pequefas del perfil de densidad con fun-
cionales de la densidad introduciendo la aproximacién gradiente cuadrado {3]. EI problema
mecdnico-estadistico del cdleulo de fluctuaciones se reduce entonces a un problema de eigen-
valores. Es decir, obtenemos el espectro de energfa, donde los eigenvalores corresponden a las
eigenfunciones que satisfacen la ec. de Schridinger, con un potencial definido con una forma
explicita de la parte homogénea de la energfa libre.

Fn este trabajo calcularemos la propiedades de los fluidos simples en presencia de paredes
planas y esféricas. Encontraremos sus diagramas de fase y la estabilidad de sus estructuras de
equilibrio. En el caso de las intercaras planas en el fluido con una y dos paredes calcularemos
las correlaciones entre las fluctuaciones [con el factor de estructura) y compararemos con la
aproximacion OZ.

Nuestra investigacién ha sido motivada por el heche de tener éxito al usar funcionales de a
densidad en campo medio para reproducir las propiedades de fiuidos simples confinados, como
los perfiles de equilibrio, los diagramas de fase y en perticular las fluctuaciones de la densidad,
cuyo cdleulo es importante para entender el mecanismo de las transiciones de fase {véase [4]
donde se caleulan las fluctuaciones en une intercara libre con una funcional de la densidad con
aproximacidn de gradiente cuadrado para intercaras planas, cilindricas y esféricas y {5] donde se
calculan las fluctuaciones de la densidad en intercaras de fluidos confinados por paredes idénticas
y opuestas usando una malla de Ising).

Las propiedades de estos sistemas han sido reproducidas satisfactoriamente; sin embargo
han surgido problemas por resolver a rafz de simulaciones numéricas con el modelo de Ising en la
transicién de mojado completo [6] que no concaerdan con los cédlculos producidos por teorias de
hamiltonianos efectivos que incluyen fluctuaciones interfaciales de longitud de onda grande {ver
[6] v referencias ahf). Otro problema tiene que ver con estudios de campo medio de la funcisn de
correlacién en mojado por Parry y Boulter [7] que muestran caracteristicas intrigantes para las
posiclones de lag particulas en la cercania de la pared, que no puede ser entendidas a través de
tales hamiltoniancs efectivos. Varea y Robiedo [5] han avanzado en la solucién de este problema,
especificamente en la discusidn del comportamiento OZ del factor de estructura.

Nuestro trabajo esta basado en célculos similares a los que se hacen en [5] y el problema
por resolver es el mismo: encontrar la naturaleza del comportamiento de las correlaciones de las
fluctuaciones de la densidad en ias intercaras planas de fiuidos confinados. La diferencia es que
trabajareros en el espacio continuo y estudiaremos también la intercara esférica como en {41
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De esta menera, la tesis se divide en siete capitulos, de los cuales el nrimerc de ellos
comprende una revision de los conceptos de transiciones superficiales de mojado, premoijado y
condensacién capilar en e caso de intercaras planas y Ia formacién de peliculas de mojado en las
intercaras estéricas. En las intercaras planas, se usa el lenguaje magnétice ¥ su equivalente en
un gas en malla para describir o sistema semi-infinito y el sistema confinado por dos paredes.

En el segundo capitulo introducimos la naturaleza de las fluctuaciones en la densidad y sus
correlaciones. Damos énfasis a las fluctuaciones gaussianas e incorporamos la teorfa Ornstein-
Zernike (0Z) como via para comparar muestros caleulos. También se trata el cdlculo de pequenas
fluctuaciones a través de la matriz de estabilidad y con una funcional de la densidad en campo
medio con aproximacion de gradiente cuadrado.

En el capitulc 3 desarroilamos 12 metodologia del cdlcule de las fluctuaciones del perfii de
equilibrio con una funcional de la densidad con aproximacién gradiente cuadrado usando dos
modelos de la densidad de energia libre homogénea, de doble pardbota {modelo DF) y triple
pardbola (modelo TP). Las fluctuaciones son obtenidas reduciendo el problema de mecdnica
estadfstica a un problema de eigenvalores. El factor de estructura es calculado siguiendos un
método matematico del cual obtenemos la funcién de Green.

En los capitulos 4, 5 y 6 presentamos los resultados para intercaras planas en los casos de un
fluido en presencia de una pared y en dos paredes cuando los campos de superficie son opuestos
¢ idéniicos.

FEn suia. en el capftulo 7 mostramos un cdlculo sencillo de las fluctuaciones de la densidad
et una interara esférica a sablendas de que la transicién de mojado es suprimida en este caso
por una transicién similar a la de premojado

En los apéndices tratamos la termodindmica de las intercaras planas y esféricas, ademds
desarrollamos la analogia del sistema continuo v el discreto para identificar €l significado de los
pardmetros involicrados en ¢! modelo usado para este trabajo. También hablamos del modelo
de ondas capilares v presentamos un cdleulo anexo de las fluctuaciones de la densidad de un
fluido no confinado (intercara libre).
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Capftule 1

ﬁmnﬂ

Transiciones de fase en fiuidos en

D

Intercaras planas

En esta seccidn hablaremos de las propiedades de los sistemas inhomogéneos con intercaras
planas. Estudiaremos las transiciones de superficie como el mojado y premojado, en un fluido
en presencia de una pared, y la condensacién capilar, el premojado ¥ el mojado desplazado en
un fluido en presencia de dos paredes.

Mojade v premojado

En la mayoria de los sistemas fisicos despreciamos los efectos en las fronteras ¢ superficies.
Sin embargo, cuando tomamoes en cuenta las interacciones del sistema con las paredes qie lo
limitan nos enfrentamos a fendmenos diversos. Por ejemplo, cuando estudiamos las transiciones
superficiales, definidas como aquéllas gue no ocurren en el bulto sino en las intercaras, cbserva-
mos una transicién superficial denominada transicién de mojado [8]. Este fenémeno ha tenido
importancia tecnologica en la recuperacién del petréleo, en el desarrolio de mecanismos super-
conductores y también en las soluciones de tensoactivos gque bajo condiciones adecuadas actiian
como agentes dispersores, humectantes, detergentes, lubricantes, ete. [8].

La transicién de mojado se manifiesta en varios sistemas, por ejemplo, en la mezcla de dos
lguidos en coexistencia con su vapor o en la coexistencia Hquido-vapor en presencia de una
pared solida (ver fig. 1.1). En el segundo caso, sucede que, cuando la superficie solida es expues-
ta al medio ambiente de la coexistencia liquido-vapor y las moléculas del liquido interacttan
fuertemente con la superficie, el liquido formara una pelicula en la pared sélida y decimos que
la superficie es mojada cuando la capa adsorbida tiene un grosor macroseépico.

Es decir, en el mojado se involucran las interacciones entre la fase de bulto y las superficies
v éste se origina por la afinidad preferente de una fase por una superficie. Como la intensidad
de las interacciones es importante, si las interacciones de las moléculas del liquido, entre si, son
mas fuertes que la interaccion con la pared, el liquido no mojar4 la superficie. La transicidn de
mejado es sensible a los detalles de las interacciones atémicas como una consecuencia directa
del valor grande de la longitud de correlacién (en la cercania de ia transicién). Ademds debemos
de tomar en cuenta la dimensionalidad, las propiedades del sustrato, el alcance de las fuerzas,
el ntimero y naturaleza de las fases que coexisten, entre otras caracteristicas.

Entonces sl nos aproxirmmamos a la coexistencia liquido-vapor en presencia de una pared la
cual microscépicamente prefiere ser mojada por el liquide existe una capa de éste en la pared.
Esta capa se extiende una distancia ! (T, 4) en la fase de vapor, terminando en una intercara
liquide-vapor cuyo ancho es comparable con la longitud de corretacion (T, g} {ver fig. 1.2). Se
ha observado que al aumentar la temperatura, el sistema pasa de un estado en el que la capa
adsorbids es microscopica a otro en el que la capa es macroscopica. La temperatura de mojado
Tar, es la temperatura de transicién entre un estado y otro.,

La temperatura de mojado ocurre cerca y por abajo de la temperatura critica 7, de la

o

coexistencia. Esta transicién de mojado parcial a mojado completo originalmente estudiada por
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Cahn [9], ha sido verificada por Ebner y Saam [10] y en muchos experimentos posteriores [11].

(tra transicidn superficial de impaortancia es aquélla gue ocurre fuera de la coexistencia de
fases {la curva de esta transicion es tangente a la curva de coexistencia). En este caso el grosor
de la pelicula cambia discontinuamente a una cierta temperatura (veremos més adelante que se
trata de una transicidn de primer orden). La transicion se manifiesta entre una pelicula delgada
¥ una gruesa ¥ e le conoce como premojado {12, 13}, El premocjado ha sido observado en un
intervale de temperaturas en varios experimentos [14].

Andlisis mecdnico

De acuerds con Young [15] el mojado de superficies s6lidas por un liguido es descrito a
través del dngule de contacto de una gota de liquido en un sustrato. El dngulo de contacto es
relacionado a las tensiones de cada intercara {figura 1.1). Es decir, el equilibrio mecédnico de las
componentes horizontales de las fuerzas produce

Yoy = Ve T Vip CO8 B, {1.1)

donde 7, es la tensidn superficial sélido-vapor, v,, es la correspondiente a la intercara sélido-
Hguido v 7,, es la tensién superficial Hquido-vapor.

{G} Vapor Liguidio

Pared (Sdlido}

{ iy
ib} m vapor 9

Ty, @ y —f
Pared (55ldo)

Vapor

{C} < Liquide ’

Pored [S6lido)

Figura 1.1: Mojade de una pared por la fase de liquido en la intercara vapor-pared. (&) Secado
(b) Mojado parcial {¢) Mojade completo.

El dngulo de contacto puede variar entre § = nw v & = 0. En el segundo caso, e} liquido

completamente moja el sustrato. E! mojade completo corresponde a una pelicula con un grosor
mucho méds grande que las longitudes microscdpicas. Un dngulo de mojado finito § > § es
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asociado a una sitvacion de mojado parcial o meiado incompleto. Para # = 7w ocurre el secado
(ver figura 1.1).

Entonces las energias libres interfaciales asociadas a cads intercara, v, 7, ¥ 7V}, Satisfacen
Ia desigualdad del tridngulo

Tsv < Vst + Yiws (12)

con sus respectivas permutaciones ciclicas. En este caso ocurre el mojado parcial,
De otra forma cuando

Ysv = Vst + Tie- (}'3)

nos encontramos fuera del equilibrio ya que el sistema puede tener una energia libre interfacial
mas baja mediante la interposicidn de una capa de mojado de la fase liguida entre la pared y ¢l
vapor. Es decir, la intercara pared-vapor es mojada por la fase liquida y entonces hablamos del
mojado completo, cuando la energfa libre interfacial satisface la ecuacién:

Vsv = Vsi + Y (14)

que es ia relacién de Antonov.

p

Figura 1.2: Perfil de densidad en presencia de una pared en la cercania de la coexistencia liquido-
vapor. La densidad comienza con un valor grande p; v cae a un valor més pequefio p, a una
distancia { de la pared.

Termodindmica de las transiciones superficiales

En la coexistencia liquido-vapor, describimos la transicién de mojadc y premojado con
ia diferencia de potenciales gquimicos Ap = p. . — [ Lger 5 €l potencial quimico donde

3



coexisten las fases fluidas. Suponemos gue las interacciones sustrato-fuide son tal gue el sustrato
atrae al fluido v una capa { de fluido es formada en el sustrato. En uno de los cascs, sucede
que al aproximernos & la coexistencia (Ap — ) por debajo de la temperatura Ty, { cambia
discontinuamente de un valor finito microscépice a un valor infinite {macroscépico) y entonces
acurre una transicidn de mojado de primmer orden.

De acuerdo con la fig. 1.3 observamos que a una cierta temperatura Tay, por debsjo de la
temperatura critica de bulto, existe una transicién de una capa finita de mojado correspondiente
al mojado parcial a una capa infinita asociada al mojado completo y observamos la curva de
fransicidén de primer orden gue describe el premojado.

T4

mojado complaic

?{ delgada
M
VGDOT mojado parcial liquido
.
-

P

Figura 1.3: Diagrama de fases superficial entre la pared y la coexistencia liquide-vapor en ei
planc T, p. El mojade completo ocurre solamente cuando ambas fases fluidas son estables v se
ernicuentran en la cercanfa del punto critico. La transicién de primer orden se extiende en la
regidn de una sola fase {premojado} y termina en un punto critico superficial.

En otro caso, cuando el grosor de la pelicula diverge de una manera continua hablamos
de una transicién continua, es decir de mojado critico. Entonces por arriba de la temperatura
de mojado [ diverge conforme Ay -+ O y fuera de la coexistencia (Ap # 8), Iz transicidn de
premojado es suprimida. Tanteo ia transicién continua corno la de primer orden son entendidas
en los diagramas de fase en el espacio de campos {Au, T') representados en las figuras 1.4 v 1.5,
respectivamente que describiremos a continuacion.

Para esto, queremos aclarar que el grosor de la pelicula de mojado es definida como

Loc (Tay = T) P, (1.5)

deonde 3, es el exponente del pardmetro de orden superficial. { estd relacionada con la adsorcién
T (apéndice A) la cual estd dada por
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TM TC, =] !
¢ 1
° TN‘ q%.C,c-o E

Figura 1.4: { crece continuamente hasta oo conforme T — T, en Ap = §. La transicién de
mojado es continua.

Ap

Tu MY low
¢ |
g_,_
0 _
T Tow |

Figura 1.5: { brinca en T3y ¥ Ap = 0 de un valor finitc 2 unc infinite. La {ransicidn de
mojado es de primer orden. Por continuidad, existe una linea de transiciones en la superficie de
primer orden de una pelicula delgada a una gruesa extendiéndose desde Tr en la fase de vapor
terminando en un punto critico superficial.



r=-ZE = [ o () - ). (16)

§1; es el gran potencial de exceso por unidad de drea A4 {igual 2 la tensidn v} v g, &5 la densidad
de bulto definida en el Hmite 2 — oo lejos de la pared.

Hemos aclarado que la transicién de mojado es continua ¢ de primer orden. En el primer
caso (fig. 1.4) la densidad { crece continuamente a infinito conforme T — T, en Ap = 0. La
transicién de mojado es continua. En otro caso {fig. 1.5) la capa brinca en T)y ¥y Ap =0 deun
valor finito a2 un valor infinito, La transicién de mojado es de primer orden. Por continuidad
debe existir una linea de transiciones superficiales de primer orden de una pelicula delgada a
una gruesa extendiéndose desde Ty terminando en un punto de superficie critice. Esta curva
es la de premojado.

Fluido en presencia de una pared

Sabemos que el uso del lenguaje magnético en la descripcién del comportamiento de un
fluido en presencia de una pared (sistema semi-infinito) se deriva de la eguivalencia entre el
modelo de Ising y el gas en malla donde el potencial gquimico Ay, en lenguaje magnético se
traduce en términos del campo i. En tal caso la preferencia de la pared por una fase fluida es
descrita mediante un campo local h;.

En referencia a lo anterior existen varios modelos de sistemas magnéticos en presencia de
una pared, en particular el modelo de Ising (espacio discreto} y funcionales de Landan {espacic
continuo) [8], donde se encuentran transiciones de mojado continuas y de primer orden. Aqui, el
sisterna se adapta a un estado en &) cual la superficie es cubierta de una capa de grosor infinito
de la fase que ésta prefiera separada por una intercara de la fase de bulto,

Por gjemplo, dentro de las teorfas de campo medio de Landau y van der Waals se genera el
diagrams de la fig. 1.6 (b). Aqui, H = hkgT y H; = h;ksT, representan los cainpos de bulto
v de superficie respectivamente. La transicién de mojado es conectada mediante una lines de
transiciones de primer orden de premojado a un punto critico de premojado que es distinto del
punto critico de bulto.

En clertos modelos como los desarrollades per Sullivan, Pandit ¥ Wortis no se encuentra
premojado, solo una t{ransicidn continua de mojado {fig. 1.6 (a)). En general ol grosor de la
pelicula de mojado diverge (logaritmicamente en el caso de potenciales de corto alcance) desde
cualquier trayectoria que se acerque a la frontera de fases en el bulto por arriba de la transicién
de mojado.

Para describir apropiadamente las transiciones de mojado v la transicidn de premojado que
aparecen en los casos anteriores es necesario introducir otro campo de superficie, la interaccién
entre las particulas de la superficie, J;. Entonces, si J estd definido come la interaccién entre
las particulas en el bulto, g ~ J; — J es el pardmetro de exhacerbamiento del acoplamiento de
superficie. t es la temperatura reducida mientras que h vy hy son los campos de bulto v superficie
respectivamente.

Nakanishi y Fisher [16] analizan el diagrama de fases global para un sisterna semi-infinito
en un espacio termodindmico {f,h, hy;g). Secciones del diagrama global se ilustran en la fig.
1.7, donde se muestran los casos de exhscerbamiento de superficie supereritico g > {, exhacer-
bamiento superficial critico g = 0 y exhacerbamiento superficial suberitico g < 0.
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Figura 1.6: Diagramas de fase de superficie en términos de t =T — T, . (&) g < G, Ry > 6. (b}
hy > 0.
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$o critico de bulto como funcién de la temperatura #, campo de bulio & y campo de pared
hy. Los diagramas corresponden a varios pardmetros de exhacerbamiento g. Puntos criticos y
multicriticos son mostrados en la figura.



Fluidos confinados en eguilibric

Hemos visto que las transicicnes de superficie pueden ser observadas en sistemas en presencia
de una pared. En suma, otro sistema de gran interés es un fluido en presencia de dos paredes
separadas por una distancia L que identificaremos como un fluido confinade o capilar, en el case
en que la distancia entre las paredes sea pequefia.

En este caso veremos que los efectos de tamafio finito en las transiciones de fase determinan
transicionies novedosas como en un ferromagneto de Ising con campos superficiales de distinto
signo y de igual magnitud {17-21] {existen dos campos de superficie h;, hp) donde ocurre uns
transicién para campo de bulto cero de un estado con una intercara libre que fuctia en el

" L]
nrontra o

centro del capilar a un estadc donde la intercara es localizada en la parte superior o inferior
del capilar, es decir, adgulere una magnetizacién distinta de cero. En el transcurso de esta
seccién hablaremos de esta transicién, ademds de revisar los casos de la condensacién capilar en
capilares con campos de superficie idénticos.

Comenzaremos por aclarar €l comportamiento de las fases en sistemas confinados, argumen-
tando que en estos sistemas las transiciones son de distinta naturaleza debido s la geometria. En
tal caso cuando la distancia L entre paredes es pequeiia, las superficies son cubiertas solamente
por capas de grosor finito {cuando L — oo nos referimos a una capa de tamaho infinito que
corresponde a una transicidn de mojado completo en el fluido semi-infinito ) y de hecho ocurren
tanto transiciones superficiales continuas como de primer ordemn.

R. Evans [22] ha revisadc los desarrollos en la teoria estadistica y en las simulaciones
numéricas de flutdos simples confinados en medios porosos aclarande la estructura microscdpica
v el equilibrio de fases. La estructura refleja el empaquetamiento de particulas en geometrias
confinadas mientras gue en ¢l comportamiento de las fases se refleia la presencia de las superficies
v las contribuciones del bulto a la energia libre del fluido.

Especificamente, cuando gases o liguidos son adsorbidos en poros estrechos o capilares sus
propiedades son distintas de aquéllas en la fase de bulto. Si las interacciones entre los dtomos del
fluide y las paredes favorecen la condensacién hablamos de condensacién capilar. Esto significa
que el vapor se condensa en liquido a una presién m4s baja que la presidén de coexistencia en el
buito o un potencial quimico menor que el de coexistencia. Este fendmeno es bien entendido en
geometrias simples donde un fluido es confinado entre paredes planas [22, 23] paredes esféricas
[24] y otras geometrias como la cilindrica.

He aqui un efecto del confinamiento, el cual cambia las transiciones de primer orden, como
ia condensacién, lejos de donde se encuentran en el bulto. Este también altera la localizacién y
la naturaleza del punto critico de bulto reduciendo la dimensionalidad efectiva. Algunas veces
las transiciones de fase superficiales como el premojado y la transicién “por capas” (otra clase
de transicién superficial que es estudiada tedricamente en sistemas discretos {12]) compiten con
las transiciones de bulto desplazadas y dan lugar a diagramas de fase mas variados.

En suma, mientras que un sistema semi-infinito despliega una gran variedad de transiciones
de mojado de primer orden, continua y tricritica, en un sistema confinado las transiciones reales
de mojado son impedidas por la separacidn finita entre las paredes y pueden ser inhibidas por la
condensacion capilar. Sin embargo aparecen nuevas transiciones como un easi-mojado {19] que
ilamarernos mojado desplazado (especificaremos mds adelante donde ocurre). Estas transiciones
son agudas y en ellas se forma una capa de mojado con un ancho que diverge cuando L — co.

Paredes idénticas y opuestas

Comeo hemos descrito, en el confinamiento existen dos situaciones, uns corresponde al caso
de paredes iguales donde los campos de pared son idénticos, es decir, Ay = hg (en signo v mag-
nitud}. Agui, la interaccidn entre particulas del fluido y las paredes favorecen la condensacidn.
Por otro lado, si A1y = —he (distinto sigro, igual magnitud) las paredes compiten y entonces,
una favorece la condensacién y otra la evaporacion.
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Figura 1.8: Diagrama de fases en el plano 7 — p para el fluido confinado donde la curva de
cosxistencia es desplazada (condensacién capilar). Se observa la curva de premojade donde
coexisten las fases correspondientes a una capa deigads v una gruesa. Las temperaturas se
denotan como 7 o = temperatura critica de bulto, 7, ;, = temperatura critica de condensacién
capilar, Tparc = temperatura critica de premojado y Tyy = temperatura de mojado.

En el primer casc se observa condensacion capilar [22, 23, 23, 26] (ver figs. 1.8 ¥ 1.9). La
curva de coexistencia y su punto critico T, 1, convergen hacia la curve de coexistencia del bulte
con la temperatura Ty oo & medida que L — oo y entonces Th z — Teco ~ L71/Y, donde v es
el exponenic gue corresponde z la longitud de correlacién en el bulto. En el punte eritico de
capilaridad (A r, Te. 1), her ~ LYB/*=8 donde d es la dimensionalidad y 3 es el exponente
de magnetizacidn. Las transiciones de premojado periranecen y pueden competir con la con-
densacién capilar dando lugar a puntos triples [12] (ver figs. 1.8 ¥ 1.10 {e}) donde coexisten dos
fases fluidas y una capa gruesa.

En el caso de paredes opuestas, para cualquier separacién de las paredes L, la coexistencia
de fases es deprimida y ocurre cerca de la transicién de mojado del sistema semi-infinito {17-21].
T, converge a Tyr (temperatura de mojado del sistema semi-infinito} conforme I, — oo y existe
una sola fase con correlaciones de largo alcance en las direcciones paralelas a las paredes en un
intervalo de temperaturas 7" donde T, p < 7" < T o con Ty, < Tar (ver fig. 1.11 (b)). Es
decir, la coexistencia de fases es restringida a temperaturas bajo T, ; tal que ésta no escala con
el punto critico de bulto para I — o0 sino con la temperatura de mojado de acuerdo con la
relacién Tas — To,z ~ L73/8+ donde B, es el exponente que describe la divergencia del grosor
de la capa de mojado para un sistema semi-infinito donde I ~ (T — T)_ﬁs {ec. 1.3). T, es
precisamente la temperatura a la cual ocurre la transicién de localizacidn-delocalizacién (casi-
mojado) de gue hablamos al principio y puede ser de primer orden o continua. Ademds, T, 7,
depende de la separacién de las paredes L y del campo de superficie £;.

El surgimiento de estados de una sola fase en T r puede ser descrito como una transicién
de mojado desplazado [19] que puede ser continua o de primer orden. Como hemos dicho es una
transicién de fase en la cual una capa de mojado es formada con un grosor finite para L finita

10



Figura 1.9: Diagrama de fases en términos de la temperatura T, campo de bulto A, campo de
superficie h, para el caso de paredes idénticas y una separacion finita L grande. La superficie
€5 de transiciones de condensacién capliar ocurre para h < 0 cuando hy > 0. Esta superficie es
enlazada por la lfnea de puntos criticos capilares C' P los cuales son cambiados de la temperatura
critica de bulto T o, por ia cantidad ~ L~Y¥_ Transiciones de mojado de primer orden, entre
peliculas delgadas v gruesas ocurren en la superficie PM la cual intersecta CF en la linea de
puntos triples PT. Para by < 0 la condensacién ocurre para k > ( y el diagrama es simétrico
alrededor del ele h; = 0.

y diverge para L — oo. La transicién es distinta de la transicién de premojado donde el grosor
de la capa permanece finita en aquel ifmite.

Recientes simulaciones de Monte Carlo [27] del sistema de gas en malla muestran que el
orden de la transicién de fase de la que hablamos puede cambiar de segunde a primer orden
cuando se varfa el grosor L del capilar. Es decir, se ha encontrado que en el casc en el cual la
transicion de mojado del sistema semi-infinito es de primer orden la transicién es de segundo
orden para capilares delgados y de primer orden para capilares gruesos. De tal forma que
podemos estudiar un punto tricritico mediante el control del grosor del capilar.

Por gjernplo, en mezclas binarias {separacién de una fase rica en componente A y otra en
componente B) confinadas entre paredes cpuestas [28], se ha mostrado que el diagrama de fases
tiene puntos criticos y regiones de primer orden que coexisten en un solo punto critico (licea
triple} en un grosor L, tricritico.

Es importante agregar que con la eleccién de variables especificas como los campos de pared
el comportamiento de fases de un sistemna finito es semejante va sea 8. aquél del bulto o aquél que
corresponde a un sistemna semi-infinito y esto indica la conexién de las propiedades del sistema
confinado y el que corresponde a la separacion L - co.

11
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Figura 1.10: Diagramas de fase e isotermas de mojado y condensacidn capilar, en un capilar
de paredes planas en un modelo de gas en una malla. (a), (¢), (e) son los diagramas de fase.
(a) corresponde a un sistema semi-infinito con una transicién de mojado de segundo orden. Las
curvas deigadas muestran la transicién de condensacién capilar finalizande en un punto crftico
capilar. {¢} v (e) son asociados 2 un sistems con una transicidn de mojado de primer orden. Pars
L < Jigpe, S€ Dresenta el premojade. Para capilares delgados esta transicion no aparece (ver (c)},
micnfras que para capilarcs gruesos st ocurre. (b}, {d), (f) son las isotermas correspondientes a
los diagramas que hemos descrito. (b} y (d) describen un sistermna en bulte (curva gruesa) y un
capilar {curva delgada). En (f} se describe la variacién de la densidad en exceso en un sistema
semi-infinito. Los mimeros 1, 2, 3, corresponden a trayectorias a T constante. Por ejemplo, en
{b) muestra un caso donde no se cruza la curva de premojade (ver (a) y (c)), por otro lado (f)
se Tefiere al caso (e) dende se cruza la curva de premocjado en g,,.. (Tomada de la ref. [25]).
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Figura 1.11: Comparacion de diagramas de fase para distintos tipos de paredes. L tiene un valor
finito y grande. (a) hg = hy = 0. La separacién de fases ocurre en i == 0 para T < T, ;. donde
T. 1 es cambiada bajo T, o por la cantidad ~ Lw, {b) hp = —hy # 0. Donde T, ; permanece
bajo Ty por la cantidad ~ L71/%_ Para T, o, > T > Thr y h = 0 {linea punteada) una sola fase
existe. (¢} hy = hy > 0. 8i las paredes favorecen la fase positiva la separacién de fases ocurre
para b < 0 {curva s6lida) vy T < T r. k1 es escogido tal que Ty permanece bajo Tg 00-
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Intercara esférica

Ein esta seccidn hablaremos brevemente de la formacidn de peliculas de mojado en intercaras
esféricas v entenderemos por qué la transicién de mojado es desplazada por una transicién
delgada-gruesa semejante a la de premojado.

Mojado en intercaras curvadas

El estudio de una intercara curvada, que en el casc mds simple implica una geometria
osférica o cilindrica, ¥ las transiciones superficiales que pueden ocurrir en ésta como el mojado,
premojado, etc. son més complicadas en comparacién a une intercara plana debide a detalles
en cuanto a Ja geometriz y a la determinaciéa de la tensidn superficial. No obstante, el caso de
la. formacién de una pelicula iiquida en ia intercara pared curvade-vapor en la aproximacién de
la coexistencia liquido-vapor en el bulio de un fluide de una sola componente ha sido estudiado
tedricarnente por vatios autores [29-32].

Estos estudios se han basado en distintos modelos fenomenolégicos y muestran las carac-
teristicas novedosas y los diagramas de fase globales que nos permiten estudiar el mojado en
geometrias curvadas. En general, se confirma que la curvatura positiva del sustrato previene
la formacién de peliculas de mojado macroscépicamente gruesas debido a que, en contraste con
una geometria plana, el drea de la intercara Hquido-vapor se incrementa con el grosor de la
pelicula de mojado. Este incremento en el coste de la energia libre de la pelicula tiene la misma
consecuencia que si el fiuido en buito se desplazara fuera de la coexistencia liguido-vapor.

¥n esta situacién cualquier transicién de fase debers tener lugar entre una capa de mojado
delgada y una gruesa. Esto es andloge al mojado en geometrias planas en presencia de una
campo de bulto {premojade) o en presencia de un campo de superficie de largo alcance el cual
favorece el secado. De esta manera las transiciones de mojado continuo son eliminadas v las
transiciones de mojado de primer orden son reducidas a transiciones de primer orden desplazadas
entre una pelicula delgada y una gruesa, ésto debido al tamaiic finito del 4rea del sustrato.

Es importante mencionar que el fendémeno del mojado dentro de cavidades esféricas lo cual
involucra condensacién capilar (de la cual ya hemos hablado ) no es tratado en este contexto vy
resulta ser una alternativa mds de estudio.

Una de las aplicaciones de las transiciones superficiales en superficies curvadas se pbserva
en estudios experimentales {33] en los cuales particulas coloidales son disueltas en una mezcla
binaria liquida. Naturalmente unc de estos componentes es preferentemente adsorbide en las
superficies esféricas de las particulas coloidales.

En 1a cercania de la separacion de fases de primer orden del solvente en bulto, esta adsorcién
produce peliculas de mojado que promueven la formacidén de una estructura semejante a la de un
puente entre dos particulas coloidales, en el caso en que éstas se encuentran lo suficientemente
cercanas. Adernds de éste fendmeno que ocurre en los sistemas coloidales se estudia el contacto
entre peliculas lubricantes en las superficies en forma de disco en el grabado magnésico y el
mecanismo de enlace de adhesivos en sustratos granulares [33].

Peliculas de mojado en un sustratc esféricc

En particular, nos concretamos a estudiar el caso esférico donde el comportamiento de la
capa | que se forma en la pared no corresponde al encontrado en el caso del sustrato planoc. Bs
decir, la capa no crece hasta el infinito sino se mantiene en un valor finito ! ~ In R siendo R el
radio de la esfera.

Si introducimos el equivalente de la ley de Antonov (ec. 1.4) podemos estudiar ! hecho de

que la capa de mojado en la pared esférica no puede ser macroscépicamente infinita. Para esto
escribimos

14
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Figura 1.12: En el sustrate esférico de radic R se forma una capa de liquido de grosor {. La fase
de vapor se extiende a un cierto radio de corte o en el infinite.

ARYsy = ARVo T AR 10 (1.7)

donde 7v,,, s ¥ ¥, 500 las tensiones superficiales sélido-vapor, sélido-liguido y liquido-vapor
Tespectivamente. Agr v Apy: son las dreas de las esferas con radios B v H + 1, donde ! es el
grosor de la capa de mojado y la ec. 1.7 es satisfecha para ! finita.

Podemos escribir la ec. 1.7 como

R+1)? )
Yo = Vst + ( R2 ) Yiwe (18)

Cada una de las tensiones son funciones de [ y R. Desarrollande la ec. 1.8 y despreciando el
término cuadrdtico para R grande se obtiene

2l
Ysv = VsiF Yo |:1 + El . (19)

Cuando R — oo recuperamos el caso de un sustrato plano:

Fso = Vst + Yiy- (110}

Termodindmica de las transiciones delgada-gruesa

Sabemos.que una transicién verdadera de mojado no puede ocurrir en esferas o cilindros,
entonces describiremos otro tipo de transiciones en la superficie como la transicién delgada-
gruesa. Holyst y Poniewierski [30], muestran basados en la teorfa de Cahn (ver ref. [9] } que la
capa de mojado que se forma en una pared esférica, siempre tiene un grosor finite [ ~InR . La
temperatura Tyy de una transicién de mojado de primer orden es mds alta en una geometria
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Figura 1.13: Diagrama de fases de una transicién de mojado de primer orden en un cilindro y en
un sustrato esférico obtenido numéricamente (ref. {33]). La linea de premojade correspondiente
a la pared plana (curva sélida) se une con la curva de coexistencia liquido-vapor {Ap = 0)
tangencialmente en una temperatura de 7%,

esférica respecto a la que corresponde a una plana. El cambio de la temperatura de transicion
es proporcional a In R /R para R grande. Ademds, el mojado en la esfera es estudiado en el
contexto del modelo de Sullivan y para R finita no se encuentra ningén tipe de transicién ni
continua ni de primer orden. Unicamente cuando R — oo surge una transicién de segundo orden.
Por otro lado Bieker y Dietrich [33], calculan el grosor de las peliculas de mojado como funcién
de la temperatura y el potencial guimico y obtienen los diagramas de fase (ver figs. 1.13 y 1.14)
minimizando un potencial efectivo (més adelante hablaremos de éste). Este potencial se obtiene
introduciendo una aproximacién para el perfil de equilibrio en la funcional de la densidad. En
este caso se toma en cuenta el decaimiento de la ley de potencias tanto de los potenciales de
interaccion fluido-fluido y de los potenciales de pared. En la fig. 1.13 la curva de premojado
no es paralela a aguélla que corresponde a la de la pared plana. La transicién delgada-gruesa
existe aitn en la regién de vapor sobre-saturado (---} lo que significa que es posible mantener
una fase de vapor inestable termodindmicamente para ciertes valores del potencial quimico.
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Figura 1.14: Dependencia en la temperatura (ref. [33] ) de la capa de equilibrio { en la coexis-
tencia para la intercara cilindrica y esférica. Se puede chservar el cambio de la temperatura de
la transicion de mojado y la discontipuidad finita inducida por la curvatura del sustrato.
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Capitulo 2

9

e rn —~a B ,
Fluctusciones en la de

S sidad v
funciones de correlacidén

Funcidén de correlacién para un fluide

Consideremos v #uido confinado en un volumen V, en eguilibrio. Si el sistema intercambia
particulas con un reservorio externo, podemos encontrar la densidad promedio en un ensamble
gran canénico con ia funcidén de particién =.

S5i el sistema se compone de N particulas, la densidad en un punto v es

N
p(r) = 8x —ra), (2.1)

=1

aqui, r; es la coordenada de la particula i-ésima.

El promedio de la densidad se obtlene cuando la Ec. 2.1 es pesada con el factor de proba-
bilidad. En el caso de un sistema uniforme este promedio {p(r)} es independiente de la posicién
v lo escribimos como

@@»:<%>=n (2.2)

Por otra parte. el promedio {p{r)p(r’})} es proporcional = la probabilidad de encontrar uns
particula en I posicisn r si conocemos que hay una particuia en la posicién r'. Esta cantidad tiene
un gran significado ya gue nos permite obtener de una manera més detallads las propiedades
microscopicas del sistema.

A partir de estas definiciones podemeos encontrar la funcién que tnide las correlaciones de
las fluctuaciones de la densidad de su valor promedio. Esta es la funcién de correlacién,

G(r,7') = ([p(r)— (p(e))] [p(z")— (p(x')}]) . (2.3)

Si el sistema es espacialmente uniforme (invariante snte traslaciones) G(r,r’) — Gir —
¥ {p(r)) = (p{r")), entonces la funcién de correlacién es

Glr — ') = {p(x)p(=")) - p°. (24)

Cuando |t - ¢'| — oo, la probabilidad de encontrar una particuta en r’ llegs a ser independiente
de lo que sucede en r. En este caso las densidades no se encuentran cerrelacionadas. Entonces,

{o(x)p(r’}) — {p(c)) (p(r')) = (2:5)

v de acuerdo con la ec. 2.4, G{r — '} — 0.
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Fiuctuaciones en la densidad, compresibilidad isotérinica y punto critico

En el sistema de volumen V" que hemos considerado el nimero medio de parriculas estd
dado cowo

OlmE|
NY =kaT . (2.6
(N} =ka B lpy 2.6)
Podemos demostrar que
11 82|
Ny = 2 =
() BE aﬂzlnv
1 8211'1(5)5 2
= = e + (N} (2.7
8> ou? ,T,V
1 entonces,
1 &in(3)
N3 Wy = o 22
( > ( ) 62 aﬂ2 l7.v
= -]; w {2_8\
8 oépn TV ’
Haremos uso de la reiacién:
-1
ol _ (o av Y fev) )
AN |ry @ irw ONip, ) \ 8plys)

W(BV \2(@5[ \wl, (2.9)

oN rT,p} ‘\ dp IN,T/'i
donde introducimes la identidad de Maxwell,

oul _ oV

5l = 3% (2.10)
N

p
definida para el potencial G{T,p, N} = (T, p)N.

De acuerdo con lo anterior y conociendo que la compresibilidad isotérmica y la densidad de
particulas estdn dadas por las relaciones,

-1 8V
K = Tf— -é; T’ (211)
8 \‘1
T,p)={ — . 212
wra = {5 ) (212)

la fluctuacion en el nimero de particulss resulta

i8



(N — NV = kgTp*Vir. (2.13)

Tntonces las Auctuaciones en la dernsidad son reiacionadas a las fuctuaciones en el ntimero de
particulas como

<(AN)2> = _(_M_Vgﬂ (2.14)

Para encontrar una relacidn entre la Suctuacidn de particulas v la funcién de correlacién
colnenzamos por aclarar que,

N = / plr)dr, (2.15)

{(am?)

il
"

<jf [e(r)— (P(K’)”dr/ ip(r))— {p(r’ )]dr’>
= fd’*' ij(r«r’)dr’
B VJ[ G(x")dr" (2.16)

Si usamos la ec. 2.13 encontramos que

;15 jr Girydr = kgTxr. {zan

El factor de estructura, el cual nos proporciona de una manera directa informacién sobre la
estructura del fluido est4 relacionado a la funcién de correlacién G(r) a través de la transformada
de Fourier

G(Q) = f G(r)e " dr. (2.18)

En la cercania del punto critico la compresibilidad isotérmica diverge v de acuerdo con la ec.
2.17 esto significa que se produce un ineremento en el aleance de la funcion de correlacién Gir).
La longitud de correlacién, la cual es propercional a la longitud de onda también diverge y por
lo tante (7 — 0. Entonces el factor de estructura G(0) diverge de acuerdo con la ec. 2.18.

Esto quiere decir que si se producen fluctuaciones en la densidad correlacionadas con £,
la luz es desviada fuertemente, la difraccidn muiltiple llega a ser importante y la luz ne puede
ser transmitida al medio por lo cual éste Hega a ser opaco. Kste fendmeno es conocido como
opalescencia critica.

La divergencia en la longitud de correlacién & través del factor de estructura puede ser
entendida en el marco de la aproximacién Ornstein-Zernike que a continuacidn describimos.
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Aproximacién Ornstein-Zernike v el factor de estructura

La teorfa Ornstein-Zernike (1] (por simplificacién escribiremos OZ) ha tenido una gran
importancia en el fendmeno crftico (1914} al permitir encontrar una explicacidén cualitativa a la
opalescencia critica. Fn esta seccidn introduciremos esta aproximacion para encontrar el factor
de estructura G(Q).

De acuerdo con OZ la funcién de correlacidn puede ser escrita como

Glr — 1"y = pblr - ') + p*hir — ¢'). (2.18)

El primer términe es la contribucién a G{r —r') dehido a la correlacidn de uns partfcula consigo

misma y el segundo término es la correlacién entre particulas distintas. A(r — ') es una funcién

adimensional con la caracteristica de largo alcance, que analizaremos mas adelante.
Introduciremos la funcién de correlacidn directa C{r) mediante la transformada de Fourier:

c(Q) = J[ C(r) exp(—iQ.r)dr, (2.20)
de tal manera que,
= h(Q)
oQ) = —22 2.21
Q) T Q) (2.21)

con h(Q) = f A{r) exp{—iQ.r)dr.

C(r) es comparable al alcance del potencial de interaccion entre particulas y como resultado
de la propagacién de esta funcién de correlacién directa A(r) resulta ser de largo alcance. Esta
caracteristica es entendida a través de la transformada de Fourier de la ec. 2.21,

Rr—1)=Clx -1} + pj[ C(r — r"Yh(x” — r)dr”. (2.22)

Pars encomrar el factor de estructura G{ {Q) a fravés de la funcién de correlacion usamos,
S T 14
GQ)=p+ " MQ)=——. (2.23)
1-pC{Q)

En la aproximacién de OZ, podemos desarrollar C (Q) en series de Taylor alrededor de @ =0
para varias temperaturas hasta T,. Entonces obtenemos,

C)a

c(Q) (0) + ZE {ps (2.24)

p=0

Los coeficientes ¢,(0,7) en la ec. 2.24 son calculados como

B 1 5 8(Q)
Cp{PsT} =
ol oQr =0
i o0
« = P20 (rydr. (2.25)
: fou]
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Aquf hernos usade [a ec. 2.20 v un cambio de variable © = — cos#. La primers Integral en
la ec. 2.25 se anula para valores impares de p.

De acuerdo con OF, los coeficientes Z,(p, T) son finitos para toda p. Entonces usando las
ecs. 2.23 y 2.25,

N o
) oC(Q)

i

1 p [E(0) +Ba(p, T)G* + O(GY)] (2.26)

Una vez que definimos C({}) para valores pequefios de £}, despreciando los términos supe-
riores, cbtenemos

@ N _ £
@ 1 - pC(0) — po2(p, T)Q?
_ G
1- G(0)a(p, T)Q2
_ G
- e (2.27)
donde la longitud de correlacidén es,
& = ~Gl)a(p, 7). (2.28)

La ec. 2.27 representa una ecuacioén Lorentziana pura o simple. Za(p, T) estéd relacionado
con el segunde momento de C{r), es decir, &(p,T) « [ r2C(r)dr.
La transformada inversa de la ec. 2.27 resulta

1 exp(=r/)
—pc2(p,T) T -

Gir} < (2.2

De lz ec. 2.28 observamos que en el punto critico cuando T — T, £ — oo ¥ Gi{r) — o0,
como hemos aclarado anterjormente. Entonces de acuerdo con la ec. 2.26, C(r) conserva su
comportamiento de corto alcance en la cercania de la region critica.

Fluctuaciones gaussianas

En teorias de campo medic como la de Landau las fluctuaciones son despreciadas, sin em-
bargo en la cercania al punto critico éstas tienen una importancia considerable. Al respecic «l
criterio de Ginzburg * permite validar teorfas de campo medio como ésta considerando fuctua-
ciones gaussianas [2].

Cuande hablamos de fluctuaciones gaussianas nos referimos & que estas fuctuaciones son
distribuidas normalmente alrededor del campo medic espacialmente uwniforme. Es dedr, las
fluctuaciones no interactian por lo que son variables aleatorias independientes.

Especificamente, en el caso de un solo grado de libertad una variable aleatoria ¢ es distribui-
da alrededor de algun valor medio go con una distribucién de probabilidad P(g). Aqui gy es Io

s . . . . drf. - .
LEl criteric de Ginzburg involucra el pardmetro Erg = }r“ f((r? ; gue debe ser pequeiio. Es decir, la
v

distribucién de probabilidades es muy aguda alrededor de su valor medie.
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suficientemente cercano al valor que maximiza la distribucién. Entonces si P(g) corresponde a
unz distribuctén Gaussiana,

Plg) o e~lame)*ia" (2.30)

o es la desviacién estdndar que es la mitad del ancho de P.

Para los sistemas en mecdnica estadistica la distribucién de probabilidad se expresa en
términos de la energia como
12

~BHQY .~ 18H (a0 {e—g0}

1
P(g) e e M s pTH R j (231)

Agquf hemos desarrollado en series de Taylor la energla H {g) , donde,

2 g PH
=857

(2.32)

qo

En el caso de n grados de libertad, g = (q1, 99, ..., ¢» }, €l desarrollo de Taylor de [a energfa
resulta

H(q) = Hlao) + 5 (9o — 43) oA (g, — %) + .. (2.33)
2 o a e a q., @ ¥ Y
de acuerdo a la convencidn de suma de Einstein,
La matriz de fluctuacidn es entonces,
52H
ey = m——] (2.34
"= Baadar |y, )

Esta matriz puede ser diagonalizada al encontrar los eigenvalores A, y los eigenvectores ¢, al
satisfacer la ec.,

Marytly = M. (235)

Mas tarde veremos como se aplica el modelo gaussianc en campo medio con una funcional
de la densidad en un espacio discreto cuando se calcula la matriz de fluctuacidn (matriz de
estabilidad) y sus respectivos eigenvalores.

Aungue no resulta dificil calcular Ia matriz de fluctuacién y encontrar los eigenvalores
podemos calewlar la energia libre y la funcién de correlacion transformando la funcional en el
espacio de Fourler. Debido a la invarianza traslacional esta transformacidn convierte la matriz
M en una matriz diagonal.

Para entender a lo que nos referimos calcularemos la funcién de corrclacién con una funcional
de Landau con aproximacion gradiente cuadrado escribiendo esta funcional en el espacio de
Fourier v aplicando el teorema de la equiparticién da la energia.

Si partimos de ia funcional de la densidad de energfa libre de Landau a campo cero por
unidad de volumen,

£0) = [ |57707 4t as, (2.36)
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# es uha constante positiva que no depende de la temperatura en la cercania de la regidn critica.
Fl segundo término corresponde a la parte homogénes de la densidad de energfa libre, donde £
es la temperatura reducida v a es un coeficiente gue depende de ésta.

Si expresamos la densidad en series de Fourier como

1 3 o -
ply= 3 e, (2.37}
Q
Po = { (r) e "S5 dr {2.38)
a= o ’ '
escribimos £ (p) como
1 1 {QiQ)r
=53 [ar| (37 -QQ) +at) papg | X (2.39)
QQ
de tal forma que
f1 (1 ; \ 1
)= |7 (57 -2 @) + ot | rasarbarans) (2.40)
e
donde usamos
J[ Q) e = Vg g o, (2.41)
Finalmente la ec. 2.40 es,
PIVERN 1 1, .2, o
L(p):—ﬁz§iqu ‘L2at+’yQ]. {2.42)
Q

El teorema de equiparticicn de la energia establece que si un grade de libertad contribuye
solamente con un término cuadrdtico al hamiltoniano, entonces la energfa promedic del término
correspondiente es kgT/2 de tal forma que,

<|qu2> i ;?Cy = kaT (2.43)
¥
2 kﬁTV
<[‘OQ[ > = 2at—1—7Q2' {2.44)

En términos de pq {ec. 2.38) encontramos la transformada de Fourier de la funcién de correlacién
G,

(leaf*) =VG (@), (2.45)
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entonces de acuerdo con 2.44 escribimos

BT kel 1 (2.46)

CQ)= 2at +vQ2 v QP47

donde £ = {~/ 2&&)1’/2 . En campo medio, obienemos el estado uniforme con § = 0. Los estados
con @@ distinto de cero representan fluctuaciones.

Funcién de correlacién en fluldes inhomogéneocs

Al vprincipie del capitulo introducimos la funcién de correiacién en la ec. 2.3, ésta funcidn
o5 establecida en general para fluidos inhownogéneos. Aclaramos gue la inversa de Glr, 7"} es la
funcién de correlacién directa O (r, '), es decir,

/C’in{r, PG Yy =6(r — 1), (2.47)

donde C*"*(r, ') se define en términos de la funcién de correlacidon OZ, C (r,r'}, a través de la
ec.,

b(xr—1')
p(r)

En particular, cuande estudiamos sistemas fisicos en mecdnica estadistica a través de una fun-
cional de la densidad,

CmMr, YY) = O (r,r') . (2.48)

8°F i)
oI

Bs decir dada la funcional de la densidad, como veremos més adelante, podemos encontrar
la funcién de correlacién directa C**(r,r’}) y la funcién de correlacién total Gir,r’).

e, r) = (2.49)

Fluctuaciones y eigenvalores

Es posible en la teoria de funcionales de la densidad estudiar pequeiias fluctuaciones de la
densidad en un sistema inhomogéneo a través de la determinacién de la matriz de estabilidad,
la matriz de segundas derivadas de la funcional de la energia libre con respecto a p en cada
punto del sistema {ec. 2.49). Las eigenfunciones y los eigenvalores de esta matriz representan
respectivamente los eigenmodos de las fluctuaciones y las susceptibilidades inversas del sistema
a estas fluctuaciones.

La matriz de estabilidad es 1dentificada con la funcién de correlacion directa inhomogénea.
La funcién de correlacién total y el factor de estructura de los estados inkomogéneos pueden ser
determinados mediante el espectro de eigenfunciones v eigenvalores.

Es decir, si obtenemos la estructura de equilibric de un fluido de un sclo componente
minimizando su energia libre F [p(r)] con respecto a la densidad,

bF

Las fluctuaciones alrededor de esta estructura de equilibrio pueden ser analizadas mediante el
espectre de la segunda variacién 6°F/8p (r) 6p(x') evaluada en el perfil de equilibrio g.. Sila
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solucién de la ec. 2.50 corresponde 2 una estructura estable, es decir, a un verdaderc estado de
equilibrio ¢ equilibric metaestable, el eigenvalor es positivo.

Como caso particular consideremos la funcional de lz densidad correspondiente al gran
potencial en iz aproximacion de gradiente cuadrado en un sistema infinito,

for

o= [ [7 (o) — o (x) = £1p ()] 2, (2.51

p—

donde f(p(r)) es la energia libre de Helmholiz por unidad de volurmen de un fivido uniforme,
4 es el potencial quimico v asumimos que « (el equivalente de v en la funcional de Landau} es

: o
independiense de p ().

La ecuscidn de Buler-Lagrange es,

e &f 2 \
_— e — L — 2 =, 2.52‘
cuya solucién son los perfiles de la densidad en equilibrio.
La segunda variacion de O después de la integracién por partes es

8p(r) — 2xV28p(r)| dr,

-4

1 Il v
20 = =
5Q—2j§p(r)

2

donde §p {r) es una pequefa variacién del perfil de densidad la cual se desvanece en las fronteras
del sistema.
Si ¥, (r) son las eigenfunciones de la “ecuacién de Schrodinger”

@

°f

E U, (r) — &V, (1) = E, ¥, (¢}, (2.53)

Pe

[ 3

(la segunda derivada 92 f /8p2l|p es el eguivalente del potencial V (r) de una particula). Tos
eigenmodos de las fluctnaciones de la intercara son la eigenfunciones asociadas a los sigenvalores
E,,, de un problema en mecénica cudntica de una particula en un potencial V (r). Para cualguier
fluctuacién en ia densidad ép(z} =Y ¢, ¥, (r} ¥ 520 adquiere la forma,

n

Ea=>5" E,leal®, (2.54)

de tal manera que existe una contribucién de cada eigenfuncion ¥, {r) que mvolucra B, en §°Q.

St el sistema consiste de dos feses separadas por una intercara plana (en ausencia de campos
externos) perpendicular a la direccién z y contiene un solo componente de la densidad p(z),
entonces existe un eigenvalor cero asociado con la traslacidén de la intercara en la direccidn z sin
algtin cambio en su estructura interna y la eigenfuncién asociada es proporcional a ¢/ {(z}. Como
el perfil estacionario para una infercara plana es estable todos los eigenvalores de la ecuacién
de Schridinger para tal caso son positivos. Si consideramos fuctuaciones en la densidad en
direcciones paralelas a la intercara en equilibrio obtenemos el espectro de ondas capilares (ver
apéndice C).

Bukman, et. al. [3] han calculado el espectro de eigenvalores para el caso de una inter-
cara plana y han encontrado algunas caracteristicas usando distintos modelos de energia libre,
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incluyendo la aproximacién gradiente cuadrado. Cuando sélo son permitidas deformaciones uni-
formes a través del plano de la intercara, en la mayoria de los casos solamente dos eigenvalores
discretos existen bajo el continuo.

En tal caso, el primer eigenvalor es cero y su eigenfuncién corresponde a una traslacién del
perfil. La eigenfuncién puede ser representada mediante oscilaciones sinusoidales e lo largo del
planc como resultado de una banda de ondas capilares. Entre los modos normales de Buctuacién
figura uno que corresponde al ancho o estrecho de la intercara en la direccién z; es decir un
incremento o decremento de la magnitud de p' (2) en la regidn interfacial. Esta fluctuacidn ha
sido encontrada en el trabajo de Robledo, et. al. [34], donde el eigenvalor es asociado a un
coeficiente de tension interfacial del ensachamiento del perfil. Los eigenvalores en el continuo se
asocian & fluctuaciones sinusoidales normales a lz intercara plana que comprenden el volunen
entero e incorporan el bulto del sistema.

También se han calculado las fluctuaciones de la linea de contacto [35] donde tres fases se
encuentran, mediante la determinacién del espectro con la matriz de estabilidad asociada a esta
geometria. Tres eigenvalores en la base de una bands de estados corresponden a fluctuaciones
en las cuales la posicidn de la linea de contacto y ias intercaras cambian, aunque la estructura
de la regién inhomogénea permanece inalterada.

Los eigenvalores y las eigenfunciones de la matriz de estabilidad han sido determinados
para los casos especificos donde la intercara tiene gecmetria cilindrica v esférica {4] dentro de
la aproximacion de gradiente cuadrade y con un modelo de densidad de energia libre continuo
de triple pardbola. La intercara plana (fgs. 2.1 y 2.2) tiene dos eigenvalores discretos bajo
un continuo. Las intercsras cilindrica y esférica tienen dos eigenvalores discretos y cuando el
radio de estas intercaras diverge la situacién es reducida al sistema de un plano. Sin emhargo,
el primer eigenvalor para la intercaras curvadas es negativo indicando que éstas son inestables
a fuctuaciones en ls medida de sus radios. En este caso se establece una concordancia con el
criterio de estabilidad dado por la ecuacién de Laplace y la descripcién clésica de ia nucleacién.

0.7 —— - :

0.6

0.1}

s e

Figura 2.1: Primera eigenfuncién localizada para la intercara plana calculada usando un medelo
de gradiente cuadrado v un modelo continuo de la densidad de energfa lihre de triple pardbols
(ref. 14}). La fluctuacién corresponde a un desplazamiento en el perfil.
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Figura 2.2: Segunda eigenfuncién localizada que es interpretada como un cambio en el ancho
del perfil.

Correlaciones en intercaras planas

En la seccién anterior tratamos fluctuaciones de la densidad en intercaras planas para un
caso especifico de la aproximacidn gradiente cuadrado. En esta seccién explicaremos cémo
podemos calcular las correlaciones entre las fluctuaciones en el caso de una intercara plana.

Para una intercara plane la funcién de correlacion la podemos escribir como

™ (r,r') = C™(R, 2, 7'}, (2.55)

donde R ( de magnitud R } es el vector paralelo a la intercara, R2 = (z — /)2 -+ (y — ¢')%. 81
definimos la transformada de Fourier de 2.55,

O™z, 22 0) = j{ FUREM(R 5 IR, (2.56)

entonces podemos caleular la funcidén de correlacién directa para casos particulares como el visto
en la seccidn anterior (vedse por ejem. también la ref. [37]) donde la transiormada de la ec. 2.56
la escribimos como

d2 2
C™(z,2';Q) = [E;Q—(%m - 2m;;5 + 2&@2} §(z—2). (2.57)

Si sustitufmos la ec. 2.57 en la ec. integral
jf O™z 2 QYG(", 5 Q)de" = 6 (2 — 2} (2.58)
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Figura 2.3: Fluctuacién de desplazamiento de la intescara donde p = p, + ¢8p con ¢ pequedio.
pe es el perfil de equilibrio (curva gruesaj. Esta fluctuacién es el resultado de transformar una
pequeiia cantidad de una de las fases en otra y ccurre sin cambio en la energia libre debido a
que las fases se encuentran en equilibrio termodindmico (ref. [36]).

Figura 2.4: Fluctuacién en el ancho de la intercara donde p = p, + edp con ¢ pequefio. g, es el
perfii de equilibrio {curva gruesa}. La eigenfuncién {fig. 2.2} que corresponde a esta fluctuacién
tiere un anglogo con el primer estado excitado de un oscilador mecdnico-cudntico con un node.
Esta fluctuacién agrega densidad de un lado de la intercara y lo sustrae del otro lado (ref. [36]).
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encontramos que {5 satisface la ecuacidn diferencial lineal

o
[
ot
«©

D

5»2 2\ , , ;
2ﬁ(\__@-zi+v<z);cz )6l =567,

Glz, 200 es ef equivalente de {a funcién de Green de un problema de eigenvalores unidimen-
sional y podemos desarrollarlo en términos de las eigenfunciones U, (r) = ¢, (2)¢*?*®, donde

Ep,=c,+@?%:

wo{z)p,(2) 0, 5(‘)

’ 1
G(zﬁz;Q):'zz En‘é‘Q2 . 2.

Correlaciones en la cercania de la transicidén de mojade

En la trapsicidn continua de mojado completo el grosor [ de la capa de mojado que se
desartolla en una intercara pared-vapor, diverge continuamente conforme el potencial quimico
del vapor en bulto se aproxima a su valor de saturacién (Au — 0}. El crecimiento de la capa de
mejado es acompafado por el crecimiento de fuctnaciones interfaciales. En este caso, el mojado
completo es un ejemplo particular de criticalidad interfacial.

La transicién de mojado completo ha sido esencialmente entendida a través de hamilto-
nianos efectivos {38] (ver apéndice C} por lo que la mayoria del trabajo se ha enfocado en el
entendimiento de la transicién de mojado critico. Al respecio, simulaciones de Monte Carlo
especificamente el estudio de un gas en malls por Binder, Landau y Ferrenberg (6] han revelado
inconsistencias entre la simulacién y la prediccién tedrica para mojado completo. Binder et.
al. consideran una pelicula delgada de Ising con campos superficiales opuestos, para lo cual
confirman las caracteristicas cualitativas dei diagrama de fases producido por Parry y Evans
[39]. En el intervalo de temperaturas T, o, > T > T que corresponde a la regién de una sola
fase, la intercara se encuentra en promedio en el centro de la pelicula. Observan una longitud de
correlacién proporcional a e?, donde L es el ancho del capilar. Esto es cualitativamente parecido
2 la prediccién de Parry y Evans en campo medio [17].

Binder et. al. [8] especulan en la definicién de una nueva escala de longitud (al observar que
la razén de amplitud @ = L/4£, In{{;} para L — oo no es la unidad ) por lo que Boulter y Parry
140, 41} argamentan que dicha razén de amplitud puede ser entendida introduciendo un nuevo
hamiltonianc que toma en cuenta el acoplamiento entre la posicién interfacial y las fluctuaciones
del pardmetro de orden cerca de la pared. Este argumento hace coincidir sus investigaciones con
las simulaciones de Binder et. al

Par otro lado, las fluctuaciones en la densidad alrededor de la estructura de equilibrio de
fiuidos confinados por paredes paralelas planas, han sido calculadas [5] para los casos de campos
superficiales 2 » opuestos simétricamente (h; = —ha) e idénticos (h; = h2), con un hamiltoniano
en campo medio que modela fluidos con fuerzas de corto alcance.

Agqui se modela el fluido como un gas en una malla vy se describe usando el lenguaje del
magneto de Ising. Se define la funcional de la energia ibre F{ms ) m;J, Ji2, A, b1, ha) en la
aproximacion de campo medio para un capilar de Ising en una red eibica de K ¢ L = M sitics
con dos paredes planas paralelasen & =1, K.

La matriz de estabilidad para este sistema es identificada con la funcién de correlacidn
directa:

§2F

dmy ,l,m5mk’,i’ o

Ck,l,m;k’,l’,m’ =

(2.61)
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Para obtener las propiedades de la matriz de estabilidad se consideran los solucicnes de la
orma

n g, _1g.m, n 13\
Vpam = e TTY (2.62)

al problema de eigenvalores

o
02
[=2]

]

R

b2 . n
k,l,m;k’,l’.m’¢k',z',m' - )1,,@1’)3:,.“

uME

Se determina la matriz de estabilidad para condiciones por arriba y bajo la temperatura de
transicién de mojado de! sistema semi-infinito Thy encontrando en cada caso que las configura-
ciones de equilibrio son estables. Se identifican las Ructuaciones cercanas a las paredes ¥ en la
mitad del capilar v se discuten sus efectos cuando la separacién de la pared L diverge.

Para paredes idénticas por arriba de Thy, los estados que coexisten despliegan peliculas de
premojado y <l eigenvalor maés bajo describe la naturaleza de su crecimiento conforme I se incre-
menta. En el caso de paredes opuestas arriba de Ty la fluctuacién localizada con el eigenvalor
més bajo describe el desplazamiento de las pelfculas de mojade que son traslaciones interfa-
ciales conforme L — co. Bajo Ty las fluctuaciones con el eigenvalor mds bajo corresponden a
deformaciones rigidas extendidas a través del capilar.

Se calcula el factor de estructura para los estados inhomogénreos ¥ en el caso de paredes
opuestas se obtiene un comportamiento Ornstein-Zernike en las paredes, pero en la mitad del
capilar, en la regidn interfacial, se encuentran desviaciones significativas de esta teorfa.

En nuestro caso nos interesa calcular el factor de estructura para un sistema inhomogéneo
con una funcional de la densidad en el espacio continuo para fluidos en presencia de paredes
{fluido con una pared y confinado) y comparario con la curva Lorentziana tipo Ornstein-Zernike
en referencia a los estudios anteriormente descritos {5} y [7]. Como hemos visio, en tales inves-
tigaciones se estudia el comportamiento del factor de estructura en las paredes v lejos de éstas
de un fluido confinado v se analiza el comportamienso en la regidn cercana a la transicidn de
mojado. Se ha entablado una discusidn en cuanto a definir si el factor de estructura presenta un
comportamiento OZ, ya que en el primer caso (ref. {3]) el factor de estructura es de tipo OZ en
la pared y se desvia notoriamente lejos de ésta, en el segundo caso (ref. {7]), sucede lo contrario,
el factor de estructura no obedece un comportamiento OZ en la pared, cuando ¢ es pequefia.
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Capitulo 3

Calculo de fluctuaciones y correla-
ciones

Intreduciremos el métode de cdlculo para obtener los perfiles de densidad en equilibrio, sus
fluctnaciones vy las correlaciones entre éstas para el caso de las intercaras de un fluido confinade
por paredes separadas una distancia L. Aquf usamos una funcional de la densidad en el espacio
continuo con la aproximacién gradiente cuadrado y dos formas simples de la parte homogénea
de la energfa libre (modelos DP y TP). Aplicaremos este método al sistema semi-infinite cuando
en el fluide confinado L — oo (cap. 4). Ademds de Jos casos de las fluctuaciones en intercaras
planas lo aplicaremos a la gecmetria esférica {cap. 7) con algunas variantes como veremos méds
adelante.

Funcional de }a densidad

Como punto de partida escribiremos la funcional de la densidad correspondiente al gran
potencial con la aproximacién de gradiente cuadrado, para un fluide confinado por paredes
planas de 4rea infinits cuys separacion es L,

L
o(R) = [d= [ar [f () - o+ 24 (W]
]

+j L/)o {pg) + ;B; (VLPGF] dR

+ [ [wg{ﬁLH %{-‘(VLPL)Z] dR. (3.1)

1 es el potencial quimico o campo de bulto, z (0 < 2 < L} y R corresponden respectivamente
a la coordenada perpendicular y al vector paralelo a la intercara. Las cantidades f{p) v A{p),
se pueden obtener mediante un desarrollo funcicnal riguroso para sistemnas con interacciones de
corto alcance (ver [34] y referencias ahi). En tal desarrollo ias expresiones para f y 4 resultan:

slo) =7 {ote) i (%002 - 1] - 36°65) [ aretsoten (32)

Alp) = T [ a'eels’s o66)). (3.3)

X es 1a longitud térmica de de Broglie, ¢{r'; p(r)) es la funcién de correlacién directa de un fuido
isotrdpico uniforme de densidad p(r}. En nuestro problema, ¢! coeficiente A no dependers de
la deusidad y serd una constante. f{p) tendré una forma analitica sencilla al usar modelos que
introducitemos postericricente.
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La presencia de la pared se modela, mediante varios campos de superficie contenidos ex la
definicién de las funciones ¢, y ¥ v los coeficientes By y 5, del gradiente en direccién paralela
ala intercara V1 {pgz J- pg ¥ pr son los valores de la densidad en cada una de las paredes; ¥
¥ ¥, se definen mediante las ecs.,

Yo (o) = ~ 505 + (1= t0) oo (3.4
Vi (o) = ~29% + (=)o, (3.5)

donde g es el pardmetro de exhacerbamiento gue mide la diferencia gue existe con las interac-
ciones entre particulas que residen en la superficie y las interacciones entre las que se encuentran
en el bulto. pg ¥ pp son los campos que ejercen cada una de las paredes sobre las particulas del
fluido. Definiremos By = By = B como un pdrametro que depende de ¢ en Ia forma

B= (ﬁ%}l, (3.6)

de acuerdo a la equivalencia establecida con un models en malla (ver apéndice B).

Estabilidad del perfil de equilibrio

La primera variacidn de la funcional de la densidad {ec. 3.1) es

L
00) = [ [dRI7 ()8 usp+ ATp50
]

+ [ R 400 600 + BV o0V 16

+ [ R, 2y bor 7 BV 10T i804] (3.7)

donde 8py = 8pl,_ ¥ Opy = 6pl,. ;. Integrando por partes e igualando a cero obtenemos 1
ecuacién de Euler-Lagrange,

F{p)—n— AV =0, (3.8)

con las condiciones en la frontera definidas por

— Vpl o + U5 (00) = BVipo =0, (3.9)

Vpl,op + 9% (o) — BVSpy = 0. (3.10)

Si el perfl varfa en una sola direccién, {coordenada perpendicular a la intercara), entonces
las ecs. 3.8, 3.9 v 3.10 son

&
o) "”“A&j; =19, (3.11)
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dp! -

_ = i =1}, 3.12
dziz=g+wg (,00) G ( )
dp I bl
o . + ¥ (o) =0 (3.13)

La solucién que satisface la ec. 3.11 con las condiciones de las ecs. 3.12 y 3.13 es el perfil
de equilibrio, que es definido al conocer la forma de f{g}.

Para estudiar pequefias Buctuaciones sirededor dei perfii de equilibrio determinamos la
segunda variacién de Q1 {p(z; R)) :

“QplaR) = [de [ RIS (o) bobo AVERTE)

[T
“ Ok‘“"”‘at‘ﬂ

j AR [0/i6p08p0 + BY 160V 1 600]

Integrando por partes resulta

I
) = 5 [ [ R (o) 0k~ 4557
Q
1
2

r dé 1
{%095905100 Abpy dpe B5Pov_21_5ﬂoi
i
2 R 6,60, + ASp, BPL _ g, G2 6 3.15
2 oppopp + Abpr gz PLY102L} - {3.15)

Hemos visto que una variacién cualquiera se puede escribir en términos de una base completa
de funciones ¥, (r); es decir, §p = 3, ¢n¥, (r) de tal manera que existe una contribucién de
cada ¥, a 6°Q que llamaremos F,. Entonces las ¥, {r} son identificadas como ias funciones
propias que satisfacen la ecuacidn de Schradinger

'8, ~ AV*E, = E,T,, (3.16)

donde 8%f/ Bp {segunda derivada de la parte homogénea de la energia libre evaluada en

el perfil de equ1hbrlo) es el equivalente del potencial V{p(z)}. Las condiciones en la fronfera
apropiadas para estas eigenfunciones estdn dadas por

" 5\I’n Z,R f ;
Uy ¥n {2, R)| o — —'—'—é’(z_—}— - BV, (5R),, = O (3.17)
z=0
j !
W T (R + R)4 - BVit.(zR),., = O (318)
z=L
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St @, (2] es una funcién sélo de la coordenada perpendicular a la intercara, las funciones de
onda totales se escriben como ¥, (r) = ¢, () e'¥® donde Q es un vector de onda paralelo a la
intercara que caracteriza a las fluctuaciones. Entonces,
d2p !
Prl?) P
V(z)o,(z) - A_Eg__ = €095 {2}, (3.19)
donde E,(Q) =z, + Q2.
Las eigenfunciones ¢,, satisfacen las condiciones en la frontera:

oyl
w095~ 2 =0, (3.20)
“ lz=0
d
o (L)W + =2 =0 (3.21)
dz F=L

Energia libre de doble pardbola (Modelo DP)

Existen varias formas analfticas que podemos usar para describir la coexistencia de fases ho-
mogéneas para el sistema que nos interesa. En tal caso, una vez que se tiene la parte homogénea
de la energia libre f(p) podemos, al menos numéricamente, obtener el perfil de densidad de
equilibric. Con este perfil calculamos el potencial f"(p}] o, ¥ describimos sus Huctuaciones.

06 . . . ~ . - .
}

0.5
04

w— 03

Figura 3.1: Modelo de doble pardbola para la funcidon de energfa iihre homogénea. El punte
donde se cruzan las pardbolas corresponde s p=0.

Como deseamos mantener en lo posible auestros cdleulos analiticos podemos escoger la
funcién f {p) compuesta de pardbolas definidas en dos intervalos de la variable p en la forma

f wip+ Pa)z ; # < 0, {Region If)
flo)= . (3.22)
wig— Pb)z , ¢ > 0. (Regidn I)
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f(p) contiene dos minimos que representan los estades de equilibric ep bulte {donde p= xp,),
para potencial quimico g = (. Es ficil demostrar que w, gy ¥ A en las ecs. 3.1 y 3.22 representan
escalas de energla libre, densidad v de distancias por 1o que en el resto de este trabajo fijaremos
los valores w = -%, y==xly A=1.

Perfil de equilibrio

31 p varia en una direccién perpendicular a la intercara, al sustituir f/ (p) en la ecuacidn de
Euler-Lagrange resulta

&2p N
or=1)—p——=5 =06, (3.23)
P2
(p+1)-p-—H =0 (3.24)

En las ecuaciones anteriores el perfil es definido en las regicnes I y I del capilar. p; (o> 0)
corresponde al intervalo donde 0 < 2 < iy p;; (p < 0) al intervalo donde [ < 2z < L. { es la capa
de mojado v corresponde al valor de z donde la densidad es cero.

De acuerdo con las ecs. 3.23 v 3.24, el perfil de equilibrio es de Ia forma

Aref + Bre ® 4+ p+ 1, 0<z<l,
plz) = {3.25)
A[]SZ+B_U€_Z+,U‘—1, {<z< L.

Los coeficientes Ay ;1 v By rr son encontrados cuando la ec. 3.25 satisface la ec. 3.11 con las
condiciones ent la fronters (ecs. 3.12 v 3.13). Ademnds, e z = [, el perfil y su primera derivada
sont continuos.

Fluctuacicnes y correlaciones
En la ecuacion de Schradinger el potencial V (p{z)) es,

TL = 1-25(p5)- (1), (3.26)

Pe

con p(l} = 0. Para este caso, V (z) es un potencial delta definido en 2z =1,
Requerimos que las eigenfunciones sean continuas en 2 = I,

Coinyll) = 00 (1), (3.27)

on @y, (1y(2) ¥ ¥n 1y (2) definidas en las regiones 0 < 2 <[y [ < z < L, respectivamente. Estas
funciones satisfacen la ecuacidn

pn() =L (323)

v son de la forma
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{  Anynye™* + Bn e,
onlz) = {; (3.28}
i An,(ff)ek"z + Bn_(11}6~k"‘z.

siendo kn = (1~ £,)1/2.

En z = i, la derivada de las eigenfunciones es discontinua y en este caso ias ¢, (z) cumplen
cierta condicidn. Esta propiedad la determinamos al sustituir el valor del potencial definido en
[ en la ec. de Schrésdinger:

, 42 " z)
2 enia) = T2 e (2), (330
al integrar, obtenemos
i "
{=26(z— i) [ d%0, (2} .
- £ — STE AT ( ,
| T T enlz)dz Jj —a dz, (3.31)
- d= - -
donde hemos usade la propiedad de la funcién Delta: .
—28{z-10)
—-—;:—-—-——" = -26{p(2}). (3.32)

z=i

El resultade de la integral de la ec. 3.31 nos proporciona la condicién gue cumplen las derivadas
de las eigenfunciones en z = I:

y
4

20, (I} 20, (2)

T dz

(3.33)

dg

dz -

z=t

Las eigenfunciones ¢, {z) son definidas cuando calculamos el espectro de eigenvalores. Este
espectro se determina cuando las @, {#) satisfacen las ecs. 3.20, 3.21, 3.33 ¥ 3.27. Este sistema de
ecuaciones es homogéneo y tiene solucién cuando el determinante es cero. Una vez que logremos
este caleulo, las eigenfunciones completas ¥, (% R) = ¢,,(2)e*@® pueden ser determinadas.

Factor de estructura

Con el modelo de la funcional de la densidad de ia ec. 3.1 podemos calcular la funcidn de
correlacién Gz, z') cuya transformada de Fourier G(z, 2/; Q) satisface la ec. 2.58. En tal caso,
G{z,2';Q} es la funcién de Green y para calcularla seguiremos el método propuesto en la refl

[42}.
Para esto, procedemos de la siguiente manera: sean las dos regiones 7 v JI definidas en los

intervalos § < z < Iy I < z < L, respectivamente. En cada regién calculamos las funciones
¢1(<), (;'}I()\J’ v qSHK) y ¢II(>) de la forma

#(z;Q) = aI,I!(<,>)e—kRZ + bI,II(<,>)ekst (3.34)



1
con kg = {V + Q%)% = (1 + Q%
Cada par de funciones satisface las condiciones impuestas a las eigenfunciones ¢, {2} {ecs.
3.20, 3.21, 2.27 y 3.33). Esto quiere decit que ¢y ¥ @yy(>) satisfacen las condiciones en las
paredes:

t

W b ()] _ — ey (] +BQ b (2] _ =0, (3:35)

VL by (2)] _ + Pris) ()] _, +BQ® b5 (25§sz =5 338}
que las funciones ¢(.y{2} ¥ $:54(2) son continuas en &:
¢1{<) {y = ¢11(<) OF (33?)
b1y (1) = G115y (85 (3.38}
v que sus derivadas sean discontinuas:
-1
¥ ’ dp
Bty (B = 1o (=20 (D)) = 1 (3.39)
2=
dp -1
! !
Frresy (B = b1y (B = ~2¢, (D) l o _IE . (2.40)
De tal manera que el factor de estructura queda determinado como
— ¢tz )Presy(z
L ;21 12 >), 0<z<l,
Glz,2Q) = (3.4%)
—@riceyfEc)Piasyfea) lcz<l

1r

donde 2. = 2,si 2 < 2/ v 2. = 2/, 5i 2 > 2’ (con una definicién equivalente para 2z ). Wr s son
los wronskianes en cada region:

Wr = b1y (2<: Q) 0o {253 Q) = Hy (23 Q) Br(5) (253 Q) (.42}

Wir=d11(<) (21 Q) S1ii5) (253 @) ~ Prriey (20 @) P15y (23 Q) (3.43)

cuando las variables z v 2/ estan situadas del mismo lado del capilar y con definiciones simileres
cuando estdn en distintos lados.
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Energfa libre de triple pardbola (Modelo TP
Sien la ec. de Fuler-Lagrenge introducimos la energia libre en la forma

E”’ + ) o< —pg,  {Regién ITi)
é i

fip) = 3 w (1 - o) ( £}, —py<p<py (RegionIi) (3.44)
L w(p - py)°, po < p (Region 1)

entonces hablamos de un modelo de energia de triple pardbole. f(p) que es formada de tres
pardbolas gue son continuas en los puntos +p,. Hemos aclarade gue los valores adecuados para
wy p, son 1/2 y 1, respectivamente.

Figura 3.2: Parte homogénea de la energia libre correspondiente al modelo de triple pardbola
donde + g, son los valores de la densidad donde se cruzan las pardbolas (aquf py = 0.75).

Perfil de equilibrio

El perfil de equilibrio queda determinado cuendo satisface la ec. de Euler-Lagrange v las
condiciones en la frontera (ecs. 3.12 y 3.13). Generalizando al caso de triple pardbola el perfil
es definido ahora como

Br. 0 <z,
p(z) = Pir Zy <z < 2y (3.45)
2rrr, Zg < 2 < L

z1 ¥ Zz son los puntos del perfil asociados a los valores py v —pg, respectivamente. Ei perfil y
sus derivadas primera y segunda son continuos en los puntos z1 y z; es decir,

prorlz) = pria), (3.46)



pirrr(z2) = prrrilz). {(35.47)

oy i1{z) = (=), (3.48)
P}I,In(ziz) = p’II,IH(z'Z!): (3.49)
P?,H(zl} = p?,H(ZI)r (3.50)
Pir iz} = Pir rrr (22}, (3.51)
donde p; ¥ pyr; son de la forma
pri(z) = Ap i € + Bryr 7 £ . {3.52)

En la region central del capilar el perfil es definido como

p11{#) = Aprsin{k,z) + Brrcos(kpz) + pp, (3.53)

donde £p, = £ 1, kp = [(1 = po)/po)"* ¥ pp = —1/ (kp)?.

Fluctuaciones y correlaciones

Para calcular las fluctuaciones en la densidad &l andlogo mecénico-cudntico corresponde a
una particula en un potencial de pozo cuadrado definido como

1, 0<z< 2,
Vi =4 fa=—, 7 <2< 2, (3.54)
1, 79 < z < L.

En este caso las eigenfunciones ¢, (z) que determinan las eigenfunciones totales ¥,(2; Q)
que satisfacen la ec. de Schrédinger son determinadas como

Qan,(}')a <z 21,
?.(2) =< Cuinry 7 <z <z, (3.55)
P (111 Zo <z < L.
'pn,m{z) ¥ @n i (7) son de la forma
— knz —knz o
9%,(1,111)(2) = An,(f,m)e =+ Bn,{I,III)e (3.56)

v en la regidn 7,
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Figura 3.3: Potencial de pozo rectangular definido para el meodelo de triple pardbola.

G 11)(2) = An, 11y sin(k{2) + By 11 cos(k$ ), (3.57)

con kp, =1{1 —£,)"?y B9 = (kf, +en )12,
Las eigenfunciones satisfacen ias ecs. 3.20 y 321 en las paredes y son continuas junto con
su primera derivada en 2; y 22,

on i) = @, anyla), {3.58}
o nize) = ¢, ain2e), (3.59)
‘an,u)(zl) = ¢ unlz), (3.60)
Cr.n(z2) = ¢l rnlze)- (3.61)

Factor de estructura

El factor de estructura queda definido en las tres reglones mediante las funciones

(;)I((_'), G<Z<Z1,

B
Pr(>)s 0<z<z, (3.62)

¢r(2Q) z{
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¢'III(<}1 2z <z < L,
brr(z Q) = 3.63
111(%Q) { S11105): m<z<h {3.63)
Las funciones definidas en ¢; ¥ ¢;;; son determinadas como

br.10(z Q) = ag o €755 4+ by gy €57, (3.64)

1/
47

con kp = {1+ Q%) /2 ya que V{p) = I en estas dos regiones. En la regién I las funciones son

[ by m<z<a,
Pz = { Pri(>) <zl {3.65)
COlLL
{L(_<’>) Si‘ﬂ(er} + b;<’>) COS{k,.z), kr — (V _ Qz) i/2 ,
e 1/2 (3.66)
JOFSLEAE L ke = (@2 -V} '™,

Los coeficientes quedan determinados mediante las ecs. 3.35 y 3.36 escritas para este caso como

¥ b (9] _ - $ra ()] _ +BQ dro ()] =0, (3.67)

z=

VY Prrres) (Z)LIL + Prriesy (2) T BQ® ¢11105) (Z)Lx‘g =40 (3.68)

Ademas, sabemos que las funciones ¥ sus primeras derivadas son continuas en los puntos
21 ¥ 29; esto significa que satisfacen las ecs. siguientes:

b1(<)(21) = drp<){=1), (3.69)
Presy(22) = @y (21), (3.70)
Bri(y{z2) = ey fz2), (3.711)
br1sy(22) = Gprpsy (22} (3.72)
Priay(z) = Srry(a), (3.73)
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¢}(>)(Zl) = 95’11())(21): (3.74)

' Y — & I =
bri(<)(z2) = Prrrgayiza); (3.75)
7 Y 3
q’f!())(32> = ¢III{>)(Z2}- (3.76)
Una vez gue se obtienen las funciones anteriores, el factor de estructurs gueda definido

mediante la ec.,

é{({) (z< aQ)d’I(>)(7’> sQ)

T N <z Z1,
G(Z,ZJ;Q) _ ¢ut<)(z<,%)jfr<>)(z>,c?)7 << 2, (3.77)

@i (e, @)y e (2> Q)

8 Wrrs ’
Donde los wronskianos Wy, Wiy v Wirr quedan determinados como el equivalente de las ecs.
3.42 v 3.43 aplicadas a este caso:

ze <2< L.

Wi = o7y (2¢;Q) ¢}(>) (2:Q) — ¢}(<) (z<; @) 15 (255 Q), (3.78)
Wir = biriay (23 Q) @11 (255 Q) — By (205 Q) briy (255 Q) (3.79)
Wirs = ¢rr1e) (23 Q) S1115y (255 Q) — Srrey (25 Q) brrrgsy (23 Q) - (3.80)

Las especificaciones para z. = z,2’ v 2. = z,2’, son las mismas que definimos para el caso
del modelo de doble pardbola.

Hemos visto gue para cada modelo de energia libre homogénea calculamos el factor de
esiructura, de acuerdo con las ecs. 3.41 y 3.77. En cada caso, podemos aproximar el factor de
estructura caiculado por el desarrollo en términos de las funciones propias (ver cap. 2) mediante
la ec.

1oy — S Enl2)en(Z)
Gl(z,7:Q) = T (3.81)
lo gue corresponderia a las contribuciones del espectro discreto. La contribucidn del espectro
discreto sumada & la contribucién del espectro continuo nos proporciona el factor de estructura
total. En la ecuacion 3.8 las funciones propias estdn normalizadas.
Para nuestro cdlculos usaremos en el ajuste del factor de estructura calculado a través de
la funcién de Green gue satisface la ec. 2.59, la ec. OZ dej tipo

n

o
G(z,2,Q) = é%%, (3.82)

de acuerdo con la teorfa Ornstein-Zernike que hermos descrito anteriormente. El coeficiente b es
calculado con el valor del factor de estructura en Qma, el valor de corte en nuestros céleules.
Ademsés podemos reconacer que b = £° {ver cap. 2).
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Capitulo 4

¢

Fluctuaciones de la densidad en
un sistema semi-infinito

En este capiiule presentamos los resuitados del caleulo de fluctuaciones de un fuido en presencia
de una pared para los modelos de energfa libre homogénea DF v TP. Los cdlculos corresponden
a estados cercanos a la transicién de mojado, (alrededor de la curva de premojado, fuera de la
coexistencia}. La funcional de la densidad es de la forma

7 1
Qp) = fdzde[f(fJ)—pp+—;f(Vp)2
+ J[ [‘{Jﬂ (o) + %9‘ (vlpe)z} dR, (4.1}

que es el caso descrito en el sistema confinado cuando I, —» oo.

Maodele DP

En esta seccidén mostraremos los cdlcuios correspondientes a las fluctuaciones del perfil
de equilibrio introduciendo un modelo de doble pardbola. Con este modelo estudiarernos el
compartamiento de fases, e potencial efectivo v el coeficlente de rigides.

Perfil de equilibric
En este caso, el perfi! de eqiilibrio satisface ia ecuacidn 3.11 v es de la forma

{ Are® +Bre %+ p+1, 0<z<l,
plz) = {4.2)
Apre ™+ u—1, { <z

Los coeficientes son calcutados con la condicién en la pared {ec. 3.12) y las condiciones de
continuidad,

pr (1) =pr (1) =0, (4.3}

pr )y =0 (). (4.4)

Estos coelicientes quedan determinados como

A = =7, (4.5)
B[ = —#317 (46)
Ay o= (1-pe (8.7)

En la fig. 4.1 mostramos el perfil de equilibric v sus fluctuaciones.
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Figura 4.1: Espectro de las fluctuaciones del perfil de equilibrio {(capa gruesa) con los pardmetros
u=—le—4, gy = 0.5 g =05 Encontramos dos estados localizados {cuande Det=0) cuyos
eigenvalores corresponden a las eigenfunciones ¢; y w,.

Coexistencia de fases y premojado

En el sistema semi-infinito conviene estudiar la situacion donde una fase es estable y la ofra
metaestable. Para g < 0 la fase de vapor es mds estable {la parte homogénea de la energfa libre
es w(p) = flp) — pp). En este caso estudiaremos el premojado que ocurre fuera de la curva
de coexistencia, para ciertos valores del campo de superficie pg v del factor de exacerbamiento
g > 0. Ahi, coexisten dos peliculas de fluido, una delgada v una gruesa. Conforme nos movemos
a través de la curva de premojado hacia la curva de coexistencia nos situamos en el mojado
completo o parcial (fig. 4.2).

En el diagrama. de fases de premojado (fig. 4.2} coexisten dos perfiles con el mismo valor de
§1', el que corresponde a la pelicula gruesa de la ec. 4.2 y el de la pelicula delgada para p < 0,
definido mediante la ec.:

plzy=Ape " +u—1. (4.8

El perfil de la ec. 4.8 satisface la ec. 3.11 v la condicién en la pared {ec. 3.12). El coeficiente
Ajr estd dado como,

! Sustituinos ol perfil de equilbrio en 02 {p{z}] ¥ restamos el término de bulic para obtener el valor de eguilibric
de £2.
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‘4[[ = {1 — ;L)el. (49)

Eu la curva de premojade el punio donde ocurre la tramsicidn de mojado corresponde a los
valores g = p v g = 0. También podemos identificar el punto critico de premojado donde las
dos fases son idénticas {I = ().

St el campo de bulto i tiende a cerc por abajo, (definiendo una trayectoria en el diagrama
de fases) nos acercamos al mojado y sabemos que ¢l grosor de la pelicula tiende a infinito ya sea
de forms continua o discontinua, Nusstros cdiculos nos permiten corroborar esto y encontrar

que { ~ In{—~1/u}, (ver fig. 4.3}

2f—'——‘~*r L

ey
T

Mo

Figura 4.2: Diagrama de fases de premojado donde ocurre una transicién de capa deigada a
gruesa. D y G denotan la cstabilidad de las capas delgada v grucsa respectivamente. Podemos
observar las estructuras que coexisten con un mismo valor {2 en un punto del diagrama fases
donde gy = 0.5 y p = —0.2207.

Estabilidad y fuctuaciones

La estabilidad del perfil de equilibric de la fig. 4.1 es obtenida cuando definimos las eigen-
funciones ,, que satisfacen la ecuacion 3.28 con la forma
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Figura 4.3: Crecimiento de la capa de mojado en la cercania de la coexistencia (u= — 0),
para campo de pared constante u, = (.5. La capa tlende a infinito de manera continua y es
proporcional al log{—1/p).

{ Anine™® + Ba e 2, 0<z<d,
#nl2) = (4.10)
An:(”)edk“z’ [<z
Sabernos que los coeficientes son encontrados con las condiciones de continuidad de las eigen-
funciones en { :

An €™ + B e = Ay qne” ™ (4.12)

Ademas, la primera derivada es discontinua en (,

d

N
kn B,y " — kA et — knhn gnem e = <20, (1) }

oy

l

} {4.12)

Q.

F4

¥ la condicién en la pared es,
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Figura 4.4: Eigenfunciones asociadas a los eigeunvalores localizados en los espectros generados
en la trayectoria p, = 0.5, pars p = 0.1 {curva delgada} y p = 0.3 [curva gruesa). La curva
discontinua corresponde a p = —~0.0001 (espectrc de 1a fig. 4.1)

—An,(1){g + kn} + Boyy(kn — g) = 0. (4.13)

De acuerdo con las ecs. apteriores obtenemos el espectro de eigenvalores v encontramos
ias fluctuaciones de la estructura de equilibrio a través de las eigenfunciones asociadas a estos
eigenvalores. Fn la fig. 4.1, dados g, p v p, podemos encontrar dog estados discretos en el
espectro. El primer estado corresponde a una fluctuacién rigida del perfil {cuando el sistema
es andlogo al sistema infinito), el segundo, de energia mds alta, corresponde a una fuctuacién
debida a la presencia de la pared.

Por g¢tro lado, siguiende una trayectoria en el diagrama de fases, por ejemplo a campo
de pared constante, encontramos que uno de los estados discretos desaparece conforme nos
slejamos de la curva de coexistencia. Es decir, permanece un estado discreto que corresponde
a una fluctuacién rigida del perfil. Los espectros de eigenvalores v sus eigenfunciones en dos
puntos de esta trayectoria son mostrados en la fig. 4.4.
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Factor de estructura y correlaciones

i factor de estructura es definido mediante las funciones

G5y (5 Q) = apsye™ + by e, (4.14]
Priy(5Q) = e FRE
(f’f(()(z; Q) - a[(()e—-kﬂz + effﬂz’ {415)
b1 Q) = apreye 4 bypeyet,
cuyos coeficientes son calculados mediante las condiciones
¢I(>,<) (i) = 9"711(>,<) (), (4-16}
d¢'f!(> <} d¢1(> 9 | dpi I~
S (e | I z —i ] , 41
dZ z=i dZ z=l ¢(>’<) ( ) ' dZ v2=it { 7)
¢1(<) (0) (—g+ BQ?) — ¢7, (0) = 0. (4.18)
Una vez encontrados los coeficientes definimos el factor de estructura como
Gl2%Q) = (4.19)
—¢1£)(2;}¢11(ZL(Z>) , 1<z,
i

con Wy v Wir, definidos a través de las ecs. 3.42 v 3.43. En la fig. 4.5 mostramos el factor de
estructura cuyo comportamiento es QZ.

Potencial efective Q, (1)

Podemos describir la coexistencia de fases en el premojado {capa delgada y gruesa) y el
comportamiento en la cercania del punto eritico de premojado a través del potencial efectivo
431 Q, () %

Definimos $2, (I}, como

()= [ a {w (o) — wlpe) + 3 (Vo) + o (o0} (4:20)
4]

donde p{I} es el perfil de la densidad en funcidn de la capa de premojado y g, = . — 1, es la
densidad en ¢l bulto. Los minimos a la misma altura de §2- (1) son asociados a los estados en
coexistencia con sus respectivas capas de premojado (delgada y gruesa).

2También podemos Hamarle potencial de desplazamiento rigido v es definido en ios hamiltonianos efectivos
para estudiar por ejemplo. las fuctuaciones de onda capilar v las transiciones de mojado {ver apéndice C deonde
Io escribimos como WD)},

49



Figura 4.5: Factor de estructura en las paredes y en la capa de premojade. Los asteriscos
corresponden al factor de estructura calculado con la ec. 3.41, la curva gruesa continua es el
ajuste de la ec. 3.82. En G(0,0; Q) la curva delgada es la contribucion de la fluctuacién de alta

energia,

Entonces Q; (1) se compone de dos contribuciones, cada una de ellas proviene del perfil de
capa delgada y gruesa respectivamente. Tanto la capa delgada (I < 0), como la gruesa (I > Q)
son definidas cuando p = 0 (ver figura 4.6). En la fig. 4.6 mostramos €, {{} con g, constante
para distintos valores del campo de bulto. Los minimos a la misma altura corresponden a un
punte de la curva de premojado.

Al integrar la ec. 4.20 obtenemos

Q(TD) <@
Q. (1) = ’ ’ 421
(&) {Q(TG)’ Y (4.21)
con
Q(D) — A?I_E{A + 1)2 ( )(A iR 1 4.22
o= e o At a1 (- po)(Ar -1, (4-22)
A2 B? A2
oy - Arga Iq_ -2 I~
\ 2(6 1)+2{1 e )+26 2ul
~L(Ar+Brrp+ D'+ (i) (Ar+ By +u+1). (4.23)

Los subindices D v {7 corresponden a las contribuciones al potencial de la capa delgada v gruesa,
respectivamente.
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Figura 4.6: 2, en una trayectoria pg = 0.48, constante. Con los valores del campo g = —0.3

(capa delgada estable) y 1 = —0.12 (capa gruesa estable). En p = —0.1993 coexisten dos perfiles
con el mismo valor de {1,.

Coeficiente de rigidez

En general, el perfil de equilibrio ademds de depender de la coordenada perpendicular a
ia intercara puede depender de las tres coordenadas, es decir p (z,y, z) = p(z;{{z,y)) donde la
capa de premojado es funcién de las coordenadas paralelas a la intercara.

En tal caso podemos escribir una expresién general para la funcional de la densidad 2 [p({)]
como

Q)] = fdz [ dﬂ{f(p(l))ﬁpp(lwr%[(%)2+(-@8—’;)2{v1}?}

+f [—%pz (z=00) + (p—polp(z =10 l)} R

JIHES R

4

donde



(Vo) = (%g)z + (%—‘Z)z (V1)° (4.25)

8p{z =00\’
(Vip(r=0:0)° = (—f’—(—al——-—)) (V2. (4.96)
Al agrupar los términee identificamos ot coeficiente de (V1)° como el coeficiente de rigidez T (f)

[44] que nos indica que tan rigida es la intercara. Es decir, el $rabajo que cuesta hacer “oscilar”
esta intercara. ¥ {l) en este caso resulta ser de la forma

(1 —p)? (%621-3#2; , <,
n(l) = Llem2 —gm4) L 1p2 (o2 o) — u] (4.27)
2
+Q:f_1“ezz+g_(e—zz_2#+uzeza)1 >0

Figura 4.7: Coeficiente de rigidez en premojado para ¢ = 0.5, By = 0.375, con los valores de
campo de coexistencia = 0,-0.1,-0.2, -0.3, -0.4, —-0.5.

El comportamiento del coeficiente de rigidez depende del modelo que escogimos, en este
caso depende del pardmetro B, que en otros modelos es omitido.



Modelo TP

En esta seccidn se muestra el cdlcule de las fluctuaciones de la densidad en la intercaras
de un finido en presencia de una pared con el modele TP. Aqui no hacemnos un andlisis del
comportamiento de fases, solo calculamos la estabilidad del perfil de equilibrio de la fig. 4.8

con los parametros ahf indicados. De esta forma podemos cornparar nuestros resultados con los
obtenidos para el modelo DP.

Perfil de equilibrioc

Cuando la parte homogénea de la energia libre corresponde a un modelo de iriple pardbola,

el perfil de equilibric que satisface lz ec. 3.11 y la ec. 3.12 es dz ia forms
Are™* L Bre* +p+1, 0<z <z,
plz) = { Arrsin{k,2) + By cos(kyz) — ,ukp“z, 71 <z < 29, (4.28)
Aprre™ 4+ p—1, <z

En este caso, como en el anterior, nos encontramos en una regién fuera de coexistencia (u < )
donde la fase con densidad negativa es la estable. Los coeficientes del perfil de equilibrio son
determinados con las condiciones de continuidad del perfil v sus derivadas en los puntos 27 y 3.

25

) —

'
-
el

Figura 4.8: Perfil de equilibrio para el sisterma fluido en presencia de una pared. Los pardmetros
del modelo son 1 =06, p= 0.0001, g = 0.25, p, = 0.73
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Figura 4.9: Espectro discreto de eigenvalores asociado a las fluctuaciones del perfil de equilibrio
de la fig. 4.8. Los eigenvalores son los puntos que cruzan el eje Det=0.

Fluctuaciones

Las fluctuaciones del perfil de equilibrio son determinadas con las eigenfunciones que satis-
facer la ec. de Schrédinger,

g An,(r)e_k“z + Bn,(z)ek"z, 0 <z <z,
o {z) = Ann Sin{kr{Lc)Z) + By n cos(k ), 2 < 2 < zo, (4.29)
An e ", zp < 2.

Las amplitudes de las eigenfunciones son obtenidos con las condiciones de continuidad de éstas
v de sus pimeras derivadas en los puntos z;, zp ¥ con la condicién en la pared:

An (=g + k) + By ny(—g — k) = 0. (4.30)

Las condiciones de continuidad v la ec. 4.30, generan un sistema de ecuaciones homogéneas
gue tiene solucién sélo st el determinante es cero. De esta forma obtenemos un espectro discreto.
Al analizar el espectro (fig. 4.9), encontrarzos ademss de la fluctuacidn de desplazamiento rigido
¥ la fluctuacidn debido a la presencia de la pared {energfa alta) un tercer estado asociado a un
ancho del perfil. Ademds, encontramos que si p; — 1 el mimere de eigenvalores se incrementa
(ver fig. 4.11).

Al igual que en el caso anterior {modelo DP), conforme nos alejamos del mojado, en la
trayectoria de p, = cte, desaparece el estado discrete asociado a la pared y encontramos sélo
dos eigenvalores discretos. En uno de los puntos de esta trayectoria desaparece también la
fluctuacién de ancho del perfil ¥ sélo obtenemos una fluctuacién asociada al desplazamiento del
perfil.
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Figura 4.10: Eigenfunciones asociadas a los eigenvalores del espectro discreto de la fig. 4.9.

Euseguida veremos cémo las correlaciones entre éstas fluctuaciones pueden ser descritas a
trdves del factor de estructura y averiguaremos si la fluctuacidn de ancho modifica las correla-
clones.

Factor de estructura y correlaciones

El factor de estructura G(z,2;:Q) (ec. 3.77) se calcula en tres regiones y se construys con
las funciones ¢{z; @) determinadas como

D10y (2 Q) = apoye™ 0 + eFrF, (4.31)
by (% Q) = apsye” R + brisy€" 5%, (4.32)
7 krz) + b7y, sin(k P
4 Q) = T cosl{kr2} + 11y sin(k,z), = (V= Q%77 (433)
PIH{< =7 — at o emEer g pt ks k= (—V+Q2)1/2 )
11(<) € r = .
- ) b sin(i o 2\ 172
5 () = 1) cos(kqz) + 11(>) Sin{krz), k= (V-0Q2)77, (434
HONDRIT A b omkez ot kez ky = (-V + Qz)l/ﬁ .
110> 118 r = :
Grrr<)(zQ) = @z R+ brpcyete, {4.35)
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Figura 4.11: Espectro asociado al perfil de equilibrio con los pardmetros uy = 0.6, 10 = —0.0001,
g=025y p, =098

¢[U(>)(Z§Q) = eknz, {4.36)

En las figs. 4.12 v 4.13 se muestra el factor de estructura en ia pared G{0,0; Q) v en un
punto en la intercara liquido-vapor (capa de premojade) G(1,1; Q). El factor de estructura total
determinado por la ec. 3.77 es comparado con un ajuste de una curva OZ vy en el caso de la
intercara con el primer factor de la suma de la ec. 3.81.

Observamos que el comportamiento de las correlaciones no se diferencié del que obtuvimos
para el caso del modelo DP. Es decir, en los dos casos obtenemos una semejanza con la teoria
OZ. También la fluctuacién asociada a la presencia de la pared tiene una contribucién grande
al factor de estructura como en el caso del modelo DP.



G(0,0,Q)

Figura 4.12: Factor de estructura en la pared correspondiente a las correlaciones entre las
fluctuaciones del perfil de la fig. 4.8, La curva de asteriscos corresponde al factor calculade
mediante la ec. 3.77. La curva gruesa es e} ajuste de OZ y la delgada es la contribucién de la
fluctuacién de superficie. Las contribuciones de las fluctuaciones de ancho y trastacidén son muy
pequenas.
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Figura 4.13: Factor de estructura en la capa de premojado. La contribucidn de la fluctuacion de
traslacidn y el ajuste OZ corresponden a la curva gruesa. Los asteriscos corresponden al factor
de estructura calculado con la ec. 3.77.



Capitulo 5
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En este capitulo mostramos los resultados obtenidos para el espectro de estabilidad vy las fun-
clones propias, cuando el fluido es confinado por paredes separadas una distancia L y que ejercen
campos de pared simétricamente opuestos py = —pp > 0, para el modelo DP y TP. Los cdlculos
corresponden al estado de equilibrio por arriba de la transicién de mojado cuando p = 0.

Modelo DF

En esta seccidn calculamos las fluctuaciones del perfil de equilibrio introduciendo un modelo
DP de energia libre homogénes.

Perfil de equilibrio y fluctuaciones

En la fig. 5.1 mostramos los perfiles de densidad para un capilar de ancho L = 24. Los
periiies son de la forma

Are=* + Bye® 4 1, 0<z< L/2,
o{z) = (5.1)
Arre™* + Byre® — 1, L/2<z<L,

{2y = Aje™® + Bre® 41, <2< L, (5.2}

p,(2) = Arje™ + Bre® — 1, 0<z<L, (5.3

para el perfil interfacial, la fase liquida y la fase de vapor, respectivamente. Los perfiles de las
ecs. 5.2 y 5.3 satisfacen las condiciones en las paredes 3.12 v 3.13.

En la fig. 5.2 mostramos el espectro de eigenvalores asociados a las fluctuaciones del perfil
de equilibrio de la ec. 5.1. El espectro ez compuesto de eigenvalores positivos que corroboran
la estabilidad de los estados confinadoes en equilibrio. Encontramos tres estados discretos, dos
de ellos son cuasi-degenerados debido a la presencia de las paredes. El primer eigenvalor es
asociadc a un desplazamiento rigido del perfil cuando L — oo.

Las funciones propias correspondientes a los eigenvalores se muestran en la fig. 5.3. Las
eigenfunciones son de la forma

An e B 4 Bn!(j}ﬁk”z, 0<z<L/2,
onf2) = (5.4
A rre” % Bn,(n)ek"z, Lji2<z< L.

En la fig. 5.4 podemos observar el comportamientc del eigenvalor mds bajo, notando que
conforme L — o0, g1 — 0. Un andlisis méds detallado de esta curva indica que en campo medio,
. . 7z
€1 es proporciona. a e~ L.
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Figura 5.1: Perfiles de densidad en equilibrio para paredes con campos de superficie opuestos
po=—pp =039, =05, p=0y L =24 (a) Perfil interfacial (h) Coexistencia de fases de los
estados de equilibrio g, v p,-

Factor de estructura

Construimos el factor de estructura como hemos descrito en el cap. 3, con las funciones

a[(<)e—k3z + ekgz}

il

$1{z:Q) {5.5)

aI(;,)e—kRz + b;(>)ekﬁz.

aH(‘()EAkRz + b“-(<)ekﬁz,

¢11(z Q)

{5.6)
CLII(>)€—kRz + e_kﬂz.

Por comparacién obtenemos un ajuste del factor de estructura con la curva de la ec. 3.82.
Observamos gue en las paredés y en la mitad del capilar el comportamisnto es OZ. Las con-
tribuciones a G(0,%; @) de los estados cuasi-degenerados son notables (ver fig. 5.5) y el factor de
estructura G(L/2, L/2; (3} s determinado con la contribucién del primer término de la ecuacién
3.81 (eigenvalor més bajo).
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Figura 5.2: Espectro de eigenvalores asociado al perfil interfacial de la fig. 5.1 (a). FEncon-
tramos tres eigenvalores discretos donde el determinante {Det) del sistema de las condiciones
que satisfacen ¢, (z) es cero.

08: j
o 08 ‘
0.4
0.z
% 5 10 15 25
Z
08
osh
. 04
& el
0.2

ura 5.3: Eigenfunciones correspondientes a los eigenvalores del espectre discreto de la fig.
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PFigura 5.4 Comportemiento del eigenvalor més bajo en el case de paredes simétricamente
opuestas con p, = —py; = 0.01, g = 0.5, para distintos valores del ancho del capilar L. De un
ajuste de datos obtenemos la ec. £ = aexp{—bL?) paraay b > (.
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Figura 5.5: Factor de estructura en las paredes G{(0,0;Q) y en la mitad del capilar,
G{Lj2,L/2; Q) correspondiente a las correlaciones enire las fluctuacicnes del perfil de la fig. 5.1
(a). Los asteriscos representan la curva de la ecuacién 3.77. La curva gruesa es el sjuste de una
curva, OZ. En las paredes la curva delgada es la contribucién de los términos cuasi-degenerados
de laec. 3.81. En la mitad del capilar la contribucién de la fluctuacion de desplazamiento rigido
{curva gruesa continua) coincide con el factor de estructura calculado y €l ajuste OZ.
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Modelo TP

En esta seccién calculamos las fluctuaciones del perfil de equilibrio introduciendo un modelo
TP para la energia libre homogénea.

Pertil de equilibrio

Si introducimos la funcién de energia libre de triple pardbola (ec. 3.44} el perfil que satisface
iaec. 3.11 y las condiciones de frontera en las paredes {ecs. 3.12 y 3.13) es de la forma

Are™* + Bref + 1, 0<z<az,
p(z) = { Aprsin{kyz) + By cos(k,z), 7 < 2z < zg, (5.7)
Appre”* + Birge® — 1, s < z< L.

©

Figura 5.6: Perfil de equilibric correspondiente al capilar de paredes opuestas con el models TP
para fg = —pp =039, g =05, pp =070, p=0y L =24

Fn ia fig. 5.6 se muestra el perfil de equilibrio cuyos coeficientes hemos calculado con las
ecs. de continuidad definidas en el cap. 3.

Fluctuaciones

Para calcular las fluctuaciones del perfil de equilibrio de la fig. 5.6, encontramos el especiro
discreto de eigenvalores v determinamos las funciones propias como
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Figura 5.7: Fspectro de eigenvalores que determina las fluctuaciones del perfil de equilibrio de
ia fig. 5.6.

Notamos que en el espectro de la fig. 5.7 aparecen cuatro estados discretos, el de mds baja
energfa (en todos los casos aparace) corresponde a una fluctuacién del desplazamiento del perfil
cuando [ — oo, Con energia mds alta se encuentran dos estados cuasi-degenerados, por la
presencia de las paredes, y el dltimo corresponde a una fluctuacién de ancho del perfil. En la
fig. 5.8 se muestran las eigenfunciones correspondientes a estos eigenvalores.

Correlaciones

El factor de estructura es calculado con las funciones siguientes

= a;(<)e‘k“z “+ Bkﬁz, (5. )

) 9
) —kxz k -
Prsylz ) = armye” T 4 by et (5.10)
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Figura 3.8: Eigenfunciones correspondientes a los eigenvalores del espectro discreto de la fig.
5.7.

{ - ; — : 1/2

b (5Q) = { <y ©08(kez) + by oy sin(kr2), k= (V- Q%) s (5.10)
H - 1/2 .
© i\ a?f{()e_kv “+ b?}'(()ekTZx ke = (_V + Qz) 1

_ - . 1/2
5 a1 y(sy C0s{krz) + sy sin(k,z}, ke = (V- Q%) / ; )
7 11(>)(25Q) = + Ckz + P ke — (-7 oy 1/2 (5.12)

Arrisy© T € r=(=V+Q%'",

Srinaylnd) = anl(<)€kk32 + brrrg<)e™, (5.13)
Sy #H Q) = arrnes)e ™ by R (5.14)

De acuerdo con las ecs. del cap. 3 determinamos el factor de estructura en las paredes y en
la mitad del capilar. En las figs. 5.9 y 5.10 se muestra el factor de estructura calculado mediante
las ec. 3.77, el ajuste de una curva OZ y las contribuciones de los términos de la ec. 3.81.

Observamos gue el factor de estructura tanto en las paredes como en el capilar tiene un
comportamiente OZ. La contribucidn del segundo v tercer término de la ec. 3.81 (estados discre-
tos cuasi-degenerados) al factor de estructura en las paredes G(0,0; Q) es notoria, mientras que
las contribuciones de las fluctuaciones de ancho y traslacién son pequefias (no mostradas en las
figs.). Por otro lado la contribucién de la fluctuacién de desplazamiento rigido a G{L/2, L/2; Q)
domina, por lo que las contribuciones de los otros términos y del espectro continuo son despre-
cladas.
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Figura 5.9: Factor de estructura en las paredes (7 < 1) correspondiente a las correlaciones entre
las fluctuaciones del perfil de la fig. 5.6. Los asteriscos corresponden al factor de estructura
calculado mediante la ec. 3.77. La curva gruesa continua s ¢l ajuste OZ v la delgada es 1a
contribucion de las fluctuaciones de superficle (estados cuasi-degenerados).
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Figura 5.10: Factor de estructura en la mitad del capilar. La curva gruesa corresponde al ajuste
OZ que coincide con la contribucién del término asociado a la fuctuacidn de traslacidn. Los
asteriscos corresponden al cédleule de la ec, 3.77.
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En este caso consideramos un fluldo confinado entre paredes que ejercen campos de pared idénti-
cos pg = oy > {1 Obtenemos los estados de equilibrio y las Ructuaciones en Ia densidad mediante
el especiro de eigenvalores con el modelo de doble pardbola.

La coexistencia de estados ocurre para pp < 0y gy = pp > . Se identifican varios casos,
el primero corresponde a la condensacién capilar con dos clases de coexistencia, en una de éstas
coexisten los perfiles de la fase Hquida y la fase de vapor (perfiles con densidad positivae y negativa
respectivamente). En la otra situacidn coexiste un perfil ascciade a la fase lquida y un perfil
gue ha desarrollado capas de mojado en las paredes (mojado desplazade).

Otro caso es asociado al premojado desplazado (premojado en el capilar) donde coexisten
un perfil con capas delgadas y otre que ha desarrollade capas de premojado gruesas.

Condeunsacién capilar y premojadoe desplazade

La fig. 6.1 muestra los perfiles en coexistencia en la condensacién capilar asociados a las
fases liquida v de vapor. Los perfiles son de la forma

pz) = Are™* + Bre* + p+ 1, (6.1)

polz) = Apre™ + Brre +p—1, (6.2)

con los coeficientes determinados por las condiciones en las paredes (ec. 3.12 y 3.13).

El espectro de la fig. 6.2 determina los estados localizados asociados a las fluctuaciones de
los perfiles en equilibric. Fl espectro es idéntico para cada uno de los perfiles de las ecs. 6.1 y
6.2 ya gue sélo depende de las condiciones en las paredes (depende sélo del anche del capilar
y el pardmetro de exhacerbamientc). Los eigenvalores son positivos entonces los estados confi-
nados en equilibrio son estables. Observamos que los estados discretos son cuasi-degenerados y
corresponden a eigenfunciones de la forma

o, (2) = Anexp(—kn2) + B explk,z), (6.3)

con las amplitudes 4, v B, determinadas sélo por lag condiciones de frontera en las paredes.
El factor de estructura queda determinado como

Gz, 2,Q) = {—€"8* £ a(Q)e™ %) (e7F2% 4 p(Q)e*=?) W1, (5.4

siendo (@) y b{&J) coeficientes caleulados por las condiciones en las paredes. W es Wronskiano
definido en el cap. 3.
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Figura 8.1: Perfiles de densidad en equilibrio con campos de pared uq = pz, = 0.1250 y campo de
coexistencia p = —0.05 en la condensacién capilar. El perfil con densidad positiva corresponde
a la fase liquida y el perfil con densidad negativa es asociado 2 la fase de vapor.
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Figura 6.2: Espectro de eigenvalores correspondiente a los perfiles de densidad negativa y positiva
de la figura 6.1. Encontramos dos estados discretos cuasi-degenerados. Aqul los ceros del
determinante no dependen de la forma del perfil.
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Figura 6.4: Factor de estructura en les paredes y en la mitad del capilar correspondiene a
las correlaciones de los perfiles de la fig. 6.1. La curva de asteriscos corresponde al factor de
estructura calculado mediante la ec. 6.4. La curva continua es el ajuste de una curva OZ. En
G(0,0; @) la curva delgada es ia contribucién del primer término de la ec. 3.81.
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Figura 6.5: Estados de equilibrio en coexistencia correspondientes al premojado en e] capilar
para los campos de pared pg = pyp = 0.6023 y p = —~0.4.

En la fig. 6.4 se muestra el factor de estructura en las paredes v en la mitad del capilar.
Notamos que al ajustarlo con una curva OZ, se encuentra una ligera desviacién en la mitad del
capilar, mientras que en las paredes se ajusta a este comportamiento. También se muestra la
contribucién de la fluctuacién asociada al eigenvalor mas bajo para el factor de estructura en
las paredes. La contribucidn de dicha fluctuacidn en la mitad del capilar es muy pequena.

Las figs. 6.5 y 6.6 muestran los estados que coexisten en la curva de premojade v en la
curva de condensacidn capilar por arriba de la transicién de mojado. El perfil compuesto que

desarrolla peliculas de mojade {asociado a las peliculas gruesas de la fig. 6.5 v al vapor en la
fig. 6.6) es de la forma

A=z 4 BOher 0y 1y 0<z<ly,
p(z) = Apre ™ + Brref +p—1, L <z < Iy, (65)
Ale=z 4 BMez g1, ly<z<L

Los coeficientes con los superindices (0, L, estdn definidos en la regién [ para 2z = 0, L v puntos
cercanos a las paredes. Todos los coeficientes son obtenidos al satisfacer las condiciones de
continuidad de p y ¢’ en Iy v [» {capas de equilibrio} qgue cruzan el eje p = 0, ademsds de las
condiciones en las paredes (nétese que el perfil de la ec. 6.5 cruza el valor p = 0, dos vecss, en
las regiones I y 1] del modelo de doble pardbola).

En la fig. 6.7 mostramos el espectro de eigenvalores asociado al perfil de densidad negativa
de la fig. 6.6, donde encontramos dos estados cuasi-degenerados. Las eigenfunciones (fig. 6.8}
asocladas a estos eigenvalores se escriben coma
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Figura 6.6: Estados de equilibrio en coexistencia por arriba de la transicién de mojado en la
curva de condensacién capilar para el caso en el cual el perfil de la fase estable desarrolla capas
de mojado (mojado desplazado). Los pardmetros son g = 0.5, L = 12, gy = pp == 0.2628 y

p= —0.1750

AEE)(I)e_k“Z + Ba(ﬂf)eknz’ 0<z<h,
(ron(z) = An,(l[]e_k"z + Bn,(ff}eknza !1 <z< 52’ (66}
t Af:()n)e—k"z + Bf{:f(}meknz’ fp<z<L.
Notemos que en este caso el potencial en la ec. de Schradinger es una funcide delta definida en

los puntos p{ly} =0y p{lz) = 0 en las capas de premojado.

Punto triple

Hemaos aclavado cdmo surgen estados de equilibrio en coexistencia en la transicidn de pre-
meojado y condensacién capilar. Dadas las caracteristicas del diagrama de fases podemos obtener
la coexistencia de tres fases, debido al cruce entre las curvas asociadas a estas transiciones {ver
fig. 6.9). En el punto triple coexisten los estados asociados a una pelicula gruesa, una pelicula
delgada y el liguido, con el mismo valor de & (fig. 6.10).

Factor de estructura

Calcularemos el factor de estructura del perfil de la ec. 6.5 para el casc de la condensacidn
capllar por arriba de la {ransicién de mojado. Fl factor de estructura queda definido en los
intetvalos 0 < z < I; {regién I}, Iy < z < I3 {regién IF) y o < z < L {regidén I}, En cada
intervalo existen dos funciones ¢ .y que satisfacen las ecs.

¢E?L,>)(ll) = b (Bl (6.7)
brresi(B) = O1(Ls(R): 6.8)

70



002, A

20 ]i oo15‘~ /\ k
!
-400
0ot i
500 E
o605 §
o SO T d—
LE] O °
o g i
B L \
[ 0005
1200 <
am
L1400 i
500 0015
-1800 L " L -0 ZL__L —_— 2 T
¢ 0z 04  0& 08 1 Yo Tim om0 oieE
g g

Fizura 6.7: Espectro de eigenvalores correspondientes al perfil de densidad negativa de la fig.
6.6. Se observan dos eigenvalores discretos cuasi-degenerados.
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Figura 6.8: Eigenfunciones asociadas al espectro de la fig. 6.7.
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Figura 6.9: Diagrama de fases que muestra la coexistencia de fases en el premojado desplazade
{curve gruesa continus) y en la condensacion capilar (curva delgada y punteada). El punto
critico capilar ocurre en un campo de pared y de bulto muy grandes por lo gue no aparece en
la curva. En la curva delgada coexisten las fases liquida y de vapor, en la gruesa, los perfiles de
capas gruesas v delgadas y en la punteada la fase liguida v el perfil con capas de mojade. Cada
una de las curvas son continuas en estados metaestables los cuales no se presentan en la Bgura.
Fl punto de interseccién corresponde al punto triple.

*2¢5(<,>) (11)

L {0).r

¢ - 6.9
II(<,>)L= 2=l Ip’(ll)f ( )

—2¢ (12}

Ly — (<, »)\"2/ 2 1n
°“r(<>)' f¢}f(<_>}'z:h = T (6.10)
fgabfk,u oW (0) + B (0@ = 0, (6.11)
—99t (L) + 60 (L) + BoltL (D)QF = 0. (6.12)

Las funciones ¢ son de la forma
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Figura 6.10; Perfiles que coexisten en el punto triple del diagrama de fagses de la fig. 8.0, Las
curvas delgadas corresponden respectivamente a las fases de vapor v Hguido, 1
el perfil de premojado (capa gruesa).

Bty = Afee 0<z<i, (6.13)
0 9 —kpz O "z
¢§()>) = ag&;e & +b§()>)€k ) 0<z<ly, (6.14)
birie) = e Fbinget, b <z <, (6.15)
Brrs)y = Grr€ 7R by e, <z <y, (6.16)
Piiyy = "*Era)efk”z + b e, h<z<L, (6.17)
2
By = SRl e h<z<L (6.18)

Cada uno de los coeficientes son obtenidos en funcién de @ vy entonces obtenemos el factor
de estructura, a través de la ec. 3.41.

Podemos identificar el factor de estractura en la mitad de} capilar y en las paredes, en
la fig. 6.11 Aqui realizamos un ajusie a la curva del tipo OZ correspondiente a la aec. 3.82.
Notamos gue, en las paredes éste se desvia de un comportamiento OZ, mientras que en la mitad
del capilar se tiene este comportamiento para @ < 1.

Potencial efectivo Q. ({1, {2)

En el case del perfil de capas gruesas de la fig. 6.5 caleulamos 0, {1;, I3} en términos de dos
variables [; ¥ Is donde p = (. Lo mismo sucede para el caso del perfil de capas delgadas si lo
continuamos hasta que cruze el eje p = 0. De esta forma obtenemos 2.({1,1s) cuyos minimos
son asociados a las capas de equilibrio de la fig. 6.5.

El potencial es de la forma

[ oo L <0 >
.01,y = ¢ Y : R (6.19
(1,02} {{ QS‘G': O0<b < Lj2 Li2<ly< L, ' )
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Figura 6.11: Factor de estructura en las paredes y en la mitad del capilar correspondiente al perfil
de densidad negativa que desarrolla capas de mojado (fig. 6.6). Los asteriscos corresponden al
factor de estructura calculado con la ec. 3.41. La curva gruesa continua eg la curve OZ de la
ecuacién 3.82. En G(0,0;@) la curva delgada es la contribucién del primer términc de la ec.
3.81.

donde
AZ B2
G = e - R - el u2) - L
g
-5 (£°{0) + P2 (L)) + {p — pp)p(0) + (g — ) p(L), (6.20)
con
(1= pjetiria)
AII - eil +€I2 *
1—p
Bf[ = m, (6.21)
wr =l p2) (6.2
y
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2 @\?
Qe = —-—-(Ai> (1ﬁe“21~)+—-——-(3i) (e® ~ 1) - uly (1+g)

Az _or, . B , oy i
+——2-££(e 2!‘~e2‘€) -—2‘f—(2"‘~e“‘}-«-#l2(1—-§>
2
{L}\2 Bib
—uly (1 _ %) 4 (A12 ) (8—2l2 _ e-—ZL) 4 ( [2 ) (82L _62«!2)
ks (1 ’;} —pE{1+ %} + —% (2(0) + (D))
i~ pa)p(0) + (p — pp) pL) — L. (6.23)

También AETO), BEO) , A1z, Bir, AETL} ¥ vaL) son funciones de {y v o v sus expresiones lag

omitimos.
En la fig. 6.12 se muestra la forma de 2.(!}, 1), cuyos mrinimos corresponden a los estados

de equilibric de la fig. 6.13 en el premojado en el capilar.

(&) 5

G 19k
18k
=
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Figura 6.12: Potencial efectivo €2.{I),1;) del premojado desplazado. En (a) el potencial estd en
funcién de {3 v en (b} en funcién de lp. Los minimos corresponden a las capas de equilibric.
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Figura 6.13: Coexistencia en el premojado desplazado (premojado en el capilar) que fustra las

capas de equilibric que corresponden a p = 9. (Esta fig. es la misma gue la fig. 6.5 para flustrar
ias capas de equilibrio}.

76



Capitulo 7

3 Eay Mf‘effgr 1
Fiuctuaciones de la densidad en

una intercara esférica

Y

En este capitulo caiculamos las fluctuaciones de la capa de premojado en una intercara esférica.
En este caso la transicién de mojado - como hemos visto- es desplazada por una transicidn
delgada-gruesa similar a la de premojado [31, 33]. Entonces estudiaremos ests transicién para
i > 0. Usaremos la funcional de la densidad en campo medio con geometria esférica con una
funcién de energia libre de doble parghola ambas definidas en el cap. 3 para el plano.

Funcional de la densidad

Consideremos una esfera de radio R inmersa en un fluido. Un sistema con esta geometria
puede ser estudiado con la funcional de la densidad de la forma:

< 2
)= [ 1) - L (%) } e 44 (o (R)) R (7.1

Al

<,

p(r) es el perfil de la densidad para r > R. ¢, {p{R)) es la contribucién a la energfa debido a la
interaccidn entre el fluido v la superficie esiérica v fiene la forma:

vy (o (R)) = ~£27(B) + (= m)o(R), (7.2)

con g el pardmetro de exhacerbamiento, p el campo de bulto y g, el campo que ejerce sobre el
fluido la pared esférica.

La primera variacién de la funcional nos proporciona la ecuacién Euler-Lagrange para Ia
geometria esférica:

d?p  2dp
4 T ——— e ——— T
f dr?  rdr 0, (73)
con la condicién en la pared,
—dp
W ()p =0 (74

=R

¥l perfil de denstdad que satisface la ec. 7.3 con la condicidn en la frontera 7.4, es el perfil
de equilibrio,

Perfil de equilibric

Sabemos que el perfll de equilibrio satisface la ec. 7.3 ¥ la condicidn en la pared (ec. 7.4).
Introduciendo el modelo de doble pargbola el perfil de densidad queda determinado como
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£A15;+BIET:*+#+1‘ R<r <R+,
o) = (7

{ Ans—+p—1, R+i<r
El perfil de equilibric y su derivada deben ser continuas en r = R+, donde p = 0. Ademas

con la condicién en la pared se determinan las amplitudes A7, By, Arr del perfil de equilibrio.
En la fig. 7.1 se observa el perfil de equilibrio para los pardmetros especificados.

1.5 [

8 85 ) 25 0 05 31 115 12

Figura 7.1: Perfil de equilibric para un sustrato esférico con R = 8, g = 0.3, 4y = 070 v
po=—0.1.
o

Transicidn deilgada-gruesa

Hemos aclzrado gue cuando dos perfiles correspondientes a una capa delgads v una capa
griesa coexisten con: el mismo valor de £ con un campo de bulto p > [ ocurre uns transicién
de una capa delgada a una gruesa.

Al igual que en los casos anteriores, para la intercara esférica construimos la curva de esta
transicién cuando igualamos el valor de {} de cada uno de los perfiles de equilibrio de la capa
gruesa (ec. 7.5) v de la capa delgada:

r

e
,O(T) = A[['—T“- +u—1 {76)

El periil de ia ec. 7.6, al igual que el de la ec. 7.5, satisface la ec. 7.3 ¥ la condicién en la pared
{ec. 7.4).

Recerdemos que el valor de equilibrio de £ es obtenido cusndo introducimos el perfil de
equilibrio en la funcional de la ec. 7.1 y restamos la energia libre de bulto. En la fig. 7.2 se
observa la forma de la curva de premojado donde coexisten dos perfiles con el mismo valor de
.

El comportamiento de la capa de mojado se puede entender mediante ia figura 7.4. La
curva, cercana al campo de bulto cero, tiene la forma In{R + [} = a1 + by, donde &l valor de
las constantes a; ¥ b: son encontradas con un ajuste de datos. De aquf podemos enconfrar que
cuando p~ — 0, m(R+1} = a1 v [ ~ In(R) — ¢, donde ¢ es una constante.
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Figura 7.2; Diagrama de fases en €l pianc u,, u donde coexisten dos fases correspondientes a una
capa delgada y una gruesa (g = 0.5 y R = 8). La curva cruza en g = ( (notar que en el sistema
semi-infinito la curva es tangente a la curva de coexistencia) v es definida en valores de g > 0.
D v (7 sefialan las regiones en las cuales la capa delgada v gruesa son estables respectivamente.

Potencial efectivo 2,.(!)

La funcional de la densidad (ec. 7.1) nos permite calcular €2 ({) para este caso, como

7 1 [ dp(r 1) 2} .
Q0 = wip) —w(p)+ gt —— ] | ridr
ﬁ{ | 2( dr )
5 (p (R 1)) R?, (7.7)
siendo
w(p) = fp{r; 1) — up(r; 1) (7.8)

w(p,) es el valor de w en la fase de bulto ¥ ya la hemos definido.

Q. (1) puede ser obtenido de manera analitica al integrar la ecuacién 7.7, resultando

0% s,
Q-(0) = { o o (7.9)

con
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Figura 7.3: Perfiles de la densidad correspondientes a la capa delgada y gruesa que coexisten
con p) = 1.0, pp = —0.512, g = 0.5, R = 8. El corte de los perfiles con p = 0 corresponde 2 los
valores de las capas delgada v gruesa en equilibrio, es decir son los minimos de §.(1).
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Figura 7.4: Comportamiento de la capa de mojado en una trayectoriza de campo de pared
constante. Cuando u~ —» {1, la capa tiende a un valor finito. La linea continus es el ajuste de la
ec. logarftmica explicada en el texto.
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o 5 © (”RH tye w1

Afo Ag op l\ B? zv-/ 1\1
e i =2 Sy __DieR P
A2 VTR 20 R

2
+%{ie—2(R+l} (1 + J__) + (W — we) % {(R + l)3 o RSJ

A;B[

AR+l
s (p (R 1)) R?, {7.10)
oy _ A% _an 1 , . 2

QT - Te 1+§ + ¥i< (JO(R"Z))R ) (711)

donde

1
we=n(1- ) (712)
1
W = — (1 + 5#) (713)
¥

Y1ep (Pop (R R+1) = —%p?;,p (B} + (p— py) pop (1) (7.14)

Pc,p es el perfil de capa gruesa y delgada que corresponde a las ecs. 7.5 y 7.6, respectivamente.
Las amplitudes de los perfiles en funcién de la capa [ quedan determinadas como:

Ar = BTN - wR 41,
B = —e @R+,
A = (R+1){1— p)e®H, (7.15)

oIS ¥ 4 son las contribuciones al potencial efectivo de la capa gruesa y delgada respectiva-
mente.

Para calcular Q. {I) situamos la capa delgada dentro de la esfera, como el eguivalente del
plano cuando definimos [ < 0. Este argumento es claro cuando sustituimos la variable de inte-
gracién + por v’ =r — R y la integral de la ec. 7.7 es definida con el lfmite inferior cero.

Limite R — oo (esfera — plano)

De acuerdo con la forma de Q,.{1) (ec. 7.9) correspondiente al sustrato esférico, en la
transicidn delgada-gruesa podemos discutir qué sucede cuendo €l radic de la esfera tiende a
infinito. Esperamos que Q. ([} converja al potencial efectivo definido en el premojado del sistema
planar (ver cap. 4). En el primer capitulo discutimos este hecho cuando en el andlisis de las
tensiones asociadas a cada intercara obtuvimos la ec. de Antonov para el planc (ec. 1.10).

Nuestra suposicidn es confirmada cuando en la contribucidén sl potencial efectivo del perfil
de capa delgada QP (0,
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Figura 7.5: Potencial efectivo 2,(I) correspondiente a distintos valores del campo de bulto para
un valor £jo del campo de pared {g; = 1). Podemos observar los estados en coexistencia {fig.
7.3) asociados & los minimos & la misma altura de £.({) (curva gruesa).

B -
() _ A3 e2R (

- E o (11 f) P, (7.16)

pid

(normalizada con el drea de la esfera) definimos el limite cuando el radio R tiende a infinito. Si
introducimos la forma del coeficiente A;z(1) del perfil delgado (ec. 7.15) podemos escribir

o 1(R+17? 2 o 1
et S P A L7 & (R+1) —2R +
B = T (1-pu)e e <1+ R)
+P1p (pp (R 1)) (7.17)

Desarrollando el primer término obtenemos

ol _ £(1+?£+_{2__) (1+i) (1 — u)2e®

R? 2 R R? R
+¥1p (pp (B51)). (7.18)
Cuando R — oo resulte
ooy _ .
_;%I_I,noo Rz( ) = 5(1 — u)?e® + leinwwln (pp (B3}, (7.19)

que corresponde a la contribucidn del perfil de capa delgada al potencial efectivo en el case del
sistema semi-infinito (ec. 4.22). Lo mismo podemos hacer con la contribucién del perfil de capa

gruesa y dermostrar que el limp oo Qi (I)/R? corresponde al término del potencial efectivo

82



asociado al perfil de capa gruesa en el caso del plano {sistema semi-infiniio). De acuerdo con el
resultado anterior el problema de la intercara esférica es reducido al caso de la intercara plana
en el limite B — oo

En la fig. 7.6, mostramos secciones dei diagrama de fases para el caso de una pared esférica
con distintos radios del sustrato {curvas gruesas) v el caso de un plano (curva delgads). Podemeos
notar que cuando el radio de la pared esférica crece la curva se asemeja al diagrama de fases de
premojado con simetrfa planar.

0.2T
|
[

v

058}

-08

Figura 7.6: Secciones de los diagramas de fase de premojado en el plano g, p. Las curvas
gruesas corresponden al sustrato esférico para distintos radios de la esfera y la curva delgada
corresponde al plano.

En la siguiente seccidn encontraremos también la situacién del limite planar al estudiar las
Huctuaciones de la capa de mojado.

Fluctuaciones

En esta parte nos interesa encontrar las fluctuaciones en el radic de la intercara esférica
para lo cual obtenemos la segunda variacién de la funcional de la densidad. Corsideraremos que
el perfil varfa sélo en direccion radial y entonces estudiaremos las fluctuactones en la localizacién
de la capa de mojadoe, con la segunda variacion de la funcional de 1a densidad,

1 7 d(8p) d(5
0 = 5[7'2037" (w" {p) bpbp + ’%ﬁp—)—gf—))
1]

R? .
+—2_ wll(P)itR EPREPR: (720)

donde bpp = 8pl,_p - Integrando, obtenemos
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2 = L T ozgrso o imss £LP)_24050)
&0 = 3 rdr&pkw {p)ép = -—
4]
R R? d(8p)]
+5 Vrbprirn - 5 — !Tzﬂﬁpa- (7.21)

Sahemos que dp contribuye a la segunda variacién del funcional, ya que ésta pusde expresarse
en términos de las eigenfunciones ¢, (r) que son soluciones de la ecuacién: de Bchrodinger:

: L Ple () 2d(p, ()
(o) o )= T D) 22080 o (). (7.22)

Entonces " (0} ,— 0 = V() es el potencial delta de simeirfa radial identificado comeo la segunda
derivada de la funcién de energia libre evaluada en el perfil de equilibrio.
En la pared las eigenfunciones satisfacen:

e alHer — Al g, (7.23)
dr \._gp

En general la ecuacidén de Schrddinger radial es escrita como

1 d, " L(H-l)
= (1% (r)) =

P (r) = [V(7) = entl 90, (7)), (7.24)

que se reduce a la ec. 7.22 cuando { = (.
Ademds las funciones totales se escriben come

Ui (r0,0) = n  (r) B (6,9), (7.25)

donde ¢, , (r) son combinaciones de funciones esféricas de Bessel y 7™ (6, ) son los polinomios
de Legendre {42].
La eigenfuncién que satisface la ec. 7.22 la escribimos como

A n!mr, Ra<r< R+,
@ (r) = (7.26)

— kT

Anint, R+i<r

Las eigenfunciones, ,, {7} satisfacen la ec. 7.24 con el potencial de simetria radial escritc como

Vir)=1-—26(r— (R+1). (7.27)

Ademés satisfacen las condicién de continuidad @, (1 (R+1) = ¢, (1 (R+1), y cuando r = R+
se cumple,

dony(_ Baan(n)_ —Zen(R+) (7.28)
dr r=RAL dr r=R+1 dg [
TR+
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En la frontera la condicién es,

dp, (T}

.2
dr tr=R (? 9)

9 ¢, (r) o —

El dnico estado localizado {ver fig. 7.7) representa una fluctuacién en lz localizacidn de Ia
capa de mojado. Es decir, es producto de la trasiacién de la capa de mojado.

08 -

0.6 B

041 B

Det
/

02 i
%

04 | \ n

06 N

08 - m

-4 =t Y T 1 R SO VUV SO S

0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 18] 1

Figura 7.7: Espectro de eigenvalores correspondiente al perfil de Ia fig. 7.1. Un eigenvalor es
identificado cuando Det=0.

Cuando analizamos el comportamiento del estado con energla més baja encontramos que
cuando variamos el campo de pared p; para distintos valores de R, especificamente cuando
R — o0 el eigenvalor tiende al valor encontrado en el caso del sistema semi-infinito (plano) con
los mismos valores de los pardmetros. Este andlisis se encuentra en las figuras 7.9 y 7.10.
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Figura 7.8: Figenfuncién asociada al eigenvalor discreto del espectro de 1a fig. 7.7.
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Figura 7.9: Comportamiento del eigenvalor de energia més baja conforme el campo de pared g4
crece. Las curvas de circulos vy asteriscos corresponden & B = 8 v R = 12, respectivamente, la
continua a B = 16.
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Figura 7.10: Célculo del comportamiento del eigenvalor de baja energia conforme el radio de
la esfera A crece. Los pardmetros son g = (.5, gy = 0.7 y p = —0.1. Mediante un andlisis
obtenemos que cuande B — o0, el eigenvalor tiende al eigenvalor obtenido en un anglisis del
espectro para un estado de equilibrio del sistema semi-infinito con los mismos valores de los
pardmetros {inea horizontal).
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Conclusiones

Hemos obtenido el espectro discreto de eigenvalores v las eigenfunciones asociadas para analizar
tas fluctuaciones en la densidad de varios sistemas: el sistema semi-infinito, el fiuido confinado
por paredes idénticas y opuestas (capilar) y el fluido en presencia de una pared esférica. El
analisis lo llevamos a cabo con una funcional de la densidad en campo medic con gradiente
cuadrado introduciendo dos formas simples de la energia homogénea. En todos los sistemas que
analizamos usamos el modelo de doble pardbola. En particular, en el sistema semi-infinite y en
¢l capilar de paredes opuestas, ademds del modelo DP, comparamos nuestros resultados con los
obtenidos al introducir el modelo TP.

En el sistema semi-infinito estudiamos la coexistencia de {ases en premocjado para g < 1.
Para la fase de capa gruesa, con el modelo DP, encontramos dos estados localizados. El de mids
baja energia corresponde a un desplazamiento rigido del perfil, el de alta energfa es asociado a la
presencia de la pared. Conforme nos alejamos de la curva de coexistencia del bulto, encontramos
un solo estado discreto de energia baja. Introduciendo el modelc TP encontramos un estado
localizado asociado a una fluctuacidn en el ancho del perfil, ademsds del estado de mds baja
energia y el correspondiente a la pared. Observamos que conforme nos alejamos del mojado
{como en el caso anterior) los estados de alta energia desaparecen y sélo permanece el de mds
baja energia.

En el capilar de paredes opuestas, el estado de equilibrio es un perfil interfacial (por arriba
de la transicidn de mojado del sistema semi-infinito) que existe para ¢ = 0. Aquf encontramos
tres estados discretos, con el modelo DP. Uno de ellos, el de mas baja energia, corresponde 2
un desplazamiento rigido del perfil cuando L — oc. Los dos estados de energia alta son cuasi-
degenerados y son asociados a la presencia de las paredes. Al igual que en el caso semi-infinito,
cuando comparamos con €l modelo TP, encontramos un cuarto estado de alta energfa asociado
a la fluctuacién en el ancho del perfil

En el capilar de paredes idénticas, la coexistencia de fases por debajo de la tramsicidn
de mojado ocurre para g < 0 en la condensacién capilar. Para los dos estados de equilibrio
liquido-vapor encontramos dos estados cuasi-degenerados de mediana energia que corresponden
a fluctuaciones debido a la presencia de las paredes. En otros casos, estudiamos la condensacién
capilar por arriba de la transicién de mojado y el premojado en el capilar. En el primero de
ellos, para el perfil andlogo al de la fase de capa gruesa de premojado, encontramos dos estados
cuasi-degenerados de mediana energfa asociados a las paredes.

Fn el sustrato esférico, analizamos una transicién ansloga a la de premojado en los sistemas
en e] plano y encontramos un solo estade discreto de baja energfa.

En las intercaras planas, investigamos las correlaciones a través del factor de estructura
total y presentatnos resultados para el caso semi-infinito v el capilar de paredes opuestas donde
encontramos un comportamiento OZ, para ) pequefia, tanto en la paredes como lejos de éstas.
Con los dos modelos de energia homogénea no hube diferencia en este comportamiento. En
los dos sistemas la contribucidn al factor de estructura de las fluctuaciones que surgen por
iz presencia de las superficies es grande en las paredes (z = 0, L). Lejos de las paredes, la
fluctnacién de energia més baja proporciona una gran contribucién a éste.
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En cuante al capilar de paredes idénticas encontramos que, para el caso de condensacién
capilar bajo la transicién de mojado el factor de estructura tiene un comportamiento OZ para
() pequena, tanto en las paredes como en ia mitad del capiiar. Sin embargo, por arriba de la
transicién de mojado, para el perfil andlogo al de premojado (capa gruesa), encontramos una
degviacidn de egte comportamiento en las paredes v en ia mitad del capilar el comportamiento
es OZ En los dos casos las tinicas contribuciones del espectro discreto al factor de estructura
provienen de los estados cuasi-degenerados de superficie.

Notemos que pueden existir muchas variantes al comportamiento de las correlaciones (en
particular si presentan comportamiento JZ o no) ya que el céiculo involucra los campos pg,
i, 4, el ancho del capilar L. el pardmetro de exhacerbamiento g y el pardmetro B cuyas
variaciones producen diversidad en las transiciones de superficie. También podemos encontrar
varias situaciones cuando calculamos las correlaciones en la cercanfa de un punto critico de
mejado o de premojado o en cualguler otra regién aln taimbién en el caso del vector de onda @
pequedio ¢ grande.

En suma, los resultados de esta investigacién comprueban las caracteristicas de las fluctua-
ciones en fluidos en presencia de paredes que han sido encontradas en recientes publicaciones
con modelos en campo medio. Nuestros célculos proporcionan informacién adicional sobre el
comportamiento de las fuctuaciones de las estructuras de equilibrio de estos sistemas y sobreto-
do dan pie a la discusién de las correlaciones en las paredes y lejos de éstas, particularmente en
el comportamiento OZ del factor de estruciura.
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Apéndices

A. Termecdindmica ¥y mecdnica estadistica de intercaras

Intercara plana

Cuando dos fases o y 3 son separadas mediante una intercara las funciones termodindmicas
como la energia interna, la energfa libre de Helmholtz y la energia de Gibbs son modificadas al
introducir un término de trabajo asociade con un incremento en el 4rea 4 superficial.

Esto significa que la energia interna es

dU = —pdV + TdS + udN + vd A. (A1)

Como F=U-TS§,

dF = —pdV + pdN - SdT + vd A (A.2)

aF
y entonces v = (BI)V,T,N'

Para el caso de un sistema abierto es conveniente trabajar con el gran potencial 2 = F—uy/N
¥

dQ = —pdV — SdT — Ndy + vd A (A3)

con = (22) -

Siendo F extensiva, entonces

F=—-pV +uN +~A. (A.4)

En las fases homogéneas en bulto tenemos
F, = —-pV,+ uNg, (A 5)

Fg = -pVa-+uNg. (A.6)

Lo misme podemos obtener para {1, side laec. A4

Q= —pV +4A4 (A.7)

¥ entonces,
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G = -pVa,

Las funciones de excesc resultan

Fer ’}’A-ﬁ-,UJNEZ,

Qe.‘.f: — 'YA
Si NeT = 0, v = F** /A, Ademas
dQfF = —8°°dT — N*dy + vdA
= ~vdA+ Ady,

(A.8)
(A.9)

(A.10)
(A11)

(A.12)

de acuerdo con la ec. A.11. De tal manera que podemos escribir la ecuacién de Gibss de una

intercara plana como

$°T4T + N%dy + Adv = 0,

que por unidad de 4rea superficial es

sdT +Tdp + dy = 0.

Transicién de fase en la superficie

El gran potencial de bulto por unidad de volumen es definido mediante la ec.:

) LY
W (T1 ,U,) = ]/1_1‘?100 ('1{?) = '"pb(T) #)7

siendo py la presién en el bulto. El potencial de exceso es definido como

e (T,‘u,; V‘:p) = ,513100 (Q ;wb) ’

donde V, es el potencial externo ejercido por la pared en las particulas del fluido.
Si consideramos el sisterna inhomogéneo

Q= —ppV + w™=A,

podemos identificar la siguiente relacion (en comparacion con la ec. A7)

W =y,

Ademsds de acuerdo con laec. Alds=— (g%) vy =— (Q"ﬁ>T.
i

a1

(A13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)



Fntonces la absorcién gqueda definida como

r=3 [ ooty = o) (8.19)

v podernos escribir 1z ecuacitn de Clapeyron para el caso de las fases o v 8,como

Bp _ (sa—se)

- . A.20)
9T = T, -1g (4.20;

En una descripcidn de campe medio de una transicidéa de primer orden superficial I'(p) se
comporta como en el caso de las isotermas de van der Waals:

() = () + f AT, (4.21)

Fluido confinado

Consideremos un fluido confinado en un capilar de paredes planas paralelas de 4rea super-
ficial A. El sistema se encuentra en equilibric con una separacién L entre las paredes mediante
una fuerza externa fA. Si las paredes se repelen f > 0. El Huido se encuentra en contacto con
un reservorio a (7, i} fijos y V' es el volumen disponible por el fiuido.

Un nuevo térming de trabaje aparece en las funciones termoedindmicas por lo gue,

A = —pdV — SdT — Ndu + 2ydA — (Af)dL. (A.22)

De tal manera que 1a tensidén interfacial pared-fluido del fluido confinado es:

1 [8&2\
2 \BA)VT,;: L

Abora consideremos uxn sistema en bulto con el mismo valor del volumen y del potencial

guimico pero sin paredes, Sise identifican superficies divisorias en las paredes las funciones de
EXCES0 SOh:

b =1
f

(A23)

0 =0 -0 =2vA, S =5-5,=24s, N =N - Np=AL (A.24)

A0 = —(2A8)dT — (AT)dp + 2ydA — (Af)dL. (A.25)

Come §1°F = 2vA, la ec. anterior puede ser escrita como la ecuacién de Gibbs modificada

2y + 25dT + Tdp + fdL = 0, (A.26)

entonces obtenemos las signlentes ecuaciones para la adsorcidn de Gibbs, la entropia de exceso
por unidad de drea y la fuerza por unidad de drea respectivamente:
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_ o {87 _ﬁ<ﬁ) - (m) A2
s 2(‘%)1,?! o ar L,p’ f=2 aL T (A2

v lag relaciones de Maxwell superficiales son

af or
—_ = = , A28
5., ~ (&), 2
£ ary {83\
fall = 922 , A28
kaT)L,,u kaﬁ")L,T { )
ds af)
g == = — . A.30
(3L)#,T <8T 1w, L ( )

El equilibrio de fases de] fluido confinado es discutido a través de la ecuacién

Ueq — 55)dT + (T = Dot + (fu — fa)dL = 0 (A.31)
v las ecuaciones de Clapeyron
(%&)L - _,%(FS_:.::]ffl (A.33)
(0L _ (La—Ts) (A.34)

KaﬂjT_ fa_fﬁ )

Estas ecuaciones describen los efectos del confinamiento (tamano finito) en las transiciones
de fase de primer orden,

Intercara esférica

En el caso de la intercara esférica, por ejemplo una gota liquida (fase ¢} inmersa en vapor
(fase B) la funcién de energia libre estd definida como

dF = —SdT — PsdVs — PadVy +~vd A+ Cdr + pdN. (A.35)

¥l coeficiente C es la curvatura y lo identificamos como

C=A G‘g) . (A.36)

En general la tensidén interfacial v depende del radio r y podemos escribir la ec. generalizada
de Laplace como
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2y dy
Pa—Pﬁ:?+(5).

(A.37)

Cuando la tensién superficial es referida a una superficie divisoria (superficie de tensién)

wocalizada en r = ry,
d”/|
—I =1,
a’r lT:Tg

es decir, la tensién evaluada en 7, es un minimo.
Al obtener un cambio en dF a temperatura constante

(dF)p = —Pg(dVp)p — Pa(dVa)r +v{dA)y
Y (A YR (dN).
\dr) " T

¥ conociende gue en cada fase en bulto la energfa libre es

(dFa)y = —PaldVy)p + pu{dNg),,
(dFg)y —Pp (dVa}y + 1 (dNg)

obtenemos la energfa libre en exceso,

I

(dF*)p =y (dA)p + A (Z—Z) (dr)p + p (dN°®) .

Siendo
F= —FPpVg — PV + vdA + pN,
entonces
Feil'i — ,Y.A _ ;LNEZ
¥

(dF*)p = v (dA)p + AldY)r + p(dN*F)r + N°%(du)r.

Entonces identificamos 1a relacion

(%)

(A.39)

(A.40)
(AA1)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)



St < %}) =, la adsorcidn en la superficie es

rs=ﬁ(_.'_ _ (A.47)
Bz )

Al usar el modelo de la funcional del gradiente cuadrado para describir la intercara esférica,
podemos averigusr c6mo estd definida la tensidn interfacial v podemos cotprobar si tal definicidn
es consistente con la teoria de campo medio.

Para esto, requerimos introducir el tensor de esfuerzos para calcular la presién y establecer
la consistencia con la mecdnica estadistica v en particular con nuestro modelo.

£l tensor de esfuerzos estd dado en la forma

ﬁ: DN (T} [erer] +pr (T) {6899 -+ et,‘be@] ' (A48)

donde py es la componente normal y pr es la componente tangencial.
La ecuacién de continuidad en un fluido suglere que,

V. F= oV (A.49)

En ausencia de potencial externo la ecuacion anterior es cero v de acuerdo con la forma del
tensor, lz ec. A.49 es

L (1] = 7 [t = D (7) + 20 ()] (A.50)

vélida para toda n.
La ec. A.80 se simplifica como

dpn (1 2,
) 2 o (5) - pv ). (A51)

5i integramos la ec. anterior siendo L el tamafio del sistema obtenemos

L
d r
[E D = iy~ pn),
i
= p{L) —p(0). (A.52)
Si comparamos con la ecuacidn de Laplace
2y
o) ~pl0) = -4, (A.53)

entonces identificamos la tensidn interfaclal como

L

PN — DT =

v = Rf ———T———d'r. (A.B4)
0
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La fuerza en el sistema se obtiene al integrar la ec.A 50 para n = 2,

L L

1 7d,. -
pr{'r)rdﬁ" =3 .,/[ po ('rsz{?‘)} dr, {A.55)

i 0

1., 1.4 x
F= §L PN (L} = §L p(L) (A{)ﬁ)
5i la ecuacion de Lapiace la escribimos como
1

—vR — 5R? (p(L) - p(0)) = 0, (A.57)

2

podemos entonces, sumar la ec. A.57 a la ec. A.56 sin que se altere, y entonces la fuerza queda
expresada comio

F= % (L2 - R p(L) + %RQ;O(O) — YR, (A.58)

donde identificamos los productos de las dreas interna y externa con las presiones interna y
externa respectivamente:

F= Ae::tpen:t + Aint,Pm.t - 'YR (ASQ)

Ahora calculamos el momento de la fuerza aplicando la ec. A.50 para n =3,

L L
d 2
[ oty ar= [ out) + o ar (A60)
0 0
Una vez que integramos y snmamos a cada lado de la ecuacién el término
L
f‘.“zpfp(?‘)d?", (A.81)
0
el momento de la fuerza es dado por
L Loo(L) L
1
[ #orwrar = EEEL 4 L [(pr(r) — pu(i2ar (a62)
0 0

Por otro lado sien la ec. de Laplace (ec. A.53) multiplicamos cada lado por /3, obtenemos

2

3
29R? + = (p(L) ~ 5(0)) = . (A.63)
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De igual forma como obtuvimos una expresién para la fuerza. en la ec para el momento
{ec. A.62) sumamos la ec. de Laplace (ec. A.63),

L
r T3 ./TH ) R3
j Ppp(rdr = ZEL_ZyR2 2 (p(L) - p(0))
3 3 3
a
1 £
+5 [ort) - patryyar (464

iJe tal manera que podemos expresar la tensidn superficial como

L
1= g5 [ nlr) = p2())rdr. (4.6
0

El momento de la fuerza se escribe como

L
73 m3 3
[ Portyir = 5500 = Top(0) + 2, (.66)
Y]

donde, de igual forma que para la fuerza lo escribimos como

T = V;e:rtpe:ct + V‘intpin.t - 7R2 (Aﬁ?)
Ademss, de la ec. A.65,
L
L3 . R3 R.3
/ 2oy (r)dr = 3 o(L) + ?p((}). {A.68)
Q

De este modo queda definida la tensiér: en la intercara esférica mediante las ec. A63 y
A 54

En la aproximecion gradiente cuadrado, cade una de las componentes del tensor de esfuerzos
es dado como

br - —W, (A'Gg)
v = ~w+A(Ve), (A.70)

donde w es el gran potencial ¥ el coeficiente del gradiente cuadrado ya ha sido definido en el
cap. 3. Entonces podemos escribir

L

L L
/erNdr = /[ —wrzdw+fA(Vp)2 ridr, {ATD)
0 0 0
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ror lo que

L L L
j[A(fo redr + /r2p1~dr = [?‘2de¢ (AT
D 0 a
v de acuerdo con la ec. A.65
L
L A P
ﬁj A(Vp) ridr = . {A.73)

0

Limite planar
Sien la ec. AB5, R es muy grande recuperamos la definicién de la tensién para el planc.

Para aclarar este hecho definimos el cambio de variable r = R+ 2z donde R >» 2z y v en la ec.
A65,

'{. R + = 2 H z \
7= (o — pr)%az, (A.74)
-R
para R >» z
L—R
7= /l‘ {pn —pr)d2, (A.75)
“r

que es la tensién interfacial en una intercara plana.
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B. Equivalencia entre el modelo en malla y el modelo continuc

El objetivo de este apéndice es establecer la equivalencia del pardmetrs de exhacerbamiento
g v ¢l coeficiente B que caracteriza las fluctuaciones en direccidn perpendicular a la intercara
con sus similares en malla. Esto lo hacemos a partir de la equivalencia establecida entre un
modelo discreto de Ising con el modelo continuo {en lenguaje magnétice} usado en sl presente
trabajo.

Si consideramos una malla ciibica el funcional de la densidad en campo medio que describe

la variacidn del pardmeiro de orden en un capilar de anche L es escrita como

T, hY — E; # T -
Sk} = QT T I Mgk Tl gk T ST kT g1 Tk

wk

-'Jme:,j.kmx,g.kﬂ —hymy g — h2mL,J,k - hmt,;,k

—Jsmiq ;M1 41,k — JM 5 M 041

—Js M kML 41,k — JsTRL 3 kML 5 k41 (B.76)

La funcional de la densidad corresponde al modelo de Ising en una malla. m, ;. es la
magnetizacion asociada a cada sitio en la malla, J es la interaceién de intercambio v J; es
identificado come el valor del campo de acoplamiento en la superficie. Ademds, h es el campo
de bulto y h1, he son los campos en cada una de las paredes. Identificamos los equivalentes de
m, b, hy, kg en el modele con 1a densidad p, y los campos g, 14y ¥ p Tespectivamente.

La variacién de la funcional igualada a cero 6F = 0 produce las ecuaciones de Euler-
Lagrange

af
h = —-—-——a —_ Jm1+1,j.,k — Jm:_l,:‘,’k — sz’3+1,k - Jmi,j_llk (877)
M5,k

~IMy g gt — T ko1,

. af
n, — Jom— Jsmz,j-—l,k - Jsmz,;l—l,k - Jsm'b,j,k+1 e 'Jsm!,j,kml (BTS)
Om,x
F"Jm2,3,k,
of
hpy = ——— JSmL,_j+1,k —Jsmp 1k —Jsmr g e-1— JsmL—l,g,k (B-7g)
oML,k
_JsmL,j,k-i-l'

Si en las ecuaciones antericres restarnos la ecuacién B.78 de la ec. B.77 (con i = 1)}, resulta

h1 —h= ij,J,k +- (J - Js)(ml,3+1,k + m1,j—1,k +m1,3,k+1 +m1d,k_1). (BSO)

Al usar la definicién de 1a derivada en malla:

dﬂllﬂ‘k
M1k — Mo,k = Iz &

(B.81)

siendo @ la constante de la red, obtenemos la relacién,
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dm gk
—
dr
+H(J = T (M1 g1.5 F M1k + Mgkl Mgz ) {B.82)

hl —-h = J??’l},_-,,k - J

Para la geometria discreta identificamos la ecuacién

M40k T 51,k T T 5 k41 F FAL,2,k—1 = 2170 5.5, (B.83)

z, nos indica el ndmero de vecinos en las direcciones perpendiculares a la direccion en la cual
varia el perfll, en este caso en la direccién 1.
Entonces la ecuacién B.B2 es

d - h—h
My 6 — Tr;zj’kaJr < JJS}Z_Lml,J,k +- 7 L (B.84)
Arreglando términos resuita
dmle (J*Js) _\ hl——h
Y 1 ——— —_— (B.
dﬂ',‘ a+ miaisk ( j Z_[_ -+ l} J " \ 85)

La funcicnal de la densidad en el espacio continue en el lenguaje magnético es de la forma

Flm) = f j [f+A(Vm)2} dr+ j [ubg (mo)+—§(v4mo)2} dR
¥}

[ [petma+ 2 (@uma?) ar, (8.26)

cada uno de los términos corresponden al modelo continuo usado en el presente trabajo susti-
tuyendo la magnetizacién m en el lugar de la densidad p. Después de minimizar la funcicnal
obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange v, la condicién en una de las paredes es de la forma

dm

= —gm(0) = po — p {B.87)

=0

¥l andlogo de la ecuacién anterior en la malla es la ec. B.85. Si comparamos los términos
podemos identificar el pardmetro g ! como

g= (JSEJ) £ — 1. (B.88)

Hemos supuesto que el perfil varia en una sola direccidn, entonces podemos estudiar fluc-
tuaciones en su posicicn. Sin embargo cuando el perfil cambia en las direcciones paralelas g
la intercara introducimos fiuctuaciones de onda capilar. Al respecto, usaremos las relaciones
véalidas para la geometria cibica que involucran las segundas derivadas en las direcciones 2 y

1En la malla 1a transicidn de mojado es continue cuando Js < 1.25 J v de primer orden cuando Js > 1.25 J.
Entonces g > 0¥ ¢ < 0 corresponden a una transicidn de primer v segundo orden respectivamente, de acuerdo
con los diagramas globales de Nakanishi y Fisher [16].
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My g+1k My 1k = _dyé’—’—a +2m1.3\k, (BSQ)
d®my sk o
My eri T Migk-1 = '"—d;i’%'a': + 2 g {B.90)

En este caso de la ec. B.82 obtenemos la relacién

J {J_ ﬁ—v]s) ZL\ _ dml,j,ka

= m 1 i
l,_?,k( + 7 / N dz

(J_Js) dzm;”.,,k 2 d2m1’j,k 9
-+ 7 42 a’ + T2 a“ .

(B.01)

Esta ecuaci6n es la generalizacién de la ec. B.8D cuando el perfil varia en las tres coorde-
nadas. En el caso continue cuando el perfil cambia en las direcciones x,y, #, la condicién en la
pared es de la forma?,

— Vm|,_, — gm(0) — BVEm(0) = g — p. (B.92)

Donde el laplaciane Vi es calculado en las direcciones y, z. Como consecuencia podemos
comparar la ec. B.92 con la ecuacidn B.91 y obtener el coeficiente B,

B = (_J—’JJ—) (B.93)

Entonces al obtener g establecemos ia relacién con B de 1a forma

g=4__ (B.94)

En la otra pared i = L, podemas hacer lo mismo usando las ecuaciones B.90 con la definicidn
de la derivada,

dmL’J,ka

= (B.95)

MI4+1yk =ML &+

¥ obtener las mismas relaciones para £ y g cuando comparamos con la condicién en x = L,

vm[z:L - gm(L) - Bvim(‘[‘) =Hp M

2En el easo continuo una de las paredes se encuentrs en z = 0 En la malla lu pared se localiza en el sitio
=1,
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C. Hamiltonianos efectivos v ondas capilares

Estudios basados en hamiltonianos interfaciales representan una herramienta poderosa en
el andlisis de los efectos de las fluctuaciones en la intercara. Han sido implementades en la
fluctuacién inducida térmicamente de alguns estructura interfacial intrinseca y también son
incorporados en la feorfa del mojado en intercaras v membranas.

Usando hamiltonianos efectivos no intentamos describir las variables microscépicas reales de
un Auido inhomogéneo, es deciz, las variaciones del perfil de densidad, sino describir las posibles
configuraciones por ejemplo, de una pelicula de mojado en términos de la distancia instantédnea
de la intercara [{R) por arriba del sustrato [ = 0. En el caso de una pared y un fluido, i{{R) es
la separacién entre la intercara liquido-vapor y la pared inerte y es una funcién univaluada del
vector R (d — 1 dimensional) que es medido paralelo a la pared.

El hamiltoniano estdndar para intercaras es de la forma

R = /f (ZT(Z)W(R)Q—S—W(E(R))) dR, (C.96)

[{R) es una coordenada colectiva que describe la posicién de una intercara fluctuante.  {I} es el
coeficiente de rigidez interfacial y W(I) es el potencial efectivo de interaccidn entre la intercara
y la pared.

El potencial puede ser construldo usando las teorias de campo medio ¢ una funcional de la
densidad y en general es de la forma:

{ a{TYAL + b{TYe~ 8 4 o(T)e % 1> 0,

W(l): RS £<G,

(C.97)
donde a, b, ¢ son coeficientes positivos v & es el campo de bulto

En un contexto mas extenso el objetive central en la derivacién de un hamiltoniane efectivo
es integrar sobre los grados de libertad. En el caso de sistermas cldsicos una coordenada colectiva
puede ser definida via una constriccién que satisface alguna clase de distribucién del pardmetro
de orden. En términos del hamiltoniano efectivo es mucho més f4cil calcular una expresicn para
la energia libre debido a que la coordenada colectiva es usualmente de una dimensijonalidad mds
baja que el pardmetro de orden.

Esperamos que la parte singular de la energfa libre aproximada calculada usando un hamil-
toniano efectivo sea la misma que aquélla que corresponde a la energia libre exacta derivada
de un hamiltoniano microscdpico, es decir ambos modelos permanecen en la misma clase de
universalidad.

Fluctuaciones de ondas capilares

El hamiltoniano de la ec. C.96 puede reducirse a un hamiltoniano de onda capilar usado

para estudiar el problema de la localizacién de una intercara “libre” con un campo gravitacional
137, 451

He = w/[<l+(ﬁRK(R})2)%_l}dR+

%mg (pr = pg) / ?(R)dR. (C.98)

El modelo de ondas capilares considera un fluido d dimensional con volumen L% en un campo

gravitacional externo mgz. La posicién de la intercara entre las fases que coexisten (liguide-
vapor) es descrita por la superficie divisoria de Gibbs v es localizada en z = 0. El trabaje
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requerido para llevar a cabo una distorsidn de longitud de onda grande contiene dos contribu-
ciones. La primera es igual al cambio en el drea superficial multiplicada por la tensién superficial
v la segunda involucra el trabajo realizado contra el campo gravitacional,

Mediante el desarrollo del primer término en la ec. C.88 obtenemos

- 2

Hoo =5 [ 1 (a1 R) 4 0 (o ) P (RO (©99)
v es la tensién interfacial macroscdpica apropiada para longitudes de onda grandes v distorsiones
de pequena amplitud. Identificamos a H.,, como el factor de peso de Boltzmarn {distribucién
gaussiana) describlendo fuctuaciones excitadas térmicamente de la superficie divisoria. Los
grados de libertad de longitud de onda corta han sido integrados y las distorsiones con longitudes
de onda menores que £, no pueden ser descritas por este hamiltoniano.

Esperamos gue el hamiltoniano efectivo describa el desplazamiento de la intercara si ésta es
asociada con fluctuaciones de longitud de onda grande, pero no la estractura ‘intrinseca’ de la
intercara que estd en la escala del orden de la longitud de correlacion de bultc. Entonces H.,
1o puede ser usado para calcular las propiedades interfaciales en la cercanfa del punto critico
donde la longitud de correlacién tiende al infinito.

Siles

Grnax
HR) = > 1(Q) R, (C.100)
Q

donde Gmax = 7/&,, el cual es el valor mdximo permitide del nimero de onda, entonces H,,, es
escrito en ¢l espacio de Fourier como

Qruax
Haw (TQ) = 31247 Y TQT(-Q) [0+ 157, (C100)
Q

L e

L, = (W) es la longitud capilar. El hamiltoniano efectivo tiene una forma cuadrdtica
PPy )

simple tal que el principio de equiparticién produce el promedio del ensamble:

P . oy —1
(HQT-Q)) =koT (WL (@2 + L7%)] ' Sa,a (C.102)
De esta forma la funcion de correlacion es
kT 7 expli.QR)
G (R) = —2 SR . 103
®=Ton™ | @i (C.103)

rn

Una medida del ancho interfacial es la rafz cuadratica media de la fluctuacién, es decir W? =
G{0) tal que

L34/ B, d <3,

w2~ ¢ InL/Bv, d=3, (C.104)
5‘2-1 , d > 3'
BEy

Para d > 3, W es independiente de L.. Alternativamente podemos tener ¢ = 0 y L;? =0 con
L finita.
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D). Fluctuaciones en gl sistema infinito

Por comparacién con el estudio de fluctuaciones de fluidos simples en presencia de paredes
consideremos un fluido no confirado ¥ que no presenta transicién superficial come el mojado o
premojado. Aquf también usamos la funcién de energfa libre de doble pardbola en ls aproxi-
mmacion de gradiente cuadrado.

Entonces al considerar una intercara plana sin paredes la funcional de la densidad se escribe
Ccomo

TooroT 1 1
i{p) = ) dzj dR lf'(p}+§(Vp)2‘. (D.105)
La primera variacién es
o = J[ dzjldR[f' (p) bp + Vp.Vép (2.106)
v la ecuacién de Euler-Lagrange es
f{p—-Vip=0. (D.107)

El perfil de equilibrio satisface la ec. de Euler-Lagrange con las condicién en las fronteras
ploo) = —p(—c0) = p, = £1 (valor de la densidad en el bulto }. Entonces el perfil es de la forma

{ Are® + py, z < —zp,
p= { (D.108)

Arre™* — py, 2y < 2.

Fl punto zp es el punto donde ia densidad es cero.
Para estudiar las fiuctuaciones obienernos la segunda variacién del funcional de la densidad,

82 (p) = % j[ dzde{f” (p) Epbp + Vép.Vép|. (D.109)

De manera similar como tratamos el problema en el fluido confinado é&ste tiene un andlogo
mecéanico-cudntico al saber que las variaciones del perfil pueden desarrollarse en funcidn de las
eigenfunciones que satisfacen la ecuacién de Schridinger. Por tanto cada eigenfuncién contribuye
con un eigenvalor a la segunda variacién.

En este caso las eigenfunciones son de la forma

knz

An,(I)e 3 z < -2y,
P2y = (D.110)
An,(H)e“k”z 2 < 2.

Las eigenfunciones son continuas en el punto donde se cruzan las pardbolas en la funcisn
de energia libre. Su derivada es discontinua en este punto, por tanto cumplen las condiciones:
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Figura 8.1: Perfil en equilibrio ascciado & una intercara libre con p = {. Las densidades en el
bulto son +1 ¥y 25 = 0.

Pnnlz0) = ¢n i), (D.111)
Wntn)  _Wmun] _ 2wl (D.112)
dz F=20 dz =z dp
dz r=z0
pr(—o0) = @ (c0)=0. (D.113)

Fl determinante del sistema de ecuaciones generado por estas condiciones deber ser cero
para que exista solucién. En este caso encontramos un solo eigenvalor que corresponde a una
fluctuacién de desplazamiente rigido del perfil ¥ es proporcional a p'{2).

De esta forma. corroboramos la existencia de un solo estado discreto para el potencial V(z)
del modelo DP en el caso del sisterna infinito. Como vimos en presencia de paredes ohtuvimes
mds de un eigenvalor correspondiente a los efectos de la superficie 0 en el caso de un capilar
estados de mediana energia cuasi-degenerados.
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Figura 8.2: Espectro de eigenvalores correspondiente al perfil de equilibrio. Encontramos un
sélo estado discreto donde DET=0

1.2 T v T T — T T
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Figura 8.3. Eigenfuncidu asociada al eigenvalor € = § del espectro de energia.
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