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Resumen 

Calculamos las fluctuaciones en la densidad en las intercaras de un Huido con una 
pared (sistema semi-infinito), en un capilar y con una pared eslerica. Los cálculos fueron 
efectuados alrededor de las transiciones de mojado, premojado y condensación capilar. 
Usamos una funcional de la densidad con gradiente cuadrado donde introducimos dos modelos 
de la densidad de energía libre homogénea: modelo de doble y triple parábola. En el fluido 
con una pared obtuvimos las fluctuaciones de la fase de capa gruesa en premojado y en un 
capilar con paredes opuestas, para una fase que existe por arriba de la transición de mojado 
del sistema semi-infmito. Para un capilar de paredes idénticas calculamos las tluctuaciones de 
las fases que coexisten por arriba y debajo de la transición de mojado del sistema semi-intinito 
en la condensación capilar. Con el modelo de doble parábola encontramos tluctuaciones 
debido al desplazamiento del perfil y tluctuaciones asociadas a la presencia de las paredes, en 
las inlerearas planas. En la intereara esterica obtuvimos un solo estado localizado. Con la 
energía de triple parábola identiticamos además una tluctuación en el ancho del perfil en un 
t1uido con una pared y confinado en un capilar de paredes opuestas. En las intercaras planas, 
calculamos las correlaciones entre las l1uctuaciones a través del factor de estructura para el 
!luido con una pared y el Huido en el capilar, en las paredes y lejos de éstas. En la mayoría de 
los casos el factor de estructura obedece un comportamiento Ornstein-Zernike. 
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Introducción 

Para sistemas en bulto, en la cercanía de un punto crítico, las fluctuaciones de la densidad 
tienen una gran ímportancia; por lo que no pueden ser despreciadas. El comportamiento de estas 
fluctuaciones y sus correlaciones es entendido a través de teorías clásicas como la de Ornstein­
Zernike (OZ) [1], entre otras. Además, las fluctuaciones pueden ser tratadas como variables 
aleatorias independientes y entonces hablamos de fluctuaciones gaussianas [2], donde de igual 
forma podemos encontrar sus correlaciones. 

En sistemas inhomogéneos, como el caso de un fluido en coexistencia líquido-vapor, o un 
fluido en presencia de una o dos paredes las fluctuaciones en la densidad en sus intercaras (líquido­
vapor, pared-fluido) pueden ser estudiadas a través de teorías en campo medio. Al respecto, 
existen varios estudios de las propiedades en la intercara líquido-vapor en un fluido no confinado 
[3] donde se encuentran fluctuaciones de ondas capilares, fluctuaciones de desplazamiento rígido 
y fluctuaciones en el ancho del perfil de equilibrio. Aquí el bulto y la intercara definen el 
comportamiento de las fluctuaciones. En cambio, cuando los fluidos son confinados los fenómenos 
de superficie como el mojado, premojado o condensación capilar tienen un efecto sobre dichas 
fluctuaciones. Lo que pasa es que además de los puntos críticos de bulto, encontramos puntos 
críticos de superficie (punto crítico de mojado, premojado y condensación capilar) y por lo tanto 
existe una varíedad en las características de las fluctuaciones. 

En particular podemos estudiar fluctuaciones pequeñas del perfil de densidad con fun­
cionales de la densidad introduciendo la aproximación gradiente cuadrado [3]. El problema 
mecánico-estadístico del cálculo de fluctuaciones se reduce entonces a un problema de eigen­
valores. Es decir, obtenemos el espectro de energía, donde los eigenvalores corresponden a las 
eigenfunciones que satisfacen la eco de Schrodinger, con un potencial definido con una forma 
explícita de la parte homogénea de la energía líbre. 

En este trabajo calcularemos la propiedades de los fluidos simples en presencia de paredes 
planas y esféricas. Encontraremos sus diagramas de fase y la estabilidad de sus estructuras de 
equilibrio. En el caso de las intercaras planas en el fluido con una y dos paredes calcularemos 
las correlaciones entre las fluctuaciones (con el factor de estructura) y compararemos con la 
aproximación OZ. 

~uestra investigación ha sido motivada por el hecho de tener éxito al usar funcionales de la 
densidad en campo medio para reproducir las propiedades de fluidos simples confinados, como 
los perfiles de equilibrio, los diagramas de fase y en part.icular las fluctuaciones de la densidad, 
cuyo cálculo es importante para entender el mecanismo de las transiciones de fase (véase [4] 
donde se calculan las fluctuaciones en una intercara libre con una funcional de la densidad con 
aproximación de gradiente cuadrado para intercaras planas, cilíndricas y esféricas y [5] donde se 
calculan las fluctuaciones de la densidad en intercaras de fluidos confinados por paredes idénticas 
y opuestas usando una malla de Ising). 

Las propiedades de estos sistemas han sido reproducidas satisfactoriamente:, sin embargo 
han surgido problemas por resolver a raíz de simulaciones numéricas con el modelo de Ising en la 
transición de mojado completo [6] que no concuerdan con los cálculos producidos por teorías de 
hamiltonianos efectivos que incluyen fluctuaciones interfaciales de longitud de onda grande (ver 
[6] y referencias ahí). Otro problema tiene que ver con estudios de campo medio de la función de 
correlación en mojado por Parry y Baulter [7J que muestran características intrigantes para las 
posiciones de las partículas en la cercanía de la pared) que no puede ser entendidas a través de 
tales harniltonianos efectivos. Varea y Robledo [5] han avanzado en la solución de este problema, 
especificamente en la discusión del comportamiento OZ del factor de estructura. 

~uestro trabajo esta basado en cálculos similares a los que se hacen en [5] y el problema 
por resolver es el mismo: encontrar la naturaleza del comportamiento de las correlaciones de las 
fluctuaciones de la densidad en las intercaras planas de fluidos confinados. La diferencia es que 
trabajaremos en el espacio continuo y estudiaremos también la intercara esférica como en [4]. 
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De esta manera, la tesis se divide en siete capítulos, de los cuales el ~rimero de ellos 
comprende una revisión de los conceptos de transiciones superficiales de mojadol premojado y 
condensaci6n capila.r en el caso de intercaras planas y la formación de películas de mojado en las 
intercaras esféricas. En las intercaras planas, se usa el lenguaje magnético y su equivalente en 
un gas en malla para describir el sistema semi-infinito y el sistema confinado por dos paredes. 

En el segundo capítulo introducimos la naturaleza de las fluctuaciones en la densidad y sus 
correlaciones. Damos énfasis a las fluctuaciones gaussianas e incorporamos la teona Ornstein­
Zernike (OZ) como vía para comparar nuestros cálculos. También se trata el cálculo de pequeñas 
fluctuaciones a través de la matriz de estabilidad y con una. funcional de la densidad en campo 
medio con aproximación de gradiente cuadrado. 

En el capítulo 3 desarrollamos la metodología del cálculo de las fluctuaciones del perfil de 
equilibrio con una funcional de la densidad con aproximación gradiente cuadrado usando dos 
modelos de la densidad de energía libre homogénea, de doble parábola (modelo DP) y triple 
parábola (modelo TP). Las fluctuaciones son obtenidas reduciendo el problema de mecánica 
estadística a un problema de eigenvalores. El factor de estructura es calculado siguiendo un 
método matemático del cual obtenemos la función de Green. 

En los capítulos 4, 5 Y 6 presentamos los resultados para intercaras planas en los casos de un. 
Ruido en presencia de una pared y en dos paredes cuando los campos de superficie son opuestos 
e idénticos. 

En suma. en el capítulo 7 mostramos un cálculo sencillo de las fluctuaciones de la densidad 
en una interara esférica a sabiendas de que la transición de mojado es suprimida en este caso 
por una transición similar a la de premojado 

En los apéndices tratamos la termodinámica de las intercaras planas y esféricas, además 
desarrollamos la analogía del sistema continuo y el discreto para identificar el significado de los 
parámetros involucrados en el modelo usado para este trabajo. Tambíén hablamos del modelo 
de ondas capilares y presentamos un cálculo anexo de las fi uctuaciones de la densidad. de un 
fluido no confinado (intercara libre). 
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Capítulo 1 

de fase en fluidos en 
presencia de paredes 

Intercaras planas 

En esta sección hablaremos de las propiedades de los sistemas inhomogéneos con intercaras 
planas. Estudiaremos las transiciones de superficie como el mojado y premojado, en un fluido 
en presencia de una pared, y la condensación capilar, el prernojado y el mojado desplazado en 
un fluido en presencia de dos paredes. 

Mojado y premojado 

En la mayoría de los sistemas físicos despreciamos los efectos en ias fronteras o superficies. 
Sin embargo, cuando tomamos en cuenta las interacciones del sistema con las paredes que lo 
limitan nos enfrentamos a fenómenos diversos. Por ejemplo, cuando estudiamos las transiciones 
superficiales, definidas como aquéllas que no ocurren en el bulto sino en las intercaras, observa­
mos una transición superficial denominada transición de mojado [8}. Éste fenómeno ha tenido 
importancia tecnológica en la recuperación del petróleo, en el desarrollo de mecanismos superY 

conductores y también en las soluciones de tensoactivos que bajo condiciones adecuadas actúan 
como agentes dispersores, hurnectantes, detergentes, lubricantes, etc. [8]. 

La transición de mojado se manifiesta en varios sistemas, por ejemplo, en la mezcla de dos 
líquidos en coexistencia con su vapor o en la coexistencia líquido-vapor en presencia de una 
pared sólida (ver fig. 1.1). En el segundo caso, sucede que, cuando la superficie sólida es expues­
ta al medio ambiente de la coexistencia líquido-vapor y las moléculas del líquido interactúan 
fuertemente con la superficie, el líquido formará una película en la pared sólida y decimos que 
la superficie es mojada cuando la capa adsorbida tiene un grosor macroscópico. 

Es decir, en el mojado se involucran las interacciones entre la fase de bulto y las superficies 
y éste se origina por la afinidad preferente de una fase por una superficie. Como la intensidad 
de las interacciones es importante, si las interacciones de las moléculas del liquido, entre sÍ, son 
más fuertes que la interacción con la pared, el liquido no mojará la superficie. La transición de 
mojado es sensible a los detalles de las interacciones atómicas como una consecuencia directa 
del valor grande de la longitud de correlación (en la cercanía de la transición). Además debemos 
de tomar en cuenta la dimensionalidad, las propiedades del sustrato, el alcance de las fuerzas, 
el número y naturaleza de las fases que coexisten, entre otras características. 

Entonces si nos aproximamos a la coexistencia liquido-vapor en presencia de una pared la 
cual microscópicamente prefiere ser mojada por el líquido existe una capa de éste en la pared. 
Esta capa se extiende una distancia l (T, ¡J) en la fase de vapor, terminando en una intercara 
líquido-vapor cuyo ancho es comparable con la longitud de correlación ~(T,J1) (ver fig. 1.2). Se 
ha observado que al aumentar la temperatura, et sistema pasa de un estado en el que la capa 
adsorbida es microscópica a otro en el que la capa es macroscópica. La temperatura de mojado 
T M 1 es la tmnperatura de transición entre un estado y otro. 

La temperatura de mojado ocurre cerca y por abajo de la temperatura crítica Te de la 
coexistencia. Esta transición de mojado parcial a mojado completo originalmente estudiada por 
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Cahn ¡9], ha sido verificada por Ebner y Saam 1101 yen muchos experimentos posteriores [lijo 
Otra transición superficial de importancia es aquélla que ocurre fuera de la coexistencia de 

fases (la curva de esta transición es tangente a la curva de coexistencia). En este caso el grosor 
de la película cambia discontinuamente a una cierta temperatura (veremos más adelante que se 
trata de una transición de primer orden). La transición se manifiesta entre una película delgada 
y una gruesa y se le conoce como premojado [12, 131. El premojado ha sido observado en un 
intervalo de temperaturas en varios experimentos (14]. 

Análisis mecánico 
De acuerdo con Young [15] el mojado de superficies sólidas por un líquido es descrito a 

través del ángulo de contacto de una gota de líquido en un sustrato. El ángulo de contacto es 
relacionado a las tensiones de cada intercara (figura 1.1). Es decir, el equilibrio mecánico de las 
componentes horizontales de las fuerzas produce 

15V ='sl +ilvcos8, (1.1) 

donde !sv es la tensión superficial sólído-vapor, "'1st es la correspondiente a la intercara. sólido-­
líquido y {Iv es la tensión superficial liquido-vapor. 

(a) 
Pared (SÓlido) 

(b) 
\\\\~\ 

Pared (Sólido) 

Vapor 

(el líquido 

\ \ \\:\V\\'\\'0S\'0-.\ 
Pared ¡Sólido) 

Figura 1.1: Mojado de una pared por la fase de líquido en la intercara vapor-pared. (a) Secado 
(b) Mojado parcial (e) Mojado completo. 

El ángulo de contacto puede variar entre e = 'ir Y e = O. En el segundo caso, el líquido 
completamente moja el sustrato. El mojado completo corresponde a una película con un grosor 
mucho más grande que las longitudes microscópicas. Un ángulo de mojado finito e > o es 
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asociado a una situación de mojado parcial o mojado Incompleto. Para e = ¡; ocurre el secado 
(ver figura 1.1). 

Entonces las energías libres interfaciales asociadas a cada intercara, f sv·1 si Y "/iv satisfacen 
la desigualdad del triángulo 

con su:; respectivas permutaciones cíclicas. En este caso ocurre el mojado parcial. 
De otra forma cuando 

r sv > 'Y si + "!z."" (1.3) 

nos encontramos fuera del equilibrio ya que el sistema puede tener una energía libre interfacial 
más baja mediante la interposición de una capa de mojado de la fase líquida entre la pared y el 
vapor. Es decir, la intercara pared-vapor es mojada por la fase líquida y entonces hablamos del 
mojado completo, cuando la energía libre interfacial satisface la ecuación: 

{sv = {sI + '):lv) (1.4) 

que es la relación de Antonav. 

p 

r 
L p 

v 

z 

Figura 1.2: Perfil de densidad en presencia de una pared en la cercanía de la coexistencia líquido­
vapor. La densidad comienza con un valor grande Pi y cae a un valor más pequeño Pv a una 
distancia l de la pared. 

Termodinámica de las transiciones superficiales 
En la coexistencia líquido-vapor, describimos la transición de mojado y premojado con 

la diferencia de potenciales químicos llfL = f.L coex - ¡;.; f1coex es el potencial qlÚmico donde 

3 



coexisten las fases fluidas. Suponemos que las interacciones sustrato-fiuído son tal que el sustrato 
¿trae al fluido y una capa l de fluido es formada en el sustrato. En uno de los casos, sucede 
que al aproximarnos a la coexistencia (6.J.L -t O) por debajo de la temperatura TM 1 l cambia. 
discontinuamente de un valor finito microscópico a un valor infinito (macroscópico) y entonces 
ocurre una trar..sicién de :mojado de primer orden. 

De acuerdo con ia fig. 1.3 observamos que a una cierta temperatura TMJ por debajo de la 
temperatura crítica de bulto) existe una t.ransición de una capa finita de mojado correspondiente 
al mojado parcial a una capa infinita asociada al mojado completo y observamos la curva de 
transición de primer orden que describe el premojado. 

T 

mojado completo 

vapor mojadO parcial 

p 

Figura 1.3: Diagrama de fases superficial entre la pared y la coexistencia líquido-vapor en el 
plano T, p. El mojado completo ocurre solamente cuando ambas fases fluidas son estables y se 
encuentran en la cercanía del punto crítico. La transición de primer orden se extiende en la 
región de una sola fase (premojado) y termina en un punto crítico superficial. 

En otro caso, cuando et grosor de la pelícuta diverge de una manera continua hablamos 
de una transición continua, es decir de mojado crítico. Entonces por arriba de la temperatura 
de mojado 1 diverge conforme tli-' ~ O Y fuera de la coexistencia (tli-' "" O), la transición de 
premojado es suprimida. Tanto la transición continua como la de primer orden son entendidas 
en los diagramas de fase en el espacio de campos (.6.fLl T) representados en las figuras 1.4 y 1.5, 
respectivamente que describiremos a continuación. 

Para esto, queremos aclarar que el grosor de la película de mojado es definida como 

loc (TM - T)-P" (1.5) 

donde ,3 s es el exponente del parámetro de orden superficial. l está relacionada con la adsorción 
r (apéndice A) la cual está dada por 
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A¡.¡) 

I 

oj~I==~~~-=--~T-c,~--T 

o 

Figura 1.4: l crece continuamente hasta 00 conforme T ----lo TM, en 'ó"p, = O. La transicí6n de 
mojado es continua. 

A¡..¡¡ 

I 
0

1 

'< ~ 
~l\ 

T
M 

""" 

Te.", 1 

o 
T 

Figura 1.5: l brinca en TM y ó,f.L = O de un valor finito a uno infinito. La transición de 
mojado es de primer orden. Por continuidad, existe una línea de transiciones en la superficie de 
primer orden de una película delgada a una gruesa extendiéndose desde T M en. la fase de vapor 
terminando en un punto crítico superficial. 
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r = - ': = f dz (p(z) - Po)· (1.6) 

ns es el gran potencial de exceso por unidad de área A (igua! a la tensión 'y) Y Pb eS la densidad 
de bulto definida en el límite z -¡. 00 lejos de la pared. 

Hemos aclarado que la transición de mojado es continua o de primer orden. En el primer 
caso (fig. 1.4) la densidad 1 crece continuamente a infinito conforme T -> TM en Lif.J. = O. La 
transición de mojado es continua. En otro caso (fig. 1.5) la capa brinCét en TM y 6..p, = O de un 
-valor finito a un valor infinito. La transición de mojado es de primer orden. POI' continuidad 
debe existir una línea de transiciones superficiales de primer orden de una pelicula delgada a. 
una gruesa extendiéndose desde TM terminando en un punto de superficie crítico. Esta curva 
es la de premojado. 

Fluido en presencia de una pared 
Sabemos que el uso del lenguaje magnético en la descripción del comportamiento de un 

fluido en presencia de una pared (sistema semi-infinito) se deriva de la equivalencia entre el 
modelo de Ising y el gas en malla donde el potencial químico Ap., en lenguaje magnético se 
traduce en términos del campo h. En tal caso la preferencia de la pared por una fase fluida es 
descrita mediante un campo local h¡. 

En referencia a lo anterior existen varios modelos de sistemas magnéticos en presencia de 
una pared, en particular el modelo de Ising (espacio discreto) y funcionales de Landau (espacio 
continuo) [8J, donde se encuentran transiciones de mojado continuas y de primer orden. Aquí, el 
sistema se adapta a un estado en el cual la superficie es cubierta de una capa de grosor infinito 
de la fase que ésta prefiera separada por una intercara de la fase de bulto. 

Por ejemplo, dentro de las teorías de campo medio de Landau y van der Waals se genera el 
diagrama de la fig. 1.6 (b). Aquí, H = hkfiT Y H¡ = h¡kfiT, representan los campos de bulto 
y de superficie respectivamente. La transición de mojado es conectada mediante una línea de 
transiciones de primer orden de premojado a un punto crítico de premojado que es distinto del 
punto crítico de bulto. 

En ciertos modelos como los desarrollados por Sullivan, Pfu"1dit y V'¡ortis no se encuentra 
premojado, solo una transición continua de mojado (fig. 1.6 (a)). En general el grosor de la 
película de mojado diverge (logarítmicamente en el caso de potenciales de corto alcance) desde 
cualquier trayectoria que se acerque a la frontera de fases en el bulto por arriba de la transición 
de mojado. 

Para describir apropiadamente las transiciones de mojado y J.a transición de premojado que 
aparecen en los casos anteriores es necesario introducir otro campo de superficie, la interacci6n 
entre las partículas de la superficie, JI. Entonces) si J está definido como la interacción entre 
las partículas en el bulto, g ~ ]¡ - J es el paxámetro de exhacerbamiento del acoplamiento de 
superficie, t es la temperatura reducida mientras que h y h1 son los campos de bulto y superficie 
respectivamente. 

Nakanishi y Fisher [16J analizan el diagrama de fases global para un sistema semi-infinito 
en un espacio termodinámico (t,h,h¡;g). Secciones del diagrama global se ilustran en la lig. 
l.7, donde se muestran los casos de exhacerbamiento de superficie supercrítico g > 0, exhacer­
bamiento superficial crítico 9 = O y exhacerbamiento superficial subcrítico 9 < O. 
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Figura 1.6: Diagramas de fase de superficie en términos de t = T - Te,oo. (a) 9 < 0, n, > G. (b) 
nI> O. 
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Figura L 7: Secciones de diagramas de fase de un sistema semi-infinito en la vecindad del pun­
to crítico de bulto como función de la temperatura t, campo de bulto h y campo de pared 
h 1 . Los diagramas corresponden a varÍos parámetros de ex:hacerbamiento g. Puntos críticos y 
multicríticos son mostrados en la figura. 
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Fluidos confinados en equilibrio 
Hemos visto que las transiciones -de superficie pueden ser observadas en sistemas en presencia 

de una pared. En suma, otro sístema de gran interés es un fluido en presencia de dos paredes 
separadas por una distancia L que identificaremos como un fluido confinado o capilar~ en el caso 
en que la distancia entre las paredes sea pequeña. 

En este caso veremos que los efectos de tamaño finito en las transiciones de fase determinan 
transiciones novedosas como en un ferromagneto de Ising con campos superficiales de distinto 
signo y de igual magnitud [17-211 (existen dos campos de superficie h

" 
h2 ) donde ocurre una 

transición para campo de bulto cero de un estado con una intercara libre que fluctúa en el 
centro del capilar a un estado donde la intercara es localizada en la parte superior o inferior 
del capilar, es decir, adquiere una magnetización distinta de cero. En el transcurso de esta 
sección hablaremos de esta transición) además de revisar los casos de la condensación capilar en 
capilares con campos de superficie idénticos. 

Comenzaremos por aclarar el comportamiento de las fases en sistemas confinados, argumen­
tando que en estos sistemas las transiciones son de distinta naturaleza debido a la geometría. En 
tal caso cuando la distancia L entre paredes es pequeña, las superficies son cubiertas solamente 
por capas de grosor finito (cuando L ---t 00 nos referimos a una capa de tamaño infinito que 
corresponde a una transición de mojado completo en el fluido semi-infinito) y de hecho ocurren 
tanto transiciones superficiales continuas como de primer orden. 

R. Evans [22] ha revisado los desarrollos en la teoría estadística y en las simulaciones 
numéricas de fluidos simples confinados en medios porosos aclarando la estructura microscópica 
y el equilibrio de fases. La estructura refleja el empaquetamiento de partículas en geometrías 
confinadas mientras que en el comportamiento de las fases se refleja la presencia de las superficies 
y las contribuciones del bulto a la energía libre del fluido. 

Específicamente, cuando gases o líquidos son adsorbidos en poros estrechos o capilares sus 
propiedades son distintas de aquéllas en la fase de bulto. Si las interacciones entre los átomos de! 
fluido y las paredes favorecen la condensación hablamos de condensación capilar. Esto significa 
que el vapor se condensa en líquido a una presión más baja que la presión de coexistencia en el 
bulto o un potencial químico menor que el de coexistencia. Este fenómeno es bien entendido en 
geometrías simples donde un fluido es confinado entre paredes planas [22, 23] paredes esféricas 
[24] y otras geometrías como la cilíndrica. 

He aquí un efecto del confinamiento) el cual cambia las transiciones de primer orden, como 
la condensación) lejos de donde se encuentran en el bulto. Éste también altera la localización y 
la naturaleza del punto crítico de bulto reduciendo la dimensionalidad efectiva. Algunas veces 
las transiciones de fase superficiales como el premojado y la transición "por capas" (otra clase 
de transición superficial que es estudiada teóricamente en sistemas discretos [12]) compiten con 
las transiciones de bulto desplazadas y dan lugar a diagramas de fase mas variados. 

En suma, mientras que un sistema semi-infinito despliega una gran variedad de transiciones 
de mojado de primer orden, continua y tricrítica, en un sistema confinado las transiciones reales 
de mojado son impedidas por la separación finita entre las paredes y pueden ser inhibidas por la 
condensación capilar. Sin embargo aparecen nuevas transiciones como un casi-mojado [19] que 
llamaremos mojado desplazado (especificaremos más adelante donde ocurre). Estas transiciones 
son agudas y en ellas se forma una capa de mojado con un ancho que diverge cuando L --)- oo. 

Paredes idénticas y opuestas 

Como hemos descrito, en el confinamiento existen dos situaciones, una corresponde al caso 
de paredes iguales donde los campos de pared son idénticos, es decir, h, = h2 (en signo y mag­
nitud). AqUÍ, la interacción entre partículas del fluido y las paredes favorecen la condensación. 
Por otro lado~ si h1 = -hz (distinto signo, igual magnitud) las paredes compiten y entonces, 
una favorece la condensación y otra la evaporación. 
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Figura 1.8: Diagrama de fases en el plano T - ¡t para el fluido confinado donde la curva de 
coexistencia es desplazada (condensación capilar). Se observa la curva de premojado donde 
coexisten las fases correspondientes a una capa delgada y una gruesa. Las temperaturas se 
denotan como Te,eo = temperatura crítica de bulto, Tc,L = temperatura crítica de condensación 
capilar, TpMC = temperatura crítica de premojado y TM = temperatura de mojado. 

En el primer caso se observa condensación capilar [22, 23, 25, 26) (ver figs. 1.8 y 1.9). La 
curva de coexistencia y su punto crítico Tc,L, convergen hacia la curva de coexistencia del bulto 
con la temperatura Tc,oo a medida que L ---* 00 y entonces Tc,L - Tc,oo r'V L -l/v, donde v es 
al exponente que corresponde a la longitud de correlación en ei bulto. En el punto crítico de 
capilaridad (he,L, Te,d, he,L ~ L ' / CNv-d) , donde d es la dimensionalidad y fJ es el exponente 
de magnetización. Las transiciones de premojado permanecen y pueden competir con la con­
densación capilar dando lugar a puntos triples [12) (ver figs. 1.8 y 1.10 (e)) donde coexisten dos 
fases fluidas y una capa gruesa. 

En el caso de paredes opuestas, para cualquier separación de las paredes L, la coexistencia 
de fases es deprimida y ocurre cerca de la transición de mojado del sistema semi-infinito [17-21). 
Te,L converge a TM (temperatura de mojado del sistema semi-infinito) conforme L ~ 00 y existe 
una sola fase con correlaciones de largo alcance en las direcciones paralelas a las paredes en un 
intervalo de temperaturas T donde Te,L < T < Te,oo con Tc,L < T M (ver fig. 1.11 (b)). Es 
decir, la coexistencia de fases es restringida a temperaturas bajo Tc,L tal que ésta no escala con 
el punto crítico de bnlto para L ...-, 00 sino con la temperatura de mojado de acuerdo con la 
relación T M - Te,L ~ L-I/~" donde fJ, es el exponente que describe la divergencia del grosor 

de la capa de mojado para un sistema semi-infinito donde 1 ~ (TM - T)-P, (ec. 1.5). Te,L es 
precisamente la temperatura a la cual ocurre la transición de localización-delocalización (casi­
mojado) de que hablamos al prLTlcipio y puede ser de primer orden o continua. Además, Tc,L 
depende de la separación de las paredes L y del campo de superficie h , . 

EL surgimiento de estados de una sola fase en Tc,L puede ser descrito como una transición 
de mojado desplazado [19] que puede ser continua o de primer orden. Como hemos dicho es una 
transición de fase en la cual una capa de mojado es formada con un grosor finito para L finita 
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Figura 1.9: Diagrama de fases en términos de la temperatura T, campo de bulto h, campo de 
superficie h1 , para el caso de paredes idénticas y llila separación finita L grande. La superficie 
es de transiciones de condensación capilar ocurre para h < O cuando h1 > O. Esta superficie es 
enlazada por la línea de puntos críticos capilares e P los cuales son cambiados de la temperatura 
crítica de bulto Tc,oo por la cantidad t'.J L-ljv. Transiciones de mojado de primer orden, entre 
películas delgadas y gruesas ocurren en la superficie P M la cual intersecta e P en la línea de 
puntos triples PT. Para h¡ < O la condensación ocurre para h > O y el diagrama es simétrico 
alrededor del eje h¡ = (J. 

y diverge para L .......... oo. La transición es distinta de la transición de premojado donde el grosor 
de la capa permanece finita en aquel límite. 

Recientes simulaciones de Monte Carla [27J del sistema de gas en malla muestran que el 
orden de la transición de Íase de la que hablamos puede cambiar de segundo a primer orden 
cuando se varía el grosor L del capilar. Es decir, se ha encontrado que en el caso en el cual la 
transición de mojado del sistema semi-infinito es de primer orden la transición es de segundo 
orden para capilares delgados y de primer orden para capilares gruesos. De tal forma que 
podemos estudiar un punto tricrftico mediante el control del grosor del capilar. 

Por ejemplo, en mezclas binarias (separación de una fase rica en componente A y otra en 
componente E) confinadas entre paredes opuestas [28], se ha mostrado que el diagrama de fases 
tiene plliltos críticos y regiones de primer orden que coexisten en un solo punto crítico (línea 
triple) en un grosor Lt trícritico. 

Es importante agregar que con la elección de variables específicas como los campos de pared 
el comportamiento de fases de un sistema finito es semejante ya sea a aquél del bulto o aquél que 
corresponde a un sistema semi-infinito y esto indica la conexión de las propiedades del sistema 
confinado y el que corresponde a la separación L ----4 oo. 
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Figura 1.10: Diagramas de fase e isotermas de mojado y condensación capilar~ en un capilar 
de paredes planas en un modelo de gas en una malla. (a), (e), (e) son los diagramas de fase. 
(a) corresponde a un sistema semi-infinito con una transición de mojado de segundo orden. Las 
curvas delgadas muestran la transición de condensación capilar finalizando en un punto crítico 
capilar. Ce) y (e) son asociados a un sistema con una transición de mojado de primer orden. Para 
f-L < fLcoex se presenta el premojado. Para capilares delgados esta transición no aparece (ver (e»)) 
mientras que para capilares gruesos si ocurre. (b)) (d), (f) son las isotermas correspondientes a 
los diagramas que hemos descrito. (b) Y (d) describen un sistema en bulto (curva gruesa) y un 
capilar (curva delgada). En (f) se describe la variación de la densidad en exceso en un sistema 
semi-infinito. Los números 1, 2, 3, corresponden a trayectorias a T constante. Por ejemplo, en 
(b) muestra un caso donde no se cruza la curva de premojado (ver (a) y (e)), por otro lado (f) 
se refiere al caso (e) donde se cruza la curva de premojado en i-'pre. (Tomada de la ref. [25]). 
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Figura 1.11: Comparación de diagramas de fase para distintos tipos de paredes. L tiene un valor 
finito y grande. (a) h2 = hl = O. La separación de fases ocurre en h = O para T < Te,L donde 
Te.L es cambiada bajo Te,= por la cantidad ~ L -l/v. (b) h2 = -h l # O. Donde Te,L permanece 
bajo TM por la cantidad ~ L -1/ f3". Para Tc,= > T > T M Y h = O (línea punteada) una sola fase 
existe. (e) h2 = h1 > O. Si las paredes favorecen la fase positiva la separación de fases ocurre 
para h < O (curva sólida) y T < Tc,Lo h1 es escogido tal que TM permanece bajo Tc,oo. 
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Intercara esférica 

En esta sección hablaremos brevemen.te de la formación de películas de mojado en intercaras 
esférícas y entenderemos por qué la transición de mojado es desplazada por una transición 
delgada-gruesa semejante a la de premojado. 

Mojado en intercaras curvadas 

El estudio de una intercara curvada, que en el caso más simple implica una geometría 
esférica o cilíndrica, y las transiciones superficiales que pueden ocurrir en ésta como el mojado, 
premojado, etc. son más complicadas en comparación a una intercara plana debido a detalles 
en cuanto a la geometría y a la determinación de la tensión superficial. No obstante, el caso de 
la formación de una película líquida en la intercara pared curvada-vapor en la aproximación de 
la coexistencia líquido-vapor en el bulto de un fluido de una sola componente ha sido estudiado 
teóricamente por varios autores [29-32]. 

Estos estudios se han basado en distintos modelos fenomenológicos y muestran las carac­
terísticas novedosas y los diagra.mas de fase globales que nos permiten estudiar el mojado en 
geometrías curvadas. En general, se confirma que la curvatura positiva del sustrato previene 
la formación de películas de mojado macroscópicamente gruesas debido a que, en contraste con 
una geometría pla..Tla, el área de la intercara líquido-vapor se incrementa con el grosor de la 
película de mojado. Este incremento en el costo de la energía libre de la película tiene la misma 
consecuencia que si el fluido en bulto se desplazara fuera de la coexistencia líquido-vapor. 

En esta situación cualquier transición de fase deberá tener lugar entre una capa de mojado 
delgada y una gruesa. Ésto es análogo al mojado en geometrías planas en presencia de una 
campo de bulto (premojado) o en presencia de un campo de superficie de largo alcance el cual 
favorece el secado. De esta manera las transiciones de mojado continuo son eliminadas y las 
transiciones de mojado de primer orden son reducidas a transiciones de primer orden desplazadas 
entre una película delgada y una gruesa, ésto debido al tamaño finito del área del sustrato. 

Es importante mencionar que el fenómeno del mojado dentro de cavidades esféricas lo cual 
involucra condensación capilar (de la cual ya hemos hablado) no es tratado en este contexto y 
resulta. ser una alternativa más de estudio. 

Una de las aplicaciones de las transiciones superficiales en superficies curvadas se observa 
en estudios experimentales [331 en los cuales partículas coloidales son disueltas en una mezcla 
binaria líquida. Naturalmente uno de estos componentes es preferentemente adsorbido en las 
superficies esféricas de las partículas coloidales. 

En la cercanía de la separación de fases de primer orden del solvente en bulto, esta adsorción 
produce películas de mojado que promueven la formación de una estructura semejante a la de un 
puente entre dos partículas coloidales) en el caso en que éstas se encuentran lo suficientemente 
cercanas. Además de éste fenómeno que ocurre en los sistemas coloidales se estudia el contacto 
entre películas lubricantes en las superficies en forma de disco en el grabado magnético y el 
mecanismo de enlace de adhesivos en sustratos granulares [33J. 

Películas de m.ojado en un sustrato esférico 

En particular, nos concretamos a estudiar el caso esférico donde el comportamiento de la 
capa l que se forma en la pared no corresponde al encontrado en el Caso del sustrato plano. Es 
decir: la capa no crece hasta el infinito sino se mantiene en un valor finito l ,......, In R siendo R el 
radio de la esfera. 

Si introducimos el equivalente de la ley de Antonov (ec. 1.4) podemos estudiar el hecho de 
que la capa de mojado en la pared esférica no puede ser macroscópicamente infinita. Para esto 
escribimos 
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vapor 

líquido 

Figura 1.12: En el sustrato esférico de radio R se forma una capa de líquido de grosor l. La fase 
de vapor se extiende a un cierto radio de corte o en el infinito. 

donde {5V) 'Ysl y tlv son las tensiones superficiales sólido-vapor, sólido-líquido y líquido-vapor 
respectivamente. AR y AR+l son las áreas de las esferas con radios R y R + 1, donde 1 es el 
grosor de la capa de mojado y la eco 1.7 es satisfecha para 1 finita. 

Podemos escríbir la eco 1.7 como 

(1.8) 

Cada una de las tensiones son funciones de l y R. Desarrollando la eco 1.8 y despreciando el 
término cuadrático para R grande se obtiene 

(1.9) 

Cuando R -> 00 recuperamos el caso de un sustrato plano: 

'Y 5V = "'/ si + "'hu' (1.10) 

Termodinámica de las transiciones delgada-gruesa 
Sabemos. que una transición verdadera de mojado no puede ocurrir en esferas o cilindros, 

entonces describiremos otro tipo de transiciones en la superficie como la transición delgada­
gruesa. Holyst y Poniewierski [30], muestran basados en la teoría de Cahn (ver ref. [91 ) que la 
capa de mojado que se forma en una pared esférica, siempre tiene un grosor finito l f'..J lnR . La 
temperatura TM de una transición de mojado de primer orden es más alta en una geometría 
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Figura L13: Diagrama de fases de una transición de mojado de primer orden en un cilindro y en 
un sustrato esférico obtenido numéricamente (reí. [33}). La línea de premojado correspondiente 
a la pared plana (curva sólida) se une con la curva de coexistencia IIquido-vapor (Al" = O) 
tangencialmente en una temperatura de T~. 

esférica respecto a la que corresponde a una plana. El cambio de la temperatura de transición 
es proporcional a In R IR para R grande. Además, el mojado en la esfera es estudiado en el 
contexto del modelo de Sullivan y para R finita no se encuentra ningún tipo de transición ni 
continua ni de primer orden. Únicamente cuando R -+ 00 surge una transición de segundo orden. 
Por otro lado Bieker y Dietrich [33J, calculan el grosor de las películas de mojado como función 
de la temperatura y el potencial químico y obtienen los diagramas de fase (ver figs. 1.13 y 1.14) 
minimizando un potencial efectivo (más adelante hablaremos de éste). Este potencial se obtiene 
introduciendo una aproximación para el perfil de equilibrio en la funcional de la densidad. En 
este caso se toma en cuenta el decaimiento de la ley de potencias tanto de los potenciales de 
interacción fiuido-fiuido y de los potenciales de pared. En la fig. 1.13 la curva de premojado 
no es paralela a aquélla que corresponde a la de la pared plana. La transición delgada-gruesa 
existe aún en la región de vapor sobre-saturado (_._._) lo que significa que es posible mantener 
una fase de vapor inestable termodinámicamente para ciertos valores del potencial químico. 

16 



úb 

pared plano 
cilindro 
esfera 

, 
I 
I , , 
I , , 
I 

------

______ J __ • _______ ~. 

~T/¡¡ 

------

! 
095 

Figura l.14: Dependencia en la temperatura (ref. [33J ) de la capa de equilibrio 1 en la coexis­
tencia para la intercara cilíndrica y esférica. Se puede observar el cambio de la tenlperatura de 
la transición de mojado y la discontinuidad finita inducida por la curvatura del sustrato. 
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Capítulo 2 

~1 +- $ 1]1 ~ '5 11 

.JI.. l!.UCIIJUaClones ~n. la aensluaa y 
fun.ciones de correlación 

Función de correlación para un fluido 
Consideremos un fluido confinado en un volumen v, en equilibrio. Si el sistema intercambia 

partículas con un reservorio externo, podemos encontrar la densidad promedio en un ensamble 
gran canónico con la función de partición 2. 

Si el sistema se compone de N partículas, la densidad en un punto r es 

N 

p(x) = L 8(x - Xi)' (2.1) 
t=l 

aquí, ri es la coordenada de la partícula i-ésima. 
El promedio de la densidad se obtiene cuando la Ec. 2.1 es pesada con el factor de proba­

bilidad. En el caso de un sistema uniforme este promedio (p(r)} es independiente de la posición 
y lo escribimos como 

(p(r)) = (~) = p. (2.2) 

Por otra parte. el promedio (p(r)p(r')) es proporcional a la probabilidad de encontrar una 
partícula en la posición r sí conocemos que hay una partícula en la posición TI. Esta cantidad tiene 
un gran significado ya que nos permite obtener de una manera más detallada las propiedades 
microscópicas del sistema. 

A partir de estas definiciones podemos encontrar la función que mide las correlaciones de 
las fluctuaciones de la densidad de su valor promedio. Ésta es la función de correlación, 

C(r,r') = ([p(r)- (p(r))) [p(r')- (p(r')))). (2.3) 

Si el sistema es espacialmente uniforme (invariante ante traslaciones) G(r, r') ..--+ G(r - r') 
y (p( r)) = (p( r')), entonces la función de correlación es 

C(! - r') = (p(r)p(r') _ p2 (2.4) 

Cuando Ir - r' i ---:¡. 00, la probabilidad de encontrar una partícula en r' llega a ser independiente 
de lo que sucede en r. En este caso las densidades no se encuentran correlacionadas. Entonces) 

(p(r)p(r')) -+ (p(r)) (p(r')) = p2, (2.5) 

y de acuerdo con la eco 2.4, C(r - r') -+ O. 
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Fluctuaciones en la densidad, compresibilidad isotérmica y punto crítico 
En el sistema de volumen V que hemos considerado el número medio de partículas está 

dado como 

Podemos demostrar que 

:r entonces) 

Haremos uso de la relación: 

81' I 
8N T,V 

(N)=keT8b31 . 
01' IT,V 

= 1 1 8"31 
(PS 8¡.t21TV 

.2.. 82 In(3) ¡ (N)2 
(J2 8¡.t2 I + T,V 

= 

donde introducimos la identidad de Maxwell, 

8¡.t1 8VI 
op N = 8N p' 

definida para el potencial G(T,p, N) = ¡.t(T,p)N. 

(2.6) 

(2.7) 

(2,8) 

(2.9) 

(2.10) 

De acuerdo con lo anterior y conociendo que la compresibilidad isotérmica y la densidad de 
partículas están dadas por las relaciones, 

(2.11) 

p(T,p) = (~U-1 (2.12) 

la fluctuación en el número de partículas result.a 
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(2.13) 

Entonces las fluctuaciones en la decsidad son relacionadas a las fluctuaciones en el número de 
partículas como 

(2.14) 

Para encontrar una relaciór.. entre la fluctuación de partículas y la función ae correlación 
comenzamos por aclarar que, 

N = J p{r)dr, 

y de acuerdo con la eco 2.3, la fluctuación en el número de partículas es 

\ (6N)2) = U [p(r)- (p{r))] dr J [p{r')- (p{r'))] dr') 

= J dr J G(. - r')dr' 

= V J G(r")dr"-

Si usamos la eco 2.13 encontramos que 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

El factor de estructura) el cual nos proporciona de una manera directa información sobre la 
estructura del fluido está relacionado a la función de correlación G{r) a través de la transformada 
de Fourier 

C{Q) = J G(r)e-iQ rdr. (2.18) 

En la cercanía del punto crítico la compresibilidad isotérmica diverge y de acuerdo con la eco 
2.17 esto significa que se produce un incremento en el alcance de la funcíón de correlación G(r). 
La longitud de correlación, la cual es proporcional a la longitud de onda también diverge y por 
lo tanto Q ~ O. Entonces el factor de estructura C(O) diverge de acuerdo con la eco 2.18. 

Esto quiere decir que si se producen fluctuaciones en la densidad correlacionadas Con ~, 
la luz es desviada fuertemente, la difracción múltiple llega a ser importante y la luz no puede 
ser transmitida al medio por lo cual éste llega a ser opaco. Este fenómeno es conocido como 
opalescencia crítica. 

La divergencia en la longitud de correlación a través del factor de estructura puede ser 
entendida en el marco de la aproximación Ornstein-Zernike que a continuación describimos. 
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Aproximación Ornsiein-Zernike y el fador de estructura 
La teoría Orru,tein-Zernike (11 (por simplificación escribiremos OZ) ha tenido una gran 

importancia en el fenómeno crítico (1914) al permitir encontrar una explicación cualitativa a la 
opalescencia crítica. En esta sección introduciremos esta aproximación para encontrar e! factor 
de estructura, C(Q). 

De acuerdo con OZ la función de correlación puede Ser escrita como 

G(r - r') = pó(r - r') + p2h(r - r'). (2.19) 

El primer término es la contribuci6n a G(r - r') debido a la correlación de una partícula consigo 
misma y el segundo término es la correlación entre partículas distintas. h(r - r/) es una función 
adimensiona! Con la característica de largo alcance, que analizaremos más adelante. 

Introduciremos la función de correlación directa C(r) mediante la transformada de Fourier: 

C(Q) = f C(1') exp( -iQ.r)dr, (2.20) 

de tal manera que, 

- hlQ\ 
C(Q) = ", 

1+ ph(Q) 
(2.21) 

con h( Q) = J h( r) exp( -iQ.r )dr. 
C(r) es comparable al alcaJ'lce del potencial de interacción entre partículas y como resultado 

de la propagación de esta función de correlación directa h( r) resulta ser de largo alcance. Esta 
característica. es entendida a través de la transformada de Fourier de la eco 2.21, 

h(r - r') = C(1' - r') + p f C(r - r")h(r" - r)dT". (2.22) 

Para. encontrar el fact,or de estructura G(Q) a través de la función de correlación usamos, 

G(Q) = p + p2h(Q) 
p 

(2.23) 
l-pC(Q) 

En la aproximación de OZ, podemos desarrollar C(Q) en series de Taylor alrededor de Q = O 
para varias temperaturas hasta Te' Entonces obtenemos, 

= 
C(Q) = C(O) + L cp(p, T)QP (2.24) 

p=O 

Los coencientes cp(p, T) en la ee. 2.24 son calculados como 

~ ()PC(Q) I 
p! DQp 

Q=O 

1 = 
ex ~ J uPdu J rP+2C(r)dr. (2.25) 

-1 o 
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Aquí hemos usado la eco 2.20 y un cambio de variable u = - cos 8. La primera integral en 
la eco 2.25 se anula para valores impares de p. 

De acuerdo con OZ, tOS coeficientes cp(p, T) son finitos para toda p. Entonces usando las 
ecs. 2.23 y 2.25, 

-p­
G(Q) 

1- pG(Q) 

1- p [G(O) +c,,(p,T)Q2 + 0(Q4)]. (2.26) 

Una VeL: que definimos C(Q) para valores pequeños de Q, despreciando los términos supe­
riores, obtenemos 

G(Q) 

= 

donde la longitud de correlación es, 

p 

1 - ¡¡G(O) - PC2(P, T)Q2 

G(O) 

1 - G(O)c,,(p, T)Q2 

G(O) 
l+eQ2' 

, 

(2.27) 

e = -G(.(J)C2(p, T). (2.28) 

La eco 2.27 representa una ecuación Lorentziana pura o simple. C2(P, T) está relacionado 
con el segundo momento de C(r), es decir, c2(p,T) c< J r2C(r)dr. 

La transformada inversa de la eco 2.27 resulta 

1 exp( -riEl 
G(r) ex --=-,----=". --"--'--'--'-"-

-pC2(P, T) r 
(2.29) 

De la eco 2.28 observamos que en el punto crítico cuando T --> Te, ~ --> 00 y G(r) -, 00, 

como hemos aclarado anteriormente. Entonces de acuerdo con la eco 2.26, C(r) conserva su 
comportamiento de corto alcance en la cercanía de la región crítica.. 

Fluctuaciones gaussianas 
En teorías de campo medio como la de Landau las fluctuaciones son despreciadas, sin em­

bargo en la cercanía al punto crítico éstas tienen una importancia considerable. Al respecto el 
criterio de Ginzburg 1 permite validar teorías de campo medio como ésta considerando fluctua­
ciones gaussianaB [2]. 

Cuando hablamos de fluctuaciones gaussianas nos referimos a que estas fluctuaciones son 
distribuidas normahuente airededor del campo medio espacialmente uniforme. Es decir, las 
fluctuaciones no interactúan por lo que son variables aleatorias independientes. 

Específicamente, en el caso de un solo grado de libertad una variable aleatoria q es distribui­
da alrededor de algún valor medio qO con una distribución de probabilidad P(q). Aquí qo es 10 

1 El criterio de Ginzburg involucra el parámetro ELG = I~v ~(~);;tl. que debe ser pequeño. Es decir, la 
v p r d .. 

distribución de probabilidades es muy aguda alrededor de su valor medio. 
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suficientemente cercano al valor que maximiza la distribución. Entonces si P(q) corresponde a 
una distribución Gaussiana, 

(2.30) 

(f es la desviación estándar que es la mitad del ancho de P. 
Para los sistemas en mecánica estadística la distribución de probabilidad se expresa en 

términos de la energía como 

(2.31) 

Aqui hemos desarrollado en series de Taylor la energía H (q), donde, 

(2.32) 

En el caso de n grados de iibertad, q = (q¡, Q2, ... , qn), el desarrollo de Taylor de la energía 
resulta 

(2.33) 

de acuerdo a la convención de suma de Einstein. 
La matriz de fluctuación es entonces, 

(2.34) 

Esta matriz puede ser diagonalizada al encontrar los eigenvalores At Y los eigenvectores 'ljJi) al 
satisfacer la ec. 1 

(2.35) 

Mas tarde veremos cómo se aplica el modelo gaussiano en campo medio con una funcional 
de la densidad en un espacio discreto cuando se calcula la matriz de fluctuación (matriz de 
estabilidad) y sus respectivos eigenvalores. 

Aunque no resulta difícil calcular la matriz de fluctuación y encontrar los eigenvalores 
podernos calcular la energía libre y la función de correlación transformando la funcional en el 
espacio de Fourier. Debido a la invarianza traslacionai esta transformación convierte la matriz 
lv! en una matriz diagonaL 

Para entender a lo que nOS referimos calcularemos la función de correlación con una funcional 
de Landau con aproximación gradiente cuadrado escribiendo esta funcional en el espacio de 
Fourier y aplicando el teorema de la equipartición de la energia. 

Si partimos de la funcional de la densidad de energía iibre de Landau a campo cero por 
unidad de volumen, 

J:.(p) = J [~'Y(\lP)2 +atp2] dr, (2.36) 
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'-"1 es una constante positiva que no depende de la temperatura en la ce:rcanía de la región critica. 
El segundo término corresponde a la parte homogénea de la densidad de energía libre, donde t 
es la temperatura reducida y a es un coeficiente que depende de ésta. 

Si expresamos la densidad en series de Fourier como 

(2.37) 

(2.38) 

escribimos [. (p) como 

[.(p) = :2 ~J dr [G1'(-QQ') +at) PQPO'] e'(O+O')', (2.39) 

de tal forma que 

-ll (' \ ' 1: (p) = L V i1' (-Q Q') + at I POPo,6Q +Q "oJ ' 
Q,Q' I 

(2.40) 

donde usa..lTIOS 

(2.41) 

Finalmente la ee. 2.40 es, 

"' 1 '" 1, ,2, 2] 1.-(P) = V L.. 2' ¡poi l2at+1'Q . 
O 

(2,42) 

El teorema de equipartición de la energía establece que si un grado de libertad contribuye 
solamente con un término cuadrático al hamiltoniano, entonces la energía promedio del término 
correspondiente es k~T /2 de tal forma que, 

(2,43) 

y 

(1 12) k~TV 
Po = 2at + 1'Q2 . (2.44) 

En términos de PQ (ee. 2.38) encontramos la transformada de Fourier de la función de correlación 
G, 

(2.45) 
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entonces de acuerdo con 2.44 escribimos 

(2.46) 

donde ¿ = hj2at)lj2. En campo medio, obtenemos el estado uniforme con Q = O. Los estados 
con Q distinto de cero representan fluctuaciones. 

Función de correlación en fluldos inhomogéneos 
Al principio del capítulo introducimos la función de correlación en la eco 2.3, ésta función 

es establecida en general para !luidos inhomogéneos. Aclara¡r.os que la inversa de G(r, r') es la 
función de correlación directa Cin(:r 1 r'), es decir, 

/ (7'n(r, .")G(r", r')dr" = 6 (r - r') , (2.47) 

donde CW(r, r') se define en términos de la función de correlación OZ, e (1', r'), a través de la 
ec., 

8 ¡ 1\ 

cm (I' r') = \ r - r ) _ C (1' r') 
, p(r) ,. (2.48) 

En particular, cuando estudiamos sistemas físicos en mecánica estadística a través de una fun­
cional de la densidad, 

Cin ( ') f3 52 F [p] I 
r, r = 6p(r)5p(r') 

Po 

(2.49) 

Es decir dada la funcional de la densidad, como veremos más adelante, podemos encontrar 
la función de correlación directa Cm(r,:r') y la función de correlación total G(r, r'). 

Fluctuaciones y eigenvalores 
Es posible en la teoría de funcionales de la densidad estudiar pequeñas fluctuaciones de la 

densidad en un sistema inhomogéneo a través de la determinación de la matriz de estabilidad, 
la matriz de segundas derivadas de la funcional de la energía libre con respecto a p en cada 
punto del sistema (ec. 2.49). Las eigenfunciones y los eigenvalores de esta matriz representan 
respectivamente los eigenmodos de las fluctuaciones y las susceptibilidades inversas del sistema 
a estas fluctuaciones. 

La matriz de estabilidad es identificada con la Íunción de correlación directa inhomogénea. 
La función de correlación total y el factor de estructura de los estados inhomogéneos pueden ser 
determinados mediante el espectro de eigeruunciones y eigenvalores. 

Es decir, si obtenemos la estructura de equilibrio de un fluido de un solo componente 
minimizando su energía libre F [p(r)] con respecto a la densidad, 

~=O 
6p(r) . (2.50) 

Las fluctuaciones alrededor de esta estructura de equilibrio pueden ser analizadas mediante el 
espectro de la segunda variación 82PjSp(r)8p(r') evaluada en el perfil de equilibrio (Je. Si la 
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solución de la eco 2.50 corresponde a una estructura estable) es decir) a un verdadero estado de 
equilibrio o equilibrio metaestable, el eígenvalor es positivo. 

Como caso particular consideremos la funciona.l de la densidad correspondiente a.l gran 
potencial en la aproximación de gradiente cuadrado en un sistema infinito, 

n [p(r)] = J [1 (p (r)) - IkP (r) +" IV' p (r)1
2

] dr, (2 ~, ¡ .VJ.., 

donde I (p (r)) es la energía libre de Helmholtz por unidad de volumen de un fluido uniforme, 
j1 es el potencial químico y asumimos que K (el equivalente de 'Y en la funcional de Landau) es 
independiente de p (r). 

La ecuació~ de Euler-Lagrange es) 

ón ól 2 - = - - Ik - 2KV' P = O, 
óp óp 

(2.52) 

cuya solución son los perfiles de la densidad en equilibrio. 
La segunda variación de n después de la integración por partes es 

donde 8p (r) es una pequeña variación de! perfil de densidad la cual se desvanece en las fronteras 
del sistema. 

Si 'Ir n (r) son las eigenfunciones de la "ecuación de Schrodinger" 

(2.53) 

(la segunda derivada rp f/8p2
1 es el equivalente del potencial V (1') de una partícula). Los 
Pe 

eigenmodos de las fluctuaciones de la intercara son la eigenfunciones asociadas a los eigenvalores 
En, de un problema en mecánica cuántica de una partícula en un potencial V (r). Para cualquier 
fluctuación en la densidad óp (1') = I: Cn wn (1') y ó2n adquiere la forma, 

n 

(2.54) 
n 

de tal manera que existe una contribución de cada eigenfunción '1!n (r) que involucra En en 62 S1. 
Si el sistema consiste de dos fases separadas por una intercara plana (en ausencia de campos 

externos) perpendicular a la dirección z y contiene un solo componente de la densidad p( z), 
entonces existe un eigenvalor cero asociado con la traslación de la intercara en la dirección z sin 
algún cambio en su estructura interna y la eigenfunción asociada es proporcional a ,o' (z). Como 
el perfil estacionario para una intercara plana es estable todos los eigenvalores de la ecuación 
de Schrodinger para tal caso son positivos. Si consideramos fluctuaciones en la densidad en 
direcciones paralelas a la intercara en equilibrio obtenemos el espectro de ondas capilares (ver 
apéndice e). 

Bukman, et. al. [3] han calculado el espectro de eigenvalores para el caso de una inter­
cara plana y han encontrado algunas características usando distintos modelos de energía libre) 
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incluyendo la aproximación gradiente cuadrado. Cuando sólo son permitidas deformaciones uni­
formes a través del plano de la intercara, en la mayoría de los casos solamente dos eigenvalores 
discretos existen bajo el conti.nuo. 

En tal caso, el primer eigenvalor es cero y su eigenfunci6n corresponde a una traslación del 
perfil. La eigenfundón puede ser representada mediante oscilaciones sinusoidales a lo largo del 
plano como resultado de una banda de ondas capilares. Entre los modos normales de fluctuación 
figura uno que corresponde al ancho o estrecho de la intercara en la dirección z; es decir un 
incremento o decremento de la magnitud de p' (z) en la región interfacial. Esta fluctuación ha 
sido encontrada en el trabajo de Robledo, et. al. [34], donde el eigenvalor es asociado a un 
coeficiente de tensión interfacial del ensachamiento del perfil. Los eigenvalores en el continuo se 
asocian a fluctuaciones sinusoidales norrrvlh~s a la. intercara plana que comprenden el volumen 
entero e incorporan el bulto del sistema. 

También se han calculado las fluctuaciones de ia línea de contacto [35J donde tres fases se 
encuentran, mediante la determinación del espectro con la matriz de estabilidad asociada a esta 
geometría. Tres eigenvalores en la base de una banda de estados corresponden a fluctuaciones 
en las cuales la posición de la línea de contacto y las intercaras cambian, aunque la estructura 
de la región inhomogénea permanece inalterada. 

Los eigenvalores y las eigenfunciones de la matriz de estabilidad han sido determinados 
para los casos. específicos donde la intercara. tiene geometría cilíndrica y esférica (4] dentro de 
la aproximación de gradiente cuadrado y con un modelo de densidad de energía libre continuo 
de triple parábola. La intercara plana (figs. 2.1 y 2.2) tiene dos eigenvalores discretos bajo 
un continuo. Las intercaras cílindrica y esférica tienen dos eigenvalores discretos y cuando el 
ra.dio de estas intercaras diverge la situación es reducida al sistema de un plano. Sin embargo., 
el primer eigenvalor para la intercaras curvadas es negativo indicando que éstas son inestables 
a fluduacione& en la medida de sus radios. En este caso se establece una concordancia con el 
criterio de estabilidad dado por la ecuación de Laplace y la descripción clásica de la nudeación. 
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Figura 2.1: Primera eigenfunción localizada para la intercara plana calculada usando un modelo 
de gradiente cuadrado y un modelo continuo de la densidad de energía tibre de triple parábola 
(Tef. [4]). La fiuctuacíón cOl'responde a un desplazamiento en el perfil. 
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Figura 2.2: Segunda eigenfunción localizada que es interpretada como un cambio en el ancho 
del perfil. 

Correlaciones en intercaras planas 
En la sección anterior tratamos fluctuaciones de la densidad en intercaras planas para un 

caso específico de la aproximación gradiente cuadrado. En esta sección explicaremos cómo 
podemos calcular las correlaciones entre las fluctuaciones en el caso de una intercara plana. 

Para una intercara plana la función de correlación la podemos escribir como 

(2.55) 

donde R ( de magnitud R ) es el vector paralelo a la ¡ntereara, R2 = (x - x')2 + (y - y')"- Si 
definirnos la transformada de Fourier de 2.55, 

Cin(z,z';Q) = J e,Q·RCin(R,z,z')dR, (2.56) 

entonces podemos calcular la función de correlación directa para casos particulares como el visto 
en la sección anterior (veáse por ejem. también la ref. [37]) donde la transformada de la eco 2.56 
la escribimos como 

ron ( 'Q) [d
2 
f I Ej2 2] ') v Z,z; = dp2(z):po -2Kaz'2 +2KQ 6(z-z . (257) 

Si sustituímos la eco 2.57 en la eco integral 

! Cm(z, Zll; Q)G(Z", z'; Q)dz" = 6 (z - z'), (2.58) 
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Figura 2.3: Fluctuación de desplazamiento de la intercara donde p = Pe + Ebp con E pequeño. 
Pe es el perfil de equilibrio (curva gruesa). Esta fluctuación es el resultado de transformar una 
pequeña cantidad de una ,de las fases en otra y ocurre sin cambio en la energía libre debido a 
que las fases se encuentran en equilibrio termodinámico (reL [36]). 
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Figura 2.4: Fluctuación en el ancho de la intercara donde P = Pe + E6p con E pequeño. Pe es el 
perfil de equilibrio (curva gruesa). La eigenfunción (fig. 2.2) que corresponde a esta fluctuación 
tiene un análogo con el primer estado excitado de un oscilador mecáníco-cuántico con un nodo. 
Esta fluctuación agrega densidad de un lado de la intercara y lo sustrae del otro lado (reL [36]). 
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encontramos que G satisface la ecuación diferencial lineal 

2" (- ~22 + V(z) + Q21 G(z, z'; Q) = {; (z - z'). 
, uZ / 

(2.59) 

G(Z, z'; Q) es el equivalente de la función de Green de un problema de eigenvalores unidimen­
sional y podemos desarrollarlo en términos de las eigenfunciones Wn(r) = 'Pn(z)eiQsR, donde 
En =Cn +Q2: 

(2.60) 

Correlaciones en la cercanía de la transición de mojado 
En la transición continua de mojado completo el grosor ¡ de la capa de mojado que se 

desarrolla en una intercara pared-vapor, diverge continuamente conforme el potencial químico 
del vapor en bulto se aproxima a su valor de saturación (/:,¡.¡. ~ O). El crecimiento de la capa de 
mojado es acompañado por el crecimiento de fluctuaciones interfaciales. En este caso, el mojado 
completo es un ejemplo particular de criticalidad interfacial. 

La transición de mojado completo ha sido esenciaL'Uente entendida a través de hamiltú­
nianos efectivos [38) (ver apéndice e) por lo que la mayoría del trabajo se ha enfocado en el 
entendimiento de la transición de mojado critico. Al respecto, simulaciones de Monte Carla 
específicamente el estudio de un gas en malla por Binder, Landau y Ferrenberg [6] han revelado 
inconsistencias entre la simulación y la predicción teórica para mojado completo. Binder et. 
al. consideran una película delgada de Ising con campos superficiales opuestos, para lo cual 
confirman las característícas cualitativas del diagrama de fases producido por Parry y Evans 
[39). En el intervalo de temperaturas Tc,oo > T > T M que corresponde a la región de una sola 
fase, la intercara se encuentra en promedio en el centro de la película. Observan una longitud de 
correlación proporcional a eL, donde L es el ancho del capilar. Esto es cualitativamente parecido 
a la predicción de Parry y Evans en campo medio [17]. 

Binder et. a.l. [6] especulail en la definición de una nueva escrJa de longitud (al observar que 
la razón de amplitud e = L/4~b !n(~II) para L --> 00 no es la unidad) por lo que Boulter y Parry 
[40, 41] argumentan que dicha razón de amplitud puede ser entendida introduciendo un nuevo 
hamiltoniano que toma en cuenta el acoplamiento entre la posición interfacial y las fluctuaciones 
del parámetro de orden cerca de la pared. Este argumento hace coincidir sus investigaciones con 
las simulaciones de Binder et. al. 

Par otro lado, las fluctuaciones en la densidad alrededor de la estructura de equilibrio de 
flnidos confinados por paredes paralelas planas, han sido calculadas [5] para los casos de campos 
superficiales h¡,2 opuestos simétricamente (h¡ = -h2 ) e idénticos (hl = h2), con un hamiltoniano 
en campo medio que modela fluidos con fuerzas de corto alcance. 

Aquí se modela el fluido como un gas en una malla y se describe usando el lenguaje del 
magneto de Ising. Se define la funcional de la energía libre :F(mk.l,m; J, J I ,2, h, h¡, h2) en la 
aproximación de campo medio para un capilar de Ising en una red cúbica de K x L x M sitios 
con dos paredes planas paralelas en k = 1, K. 

La matriz de estabilidad para este sistema es identificada con la función de correlación 
directa: 

Ck ,l,m;k',l',m1 = >: >: 
Umk,L,mUmk' ,t' ,m/ 

(2.61) 
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Para obtener las propiedades de la matriz de estabilidad se consideran las soluciones de la 
forma 

(2.62) 

dI problema de eigenvalores 

K L Iv! 

L ¿ 2: Ck,l,m;k',l',m,1/J~',l','Y>1' = AntPk,l,m' (2.63) 
k'=l l'=l m'=l 

Se determina la matriz de estabilidad para condiciones por arriba y bajo la temperatura de 
transición de mojado del sistema semi-infinito TM encontrando en cada caso que las configura­
ciones de equilibrio son estables. Se identifican las fluctuaciones cercanas a las paredes y en la 
mitad del capilar y se discuten sus efectos cuando la separación de la pared L diverge. 

Para paredes idénticas por arriba de TM , los estados que coexisten despliegan películas de 
premojado y el eigenvalor más bajo describe la naturaleza de su crecimiento conforme L se incre­
menta. En el caso de paredes opuestas arriba de T M la fluctuación Localizada con el eigenvalor 
más bajo describe el desplazamiento de Las películas de mojado que son traslaciones interfa­
ciales conforme L --l' oo. Bajo Tu las fluctuaciones con el eigenvalor más bajo corresponden a 
deformaciones rígidas extendidas a través del capilar. 

Se calcula el factor de estructura para los estados inhomogéneos y en el caso de paredes 
opuestas se obtiene un comportamiento Ornstein-Zernike en las paredes, pero en la mitad del 
capilar, en la región interfacial, se encuentran desviaciones significativas de esta teoría. 

En nuestro caso nos interesa calcular el factor de estructura para un sistema inhomogéneo 
con una funcional de la densidad en el espacio continuo para fluidos en presencia de paredes 
(fluido con una pared y confinado) y compararlo con la curva Lorentziana tipo Ornstein-Zerníke 
en referencia a los estudios anteriormente descritos (5] y (7]. Como hemos visto, en tales inves­
tigaciones se estudia el comportamiento del factor de estructura en las paredes y lejos de éstas 
de un fluido confinado y se analiza el comportamiento en la región cercana a la transición de 
mojado. Se ha entablado una discusión en cuanto a definir si el Íactor de estructura presenta un 
comportamiento OZ, ya que en el primer caso (ref. [5]) el factor de estructura es de tipo OZ en 
la pared y se desvía notoriamente lejos de ésta, en el seglmdo caso (ref. [7]), sucede lo contrario, 
el factor de estructura no obedece un comportamiento OZ en la pared, cuando Q es pequeiia. 
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Capítulo 3 

Cálculo de fluctuaciones y correla~ 
o clones 

Introduciremos el método de cálculo para obtener los perfiles de densidad en equilibrio, sus 
fluctuaciones y las correlaciones entre éstas para el caso de las intercaras de un Ruido confinado 
por paredes separadas una distancia L. Aquí usamos una funcional de la densidad en el espacio 
continuo con la aproximación gradiente cuadrado y dos formas simples de la parte homogénea 
de la energía libre (modelos DP y TP). Aplicaremos este método al sistema semi-infinito cuando 
en el fluido confinado L --> 00 (cap. 4). Además de los casos de las fluctuaciones en intercaras 
planas lo aplicaremos a la geometría esférica (cap. 7) con algunas variantes como veremos más 
adelante. 

Funcional de la densidad 
Como punto de partida escribiremos la funcional de la densidad correspondiente al gran 

potencial con la aproximación de gradiente cuadrado, para un fluido confinado por paredes 
plana,<; de área infinita cuya separación es L, 

L 

íl(p(z;R)) = J dz J dR[f(P)-¡.tP+ A~p) (V'P)2] 

o 

+ J [,po (Po) + ~o (V' .Lpo)'] dR 

+ J [,pL (PL) + ~L (V' 1.PL)21 dR. (3.1) 

¡.t es el potencial químico o campo de bulto, z (O < z < L) Y R corresponden respectivamente 
a la coordenada perpendicular y al vector paralelo a la intercara. Las cantidades f (p) y A (p), 
se pueden obtener mediante un desarrollo funcional riguroso para sistemas con interacciones de 
corto alcance (ver [34] y referencias ahí). En tal desarrollo las expresiones para f y A resultan: 

f(p) = kT {p(r) [In (>-3 p(r)) -IJ - ~p2(r) J dr'C(r';p(r))} , (3.2) 

A(p) = ~!kT J dr'r"'c(r';p(r)). (3.3) 

A es la longitud térmica de de Broglie, c(r'; p(r) es la función de correlación directa de un fluido 
isotrópico uniforme de densidad p(r). En nuestro problema, el coeficiente A no dependerá de 
la densidad y será una constante. f (p) tendrá una forma analítica sencilla al usar modelos que 
introduciremos posteriormente. 
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La presencia de la pared se modela, mediante varios campos de superficie contenidos er:. la 
definición de las funciones 7f;o y '1j; L Y los coeficientes Bo y B L del gradiente en dirección paralela 
a la intercara \7 1. (PO,L ), Po Y P L son los valores de la densidad en cada una de las paredes; '1/10 
y W L se definen mediante las ees,) 

(3.4) 

(3.5) 

donde 9 es el parámetro de exhaeerbamiento que mide la diferencia que existe con las interac­
ciones entre partículas que residen en la superficie y las interacciones entre las que se encuentran 
en el bulto. ¡.to y ¡.t L son los campos que ejercen cada una de las paredes sobre las partículas deí 
fluido. Definiremos Bo = B L = B como un páIametro que depende de g en la forma 

B= (g+l) 
4 ' 

(3.6) 

de acuerdo a la equivalencia establecida con un modelo en malla (ver apéndice BJ. 

Estabilidad del perfil de equilibrio 
La primera variación de la funcional de la densidad (ec. 3.1) es 

L 

óQ(p) = J dz J dR[f'(p)6p-¡.t5p+AVp.V5p] 

o 

+ J dR (,¡,S (Po) óPo + BV 1.1'0' V 1.5po] 

+ J dR [1/;~ (PL) 6PL + BV l.PL·Vl.Ópd ' (3.7) 

donde oPa = oplz=o y Oh = 8plz=L' Integrando por partes e igualando a cero obtenemos la 
ecuación de Euler-Lagrange) 

l' (p) -1' - AV2 p = 0, (3.8) 

con las condiciones en la frontera definidas por 

- V pl,=o +,¡,~ (Po) - BV1Po = 0, (3.9) 

(3.10) 

Si el perfil varía en Una sola dirección, (coordenada perpendicular a la intercara)) entonces 
ías ecs. 3.8, 3.9 y 3.10 son 

(311) 
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dp 1, ( ) o 
- dzlz=o +1/Jo Po = , 

(3.12) 

(3.13) 

La solución que satisface la eco 3.11 con las condiciones de las ees. 3.12 y 3.13 es el perfil 
de equilibrio, que es definido al conocer la Íorma de j (p) . 

Para estudiar pequeñas fluctuaciones alrededor del perfiL de equilibrio determinamos la 
segunda variación de í1 (p( z; R)) : 

82í1(p(z;R)) 

Integrando por partes resulta 

L 

~ f dz f áR¡¡"(p)8p8p+AVópS16p] 

o 

+~ f áR ['¡;~ópoópo + BV .LÓPo·V .LÓPo] 

+~ f <iR [,¡;ZÓPLÓPL + BV .LóPL·V .L 6pd . (3.14) 

(3.15) 

Hemos visto que una variación cualquiera se puede escribir en términos de una base completa 
de funciones .¡in (r); es decir, 8p = En en >Irn (r) de tal manera que existe una contribución de 
cada Iji" a ó2n que llamaremos En' Entonces las Wn (r) son identificadas como las funciones 
propias que satisfacen la ecuación de Schrodinger 

(3.16) 

donde íJZ f I op21
1 (segunda derivada de la parte homogénea de la energía libre evaluada en 
Po 

el perfil de equilibrio), es el equivalente del potencial V(p(z)). Las condiciones en la frontera 
apropiadas para estas eígenfunciones están dadas por 

n () 8'Jin (z,R)1 2 .' 
1jJo'Jinz,Rlz~o~ 8z I ~B\1.L-Wn(z,R)lz~o 

z=o 
= 0, (3.17) 

,-" W (R)I oWn (z,R) I ~ B,,2 ,T, (2 R)I = O 
?'¡;L n Z, Iz=L+ ~ I V.L'*'n J Iz=L -

uZ z=L 
(3.18) 
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Si 'Pn (z) es una función sólo de la coordenada perpendicular él la intercara, las funciones de 
onGa totales se escriben como Wn (r) = 'Pn (z) e'¡Q R donde Q es un vector de onda paralelo a la 
intercara que caracteriza a las fluctuaciones. Entonces, 

(3.19) 

donde En(Q) = en + Q2. 
Las eigenfunciones 'Pn satísfacen las condiciones en la frontera: 

(3.20) 

(3.21) 

Energía libre de doble parábola (Modelo DP) 
Existen varias formas analíticas que podemos usar para describir la coexistencia de fases ho­

mogéneas para el sistema que nos interesa. En tal caso, una vez que se tiene la parte homogénea 
de la energía libre f (p) podemos, al menos numéricamente, obtener el perfil de densidad de 
equiübrio. Con este perfil calculamos el potencial f"(p)[Pe y describimos sus fluctuaciones. 

/ 

o 0.5 2 
p 

Figura 3.1: Modelo de doble parábola para la función de energía libre h.omogénea. El punto 
donde se cruzan l.as parábol.as corresponde a. p = O. 

Como deseamos mantener en lo posible nuestros cálculos analíticos podemos escoger la 
función f (p) compuesta de parábolas definidas en dos intervalos de la variable p en la forma 

r 
f (p) = l 

2 W (p - Pb) , 

35 

p < 0, (Región Il) 
(3.22) 

P> o. (Región 1) 



f(p) contiene dos mínimos que representan los estados de equilibrio en bulto (donde p = -::l:PIJ, 
para potencial químico J.L = O. Es fácil demostrar que w, Po Y A en las ecs. 3.1 y 3.22 representan 
escalas de energía libre, densidad y de dista.."lcias por lo que en el resto de este trabajo fijaremos 
los valores w =~, Pb = ±l Y A = 1. 

Perfil de equllibrio 
Si p varía en una dirección perpendicular a la intercara, al sustituir l' (p) en la ecuación de 

Euler-Lagrange resulta 

,pp¡ 
(PlI+1)-f.L- dz2 =0. 

(3.23) 

(3.24) 

En las ecuaciones anteriores el perfil es definido en las regiones 1 y 11 del capilar. PI (p > O) 
corresponde al íntervalo donde O < z < l Y PI 1 (p < O) al intervalo donde l < z < L. l es la capa 
de mojado y corresponde al valor de z donde la densidad es cero. 

De acuerdo con las ecs. 3.23 y 3.24, el perfil de equiLibrio es de la forma 

{ 

A¡e' + B¡e-z + f.L + 1, 
p(z) = 

A¡¡é + B11e-z + jJ, - 1, 

0< z < 1, 

1 < z < L. 
(3.25) 

Los coeficientes Al,[ l Y B l,l [ son encontrados cuando la eco 3.25 satisface la eco 3.11 con las 
condiciones en la frontera (ecs. 3.12 y 3.13). Además, en z = l, el perfil y su primera derivada 
son continuos. 

Fluctuaciones y correlaciones 
En la ecuación de Schrodinger el potencial V (p( z) es, 

,pI \ dz2 =1-26(p(z)-p(l», 
Pe 

(3.26) 

con p(l) = O. Para este caso, V (z) es un potencial delta definido en z = [. 
Requerimos que las eigenfunciones sean continuas en z = l) 

(3.27) 

con 'Pn,(I)(Z) y 'Pn,(II)(Z) definidas en las regiones 0< z < 1 Y 1 < z < L, respectivamente. Estas 
funciones satisfacen la ecuación 

(3.28) 

y son de la forma 
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siendo kn = (1_en )I/2. 

A k z + B -knz n,(II)e ,.,. n.(II)e . 

(3.29) 

En z = l, la derivada de las eigenfunciones es discontinua yen este caso las 'Pn (z) cumpien 
cierta condición. Esta propiedad la determinamos al sustituir el valor del potencial definido en 
1 en la oc. de Schrodinger: 

(3.30) 

al integrar: obteneuuos 

l+ l+ 

f -28 (z -1) _ , , , _ r tf2<p" (z)d 
J 1iel I 'Pn\z)az- J dz2 z, 
l- I dz z=l l-

(3.31) 

donde hemos usado la propiedad de la función Delta: 

(3.32) 

El resultado de la integral de la oc. 3.31 nos proporciona la condición que cumplen las derivadas 
de las eigenfunciones en z = l: 

-2'Pn (l) 

I~IJ= 
(3.33) 

Las eigenfunciones 'Pn (z) son definidas cuando calculamos el espectro de eigenvalores. Este 
espectro se determina cuando las 'Pn (z) satisfacen las ecs. 3.20,3.21,3.33 Y 3.27. Este sistema de 
ecuaciones es homogéneo y tiene solución cuando el determinante es cero. Una vez que logremos 
este cálculo, las eigenfunciones completas '<In (z;R) = 'Pn(z)eiQ .R pueden ser determinadas. 

Factor de estructura 

Con el modelo de la funcional de la densidad de la eco 3.1 podemos calcular la funció" de 
correlación G(ZlZ') cuya transformada de Fourier G(Z,ZI;Q) satisface la eco 2.59. En tal caso, 
G(z, z'; Q) es la función de Creen y para calcularla seguiremos el método propuesto en la ref. 
[42]. 

Para esto, procedernos de la siguiente manera: sean las dos regiones 1 y 11 definidas en los 
intervalos O < z < l Y l < z < L, respectivamente. En cada regi6n calcul&'"TIos las funciones 
<PI«) , <P1(»' y <PII«) ,<PII(» de la forma 

(3.34) 
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, 
con kR = (V + Q2) ~ = (1 + Q2). 

Cada par de funcíones satisface las condiciones impuestas a las eigenrunciones 'Pn{z) (ecs. 
3.20, 3.21, 3.27 Y 3.33). Esto quiere decir que <];'«) y <];11(» satisfacen las condiciones en ras 
paredes: 

que las funciones <];«)(z) y <p(»(z) son continuas en 1: 

<PI«1 (l) = <PfI«J (1) , 

<PI(» (l) = <PHí» (l), 

y que sus derivadas sean discontinuas: 

De tal manera que el factor de estructura queda determinado como 

G(z,z';Q) = { 

-t;f¡ I( <1 (z< )4>1(» (z» 
W, 

-<;1> U( <) (zd4>/I(» (z» 
Wu ) 

0< z < 1, 

1 < z < L, 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

donde z< = z) si z < z' y z< = z') si z > z' (con una definición equivalente para z>). W[,lI son 
los wronskianos en cada región: 

(3.42) 

(3.43) 

cuando las variables z y :! están situadas del mismo lado del capilar y con definiciones similares 
cuando están en distíntos lados. 
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Energía libre de triple parábola (Modelo TP) 
Si en la eco de EuleT-Lagrange introducimos ia energía libre en la forma 

( ~ .. (~ , _ \2 i <.U W T f'b) , (Región IlI) 

I (' \ ¡(,o) = í w (1 - Po) 1 - fe) , 
'l 2 , w (,o - pb) , 

- Po < P < Po, (Región II) (3.44) 

Po < ,o, (Región 1) 

entonces hablamos de un modelo de energía de triple parábola. f(p) que es formada de t:€S 
parábolas que son continuas en los puntos ±Po- Hemos aclarado que los valores adecuados para 
W y Pb son 1/2 y :::1 , respectivamente. 

o 14l 
012 

\ 
",4\ 

005 

004 

002 

,~5 -05 o 05 15 

P 

Figura 3,2: Parte homogénea de la energía libre correspondiente al modelo de triple parábola 
donde ± Po, son los valores de la densidad donde se cruzan las parábolas (aqUí Po = 0,75). 

Perfil de equilibrio 
El perfil de equilibrio queda determinado cuando satisface la eco de Euler-Lagrange y las 

condiciones en la frontera (ees. 3.12 y 3.13). Generalizando al caso de triple parábola el perfil 
es definido ahora como 

p(z) = { 
P" 
Pn, 
PIIIl 

0<Z<Z11 
Z1 < Z < Z2, 

Z2 < Z < L. 
(3.45) 

Zl Y Z2 son los puntos del perfil asociados a los valores Po y ~Po) respectivamente. El perfil y 
sus derivadas primera y segunda son continuos en los puntos Zl Y Z2; es decir, 

(3.46) 
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donde PI Y PI!¡ son de la forma 

, (\ ' (' PIl,llI Z2J = Pn,IlI Z2;' 

En la región central del capilar el perfil es definido como 

PI1(Z) = An sin(kpz) + Bn cos(kpz) + Pp ' 

donde ±Pb = éd1, kp = 1(1- PO)/PO]1/2 y Pp = -Ji/(kpJ2. 

Fluctuaciones y correlaciones 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

Para calcular las fluctuaciones en la densidad el análogo rnecánico-cuántico corresponde a 
una partícula en un potencial de pozo cuadrado definido como 

{ 

1, 
V (z) = P~~l , 

1, 

O<Z<Zl, 
Zl < Z < Z2, 

Z2<Z<L. 

(3.54) 

En este caso las eigenfunciones 'Pn(z) que determinan. las eigenfunciones totales 'lin(z; Q) 
que satisfacen la eco de Schr6dinger son determinadas como 

!.pn,(J) ) 

'Pn.(ll) , 

if'n.(IlI) 1 

O<Z<Zl, 
21 < Z < Z2, 

22 < z < L. 

'Pn,(l)(Z) Y 'Pn,(JIl)(Z) son de la forma 

() A knz , B -knz 
lPn,(I,IlI) Z = n,(I,llI)e --¡- n,(I,IlI)e 

yen la región II: 
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Figura 3.3: Potencial de pozo rectangular definido para el modelo de triple parábola. 

'Pn,(Il) (Z) = An,(Il) sin(k~C) z) + Bn,! [cos(k~C) z), (3.57) 

con kn = (1 - 6n )'/2 Y k~C) = (k; + En)'/2. 
Las eigenfunciones satisfacen las ecs. 3.20 y 3.21 en las paredes y son continuas junto con 

su primera derivada en Zl Y Z2, 

Factor de estructura 

El factor de estructura queda definido en las tres regiones mediante las funciones 

1>[(z; Q) = { <PI«J' 
91(» , 
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0< Z < Zl, 

O<Z<Zl, 

(3.58) 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 



m (z· Q) _ { 1>llI«), 
I I/I 1 - -+.. 

"[[J(», 

Z2 < z < L, 
Z2 < z < L. 

Las funciones definidas en cjJ l Y 1;11 j son determinadas como 

" (. Q) -kRZ + b hHz 'PI,III Z, = a¡,IlI e I,lII e , 

(3.63) 

(3.64) 

con kR = (1 + Q2) 1/2 ya que V(p) = 1 en estas dos regiones. En la región II las funciones son 

con 

1>[[(z;Q) = { 1>[[«), 
1>[[(», 

(3.65) 

, - (V _ Q2\1/2 
K. r - ), 

(3.66) 

Los coeficientes quedan determinados mediante las ecs. 3.35 y 3.36 escritas para este caso como 

(3.67) 

(3.68) 

Además, sabemos que las funciones y sus primeras derivadas son continuas en los puntos 
Z} y Z2; esto significa que satisfacen las ees. siguientes: 

(3.69) 

(3.70) 

(3.71) 

(3.72) 

(373) 
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-,' (\' () 'Y!I«) Z2) = ctJIIl«)\Z2 , 

., () - ~, (\ 
CfJII(» Z2 - '+'III(» z2)-

(3.74) 

(3.75) 

(3.76) 

Una vez que se obtienen las funciones anteriores, el factor de estructura queda definido 
mediante la ec.) 

G(z, z'; Q) = 

4>¡«)(z< ,Q)4>I(» (z> ,Q) 
W, ' 

<PI 1«) (z< ,Q)4> JIe» (z> ,Q) 
WH 

4>f II( <1 (z< ,q)r/> 11 1 (»(z> ,Q) 
\ WIl¡ 

0< Z < Zl, 

(3.77) 

Z2 < z < L. 

Donde los wronskianos W¡, W II y W Il1 quedan determinados como el equivalente de las ees. 
3.42 y 3.43 aplicadas a este caso: 

(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 

Las especificaciones para z< = z, Zl y z> = z, z', son las mismas que definimos para el caso 
del modelo de doble parábola. 

Hemos visto que para cada modelo de energía libre homogénea calculamos el factor de 
estructura, de acuerdo con las ees. 3.41 y 3.77. En cada caso, podemos aproximar el factor de 
estructura calculado por el desarrollo en términos de las funciones propias (ver cap. 2) mediante 
la eco 

(3.81 ) 

lo que correspondería a las contribuciones del espectro discreto. La contribución del espectro 
discreto sumada a la contribución del espectro continuo nos proporciona el factor de estructura 
total. En la ecuación 3.81 las funciones propias están normalizadas. 

Para nuestro cálculos usaremos en el ajuste del factor de estructura calculado a través de 
la función de Green que satisface la eco 2.59, la eco OZ del tipo 

G(z,z';Q) = G(O) 
1 + bQ2' 

(3.82) 

de acuerdo con la teoría Ornstein-Zernike que hemos descrito anteriormente. El coeficiente b es 
calculado con el valor del factor de estructura en Qma.x, el valor de corte en nuestros cálculos. 
Además podemos reconocer que b = ~2 (ver cap. 2). 
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Capítulo 4 

Fluctuaciones de la densidad en 
un sistema semi-infinito 

En este capítulo presentamos los resultados del cálculo de fluctuaciones de un fluido en presencia 
de una pared para los modelos de energía libre homogénea DP y TP. Los cálculos corresponden 
a estados cercanos a la transición de mojado, (alrededor de la curva de premojado, fuera de la 
coexistencia). La funcional de la densidad es de la forma 

00 

n(p) = ¡ dz ¡ dR[f(P)-ILP+%(\7P)2] 
G 

+ r r,po (Po) + ~o (\7 .Lpo)21J dR, 
J L ¿ 

(4.1) 

que es el caso descrito en el sistema confinado cuando L --0\0 oo. 

Modelo DP 
En esta sección mostraremos los cálculos correspondientes a las fluctuaciones del perfil 

de equilibrio introduciendo un modelo de doble parábola. Con este modelo estudiaremos el 
comportamiento de fases, el potencial efectivo y el coeficiente de rigidez. 

Perfil de equilibrio 
En este caso, el perfil de equilibrio satisface la ecuación 3.11 y es de la Íorma 

( 
p(z) = l 0< z < 1, 

1 < z. 
(4.2) 

Los coeficientes son calculados con la condición en la pared (ec. 3.12) y las condiciones de 
continuidad, 

PI (1) = Pll (1) = 0, 

p~ (1) = Pu (1). 

Estos coeficientes quedan determinados como 

Al -1 = -e , 

BI = _pel , 

Au = (1 - J1-)e'-

En la fig. 4.1 mostramos el perfil de equilibrio y sus fluctuaciones. 
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Figura 4.1: Espectro de las fluctuaciones del perfil de equilibrio (capa gruesa) con los parámetros 
1" = -le - 4, 1"0 = 0.5, 9 = 0.5. Encontramos dos estados localizados (cuando Det=O) cuyos 
eigenvalores corresponden a las eígenfunciones 'PI y 'Pz' 

Coexistencia de fases y premojado 
En el sistema semi-infinito conviene estudiar la situación donde una fase es estable y la otra 

metaeslable. Para 11- < O la fase de vapor es más estable (la parte homogénea de la energía libre 
es w(p) = f(p) - I1-p). En este caso estudiaremos el premojado que ocurre fuera de la curva 
de coexistencia) para ciertos valores del campo de superficie 110 y del factor de exacerbamiento 
9 > O. Ahí, coexisten dos películas de fluido, una delgada y una gruesa. Conforme nos movemos 
a través de la curva de premojado hacia la curva de coexistencia nos situamos en el mojado 
completo o parcial (fig. 4.2). 

En el diagrama de fases de premojado (fig. 4.2) coexisten dos perfiles con el mismo valor de 
rt1

, el que corresponde a la película gruesa de la ec. 4.2 y el de la película delgada para p < O, 
definido mediante la ec.: 

p(z) = Ane-z + JL -l. (4.8) 

El perfil de la ee. 4.8 satisface la ec. 3.11 y la condición en la pared (ee. 3.12). El coeficiente 
AH está dado como, 

1 Sustituimos el perfil de. eqnilbrio en n [p(z)] y restamos el término de bulto pata obtener el val.oI de equilibrio 
dE' n. 
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A¡¡ = (1 - I")e'- (4.9) 

En la curva de premojado el punto donde ocurre la transición de mojado corresponde a tos 
valores ¡.to = ¡ttf y ¡t = O. También podemos identificar el punto crítico de premojado donde las 
dos fases son idénticas (1 = O). 

Si el campo de bulto 1" tiende a cero por abajo, (definiendo una tra.yectoria en el diagrama 
de Íases) nos acercamos al mojado y sabemos que el grosor de la película tiende a infinito ya sea 
de forma continua o discontinua. Nuestros cálculos nos permiten corroborar esto y encontrar 
que 1 ~ in(-l/l'), (ver fig. 4.3). 

:::l. -, o.. 
G o 

-0.5 

-2 -, 
-1.5 

¡ 
-2 1 

1 
O 2 4 6 8 

-3 Z 

-4L....-----::'-:c----~-----:" 
o 0.5 1.5 

Figura 4.2: Diagrama de fases de premojado donde ocurre una transición de capa deigada a 
gruesa. D y G denotan la estabilidad de las capas delgada y gruesa respectivamente. Podemos 
observar las estructuras que coexisten con un mismo valor n en un punto del diagrama fases 
donde 1'0 = 0.5 Y i' = -0.2207. 

Estabilidad y fluctuaciones 

La estabilidad del perfil de equilibrio de la fig. 4.1 es obtenida cuando definimos las eigen­
funciones tpn que satisfacen la ecuación 3.28 con la forma 
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Figura 4.3: Crecimiento de la capa de mojado en la cercanía de la coexistencia (1"- -. O), 
para campo de pared constante !lo = 0.5. La capa tiende a. infinito de manera continua y es 
proporcional al log( -1 / 1"). 

0< z < 1, 
( 4.10) 

1 < z. 

Sabemos que los coeficientes son encontrados con las condiciones de continuidad de las eigen­
funciones en l : 

A ek"l, B -k"l A e-k"l 
n,(I) T n,(I)e = n,(If) . 

Además, la primera derivada es discontinua en l, 

y la condición en la pared es, 
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Figura 4.4: Eigenfunciones asociadas a los eigenvalores localizados en los espectros generados 
en la trayectoria;.;,o = 0.5, para ¡.t = -0.1 (curva delgada) y J], = -0.3 (cu..rya gruesa). La ClliYa 

discontinua corresponde a 1" = -0.0001 (espectro de la fig. 4.1) 

(4.13) 

De acuerdo con las ees. anteriores obtenemos el espectro de eigenvalores y encontram.os 
las fluctuaciones de la estructura de equilibrio a través de las eigenfunciones asociadas a estos 
eigenvalores. En la ng. 4.1, oanos g, /L Y P.o podemos encontrar dos estados discretos en el 
espectro. El primer estado corresponde a una fluctuación rígida del perfil (cuando el sistema 
es análogo al sistema infinito), el segundo, de energía más alta, corresponde a una fluctuación 
debida a la presencia de la pared. 

Por otro lado, siguiendo una trayectoria en el diagra..."lla de fases, por ejemplo a campo 
de pared constante, encontramos que uno de los estados discretos desaparece conforme nos 
alejamos de la curva de coexistencia. Es decir, permanece un estado discreto que corresponde 
a una fluctuación rígida del perfil. Los espectros de eigenvalores y sus eigenfunciones en dos 
puntos de esta trayectoría son mostrados en la fig. 4.4. 
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Fador de estructwr1i. y correlaciones 
El factor de estructura es definido mediante las funciones 

<PIl(»(Z;Q) 

<P I( <) (z; Q) 

1oIl«)(Z;Q) 

fl., ,okuz ...Lh __ ,o-kHz 
~J\>J~ I .... 1\»..... ) 

e-kRZ . 

cuyos coeficientes son calculados mediante las condiciones 

c/!,(>,<) (l) = 1oIl(>,<) (1), 

d1oIl(>,<) I 
dz z=l 

dc/!I(>,<) l' IdP' ·-1 
= -2c/!(>,<) (1) dz I I 

dz z=1 'z=! I 

101«) (O) (-g + BQ2) - c/!~«) (O) = O. 

Una vez encontrados los coeficientes definimos el factor de estructura como 

r -<;b'í<l (z< )<p¡¡> 1 (2)) 0< Z < 1, w, 
G (z, z; Q) = l -4> II( <) (z<}4> fI c> ~ (z:> ) l < Z¡ 

WIl 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

con VII Y VIII, definidos a través de las ecs. 3.42 y 3.43. En la fig. 4.5 mostramos el factor de 
estructura cuyo comportamiento es OZ. 

Potencial efectivo fl T (1) 
Podemos describir la coexistencia de fases en el premojado (capa delgada y gruesa) y el 

comportamiento en la cercanía del punto crítico de premojado a través del potencial efectivo 
[431 ílT (1) '. 

Definimos nT (1), como 

ce 

ílr (1) = J dz [w (p(l)) - w(Pb) + ~ (V' P(l)2] + % (Po) , 
o 

(4.20) 

donde p(l) es el perfil de la densidad en función de la capa de premojado y p, = l' - 1, es la 
densidad en el bulto. Los mínimos a la misma altura de Slr (l) son asociados a los estados en 
coexistencia con sus respectivas capas de premojado (delgada y gruesa). 

2También podemos llamarle ¡:>otencl3.1 de desplazamiento rígido y es definido en lOS hamiltonianos efecilyos 
para estudiar por ejemplo. las fluctuaciones de onda capilar y las tranS1ClOliCS de mojado (ver apéndice e donde 
lo escribimos como W(l)). 
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Figura 4.5: Factor de estructura en las paredes y en la capa de premojado. Los asteriscos 
corresponden al factor de estructura calculado con la ee. 3.41, la cUrva gruesa continua es el 
ajuste de la eco 3.82. En C(O, O; Q) la curva delgada es la contribución de la fluctuación de alta 
energía. 

Entonces nT (1) se compone de dos contribuciones, cada una de ellas proviene del perfil de 
capa delgada y gruesa respectivamente. Tanto la capa delgada (1 < O), como la gruesa (1 > O) 
son definidas cuando p = O (ver figura 4.6). En la fig. 4.6 mostrarnos n.,. (l) con Jio constante 
para distintos valores del campo de bulto. Los mínimos a la misma altura corresponden a un 
punto de la curva de premojado. 

con 

Al integrar la eco 4.20 obtenemos 

fl(D) 
T 

fl(G) 
T 

1<0, 
1> O, 

AJl - ~ (An + fL - 1)2 + (fL - fLo)(An + fL - 1), 

A2 B 2 A2 -t (e2
' -1) + -t (1- e-2

') + ~l e-2
' - 2fLI 

-~ (Al + Bl + fL + 1)2 + (fL - fLo) (Al + Bl + fL + 1) . 

(4.21) 

(4.22) 

(423) 

Los subíndices D y G corresponden a las contribuciones al potencial de la capa delgada y gruesa, 
respectivamente. 
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Figura 4.6: flT en una trayectoria /-Lo = 0.48, constante. Con los valores del campo J1 = -0.3 
(capa delgada estable) y /L = -0.12 (capa gruesa estable), En /L = -0.1993 coexisten dos perfiles 
con el mismo valor de S1T o 

Coeficiente de rigidez 

En general, el perfil de equilibrio además de depender de la coordenada perpendicular a 
la intercara puede depender de las tres coordenadas, es decir p (x, y, z) = p(z; t(x, y)) donde la 
capa de premojado es función de las coordenadas paralelas a la intercara. 

En tal caso podemos escribir una expresión general para la funcional de la densidad n [pi l) 1 
como 

n [p(I)J 1 dz J dR [f(P(l)) - ¡tp(l) + ~ [(~:) 2 + (~) 2 (Vi)2]] 

+ J [_~p2 (z = 0;1) + (1' - ¡to)p(z = O; O] dR 

+ J [~ (ap (Za7 0
;I)y (VI)2] dR, ( 4.24) 

donde 

51 



( 4.25) 

y 

(V lP (Z = O; i)2 = (8P (Z;; O; i») 2 (Vi)2 . (4.26) 

Al 1 "0''; ,e· ,(_,,2 ; e' • "d "(1) agrupar -os térmmos luentL_~camos el COenCl€nte ae 1. v l) como el coenClente de ngl ez L:..J 

[44J que nos indica que tan rígida es la intercara. Es decir, el trabajo que cuesta hacer "oscilar': 
esta intercara. ¿; (l) en este caso resulta ser de la forma 

~(l) = { 

(1_1")2 (~e21 + e~') , ¡ ~ 0, 

t (C 21 - e-41 ) - tl"2 (e21 - é') - ¡ti 
+ (1-:)' e21 + i- (e- 21 _ 21" + 1"2e21 ) , 1 ~ O. 

( 4.27) 
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9,,~~~~~'~"'~1~~~~~~ -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Figura 4.7: Coeficiente de rigidez en premojado para g = 0.5 1 Bo = 0.375, con los valores de 
campo de coexistencia 11 = 0, -0.1, -0.2, -0.3, -0.4, -0.5. 

El comportamiento del coeficiente de rigidez depende del modelo que escogimos, en este 
caso depende del parámetro B, que en otros modelos es omitido. 
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Modelo TP 
En esta sección se muestra el cálculo de las fluctuaciones de la densidad en la intercaras 

de un fluido en presencia de una pared con el modelo TP. Aquí no hacemos un análisis del 
comportamiento de fases, sólo calculamos la estabilidad del perfil de equilibrio de la fig. 4.8 
con los parámetros ahí indicados. De esta forma podemos comparar nuestros resultados con los 
obtenidos para el modelo DP. 

Perfil de equilibrio 
Cuando IR. parte homogénea de la energía libre corresponde a un modelo de triple parábola, 

el perfil de equilibrio que satisface la eco 3.11 y la eco 3.12 es de Ia forma 

( 

A¡e-z + B¡e' + i' + 1, 

pez) = AH sin(k"z) + Bn cos(kpz) - i'k;2, 

AH1e- z + 1" - 1. 

0< Z < Z¡, 

( 4.28) 

En este caso, como en el anterior, nos encontramos en una región fuera de coexistencia (fl < O) 
donde la fase Con densidad negativa es la estable. Los coeficientes del perfil de equilibrio son 
determinados con las condiciones de continuidad del perfil y sus derivadas en los puntos Zl Y Z2. 

25r(--------~------~--------__ --------r_--_. 

2 

'( 

a. 05~ 
o 

_1 

-1.50i;-----~5C----~,;';;O------;,5¡;-------2"'O;------' 

z 

Figura 4.8: Perfil de equilibrio para el sistema fluido en presencia de una pared. Los parámetros 
del modelo son fLo ~ 0.6, fL ~ 0.0001, g = 0.25, Po ~ 0.75 
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Figura 4.9: Espectro discreto de eigenvalores asociado a las fluctuaciones del perfil de equilibrio 
de la fig. 4.8. Los eigenvalores son los puntos que cruzan el eje Det=O. 

Fluctuaciones 
Las fluctuaciones del perfil de equilibrio son determinadas con las eigenfunciones que satis­

facen la eco de Schr6dinger, 

r 
An,(I)e-k"z + Bn,(I)ek"z, 0< Z < Zl, 

'Pn(z) = 

1 
An.(JI) sin(k~C) z) + Bn.(JI) cos(k~C) z), Zl < Z < Z2, (4.29) 

A -k z Z2 < Z. n,(III)e n 1 

Las amplitudes de las eigenfunciones son obtenidos con las condiciones de continuidad de éstas 
y de sus pimeras derivadas en los puntos Zl, Z2 Y con la condición en la pared: 

An.(!)( -g + k) + Bn.(I) ( -g - k) = O. (4.30) 

Las condiciones de continuidad y la eco 4.30, generan un sistema de ecuaciones homogéneas 
que tiene solución sólo si el determinante es cero. De esta forma obtenemos un espectro discreto. 
Al analizar el espectro (fig. 4.9), encontramos además de la fluctuación de desplazamiento rígido 
y la fluctuación debido a la presencia de la pared (energía alta) un tercer estado asociado a un 
ancho del perfil. Además, encontramos que si Po ---7 1 el número de eigenvalores se incrementa 
(ver fig. 4.ll). 

Al igual que en el caso anterior (modelo DP), conforme nos alejamos del mojado, en la 
trayectoria de flo = cte, desaparece el estado discreto asociado a la pared y encontramos sólo 
dos eigenvalores discretos. En uno de los puntos de esta trayectoria desaparece también la 
fluctuación de ancho del perfil y sólo obtenemos una fluctuación asociada al desplaza..-niento del 
perfil. 
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Figura 4.10: Eigenfunciones asociadas a los eigenvalores del espectro discreto de la fig. 4.9. 

Enseguida veremos cómo las correlaciones entre éstas fluctuaciones pueden ser descritas a 
tráves del factor de estructura y averiguaremos si la fluctuación de ancho modifica las correla­
ciones. 

Factor de estructura y correlaciones 
El factor de estructura G(z,z;Q) (ec. 3.77) se calcula en tres regiones y se construye con 

las funciones rjJ(z; Q) determinadas como 

<PII«l(z;Q) = { 

<PII(»(Z;Q) = { 

aII «) cos(k,z) + b[¡«) sin(k,z), 

afI«)e-k,.z + b"iI«)ek, z 1 
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k, = (V _ Q2)'/2, 

k, = (-V + Q2)'/2. 

k, = (V _ Q2),/2 , 

k, = (-V + Q2),/2 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

( 4.34) 

( 4.35) 
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Figura 4.11: Espectro asociado al perfil de equilibrio con los parámetros!ko = 0.6, !k = -0.0001, 
9 = 0.25 y Po = 0.99. 

(4.36) 

En las figs. 4.12 y 4.13 se muestra el factor de estructura en la pared C(O, O; Q) Y en un 
punto en la intercara líquido-vapor (capa de premojado) G(l, 1; Q). El factor de estructura total 
determinado por la eco 3.77 es comparado con un ajuste de una curva OZ y en el caso de la 
intercara con el primer factor de la suma de la eco 3.8!. 

Observamos que el comportamiento de las correlaciones no se diferenció del que obtuvimos 
para el caso del modelo DP. Es decir, en los dos casos obtenemos una semejanza con la teoría 
OZ. También la fluctuación asociada a la presencia de la pared tiene una contribución grande 
al factor de estructura como en el caso del modelo DP. 
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Figura 4.12: Factor de estructura en la pared correspondiente a las correlaciones entre las 
fluctuaciones del perfil de la lig. 4.8. La curva de asteriscos corresponde al factor calculado 
mediante la eco 3.77. La curva gruesa es el ajuste de OZ y la delgada es la contribución de la 
ft.uctuación de superficie. Las contribuciones de las fluctuaciones de ancho y traslación son muy 
pequeñas. 
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Figura 4.13: Factor de estruc'¡'ura en la capa de premojado. La contribución de la fluctuación de 
traslación y el ajuste OZ corresponden a la curva gruesa. Los asteriscos corresponden al factor 
de estructura calculado con la eco 3.77. 
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Caoítulo 5 
¿ 

Fluctuaciones eH fluidos confina­
dos por paredes opuestas 

En este capítulo mostramos los resultados obtenidos para el espectro de estabilidad y las fun­
ciones propias, cuando el fluido es confinado por paredes separadas una distancia L y que ejercen 
campos de pared simétricamente opuestos /10 = -/1L > O, para el modelo DP y TP. Los cálculos 
corresponden al estado de equilibrio por arriba de la transición de mojado cuando J.l = O. 

Modelo DP 
En esta sección calculamos las fluctuaciones deL perfit de equilibrio introduciendo lli"1. modelo 

DP de energía libre homogénea. 

Perfil de equilibrio y fluctuaciones 
En la fig. 5.1 mostramos los perfiles de densidad para un capilar de ancho L = 24. Los 

perfiles son de la forma 

p(z) = { 
A¡e-z + Ele z + 1, O<z<L/2, 

(5.1) 
Ane-z + Ellez - 1, L/2 < z < L, 

p¡{z) = .. 4.¡e-z + Elez + 1, () < z < L, (5.2) 

Pv(z) = Ane-z + Bne' - 1, 0< z < L, (5.3) 

para el perfil inte,facial, la fase líquida y la fase de vapor, respectivamente. Los perfiles de las 
ees. 5.2 y 5.3 satisfacen las condiciones en las paredes 3.12 y 3.13. 

En la fig. 5.2 mostramos el espectro de eigenvalores asociados a las fluctuaciones del perfil 
de equilibrio de la eCo 5.1. El espectro es compuesto de eigenvalores positivos que corroboran 
la estabilidad de los estados confinados en equilibrio. Encontramos tres estados discretos, dos 
de ellos son cuasi-degenerados debido a la presencia de las paredes. El primer eigenvalor es 
asociado a un desplazamiento rígido del perfil cuando L ~ oo. 

Las funciones propias correspondientes a los eigenvalores se muestran en la fig. 5.3. Las 
eigenfunciones son de la forma 

0< z < L/2, 
(5.4) 

L/2 < z < L. 

En la fig .. 5.4 podemos observar el comportamiento del eigenvalor más bajo, notando que 
conforme L ~ (0) el ~ O. "Gn análisis más detallado de esta curva indica que en campo medio, 
el es proporciona~ a e- L2 
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Figura 5.1: Perfiles de densidad en equilibrio para paredes con campos de superficie opuestos 
1"0 = -I'L = 0.39, g = 0.5, l' = O Y L = 24. (a) Perfil interfacial (b) Coexistencia de fases de los 
estados de equilibrio p, y pv' 

Factor de estructura 
Construimos el factor de estructura como hemos descrito en el cap. 3, con las funciones 

{ aI( <)e-
kRZ + e kRZ ) 

<p¡(z; Q) (5.5) 
-kEZ + b kEZ al(»e l(»e. 

{ aII«)e-kRz + bII«)ekRz , 

<PII(z; Q) (5.6) 
aII(»e-kRz + e-kRZ . 

Por comparación obtenemos un ajuste del factor de estructura con la curva de la eco 3.82. 
Observalnos que en las paredes y en la mitad del capilar el comportamiento es OZ. Las con­
tribuciones a G(O, O; Q) de los estados cuasi-degenerados son notables (ver lig. 5.5) y el factor de 
estructura G(L/2, L/2; Q) es determinado con la contribución del primer término de la ecuación 
3.81 (eigenvalor más bajo). 
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Figura 5.2: Espectro de eigeIlvalores asociado al perfil iIlterfacial de la fig. 5.1 (a). Encon­
tramos tres eígenvalores discretos donde el determinante (Det) del sistema de las condiciones 
que satisfacen Yn (z) es cero. 
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Figura 0.3: Eigenfunciones correspondientes a los eigenvalores del espectro discreto de la ng. 
5.2. 
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Figura 5.4: Comportamiento del eigenvalOT más bajo en el caso de paredes simétricamente 
opuestas con 110 = -flL = 0.01, 9 = 0.5, para distintos valores del ancho del capilar L. De un 
ajuste de datos obtenemos la eco f = aexp( _bL2 ) para a y b > O. 
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Figura 5.5: Factor de estructura en las pac:edes G(O. O; Q) Y en la mitad del capilar, 
G(L/2, L/2; Q) correspondiente a las correlaciones entre las fluctuaciones del perfil de la fig. 5.1 
(a). Los asteriscos representan la curva de la ecuación 3.77. La curva gruesa es el ajuste de una 
curva OZ. En las paredes la curva delgada es la contribución de los términos cuasi-degenerados 
de la eco 3.81. En la mitad del capilar la contribución de la fluctuación de desplazamiento rígido 
(curva gruesa continua) coincide con el factor de estructura calculado y el ajuste OZ. 
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Modelo TP 

En esta sección calculamos las fluctuaciones del perfil de equilibrio introduciendo un modelo 
TP para la energía libre homogénea. 

Perfil de equilibrio 

Si introducimos la función de energía libre de triple parábola (ec. 3.44) el perfil que satisface 
la eco 3.11 y las condiciones de frontera en las paredes (ecs. 3.12 y 3.13) es de la forma 

,(,) ~ 1 
A¡e-Z + B feZ + 1, 0< Z < Z¡, 

An sin(kpz) + Bn cos(kpz), Zl < Z < Z2. (5.7) 

A1IIe-z + BlIIez - 1, Z2 < Z < L. 

3r-------.-------__ ------~------_r----_. 

z 

Figura 5.6: Perfil de equilibrio correspondiente al capilar de paredes opuestas con el modelo TP 
para 1"0 = -I"L = 0.39, g = 0.5, Po = 0.75,1" = O Y L = 24. 

En la ng. 5.6 se muestra el perfil de equilibrio cuyos coeficientes hemos calculado con las 
ees. de continuidad definidas en el cap. 3. 

Fluctuaciones 

Para calcular las fluctuaciones del perfil de equilibrio de la fig. 5.6, encontramos el espectro 
discreto de eígenvalores y determinamos las funciones propias como 
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0< Z < Zl, 

(5.8) 

Z2 < z < L. 
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Figura 5.7: Espectro de eigenvalores que determina las fluctuaciones del perfil de equilibrio de 
la fig. 5.6. 

Notamos que en el espectro de la fig. 5.7 aparecen cuatro estados discretos, el de más baja 
energía (en todos los casos aparece) corresponde a una fluctuación del desplazamiento del perfil 
cuando L --t oo. Con energía más alta se encuentran dos estados cuasi-degenerados, por la 
presencia de las paredes, y el último corresponde a una fluctuación de ancho del perfil. En la 
fig. 5.8 se muestran las eígenfunciones correspondientes a estos eigenvalores. 

Correlaciones 

El factor de estructura es calculado con las funciones siguientes 

1'I«)(Z: Q) 

r?I(>l(z; Q) = 
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Figura 5.8: Eigenfunciones correspondientes a los eigenvalores del espectro discreto de la fig. 
5.7. 

<PII(»(z,Q) = 
al1 (» COS(kT Z ) + al1 (» sin(kTz), 

ail(»e-k"z + aiI(»ek,z, 

<P 11I( <) (z; Q) 

0 IlI (»(Z; Q) 

kr = ('1_ Q2)'/2, 

k
r 

= (-V + Q2)'/2 ,(5.11) 

k
T 

= (V _ Q2)'/2, 

kr = (_ V + Q2) '/2 , 
(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 

De acuerdo con las 8CS. del cap. 3 determinamos el factor de estructura en las paredes y en 
la mitad del capilar. En las figs. 5.9 y 5.10 se muestra el factor de estructura calculado mediante 
las eco 3.77) el ajuste de una curva OZ y las contribuciones de los términos de la eco 3.8l. 

Observamos que el factor de estructura tanto en las paredes como en el capilar tiene un 
comportamiento 02. La contribución del segundo y tercer término de la eco 3.81 (estados discre­
tos cuasi-degenerados) al factor de estructura en las paredes G(O~ O; Q) es notoria) mientras que 
las contribuciones de las fluctuaciones de ancho y traslación son pequeñas (no mostradas en las 
figs.). Por otro lado la contribución de la fluctuación de desplazamiento rígido a G(L/2, L/2; Q) 
domina: por lo que las contribuciones de los otros términos y del espectro continuo son despre­
ciadas. 
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Fig,ura 5.9: Factor de estructura en las paredes (Q S 1) correspondiente a las correlaciones entre 
las fluctuaciones del perfil de la fig. 5.6. Los asteriscos corresponden al factor de estructura 
calculado mediante la ec. 3.77. La curva gruesa continua es el ajuste OZ y la delgada es la 
contribución de las fluctuaciones de superficie (estados cuasi-degenerados). 
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Figura 5.10: Factor de estructura en la mitad del capilar. La curva gruesa corresponde al ajuste 
OZ que coincide con la contribución del término asociado a la fluctuación de trasl.ación. Los 
asteriscos corresponden al cálculo de la ec, 3.77. 
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Capítulo 6 

Fluctuaciones en fluidos confina­
dos por paredes idénticas 

En este caso consideramos un fluido confinado entre paredes que ejercen campos de pared idénti­
cos 1"0 = 1" L > O. Obtenemos los estados de equilibrio y las fluctuaciones en la densidad mediante 
el espectro de eigenvalores con el modelo de doble parábola. 

La coexistencia de estados ocurre para f.L < O Y !lo = f-LL > O. Se identifican varios casos, 
el primero corresponde a la condensación capilar con dos clases de coexistencia, en una de éstas 
coexisten los perfiles de la fase líquida y la fase de vapor (perfiles con densidad positiva y negativa 
respectivamente). En la otra situación coexiste un perfil asociado a la fase líquida y un perfil 
que ha desarrollado capas de mojado en las paredes (mojado desplazado). 

Otro caso es asociado al premojado desplazado (premojado en el capilar) donde coexisten 
un perfil con capas delgadas y otro que ha desarrollado capas de premojado gruesas. 

Condensación capilar y premojado desplazado 
La fig. 6.1 muestra los perfiles en coexistencia en la condensación capilar asociados a las 

fases líquida y de vapor. Los perfiles son de la forma 

(6.1) 

(6.2) 

con los coeficientes determinados por las condiciones en las paredes (ec. 3.12 y 3.13). 
El espectro de la fig. 6.2 determina los estados localizados asociados a las fluctuaciones de 

los perfiles en equilibrio. El espectro es idéntico para cada uno de los perfiles de las ecs. 6.1 y 
6.2 ya que sólo depende de las condiciones en las paredes (depende sólo del ancho del capilar 
y el parámetro de exhacerbarniento). Los eigenvalores son positivos entonces los estados confi­
nados en equilibrio son estables. Observamos que los estados discretos son cuasi-degenerados y 
corresponden a eigenfunciones de la forma 

(6.3) 

con las amplitudes An Y En determinadas sólo por las condiciones de frontera en las paredes. 
El factor de estructura queda determinado como 

siendo a( Q) y b( Q) coeficíentes calculados por las condiciones en las paredes. Vil es '\Vronskiano 
definido en el cap. 3. 
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Figura 6.1: Perfiles de densidad en equilibrio con campos de pared /-Lo = I-tL = 0.1250 Y campo de 
coexistencia f-l = -0.05 en la condensación capilar. El perfil con densidad positiva corresponde 
a la fase líquida y el perfil con densidad negativa es asociado a la fase de vapor. 
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Figura 6.2: Espectro de eigenvalores correspondiente a los perfiles de densidad negativa y positiva 
de la figura 6.1. Encontramos dos estados discretos cuasi-degenerados. Aquí los ceros del 
determinante no dependen de la forma del perfiL 
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Figura 6.3: Eigenfunciones asociadas a los eigenvalores del espectro de la ng. 6.2. 
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Figura 6.4: Factor de estructura en las paredes y en la mitad del capilar correspondiente a 
las correlaciones de los perfiles de la fig. 6.1. La curva de asteriscos corresponde al factor de 
estructura calculado mediante la eco 6.4. La curva continua es el ajuste de una curva OZ. En 
G(O, O; Q) la curva delgada es la contribución del primer término de la eco 3.81. 
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Figura 6.5: Estados de equilibrio en coexistencia correspondientes al premojado en el capilar 
para los campos de pared 1'0 = I'L = 0.6023 y l' = -0.4. 

En la fig. 6.4 se muestra el factor de estructura en las paredes y en la mitad del capilar. 
Notamos que al ajustarlo con una curva OZl se encuentra una ligera desviación en la mitad del 
capilar) mientras que en las paredes se ajusta a este comportamiento. También se muestra la 
contribución de h fluctuación asociada al eigenvalor más bajo para el factor de estructura en 
las p8.Iedes. La contribución de dicha fluctuación en la mitad del capilar es muy pequeña. 

Las figs. 6.5 y 6.6 muestran los estados que coexisten en la curva de premojado y en la 
curva de condensación capitar por arriba de la transición de mojado. El perfil compuesto que 
desarrolla películas de mojado (asociado a las películas gruesas de la fig. 6.5 Y al vapor en la 
fig. 6.6) es de la forma 

p(z) = { 
O<Z<II, 
11<z<12, 
12<z<L. 

(6.5) 

Los coeficientes con los superíndices O, L, están definidos en la región 1 para z = O, L Y puntos 
cercanos a las paredes. Todos los coeficientes son obtenidos al satisfacer las condiciones de 
continuidad de p y p' en 11 y 12 (capas de equilibrio) que cruzan el eje p = 0, además de las 
condiciones en las paredes (nótese que el perfil de la eco 6.5 cruza el valor p = O, dos veces, en 
las regiones I y JI del modelo de doble parábola). 

En la fig. 6.7 mostramos el espectro de eigenvalores asociado al perfil de densidad negativa 
de la fig. 6.6, donde encontramos dos estados cuasi~degenerados. Las eigenfunciones (fig. 6.8) 
asociadas a estos eigenvalores se escriben como 
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Figura 6.6: Estados de equilibrio en coexistencia por arriba de la transición de mojado en la 
curva de condensación capilar para el caso en el cual el perfil de la fase estable desanolla capas 
de mojado (mojado desplazado). Los parámetros son 9 = 0.5, L = 12, lio = ¡.tL = 0.2625 Y 
¡L = -0.1756 

0< z < 11 , 

ll<Z<l21 

12 < z < L. 
(6.6) 

L\otemos que en este caso el potencial en la ee. de Schrodinger es una función delta definida en 
los puntos p(ll) = O y p(lz) = O en las capas de premojado. 

Punto triple 

Hemos aclarado cómo surgen estados de equilibrio en coexistencia en la transición de pre­
mojado y condensación capilar. Dadas las características del diagrama de fases podemos obtener 
la coexistencia de tres fases: debido al cruce entre las curvas asociadas a estas transiciones (ver 
fig. 6.9). En el punto triple coexisten los estados asociados a una película gruesa) una película 
delgada y el líquido, con el mismo valor de fl (fig, 6,10). 

Factor de estructura 

Calcularemos el factor de estructura del perfil de la ec. 6.5 para el caso de la condensación 
capilar por arriba de la transición de mojado. El factor de estructura queda definido en los 
intervalos O < z < I1 (región I), l¡ < z < 12 (región JI) y 12 < z < L (región 1). En cada 
intervalo existen dos funciones cf;«,» que satisfacen las ecs. 

q)¡~~.»(l,) 
q)II«.»(l2) 
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(6.7) 
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Figura 6.7: Espectro de eigenvalores correspondientes al perfil de densidad negativa de la fig. 
6.6. Se observan dos eigenvalores discretos cuasi-degenerados. 
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Figura 6.8: Eigenfunciones asociadas al espectro de la Eg. 6.7. 
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Figura 6.9: Diagrama de fases que muestra la coexistencia de fases en el premojado desplazado 
(curva gruesa continua) y en la condensación capilar (curva delgada y punteada). El punto 
crítico capilar ocurre en un campo de pared y de bulto muy grandes PO! lo que no aparece en 
la curva. En la curva delgada coexisten las fases líquida y de vapor, en la gruesa, los perfiles de 
capas gruesas y delgadas y en la punteada la fase líquida y el perfil con capas de mojado. Cada 
una de las curvas son continuas en estados metaestables los cuales no se presentan en la figura. 
El punto de intersección corresponde al punto triple. 

-24>«,»(1,) 
Ip'(l¡)1 

-24>«,» (12 ) 

ip'll2ll 

(O) () (O), ). (O)') 2 -g4>[«) O - 4>[«)(0 -j-B4>I«J'O Q 
.(L) (L) ,(LJ' (L) B .(LJ (L'Q2 

-gr!J[(» + r!J[(>J + 0[(» ) = O. 

Las funciones 9 son de la forma 

72 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 



2:~ lA 
15 j 

J 
a. " 

0.5 

~ 
O 

L l '0 2 4 6 8 10 12 
Z 

Figura 6.10; Perfiles que coexisten en el punto triple del diagrama de faBes de la fig. 6.9. Las 
curvas delgadas corresponden respectivamente a las fases de vapor y líquido, la curva gruesa es 
el perfil de premojado (capa gruesa). 

(O) 
1> I( <) 

1>¡~~ ) 
0lI«) 

rp lI(» 

.(L) 
rp 1«) 

,,(L) 
'PI(» 

O<z<I
" 

O<Z<ll, 

h < z < l2, 

Ir < z < 12 , 

l2 < z < L, 

1, < z < L. 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

Cada uno de los coeficientes son obtenidos en función de Q y entonces obtenemos el fador 
de estructura, a través de la eco 3.4l. 

Podemos identificar el factor de estructura en la mitad del capilar y en las paredes: en 
b. lig. 6.11 Aquí realizamos un. ajuste a la curva del tipo OZ correspondiente a la eco 3.82 . 
.:\otamos que, en las paredes éste se desvía de un comportamiento OZ, mientras que en la mitad 
del capilar se tiene este comportamiento para Q :::; 1. 

Potencial efectivo o'r(ll, 12) 
En el caso del perfil de capas gruesas de la fig. 6.5 calcularnos DAI

" 
12 ) en términos de dos 

variables 1, y 12 donde p = Q. Lo mismo sucede para el caso del perfil de capas delgadas si lo 
continuamos hasta que cruze el eje p = O. De esta forma obtenemos Ü7(111l2) cuyos mínimos 
son asociados a las capas de equilibrio de la fig. 6.5. 

El potencial es de la forma 
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1, < 0, 12 > L, 
0< h < Lj2, Lj2 < 12 < L, 

(6.19) 



Figura 6.11: Factor de estructura en las paredes y en la mitad del capilar correspondiente al perfil 
de densidad negativa que desarrolla capas de mojado (lig. 6.6). Los asteriscos corresponden al 
factor de estructura calcutado con la eco 3.41. La curva. gruesa continua es la curva OZ de la 
ecuación 3.82. En G(O, O; Q) la curva delgada es la contribución del primer término de la eco 
3.81. 

donde 

Ay! (1- e-2L ) _ By! (1- e2L ) + I"L(l- 1"/2) - Lwó 
2 2 

-~ (p2(0) + p2(L)) + (Ji- - Ji-o)P(O) + (Ji- - Ji-L) p(Ll, (6.20) 

con 

AIl 
(1 - Ji-le(lc +z,) 

el) +el2 

BIl 
1-Ji-

(6.21) = elL + el:2. : 
W ó = Ji-(1 - Ji-/2) (6.22) 

Y 
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(0))2 

Al (1~e-2[,)+ 
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A2 B 2 
+ ';I (e-2[, ~e-2[,) + ;l (e2[', ~e2[,) +1,)2 (1 ~~) 

(A lL ))2 (B~L»)2 
~¡tl1(1~~)+ 1

2 
(e-2['~e-2L)+ 2 (e2L~e2[,) 

+plz (1 +~) ~ ¡.tL (1 +~) + ~~ (p2(O) + p2(L») 

+(p ~ 1'0)p(O) + (1' ~ /LL) p(L) ~ LWb. (6.23) 

También A\O) , B¡O), An , Bn , A\L) Y BiL ) son funciones de 1, y 12 Y sus expresiones las 
omitimos. 

En la fig. 6.12 se muestra la forma de OT(ll,12), cuyos mínimos corresponden a los estados 
de equilibrio de la fig, 6.13 en el premojado en el capilar. 
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Figura 6,12: Potencial efectivo [¡T(Z¡, Z2) del premojado desplazado. En (a) el potencial está en 
función de l} y en (b) en función de l2- Los mínimos corresponden a las capas de equilibrio. 
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Figura 6.13: Coexistencia en el premojado desplazado (premojado en el capi!ax) que ilustra las 
capas de equilibrio que corresponden a p = O. (Esta lig. es la misma que la lig. 6.5 para ilustrar 
las capas de equilibrio). 
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Capítulo 7 

Fluctuaciones de en 
una intercara esférica 

En este capítulo caicularnos las fluctuacÍones de la capa de prerr::.ojado en una íntercara esférica. 
En este caso la transición de mojado ~ como hemos visto- es desplazada por una transición 
delgada-gruesa similar a la de premojado [31, 33]. Entonces estudiaremos esta transición para 
JL > O. Usaremos la funcional de la densidad en campo medio con geometría esférica con una 
función de energía libre de doble parábola ambas definidas en el cap. 3 para el plano. 

Funcional de la densidad 
Consideremos una esfera de radio R inmersa en un fluido. Un sistema con esta geometría 

puede ser estudiado ccn la funcional de la densidad de la forma: 

!1(p) = 1 [f (p) - I'P + ~ Cir r] r
2
dr + '</;, (p (R)) R

2
. 

R 

(7.1) 

p(r) es el perfil de la densidad para r :o: R. ¡);¡ (p (R)) es la ccntribución a la energía debido a la 
interacción entre el fluido y la superficie esférica y tiene la forma: 

¡);¡ (p(R)) = _~p2(R) + (1' -1'¡)p(R), (7.2) 

con 9 el parámetro de exhacerbamiento, f..i el campo de bulto y MI el campo que ejerce sobre el 
fluido la pared esférica. 

La primera variación de la funcional nos proporciona la ecuación Euler-Lagrange para la 
geometría esférica: 

, d?p 2dp f - l' - - - -- ~ O dr2 r dr - ) (7.3) 

con la condición en la pared) 

(7.4) 

El perfil de densidad que satisface la eco 7.3 con la condición en la frontera 7.4, es el perfil 
de equilibrio. 

Perfil de equilibrio 
Sabemos que el perfil de equilibrio satisface la eco 7.3 y la condición en la pared (ec. 7.4). 

Introduciendo el modelo de doble parábola el perfil de densidad queda determinado como 
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( AI'~' + El'; +I'+L 
p( r) = < 

R < r < R+l, 
(7.5) 

l AII e~' + l' - 1, R + í < r. 

El perfil de equilibrio y su derivada deben ser continuas en r = R + 1, donde p = O. Ademá.s 
con la condición en la pared se determinan las amplitudes Al) B I, AH del perfil de equilibrio. 
En la fig. 7.1 se observa el perfil de equilibrio para los parámetros especificados. 
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Figura 7.1: Perfil de equilibrio para un sustrato esférico con R = 8 , 9 
JL = -0.1. 

Tra..'1sición delgada-gruesa 

12 

0.3, 1'1 = 0.75 y 

Hemos aclarado que cuando dos perfiles correspondientes a una capa delgada y una capa 
gruesa coexisten con el mismo valor de n con un campo de bulto f.L > O ocurre una. transición 
de una capa delgada a una gruesa. 

Al igual que en los casos anteriores, para la intercara esférica construimos la curva de esta 
transición cuando igualamos el valor de n de cada uno de los perfiles de equilibrio de la capa 
gruesa (ec. 7.5) y de la capa delgada: 

(7.6) 

El perfil de la eco 7.6, al igual que el de la eco 7.5, satisface la eco 7.3 y la condición en la pared 
(ec. 7.4). 

Recordemos que el valor de equilibrio de n es obtenido cuando introducimos el perfil de 
equilibrio en la funcional de la eco 7.1 y restamos la energía libre de bulto. En la fig. 7.2 se 
observa la forma de la curva de premojado donde coexisten dos perfiles con el mismo valor de 
!t. 

El comportamiento de la capa de mojado se puede entender mediante la figura 7.4. La 
curva, cercana al campo de bulto cero, tiene la forma ln(R + 1) = a, + b¡l', donde el valor de 
las constantes al Y b1 son encontradas con un ajuste de datos. De aquí podemos encontrar que 
cuando 1'- -; 0, ln(R + 1) = a, y 1 ~ ln(R) - c, donde c es una constante. 
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Figura 7.2: Diagrama de fases en ei plano J11l j.t donde coexisten dos fases correspondientes a una 
capa delgada y una gruesa (g = 0.5 Y R = 8). La curva cruza en '" = ° (notar que en el sistema 
semi-infinito la curva es tangente a la curva de coexistencia) yes definida en valores de f-L > O. 
D y G señalan las regiones en las cuales la capa delgada y gruesa son estables respectivamente. 

Potencial efectivo f"lT(l) 

La funcional de la densidad (ec. 7.1) nos permite calcular Oc (1) para este caso, como 

loor 1 (dP(r;I))2] 2 
lW (p) - W(Pb) +"2 --¡:¡;:- r dr 

R 

+1fJ¡ (p(R;I))R2
, 

siendo 

w (p) = J (p(r; l)) - ,"p(r; l). 

W(Pb) es el valor de W en la fase de bulto y ya la hemos definido. 

con 

flr(l) puede ser obtenido de manera analítica al integrar la ecuaci6n 7.7, resultando 
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Figura 7.3: Perfiles de la densidad correspondientes a la capa delgada y gruesa que coexisten 
con Ji-l = 1.0, Ji- = -0.512, g = 0.5, R = 8. El corte de los perfiles con p = O corresponde a los 
valores de las capas delgada y gruesa en equilibrio, es decir son los mínimos de nr (l)_ 
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Figura 7.4: Comportamiento de La capa de mojado en una trayectoria de campo de pared 
constante. Cuando ¡.t- -} O, la capa tiende a un valor finito. La línea continua es el ajuste de la 
eco logarítmica explicada en el texto. 
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o(G) 
- "e = 

(7.10) 

(7.11) 

donde 

(7.12) 

(7.13) 

y 

1/Jl;G,D (PG,D (R; R + 1)) = -t10,D (R; 1) + (1' -1'1) PG,D (R; 1). (7.14) 

Pe D es el perfil de capa gruesa y delgada que corresponde a las ees. 7.5 y 7.6, respectivamente. 
La,;, amplitudes de los perfiles en función de la capa 1 quedan determinadas como: 

e(R+I) [1 - I'(R + 1)1, 

_e-(R+lJ [1 + R + 1] • 

(R + 1) (1 - 1') e(R+I). (7.15) 

n~G) y n~D) son las contribuciones al potencial efectivo de la capa gruesa y delgada respectiva­
mente. 

Para calcular ílT (1) situamos la capa delgada dentro de la esfera, como el equivalente del 
plano cuando definimos l < O. Este argumento es daro cuando sustituímos la variable de inte­
gración r por r ' = r - R Y la integral de la eco 7.7 es definida con el límite inferior cero. 

Límite R --+ 00 (esfera --+ plano) 
De acuerdo con la forma de ílT(I) (ec. 7.9) correspondiente al sustrato esférico, en la 

transición delgada-gruesa podemos discutir qué sucede cuando el radio de la esfera tiende a 
infinito. Esperamos que íle(l) converja al potencial efectivo definido en el premojado del sistema 
planar (ver cap. 4). En el primer capítulo discutimos este hecho cuando en el análisis de las 
tensiones asociadas a cada intereara obtuvimos la ee. de Antonov para el plano (ee. 1.10). 

Nuestra suposición es cOILfirmada cuando en la contribución al potencial efectivo del perfil 
de capa delgada íl~D) (1), 
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Figura 7.5: Potencial efectivo Q7(1) correspondiente a distintos valores del campo de bulto para 
un valor fijo del campo de pared (¡.tI = 1). Podemos observar los estados en coexistencia (fig. 
7.3) asociados a los mínimos a la misma altura de QT(I) (curva gruesa). 

(7.16) 

(normalizada con el área de la esfera) definimos el límite cuando el radio R tiende a infinito. Si 
introducimos la forma del coeficiente AII(I) del perfil delgado (ec. 7.15) podemos escribir 

~ (R ;2
1
)2 (1- ,,)2 e 2(R+l}e-2R (1 + ~) 

+1/J lD (PD (R; 1)). 

Desarrollando el primer término obtenemos 

1 ( 21 1
2 

) ( 1 ) 2 2' - 1 + - + - 1 + - (1 - /-,) e 
2 R RZ R 

+1/J lD (PD (R; 1)). 

Cuando R --+ 00 resulta 

(7.17) 

(7.18) 

(7.19) 

que corresponde a la contribución del perfil de capa delgada al potencial efectivo en el caso del 
sistema semi-infinito (ec. 4.22). Lo mismo podemos hacer con la contribución del perfil de capa 

gruesa y demostrar que el limR_= Q~G} (1) / R2 corresponde al término del potencial efectivo 

82 



asociado al perfil de capa gruesa en el caso del plano (~l.,teUld fierni-inn.nito). De acuerdo con el 
resultado anterior el problema de la intercara esférica e~ reducIdo al caso de la Íntercara plana 
en el límite R -----> 00 

En la fig. 7.6) mostramos secciones del diagrama de fases para el caso de una pared esférica 
con distintos radios del sustrato (curvas gruesas) y el caso de un plano (CUIyft delgada). Podemos 
notar que cuando el radio de la pared esférica crece la curva se asemeja al diagra:na de fases de 
premojado con simetría planar. 

°4 
I 

O 

-0.2 

:::l-O .. + 
I 

~6~ 

~81 
-b2 0.4 

Figura 7.6: Secciones de los diagramas de fase de premojado en el plano ¡.ti) p. Las curvas 
gruesas corresponden al sustrato esférico para distintos radios de la esfera y la curva delgada 
corresponde al plano. 

En la siguiente sección encontraremos también la situación del límite planar al estudiar las 
fluctuaciones de la capa de mojado. 

Fluctuaciones 
En esta parte nos interesa encontrar las fluctuaciones en el radio de la intercara esférica 

para lo cual obtenemos la segunda variación de la funcional de la densidad. Consideraremos que 
el perfil varía sólo en dirección radial y entonces estudiaremos las fluctuaciones en la localización 
de la capa de mojado) con la segunda variación de la funcional de la densidad) 

(7.20) 

donde bPR = 8Plr=R' Integrando) obtenemos 
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= 
1 r 2d' ( "()6 d"(6p) 2d(OP)) = -J r Tuplw p p-------
2 \ ~ r ~ 

o 
R2

" R2 d(oo)1 
+-1jJRÓPRÓPR - - --'-1 ÓPR' 

2 2 dr Ir~R 
(7.21) 

Sabemos que 8p contribuye a la segunda variación del fu.."1cional, ya que ésta puede expresarse 
en términos de las eigenfunciones 'Pn (r) que son soluciones de la ecuación de Schr6dinger: 

'''()'P (,_d
2

('Pn (r))_2d('Pn(T))_ 'P () 
ú.- P n r) d 2 d - En n r . r r r 

(7.22) 

Entonces w" (p) !p~p, = V(r) es el potencial delta de simetría radial identificado como la segunda 
derivada de la función de energía libre evaluada en el perfil de equilibrio. 

En la pared las eigenfunciones satisfacen: 

.1." ()i _d'Pn(T)¡i -O 
'f' R 'Pn r Ir=R d - . 

r r=R 
(7.23) 

En general la ecuación de Schrodinger radiai es escrita como 

1 d ( 2 "l(l + 1) . 
T2 dr \r 'Pn,l (T)) - r2 'Pn.l (r) = ¡V(r) - En,'] 'Pn.l (r), (7.24) 

que se reduce a la eco 7.22 cuando 1 = O. 
Además las funciones totales se escriben como 

(7.25) 

donde I.Pn,1 (r) son combinaciones de funciones esféricas de Bessel y Plm (B 1 4» son los polinomios 
de Legendre [42]. 

La eigenfunción que satisface la eco 7.22 la escribimos como 

R < r < R+ l, 
(7.26) 

R+l < T. 

Las eigenfunciones, 'Pn (r) satisfacen la eco 7.24 con el potencial de símetría radial escrito como 

V(T) = 1 - 26(r - (R + l)). (7.27) 

Además satisfacen las condición de continuidad 'Pn,(I) (R+l) = 'Pn,(II) (R+l), Y cuando r = R+l 
se cumple: 

(7.28) 
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En la frontera la condición es, 

-g I"n(r)lr=R - dl";;r) I = ü. 
Ir=R 

(7.29) 

El único estado localizado (ver fig. 7.7) representa una fluctuación en la localizacÍón de la 
capa de mojado. Es decir, es producto de la traslación de la capa de mojado. 
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Figura 7.7: Espectro de eigenvalores correspondiente al perfil de la fig. 7.1. Un eigenvalor es 
identificado cuando Det=O. 

Cuando analizamos el comportamiento del estado con energía más baja encontramos que 
cuando variamos el campo de pared ¡.tI para distintos valores de R, específicamente cuando 
R ......:¡. 00 el eigenvalor tiende al valor encontrado en el caso del sistema semi-infinito (plano) con 
los mismos valores de los parámetros. Éste análisis se encuentra en las figuras 7.9 y 7.10. 
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Figura 7.8: Eigenfunción asociada al eigenvalor discreto del espectro de la fig. 7.7. 
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Figura 7.9: Comportamiento del eigenvalor de energía más baja conforme el campo de pared /1-1 
crece. Las cur-v'as de círculos y asteriscos corresponden a R = 8 y R = 12, respectivamente, la 
continua a R = 16. 
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Figura 7.10: Cálculo del comportamiento del eigenvalor de baja energía conforme el radio de 
la esfera R crece. Los parámetros son g = 0.5. 1-'1 = 0.75 Y 1-' = -0.1. Mediante un análisis 
obtenemos que cuando R ----1 00, el eigenvalor tiende al eígenvalor obtenido en un análisis del 
espectro para un estado de equilibrio del sistema semi-infinito con los mismos valores de los 
parámetros (línea horizontal). 
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Conclusiones 

Hemos obtenido el espectro discreto de eigenvalores y las eigenfunciones asociadas para analizar 
las fluctuaciones en la densidad de varios sistemas: el sistema semi-infinito, el fluido confinado 
por paredes idénticas y opuestas (capilar) y el fluido en presencia de una pared esférica. El 
análisis lo llevamos a cabo con una funcional de la densidad en campo medio con gradiente 
cuadrado introduciendo dos formas simples de la energía homogénea. En todos los sistemas que 
analizamos usamos el modelo de doble parábola. En particular, en el sistema semi-infinito y en 
el capilar de paredes opuestas, además del modelo DP, comparamos nuestros resultados con los 
obtenidos al introducir el modelo TP. 

En el sistema semi-infinito estudiamos la coexistencia de fases en premojado para JL < O. 
Para la fase de capa gruesa, con el modelo DP, encontramos dos estados localizados. El de más 
baja energía corresponde a un desplazamiento rígido del perfil, el de alta energía es asociado a la 
presencia de la pared. Conforme nos alejamos de la curva de coexistencia del bulto, encontramos 
un solo estado discreto de energía baja. Introduciendo el modelo TP encontramos un estado 
localizado asociado a una fluctuación en el ancho del perfil, además del estado de más baja 
energía y el correspondiente a la pared. Observamos que conforme nos alejamos del mojado 
(como en el caso anterior) los estados de alta energía desaparecen y sólo permanece el de más 
baja energía. 

En el capilar de paredes opuestas, el estado de equilibrio es un perfil interfacial (por arriba 
de la transición de mojado del sistema semi-infinito) que existe para ¡.t = o. Aquí encontramos 
tres estados discretos: con el modelo DP. Uno de ellos, el de mas baja energía, corresponde a 
un desplazamiento rígido del perfil cuando L ...., oo. Los dos estados de energía alta son cuasi­
degenerados y son asociados a la presencia de las paredes. Al igual que en el caso semi-infinito, 
cuando comparamos con el modelo TP, encontramos un cuarto estado de alta energía asociado 
a la fluctuación en el ancho del perfil. 

En el capilar de paredes idénticas, la coexistencia de fases por debajo de la transición 
de mojado ocurre para f-L < O en la condensación capilar. Para los dos estados de equilibrio 
líquido-vapor encontramos dos estados cuasi-degenerados de mediana energía que corresponden 
a fluctuaciones debido a la presencia de las paredes. En otros casos, estudiamos la condensación 
capilar por arriba de la transición de mojado y el premojado en el capilar. En el primero de 
ellos, para el perfil análogo al de la fase de capa gruesa de premojado, encontramos dos estados 
cuasi-degenerados de mediana energía asociados a las paredes. 

En el sustrato esférico, analizamos una transición análoga a la de premojado en los sistemas 
en el plano y encontramos un solo estado discreto de baja energía. 

En las intercaras planas, investigamos las correlaciones a través del factor de estructura 
total y presentamos resultados para el caso semi-infinito y el capilar de paredes opuestas donde 
encontramos un comportamiento OZ, para Q pequeña, tanto en la paredes como lejos de éstas. 
Con los dos modelos de energía homogénea no hubo diferencia en este comportamiento. En 
los dos sistemas la contribución al factor de estructura de las fluctuaciones que surgen por 
la presencia de las superficies es grande en las paredes (z = 0, L). Lejos de las paredes, la 
fluctuación de energía más baja proporciona una gran contribución a éste. 
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En cuanto al capilar de paredes idénticas encontramos que) para el caso de condensación 
capilar bajo la transición de mojado el factor de estructura tiene un comportamiento OZ para 
Q pequeña, tanto en las paredes como en la mitad del capilar. Sin embargo, pOI arriba de la 
transición de mojado~ para el perfil análogo al de premojado (capa gruesa), encontramos una 
d~sviaci6n de este comporta..lliBr'l.to en las paredes y en la mitad del capilar el comportamiento 
es OZ En los dos casos las únicas contribucÍones del espectro discreto al factor de estructura 
provienen de los estados cuasi-degenerados de superficie. 

Notemos que pueden existir muchas variantes al comportamiento de las correlaciones (en 
particular si presentan comportamiento 02 o no) ya que el cálculo involucra los campos !-to: 
I1L1 11, el ancho del capilar L, el parámetro de exhacerbarniento g y el parámetro B cuyas 
variaciones producen diversidad en las transiciones de superficie. También podemos e-ncontrar 
varias situaciones cuando calculamos las correlaciones en la cercanía de un punto crítico de 
mojado o de premojado o en cualquier otra región aún también en el caso del vector de onda Q 
pequeño o grande. 

En suma, los resultados de esta investigación comprueban las características de las fluctua­
ciones en fluidos en presencia de paredes que han sido encontradas en recientes publicaciones 
con modelos en campo medio. Nuestros cálculos proporcionan información adicional sobre el 
comportamiento de las fluctuaciones de las estructuras de equilibrio de estos sistemas y sobreto­
do dan pié a la discusión de las correlacíones en las paredes y lejos de éstas, particularmente en 
el comportamiento -OZ del factor de estructura. 
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Apéndices 

A. Termodinámica y mecánica estadística de intercaras 

Intercara plana 
Cuando dos fases Q: y ¡3 son separadas mediante una intercara las funciones termodinámicas 

como la energía interna, la energía libre de Helmholtz y la energía de Gibbs son modificadas al 
introducir un término de trabajo asociado con un incremento en el área A superficial. 

Esto significa que la energía interna es 

dU = -pdV + TdS + JLdN + --¡dA. (A.l) 

Como F= U -TS, 

dF = -pdV + JLdN - SdT + --¡dA (A.2) 

y entonces "Y = (g~) V,T,N' 

Para el caso de un sistema abierto es conveniente trabajar con el gran potencial n = F - JLN 
y 

dfl = -pdV - SdT - NdJL + --¡dA 

COll'¡= (~)VT . . . ~ 
Siendo F extensiva, entonces 

F = -pV + JLN +--¡A. 

En las fases homogéneas en bulto tenernos 

Fa -pVa + fL~Vc};J 
F~ = -pV~ + JLN~. 

Lo mismo podemos obtener para D: si de la eco AA 

fl= -pV +,A 

y entonces, 
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Las funciones de exceso resultan 

Si NO" = O, "( = F'" lA. Además 

F" = "(A + pN", 
nex = ¡rA. 

-S'" dT - N'" dI' + "(dA 

"(dA + Ad"(, 

(A.8) 

(A.9) 

(A.1O) 

(A.ll) 

(A.12) 

de acuerdo con la eco A.U. De tal manera que podemos escribir la ecuación de Gibss de una 
intercara plana como 

(A.13) 

que por unidad de área superficial es 

sdT + fdl' + d"( = O. (A.14) 

'fransición de fase en la superficie 
El gran potencial de bulto por unidad de volumen es definido mediante la ec.: 

(A.15) 

siendo Pb la presión en el bulto. El potencial de exceso es definido como 

(A.16) 

donde Vp es el potencial externo ejercido por la pared en las partículas del fluido. 
Si consideramos el sistema inhomogéneo 

n = -Pb V + w'" A, (A.17) 

podemos identificar la siguiente relación (en comparación con la eco A.7) 

(A.18) 

Además de acuerdo con la eco A.14 s = - (Pr-) ¡.t y r = - (~)T' 
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Entonces la absorción queda definida como 

r = ~ J dr(p(r) - Pb), 

y podemos escribir la ecuaci6n de Clapeyron para el caso de las fases a y ¡3,como 

81-' 
8T= 

(A.19) 

(A.20) 

En una descripción de C&llPO medio de una transición de primer orden superficial rcu) se 
comporta como en el caso de las isotermas de van der V'¡aals: 

P 

--y (1-') = --y (1-'0) + J dlr(¡/). (A.21) 

Po 

Fluido confinado 
Consideremos un fluido confinado en un capilar de paredes planas paralelas de área super­

ficial A. El sistema se encuentra en equilibrio con una separación L entre las paredes mediante 
una fuerza externa fA. Si las paredes se repelen f > o. El fluido se encuentra en contacto con 
un reservorio a (T, f1-) fijos y V es el volumen disponible por el fluido. 

Un nuevo térmíno de trabajo aparece en las funciones termodinámicas por lo que) 

dn = -pdV - SdT - Ndl-' + 2-ydA - (Af)dL. (A.22) 

De tal manera que la tensión interfacial pared-fluido del fluido confinado es: 

1(80., 
~=--. -) , 2' 8A . 

\ V,T,p..,L 
(A.23) 

Ahora consideremos un sistema en bulto con el mismo valor del volumen y del potencial 
químico pero sin paredes. Si se identifican superfides divisorias en las paredes las funciones de 
exceso son: 

0.ex = íl _ 0.b = 2'(A, sex = S - Sb '" 2As, N'x = N - N b '" Ar. (A.24) 

Así 

dOex = -(2As )dT - (Ar)d!" + 2-ydA - (AfldL. (A.25) 

Como nex = 2¡A, la eco anterior puede ser escrita como la ecuación de Gibbs modificada 

2d'f + 2sdT + rdl-' + fdL = 0, (A.26) 

entonces obtenemos las siguientes ecuaciones para la adsorción de Gibbs1 la entropía de exceso 
por unidad de área y la fuerza por unidad de área respectivamente: 
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S=_(81) 
8T ' 

L,~ 
( 8~!) 

f = -2 8L T,~ (A.27) 

y las relac!0!leR de lvfa.xweH superficiales son 

G~)T,L = (;~)L,~' (A,28) 

(8f\ 

\.8T) L,~ 
f es\ 

2~8¡t)L,T' (A.29) 

2 (8s) (~) ~,L 8L T 
~, 

(A, 3D) 

El equilibrio de fases del fluido confinado es discutido a través de la ecuación 

2(80: ~ s(3)dT + (r a - r(3)d¡t + (Ja - f¡3)dL = O (A,31) 

y las ecuaciones de Clapeyron 

(~~) ~ 
2(8a - 8~) 

fa - f~ 
, (A,32) 

(~)L 2(8" - 8~) 
fc;,-r¡3 

, (A,33) 

(8L\ (r,,-r~) 

\. 8¡t) T fa - f~ 
(A,34) 

Estas ecuaciones describen los efectos del confinamiento (tamaño finito) en las transiciones 
de fase de primer orden. 

Intercara esférica 
En el caso de la intercara esférica, por ejemplo una gota líquida. (fase a) inmersa en vapor 

(fase ;3) la función de energía libre está definida como 

dF = -SdT - P~dV~ - P"dV" + '1'dA + Cdr + ¡tdN, (A,35) 

El coeficiente e es la curvatura y lo identificamos como 

(A,36) 

En general la tensión interfacial 7 depende del radio r y podemos escribir la eco generalizada 
de Laplace como 
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2~1 (d'Y) Pa-P~=-+ - . 
r dr 

(A.37) 

Cuando la tensión superficial es referida a una superficie divisoria (superficie de tensión) 
~ocalizada en r = r s 1 

es decir) la tensión evaluada en r s es un mínimo. 
Al obtener un cambio en dF a temperatura constante 

(dF)T -P~ (dV~)T - Pa (dVa)T + 'Y (dA}y 

+A (~'Y) (dr)~ + u (dN)~ 
\ ar)' .• .. .• 

y conociendo que en cada fase en bulto la energía libre es 

-Pa (dVa)T + Jl (dNa}y, 

-P~ (dV~)T + Jl(dN~)T' 

obtenemos la energía libre en exceso, 

Siendo 

F = -P~V~ - PaVa + "IdA + JlN, 

entonces 

y 

Entonces identificamos la relación 

(~n (d'Y) + Nex (dI") 
dr T A dr T 

( d'Y) +r(dl") 
dr T dr T' 
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(AAO) 

(AAl) 

(A.42) 

(A.43) 

(A.44) 

(A.45) 

(A.46) 



Si (~) = 01 la adsorción en la superficie es 

f - (0')',\ ,-- -¡ . 
\ Bj.t / T 

(A.47) 

Al usar el modelo de la funcional del gradiente cuadrado para describir la int€rcara esférica, 
podemos averiguar cómo está definida la tensión interfacial y podemos comprobar si tal definición 
es consistente con la teoría de campo medio. 

Para esto) requerimos introducir el tensor de esfuerzos para calcular la presión y establecer 
la consistencia con la mecánica. estadística y en particular con nuestro modelo. 

El tensor de esfuerzos está dado en la forma 

(A.48) 

donde PN es la componente normal y Pr es la componente tangencial. 
La ecuación de continuidad en un fluido sugiere que, 

'V ·P= p'Vv. (AA9) 

En ausencia de potencial externo la ecuación anterior es cero y de acuerdo con la forma del 
tensor, la eco A.49 es 

válida para toda n. 
La eco A.50 se simplifica como 

Si integramos la eco anterior siendo L el tamaño del sistema obtenemos 

L 

J dPN (r) dr 
dr 

o 

Sí comparamos con la ecuación de Laplace 

p(L) - prO). 

21' 
p(L) - prO) = --Ji' 

entonces identificamos la tensión interfacial como 

L 

')'=R dr. JPN -PT 
r 

o 
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La, fuerza en el sistema se obtiene al integrar la ec.A.50 para n = 2, 

L L J PT(r)rdr = ~ J ! (r2
PN(r)) dr, (A. 55) 

o o 

(A. 56) 

Si la ecuación de Laplace la escribirnos como 

1 2 
-"IR-"iR (p(L) -prO)) =0, (A.57) 

podemos entonces, sumar la eco A.57 a la eco A.56 sin que se altere, y entonces la fuerza queda 
expresada como 

(A.58) 

donde identificamos los productos de las áreas interna y externa con las presiones interna y 
externa respectivamente: 

Ahora calculamos el momento de la fuerza aplicando la eco A.50 para rI = 3, 

L L 

J ! (r3pN(r)) di = Jr 1'2 (PN{r) + 2PT(r)) dr. 

o o 

Una vez que integramos y snmamos a cada lado de la ecuación el término 

ellllomento de la fuerza es dado por 

L J ,.2PT(r)dr, 

o 

(A. 59) 

(A.eO) 

(A.6l) 

(A.62) 

Por otro lado sien la eco de Lapiace (ec. A.53) multiplicamos cada lado por R3/3, obtenemos 

2 R3 

¡¡"IR2 + "3 (p(L) - prO)) = O. (A.53) 
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De igual forma como obtuvimos una expresión pp.ra la fuerza, en la ec para el momento 
(ee. A.52) sumamos la eco de Laplace (ec. A.63), 

L 3p(L) 2 2 R 3 

-- - -,R - - (p(L) - prO)) 
3 3 3 

L 

, 1 J( (' , \) 2d '3 PT T) ~ PN\T) r r. 
o 

De tal manera que podemos expresar la tensión superficial como 

L 

"1 = ~2 J (PN(r) - PT(r))r2dr. 

o 

El momento de la fuerza se escribe como 

L 

J L3 R3 R3 

r2PT(r)dr = ; p(L) + 3"p(O) + ?R2
, 

O 

donde, de igual forma que para la fuerza lo escribimos corno 

Además, de la eco A.65, 

(A.54) 

(A.65) 

(A.66) 

(A.67) 

(A.68) 

De este modo queda definida la tensión en la intercara esférica mediante las eco A.65 y 
A.54. 

En la aproximación gradiente cuadrado, cada una de las componentes del tensor de esfuerzos 
es dado como 

PT 

PN 

-w, 

-W+A(\7p)2, 

(A.69) 

(A.70) 

donde w es el gran potencial y el coeficiente del gradiente cuadrado ya ha sido definido en el 
cap. 3. Entonces podemos escribir 

L L L J r2pNdr = J -wr2dr + J A (\7 p)2 r2dr, (A.71) 

o o o 

97 



por lo que 

L L L 

j A (\7 p)2 r2dr + j r2
p T dr = j r2PN dr (A.72) 

o o o 

y de acuerdo con la eco A.65 

L 
1 r '" _ R2 j A (\7 p)" r~dr = 'Y. (A.73) 

o 

Límite planar 
Si en la eco A.65, R es muy grande recuperamos la definición de la tensión para el plano. 

Para aclarar este hecho definimos el cambio de variable r = R + z donde R » z y 'Y en la ee. 
A.65, 

para R» z 

L-R r (R+z)2, 
'Y= ) (PN-PT) R2 az, 

-R 

L-R 

'Y"' j (PN - PT )dz, 

-R 

que es la tensión interfacial en una intercara plana. 
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B. Equivalencia entre el modelo en malla y el modelo continuo 
El objetivo de este apéndice es establecer la equivalencia del parámetro de exhacerbamiento 

9 y el coeficiente B que caracteriza 1M fluctuaciones en dirección perpendícular a la intercara 
con sus similares en malla. Esto lo hacemos a partir de la equivalencia establecida entre un 
modelo discreto de Ising con el modelo continuo (en lenguaje magrrético) usado en el presente 
trabajo. 

Si consideramos una malla cúbica el funcional de la densidad en campo medio que descIibe 
la variación dpI parámetro de orden en un capilar de ancho L es escrita como 

~ ~ Jm m J ¿ J - I,J,k l+l,),k m t ,),km t,J+l,k 

,)k 

-Jmi,j.kmt,;),k+l - h1ml,),k - h2mL,J,k - hmt,j,k 

-JSml,).kml,J+l,k - Js m l,J,k m l,J,k+l 

-JsmL,1,kmL,j+l,k - JsmL,j,km L,],k+l' (B.76) 

La funcional de la densidad corresponde al modelo de Ising en una malla. m 1 ,).k es la 
magnetización asociada a cada sitio en la mana~ J es la interacción de intercambio y J s es 
identificado como el valor del campo de acoplamiento en la superficie. Además, h es el campo 
de bulto y h], h2 son los campos en cada una de las paredes. Identificamos los equivalentes de 
m, h, h1 , h2 en el modelo con ia densidad p, y los campos f.L, f.Lo Y J.l L respectivamente. 

La variación de la funcional igualada a cero óf = O produce las ecuaciones de Euler­
Lagrange 

h 

h2 = 

af a;:;;:-- - Jm 'l+l,),k - Jmr_l,),k - Jm~,J+l,k - Jmi,J-l,k 
~,),k 

-Jmt,J,k+l - Jm i,),k-l: 

af 
."...--'-- - Jsm~,J_l,k - Jsm¡,J-l,k - Jsm t ,],k+l - Jsm 1 ,J,k-l 
am],),k 

-Jm 2,J,k, 

(B.77) 

(B.78) 

(B.79) 

Si en las ecuaciones anteriores restamos la ecuación B.78 de la eco B.77 (con i = 1), resulta 

h1 - h = JmO,),k + (J - J,)(ml.J+l,k + ml,j-l,k + ml,),k+1 + m],J,k-l). (B.80) 

Al usar la definición de la derivada en malla: 

dm'l,J.k m] ·k - mo • - a ,J, ,J,i'1. - dx ' (B.81) 

siendo a la constante de la red, obtenemos la relación, 
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h, - h 

(B.82) 

Para la geometría discreta identificamos la ecuación 

(B.83) 

Z1.. nos indica el número de vecinos en las direcciones perpendiculares a la dirección en la cual 
varía el perfil, en este caso en la dirección i. 

Entonces la ecuación B.82 es 

dm, J k (J - J,) h - h, 
m',j,k - d;' a + J Z.1. m ',J,k + -J-- = O. (B.84) 

Arreglando términos resulta 

dm'Jk ((J-J,) _\ h , -h 
~--;¡;;:-a + ml,),k J Z.l. + 1) = --J- (B.85) 

La funcional de la densidad en el espacio continuo en el lenguaje magnético es de la forma 

L 

F(m) = J J [1 + A ('\7m)2] dr+ J [% (mo) + ~ ('\7 .1.mO)2] dR 

o 

+ J [o/dmL ) + ~ ('\7 .1. m d] dR, (B.86) 

cada uno de los términos corresponden al modelo continuo usado en el presente trabajo susti­
tuyendo la magnetización m en el lugar de la densidad p. Después de minimizar la funcional 
obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange Y, la condición en una de las paredes es de la forma 

- dml _ gm(O) = /10 - /1. 
dx x=o 

El a.nálogo de la ecuación anterior en la malla es la eco E.85. 
podemos identificar el parámetro 9 1 como 

(J, - J) 
g = --J- z.1. - 1. 

(B.87) 

Si comparamos los términos 

(13.88) 

Hemos supuesto que el perfil varía en una sola dirección, entonces podemos estudiar fluc­
tuaciones en su posición. Sin embargo cuando el perfil cambia en las direcciones paralelas a 
la intercara introducimos fluctuaciones de onda capilar. i\l respecto, usaremos las relaciones 
válidas para la geometría cúbica que involucran las segundas derivadas en las direcciones x y y: 

1 En la malla la transición de mojado es continua cuando Js < 1.25 J y de primer orden cuando J s > 1.25 J. 
Entonces 9 > O y 9 < O corresponden a una transición de primer y segundo orden respectivamente, de acuerdo 
(;{)Il los diagramas globales de Nakanishi y Fisher [16J. 
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(B.89) 

ml,),k+l + ml,),k-l (B.90) 

En este caso de la eco B.82 obtenemos la relación 

. (J-J,) \ 
m¡",k (1 + J Z,L) 

drnl , k , , a 
dx 

(B.91) 

Esta ecuación es la generalización de la ec, B.85 cuando el perfil varía en las tres coorde­
nadas. En el caso continuo cuando el perfil cambia en las direcciones x, y 1 z, la condición en la 
pared es de la forma 2 : 

- vmix=o - gm(O) - Bvt miO) = ¡.Lo -Il. (B.92) 

Donde ellaplaciano Vl es calculado en las direcciones y, Z. Como consecuencia podemos 
comparar la eCo B.92 con la ecuación B.91 y obtener el coeficiente B, 

B _ (J - J,) 
- J . 

Entonces al obtener 9 establecemos la relación con B de la forma 

B _ g+l 
- 4 . 

(B.93) 

(B.94) 

En la otra pared i = L, podemos hacer lo mismo usando las ecuaciones B,90 con la definición 
de la derivada, 

dmL,),k 
mL+l,J,k = mL,),k + dx a (B.95) 

y obtener las mismas relaciones para B y 9 cuando comparamos con la condición en x = L, 

vmlx=L - gm(L) - Bv}m(L) = ¡.LL - ¡.L. 

2 En el caso continuo una de las paredes se encuentra en z = O En la malla ia pared se localiza en el sitio 
z = 1. 
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C. Hamiltonianos efectivos y ondas capilares 
Estudios basados en hamiltonianos interfaciales representan una herramienta poderosa en 

el análisis de los efectos de las fluctuaciones en la intercara. Han sido implementados en la 
fluctuación inducida térmicamente de alguna estructura interfacial intrínseca y también son 
incorporados en la teoría del mojado en intercaras y membranas. 

Usando hamiltonianos efectivos no intentamos describir las variables microscópicas reales de 
un fluido inhomogéneo, es decir) las variaciones del perfil de densidad, sino describir las posibles 
configuraciones por ejemplo, de una película de mojado en términos de la distancia instantánea 
de la intercara I(R) por arriba del sustrato 1 = O. En el caso de una pared y un fluido, /(R) es 
la separación entre la intercara líquido-vapor y la pared inerte y es una función univaluada del 
vector R (d - 1 dimensional) que es medido paxalelo a la pared. 

El hamiltoniano estándar para intercaras eS de la forma 

H [1(R)1 = J e:: ~l) V'1(R)2 + W (l(R))) dR, (C.96) 

l (R) es una coordenada colectiva que describe la posición de una intercara fluctuante. ¿ (l) es el 
coeficiente de rigidez interfacial y W(l) es el potencial efectivo de interacción entre la intercara 
y ia pared. 

El potencial puede ser construido usando las teorías de campo medio o una funcional de la 
densidad y en general es de la forma: 

r a(T)hl + b(T)e-W , + c(T)e-'/2" W(l) = j , 
, 00, 

donde a, b, c son coeficientes positivos y h es el campo de bulto 

1> O, 
1 < O, 

(C.97) 

En un contexto mas extenso el objetivo central en la derivación de un hamiltoniano efectivo 
es integrar sobre los grados de libertad. En el caso de sistemas clásicos una coordenada colectiva 
puede ser definida vía una constricción que satisface alguna clase de distribución del parámetro 
de orden. En términos del hamiltoniano efectivo es mucho más fácil calcular una expresión para 
la energía libre debido a que la coordenada colectiva es usualmente de una dimensionalidad más 
baja que el parámetro de orden. 

Esperamos que la parte singular de la energía libre aproximada calculada usando un hamil­
toniano efectivo sea la misma que aquélla que corresponde a la energía libre exacta derivada 
de un hamiltoniano microscópico, es decir ambos modelos permanecen en la misma clase de 
universalidad. 

Fluctuaciones de ondas capilares 
El hamiltoniano de la eco C.96 puede reducirse a un hamiltoniano de onda capilar usado 

para estudiar el problema de la localización de una intercara "libre" con un campo gravitacional 
[37,451: 

H,w = "'1 J [(1+ (VRl(R)n ~ -1] dR+ 

img (p¡ - Pg) J /2 (R) dR. (C.98) 

El modelo de ondas capilares considera un fluido d dimensional con volumen L d en un campo 
gravitacional externo mgz. La posición de la intercara entre las fases que coexisten (liquido­
vapor) es descrita por la superficie divisoria de Gibbs y es localizada en z = O. El trabajo 
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requerido para H.evar a cabo una distorsión. de longitud de onda grande contiene dos contribu­
ciones. La primera es igual al cambio en el área superficial multiplicada por la tensión superficial 
y la segunda involucra el trabajo realizado contra el campo gravitacional. 

Mediante el desarroLLo del primer término en la eco C.98 obtenemos 

(C.99) 

f es la tensión interfacial macroscópica apropiada para longitudes de onda grandes y distorsiones 
de pequeña amplitud. Identificamos a Hew como el factor de peso de Boltzman (distribución 
gaussiana) describiendo fluctuaciones excitadas térmicamente de la superficie div~soria. Los 
grados de libertad de longitud de onda corta han sido integrados y las distorsiones con longitudes 
de onda menores que ~b no pueden ser descritas por este hamiltoniano. 

Esperamos que el hamilton1ano efectivo descI1ba el desplazamiento de la intercara sl ésta es 
asociada con fluctuaciones de longitud de onda grande, pero no la estructura 'intrínseca' de la 
intercara que está en la escala del orden de la longitud de correlación de bulto. Entonces Hcw 
no puede ser usado para calcular las propiedades interfaciales en la cercanía del punto crítico 
donde la longitud de correlación tiende al infinito. 

Si 1 es 

Qm"" 

1 (R) = L T(Q) eiQR
, 

Q 

(C. lOO) 

donde Qmax ~ 7r/Eb, el cual es el valor máximo permitido del número de onda, entonces Hcw es 
escrito en el espacio de Fourier como 

H,w (I(Q)) = %/,Ld- 1 ~xT(Q)I(_Q) [Q2 +L;-2], 
Q 

(C.IOl) 

Le = ( { J \ 1 + es la longitud capilar. El hamiltoniano efectivo tiene una forma cuadrática 
\ m9\p¡-p,¡} J 

simple tal que el principio de equipartición produce el promedio del ensamble: 

(C.I02) 

De esta forma la función de correlación es 

Qrnax. 

G (R) = k~T J exp(iQ.R) dQ. 
/' (2'''")" 1 Q2 + L, 2 

Q,.,lln 

(C.l03) 

U na medida del ancho interfadal es la raíz cuadrática media de la fluctuación, es decir W 2 ::::: 

G (O) tal que 

d < 3, 
d=3, 

d> 3. 
(C. 104) 

Para d > 3, W es independiente de Le. Alternativamente podemos tener 9 = O Y L;;2 = O con 
L finita. 
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D. Fluctuaciones en el sistema infinito 
Por comparación con el estudio de fluctuaciones de fluidos simples en presencia de paredes 

consideremos un fluido no confinado y que no presenta transición superficial como el mojado o 
premojado. AquÍ también usamos la función de energía libre de doble parábola en ia aproxi­
mación de gradiente cuadrado. 

Entonces al considerar Una intercara plana sin paredes la funcional de la densidad se escribe 
como 

= r r r 1 1 
rt(p) = J dz J dRlf(p)+~(Vp)2J. (D.I05) 

-= 

La primera variación es 

= 
Dfl= J dzJ dR[J'(p)óp+Vp.Vóp] (D.I06) 

y la ecuación de Euler-Lagrange es 

f'(p)-V 2 p=0. (D.107) 

El perfil de equilibrio satisface la eco de Euler-Lagrange con las condición en las fronteras 
p( (0) = -p( -00) = Pb = ±l (valor de la densidad en el bulto). Entonces el perfil es de la forma 

p= { 

Z < -Zo, 

(D.108) 
Zo < z. 

El punto 20 es el punto donde la densidad es cero. 
Para estudiar las fluctuaciones obtenemos la segunda variación del funcional de la densidad, 

00 

ó2 r¡ (p) = ~ J dz J dR [f" (p) 6p6p + Vóp.V6p]. (D.109) 

-= 

De manera similar como tratamos el problema en el fluido confinado éste tiene un análogo 
mecánico-cuántico al saber que las variaciones del perfil pueden desarrollarse en función de las 
eigenfunciones que satisfacen la ecuación de Schrodinger. Por tanto cada eigenfunción contribuye 
con un eigenvalor a la segunda variación. 

En este caso las eigenfunciones son de la forma 

z < -Zo, 
(D.llO) 

Zo < z. 

Las eigenfunciones son continuas en el punto donde se cruzan las parábolas en la función 
de energía libre. Su derivada es discontinua en este punto, por tanto cumplen las condiciones: 
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Figura 8.1: Perfil en equilibrio asociado a una intercara libre con ¡.¿ = O. Las densidades en el 
bulto son ±l y Zo = O. 

'Pn.(1) (zo) = 'Pn,(Il)(ZO), (D.111) 

d'Pn,(I) I d'Pn,(Il) I = 
2'Pn(zo) 

(D.112) 
dz dz z=z() I~I,~J z=zo 

'PI ( -00) = 'PIl(CO) = O. (D.113) 

El determinante del sistema de ecuaciones generado por estas condiciones deber ser cero 
para que exista solución. En este caso encontramos un solo eigenvalor que corresponde a una 
fluctuación de desplazamiento rígido del perfil y es proporcional a p' (z). 

De esta forma corroboramos la existencia de un solo estado discreto para el potencial V(z) 
del modelo DP en el caso del sistema infinito. Como vimos en presencia de paredes obtuvimos 
más de un eigenvalor correspondiente a los efectos de la superficie o en el caso de un capilar 
estados de mediana energía cuasi-degenerados. 
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Figura 8.2: Espectro de eigenvalores correspondiente al perfil de equilibrio. Encontramos un 
sólo estado discreto donde DET=O 
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Figura 8.3: Eigenfunción asociada al eigenvalor c: = O del espectro de energía. 
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