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Introduccién

Objeto de Estudio. Consideremos el par (Z,r) donde Z : M — R? es
una inmersion de clase O de una superficie local M de clase C™® y v es un
campo vectorial unitario normal a Z (M) de clase C*. El operador de forma
S, en T,T (M) asociado a la segunda forma fundamental de 7 con respecto
a v resulta ser un operador lineal autoadjunto dependiente del campo v. Las
v-lineas de curvature son las curvas integrales en Z (M) de las v-direcciones
principales en 7,7 (M) determinadas por los vectores propios ortogonales de
S, para cada p € T (M) y sus valores propios son las v-curvaturas principales
k1, ko. Estas curvaturas principales son los valores méaximo y minimo de la
segunda forma fundamental 11, (X) = (S, (X),X) para X en el circulo
unitario del plano tangente T, 7 (M). Decimos que un punto p € Z (M) es v-
umblico si k; (p) = ke (p). Una v-configuracién principal de T (M) esla terna
formada por los puntos r-umbilicos y el par de foliaciones con singularidades
de 7 (M) determinadas por las familias maximal y minimal de las v-lineas
de curvatura. Los puntos v-umbilicos son las singularidades comunes de este
par de foliaciones en 7 (M).

La ecuacion diferencial de las v-lineas de curvatura se puede escribir lo-
calmente en un sistema de coordenadas (u,v) en la forma

A(u,v)dv? + B (u,v)dudv + C (u,v) du? =0, (1)

donde A, B y C son funciones de clase C*® de un abierto U ¢ R? en R
que dependen de la primera y segunda formas fundamentales del par (Z, v)
de manera andloga al caso cldsico de superficies en R*. En este sistema de
coordenadas los puntos y-umbilicos simples se caracterizan como los minimos
no degenerados de la funcién cuadritica H : U C R? — R definida por

H (u,v) = B?(u,v) — 4A (u,v) C (u,v).

Esta funcién cuadratica H siempre resulta positiva para el 1-jet de la
ecuacién (1). La segunda forma fundamental depende del campo v en el
haz normal 77 (M)~ para el caso de superficies en R*. Ademds, como el
complemento ortogonal en R* del plano tangente 7,7 (M) tiene dimensién
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2 para cada p € T (M), surge una diversidad en el tipo de configuraciones
principales que pueden tener lugar en una superficie dada inmersa en R? al
variar solamente este campo norrmal v.

En esta tesis estudiamos esta diversidad de configuraciones dependiendo
de campos normales v que definen puntos v-umbilicos simples aislados en
T (M). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que en un sistema de
coordenadas local (z,¥,z,w) alrededor del punto v-umbilico p € T (M) ,
estos campos normales coinciden en el punto p con el campo 8/9z de la base
canénica asociada {0/0z,8/8y,d/0z, 8/dw} al sistema local de coordenadas,
siendo el plano tangente 7,7 (M) generado por los campos 8/9z y 8/0y.
Llamamos v-umbilicales a este tipo de campos normales. Sea N el conjunto
de los 1-jets de los campos v-umbilicales de Z (M). Resulta que este espacio
N1 puede parametrizarse por dos niimeros reales arbitrarios (m,n) € R?, lo
cual es bastante natural tomando en cuenta que la dimensién del haz normal
TZ (M)" es igual a 2 para inmersiones de la superficie M en R%. Podemos
considerar entonces a N| como un plano. Para una superficie fija T (M), la
configuracién principal alrededor del punto v-umbilico p € I (M) depende
solamente de v € Nj.

En este contexto es natural estudiar el problema local de las bifurca-
ciones de las configuraciones principales alrededor de los puntos v-wnbilicos
considerdandolas dependientes solamente de v € N.

Este problema puede formularse del siguiente modo. Dos campos vy, 1, €
N1 se dicen topoldgicamente equivalentes, lo que se denota vy ~ 1, si existe
un homeomorfismo de la superficie 7 (M) en si misma tal que la configuracién
principal alrededor del punto vj-umbilico sea transformada por este homeo-
morfismo en la configuracion principal alrededor del punto 1p-umbilico. Un
campo v € N es estructuralmente estable si existe una vecindad ¥V ¢ N, de
v tal que n ~ v para todo € V. Ahora, un campo v € N; se dice que es
un punto de bifurcacion si v no es estructuralmente estable. El subconjunto
B C N, formado por todos los puntos de bifurcacién en N es el conjunto
de bifurcacién. La pregunta fundamental es la siguiente. Dado un campo
v € B jes posible encontrar una vecindad W C N, de v tal que podamos
dar una descripcién completa de las configuraciones principales locales aso-
ciadas a todo n € W? Esta pregunta puede ser respondida si se conoce la
estructura del conjunto de bifurcacién en W. En algunos casos, afadiendo
alguna condicién que elimine las singularidades mds “degeneradas”, puede
resultar que la estructura del conjunto de bifurcacién alrededor de v sea lo
suficientemente simple como para describirla geométricamente y hablar de
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transversalidad a este conjunto B. Esto nos puede permitir encontrar alguna
variedad A en W con v € A tal que paratodon € Wexista € Acon £ ~ 7.
Asi, para responder la pregunta planteada arriba podemos restringirnos a la
variedad A. Si podemos encontrar tal variedad A con dim A = & de manera
que cualquier variedad (k — 1)-dimensional que contenga a v no cumpla tal
propiedad, habremos encontrado lo que se llama una deformacion versal del
punto v, el cual recibe el nombre, en este caso, de punto de bifurcacién de
codimension k.

Historia y motivacién. En 1982, Sotomayor y Gutierrez consideraron
en [18] y [11] inmersiones de una 2-variedad compacta y orientada en R®. En
esos trabajos describen una clase de inmersiones con configuracion principal
estable y prueban que esta clase es densa en el espacio de las inmersiones con
la topologia C2. Llamaron Darbouzrianae a esta clase, debido a los trabajos
de Darboux del siglo XIX sobre la forma de las lineas de curvatura alrededor
de un punto umbilico [3].

Mais recientemente, en 1995, Ramirez-Galarza y Sanchez-Bringas pro-
baron en [15] que existe una clase D de pares (Z,v) estructuralmente esta-
bles, donde 7 : M -— R* es una inmersién local de clase C*, r > 3, de una
superficie compacta M de clase C® en Rty v € V.

Ademds, probaron que esta clase D es densa en la topologia C® en el espa-
cio H = Imm™ (M) x N, donde Imm"™ (M) es el espacio de las inmersiones
de M en R? de clase C" con la topologia C?, r > 5 > 3, y NV es el espacio de
los campos vectoriales unitarios de clase C* normales a Z(M).

También se probé en [15] que en D existen sblo tres clases de equivalen-
cia topoldgica, siendo éstas las mismas clases topoldgicas de configuraciones
principales de superficies en R? encontradas por Gutierrez y Sotomayor en
[18]. Por esta razén se dicen también Darbouxianas las clases de equivalencia
en D. Estas clases se denotan por Dy, D, y Ds.

En contraste con estas similitudes entre las configuraciones principales de
superficies en R? y en R* existe una diferencia notable respecto a los indices
admisibles de un punto umbilico. El indice de un punto v~umbilico es el indice
de Poincaré-Hopf de una singularidad de cualquiera de las dos v-direcciones
principales, ya que los indices de ambas direcciones coinciden. Una famosa
conjetura de Loewner, descrita en [19], afirma que cualquier punto umbilico
de una superficie de clase C* inmersa en R? debe tener indice menor o igual a
uno. Esto ha sido demostrado afirmativamente para superficies e inmersiones
de clase C* por H. Hamburger en [13], G. Bol en [2], T. Klotz en [14], C. J.



Titus en [19], y H. Scherbel en [17], motivados todos ellos por la conjetura
de Carathéodory de 1926, atin sin resolver en su totalidad, que afirma lo
siguiente: existen al menos dos puntos umbilicos en toda superficie cerrada
convexa suficientemente diferenciable. Gutierrez, Mercuri y Sanchez-Bringas
probaron en [9] que, para inmersiones de clase C", con r > 3 y un punto
umbilico de tipo Lojasiewicz, la conjetura de Loewner también resulta ser
cierta. Por otro lado, Gutierrez y Sinchez-Bringas probaron en [10] que
dado n € Z existe una superficie M de clase C¥, una inmersién de M en R*
de clase C¥ y un campo vectorial v normal a M de clase C¥ con un punto
v-umbilico aislado de indice n/2. Esto implica que la conjetura de Loewner
no puede extenderse a superficies inmersas en R%,

Los pares (Z,v) con puntos umbilicos de indice mayor que uno aparecen
en el complemento del conjunto D de la superficie correspondiente. Esto es,
dichos pares (Z, v} estdn en el conjunto de bifurcacion estudiado en esta tesis.

Otra fuente de inspiracién para esta tesis fue el trabajo de clasificacién
de singularidades de ecuaciones diferenciales cnadraticas, no necesariamente
provenientes de la geometria, realizado por Guifiez y Gutierrez en [7] y [8].

Resultados. Manteniendo fija la superficie local T (M) y variando el
campo v € N tenemos que la configuracién principal alrededor del punto -
umbilico p € Z (M) depende solamente de los pardmetros de v. Por esta razén
hablamos de campos v € N, y de configuraciones principales alrededor de
puntos v-umbilicos indistintamente. Abusando todavia més de la notacidn,
hablamos de los puntos v € N} como puntos v-umbilicos. El espacio N es
un plano R2.

En esta tesis encontramos que el conjunto de puntos v-umbilicos no sim-
ples de N] es una linea recta L en N;. El diagrama de bifurcacién de las
v-configuraciones principales locales en A estd formado por la unién de L
y una curva algebraica real I' con dos componentes conexas I'; y I';. La
componente I'; es regular excepto en un sélo punto V' de tipo cuspide y I'y
es difeomorfa a una linea. Es notable que en este conjunto de bifurcacién
aparecen tanto puntos de codimensién 1 como también un punto de codi-
mensién 2 representado por V. Ademnéds, existe un punto de tangencia T
entre I'; y la linea de puntos no simples L. Los tipos Darbouxianos Dy, D,
y Dj; aparecen en el complemento del conjunto de bifurcacién B = I" U L.
Determinamos las configuraciones principales de los tipos Darbouxianos asf
como también de los tipos que estdn en I' — {T'}. Sobre I' — {V| T} existe
un s6lo tipo de configuracién principal que llamamos Djs. Estos puntos de
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bifurcacién tienen codimensiéon 1. En el punto V se tiene una configuracién
que Hamamos D;. V es un punto de bifurcacién de codimensién 2. Los tipos
Darbouxianos D;, 1 = 1,2,3, y los tipos Dy y D, se distribuyen en el es-
pacio N; como se muestra en el diagrama de bifurcacién de la Figura 5 del
Capitulo 2, pdg. 29. Se pueden obtener deformaciones versales de los puntos
+ de tipo Dy eligiendo lineas en N; que sean transversales a las componentes
regulares de la curva I'. Una vecindad suficientemente pequefia del punto V
es una deformacién versal de un punto umbilico de tipo Dy. En todos los
resultados anteriores se suponen fijos los parametros k,a,b ¢,d,a y v que
aparecen en la parametrizacién canénica x : U € R? — R* de la superficie
I (M), definida por

X ('U,, "U) = (‘U;, v, (‘U,, 'U) ] ¢ ('U,, U)) ¥
donde

d b
(u2 + v2) + -gu3 + Euzv + §m}2 + g-vs,

8|

@ (u,v) =

¥ (o) = Sut+ 1vP +0(3),

con bd # 0. El diagrama de bifurcacién en los casos en que b = 0 y d £ 0,
oenque b # 0y d =0, son casos limite del diagrama de bifurcacion en
que ambos son distintos de cero y es topoldgicamente equivalente al que se
muestra en la Figura 7 del Capitulo 2, pdg. 33. Finalmente, si permitimos
ademds que los pardametros (b, d) de la parametrizacién candnica x varien en
R?, entonces el diagrama de bifurcacién va cambiando de acuerdo a la Figura
8 del Capitulo 2, pag. 42.

Contenido de esta tesis. En el Capitulo 1 se definen las configuraciones
principales de superficies inmersas en R, se obtiene el 1-jet de la ecuacidn
diferencial de las lineas de curvatura usando una parametrizacién canénica
local de la superficie y la forma normal del 1-jet del campo » € M.

Las configuraciones Darbouxianas son definidas usando las singularidades
de cierto campo vectorial tangente a una superficie definida en el haz proyec-
tivo. Esta construccién nos permite describir las configuraciones principales
de los tipos Darbouxianos asi como también de los tipos singulares simples
de codimensiones uno y dos en el espacio N, . Finalizamos definiendo los
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puntos umbilicos simples como minimos no degenerados de cierta funcién y
dando una caracterizacién de los mismos en términos de dos desigualdades
sobre los pardmetros de la superficie y el campo normal.

En el Capitulo 2 demostramos el resultado principal de este trabajo, el
Teorema 2.1.1, el cual describe la estructura topoldgica del conjunto de bifur-
cacion en el espacio N;. Esto nos permite describir el diagrama de bifurcacién
para los puntos umbilicos simples en A;. También obtenemos en el Capitulo 2
los diagramas de bifurcacién en los casos no genéricos y demostramos que son
casos limite del diagrama de bifurcacién general en un contexto de variacién
simultanea de la superficie y el campo normal, con ciertas restricciones sobre
los parametros de la superficie.

En el Capitulo 3 encontramos familias A que son variedades transversales
en ¥ € B a ciertas subvariqdades de codimension 1 para el caso Dy y de
codimensién 2 para el caso I);. Esta transversalidad sugiere la versalidad de
tales familias A, lo que probamos directamente usando métodos desarrollados
por Guifiez y Gutierrez en [8]. Si para cada ecuacién diferencial de lineas
de curvatura consideramos la correspondiente forma diferencial cuadratica
(en el apéndice definimos estas formas), entonces nuestras deformaciones re-
sultan ser versales en el espacio de las formas diferenciales cuadriticas. En
[8] se obtienen deformaciones versales de los tipos singulares Dy v Dy en
el espacio de las formas diferenciales cuadraticas. Estas deformaciones son
diferentes a las que encontramos en esta tesis. Sin embargo, para el caso D,
de codimensién dos, se demuestra en [8] que el conjunto de bifurcacién de las
singularidades de tipo Djg, en ese caso y para esa deformacién versal, es una
curva de tipo cuspide similar a la componente cispide de nuestra curva T
Sin embargo, tales deformaciones versales no definen familias de ecuaciones
diferenciales de lineas de curvatura, lo que es necesario en nuestro trabajo.
Ademds, como nuestras deformaciones versales tienen lugar en el espacio de
los campos v-umbilicales, podemos expresar este hecho del siguiente modo:
la variacién de los parametros en la deformacion versal de este tipo de sin-
gularidades en el espacio de las formas diferenciales cuadriticas corresponde
a la variacién de los pardmetros del 1-jet del campo vectorial normal a 1a
superficie. :

Problemas abiertos. Para determinar las confisuraciones principales
que pueden tener lugar sobre los puntos de la linea no simple L es necesario
analizar el 2-jet de la ecuacién diferencial de lineas de curvatura. De acuerdo
a la clasificacién realizada por Gufiiez en (7], todos los puntos de esta linea
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L tienen rango 1. Esto implica la existencia de un sistema de coordenadas
en donde se puede escribir el 2-jet de las funciones A, B, C' que aparecen en
la ecuacién (1) en la forma

A (z,y) = y+as?
By (z,y) = byd?,
Co{z,y) = —y+ cooa?,

v la configuracién principal puede variar dependiendo de los coeficientes
Qg0, b2, ¥ €op. Los métodos que desarrollamos en esta tesis ya no se pueden
aplicar a este tipo de puntos umbilicos. Sin embargo, nuestros resultados
pueden ser de importancia para resolver el problema abierto de encontrar
deformaciones versales de este tipo de singularidades. Existen datos que nos
sugieren la existencia de segmentos en la linea no simple L que son de un
mismo tipo de configuracién principal, que Hamaremos aqui Dp3. Estos pun-
tos representan una bifurcacién entre los tipos Dy y Ds. Si la codimension
de este tipo es igual a 1 (lo que parece ser cierto), entonces cualquier linea
transversal a estos segmentos en nuestro espacio N; puede ser considerada
una buena candidata para deformacion versal de la singularidad Dys.

También existe un punto particular muy especial en la linea no simple L.
Se trata del punto de tangencia T entre la componente regular I'; de la curva
I' y esta linea no simple L. El punto T representa multiples transiciones entre
las configuraciones principales, ya que en cualquier vecindad U C N de este
punto existen puntos de tipo Dy, Dy, Dy, y Dj5. Determinar la configuracion
principal del punto T asi como una deformacién versal del mismo es un
problema que dejamos abierto.

También se encuentra abjerta la cuestién de la caracterizacion de las
ecuaciones diferenciales de lineas de curvatura en superficies compactas con
una configuracion principal global estructuralmente estable, lo que permi-
tiria comenzar el estudio global de las bifurcaciones de este tipo de ecua-
ciones. Otro problema es el de la realizacién de cualquier ecuacién diferencial
cuadritica como ecuacion de lineas de curvatura. Mas precisamente, dadas
las funciones A, B,C de un abierto U C R? en R, jexiste una inmersién Z
de clase C® de este abierto U en R? y un campo vectorial v de clase O
normal a T {U) tales que la ecuaci6n de lineas de curvatura del par (Z, v) esté
definida por una ecuacién de la forma (1)7. Este problema ya ha sido resuelto
afirmativamente por Gutierrez y Sénchez-Bringas en [10] para el caso en que
las funciones A, B, C son analiticas con A = —C, e inmersiones y campos 7, v
también analiticos. Este resultado es el que permite garantizar la existencia

ix




de puntos umbilicos en R* con cualquier indice de la forma n/2 para n € Z.
En relacién con la conjetura de Carathéodory resulta de particular interés
investigar si es posible o no realizar este tipo de inmersiones de clase C* en

R3.




A lo largo de esta tesis denotaremos por:

U,V,W, vecindades.

I Fy F, ., funciones.

S, M, N, variedades diferenciables.
XY, Z,V,W, F, campos vectoriales.
X,y,Z, parametrizaciones.

7, inmersiones.

v, 7, campos normales umbilicales.
w, ¥, formas diferenciales cuadraticas.

b, d, coeficientes de los términos uv? y u?v respectivamente, en el
desarrollo de un polinomio homogéneo de grado 3.




1 Configuraciones Principales

1.1 v-Configuraciones principales

Sea M una superficie diferenciable orientada inmersa en R* con la métrica
Riemanniana inducida de la métrica Riemanniana estdndar de R?. Para cada
p € M consideremos la descomposicién T,R* = T,M & (T,M)", donde
(T,M)* es el complemento ortogonal de T,M en R* Sea V la conexién
Riemanniana de R%. Dados X y Y campos vectoriales locales en M, elegimos
algunas extensiones locales X y ¥ de estos campos a R%.

La conexién Riemanniana de M estd bien definida por la componente
tangencial de la conexién Riemanniana de R* : VxY = (V X?)T.

Sean X (M) el espacio de los campos vectoriales diferenciables en M y
X (M)™* el espacio de los campos vectoriales diferenciables normales a M.
Consideremos la aplicacién a : X (M) x X (M) — X (M), definida por

a(X,Y)=Vz¥ — VY.

Es facil ver que esta aplicacion esta bien definida, es simétrica y bilineal.
Sipe Myve (T,M)", v+#0, definimos la funcién

H, :T,M xT,M - R, H,(X,Y) = (a(X,Y),v).

Esta funcién resulta también simétrica y bilineal. La segunda forma fun-
damental de M en p es la forma cuadrética asociada,

i, :T,M —R, II,(X)=H,(X,X).

Recordemos que el operador de forma S, : T,M — T, M estd definido
por

S, (X)=—(Vg2)',

donde ¥ es la extensién local a R* del campo vectorial normal v en p.




Este operador es lineal y autoadjunto. En consecuencia, para cada p € M,
existe una base ortonormal {€,é2} de T, M que consiste de vectores propios
de S, : :

Si(é1) = kié1,  S,(é2) = kuéy.
Como este operador cumple que
(S.(X),Y)=H,(X,Y)

para cualesquiera X,Y € T,M, la segunda forma fundamental puede expre-
sarse por

11, (X) = (Su (X) ’X)-

Ademds, la restriccién de la segunda forma fundamental a los vectores uni-
tarios en T, M alcanza sus valores maximo y minimo en esta base ortonormal.

Definicién 1.1.1. Sea v € (Z,M)1. Los valores propios k; y k; del
operador de forma S, correspondientes a los valores maximo y minimo de
la segunda forma fundamental /I, en el circulo unitario TpM son llamados
las v-curvaturas principales. Un punto p € M es v-umbilico si las
v-curvaturas principales coinciden en p, esto es, ky (p) = k2 (p).

Definicién 1.1.2. Sea U, ¢l conjunto de los puntos v-umbilicos en M.
Para cada p € M — U4, existen dos direcciones definidas en T M por los dos
vectores propios de S,. Llamamos a estos campos de lineas las v-direcciones
principales.

El teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias garantiza la integrabilidad de las v-direcciones principales
localmente en M — U,.

Definicion 1.1.3. Las v-lineas de curvatura son las dos familias de
curvas ortogonales definidas por las integrales de las v-direcciones principales.
La terna formada por las dos foliaciones ortogonales definidas por las v-lineas
de curvatura junto con los puntos r-umbilicos como sus singularidades, se
llama la v-configuracidn principal de M, denotada por P, = (U,, L,,1,) .




La ecuacion diferencial que define la v-configuracion principal esta dada
por la ecuacién de Rodrigues,

S (¢ (&) =A(c(t) (@), (L.1)

donde A(c(t)) es una funcién real-valuada definida en M. Con el objeto
de estudiar las v-configuraciones principales de una superficie inmersa en
R*, en una vecindad de un punto v-umbilico p € M, introducimos ahora un
sisterna de coordenadas (z, y, z, w), de modo que la superficie M se pueda ver
localmente como la gréfica de una funcién diferenciable f : U C R? — R2.
En este sistema la parametrizacién local puede escribirse en la forma

x(u,v) = (u, v, (u,v), ¥(y, v)). (1.2)

Encontremos, en primer lugar, la ecuacién diferencial que deben satisfacer las
v-lineas de curvatura en las coordenadas definidas por esta parametrizacion.

Como S, : T,M — T, M, se tiene que S,(x.) y S.(x,) € T,M. Por lo
tanto para cada p € M existen a;;, %, = 1,2 tales que

Su(xu) = auXy + aXy, (1 3)
Su(xy) = a12Xy + agX,. :

De ahi que para V € T, M, V = v1xy + v2X,, se tiene
Su(V) = (an191 + a1av2) Xy + (@211 + anve)x,,
lo cual puede escribirse respecto a la base asociada {Xu, x,} de T,M como
Sy(”l)=(all 012)(’01 )
g a1 Ogg U2

Ahora, la expresién de la segunda forma fundamental en esta base estd dada
por

IIU(V) = < v (V) 3 V) = (S,,('leu + UQXU): V1Xy + U2xu)
= U% (SU (x'u): Xu) + 'UI’U2(SU (xu); xw) + vatn (Sv(xv): xu)+
'H)g(sv (x,,.), xv)
= U?ev + 27)1'”‘2fu + 'Uggu:
donde

€y = (S,,(xu),xu) = {y, xuu)r
v = (Su(xu):xv) = (X, Su(x0)) = (v, Xu),
g = (Su(x0);%0) = (¥ Xon)-




Encontremos ahora los valores de las a;; en términos de los coeficientes

€us fus Gu-
De la ecuacién (1.3), tenemos que

.fu = (Sv(xu),xv) = allF+a‘21G:

fV = (Sv(xﬂ):x’u) = alZE + a22F, (1 4)
e, = (Su(Xu)y%) = anf +ank, '
g = {S.(%), %) = a1pF +anG,

donde F = (X4, X,), F = (x4,%Xy), G = (Xu,X,) son los coeficientes de la
primera forma fundamental. Las relaciones (1.4) pueden expresarse en forma

matricial como
€y f v _{ ann an E F .
o ogv /] \aiz axn F G )’

de donde

_1_. e fu G —Fy _ ( a1 an

EG-F*\ . 9 ~-F E S\ e ax )’
y de ahi obtenemos las expresiones de las entradas a;; de la matriz del ope-
rador de forma S, en la base {x,,X,} :

_eG— f,F

“ = EGoF
ap = qu - guF
EG—-F?’°

oy = LE —eF
EG - F?’

am = guE - va
EG - F?"

Finalmente, si ¢(£) = x{u(t),v(t)) es una v-linea de curvatura, la ecuacién
(1.1) nos dice que las funciones u'(t), v'(t) satisfacen el sistema de ecuaciones

ant +apt = )\‘U’,
ant + agz'U’ = Av'.




Eliminando A de este sistema con los valores obtenidos de las a;;, resulta la
ecuacion diferencial de las v-lineas de curvatura

A(u,v) dvi+ B(u,v) dudv + C (u,v) du® =0, (1.5)
donde
A=f,G-gF,
B=¢,G-g,E,
C=eF-fE.

Ahora, para el andlisis local de la v-configuracién principal de una superfi-
cie M parametrizada por (1.2), podermos suponer, sin pérdida de generalidad
(usando translaciones y rotaciones), que el punto v-umbilico p de M es el
origen de R*, con el plano tangente de la superficie en p siendo el plano
xy y con el campo vectorial normal unitario v € (T,M)* coincidiendo con
(0,0,1,0) en el origen.

Considerando el polinomio de Taylor de orden 3 de las funciones ¢ y
de la parametrizacién (1.2) alrededor de p obtenemos

1
olu,v) = 3 (Puu(0, 0)2 + 20,4 (0, 0)uv + 4y (0, 0)v?) +
1
+3 (Puun (0, 0} + 3uuy (0, 0)1w + 30yuy (0, 0)uv® + 1y (0, 0)0°)

y también

P(u,v) = -;- (B (0, 0)ee? + 245, (0, 0)wv + ¢4, (0, 0)0) +
| + % (d’uuu (Oa 0)‘!1.3 + 3¢uuv(05 0)U2U + 3¢uw (05 0)1‘.&?)2 + T;bvvv (0; 0)03) y

pues ¢(0,0) = 1(0,0) = 0, 22(0,0) = 22(0,0) = 3£(0,0) = 2(0,0) = 0.
Como

x(ua U) = ('U,, v, (P(us U), lb(u: U)))
tenemos

xu = (1)0$ ‘F’m lbu), xV = (O! 1J‘pv,¢v):




Xyy = (O) 07 Puu,y '(buu)a Xuv — (OsO: Puv, wuv)a Xvw = (07 0, DOvvy ¢vv)-

De ahi que

Pun = <(0: 0: ]-1 0): (0: O, (Puu,";buu» - (Vp, xuu> = €y,
Puv = ((01 0,1, 0): (01 0, ‘Puv:wuv» = (Vp:xuv> = pr’

Pve = ((0501 1,0): (0$0’ (PW,'ﬁbvv)) = (Vp?XVV) = Gup»

por lo tanto
72 = 1 d b
() 9 (e,uz + 2f,uv+ gu’Uz) + —gu3 + Euzv + §uv2 + —gvg.

Anélogamente,

1 &
b(u,v) = 3 (au2 + 20uv + ’Y’U2) + 6“3 + %Uz’v + guv2 + %1}3.

El hecho de que la superficie es la misma independientemente de cual base
del plano tangente se tome, obtenemos al elegir la base ortonormal {é;,éz}
de los vectores propios del operador S, los coeficientes

ey = (S.(é1),é1) = (k161,é1) = ky,
fo = {(8.(61), ) = (k161,62) = 0,
gv = {S,(€2),82) = (kaén,éa) = ky.

En consecuencia,

1 9 o a d b , ¢4
olu,v) = 2 (k:lu + kov ) + Eus + -2-uzv + Fuv + g'u .
Ademds, como p € M es v-umbilico, ki(p) = ko(p) = k, lo que nos permite
escribir

k d b
o(u,v) = ) (u2 + ?12) + %uS + §u211 + -2-11,112 + §v3.

Una rotacién del plano zy puede eliminar el término en uv del desarrollo
de v para obtener finalmente nuestra parametrizacién candnica:

x(u,0) = (1,9, 9(2,0), ¥(w,0)), (16)




donde

k d b
p(u,v) = 2 (v + %) + 2ud + Eu2y 4 ot 4+ S?

6 2 2 6
P(u,v) = =u? + Lo? + 8 + culy+ € un? + L3
’ 2 2 6 2 2 6 '’

de manera que no perdemos generalidad al suponer parametrizada nuestra
superficie local por (1.6), para k,qa,d, b,c,a,7,6,¢,(,n € R.

En esta parametrizacién canénica consideremos el conjunto N de los cam-
pos normales v € (T'M)+ unitarios, para los cuales p € M es un punto v~
umbilico aislado tal que v, = 8/9z. Llamaremos campos v-umbilicales a
los elementos de N.

El 1-jet de estos campos v-umnbilicales se da en el siguiente lema. Como
veremos mas adelante, este 1-jet determina genéricamente las ecuaciones
diferenciales de las v-lineas de curvatura.

Lema 1.1.4. Sea N, el conjunto de los 1-jets de los campos v-umbilicales.
La forma de un campo v € N en una vecindad del punto v-umbilico estd
dada por

v(u,v) = (—ku, —kv,1,mu +nv), (1.7)

donde k es la curvatura principal en el punto v-umbilico y m,n son nimeros
reales arbitrarios.

Idea de la prueba. Desarrollando las coordenadas del campo normal v en
series de Taylor podemos escribir

4
v(u,v) = Z (l; +muu +nv + O;(2)) e,
i=1
donde O;(r) denota el desarrollo de los términos de orden 7. Por una parte,
la condicién inicial »(0,0) = (0,0,1,0) implica que I}, =ly =1, = 0, I3 = 1.
Por otra parte la condicién de perpendicularidad de v(u,v) con respecto a
Xu(u,v) ¥ x,(u, v) implica que

m; = —’C, Ty =O, (LD =0, Tig = —k.




Ademas, como v{u,v) es unitario, se obtiene m3 =0, nz = 0.
Finalmente, es ficil probar por induccién que dados los coeficientes de
orden j de O4(7), resulta que los coeficientes de orden j + 1 de

QG+, BRG+Dy Os(5+1)
estan determinados por el (j + 1)-jet de los productos
(xu(u, 'U), U('U.,'U)), (xﬂ(u: U)r V(u? 'U)),

y de la diferencia ||v{u,v)||® - 1, respectivamente. De este modo se ve que
los pardmetros my4 y 14 pueden tomar cualquier valor real.

Usando (1.6) y (1.7) encontramos los coeficientes de la ecuacién (1.5)
para obtener finalmente el 1-jet de la ecuacién diferencial de las v-lineas de
curvatura,

A (u,v) dv? + By (u,v) dudv + C (u,v) du® =0, (1.8)

donde

Ay (u,v) = du+by,
By (u,v) = (a—b+(a—7v)m)u+(—c+d+ (a—7)n)wv,
C (u,v) = —du—buw.

1.2 Configuraciones Darbouxianas

Sea 7 : M — R* una inmersién de clase C* de la superficie local M de clase
C= en R*. Consideremos el haz proyectivo PZ(M) sobre I (M) definido por
TI(M)- {0}, el haz tangente sin la seccién nula, médulo la identificacién de
dos elementos (z,v) y (y,w) si z = y, y v = Aw para algin A # 0. Denotemos
por II la proyeccién de PZ (M) sobre Z (M).

Si Z (p) es un punto v-umbilico en Z (M) C R?, entonces existe una vecin-
dad V (Z (p)) con una parametrizacién canénica (1.6} identificando Z (p) con
el origen de R*. Usando esta parametrizacion canénica, el espacio PZ (M)
puede parametrizarse por dos sistemas de coordenadas:

(w030 = du/dv) , ¥ (v,0;p = dv/du).




En estos tériinos la ecuacién de las v-lineas de curvatura (1.8) puede ser
usada para definir en PZ (M) una superficie en el sistema de coordenadas
(u,v,p) como sigue.

Definicién 1.2.1. Sea S(Z,v) = F}(0), donde F : PIT (M) — R esté
definida por

-F(U, UJP) = Al (u:”) p2 + Bl (u:v) P+ Cl(u'! ’U),
esto es,

F(w,v;p) = (du+bv) p?
+{(a—b+(@-y)m)u+(—c+d+{a—-7)n)v)p
—(du+bv).

Sea U el conjunto de los puntos v-umbilicales de Z (M). En el comple-
mento de II~ (), se tiene que S (Z, v) es una superficie regular en PZ (M).
De hecho, resulta ser un cubriente doble de Z (M) —. Si 0 € R? es un punto
umbflico, la fibra 17! (0) estd contenida en 5 (Z,v).

Condicidn (T). El par (Z, v) satisface la condicién de transversalidad
en el origen si las curvas definidas por los ceros de las funciones A4, (u,v) y
By (u, v) se intersectan en el origen transversalmente.

La condicién de transversalidad es equivalente a decir que S (Z,v) es
regular también en toda la fibra I1-! (0). Es claro que esta propiedad es
independiente de la parametrizacion.

Definicién 1.2.2. Sea F el campo vectorial definido en PT (M) por

. o b a
F=Fog, toFp + (—Fu h-p}‘t,)%. (1.9)

Este campo tiene las siguientes propiedades.

1. F es tangente a S (Z,v).




Como V.F es ortogonal a la superficie 7~1(0) = S(Z,v), lo anterior se
sigue del siguiente calculo:

0.

o

2. Si restringimos el campo F a la superficie S (Z,v), entonces
IL, (.7:' (u, 'u,p)) se anula solamente en el origen (0,0).
Observamos primero que

H* (ﬁ(u,v,p)) = (fp (us U,p)a pfp (ua 'U,p)) = }-P (u,v,p) (I,P) . (110)
Ahora, como

Fp(u,v,p) =2p(du+bv)tula—b+(a—y)m)+v(—c+d+ (a—7v)n),
(1.11)

vemos que Fp,(0,0,p) = 0 y por lo tanto II, (]:' (0, O,p)) = {0,0).

Inversamente, si II, (.7:' (u,v,p)) = (0,0) para (u,v,p) € S(Z,v), en-
tonces de (1.10) resulta F, (u, v,p) = 0, esto es,

p(dut+bv)+u(fa—b+(a—y)m)+v(—c+d+(a—7)n)=0 (1.12)
y como (u,v,p) € S(Z,v), tenemos ademds que F (u,v,p) = 0, esto es,

(@utbv)p?+((e—b+(@—7)m)u+t(-c+d+ (x—7)n)v)
—(du+bv)=0.

Sustituyendo (1.11) en {1.12) resulta

(du+bv)p*+ (—2p(du+bev))p—(dutbv) = 0,
—p*du+bv)-(du+bv) = 0,
—(du+bv)(Pp*+1) = 0,

de donde d u + b v = 0 para todo d,b € R. Entonces (u,v) = (0,0).
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3. Si (u,v) # (0,0) y (v,v,p) € S(Z,v) entonces II, (ﬁ(u,'u,p))

genera la linea de curvatura con la direccién (1,p).

Si (u,v,p) € S(Z,v) entonces (u,v,p = %) satisface la ecuacién dife-
rencial de las lineas de curvatura, esto es, p es la pendiente de la tangente
a la linea de curvatura en (u,v). Por lo tanto (1,p) es la direccién de la

linea de curvatura en (u,v). Ahora, como ya vimos en el punto anterior,
1L, (J:' (u, v,p)) = Fp (u,v,p) (1,p), de donde se obtiene la afirmacién.

4. Las singularidades del campo F en II-! (0,0) ocurren donde
se anula el polinomio (—F, — pF,) (p).
Como

Folu,v,p) =2p(du+bv)+ula—b+(a—-y)m)+v(—c+d+ (x—7)n),

resulta 7, (0,0, p) = 0, de modo que las dos primeras funciones componentes
del campo F se anulan en (0,0,p) para toda p, mientras que la tercera
componente resulta independiente de u y de v, pues

(—Fu— pF)(w,v,p) =d— (@ = 2b+ (a = 7)m)p~ (2 - c+ (@ —7}n)p’

_bp35

y se anula solamente si p es raiz del polinomio
f@ =t +@~c+{a=Y)n)p?+(a—2b+(a—v)m)p—d, (1.13)

el que llamaremos polinomio separatriz del par (Z,v). Hacemos notar
que éste es un polinomio de grado 3. En consecuencia, habrd una o tres
singularidades de coordenadas (0, 0, p; ), de acuerdo al nimero de raices reales
p; de este polinomio.

5. La parte lineal del campo F |S(Z,v) en las singularidades
(0,0, p;) tiene los siguientes valores propios:

Ba(p:) = 2b—a—(a—vy)m+2c—2d - (a-v)n)p — 3bpf,

Ba(p) = a—b+{a—y)m+ (3d —c+ (o= v)n)p: + 2bp?. (1.14)
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Al evaluar la matriz Jacobisna del campo F en (0,0, p;) obtenemos una
matriz de 3 x 3 cuyos valores propios resultan ser 8 (p;) = 0,y 32 (p:) , Ba (pi)
dados por (1.14) con los vectores propios correspondientes

& = ((e—d—2bp; +nly - a))/(a— b+ 2dp; + m{a = 7)), 1,0),
52 = (LP:HO),
&3 = (0:011) .

Ahora, si (0,0, p;) es una singularidad de F |S (Z,v), entonces, del punto
anterior, p; es raiz del polinomio separatriz, y por lo tanto,

f) = —(=Fu— pF)(ps) = (Fu + piFo )(pz) = 0.
Asi,

(V}— (0,0,Pi) ,52) = ((fuafv,fp) (Oa pri) 1 (l,p,-,O)) = (‘Fu +pifv)(pi) =0

de ahi que 52 c T(U,(],p‘.)s (I, V) .
Ademas,

(VF(0,0,p:), &) = ((Fu, Fo, Fp) (0,0,p:) , (0,0,1)) = F,(0,0,p:) = 0.

Por lo tanto & € Tio0,,)S (Z,v). De manera que los vectores propios &;,43
generan el plano tangente a la superficie S (Z,v) en (0,0, p;).

6. Las raices reales del polinomio separatriz corresponden a las
direcciones de aproximaciéon principal al punto umbilico.

Una direccion de aproxzimacion principal a un punto umbilico es
una direccién r tal que existe una linea de curvatura que contenga al umbilico
en su cerradura y cuyo campo de direcciones tangentes tenga a r como di-
reccidn limite en el punto umbilico.

Siv = pu+O (u?) es una linea de curvatura, entonces satisface la ecuacién
diferencial (1.8),

dutbv) (2)°+{@—b+(@—Nm)u+(-c+d+(a—7)n)v]L

—(du+bv) =0,
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de donde resulta que, a primer orden,

du+bpu)p?+[(a—b+(a—y)m)u+(—c+d+(a—y)n)pulp

esto es,

dp*u+bpPu+ (a -b+{a—y)m)pu+ (—c+d+ (a—7)n)p’u

—du—bpu=20,
y, finalmente,
bp*+ (2d—c+(a—1)n)p’ + (e -2+ (a—7)m)p-d=0,

es decir, f(p) =0, donde f es el polinomio separatriz.

Inversamente, si f(p) = 0, entonces, por el punto 4, (0,0,p) es una
singularidad de F |S(Z,v), y por el punto 5, (1,p,0) € T »3{L,v). Por
lo tanto, existe una curva v € S(Z,v) tal que ¥ = (1,p,0) en (0,0,p).
Proyectando esta curva obtenemos que I (y) es una linea de curvatura en la
direccién del vector (1, p) en el punto umbilico.

Las propiedades 1 a 6 pueden ser utilizadas para realizar una resolucién
de las singularidades determinadas por los puntos v-umbilicos de la inmersién
de la superficie local M en R%.

Esta resolucion se establece analizando los puntos singulares hiperbdlicos
del campo vectorial F |S (Z,v) de manera anéloga al andlisis para superficies
en R? realizado por Gutierrez y Sotomayor en [12].

Definicién 1.2.3. Las proyecciones de las separatrices del campo vecto-
rial £ |S(Z,v) en una singularidad de tipo silla de este campo en (0,0, p;)
determinadas por el vector (1,p;,0) del plano tangente To,,)S (Z, ) serdn
llamadas separatrices umbilicales.

Definicién 1.2.4. Un punto umbilico aislado de la ecuacién de lineas de
curvatura (1.5),

A(u,v) dv? 4+ B(u,v) du dv + C(u,v) du® =0,
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es simple si es un minimo no degenerado de la funcién H : U C R? - R
definida por

H(u,v) = B*(u,v) — 4A(u, v)C(u, v).

Como esta funcién H depende de funciones reales de dos variables y de
sus derivadas, observamos que esta definicién es invariante bajo cambios de
coordenadas, ya que la condicidn de ser un mfnimo no degenerado de una
funcién es invariante bajo estos cambios.

Veamos cémo expresar la condicién de que el origen sea un punto umbilico
simple en términos de los coeficientes de primer orden del desarrollo de Taylor
de las funciones A, B,y C.

Las primeras derivadas parciales de la funcién H son las siguientes.

H, = 2B(u,v)B, — 4(A(u,v)Cy + C(u, v)A,),
H, = 2B(u,v) B, — 4(A(u,v)Cy + C(u,v) Ay).

Las segundas derivadas parciales de H resultan ser

Hyu=2(BBuy+ Bl) — {ACy u + CuAu+ CAyu + ACy),
H,y=2(BByy+ BuB,) = 4(AC, , + CuAy + CAyy + A,C,),
Hyo = 2(BByy + B2) — 4(AC, , + CoAy + CAy » + A,C,).

Sean

aq :A,u(0,0), ag = A,,J(O,O), bl :Bu(0,0), bg :BU(O,O), (115)
e1=C,(0,0), ¢z = C,(0,0).

Entonces, como A(0,0) = B(0,0) = C(0,0) =0,
tenemos que

H,.(0,0) = 262 —4(cia; + a1c1) = 2(b? — da,cy),
Hu v (0, O) 2b1b2 - 4(01(12 + 6162)

Z(blbz - 2(21C2 - 20201)

va (0,0) = 2b§ —4 (620.2 + agc2) = 2(b§ - 4&262).

If

I

Estos célculos demuestran la siguiente proposicion.
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Proposicién 1.2.5. El origen es un punto umbilico simple de la ecuacién
diferencial de lineas de curvatura

(a1u + agv) dv? + (byu + byv) du dv + (cru + cov) du® = 0
si se satisfacen las siguientes desigualdades:

b2 — daye, > 0, (1.16)

(b% —_ 4&161) (bg - 4(.12(,'2) - (b]_bQ - 20,162 - 2a2c1)2 > 0. (117)

Demostracién. Aplicando el criterio del Hessiano a la funcién H con
los célculos desarrollados arriba se obtiene que el origen es un minimo no
degenerado de H. i

Usando las inecuaciones (1.16) y (1.17), la parametrizacién canénica de
la superficie (1.6) y los valores de a;,as, b, b2, 1 y ¢z definidos en (1.15) es
inmediato verificar que, si p € M es un punto v»-umbilico aislado, entonces p
serda simple si se cumple que

4d* + (@ — b+ (o — y)m)? > 0, (1.18)
((a—b)b+ (c—d)d+ (a — ) (bm — dn))* > 0, (1.19)

Los casos que estén en la frontera de los conjuntos abiertos definidos por
1a clase Darbouxiana son interesantes desde el punto de vista de la teorfa de
bifurcaciones. Estos casos serdn estudiados en esta Tesis.

Definicién 1.2.6. Sea p un punto v-umbilico simple de una superficie
local M inmersa en R? y f el polinomio separatriz del par (Z,v), donde
7T : M — R es la inmersién en p y ¥ es un campo normal umbilical. Entonces

se dice que el punto p es de tipo
(a) Darbouxiano si f tiene solamente raices simples y se cumple
la condicién (T).
(b) Dyg si f tiene una raiz simple y una doble.
(¢) D si f tiene una rafz triple.

Existen tres diferentes tipos topologicos de puntos umbilicos Darbou-
xianos de acuerdo a los siguientes casos.
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Caso D,. El polinomio separatriz tiene una dnica raiz real p; y los
valores propios (1.14) son de signos opuestos para esta ratz.

En este caso la singularidad del campo F restringido a la superficie
S(Z,v) en (0,0,p:) es de tipo silla y existe una iinica direccién de apraxi-
macién principal al punto umbilico siendo ésta la separatriz umbilical. La
proyeccién nos da la configuracién principal alrededor del punto umbilico:
un sector hiperbdlico rodeando la separatriz umbilical, como se muestra en
la Figura 1, donde s6lo se ilustra una hoja de la superficie S(Z,v).

Caso D,. El polinomio separatriz tiene tres raices reales y distintas p; y
los valores propios (1.14) definen dos sillas y un nodo del campo F en py, ps,
y po respectivamente, con p; < py < Ps.

En este caso la singularidad del campo F | §(Z,v) de tipo nodo se
encuentra entre dos sillas y existen tres direcciones de aproximacién principal
al punto umbilico, aunque sélo dos separatrices umbilicales delimitando un
sector parabdlico y un sector hiperbdlico. Ver la Figura 1.

Caso Dj. El polinomio separatriz tiene tres raices reales y distintas p;
v los valores propios (1.14) definen tres sillas del campo F.

En este caso las tres singularidades del campo F | S (Z, v) son de tipo silla
y existen tres direcciones de aproximacién principal al punto umbilico que
son también separatrices umbilicales delimitando tres sectores hiperbdlicos.
Ver la Figura 1.

Como los tipos Darbouxianos estdn definidos por singularidades hiperbdlicas
del campo F | S(Z,v) en el eje p que tienen ¢l mismo indice para cada
i € {1,2,3}, todos los tipos D; son topoldgicamente equivalentes, esto es,
para cada tipo D;, existe un homeomorfismo que manda la configuracién de
un D; en la configuracién de otro D;, para la misma .

Ademas, como las condiciones Darbouxianas dependen en 1iitima instan-
cia de los coeficientes de orden 3 del desarrollo de Taylor de funciones sufi-
cientemente diferenciables, observamos que si dos superficies son C*-cercanas,
entonces estos coeficientes estardn cercanos y estas condiciones se seguirdn
curnpliendo. De manera que las condiciones Darbouxianas son abiertas en
la topologia C3. La estabilidad estructural de las configuraciones principales
alrededor de un punto umbilico Darbouxiano se sigue directamente de la
hiperbolicidad de las singularidades del campo vectorial F restringido a la
superficie S (Z,v). Un problema abierto es establecer condiciones necesarias
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para la estabilidad estructural de configuraciones principales en general ({1 2],
Capitulo 4). A este respecto Guifiez en [7] obtiene una caracterizacién de
las ecuaciones diferenciales cuadraticas llamadas positivas, definidas en una
92-variedad diferenciable, orientada y compacta cuya configuracién es estruc-
turalmente estable en la topologia C2.

Tipo Dy Tipo Dy Tipo Dy

Fig. 1. Configuraciones Darbouxianas.

Alli se muestra que existe cierto tipo de ecuaciones con una configu-
racién estable fuera de lo que aqui se denomina la clase Darbouxiana. Sin
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embargo, estas ecuaciones estables no Darbouxianas no pueden provenir de
la geometria de las configuraciones principales de superficies. Hacemos no-
tar que las configuraciones Darbouxianas son invariantes bajo rotaciones del
plano uv. (Ver [15] Proposicién 3.8). Ademés, Ramirez-Galarza y Séanchez-
Bringas probaron que estos tipos son genéricos ([15), Teorema 3.9).

La transversalidad de la condicién (T) junto con el hecho de que las condi-
ciones Darbouxianas son C*-abiertas implican que los tipos D;, ¢ = 1,2, 3,
dependen continuamente de pequefias perturbaciones de clase C? de (Z,v).
Las separatrices umbilicales asociadas dependen continuamente sobre partes
compactas, como lo hacen las separatrices de tipo silla de sus levantamientos
por II"! a la superficie S (Z,v).

Los casos que estan en la frontera entre los tipos D) y D; se pueden pensar
como casos limite al variar continuamente las condiciones D;, i = 1,2. Asi,
la configuracién del tipo D)3 se obtiene al variar las condiciones del tipo
Dy hasta el Hmite en que una de las singularidades de tipo silla del campo
F | 8(I,v) coincide con la singularidad de tipo nodo, de manera que surge
una singularidad de tipo silla-nodo en el eje p en S (7, v), correspondiendo a
la raiz doble del polinomio separatriz. Esto se proyecta en el colapso de una
mitad del sector parabdlico de la configuracién principal D,. Ver la Figura
2.

Fig. 2. Configuracién principal del tipo D;s.

Andlogamente, la configuracién del tipo D se obtiene al variar las condi-
ciones del tipo Dz hasta el limite en que las dos singularidades, una silla y
una silla-nodo del campo F | S(Z,v) coinciden, de manera que surge una
tnica singularidad de tipo silla en el eje p en S (Z,v), correspondiendo a la
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raiz triple del polinomio separatriz, colapsindose la mitad restante del sec-
tor parabélico de la configuracién principal Dis. El resultado es una dnica

separatriz umbilical rodeada de un sector hiperbélico, tal como en el caso
Dy.
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2 Diagramas de Bifurcaciéon

2.1 El caso general

Consideremos una superficie local arbitraria M inmersa en R? con un punto
v-umbilico aislado p. Genéricamente se tiene que cualquier perturbacién de la
direccién normal v € (T, M)* hace que p deje de ser umbilico. De modo que
supondremos esta direccién fija y consideraremos su variacion tinicamente en
el 1-jet del campo vectorial normal v conservando la condicion de definir un
punto v-umbilico aislado en p. Denotemos con N; el conjunto de los 1-jet de
los campos vectoriales normales v-umbilicales en p.

La forma normal de v € N dada en (1.7) nos permite identificar Ny con
R2. Sean (m, n) las coordenadas de un elemento v de N;. Entonces, dada la
superficie local M tenemos que la configuracién principal alrededor del punto
v-umbilico aislado p € M depende de estos pardmetros m, n como vimos en
¢l Capitulo 1, El objetivo de este Capitulo es describir el cambio en estas
configuraciones principales al variar los pardmetros m, n.

Dividiremos este estudio en dos secciones. En la primera seccion analizare-
mos el caso general en que los coeficientes de la parametrizacién canénica
(1.6) de la superficie local M satisfacen bd # 0, y a # . Los casos en que
d = 0 0 b = 0 seran desarrollados en la segunda seccidén. Por otro lado, el caso
en que « = -y representa la clase de superficies que son umbilicales respecto
a cualquier campo vectorial normal y no tienen interés en este analisis.

Dada una parametrizacion candnica (1.6) de la superficie local M alrede-
dor de p, vemos que para d # 0, se satisface (1.18) para todo (m,n) € N;.
Asli, para obtener el conjunto de los campos v € N; que definen puntos v-
umbilicos no simples para una superficie local fija, sélo nos resta ver dénde
no se satisface la segunda inecuacién (1.19). Esto dltimo ocurre para los
puntos (m,n) € N que satisfacen

(@ =b)b+(c—d)d+ (a—v) (b —dn) =0.

De este modo obtenemos que el conjunto de los campos v € N que
definen puntos v-umbilicos no simples estd determinado por una linea recta
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L en el plano N; de coordenadas (m,n) determinada por la ecuacién

n= (%) m+ 82 ij’y(;; Dd  (a—pyd£o0. (2.1)

A continuacién damos el enunciado preciso de nuestro resultado principal.

Teorema 2.1.1. Sean v € N con coordenadas (m,n) y d #0, b # 0.
El conjunto de bifurcacion de codimensiones uno y dos, de los campos v
-umbilicales en el espacio N es la linea L y una curva algebraica real T
que tiene dos componentes conezas. Una de estas componentes tiene un
tnico punto singular de tipo cdspide y la otra es una curva difeomorfa a una
linea. El punto singular de T' es de tipo D, de codimensidn dos y los puntos
reqgulares de I' son de tipo Dy de codimension uno, excepto en el dnico punto
de tangencia T con la linea L. Ver la Figura 3.

r r

" Dyz

V

Fig. 3. Conjunto de bifurcacién en el espacio M.

Demostracion. Presentamos la prueba en tres secciones., En la primera
obtenemos una descripcién conveniente del conjunto de puntos de los tipos
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Dy f)] en el espacio Ni. Este conjunto consiste de una curva algebraica
real I' de grado cuatro. En la segunda probamos un lema que describe las
propiedades topologicas de la curva I' establecidas en el enunciado del teo-
rema. En la tercera analizamos los tipos de configuraciones principales que
ocurren a lo largo de la curva I. Realizamos algunos calculos en MATHE-
MATICA para obtener expresiones precisas en esta prueba.

2.1.1 El conjunto de puntos de tipo D2 y Dy

En esta parte determinaremos el lugar geométrico en el espacio A, donde se
tienen bifurcaciones de los tipos Dyp y D;.

Recordemos que los tipos Do ¥ Dy estén caracterizados por las raices
multiples del polinomio separatriz (1.13) de acuerdo a la Definicién 1.2.6
como sigue: raices triples corresponden al tipo Dy, y cuando existe una raiz
simple y una doble se tiene el tipo Dha.

Como las raices muiltiples de un palinomio ocurren en donde se anula su
discriminante, debemos determinar el discriminante de (1.13) como funcién
de los pardmetros m,n en un sistema de coordenadas adecuado. Para esto,
denotemos con P el conjunto de los polinomios separatrices escritos en la
forma

) =9+ dap+ A1

Podemos identificar P con R? d4ndole coordenadas (A1, A2) a un elemento
de P.
Consideremos ahora la funcién

F: Ny =P, F(m,n)= (A, ), (2.2)
definida por
A= 5;)—3{(2(1 et (@-p)m)@@d—ct(a—pn)?  (2.3)
—9b(a — 2b+ (@ — y)m)) — 27b%d},
A = 5152-{337 (a—2b+(@—7m) - (d—c+(@—1m)?}.  (24)
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El cambio de pardmetros definido por la funcién F es la composicién
F = Fy 0 Fy, donde Fy : N7 — R* est4 definida por
F1 (m, n) = (Cg, C1,C2, 63) '
donde ¢;, 7 = 0,1,2,3, son los coeficientes de los términos de orden ¢ del
polinomio separatriz (1.13), esto es,
Cg — -—d,
e = a—2b+{o—"7)m,
g = 2d~c+{(a-7)n,
Cc3 — b.
F, : R* — P est4 definida por

c2 (2¢2 — 9crez) + 27cpct Beres — ¢
Fy(co,c1,¢2,03) = ( 2 (2 2';03) 03’ 133;32 )
3 3

La funcién F, corresponde a la transformacién de Viete que elimina
el término cuadratico del polinomio separatriz después de hacerlo monico,

déndole la forma f(p) = p* + Agp 4+ A; a este polinomio.
Entonces, el discriminante del polinomio separatriz {1.13) estd dado por

A (A, Ag) = 423 + 2722, (2.5)

De esta forma vemos que el subconjunto de A; donde ocurren las raices
miltiples estd determinado por la imagen inversa

L'=F1(C) (2.6)
del subconjunto C de P donde se anula el discriminante,
C={(A1,/\2) EP I A(Al,)\g) =0} (27)

Nota 2.1.1. La funcién F dada por (2.2) es diferenciable casi en todas
partes, cuyo jacobiano
1
363
se anula solamente en la linea m = (a — 2b) / (v — a). De modo que F es un
difeomorfismo local fuera de su conjunto singular,

J=—(y—a)i@—-2b+(a—~)m),

SI(F)={(m,n)eiR2|m=i:ib}_
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2.1.2 Topologia de la curva I’

El subconjunto T de V| es una curva algebraica real definida por la ecuacién
polinomial 423 4-27)% = 0 con A, A, dadas por (2.3} y (2.4) respectivamente.
Denotemos esta ecuacién por f(m,n) =0.

Es un hecho conocido que una curva algebraica real I' definida por una
ecuacién polinomial de grado > 2 en dos variables consiste a lo sumo de
un namero finito de componentes. Maés precisamente, cuando la curva no
tiene singularidades y es real, cada una de sus componentes no acotadas
es homeomorfa a una linea y cada componente acotada es homeomorfa a
una circunferencia. Por otro lado, si la curva T es real singular y )_ es el
conjunto de sus puntos singulares reales, entonces I' — ) es una 1-variedad
diferenciable. (Ver, por ¢jemplo, [16].)

En esta parte describimos las propiedades topoldgicas de la curva I'.

Lema 2.1.2. La curva algebraica real I' definida en (2.6) tiene dos com-
ponentes conexas. Una de ellas tiene una inica singularidad de tipo cispide
y la otra es una curva difeomorfa a una linea.

Demostracidn del lema. Consideremos la translacion

(m,n) — (z + mo, y + no) (2.8)
que manda el origen al punto V' = (mq, 1), donde
a—2b— 3 (bd?)'/* 2d ~ ¢ + 3 (H?%d)"/*
g = G " = Td” o9
-« vT—a

Entonces la curva algebraica I' = F~! (C) definida por (2.6) se escribe en el
nuevo sistema de coordenadas (z,y) como

f(mvy) =f2 (wyy)+f3 (w:y)+f4 (may):(}? (210)

donde las f; (z,y), 7 = 2,3, 4, son polinomios homogéneos de grado ¢ dados
por

Rlzy) = 27(d)** (Voo + Wy)g,
filey) = 2(@—7) (2(V - V) +9(6a) (Vba ~ Vay) zy) |

falzy) = —(v—a)’zh?
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De esto vemos que el origen es un punto singular doble de la curva (2.10),
y la linea

Vo + Vdy =0 (2.11)

es una linea tangente doble (y la tnica tangente) en el origen. Ademsés, la
rotacion del plano zy de un dngulo 8 = — arctan {/b/d transforma (2.10) en

f(z,%) = 0, que define una curva cuya linea tangente en el origen es €l ¢je
horizontal, y tal que

*f 0.0) = 24bd (v — a)

5:1_73( 0) = [62/3 + g2/3)%/ 7 0.

Estas propiedades implican que la curva I tiene un punto cispide en V. (Ver

5, p. 82.)
Ahora, para describir las componentes conexas de I' determinaremos el

modo de interseccién de las lineas verticales x = constante con esta curva,
usando el hecho de que f(z,y) = 0 es una ecuacién clibica en y con coefi-
cientes definidos por funciones reales de z.

Para ver esto, escribimos la ecuacién polinomial (2.10) en la forma

az (2) ¥® + a3 (2) ¥* + a1 (&) y + ap (z) = 0, (2.12)

donde A

a3(z) = 4d(v—a),

27 (82d)* + 6 (v — @) (5d2) Pz — (v — )% 2?,
54bdz — 6 (v — a) (%d)"/* 22,

a0 (z) = 27(1d®)Pz? — 4(y—a)bsd,

D 8
- &
N0
N e’
o

Ahora, para £ = 0 tenemos que

a3 (0) =4d (y — o), an (0) = 27 (¥’d%) 1/3,

y ademés a; {(0) = ap (0) = 0. Asi, para z = 0, la ecuacién (2.12) se reduce a
4d (v — a) i + 27 (8%2%) P2 = 0,

27 (6%d)"/*

0 (una raiz simple
107 - a) #0( ple y

cuyas soluciones son: ¥ =42 =0, y3 = —

una doble igual a cero).
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Afirmacidn: el signo del discriminante A(z) de (2.12) como ecuacion
cithica en y es igual al signo de x.

Por lo tanto, para z < 0, se tiene A (z) < 0, lo cual nos dice que (2.12)
tiene tres soluciones reales distintas. Para x = 0 tenemos A (z) = 0, lo que
garantiza la existencia de una solucién real simple y de una doble ignal a cero
(lo que acabamos de comprobar). Finalmente, para z > 0 resulta A (z) > 0,
y entonces {2.12) tiene solamente una solucién real.

Las soluciones de la ecuacién (2.12) estdn definidas por la férmula de
Cardano para resolver la cibica. Como los coeficientes de la ecuacién cubica
(2.12) son funciones de z, sus soluciones son funciones de z. De la férmula de
Cardano es facil ver que estas funciones son diferenciables fuera del conjunto
donde se anula el discriminante, esto es, fuera de la linea x = 0. Se sigue
que I' — {V} consiste solamente de curvas diferenciables. Esto completa la
descripcién topoldgica de I'. Ver la Figura 4.

- 1 r g

ﬂ

// Si(F) ’

Fig. 4. Estructura topoldgica de la curva I'. Esta curva es la imagen
inversa bajo F' de la cuspide discriminante C.

Para terminar, probamos la afirmacién del siguiente modo. El discrimi-
nante de la ecuacién (2.12) depende de z como

Az)=4ab(y —a)z h(z), (2.13)
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donde
h(z) = (v — a)® a® — 27 (bd2)"* (7 - @)® 2® + 324 (0%d%)* (v — 0)* 2
— 2187bd? (v — o) 2 + 8748 (8d%)'* (7 — @) 2
— 19683 (6°d"%)"* (y — o) = + 19683b%d*.

De (2.13) vemos que la vnica posibilidad de raices muiltiples para (2.12) se
tiene donde z =0 0 h (z) = 0.

Probaremos que la funcion h es estrictamente positiva para toda = € R.
Entonces, por (2.13) el signo de A (z) y el de = es el mismo suponiendo
b > 0, v > o (para los otros casos la prueba es andloga).

Un célculo directo muestra que para zp = 9(bd?)'/*/2(v — a), tenemos
R (zq) =0,y B” (zo) > 0. Asi, 4 es un punto critico para el cual h (zg) es
un minimo local. Ademds, h (zg) > 0. De hecho, veremos que zq es ¢l tnico
punto critico, y h (zo) es un minimo absoluto.

Para esto, hagamos A (z) = (z — zo) b1 (z). De este modo es ficil ver
que hy (z) = 6 (v — a)” hy (z), donde

ho(x) = (y— o)z — 18 (bd2)l/3 (v—a)z®+135 (bzd4)1/3 (y—a)’*s®
— 486bd® (v — o) © + 729 (8*d%)"° .

Sélo nos resta ver que hy (z) no tiene raices reales. Del método de Ferrari
para resolver la cudrtica, se tiene que las soluciones de la ecuacién hy (z) =0
son las soluciones de la ecuacién (2? + pz + k)? = 0, donde

9(bd2)1/3 - 27(b2d4)1/3
T-a (y—a)?
Como el discriminante de la ecnacién cuadratica 22 + px +k =0 es
p/3g2/3\ 2
) <0,

A=~27(
Y-«

la prueba del lema estd completa. B

2.1.3 Distribucion de los tipos Dy, y f)l

En esta parte mostramos primero que los puntos de tipo Dy, se encuentran
en I' — {V,T}, donde V es el punto dado por (2.9) y

1 (ab—a!2 W —cd

T=’Y_C¥ b d ): (a—fY)bd#Oa (214)
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es el tinico punto en la interseccién de la linea no simple L definida por (2.1) y
la curva I, como puede comprobarse ficilmente por cdlculos directos. Como
T es el tinico punto no simple de T, tenemos que los puntos de tipo D2 y Dy
estdnen I' — {T'}.

Un célculo directo muestra que F' (V) = (0,0).

Afirmamos que no existe otro punto en F~!(0,0) diferente de V.
Supongamos que existe V' en F~1(0,0) tal que V' # V.

Otro céleulo directo muestra que si V; € S (F), entonces F (1)) # (0,0).
Por lo tanto V' ¢ S; (F). De ahi que F es un difeomorfismo local en V'.
Esto y el hecho de que (0, 0) es un punto ciispide de la curva C dada en (2.7)
implican que V' es también un punto cispide de I', pero no existe otro punto
cispide de I' diferente de V segiin el Lema 2.1.2.

Ademads, el dnico punto de tipo D; en el espacio P es el origen con
preimagen F~1(0,0) = {V} como hemos visto. En consecuencia, los puntos
de tipo Dj2 en N son los puntos simples de I'— {V'}, esto es, todos los puntos
alolargodeI' — {V,T}.

Finalmente, la tangencia de la ¢urva I' con la linea no simple L en el
punto T que se afirma en el Teorema 2.1.1 se demuestra facilmente. Usando el
Teorema de la Funcién Implicita podemos calcular la pendiente de la tangente
a I' en dicho punto, que resulta ser b/d. Esta es la inclinacién de la linea no
simple. Esto completa la demostracién del Teorema 2.1.1. W

Corolario 2.1.3. El diagrama de bifurcacidn de las v-configuraciones
principales en el espacio Ny es el que se muestra en la Figura 5 para d > 0,
b>0,yv>a.

Demostracion. Usando el hecho de que los tipos Darbouxianos de con-
figuraciones principales definen componentes abiertas de N en el comple-
mento de las curvas I' y la linea no simple L, resulta suficiente determinar el
tipo de configuraciéon principal en cualquier punto particular de cada com-
ponente. El complemento de estas curvas en N; definen cinco regiones, las
cuales aparecen numeradas en la Figura 6. De manera que elegiremos conve-
nientemente algunos puntos de prueba P;,. En particular, elegiremos puntos
a lo largo de la linea tangente doble de la componente cispide de I' para
determinar el tipo de las regiones 1, 2, y 3 de la Figura 6, mismas que re-
sultan ser de tipo Do, Dy, y D3 respectivamente. Ahora, como la regién 2 es
de tipo D; y la regién 3 es de tipo I3, resulta que las regiones 4 y 5 tienen
que ser de tipo Dy si A < 0 en estas regiones. Esto es asi debido al hecho de
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que cualquier deformacién de un punto umbilico simple de tipo Dys no puede
deformar un tipo [}y en un tipo D3, pues esto implicaria un cambio de una
singularidad de tipo silla en ¢l eje p de la superficie S(Z, v) de la Definicién
1.2.1, a tres singularidades aisladas de tipo silla en tal eje.

Para cada uno de estos puntos de prueba P, calculamos el correspondiente
campo normal, el signo del discriminante A del polinomio separatriz f, las

raices de f, y los valores propios de la parte lineal del campo vectorial F
dados por (1.14), lo que obtenemos en cada caso por célculos directos.

Fig. 5. Diagrama de bifurcacién de configuraciones principales en el
espacio NV].

Entonces, el tipo de la configuracién principal Darbouxiana queda de-
terminado por ¢l signo de estos valores propios y el signo de A de acuerdo
con los casos Dy, Dy y D3 definidos en la Seccién 1.2. Procedemos ahora a
realizar los calculos. Primero probamos €l punto

(ba)"? (bﬂd)”a)

vy-a' y—a

Py = (z1,1) = (_
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el cual esta en la regién 1 sobre la linea tangente doble (2.11) a la compo-
nente cispide de I'. La translacién (2.8) nos da el campo vectorial normal
correspondiente en N definido por

1

(1) = = (a— 25— a ()" 2 — e+ 4 (8%0)7°).

— ey

r 4

-

Fig. 6. Regiones donde ocurren los tipos darbouxianos.

Ahora, usando la funcién (2.2) y la ecuacién (2.5) obtenemos que A (P;) <
0. El polinomio separatriz (1.13) tiene las tres raices reales

35 (d\ 34+ VB [\ g\ 173
o= T y P2 = 9 T s 3= 1+ 3

2 b b b

y los valores propios {1.14) tienen signos opuestos para p; y pg, mientras que
para pz ambos son positivos. Ademas, p; < p3 < p,. Por lo tanto se tiene el
tipo Dy para este punto. En consecuencia toda la regién 1 es de tipo Ds.

Para la region 2 observamos primero que la componente regular de T
intersecta la tangente doble en el punto

R= (Ry, ) = (4(bd2)1/3, _4(52@1/3)

Y—a v—«

(2.15)

30




De ahi que el punto

V-« ¥ -

o 1/3 2 n1/3
Pzz(%,yz):((bd) ) )

estd en la region 2. El campo vectorial normal correspondiente es

(may ) = (a— 20+ (6?) '), 2((4d) " + &) - <)

El polinomio separatriz tiene A (P;) > 0 y su tnica raiz real es p = (%) 13
Ahora, como los valores propios 3, 5 tienen signos opuestos para esta
rafz, resulta el tipo D, para el punto P,. Por lo tanto tenemos configuraciones
de tipo [}y para la regién 2. X
En lo que sigue probaremos el punto

27 (d2)* 27 (12d)*®
Ps = (Py, Pyo) = (_i,__[&___l_ ,
v o

(2.16)
cuyas coordenadas Pjy, P53, son las intersecciones de la componente regular
de la curva I con los ejes ¥y = 0 y z = O respectivamente. Este punto esta en
la regién 3, 4, o 5 dependiendo de la pendiente de la linea no simple, 5. Para
a; < % < ay tenemos que P; estd en la region 3, donde

3/2

y oy = ((19+333)/8)"".

3/2

a1 = ((19 - 3v/33)/8)
Esto se sigue del hecho de que el punto

(b2/3+d2/3)2 (b2/3+d2/3 2
Q= (QI:Q2) = ( 61/3(’}’—0’) T d1/3(7—a§ , (217)

en la interseccidn de la linea no simple y la tangente doble satisface

R<Q <y y Tao< @< Ry

para a; < g < @y, donde R, Ry son las coordenadas de (2.15).
Ahora, el campo normal correspondientes es

1

_ . 2y1/3
(s ms) = g0 (40 — 86415 (bd?)

,8d — 4c— 15 (4%d)°),
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cuyo polinomio separatriz tiene A (P3) < 0 y sus raices son

19 - 333 (d\*® —19+3v33 [d\ d\ /3
=" \p) RT3 \p) BT\, -

Los valores propios 32, 33 tienen signos opuestos para p1 y p2 si o < % < Q.
También son de signos opuestos para ps. Asi que tenemos el tipo )5 para Ps
y en consecuencia también para toda la regién 3.

Finalmente, para garantizar que los puntos

g n1/3 241/3
e (0,_2_@_) v P = (zm__o)
¥ — Y-

se encuentran en las regiones 4 y 5 respectivamente, necesitamos reducir el

intervalo de & a (%,1). Esto se sigue del hecho de que para 2 < £ < 1

podemos garantizar que las intersecciones de la linea no simple con los ejes
y =0y =z =0, dadas por ‘
(bz/s +d2/3)3 (b2/3 +d2/3)3

T Tr—w Y T T T —a

respectivamente, satisfacen

1/3 2 n1/3
<W_)_._<Sl y Sz<_7_({3__.‘_i_).._
Y- v -

Iy < T's.

Ahora, como A < 0 para ambos P, y FP;, resulta que el tipo de la configu-
racién principal puede deducirse del hecho mencionado arriba respecto a las
deformaciones de puntos umbilicos simples de tipo D)3, lo que nos da el tipo
D, en cada una de las regiones 4 y 5. H

2.2 Los casos no genéricos
2.2.1 Elcasod=0

Para el caso no genérico en que d = 0 tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicién 2.2.1. Sea v € N con coordenadas (m,n) yd =0, b#0.
Entonces, el conjunto de bifurcacion de los puntos v-umbilicos aislados es la
pardbola T' definida por

a—2b (’7—-(1)( c )2
™m— = - n—
v - 4b o —y

y la linea L definida por

(y—a)ym=a-—0>.

La pardbola menos su vértice es de tipo Dyy de codimension uno y el vértice
es de tipo Dy de codimensidn dos. Ademds, el diagrama de bifurcacion para
b>0,v>a esel que se muestra en la Figura 7.

Fig. 7. Diagrama de bifurcacién en el caso d = 0.

Demostracién. Observamos primero que la condicién d = 0 sustituida
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en la parametrizacién canénica (1.6) nos da la parametrizacion local

k b :
x(u, v} = (u,v, 3 (u? + ) + %u;; + E'u'v2 + %‘US,

@ o T2
¥ +2v + O (3)).

que junto con el 1-jet del campo v-umbilical
v (u,v) = (—ku, —kv, 1, mu + nv),

determinan el 1-jet de la ecuacién diferencial de las v-lineas de curvatura en
la forma

budv? + [(a — b+ (@ — v)m) u + (—¢ + (o — y)n)v] dudv — bvdu® = 0.

Estas condiciones también implican que las inecuaciones (1.18) y (1.19) se
satisfacen si y sélo si a — b+ (@ — v) m # 0. Por lo tanto, el conjunto de los
puntos no simples en este caso es la linea I definida por m = (a —b)/(y — a).
Ahora, el polinomio separatriz en este contexto tiene la siguiente expresién

F)=bp+(—c+(a-7)n)p’+(@a—2b+ (a —v)m)p,

cuyas raices son

o

po=
Py = $£c+(’y~a)n+\/ﬁ_g ,
p3 = zmle+{y—a)n—vVAy),

donde A; es €] discriminante
Ay=(c+(y—a)n)’+4b(2b~a+ (y—a)m).

La funcién F : N7 — P, F(m,n) = (A, Ay) de la Seccién 2.1 estd
definida en este caso por

A= 2;?(-1 + (@ — v)n) (2(—c +{(a— '»/)n)2 —9b(a — 2b+ (a — 'y)m)) ,
(2.18)
Do = —=(3b (@ — 2b + (@ — 7)) — (—c + (@ — y)m)?). (2.19)
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Como el jacobiano de F' es

1
J=§§ﬁﬁaf@—2b+m-7ﬁw,
vemos que la linea m = (a — 2b)/(y — @) es el conjunto singular de F'.
Resolviendo las ecuaciones A; =-0, y A = 0 para-m, n-obtenemos sola-
mente un punto real en F~!(0,0), a saber,

Vo (a, — Qb, c ) .
y-—a a-v
Como F(V) es un polinomio con una rafz triple, tenemos una configuracion
principal de tipo D en este punto.

La curva cispide C definida en la Seccién 2.1 se transforma por F~!
en un conjunto algebraico real. Este conjunto trasladado al punto V estd
formado por una pardbola y una linea. Esto se obtiene sustituyendo las ex-
presiones (2.18) y (2.19) en la ecuacién 423 +27)% = 0 obteniendo la ecuacion

f (m,n) = 0. La translacién mencionada arriba transforma la ecuacién
f (m,n) =0 en la ecuacién f (z,y) = 0 dada por

(. — ) z? (4bz — (2 — V) y') =0. (2.20)

De esta ecuacién obtenemos 1a linea z = 0 y la pardbola T' definida por
dbz= (a — ) ¥*.

La pardbola divide el plano en dos regiones donde el -discriminante Aq
es diferente de cero. En el lado convexo tenemos Ag < 8; y en el otro lado
A, > 0. Esto se ve de la ecuacién de la pardbola en coordenadas (m,n), que

se escribe
a—2b ooy (., e )2
m — = — —— — . .
Y-« 4b a—

Esta parébola es tangente en su vértive V' a la linea donde F es singular.
La paribola y ]a linea menos V constituyen el lugar geométrico de los puntos
umbilicos de tipo Dig, pero solamente la parabola menos su vértice es el
conjunto de bifurcacién Dys. La linea no es un conjunto de bifurcacion.
Cualquier perturbacién pequefia produce un tipo Dy, como veremos abajo.
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Probemos el tipo de la configuracién principal en algunos puntos del espa-
cio V], para este caso no genérico, en el complemento de las curvas definidas
por (2.20) y la linea = (y — @) = b. Comenzamos con el punto

P (-’L'],yl) = ("13 0) .
Las raices del polinomio separatriz resultan ser

p1=0, pp = (a—7)/b, ps=—/(a—7)/b

De modo que s6lo hay una raiz real para v > a, b > 0. Los valores propios
(1.14) para esta raiz son B = a—~y < 0,y B = b+y—a > 0. Por lo tanto p;
corresponde a una singularidad de tipo silla y asi, se tiene la configuracion del
tipo Darbouxiano D; para este punto. Como las condiciones Darbouxianas
son abiertas, toda la parte convexa de la pardbola resulta ser de tipo D;. El
punto

tiene las raices
p1=0, po=1/V2, p3 = —1/V2,

y los valores propios correspondientes cumplen las desigualdades

B0 pa = (5) >0,

Bape) B r2) = 2 <0,

2
fa(ps) s (o) =~ <0,

con p3 < p; < pg, de manera que hay un nodo entre dos sillas en el eje p
satisfaciendo asi, la condicién Darbouxiana D,,
Continuamos sobre el eje horizontal de las z con el punto

2b

Py(ao, ) = (-

0).
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Aqui se tienen las raices
plzo) p2=\/-2-$ p3:_\/§1

y los valores propios cumplen:

B (p1) B (p1) = —26° <0,
ﬁ?(pQ) 163(]32) = —120 <0,
Ba (ps) Bs (ps) = —120" < 0,

de modo que son tres sillas y la configuracién es de tipo D);. Asi que toda la
parte a la derecha de la linea no simple es de tipo Dj.

Finalmente, probamos las regiones entre la pardbola y el gje y con los
puntos

— —
P4 (3’.4:?]4) = (—l‘a}_,z) 3 YP5 (mS:yS) = (—’Yzﬂ) 9_2):

resultando en ambos casos el tipo Dp. R

2.2.2 Elcasob=0

Trataremos ahora el caso d # 0, b = 0. La siguiente proposicién muestra
que el diagrama de bifurcacion en este caso es topolégicamente equivalente
al mostrado en la Figura 7.

Proposicién 2.2.2. Sea v € N] con coordenadas (m,n) yd# 0, b=0.
Entonces, el conjunto de bifurcacion de los puntos v-umbiicos aislados es la
pardbola ' definida por

2d —¢ 'y—cx( a )2
n— = m—
V-« 4d v

y la linea L definida por

(vy—a)n=d—ec.
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La pardbola menos su vértice es de tipo Dz de codimensidn uno y el vértice
es de tipo Dy de codimension dos. Ademds, el diagrama de bifurcacion para
d > 0, v > a se obtiene de la Figura 7 por une rolacion de un dngulo
0= —m/2.

Demostracién. En primer lugar, la condicion b = 0 nos da la parametri-
zacion local

k a d c
x(u, U) = (uv Y, E ('U.2 + 'Ug) +- Eus -+ 5“2'0 + E’US,

[43 2 Y 9
— — @ (3)).
g+ v+ (3))

En segundo lugar, el 1-jet del campo v-umbilical
v (u,v) = (—ku, —kv,1, mu + nv),

junto con esta parametrizcién determinan el 1-jet de la ecuacion diferencial
de las v-lineas de curvatura en la forma

dudv® + (a4 (@ —ym)u+ (—c+d+ (a— y)n)v]dudv — d u du® = 0.

Las inecuaciones (1.18) y (1.19) implican en este caso que los puntos no
simples en N, tienen lugar solamente en la linea L definida por
n=(d-c)/(y— a).

Ahora, en el sistema de coordenadas (u,v;p) del haz proyectivo definido
en la Seccién 1.2, existe una singularidad infinita del campo vectorial (1.9} si
b = 0. Sin embargo, en el sistema de coordenadas (u,v,q) esta singularidad
se hace cero debido a la relacién ¢ = 1/p. Por lo tanto vamos a trabajar en
el sistema de coordenadas (u,v,q) en este caso.

La superficie S (7, v) queda definida en este caso por la funcién

Fwv,g)=dutlle+(@—y)m)ut (~c+d+(a—)njr]g—dug’ =0,

mientras que el campo

. a a9 d
f—qfqa"'fq%‘!'(‘qfu_fv)é;
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satisface todas las propiedades respectivas 1 a 6 de la Seccién 1.2 en una
forma adecuada para este caso. Por ejemplo, IIF (u, v, q) genera la linea de
curvatura con la direccién (g, 1), etc.

El polinomio separatriz se escribe en este sistema de coordenadas como

fl@=d@+(—a+(y-a)m)@+(c—2d+(y—a)n)q,

cuyas raices son

G = 07
@ = $a+(a—v)m+\/35;,
g3 = glat+t{a—y)m— 2) s

donde As; es el discriminante
A= (—a+ (y—a)m)? —dd(c—2d+ (y— a)n).

La funcién F : Ni — P de la Seccién 2.1 estd definida ahora por
F (m,n) = (A1, Az), donde

A= 271d3 (@+ (@ —7)m) (<2 (a+ (o —v)m)? +9d(c— 2+ (y — a)m)) ,
(2.21)
Ag:sTiZ(Sd(c—%—f—('y—a)n)—(a+(a—’y)m)2). (2.22)
Como el jacobiano de F' es
T =5z (y= e (- + 2+ (@—)n),

resulta que el conjunto singular de F es la linea (y —a)n = 2d — ¢. Re-
solviendo las ecuaciones A; = 0, y Ay = 0 para m, n obtenemos un sélo punto
real en F~1(0,0) dado por

2d —
V= ( ¢ ") .
T—a Y-«
Ahora, como F (V) es un polinomio con una raiz triple, tenemos una
configuracién principal de tipo Iy en este punto.
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Sea C = {(A\,A2) € P |43 + 2702 =0}. La imagen inversa F~'(C)
trasladada al punto V es un conjunto algebraico real que consta de una
parédbola y una linea. Esto se obtiene sustituyendo las expresiones (2.21) y
(2.22) en la ecuacién 423 + 27A? = 0 lo que nos una ecuacién de la forma
f(m,n) = 0 la cual se transforma en f(z,y) = 0 después de aplicar la
translaciéon mencionada arriba. Esta ecuacion se escribe finalmente como

(v — @)’ ¥* ((@ — ) 2* + ddy) = 0. (2.23)

De esta ccuacién obtenemos la linea y = 0 y la parébola I definida por
(v — @) 2® = 4dy. Esta parébola es tangente a la linea y = 0 en su vértice
V. Ambas curvas menos V constituyen el lugar geométrico de los puntos
umbilicos de tipo Dj;. Ademads, la pardbola menos su vértice es el conjunto
de bifurcacién Dy, definido en coordenadas (m,n) por

2—¢ v—a a \?
n— = m — .
¥y—a 4d Y-
La linea y = 0 no es un conjunto de bifurcacién, pues cualquier perturbacién
pequeiia produce un tipo Ds, como veremos abajo.
Probemos ahora el tipo de configuracion principal en el complemento de

las curvas definidas por (2.23) y la linea no simple ¥ (y — a) = —d.
Comenzamos con el punto

Py (z1,1) = (0,1).

Las raices del polinomio separatriz resultan ser

@1 =0, gg =/ (a—7)/d, gs = —+/(a—7)/d.

De modo que sdlo hay una raiz real para v > «, d > 0. Los valores propios
(1.14) para estaraiz son o =7 —a >0,y fs=-d—(y—a) <0. Por lo
tanto g; corresponde a una singularidad de tipo silla y asi, se tiene la con-
figuracién del tipo Darbouxiano D), para este punto. Como las condiciones
Darbouxianas son abiertas, toda la parte convexa de la pardbola resulta ser

de tipo D,. El punto
d
Py (z2,10) = (Ua—m)
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tiene las raices
qi 207 g4 = 1/‘/55 q3:_1/‘/§1

y los valores propios correspondientes cumplen:

B pa=(2) >0

fo(@) B (@)= 2 <0,

2
Bala) folas) = -5 <O,

con g3 < q; < @2, de manera que hay un nodo entre dos sillas en el eje p
satisfaciendo asi, la condicién Darbouxiana Dj.
Continuamos sobre el eje vertical de las y con el punto

2d
Y-«

P3(:z:3,y3) = (0,— )

Aqui se tienen las raices
q1:03 Q2:‘/§3 (I3=—\/§:

y los valores propios cumplen:

Be (@) Bs (@) = —2d% <0,
Ba (g2) Balge) = —12d% <0,
Ba () Balgs) = —12d* <0,

de modo que son tres sillas y la configuracién es de tipo Ds;. Asf que toda la
parte bajo la linea no simple es de tipo D;.

Finalmente, probamos las regiones entre la parédbola y el eje  con los
puntos

Putans) = (1552 ) oy Potasan) = (-1.252)),

resultando en ambos casos el tipo D;. B
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Finalmente sélo nos resta mencionar que si b = d = 0, entonces la confi-
guracién principal consiste de rectas paralelas a los ejes canénicos o de rectas
que pasan por €l origen de coordenadas. En estos casos los puntos umbilicos
no son aislados. Hay lineas completas de puntos umbilicos en la superficie.

Corolario 2.2.3. Sean v € Ny con coordenadas (m,n), y a,c,a,v €
R fijos, con v > a, a > 0, ¢ > 0. El diagrama de bifurcacion de los
campos v -umbilicales en el espacio N depende de los pardmetros b y d de
la parametrizacion candnica (1.6} de la superficie local de acuerdo o la Figura

8.

Fig. 8. Dinamica del diagrama de bifurcacion.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.1.1, de las Proposiciones 2.2.1,
2.2.2, v de la ecuacién (2.10) de la curva T,

f(ﬂ:?y) = f2 (m,y) +f3 (I,y) +f4 (.’L’,’y) = 03
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donde

folew) = 2700 (Voo + Vi)
pion = e 2(%93—%y)3+9(bd)1/3(%x_wy)xy),

f4 ({B, y) = = (7 - 0)2 IL‘2y2,

al variar (b,d) € R? y tomando los limites de f (z,y) cuando d — 0, con
b#0ycuandob— 0,cond#0. 1

Corolario 2.2.4. Para cada campo v-umbilical fijo representado por los
pardmetros (m,n) € R?, la configuracién principal alrededor del punto v-
umbdlico puede variar al variar los pardmetros (b,d) € R? de la parametriza-
cion local de la superficie (1.6), de acuerde a lo Figura 8.

Corolario 2.2.5. Los casos no genéricos en que alguno de los parametros
b o d se anulan representan valores de bifurcacion, en el plano de coordenadas
(b,d), en la dindmica de los diagramas de bifurcacion descrita en el Corolario

2.2.3.
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3 Deformaciones Versales

3.1 Familias de ecuaciones de lineas de curvatura

En el espacio de las formas diferenciales cuadraticas positivas (ver el apéndice)
Guifiez y Gutierrez obtienen en (8] deformaciones versales de las singulari-
dades simples no localmente estables: D3, de codimensién uno y [J; de
codimensién dos.

Para cada ecuacién diferencial de lineas de curvatura consideraremos aqui
la correspondiente forma diferencial cuadritica positiva (ver la nota A.5)
y obtendremos deformaciones versales de los puntos umbilicos simples no
localmente estables en el espacio N].

Nuestras deformaciones también resultan ser versales en el espacio de las
formas diferenciales cuadraticas positivas y son diferentes de aquéllas deter-
minadas por Guinez y Gutierrez, las cuales no definen en todos los casos
familias de ecuaciones diferenciales de lineas de curvatura. Ademé4s, para
nuestras deformaciones se tiene la siguiente interpretacion geométrica: La
variacién de los pardmetros de la deformacion versal de este tipo de sin-
gularidades en el espacio de las formas diferenciales cuadrdticas positivas
corresponde a la variacion de los pardmetros del 1-jet del campo vectorial
normal a la superficie.

Dada una superficie local arbitraria M inmersa en R* y un campo normal
v € N definiendo un punto v-umbilico aislado p tenemos de la Seccidén
1.1, ecuacién (1.7), que v depende de los pardmetros (m,n) € R% Si estos
pardmetros m,n dependen a su vez de k pardmetros reales, entonces {1.8)
resulta ser una familia de ecuaciones diferenciales de lineas de curvatura
dependiendo del pardmetro p € R*. Podemos pensar en esta familia como
una aplicacién w,, : R 5 AN

Definicién 3.1.1. Dadas dos familias diferenciables w, y @, de ecua-
ciones de lineas de curvatura dependiendo del mismo pardmetro p € RF,
decimos que wy, ¥y w, son topoldgicarmnente equivalentes si existen home-
omorfismos h, : R? — R? tales que, para cada p € R¥, h, es una equivalencia
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topolégica entre las formas diferenciales cuadraticas w, y @, (ver el apéndice).

Para familias locales alrededor del origen de R? x R* imponemos la
condicién k. (0, 0) = (0,0) y ademads pedimos que h,, (z,y) debe estar definida
solamente para ((z,y), ) en una vecindad V x W de ((0,0),0) en R? x R,
siendo

{(hu (=, 9), 1) | ((z,9), 1) €V x W}
una vecindad de ((0,0),0). |

Definicién 3.1.2. Sea ¢ una funcién diferenciable, del abierto I/ C R
conteniendo el origen, al abierto V C R* conteniendo el origen, tal que ¢(0) =
0. Si w, es una familia diferenciable de ecuaciones de lineas de curvatura con
pardmetro 4 € V C R*, decimos que ¥, = wiy(,) €8 una familia can pardmetro
a € R inducida de wy, por el cambio de pardmetros ¢.

Definicién 3.1.3. Una deformacidén de una ecuacién diferencial de
lineas de curvatura de la forrna w = 0 es cualquier familia w, : R* -+ A; de
ecuactones de lineas de curvatura con w, = w.

Definicion 3.1.4. Una deformacién w, de w, es una deformacién
versal de w, si toda deformacién de w, es topoldgicamente equivalente a
una deformacién inducida de w, por un cambio de pardmetros ¢ : (R,0) —
(R*,0) adecuado.

3.2 Deformacion versal de un punto umbilico de tipo
Dy

El objetivo de esta seccion es construir un ejemplo de una deformacién versal
de un punto umbilico simple no localmente estable de codimensién 1 de tipo
Dia. Como ya hemos obtenido el diagrama de bifurcacién en N de las
configuraciones principales de M, las familias transversales al conjunto de
bifurcacién resultan ser muy buenas candidatas para familias versales en
este caso. Comencemos con la siguiente

Proposicién 3.2.1. Consideremos la superficie parametrizada por

k 1 1 1 1
x (u,v) = (u,v, 3 (v +v%) + §u3 + §u2v + Emﬁ, §u2 +v2) :

45




Entonces, la familia 1-paramétrica de ecuaciones diferenciales de lineas de
curvatura

= (u4+v) dv?+ (1 - N u — ) dudv - (u+v) du® =0,
definida por la familia de campos vectoriales normales
v (u,v) = (—ku, —kv, 1, du + 5v),

es una deformacion versal de un punto umbilico de tipo Dz con A € R,
0<A<h.

Demostracién. De la translacién definida en la prueba del Lema 2.1.2,
podemos ver que nuestros valores actuales de los pardmetros trasladan la
linea n = 5 al eje horizontal de la Figura 3. Ahora, como la linea n = &
representa la familia 1-paramétrica vy en el espacio N; y ademds intersecta
transversalmente la componente regular de la curva ' para A = 15/4 y la
linea no simple para A = 5, el Corolario 2.1.3 implica que para la familia 9, el
punto umbilico es de tipo Dy, D2 0 Dy deacuerdo a0 < A < 15/4, A =15/4
0 15/4 < A < 5, respectivamente. Esto sugiere la versalidad de la transver-
salidad de la familia ¥, al conjunto de bifurcacién para A = 15/4 (Ver [1],
Seccién 5.3). Ahora damos una prueba directa siguiendo el método desarro-
llado en {8]. Para esto, consideremos una familia diferenciable arbitraria de
ecuaciones de lineas de curvatura,

w, = a (u,v, 5) dv? + 2b(u, v, s) dudv + c (u, v, 8) du?,

con pardmetro s € R* tal que w, tiene en el origen un punto umbilico de
tipo Dj3. Usando la forma normal obtenida en el Lema 5.6 de [8], se puede
probar (Proposicién 4.1, [8]) que, para | s | pequefa, esta familia w, es
topoldgicamente equivalente a la familia

&y = v dv® + 2(By(s) u + Bs(s) v) du dv — v du?.

Consideremos la funcién real valuada ¥ : & C RF — R definida en una
vecindad U del origen de R* por

¥ (s) =~ BHs) + 3B1(5) + 5,
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y la familia
Iy = (u+v) dv?+ (1 — N u—4v) dudv — (u+v) du® =0,

con parametro A € R, 0 < A < 5.
Entonces, la deformacién inducida por ¢ de la familia (), s

@5 = Dysy = (u+v)dv® + (1 — 9 (5) u — dv)dudv — (v + v)du?.

Ahora, como la funcién 9 es continua y ¢ (0) = L2, existe una vecindad del
origen (mds pequefia que I si es necesario) tal que 9 (s) > 0 en tal vecindad.
Como los discriminantes de los polinomios separatrices de las familias @, y
W, 80N

A=4(B}(s)~2Bi(s)+1) y A= (3+14(s))" (156 — 4 (s))

respectivarmente, se sigue que A y A difieren solamente por un factor positivo.
Esto implica que la familia &, es topoldgicamente equivalente a @,. Por lo
tanto, la familia ¥, es una deformacién versal de un punto umbilico del tipo
D R

3.3 Deformacion versal de un punto umbilico de tipo
Dy

Consideremos ahora la construccién de una deformacién versal de un punto
umbilico simple no localmente estable de codimensién 2 de tipo D;.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos la superficie y el campo vectorial normal
parametrizados por

k 1 1 1 1
x (u,v) = (u,v, 3 (u2 + 1)2) + §u3 + §u2v + —2-tw2, §u2 + vz) ,

v(u,v) = (—ku, —kv, L,mu + nv).
con (m,n) € R2.
La ecuacién de las lineas de curvatura es

(u+v) d* + (1 —m)u+ (1 —n)) dudv— (u+v) du? =0.
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El polinomio separatriz en el sistema de coordenadas (u, v; p} resulta ser

f)=p"+@2-n)p’ —mp-1.

La funcién F' : N, — P de la Seccidn 2.1 tiene las siguientes componentes:

1
A (myn) = 5 (-11 + 18m — 24n — 9mn + 12n° — 2n°),

Ag (m,n) = —% (-4—3m+4n—n?),

La imagen inversa del origen es el {mico punto (—3,5), y el jacobiano de F
es J = .

De esto vemos que el conjunto singular de F' es la linea m = 0.

La linea no simple estd dada por m = n.

La imagen inversa de la ctispide 423 +27A} = 0 es la curva algebraica real

definida por la ecuacién

—5 — 36m — 4m? — 4m® + 48n 4 18mn + 4m®n — 24n® — m2n? 4 4n® =0,

con su vnica singularidad en el punto (—3,5). Por el Corolario 2.1.3 vemos
que €] diagrama de bifurcacién es topoldgicamente equivalente al mostrado
en la Figura 5.

Para construir una deformacién versal de un punto umbilico de tipo D,
comenzamos nombrando a las componentes conexas de la curva I' definida

en la Seccién 2.1 por
Ty (m,n) =0y 2 (m,n) =0,

donde I'y denota la componente regular. Ahora, sea ny : R — R la funcién
implicita definida por I’y (m, n2(m)) = 0. Finalmente, definamos

Uy = {(m,n) € R? | n > no(m)}.
Entonces, tenemos el siguiente teorema.

_ Teorema 38.3.2. Una deformacion versal de un punto umbdico de tipo
D es

I (myn) = (u+v)dv® + [(L —m)u+ (1 - n)v]dudv — (u+v)du®, (3.1)
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con (m,n) € Us.
Demostracién. En primer lugar tenemos el polinomio separatriz
fE=p"+@-n)p" —mp—1,
con discriminante
A (m,n) = —5—36m —4m? —4m3 +48n+ 18mn +4m?n—24n? —m?n? +4nd,

siendo el origen un punto umbilical de la familia (3.1) de tipo:
a) Dy si A{m,n) >0,
b) Dy si A (m,n) <0,
C) D,,l? si (m:n) € {Pl (m7 n) = 0} y (m$ n’) 7‘& (“3$ 5) 3
d) Dy si (m,n) =(-3,5).
Ver la Figura 5.
Ahora, sea

ws = afu, v, 8)dv? + 2b(u, v, s)du dv + c(u, v, s)du®

una familia arbitraria con pardmetro s € R* tal que w, tiene un punto
umbilico de tipo D; en el origen.

Usando la forma normal obtenida en (8], (Lema 5.6) se puede probar que
([8], Proposicién 4.1) para | s | pequefia, esta familia w, es topolégicamente
equivalente a la familia

s = (Ag(s)u + v)dv? + (u— Ai(spv)du dv + (Ci(s)u + (—1 + Ca(s)) v)du?.

Consideremos ahora la funcién ¢ : V C RF — R? definida en una vecindad
V del origen por

W(s) = (1(s), ¥a(s)) = F~1(Cy(s), Cals)),

donde F es la funcién definida en la Seccién 2.1 por (2.2).
Entonces, la deformacién inducida por la familia (3.1) via ¢ estd dada
por

@y = sy = (0 + ) dv? + [(1 = ¥1(s)) w + (1 — 32(s)) v] du dv — (u + v) du?,
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con el polinomio separatriz
Fs (u,0) =0 + (2 — a(s)) vPu — Py (s)vu? — o,
cuyo discriminante depende del pardmetro s € R* como

A, = —5— 36y (s) — 497 (s) — 4(s) + 484a(s) + 1841 (s)¥ha(s)
+ 42 (s)ba(s) — 2493 (s) — YI{s)a(s) + 45 (s)-

Ahora, como el polinomio separatriz de la familia w, es
fo (u,v) = v* + Co(s)vu® + Cr(s)d,
con discriminante

Ay = 4C3(s) + 27C(s),

tenemos que para todo s € V C R existen vecindades V; y V; del origen y
del punto (—3,5) en R? respectivamente tales que los signos de A,y A, son

los mismos.

Esto implica que la familia &, es topolégicamente equivalente a la familia

.

Por lo tanto la familia 2-paramétrica (3.1) es una deformacidn versal de

un punto umbilico de tipo D;. B
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Apéndice

Formas Diferenciales
Cuadraticas

Las ecuaciones diferenciales de lineas de curvatura son casos especiales de
ciertas formas diferenciales cuadriticas definidas en una variedad bidimen-
sional del siguiente modo.

Definicién A.1. Una forma diferencial cuadrdtica en una superfi-
cie diferenciable M conexa y orientada, es un elemento del haz de las formas
cuadrdticas de TM — R, w = .7 | ¢y donde ¢; y 9; son 1-formas dife-
renciales en M de clase C°.

Entonces, para cada punto p en M, w(p) : T,M — R es la forma
cuadréitica en el espacio tangente T,M definida para cada v € T,M por

w(p) (v) = Zso«: (p) (v) - % (p) (v),

donde - es el producto en R.

Six: N — M es un difeomorfismo de clase C® y w es una forma dife-
rencial cuadratica en M, se denota por x* (w) la forma diferencial cuadratica
en N definida por

x* (W) (g)(€) = w (x(q)) (dx,(£)),

para ¢ € N, £ € T,N. Denotaremos también esta forma simplemente por w*
cuando no exista confusion acerca del difeomorfismo x.

En coordenadas locales, dada una parametrizacién x : U ¢ B2 — M de
una superficie M alrededor de p y una forma diferencial cuadréitica w en M
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observamos que si (z,y) = ¢ = x ' (p), £ = dx™'(v) parav € T,M, y si
{dz, dy} esla base dual del espacio (T,R?)" entonces podemos escribir

x"(w)(@)(€) = w (x(9) (dx, (£))

= E i (x (9)) (dxq (£)) - ¥ (x () (d%4 (£))
= zl: X" (1) (9) (§) - x"(¥) (9) (€)
= gjlwil (a)dz + pia (@) dy)(€) - [ir () dz + iz () dy] (€)
= (; i (g) - Y1 (g)) dz(€) dz (€)
+(Zi:(sou (9) - Yiz (@) + iz (9) - Y (9))) dz(€) dy (§)
+(¥ iz (9) - iz (0)) dy () dy (€)

= a(g) dy*(€) + b(g) dz(€) dy(€) +c(q) dz”(§),

donde ¢;;, 9;; son funciones real-valuadas definidas en U C R? y

alg) = Y;pe(e) valg),
blg) = Yo (q) - i (q) + @ia (@) - Yir (@)
elg) = Divalg)-¥alg).

En consecuencia, podemos escribir

x* (W) (z,y) = w*'(z,y) = a(z,y) dy* +b(z,9) dvdy+c(z,y) do*
donde a, b, ¢ son funciones real-valuadas definidas en U C R2.
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Una forma diferencial cuadratica
(z,9)" (@) = a(z,y) dy* +b(z,y) dz dy +c(z,y) da?
se dice positiva si la forma cnadrética (algebraica)
f(u,v) = b*(u,v) — da(u, v)c(u, v)
es definida positiva.

Nota A.2. Observamos que para el caso del 1-jet de las ecuaciones
diferenciales de lineas de curvatura se tiene ¢ (u,v) = —a (u,v), de donde re-
sulta que siempre son positivas las formas diferenciales cuadraticas que salen
de la geometria de configuraciones principales locales alrededor de puntos
urnbilicos aislados.

Si w es una forma diferencial cuadratica positiva, entonces para cada
p € M, existe una parametrizacién x : U C R? — M tal que, si

x*w) (z,9) = a(z,y) dy’ +b(z,y) dz dy+c(z,y) da?,
entonces
(t? — dac)(z,y) > 0
para cada (z,y) € Uy
(8* — dac)™1(0) = a™1(0) N &71(0) N ¢ H{0).

Por el teorema de existencia y unicidad de la teoria de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, existen dos foliaciones f;(w) y fa(w) de la superficie M
por curvas que son tangentes al campo vectorial

7] 0
Qz,y) 5+ Pz, y)a—y
definido por

Az, y) = 2a(z,y), Plz,y) = ~blz,y) + (-1 /(0? — dac)(z, y)

para § = 1 y 7 = 2 respectivamente, excepto posiblemente cuando a = 0.
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En consecuencia, para cada punto p € M el subconjunto
w(p) 1) C T,M

es
(1) 1a unién de dos lineas transversales (en cuyo caso p se dice punto

regular de w),
0 es

(ii) todo el espacio T,M (en cuyo caso p se dice punto singular de w).
Cada forma diferencial cuadratica positiva w define una configuracion,

C(w) = {Sing(w), fi (W), fa (w)},

donde Sing(w) es el conjunto de puntos singulares de w y f (w), f2(w) son
las foliaciones transversales en M—Sing(w) cuyas lineas tangentes en cada
punto regular p estdn dadas por las lineas transversales del kernel de w (p) .

Sea w una forma diferencial cuadratica positiva en M con un punto sin-
gular p € M. Entonces w puede expresarse en un sistema de coordenadas
adecuado (u,v) : (M, p) — (R?,0) en la forma

(u,v)" (w) = (a1u + agv + M (u,v)) dv® + (byu ++ bov + My (u,v)) du dv
+ (c1u + v + M3 (u,v)) du?,

con M; (u,v) = O((u2 +v)'"*), i=1,2,3.
Llarnamos a

(a1u + agv) dv? + (b + bov) du dv + (eyu + cpv) du?

la parte lineal de w.
Un punto singular p de w se dice simple si la parte lineal de w es una
forma diferencial cuadritica positiva.

Lema A.3. Para cada forma diferencial cuadrdtica positiva w en M con
un punto singular simple p se cumple que los coeficientes de su parte lineal
satisfacen:

b? —4aycy > 0,
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(b2 — dayc)(bE - dazey) — (biby — 2a1c2 — 2ag¢1)? > 0,
Demostracién. La parte lineal de w es positiva si la forma cuadratica
Flu,v) = (byu + bav)? — 4(ayu + agv){c,u + cv)
es definida positiva. Desarrollando y factorizando esta expresion obtenemos

Flu,v) = (83 — daser )u? + 2(byby — 2a105 — 2a2¢; Juv
+ (bg — dagey )t

El lema se sigue ahora del hecho de que una forma cuadratica
Au? + 2Buv + Cv?

es definida positiva si y sélo si la matriz

A B
B C
es definida positiva, estoes: A>0y AC— B2>0. B

Definicion A.4. Se dice que dos formas diferenciales cuadréticas positi-
vas W ¥ wp Son topoldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo
h: M — M tal que h transforma la configuracién de w; en la configuracién
de wy, esto es, h(Jing (w1)) = Sing(w:) y manda las hojas de las foliaciones
filwr) y fa(wr) en las hojas de las foliaciones fi(ws) y fa(w2), respectiva-
mente.

Nota A.5. La ecuacién diferencial (1.5) de lineas de curvatura de una
superficie M inmersa en R* mediante 7 : M — R? con campo vectorial
normal umbilical v es una forma diferencial cuadratica w en M, y la configu-
racion de w corresponde a la v-configuracién principal de la superficie M,
i.e., {Sing(w), fi (w), fa (w)} coincide con (U, L,,1,).

Uno de los teoremas principales de [6] es el siguiente.

Teorema A.6. (o) Dada una configuracidn {fi, fo, U} en M, existe una
forma diferencial cuadrdtica positiva w tal que C (w) = {f1, fo,U}.
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(b) Si w1 y wy son dos formas diferenciales cuadrdticas positivas tales que
C(w) = C(w), entonces wy = dwq, donde A es una funcidn diferenciable
A M-U—R-{0}.

Ejemplo A.8. La ecuacién diferencial cuadritica en el plano R?
($2 + a:y) dy® + (2:cy — x4 y2) dzdy + (y2 — st:y) dz? = 0,

se escinde en dos familias de curvas que se intersectan a 45°, que son solu-
ciones de las ecuaciones diferenciales lineales

(1) zdy +ydz, y (2) (z+y)dy+ (y—z)dz =0,

donde e}l campo vectorial diferenciable fuera del origen que define la ecuacién
(2) se obtiene del campo que define la ecuacién (1) por una rotacién de 45°.
Ver la Figura 9.

Fig. 9. Configuracién local de la ecuacién diferencial cuadritica del
ejemplo A.8.
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