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Introducción 

Los orígenes de la Geometría están perdidos en el misticismo de la vieja historia. 

Siendo la Geometría el área primordial de las matemáticas griegas, la obra Los 

Elementos de Euclides fue el primer ejemplo importante de un sistema axiomático 

formal y se convirtió en un modelo para el ra7,Onamiento matemático. 

Durante siglos se creyó que el quinto postulado de Euclides era en realidad una 

porposición demostrable con base en los cuatro postulados anteriores. Los inten

tos para demostrarlo no se hicieron en vano, la idea de negarlo para llegar a una 

contradicción, con lo cual en consecuencia estaría demostrado, derivó en el des

cubrimiento de las Geometrías no euclidianas. 

Algunas de las ideas para demostrar la supuesta proposición resultaron ser enun

ciados equivalentes al quinto postulado. Uno de los más usados se debe a John 

Playfair (1795), que dice: 

Axioma. Por un punto fuera de una línea dada pasa exactamente una 

paralela a la línea dada. 

Hay dos formas de negarlo: 

1 Por un punto fuera de una línea dada pasa más de una paralela a la línea dada. 

2 Por un punto fuera de una línea dada no pasa ninguna paralela a la línea dada. 
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-----_~ToillaudDJaJicgllIL[ljLlli~gaci{¡n y los watro prinwros postulados de Euclides llegamos 
---

a una contradicción. Esto no quiere decir que no exista alguna geometría con esta 

negación, pero es necesario modificar otras hipótesis para derivar en la Geometría 

elíptica. No es parte de este trabajo el estudio de esta geometría. 

Si tomamos la primera negación y los primeros cuatro postulados de Euclides, te

nemos como consecuencia a la Geometría hiperbólica. 

Hay mucho material relacionado con la Geometría no euclidiana que se presenta de 
forma inaccesible y aburrida para los principiantes en el área, es por eso que sentimos 

que no se deben escatimar esfuerzos para presentar este tema de la manera más 
simple y naturalmente posible, sin abrumar al estudiante con resultados extraños o 

inecesariamente separados de la idea euclidiana. 

Los prerrequisitos necesarios para entender este trabajo son mínimos, solamente 

los primeros dos semestres de la licenciatura, que junto con un poco de interés 

en la Geometría son suficientes. Usualmente en los cursos donde se da algo de 

Geometría no euclidiana se pide al alumno que tenga conocimientos de cálculo y 

variable compleja; ni cálculo ni variable compleja son usados en este trabajo. 

Presentamos a la Geomería hiperbólica de manera sintética. Tan sólo con la he
rramienta que se estudia en el curso de Geometría moderna II, logramos deducir 

la métrica hiperbólica; en otras palabras, con herramienta básica como son los 

conceptos de inversión y razón cruzada construimos la fórmula para la distancia 

entre cualesquiera dos puntos en los modelos del plano hiperbólico de Poincaré. 

Dada la métrica presentamos algunos resultados sorprendentes que sobrepasan nues

tra idea de lo que pasa en la Geometría euclidiana. Para estos resultados y para el 

capítulo final de este trabajo, necesitamos valernos de algunas construcciones con 

regla y compás; es por esto que dedicamos toda una sección para explicar cómo 

hacer algunas de las construcciones básicas en el plano hiperbólico, pero con nues

tras herramientas euclidianas. 

Finalmente presentamos las isometrías hiperbólicas, también de una forma sintética. 

Utili¡mndo los resultados del primer capítulo sobre circunferencias coaxiales y las 
inversiones en ellas, demostramos que las isometrías hiperbólicas conformes tienen 

estructura de grupo. 

Las Matemáticas no suelen ser consideradas como una fuente de sorpresas, pero 
ciertos resultados de la Geometría hiperbólica parecen extraños para alguien que 
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sólo conoce la Geornet.ría euclidiana. El cnC1lf~nt,ro con est.a geomet.ría, frecuente

ment.e resulta sorprendente. Eventualmente este encuent.ro no solamente produce 

un profundo entendimiento de la Geometría euclidiana, también ofrece el soporte 

para el cuidadoso ra7.onamiento de las pruebas de algunos resultados que en un 

momento parecían obvios. 

El estudio de la Geometría euclidiana y la no euclidiana enriquece la formación 

matemática de cualquier estudiante de esta facultad y la finalidad de este trabajo 

es que su lectura y comprensión contribuyan a esta tarea. 



Capítulo 1 

Geometría Moderna 

En este capítulo estamos utilizando como espacio a la Esfera de Riemann la cual 
se define como: Íi2 = R 2 U {oo}, esto es el plano más el punto al infinito. Yen 

este capítulo expondremos algunas definiciones, teoremas, lemas, etc. de conceptos 
básicos, y expondremos algunas de sus propiedades fundamentales que serán usadas 

posteriormente. 

Definición. Un conjunto de puntos que están sobre una misma Circun

ferencia se les llama concíclicos. A un cuadrilátero cuyos vértices son 

conde/icos, se le llama cuadrilátero cíclico. 

Un cuadrilátero cíclico cumple que sus ángulos opuestos son suplementarios, es 

decir, suman 1800
• 

Si el centro de la circunferencia se encuentra dentro del cuadrilátero; tracemos 

desde el centro de la circunferencia hacia los vértices del cuadrilátero líneas que 

determinan triángulos isósceles; con ángulos 0', {3, 'Y Y 8 respectivamente. 

= 
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Sabemos que la suma de ,íngulos int.ernos de UI1 cuadrilátero f~s~~pDLlaJ.anto __ 

20' + 2fJ + 2/ + 28 = 360°, si dividimos ambos lados de la ecuación por 2 tenemos 

que a + (3 + / + 8 = 180°. En la figura se ve que cada par de ángulos opuestos 

suman o + (3 + / + 8. 

Si el centro de la circunferencia está sobre uno de los lados, tra7,amos desde el centro 

hacia los vértices del cuadrilátero líneas que determinan triángulos isósceles. 

Con el mismo ra7,Qnamiento que el anterior, tenemos que: 20 + 2(3 + 2/ = 360° Y 

por lo tanto a + (3 + / = 180°; Y otra vez ésta es la suma de los ángulos opuestos. 

Si el centro de la circunferencia está fuera del cuadrilátero, trazamos líneas desde 

el centro hacia los vértices del cuadrilátero que determinan triángulos isósceles con 

ángulos a, (3, / Y 8 respesctivamente. Haciendo un razonamiento análogo a los 

anteriores, los ángulos del cuadrilátero inscrito en la circunferencia son: (a - 8) + 
a + (3 + (3 + / + (¡ - 8) = 360° asociando los términos correspondientes tenemos 

que: 2a + 2(3 + 2/ - 28 = 360° por lo tanto a + {3 + / - 8 = 180° que es la suma 

de los ángulos opuestos como se puede ver en la figura. 

Tracemos dos líneas que parten de un mismo punto P fuera de la circunferencia y que 

la intersecan en cuatro puntos A, B, A', B' respectivamente; entonces los triángulos 

!:::'P AA' Y !:::'P B' B son semejantes puesto que los ángulos opuestos del cuadrilátero 
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determinado por AA' D' B son suplementarios. 

:\ ' 

Como los triángulos son semejantes, se cumple que: 

PA PB' 
-

PA' PB 

Entonces: 

P A . P B = P B' . P A' 

y como tomamos dos líneas arbitrarias, entonces lo anterior se cumple para cua

lesquiera dos puntos sobre la circunferencia colineales con P. 

Si una de las líneas que parte de P es tangente a la circunferencia en el punto T, 
también se cumple que P A· P B = PT . PT para cualesquiera dos puntos A y B en 

la circunferencia colineales con P. 

"~ ____ ~~-----4H .J;;.. 

Sabemos que el producto P A· P B es constante para cualesquiera dos puntos sobre la 

circunferencia, en particular si A B determinan un diámetro de dicha cicunferenciaj 

por lo que hay que verificar que los triángulos t::,p AT y t::,PT B son semejant.es. 
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~=-------------

Tracemos el radio TO (donde O es el centro de la circunferencia) lo que nos de

termina que el ángulo LPTO es recto, entonces LPT A = 90° - LATO; por ser el 

segmento AB diámetro, el ángulo LAT B es recto y con esto LOT B = 90° - LATO 

por lo tanto LPT A = LOT B; pero tenemos que el triángulo 6.BOT es isósceles 

con lo que LPTA = LOBT. y ambos triángulos tienen ángulo común en P y por 

lo tanto son semejantes y se cumple la definición. 

Cuando tomamos al punto P dentro de la circunferencia notamos que el producto 

de los segmentos P A y P B es constante, 

B· 

Tenemos que 6.P AA' es semejante al6.P BB', pues los ángulos subtienden la misma 

cuerda y por lo tanto PA· PB = PB'· PA'. 

Definición. La potencia de un punto respecto a una circunferencia es el 
producto de la distancia de cualesquiera dos puntos en la circunferencia 

tales que son colineales con el punto P, es decir: 

PA·PB 

Además si P está fuera de la cirunferencia y T es un punto sobre la cir

cunferencia tal que PT es una línea tangente a dicha circunferencia 

PA· PB = (PT)2 



Supongamos cierta cirr:unferencia e con cent.ro O .Y radio rj y el punto P distinto 

de O. 

Definición. Tomemos sobre el rayo OP el [mnto p' de tal modo que el 

producto de los segmentos OP y OP' sea igual al cuadrado del radio de 

la circunferencia dada, es decir: 

op· Op' = r 2 

El punto p' es el inverso de P respecto a la circunferencia C. La circunfe
rencia e se llama circunferencia de inversión, su centro O se llama centro 

de inversión y la magnitud r 2 , potencia de la inversión. 

Sea P un punto fuera de la circunferencia de inversión e, .Y sean AP'y BP tangentes 

tra7.adas hacia e desde P. Entonces el punto p' de intersección de las rectas AB .Y 

O P será el inverso del punto P. 

~~ __________ +-__ ~~40 

TI 

Si P está dentro de la circunferencia de inversión e, tra7.amos la línea perpendicular 

a OP que pasa por Pj encontramos dos puntos sobre la circunferencia a partir de 

los cuales tra7.amos las tangentes a la circunferencia, el punto ele intersección ele las 

tangentes con la línea O P será el inverso P'. 

~ ____ -+ __ ~ __ ~o 
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Si el punto pi es el inverso del punto P, es evidente que el punto P es el inverso de 
pi. 

Para verificar que O P . O pi = r2 se cumple, tomemos los siguientes triángulos 

semejantes: 

con lo que tenemos: 

de donde: 

[:,ORP ~ [:,ORP' 

l' o 
eC----+-__+_~ 

OP OR 
OR OPI 

OR2 = Op·OP' 

Otro método para construir el inverso de un punto Pes: Trar,amos la línea desde 

P al centro O de la circunferencia y el diámetro N S perpendicular a PO, unimos 

con una línea recta a P con N para encontrar el punto de intersección R con la 

circunferencia; unimos R con S y donde interseque a la línea PO estará Pi. 

N 

() 1" /. 
~~--r----~ 

Para verificar que est.a const.rucción es válida, not.emos que los t.riáll¡;ulos [:,OP' S 
y [:'RP'P son sC!Jlejantes, ya que ¿P'OS = ¿pi llP = 900

, y el állp;ulo en pi es 



¡:<VERSOS DE Lí.'EAS y CIRc\;:<FERE:<CIAS 7 

opuesto por el vért.ice. Ademá" D.RP' P ~ D.ON P, pues t.ienen ángulo común en 

P y ¿PON = ¿P' ElP = 90°; de las semejanzas anteriores "e cumple: 

de donde: 

OP' OS 
ON = OP 

Op· OP' = OS· ON 

pero O S y O N son radios, por lo que: 

Op· OP' = r 2 

Definición. La transformación! que a cada punto P del plano le pone en 

correspondencia su inverso P' se llama inversión. 

De la definición de inversión se deduce que a cada punto P en un plano le co

rresponde el punto determinado y único P' del mismo plano, además si OP > r, 

entonces OP' < r. Notemos que el centro de la circunferencia de inversión se 

invierte en el punto al infinito. 

Además si tomamos una circunferencia sobre el plano, ésta lo divide en dos; lo que 

está dentro de la circunferencia y lo que está fuera de la circunferencia. Con esto, 

y con el párrafo anterior notamos que bajo la inversión todos los puntos que están 

dentro de la circunferencia, se invierten en todos los puntos que están fuera de la 

circunferencia y por lo tanto, todos los puntos que están fuera de la circunferencia 

bajo la transformación, se invierten en todos los puntos que están dentro de la 

circunferencia, quedando la circunferencia fija bajo la transformación. 

1.1 Inversos de líneas y circunferencias 

Teorema 1.1. La circunferencia de inversión e, queda fija bajo la trans

formación. 

Por definición el inverso de un punto P sobre e debe estar sobre el rayo que une al 

centro O con P y P' y debe cumplir que OP· OP' = r 2
, por lo tanto P' está sobre 

la circunferencia de inversión y más aún es fijo. 

1 Usaremos el t.érmino t.ransformación en lugar de función biunívoca de un espacio en sí mismo. 
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Teorema 1.2. Una rectil qlw ¡lasil il trav,:s del centro de inversión O es 

inversil a sí misma. 

Por la definición de inversión, un punto y su inverso están sobre el mismo rayo que 

parte de O. 

Lema 1.3. Si los puntos P' y Q' son inversos de los puntos P y Q con 

respecto a la circunferencia e, entonces L OP'Q' = L OQP, L OQ' P' = 

LOPQ. 

P' 

Por ser P' y Q' puntos inversos de P y Q se cumple: Op· OP' = OQ· OQ' con lo 

que 
OP OP' 

-
OQ OQ' 

lo que quiere decir que los triángulos 60PQ y 60Q' P' tienen lados proporcionales 
y como tienen ángulo común en O, entonces 60PQ ~ 60Q' P' por lo que cumplen: 

L OP'Q' = L OQP, L OQ' P' = L OPQ. 
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Teorema 1.4. El i!lvArso de la rectil g 'lile !lO pasa. él t.ravés riel cent.ro rk 

inversión O, es fIna circunferencia. 'lfJe pa.sa. por el contro de inversión. 

/' 

Tracemos la ortogonal a e que pase por O, la intersección de estas rectas determina 

el punto Qj sea P cualquier otro punto sobre e. Invertimos estos puntos respecto a 

la circunferencia y obtenemos p' y Q', si los unimos mediante una recta obtenemos 

los triángulos l::.OQP y l::.OPIQ' que son semejantes con ángulo recto en Q y p' 

respectivamentej por lo tanto existe una circunferencia que pasa por O, p' y Q'. 
Además la tangente a la circunferencia por el punto O es paralela a la línea PQ. 

De la demostración se ve que el centro de esta circunferencia está en la perpendicular 

a e que pasa por O. 

Definición. El ángulo entre circunferencias se define como el ángulo entre 

las rectas tangentes a ambas circunferencias en el punto de intersección de 

las circunferencias. 

Lema 1.5. El ángulo entre dos circtwferencias que se intersecan es igual 

en ambos puntos de intersección. 
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Teorema 1.6. Si dos rectas se intersecan en un punto distinto del centro 

de inversión, el ángulo de intersección en ese punto es igual en magnitud 

pero opuesto en dirección al ángulo de intersección de las circunferencias 

inversas a estas rectas en el inverso del punto de intersección. 

Sean f. y m dos rectas que se intersecan en un punto N y sea O' el ángulo de 

intersección entre ellas. 

La recta e se invierte respecto a e en una circunferencia e' que pasa por el centro 

de la circunferencia de inversión O; de la misma manera la recta m se invierte en 

una circunferencia mi. 

El p·unto N de intersección de las rectas e y m se invierte en el otro punto de 

intersección de las circunferencias f.' y mi. 

Trazo las tangentes a f.' y a mi por el punto O, e" y mil son paralelas a e y a m por 

lo que forman el mismo ángulo 0', pues las perpendiculares a f." y a mil que pasan 

por O, también pasan por el centro de f.' y mi. 
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Por el lema anterior tenemos que los ángulos (y y a' son iguales. Por lo tanto la 

inversión preserva ángulos. 

Para ver que tiene dirección opuesta, fijémonos primero que el ángulo a está definido 

en dirección contraria a las manecillas del reloj, es decir de f a m y el ángulo en la 

imagen a' está definido en dirección de las manecillas del reloj, es decir de f' a mi. 

Teorema 1.7. Circunferencias se invierten en circunferencias.2 

s 

e 

Tracemos dos rayos desde el punto O que corten a el; en cuatro puntos P, Q, R y S 
los que determinan un cuadrilátero cíclico con ángulos a, {J, , y 15 respectivamente; 

invertimos los puntos respecto a e obteniendo pi, Q', R' , S'; unimos estos puntos 

para formar un cuadrilátero, ahora demostraremos que es cíclico. Por el lema 1.3, 

tenemos que los ángulos a, {J, , y 15 del cuadrilátero cíclico en el bajo la transfor

mación son los ángulos a, {J, , y 15 externos al cuadrilátero formado por los puntos 

inversos, como se muestra en la figura. Como los ángulos a y, son suplementarios 

sus suplementos a y c también lo son; lo mismo sucede para b y d. Con lo que el 

cuadrilátero S' R ' Q' pi es cíclico. 

Por lo tanto la circunferencia el bajo la inversión va a una circunferencia e2 que no 

pasa por el centro de inversión. 

OBSERVACIÓN: Si en la circunferencia el recorremos al cuadrilátero PQRS, en 

sentido contrario de las manecilÍas del reloj, su imagen en la circunferencia e2, se 

recorre P'Q' R' S', es decir en el sentido de las manecillas del reloj. 

2 Para la demostración se ilustra el caso en que una circunferencia está completamente fuera 
de la circunferencia de inversión, pero el argumento funciona para cualquier caso. 
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CorolariOTS-:-LJos circlln[erellCil1.'i-que-sc-intersec;tn-con-ciel'to-ánguJo, ___ _ 

se invierten conservando el mismo ángl/lo de interseccióIl. 

La demostración de este corolario es análoga a la del teorema 1.5. 

CASO A: El inverso de una circunferencia cuyo centro es el centro de inversión, es 

una circunferencia concéntrica con la circunferencia de inversión. 

Sea P un punto cualquiera en la circunferencia el con radio OP = rl. Sea P' el 

inverso de P, por definición se cumple: 

OP ·OP' = r 2 

rI . OP' = r2 

2 

OP'=~ 
rl 

Por lo tanto P' está sobre una circunferencia. 

CASO B: Una circunferencia que interseca a la de inversión, se invierte en otra 

circunferencia que pasa por los puntos de intersección. 

e r, 

Como ya demostramos que la inversión conserva ángulos, y además que los puntos 

de intersección entre una circunferencia y la de inversión se invierten en sí mismos, 



!:-;VERSOS DE LÍ:-;t;AS y CIRCI;:-;FERE:-;CIAS 13 

entonces la circunferencia el se invierte en una circunferencia e2 que pasa por los 

puntos de interseción y con iÍngulo el' entre e y e2 , que es el mismo ángulo entre e 
yel . 

OBSERVACIÓN: Si recorremos al ángulo el' de e hacia el, en el sentido de las 

manecillas del reloj; después de la inversión recorremos a a de e hacia e2 , éste va 

en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

CASO C: Una circunferencia el que es tangente externamente a la de inversión, se 

invierte en una circunferencia tangente a la de inversión que está en el interior de 

e y que no pasa por el centro de inversión. 

e 

o 
• 

Como el punto de tangencia se invierte en sí mismo, y es el único punto en común 

de el con la circunferencia de inversión, e2 pasa por ese punto, y por el teorema 1.6 

e2 es una circunferencia en el interior de e que no pasa por Q. 

Teorema 1.9. Una circunferencia ortogonal a la de inversión, se invierte 

en sí misma. 

Por el caso B, sabemos que el se invierte en una circunferencia que pasa por los 

puntos de intersección, pero además la inversión conserva ángulos, por lo tanto el 
se invierte en una circunferencia ortogonal a la de inversión, que es ella misma. 
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de O e interseque a el en dos puntos, lo hará en puntos inversos. Y si el es 

l/na circtwferencia que pasa por un ptlfltO .Y SIl respectivo inverso entonces 

el es ortogonal a la circunferencia de inversión e. 

o 

e 

Por el teorema anterior, es claro que si e y e1 son ortogonales, cada rayo que parte 

de O que interseca a el en dos puntos, entonces esos puntos son inversos. 

Partamos ahora de que P y P' son puntos inversos respecto a e y sea el una 

circunferencia que pasa por P y P' y que interseca a e en Q. 

La potencia de O respecto a e1 es Op· OP' = r 2 ; pero la distancia de OQ = r pues 

OQ es radio de la circunferencia, esto implica que OQ es tangente a el en el punto 

Q y por lo tanto e y el son ortogonales. 

Teorema 1.11. Líneas paralelas que no pasan por el centro de inversión, 

se invierten en circunferencias que son tangentes en el centro de inversión. 

m 
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Sahemos que líneas se invierten en circunferencias, t.ambién que si las líneas no 

pasan por el centro ele inversión, sus imágenes sí lo hacen. 

Si e y m son dos líneas paralelas, decimos que se cortan en el punto al infinito, 

cuya imagen bajo la transformación es el centro de inversión O; por lo que líneas 

paralelas se invierten en circunferencias que son tangentes en el centro de inversión. 

1.2 Circunferencias Coaxiales 

Definición. El eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico 

de los puntos cuyas potencias respecto a las dos circunferencias es igual. 

Si las dos circunferencias se intersecan, su eje radical es la línea que pasa por los 

puntos de intersección A y B, puesto que cualquier punto en esa línea tiene potencia 

P A . PB para las dos circunferencias. 

Para encontrar el eje radical de dos circunferencias que no se intersecan, trazamos 

una circunferencia que corte a ambas circunferencias en cuatro puntos distintos A, 

A', B Y B'. 

Trazamos las líneas AA' y BB', éstas se intersecan en un punto P que está sobre 

el eje radical puesto que P A . P A' = P B . P B'; ahora tra7.amos la perpendicular 

a la línea de los centros que pasa por P. Esa línea es el eje radical de ambas 

circunferencias. 

Además el eje radical es ortogonal a la línea de los centros de las circunferencias 

coaxiales. 
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------~Sí-llifClíñjlrntu<le--circunferenciaoes-tal-qITf~-ticncn-cl-mismo-eje,adical-tmnadas-

de dos en dos, se dice que esas circunferencias son coaxiales. Los centros de las 

circunferencias coaxiales son colineales. 

1.2.1 Circunferencias coaxiales que se intersecan y 

Circunferencias coaxiales que no se intersecan. 

La familia de circunferencias F que pasan por dos puntos fijos, es la familia de 
circunferencias coaxiales que se intersecan; su eje radical está definido por la línea 

.e que pasa por esos dos puntos N y M. 

Veamos que efectivamente es una familia coaxial. Tomamos cualquier punto T 

sobre la línea .e, entonces: T N . T M es la potencia de T respecto a cualesquiera dos 

circunferencias que pasan por N y M; por lo tanto .e es el eje radical de la familia 

de circunferencias coaxiales F. 

T 

Si nos fijamos en un punto T (distinto a M y N Y fuera del intervalo que determinan 

estos puntos) sobre el eje radical y a partir de éste trazamos líneas tangentes a las 

circunferencias de la familia F, notamos que la distancia desde el punto T a todos 
los puntos de tangencia es la misma; a estas líneas tangentes las tomamos como 

radios de la circunferencia con centro en T, Y por definición la circunferencia es 

ortogonal a todas las circunferencias de la familia F. 
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Así definimos a la familia 9 como la familia de circunferencias con centro en 

cualquier punto sobre el eje radical y que son ortogonales a todas las circunfe

rencias de la familia F. El eje radical de la familia 9 es la línea de los centros de la 

familia F, pues el eje radical es ortogonal a la línea de los centros. Sea P un punto 

en esta línea, trazamos la circunferencia con centro en P que pasa por los puntos de 

intersección de la familia F esta circunferencia es ortogonal a todas las de la familia 

g; por lo tanto los radios de la circunferencia son las tangentes a la familia 9 y por 

lo tanto P tiene la misma potencia respecto a todas las circunferencias de la familia 

g. Ca lo que demostramos que 'la familia 9 también es una familia coaxial. 

T 

Cabe mencionar que a los ejes radicales de ambas familias, los podemos ver como 

circunferencias de radio infinito, por lo que también forman parte de sus respectivas 

familias. 

Notemos que la familia ortogonal a la familia de circunferencias que no se intersecan 

g, es precisamente la familia de circunferencias que se intersecan, es decir, la familia 
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F d,! circunferencias que pasan porllns-puntos:-. -----------

OBSERVACIÓN: Si tomo cualquier punto en el plano, por éste siempre pasa una 
circunferencia de la familia F y una de la familia g. 

Con todo lo que ya sabemos de inversión, ahora mencionaremos algunos resulta

dos interesantes al invertir con respecto a algunos miembros de las familias que 

presentamos anteriormente. 

Si invertimos a un miembro f de la familia F respecto a una circunferencia de su 

propia familia, se invierte en otra circunferencia f' de la misma familia; puesto que 
N y M quedan fijos. 

Dadas dos circunferencias siempre existe al menos una circunferencia de la familia 

coaxial que determinan respecto a la cual dicho par de circunferencias son inver

sas. En particular las circunferencias que bisectan el ángulo que forman las dos 
circunferencias, cumple esta propiedad. 

Si invertimos a un miembro de la familia F respecto a un miembro de la familia 

ortogonal g; por ser circunferencias ortogonales, se queda invariante. 

Si invertimos a un miembro de la familia g respecto a otro miembro de su propia 

familia, se invierte en otro miembro de su misma familia. 
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Si invertimos a un miembro de la familin 9 respcdo a un miembro de Y. por s'~r 

circunferencias ortogonales, se inviert.e en sí misma. 

Anali7,aremos que pasa al invertir a una circunferencia respecto a dos miembros de 

su propia familia, para lo cual tendremos dos casos: 

CASO 1: Invertiremos una circunferencia f de la familia Y respecto a dos miembros 

de su propia familia, h y 12 con ángulo a entre éstas. Sea f3 el ángulo entre f y 

fl al invertirla respecto ah, se va a otra circunferencia l' de la misma familia 

con ángulo f3 entre h y l' j sea I el ángulo entre fl y 12 luego invertimos a l' 
respecto ah, invirtiéndose en otra circunferencia f" con ángulo I entre 12 y f"· 
La circunferencia f se invirtió en otra circunferencia que está a dos veces el ángulo 

entre f¡ y 12, es decir el ángulo entre f y f" es 2a puesto que a = f3 + l' 

Fijémonos en un punto x que está en la intersección de una circunferencia g de la 

familia 9 y f, al invertirlo respecto a fl, su imagen es un punto Xl también sobre la 

intersección de g con l' ahora invertimos Xl respecto ah, su imagen es un punto 

x" sobre la intersección de .rJ y f", con ángulo a entre f¡ y 12, pues la inversión 

preserva ángulos. Por lo tanto los puntos sobre g giran sobre ella un ángulo de 2<Y. 
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Invertiremos a una circunferencia .9 respecto a 91 y 92: 

CASO 2: Sean M y N los dos puntos por donde pasan los miembros de la familia 

:F y tomemos a un solo miembro JI de la familia :F, al invertir a la circunferencia 

J¡ respecto a dos circunferencias .9 1 Y a2 de la familia 9 los puntos M y N quedan 

fijos puesto que son inversos respecto a .91 y a2' Todos los demás puntos de J¡, 
sin salirse de J¡, se alejan de uno de estos dos puntos y se acercan al otro. En la 

siguiente figura se observa que al invertir respecto a al x va a X' y al invertir en a2, 
x' va a x"; alejándose de M y acercándose a N. Llamaremos entonces, a M punto 

repulsar, y a N punto atractar. 

La circunferencia a que pasa por x al invertir respecto a al, se invierte en a' que 

pasa por x'; y al invertir 9' respecto a a2, se invierte en .9" que pasa por x". 

En el caso 1 que explicamos anteriormente, pudimos determinar exactamente a que 
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circunferencia va a dar la original después de dos inversiones; .Y nuestro criterio es 

el del ángulo. ¡':;n este caso, no podemos determinar todavía exactamente a que 

circunferencia va a dar la original, pues necesitamos valernos de la razón cruzada 

que definiremos posteriormente. 

Lo que sí podemos decir es que si cambio el orden de inversión, es decir si primero 

invierto en .fJ2 y luego en gl, los puntos de JI se acercan a ¡VI .Y me alejan de N; 

siendo entonces M atractor y N repulsor. 

1.2.2 Circunferencias coaxiales tangentes 

Son todas aquellas circunferencias que son tangentes en un punto; notemos que 

a esta familia F la podemos pensar como el caso lírriite entre las circunferencias 

coaxiales que se intersecan y la familia de circunferencias que son ajenas. 

El eje radical de esta familia de circunferencias coaxiales, es la línea que pasa por el 

punto común a todas las circunferencias, y que es ortogonal a la línea de los centros. 

La familia ortogonal g de F, son todas las circunferencias ortogonales que pasan por 

el punto de tangencia; el eje radical es la línea tangente a todas las circunferencias 

de la familia y es ortogonal a la línea de los centros de g. 

Al igual que los casos anteriores si invertimos a una circunferencia respecto a otra 

de su misma familia, se va a una tercer circunferencia de la familia; y si invertimos 

a una circunferencia respecto a una de la familia ortogonal, se invierte en sí misma. 

Notemos que el punto de tangencia queda fijo bajo cualquier inversión. 

Si invertimos una circunferencia g respecto a dos circunferencias de la familia F, 
los puntos de .q se quedan sobre g moviéndose, excepto el punto de tangencia, en 
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p.rmismo-sP.lltido-rlc-modo-que-por--un-!1If!o--se-alejftll-del-pltnto-de-t:angencia-y-por-

el otro se acercan; el punto de tangencia es un punto silla, plWS es tanto atractor 
como repulsor. 

1.3 Razón Cruzada 

Definición. El segmento AB se dice que está dividido armónicamente 
por O y D si: 

AO : OB = -AD : DB 

Se dice que los plintos O y D son conjugados armónicos respecto a A y B 

lo que se denota: (A, B; O, D). 

De la ecuación anterior decimos que si OD son conjugados armónicos respecto a 

AB, entonces AB son conjugados armónicos respecto a OD es decir (O, D; A, B); 
pues también se cumple que 

OA : AD = -OB : BD 

Para construir el conj ugado armónico de una triada de puntos colineales, trazamos 

cualesquiera dos líneas paralelas que pasen por A y B, por O trazamos cualquier 

línea que intersequc a las líneas paralelas en P y Q respectivamente. En QB 

tomamos R tal que QB = BR. La línea PR corta a la línea AB en el punto 

deseado D. 
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A D 

Q 

Para verificar que esta construcción es válida, tomemos los siguientes triángulos 

semejantes L.APC ~ L.BQC, con lo que: 

AC : CB = AP : QB. 

y también por ser semejantes los triángulos L.AP D ~ L.B RD, se cumple que: 

AD : DB = -AP : BR, 

y como construimos QB = BR, se sigue que: 

AC : CB = -AD : DB. 

El caso especial en el que C sea punto medio del segmento AB, D es el punto al 

infinito en la línea AB. 

Si A, B, C y D son puntos armónicos, cada una de las siete permutaciones en la que 

los pares conjugados A, B o C, D no son separados, también es armónica. Estas per

mutaciones son: (A,BjD,C), (B,AjC,D), (B,AjD,C), 

(C,DjA,B), (C,DjB,A), (D,CjB,A), (D,CjA,B). 

Definición. Las líneas OA .Y OB se dice que están separadas armónica

mente por las líneas OC y OD si: 
senAOC senAOD 

senCOB senDOB 

o 

A e B o 
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Dc!alnis¡wnmrnera-dp.cim os-r¡uc-! as-! frw:ls-(:JG- y-f)[)-so lJ-COlJ:;l1gar!as---

armónicas respecto a las líneas O A .Y O B. 

Teorema 1.12. La hilera de puntos en que las líneas de un haz armónico 

corta cualquier línea que no pase por el vértice del haz, es una hilera 

armónica de puntos; además el haz de líneas obtenido al unir cuatro puntos 
armónicos a cualquier otro punto, que no esté sobre la misma línea, es Ull 

haz armónico. 

A o 

Si multiplicamos ambos miembros de la ecuación 

obtenemos: 

senAOC senAOD 
=-

senCOB senDOB 
por 

OA 

BO 

OAsenAOC OAsenAOD 

BOsenCOB BOsenDOB 
AC : CB = -AD : DB 

Ya que en general para cualquier triángulo 6.0AB y C un punto sobre AB se 

cumple que: 
AC OAsenAOC 

CB BOsenCOB 

De la misma manera si partimos de: 

AC : CB = -AD : DB 

y la dividimos entre ~~ tenemos: 

AC·BO 
-:C::-B-=-·""'O::::A-=- -

BO·OAsenAOC 
-

OA· BOsenCOB 

BD·AD 

OA·DB 
BD·OAsenAOD 

OA· BDsenDOB 



y obtenemos: 
s"nAOe 
seneOB 

= 
sen AOD 
sen DOB 
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Corolario 1.13. Si Ima línea transversal corta a las cuatro líneas de 1m 

haz en una hilera armónica de puntos, entonces cualquier otra transversal 

que corte al haz, lo cortará en una hilera armónica de puntos. 

Corolario 1.14. Si un haz armónico corta a una línea en cuatro puntos, 

cualquier otro haz que pase por estos cuatro puntos es armónico. 

Si cuatro puntos A, B, e, D son armónicos, entonces: 

AejAD =-1 
CB DB 

Definición. Si cuatro puntos colineales tienen cualquier posición sobre la 

línea en la que se encuentran, definimos: 

ACjAD 
CB DB 

como la razón cruzada de los puntos A, B, C, D, y se denota por: {ABCD}. 

De manera análoga definimos la razón cruzada de cualesquiera cuatro líneas con

currentes, como: 

lo cual se denota por {abCll}. 

sen AOe j sen AO D 
seneOB senDOB 

Existen veinticuatro permutaciones para cuatro letras, por lo tanto veinticuatro 

posibles valores para la razón cruzada. Pero podemos agrupar a estas veinticuatro 
permutaciones en seis grupos de cuatro, tal que el valor de la razón cruzada es 

el mismo para todos los miembros de un grupo. Por ejemplo si {ABeD} - A, 

entonces: {BADC}, {CDAB} y {DCBA} también tienen valor A. 

Si el valor de la razón cruzada para uno de esos grupos es A, digamos {ABCD} = A, 

entonces los valores para los otros grupos son: {ABDC} = t, {AeBD} = 1 - A, 

{ACDB} = 1~)" {ADBC} = )'~1 Y {ADCB} = )'~1" 
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Si C¡Iatro elClltelltos, 'y~rrnj1lTntos-o-líl\ea~,son-arm6nicHs,el-valof-de-su_ra:r.ón __ 

crll~ada es -l. El signo de la razón crl17.ada depende de si I1n par de puntos es 

separado o no por el otro; si lo son, la ra~ón cru:r.ada es positiva. 

Teorema 1.15. Si un haz (abcd) de rectas corta a una recta en los puntos 
A, B, G, D entonces {abcd} = {ABGD}. 

La demostración de este teorema es análoga a la del teorema 1.11. 

Corolario 1.16. Si dos rectas cortan a un haz en A, B, G, D Y A', B ' , 
G' , D' respectivamente, entonces {ABGD} = {A'B'G'D' }. 

Corolario 1.17. Si dos haces (abcd) y (a'b'c'd' ) pasan por cuatro puntos 
coineales, entonces {abcd} = {a'b' c' di}. 

La ra:r.ón cruzada de cuatro puntos toma los valores 1, O, 00, si .Y sólo si dos de los 

puntos coinciden. 

Por ejemplo, si {ABGD} = 00, implica que: ~~ / ~~ = 00, esto pasa si: AD = O .Y 

por lo tanto A = D; o si: GB = O .Y por lo tanto G = B; Y sólo pasa en esos casos. 

S· {ABGD} - O' l' . AC/AD - O '. I - ,Imp Ica que. CB DB - ,esto pasa SI. 

A = G; o si: DB = O .Y por lo tanto D = B. 

S· {ABGD} - l' l' . AC/AD - 1 '. I - ,Imp Ica que. CB DB - ,esto pasa SI. 

.Y por lo tanto G = D; o si: AB = O Y por lo tanto A = B. 

AG = O Y por lo tanto 

AG = AD y GB = DB 

Cabe mencionar que para calcular la razón cruzada también podemos tomar como 

uno de nuestros puntos, el punto al infinito y para encontrar el valor de la razón 
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cruzada hay que calcular el límite cuando el punto t.iende a infinito. Análogamente 

cuando el denominador es cero, se calcula la razón cnlzada usando límites. 

Si A, B, C son cualesquiera tres puntos colineales, existe un único punto D colineal 

con ellos tal que {ABCD} = A, donde A puede tomar valores t.anto negativos como 

positivos. 

Dados tres puntos colineales A, B y C, para construir el cuarto punto D tal que 

{ABC D} = A para A dada, desde C trazamos una línea que interseque a la línea 

donde están A, B y C, sobre ésta tomamos A' y B' tales que g~: = A. Las 

líneas AA' y BB' se intersecan en D', desde D' trazamos una paralela a CB', que 

intersecará a la línea AB en el punto deseado D. Para hacer esta construcción 

necesitamos que A sea un número construible con regla y compás. 

A B 

Para verificar que nuestra construcción es válida, dados los siguientes triángulos 

semejantes L.BDD' ~ L.BCB' y L.ADD' ~ L.ACA', tenemos que: 

BD DD' 
BC = CB' 

y 
AD 
AC 

dividiendo y reacornodundo los términos tenemos: 

DD' 
CA' 

ACjAD = CA' = A 
CB DB CB' 

Una propiedad de la razón cruzada que usaremos frecuentemente es la siguiente: 
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orden, entonces: {AEBe}· {AEeD} = {AEBD} 

{AEBe}. {AEeD} = ABjAe . AejAD 
BE eE eE DE 
AB·eE·Ae-DE 
BE·Ae·eE·AD 

= AB· DE = {AEBD} 
BE·AD 

Para definir la ra7-ón cru7-ada de cuatro puntos sobre una circunferencia, recurri

remos a la inversión. Sean A, B, e, D una hilera de puntos, la cual invertiremos 

respecto a una circunferencia; por lo que ya sabemos sobre inversión. la línea AD 
se invierte en una circunferencia que pasa por el centro de inversión, y los puntos 

A, B, e y D se invierten en puntos A', B' , e', D' sobre esa circunferencia. 

A 

e 

B 

D 

Para que la ra7-ón cru7-ada se conserve bajo inversión, definimos a la ra7-ón cru7-ada 

de cuatro puntos sobre una circunferencia como la ra7-ón cru7-ada de un ha7- con 

vértice sobre la circunferencia y que pase por los cuatro puntos. 

En la figura se ve que si la ra7-ón cru7-ada de {ABeD} = A, la ra7-ón cru7-ada de sus 
inversos también es A. 

Si tomamos cualquier otro punto P distinto de O que esté sobre la circunferencia, 

la ra7-ón cru7-ada es la misma. Si P está sobre el arco AOD y lo tomamos como 

vértice del ha7- armónico de {ABeD}; como ambos haces subtienden las mismas 

cuerdas, sus ángulos son iguales y por lo tanto tienen la misma ra7-ón cru7-ada. 
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A 

Ahora si tomamos otro punto P distinto de a pero en el arco que describen ACD 
de tal forma que no coincida con ninguno de los puntos A, B, C, o D, sabemos que 

sen LAa D = sen LAP D por ser ángulos suplementarios; por el mismo ra7.0namiento 

los senos de los ángulos del haz en a son iguales a los senos de los ángulos del haz 
en P. Y por lo tanto la razón cruzada no depende del vértice del haz. 

o p 

Ahora veremos que con la definición de razón cruzada para cuatro puntos en una 

circunferencia, ésta siempre se preserva bajo inversión. Veremos el caso en que los 

cuatro puntos están sobre una línea que pasa por el centro de inversión. 

Usando la segunda construcción de el inverso de un punto respecto a una circunfe

rencia, es fácil ver en la figura que: LAN D = LA' SD' puesto que ambos subtienden 

la cuerda QR de modo que al invertir cuatro puntos A, B, C, D sobre una recta 

que pasa por el centro de inversión se invierten en A', B' , C' , D' Y el haz con 

vértice en N que pasa por A, B, C .Y D es igual al haz con vértice en S que pasa 

por sus inversos. Si la hilera de puntos tiene razón cruzada {ABCD}, entonces: 

{ABCD} = {A'B'C'D' }. 
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A D 

Hemos demostrado que la inversión preserva la ra7,ón cru7,ada si los puntos originales 

son colineales, falta demostrar que ésto también se cumple para cualesquiera cuatro 

puntos sobre una circunferencia, es decir, que al invertirlos se preserva la ra7,ón 
cru7,ada. 

p 

0'\ 
, , 

_ - G. 

Sea .q una circunferencia y sean A, B, G, D cuatro puntos sobre ella los que inver

tiremos respecto a la circunferencia 93; los inversos A', B ' , G' , D' están sobre una 

circunferencia 9' . Estas circunferencias 9 y 9' pertenecen a una familia coaxial, por 

lo tanto existe una única circunferencia 92 de la familia con centro en P y una única 

circunferencia 91 con centro en Q. Donde P y Q son las intersecciones de 9 ' y 9 

respectivamente con la línea de los centros. 

Invertimos A, B, G, D respecto a 91, éstos se invierten en A", B", G" y D" sobre el 

eje radical L; invierto a estos puntos respecto a la circunferencia 92 y se invierten 

exactamente en los puntos A', B ' , G' , D', por lo tanto tiene la misma ra7,ón crtl7,ada, 

es decir: {ABGD} = {A'B'G'D' }. 
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Además ,~tl la sección de circunferencias coaxiales invertimos a un punto x sobre ft 
respecto a .1/1 y .r!2, teniendo un punto atractor y uno repulsor; además mencionamos 

que necesitaríamos de la razón cruzada para demostrar otro resultado. Pucs como 

ya estamos en dicha sección, podremos saber exactamente a que circunferencia se 

invierte x. 

Veamos qué pasa si invertimos los siguientes puntos de las circunferencias que perte

necen a la familia 9 y que están sobre la línea de los centros. En esta línea tenemos 

a los puntos N y su inverso M que son los dos puntos fijos por donde pasan todas 

las circunferencias de la familia F. Tomemos la circunferencia gl con centro en O, 

que corte a la línea de los centros en C 1 y que en su interior esté N. Invirtamos un 

punto P entre N y C1 ; se invierte en P' fuera de g1 y notemos que C 1 es su propio 

inverso, pues está sobre la circunferencia de inversión. 

H 

M 

Los puntos N, IvI, P yC1 definen una hilera de puntos y como ya demostramos que 

la razón cruzada se preserva bajo inversión, entonces: 

{NMPC1} = {MNP'Cd 

Dado que la razón cruzada es la misma para ciertas permutaciones que ya enlistamos 

anteriormente, entonces: 

{NMPC1} = {MNP'C1 } = {NMC1P'} 

Usando el teorema 1.18 tenemos que: 

{NMC1P,}2 = {NMPC1 }· {NMC1P'} = {NMPP'} 
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