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Introduccion

La tecorfa de lenguajes formiales v la vida s tificial son sin duda deas mny imupoitantes dentio del estudio
de la computacidn. Las matemdlicas se presentan también como una poderosa hertamicnta en este contexto.
La aplicacidn de cstas d1eas a otros campos comio es ¢l de ia biclogia patece toma mds fueiza cada dia. s
embargo la dificultad de plant esr un modelo matematico que 1efleje con claidad el proceso de evolucion de
ull sistelna no os tarea fAcil.

Muchos procesos de crecnniento de vida vegetal pueden se1 modelados con sistemas diserctos los cuales
tlenecn un manejo mucho mds facil en la generacion de vida avtificial. Los sistemas de Lindenmayes prescn-
tan diversas ventajas solne otros modelos. ya que dstos son gencralmente modelos muy siples que fonraw
el poder de los morfismnos iterados. la graficacion con autosimilitud y las propiedades de las gramaticas
lincales. indepcudietes ¥ scnsibles al contexto. Los avances en la geowetyia fractal y on la graficacion
peimiten presentar a los sistenmias de Lindenmayer como poderosos generadores de vida artificial con funda-
mentos matematicos scncillos paia el estudio de la belleza de las plantas. ademds de promover el estudio del
lenguaje. pues conceptos como ¢f de lingliistica. gramatica. alfabeto.ete: toman una 1eal Importancia.

Los sisterias de Lindenmayer son modelos matematicos basados en la teoria de lenguajes formales Al
varial la forma de recscritura sceuencial en las graniditicas chomskianag por una reescribura on paalelo,
periten simular elementos de la natwaleza como nubes, montaias v galdéxias ademds de procesos de cre-
ciruiento, foiecimiento. metamorfosis. mutaciones. cte; de plantas 1eales. Estos sisteiuns presentan ademds
interesantes pationes de autoshnilitud estrechamente velacionados con la geometria fractal de la teolia del
Caos.

El objetivo pincipal de csta tesls es establecer la caracterizacion de los diferontes fapos de sistemas
de Lindenmayer dentio del contexto de la teorfa de lenguajes formales y exponer de forma precisa el {un-
cronamiento de estos para generar vida antificial.

Fl presente trabajo titulado Sistemas de Lindenmayer se encucntra dividido eu cuatio partes:

o El capftulo 1 propeiciona un contexto histdiico v desglosa una bieve intrioduccidn a los conceptos
bésicos relacionados con los sistemas de Lindenmaver v la vida artificial.

e Fl capitulo 2 intioduce a los conceptos tediicos de la teoria de lenguajes formales. enfocindose cn
describin ¢l funcionannento v principales propiedades de los dos disposifivos mds nupotfantes de esta
teoia. los de reconocinuento { eutdmatas finrfos) v los generativos ( gramdticas).

e Bl capitulo 3 niuestra las caracteristicas v funcionamiento de los prineipales modelos para generacién
de vida artificial. basados en dispositivos generativos. estos son los sisternas de reescrifura.

e El capitulo 4 establece una caractenizacidn de los diferentes tipos de sistemnas de Lindengnayer sin
ambigliedades,

Finalmente se dan las conclusiones derivadas de este trabajo.

En la medida de lo posible. a sravés de tedo ol tzabajo. s¢ usan imdgenes para clanfican los conceptos y
ejeuplos,



il

El escrito fue realizado en IATEX un derivado del formato TEX sobre el sistema operativo NeXTSTEP
v3.3 y compatible con la versién de OPENSTEP, en las instalaciones del Centro de Investigacién y Estudios
Avanzados del IPN. Departamento de Ingenieria Eléctrica, Seccién de Computacidn.
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Capitulo 1

Marco Teorico

Eu 1968 cof bidlogo Arwstid Lindenmayer mtredujo un fommalismo para Ia modelacidn v sipmladdn de o~

gauisines multicelulares. que posterionuente fueron Haados Sistemaes de Londenmaoyer o Swtemas Lo La
figmua I 1 muaestra de forma situple esta 1elacion.

Desanollo de o gauismos multicelulares = Simulacidn v nwodelado con Swstewnas de Lindenayor

L

F1igwra 1 1+ Relacién entre el desatrollo ¥ la simulacion de o1 ganismos vives,

Este formabsmo cstd relacionado por las gramdticas. de la teola de lengnajes forinales. Esta. o3 1w
atea interdisciplinaiia gque perinite definir gramdticas formales o lenguajes especificos en muchas disciplinas
cientificas. ademnds ha sido canriquecida con importantes apoitaciones de la temia matcmatica y ha teuido uu
gran interds por parie de wachos ciensificos en todo ol mundoe desde su swginnento.,

A pattiy de un desatrolio 11gios0 de La teotla due los swstemtas Loosigd Lo aplicacidn de estatcoala a ke -
tlelacidn de plantas. mma de las mds inpor tantes fue a las graficas por computadera que perniticrcu visualiza
estructwas en formas ordenadas de diagramas esquematicos dandoles interpretaciones tridiimensionales ranlos
de plantas. Estus visualizaciones man caron una relacidn impoiiante. ¥ a la vez sorprendente. con los ractales

La evolucidn de los o1 ganisinos puedes ser tepresentada por medio de las gramdticas conocidas en la teoria
de leuguajes folmales  éstas Wihmas son lamadas grantdticas Chomskianas o de Clhomsky La difcienda
pincipal entie las gramdticas de Chomsky y las de Dindenmaye: 1adica en ¢l método de aplicar las 1oglas
de producerdn En las grawmdticas de Chonsky las producaicues son aplicadas e fuinie seouescal on cada
paso uldentias que cu los sistemas de Lindeninayer se aplican en paralelo v ssmuftdnearnente se recuiplazan
todas lag letias de wna palalaa

Esta diferencia tiene gian importancia en las propiedades de los sistemas de Lindenmayer. poique hay
lenguajes cue pucden ser generados por sistemas de Landenmnaver independientes del coutexto y 1o pot las
grandticns independicutes del contexto de Chomsky. de esta fonna los gistemas de Lindenmayer Lan sido
cousider ados coto mu modelo formad para of desarrollo de planras ademds de fener propiedades podem osas
pata la genelacién de fracrales.

La imiportancia del poder de los sistewnas de Lindenmayer pare genela imdgenes. 1adica on la opelacion
en paralelo, conto forma de 1eesciinma.
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La fiowra 1.2 muestra la grafica de un sistema de Lindenmayer y algunos ejemplos de grificas de fractales.

Simlacién de . Frachal de Mandelbrot
Lindemayer - ;
s ‘c;-f“ﬁ,—g
ot e 5.r*-:_
ATt ol T T T %\.ﬁx

Curva de Hoch

Figura 1.2: Relacién de los sistemas L con los fractales.

En general pueden mencionarse dos caracteristicas principales de los sistetnas de Lindenmayer:

o Paralelismo en los Procesos de Reescritura.
Debido a que en los lenguajes que se utilizan para modelar desarrollos biclégicos. los organismos
cambian simultineamente.

¢ Nocién de Gramdiica.
Las graméticas se utiizan como una descripcién de un proceso dindmico mas que estatico.

Esta dlfima caracteristica dio inicio a un extenso estudio de las secuencias generadas vistas como secuern-
cras en lugar de ser simples conjuntos.

Fl desarrollo de una planta puede ser descrito, como lo muestra la sencilla figura 1.3, por un sistema
de reescritura que reemplaza repetidamente ancestros por configuraciones descendientes, de formna que las
reglas de reescrifura especifican como reemplazar un predecesor por una cordigiwacion de cero, uno o wds
sUCesores.

Ancestros = Reglas de reescritura = descendientes

Figura 1.3: Relacién ancestros-descendientes.
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1.1 Alfabetos, cadenas y lenguajes

Un wifabeto es tui conjunto £ finito no vacio de situbolos. a partit de estos stmbolos individuales se construyen
caclenas. las cuales sou =ecucncios fimifas de sinbolos del alfabeto, En geneial las letias de un alfabeto se
denotan con:

bl

v log nombies de cadenas comne.
.U WL

Por gjemiplo. sea el alfabeto
T ={ab}

con el que pucden constiunse las cadenas:

weseia, abobaabl, bbb, v 6

La cadena vecio se define cone wia cadena gue no tiene sinbolos y se denota por AL las sigudentes
1elaciones definen mejor a esta cadena.

] A ‘: 0
A= wA= w
AA= A

uncue estas relaciones aparenteniente son muy faciles, pueden Hegar o comprenderse nial st se pietisa
A t Llacic t t v facil len leg 1 1

gue A es un situbolo que pertencee al alfabeto. cuando es er 1ealidad una cadena. que representa a la wdoeu-
tidad en la concatenacién.

La concatenacidn de dos cadenas w v v es la cadena gue se obticue al junta los simbolos de o ala dereclia

e .

= iy thy,

= 1111'12 53 s f)m
la concatenaadn de @ y v se denota como we,
W = a1dgas - Ul bbby,

La concatenacion de palabras cs andloga » la mulfiplicacion de los utmeios reales. cu su 1elacién de
longitud v logaitine (no en commmtatividad) Dados dos reales posifivos 2 v ¢ se fience.

loglway) = loge +logy
loglzx1) = loge+logl= loguw

v con dos palabras © v y se obiilene:
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La reversa de una cadena se obtiene cuando se escriben los simbolos en orden inverso. si w es la cadena
anterior, entonces la reversa de w es:

wR = Oy ---0zaaii

Una definicién recursiva de w' se da de la siguiente forma. Para todas las palabras w sobre un alfabeto
B, wf es definida recursivamente por:

1. Asiz=

2. 2 =g, siw=ocrparaalgumma s e Ty z € T*

Por cjemplo. si = = amor sobre ¢l alfabeto £. Entonces o7

(amor)® = (mor)fa
{or)®ma
(r}foma
Mroma

roma

Caalquier cadena consecutiva de caracteres en una palabra w. es una subcedena de w. Si

W= vu

las subcadenas v v « son el prefijo v el sufijo de w. Una propiedad simple de las cadenas cs:

Juv |=}u|+]v]

Siw es una cadena entonces w™ implica repetir w. o veces. Un caso especial es:

wb = A

St ¥ es un alfabeto. entonces T* denota el conjunio de cadenas obtenidas por la concatenacién de cero o
mas simbolos de Z. es el lenguaje universal

Por ejemplo. sea el alfabeto definido por:

E = {a}

entonces el lenguaje universal esta compuesto por las palabras:

A

o

aa
and
aaoa
AAGLE



1.2, AUTOMATAS 3

El conjunto I slempre contiene a A, Para excluir a la cadena vacia se define:

E+:E*—{)\}

El conjunto I es finito ¥ los conjuntos % v B son sicmupre infinitos ya que la longitud de las cadenas
o estd hmitada en estos conyuntos.

En la figma 1.4 se 1epresentan los conjunfos £.5* v 2% A pasii del conjunto T {que es un alfabeto
finite). se pueden empezar a formear cadenas aplicande la operacidn de concatenacién a los simiholos del
alfabeto v de esta forma se empicza generar ¢l conjunto L% {que os un conjunto de cadenas). En cste nuevo
conjunto. se puede seguir aplicando la opelacidén de concatenacidn. concatenando unas cadenas con otias y
se generardn nuevas cadenas que pertenecen al mismo conjunto ¥, Cuando se toman subconjunios de estas
cadenas se genera el conjunto 25, que es el conjunto de lenguajes ( o conjunto potencia).

concatenaciin colicatenaclon

n
‘-'-'-Jf‘abeto Lenguaje Gonjﬁnto
Univeresal Foterncia
SIMBOLOGS CADRENAS LEWNSTIAIES
Fiflitcf Ho Infinito Infinite No
Jario Mumerable MNumerable

Figura 1.4: Relacidn entie alfabetos, cadenas y lenguajes.

1.2 Autdématas

Un autdwata es un modelo abstracto de una computadoia digital. Cada autdmata tiene sus pioplas -
caracterfsticas.

En general. tlenen un mecemismo de lectura para la entiada. tal que la entiada es una cadena sobie
algln wlfebeto escrito en un aichivo de entrada que el autémata puede leer pero no modificar. El mchivo
de entrada a su vez estd dividide en celdas. en cada una de las cuales se pone un simbolo. El mecamsmo
de entrada también puede dectectar ¢l fin de la cadena de entiada. El autdnata puede tener un desposifroo
de almocenamiento temporal. que consiste en un niniero ilimitado de celdas. El autdmata siene una wrédad
de control. la cual puede tener uno de cualguior mimeie hnito de estados imteinos ¥ se puede pasar de un
estado a ofro de forma definida.
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La figura 1.5 jlustra las partes de un autémata y la forma en que éstas estan relacionadas.

Archivo de Entrada

I

l Almacenamiento
—
Unidad -
de -
Coutrol —
l .
Salida

Figura 1.5: Partes de un autdmata.

Un autdémata opera en tiempos discretos. En cualquier tiempo, la unidad de control estd en un estado
interno y el mecantsmo de entrada estd leyendo un simbolo particular del archivo de entrada, el estado interno
de la unidad de control en el siguiente paso estard determinado por la funcién de transicidn. Esta funcidén
de transicién proporciona el siguiente estado en términos del estado actual y el simbolo de entrada actual

Este modelo general, cubre todos los modelos de autématas, aunque se hace una distincién importante
entre los autdmatas finitos deterministicos y los no deterministicos. donde los primeros se caracterizan por
tener bien definida la conducta de sus transiciones. mientras que los secgundos, tienen un conjunto de posibles
opciones de conducta.

Un autémata que su salida esta restringida a responder dnicamente si o no, es llamado aceptedor . esto
es, dada una cadena de entrada. el aceptador decide si se acepta o se rechaza. Como se muestra en la figura
1.6.

/ ge acepia
\*se rechasa,

cadena attomata

Figura 1.6: Aceptador.
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1.3 Gramaticas

Para poder estudian los lengnajes matemdticamente. sc pueden ntilizar kas gramaticas para describivlos de
nraneta formal.

Una gramdfice es una coleccién de simbolos no terminales y termunales. junto con un siimbolo de inicio
v un conjunto finito de veglas de 1eesciibura. Para diferencia la coleccicn de simbolos. los no rexminales se
cucierian entie corchetes de la siguicnte forrna:

<no teintnals.

uno de estos no terminales se considera como sémbolo de oo, Los términoes que no aprageceu entic corchetes
son los terminales. Cada una de las producciones de la gramitica se denominan regla de reeserituray consisten
de una pate izquierda y una deirecha conectadas por una fecha. En geneial, los lados deecho e izquicido de
las reglas de reescritura de una gramatica pueden ser cualquier combinacidn de terndnales con no terminales.

Jua gramdtice es una cuddiupla
Una gramdtica es una cuddiupla

donde
v es un conjunto finito de objetos llamados verabies.
T un conjunto finito de objetos lamados simbolos ter munales.
S cV  esun shubolo inicial Hamado variable de midcze.
P es un coujunto finite de preducciones.

De tal forma que VAL T 0V NT =B

Por ejemplo. una graindiica paa puestro lenguaje que dique
puede ser formada con las siguientes reglas de reescritura.

<ermunciado>— <sujeto><predicado> <punto>
<sujeto>—<sustantivo>
<gustanfivo—Marco
<snstantivo>— Patricia
<pledicado>—<verho><objeto>
<verho>-—quicic
<objeto>—a<sustantivo>
<punto>—.

El proceso de derivacién de una cadena. (o cuando la gramdtica puede generar a la cadena) empieza con
el simibolo de iuicio y produce la cadena sustituyendo sucesivamente los pationes que se encuenhian en ol

indo izquierdo de las 1eglas de reesciibura de la gramdtica con las expresiones de la devechia hasta (ue sélo
yneden terminales.
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Sea el siguiente ejemplo:

<enunciado>>

§

<sujeto><predicado><punto>

4
Patricia<predicado><punto>

4

Patricia<verbo><objeto><punto>>

4

Patricla quiere a <sustantivo><punto>

4

Patricia quiere a Marco<punto>

I

Patricia quiere a Marco.

S5t los simbolos terminales de una gramatica &, son simbolos de un alfabeto X, entonces se dice que:

G es una gramdtica del alfabeto X, que especifice o un lenguaye de T que consiste en las cadenas generadas
por .

A este lenguaje se le representa con:

L(G)

Esta es una idea general del concepto. comenzando desde el nivel mds alto <enunciado> (simbolo de
inicio) y reduciendo sucesivamente, se van construyendo los bloques del lenguaje.

Las reglas de producciénson la parte mas importante de las gramaticas porque describen la forma en que
ésta transforma una cadena en otra y definen a su Jenguaje asociado. 51 se escriben las reglas de produccion
de la forma:

=Yy

las producciones se pueden aplicar de la sigutente forma:

W = uxXv

aplicando la produccidn ¢ — y a la cadena. se obtiene la cadena:

2= uyv

y esto se denota como:

esto es, w derfve @ z 0 z es derivada de w. 51

W] = Wy = - = Wy



1.4, SISTEMAS DE LINDENMAYER 9
denota que wi derllva a wy, ¥ puede esciibirse como:

un ::"* iy,

donde = mdica un nimero no especificado de pasos (mncluyendo ceio). es decir en coro o wds pasos

81 se tiene la cadena wA v existen varias producciones de A en G entonces la cadena puede ser 1eesciita
de varlas formas v el procesoe de 1essaitwa es no determandstico. Se puede usar una produccidn si Gsta o
aplicable ¥ puede usarse todas las veces que sea necesaria. Al aplicar las 1eglas de produccion en un orden
distinto se derivan muchas cadenas ¥ el conjunto de todas estas cadenas posibles, es el lenguase generado pot
la gramatica.

1.4 Sistemas de Lindenmayer

Los sistemas de Lindenmayer han sido considerados conio una teoiia matemdtica de las plantas. gue da
un énfasis a las relaciones que hay eniie las células (o mddulos) de los organismos. Ademds, pronmeve ¢l
esliudio de la belleza de las plantas que ha atraido la atencién de los matemdticos durante siglos. La figma
1.7 inuestia ejemplos de esta helleza.

Figura 1.7: Sistemas de Lindenmayer.

El propdsito original de los sistenias de Lindenmayer fue la modelacidn del desarrollo de organismos sun-
ples. Las constiucciones matematicas aplicadas a estos organismos fueron formuladas originalnicute como
arieglos celulares de autématas finitos. siendo motivados por los modelos de Redes Nerviosas de MeCulloe
y Pitts v log autdmatas de autorrepr oducerdn de von Neunann.

St se asume un organismie vive cone ur autdmata finito este puede estar en uno de un ndnero finito de
estados. el tiempo en cada uno de los cambios de estado avanza en pasos discretos. En cada paso de ticiupo
el siguiente estado de cada célula cortesponde al cstado. deferminado por la funcidn de transicidn.

Una célula en cualguier estado puede cambiar a:
o una sola nueva célula,

e sel elinvinada (o moit).
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¢ dividirse en una cadena de células,
s o puede permanecel sin cambio.

Ademéds este nuevo estado puede depender ya sea del estado actual o pueden influir los estades de las
células vecinas.

Por otro lado. el nuevo estado puede ser un sélo nuevo estado {determunismoe) o mas de un nuevo estado.
(wndeterminismo). Los sistemas puenden tener como caracteristica en la funcién de transicién que ninguna
célula muera y esto hard que el sistema sea propegado.

Un Sistema de Lindenmayer puede ser visto como una construccidn matematica que consiste de un con-
junto de reglas de produccién con o sin interaccion entre sus céhulas que se aplican en paralelo. un alfabeto
de simbolos ¥ un axioma o estado inicial.

Por ejemplo. sea el sistema de Lindenmayer definido por .

L. Cenjunto de Reglas de Produccidn:

® a—=>a

¢ b—ab
2. Alfabeto:

s {u.b}
3. Aziome:

o ab

Entonces aplicando las reglas de produccién en paralelo. a partir del axioma ab. se obtienen la secuencia
de palabras:

< ab>
4

< a%h >
|

< adb>
4
4

< a*h >

v puede decirse que este sistema de Lindenmayer produce las palabras:

SL={a"b|n>1}
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La gaficacién de estos modelos matemdticos da orlgen a las planfas vy iucles, éstas son simulaciones
del crecimiento v desairollo estiuctural de las plantas reales. Las simulaciones utilizan reglas de desarrollo
expiesadas cn sistemas de Lindenmayer. Cuando las reglas son aplicadas recuisivamente o representan
sisteinas en tres dimensiones. la sinmlacion aumenta notablemente su complejidad. como lo muestia la figura

1.8

Figura 1.8, Recscritura de sistemas de Lindenmaya cu 3D,

La wde arteficral es vsualinente comprendida como el estudio de construcciones hechas por el hombre
gue exhiben en algin sentido o en algin aspecto la vida de ovagnismios vivos existentes, Extiende la biologia
tradicional que sc 1efiere a las cadenas de canbdn de vida evolucionadas en la Tiena. Tiata de sintetiza la
vida como conducta dentro de las computadoras ¥ otrog componentes.

Una plante virtual se genera de un modelo (ue contiene 1eglas para la formacidn de nuevas partes de
la planta. cambios en el tamario v en el contorno. las reglas de reescritura pueden expiesar mds alld que
el desariollo estructural o la forma de crecimiento como son. procesos de mweuchitacidn, tropismos. de-
generacion fisica. ete. Pueden sor restiingidas a los cambios observados en un wedio arnbiente constante u
otras condiciones. La figura 1.9 muestia algunos cjeiplos de estas simulaciones.

3
rh

i

Figura 1.9: Plantas vittuales con sistemas de Lindenmayel

Bl uso de siinulacién para plantas virtuales. pucde hacerse para simdar plantas comnpletas o partes de
un sisterna. Pueden ser 1epresentaciones de plantas 1eales. cuyas 1eglas de produccidn se obtienen mediante
la observacidn v la medicién o bien pueden se1r hipotéticas.

Las plantas virtuales no son simples mmdgertes generadas por compiitadola. simo que eada lsagen 1epne-
senta un modelo de un planda en v instante paticular.

Este desarvollo ocurre en paralelo en cualquiera de estos o1ganismos. Po lo tanto ol paralelrsmo fue nna
caracteristica primordial de los sistemas de Lindenmayer.
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Esto significa desde el punto de vista de reescritura, que todo debe ser reescrito en un sdlo paso del
proceso de reescritura, en contraste con la reescritura secuencial de las graméticas estructuradas: sélo una
parte especifica de la palabra es reescrita en cada paso.

El paralelismo no puede ser siempre simulado por la reescritura secuencial.

Como ejemplo. supdngase un sistema cuya tinica regla es:

a— a

¥ tiene el axioma:

a3
Lo que se obtiene si la reescrituraes secuencial, es que se puede reemplazar a en un paso por a2, obteniendo
eventualmete todas las palabras )
a’, tal que ¢ > 3.

Si Ia reescritura es en paralelo. la palabra «f resulta en un solo paso. No es posible obtener a* o a® de

a®. Entonces s6lo se tienen las palabras:

at?,

De tal forma que se obtiene €l lenguaje:
{a®** |i =0}

La regla falsa a — a se comporta muy diferente entre reescritura secuencial y paralela.

En la reescritura secuencial. ésta no tenia influencia v podia ser omitida. Sin embargo en la 1eescritura cn
paralelo la regla o — o hace posible la simulacién de reescritura secuencial: Ia regla real a — a? es aplicada
a una ocurrencia de a y la regla falsa o — a se aplica para que permanezcan las ocwrencias.

Consecuentemente todas las palabras a', 7 > 3, son obtenidas por la reescritura en paralelo a partir de
a®, si ambas reglas ¢ —+ ¢ y o = a estdn disponibles.

Un punto importante es la prediccién del futuro de los sistemas de Lindenmayer. Los sistemas de
Lindenmayer fueron introducidos principalmente para modelar el desarrollo de organismos multicelulares,
esto es de alguna forma el desarrollo de vida real. Sin embargo hay numerosas aplicaciones en gréficas
de computadoras. donde estos sistemas han sido utilizados para describir formas de vida imaginaria. cono
jardines de vida.



Capitulo 2

Teoria de Lenguajes Formales

La Temia de Lenguajes Formales es parte. entre otias, de las Ciencias de Computacion Tedrica v Lingiilsticas
Computacionales,

La prumera. estucia los conceptos fundamentales v wétodos de las crenclas de la computacion con heiia-
mientas tediicas. asi los modelos tedricos estudian y clarifican conceptos de las ciencias de la computacion.
El estudio de estos modelos v ¢l desarrollo de hetianidentas tediicas, tomadas de las matematicas v 1a légica.
se usan fundamentalmente para dar una estructwa de wnificacion a la practica. La figura 2.1 muestra los
campos de interéds de la Computacidn Tedrica. estos campos estdn estrechamente relacionados.

Teoria de Teotia de
Lenguajes Fornales  Complejidad

Teoria de Teoria de
Autdématas Semanticas
Temia de Aproximaciones
Computabilidad Matemdticas

Figura 2.1: Campos de la computacion tedrica.

o Teorfa de Lenguajes Formales.
Swgicton después de la intvoduceidn del concepto de gramadiicas en la clencia de la Computacion. Ha
sido exitosa en la clasificacion de clases de lenguajes v gramaticas. ya sea por propledades de las 1eglas
gramaticales, por propiadades de parsco o por propledades de complejidad,

e Teoria de Autdmatas.
Comenzd antes que la teorfa de lenguajes formales. Realiza diferentes versiones v niodelos de mdquinas.
maquinas de Turing y autématas para simular la actividad del cerebro. Laentrada y salida del autdmata
pueden considerarse como cadenas de simboelos (o emunciadoes) de un lenguaje,

e Teoria de Computabilidad.

Sugid comro un campo de la légica. Sus primeros componentes fueron la teorfa de funciones recursivas
v la mdquina de Turing cono modelo de un algoritio. Estudia las Hinitaciones (tedricas) de la clencia

13
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de la computacién. Muestra lo que se puede realizar v no, estableciendo propiedades fundamentales
de recursividad y de conjuntos recursivamente enumerables.

Teoria de Complejidad.

Es el estudio tedrico de Jos conceptos que pueden ser usados para medir qué tan efectivo es un algoritmo
y trata de encontrar técnicas eficientes para resolver problemas. Estas medidas se dan en términos
del gasto de los recursos de la computadora (tiempo y memoria) en modelos de maguinas especificas
(méquinas de Turing o mdquinas de acceso aleatorio). Asf como la teorfa de computabilidad trata de
decidir si un problema es soluble ¢ no. la teoria de complejidad. responde a la pregunta si hay una
solucidn que sea realizable practicamente.

Teoria de Semaénticas.

Serefiere al desarrollo de sistemas formales para describir el significado de los constructores de lenguajes
de programacién. Los métodos principales de descripeidn de semanticas son la aproximacién opera-
cional y la aproximacién matemdtica. Esta teoria estd basada en el cdleulo lambda de A. Church y en
los modelos de su caleulo proporcionado por Scott.

Aproximaciones Matemdticas,
Estas se han dado principalmente a la construccidn de Compiladores. de Base de Datos, Procesos
Paralelos. Inteligencia Artificial, ete.

La tabla 2.1 muestra las dreas de aplicacién y cada uno de sus precursores. en el campo de la teorfa de

lenguajes formales.

Area Precursores
Légica, Teoria de Post
Funciones Recursivas  Church. Turing

Neurofisiologia MecCulloch. Pitts
Lingiiistica Chomsky
Construcecién de Backus, Naur,
Compiladores Floyd

Desarrollo Biolégico  Lindenmayer

-

Tabla 2.1: Areas de aplicacién de la teoria de lenguajes formales.

Algunos de estos origenes se caracterizan como la aplicacién de ldgica en intentos para formalizar la

manipulacién de simbolos en ciertas dreas.

Los conceptos de la teoria de lenguajes formales se aplicaron a la biclogia, cuando Aristid Lindenmayer

estudié modelos matematicos para el desarrollo de plantas. Basado en la teorfa de autématas describid
el desarrollo de organismos multicelulares con una coleccidén de autdmatas finitos interactuando. lo que
posteriorinente se dio como una estructura gramatical para representar los sistemas de Lindenmayer. Los
simbolos de una cadena son reescritos simultdneamente y existen reestricciones en la aplicacidn de las reglas.
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2.1 Lenguajes Regulares

Las wdaquinas tedrieas conocidas comwe autdmatas finitos aunque tienen un poder limitado. son capaces de
LECONOCOT Tel as0s patronss de sinibolos gue son los que peitencncen a la clase de fenguoges segulur s,

Como lo muestia la sigmente fabla 2.2 log autdmatas finitos se encuentran en el nivel mds hajo de la
Jerarguda de las principales maquinas y lenguajes que sestudia la teorin de lenguajes formales.

]

Maquinas Lenguajes

Maquina Lenguajes
de Turing  Estructuiados
po1 Frases

Autématas Lenguajes
de Pila Independientes
del Contexto

Autdmatas Lenguajes
Finitos Regulares

Tabla 2.2: Jerarquia de maquinas v lenguajes.
1 3 .

Estua base cstablece la importancia de tales maquinas v lenguajes desde una perspectiva tedrica. pero su
Importancia no se limita a la teorla. Los conceptos que pragentan los autdimatas finitos y los lenguajes iegu-
lares son de interds fundamental para la mayoria de las aplicaciones que requieren técnicas de 1cconocindento

de patrones,

Una de estas aplicaciones es la constimecidn de comnpiladores, Por cjemplo un compilador debe de ser
capas de reconocer cudles son las cadenas del programa fuente que deben consideratsc cono replescutaciones
de objetos individuales. es decii. nombres de variables. constantes muudiicas v palabras 1escivadas, Esta
tarea de 1econocimiento de pationes es manciada por el analivador Iéxico del conpilador .
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2.1.1 Maquina Abstracta

Un concepto basico para dar inicio al estudio de los autdmatas finitos es el de mdéguina abstracta como lo
muestra la figura 2.2.

1. Cinia de BEntrads

FTT T 11| semsintfinita
*cc]da

D 2. Cabema de Leciura

3. Umdad de Qonirol

Figura 2.2: Represenfacion de una maquina abstracia.
Dado un lenguaje se construye una mdguina abstrecta particular que verifica si una cadena pertencce a
ese lenguaje o no.

La fisura 2.3 muestra como al tomar cualquier cadena del lenguaje universal la miquina abstracta verifica
si ésta pertenece al lenguaje.

Lenguaje Universal = Miquina Abstracta =  Lenguaje Particular

Figura 2.3: Verificacién de cadenas en una mdquina abstracta.

Para construlr esta maquina abstracta, se necesitan tres elementos fundamentales:

1. Cinte de entrada.
2. Cabeza de lectura:

e con las operaciones:
— Lectura.
— Escritura.
3. Unidad de Conitrol;

s con las operaciones:

— Controlar la lectura.
— Controlar el movimiento de la cabeza de lectura.
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Entonces Ia maquina abstracta puede ser vista como la figura 2.4:

Plgura 2.4: Otia 1epresentacidn para uns mmdquina abstiacta.

donde (1), (2) ¥ (3) representan la cinba de entrada. la cabeza de lectuia v la unidad de control. 1espec-
tivamente. Ademds se puede definir ia operacidn de la mdquina en las siguicntes etapas:

1. Etapae de Imicio,

{(a) La cadena ¢ que sc va a analizar se coloca simbolo a simbolo en la cinta de entrada como se
muestra en la figa 2.3,

| a1 | a2 ] az | ] tp—1 l 0, | A ] ]

Figuwa 2.5: Colocacidn de Ia cadena et la ciuta de enriada.

(b) La cabesa de lectura se coloca sobre la celda del extiemo izquierdo conie se muesira en la fignra
2.6.

Cin Lo [ T L [ TA T ]
.T

Figura 2 6: Colocacidn de la cabeza de leciura.

{¢} La unidad de control se ajusta en cl estado inicial. Este estado se denomnmna el estado actual de

la maquina.

(o [0 [ [ Jar [ [A ] 1]

=
do

2. Ftapa de Eyecucidn. (Cicle Bésico de Operacidn)
{a) Selee el simibolo que estd abajo de la cabera de lectura. cste sfrubolo se denomina sérbolo actual
51 no hay simbolo o el sfmibolo leido corresponde al espacio e blanco. la wdquina se deticue.

{b) Se calcula el nuevo estado de la wdguina a partir del simbolo v estades actuales usando la tabla
de lransiciones. S1 el mueve cstado no estd definido. s mAaguus se detiene.

{c) La cabeza de lectura se mueve mma celda a la derecha.

(d) El mmevo estado se convierte en el estado actual.
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3. Ezamen de configuracidn final

(a) Si el estado gue queda en la unidad de contrel es un estado final, la cadena se acepte de lo
contrario, se rechaza.

El ciclo basico de operacidn se repite. {Se Hmpia la cinta y se obtiene una nueva cadena. )

La tecnologia de las cintas, las cabezas de lectura y las unidades de control con las que se describen los
autématas finitos no es un factor critico en esta definicidén, ya que esta implantacién es un modelo informal
que ayuda a recordar las propicdades de los autdmatas finitos. Pucden construirse maquinas con las mismas
propiedades de computacién utilizando diversas tecnologias y cada una de estas maquinas debe reconocerse
como un autémata finito. En otras palabras, la tecnologia con la que se implementen estos autdmatas finitos
no aumentara su poder de reconocimiento,

Para seguir con el analisis de estas magquinas se debe dar una definicién formal y precisa de un autdmata
finito que identifique las caracteristicas pertinentes de estas maquinas.

2.1.2 Modelo Matematico
Un Autdmatae Finito Determnistico (AFD)M se especifica por una quintupla M = (@, X, d, 0. F') donde:

¢} es un alfabeto de estados.

¥ es un alfabeto de simbolos de entrada.

go € @ es el estado inicial

F C @ es el conjunto de estados finales.
¢ §:0Q xX— Qesla funcién (completa) de transicidn,

Se asume ademas que:

QN =0

Esto es debido a que los simbolos que identifican estedos son diferentes de los simbolos del alfabeto.

La notacidn:

§:0xT =0

denota al conjunto de pares ordenados. (donde el primer elemento es un estado y el segundo es un simbolo
del alfabeto). que mapean a un estado cualquiera del conjunto de estados @ por ejemplo.

sean a. b simbolos de un alfabeto I, esto es T = {a.5)
v sea gy un estado, de tal forma que ¢g € )
entonces por la notacién anterior. & : Q@ x T — @ puede ejemplificarse con & : {gp,a) = ¢o.

Esta caracterizacién matemdtica implica que en la cinta de entrada sdlo se podirdn almacenar cadenas

con simbolos de X.

e Fl alfabets T especifica a los simbolos que se pueden almacenar en la cinta de entrada. Ademds. ¥ es
el alfabeto sobre el cual se construye el lenguaje que se quiere reconocer.
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o Kl congunto ) especifica a los estados que caracterizan a la unidad de contiol.

e El tmico estado miciol es gp € §. un autémata puede tener sélo un estado inicial.

o Ll subcenjunlo F C Q caracternisa a los esiados finales.
Esto significa que el antdnata puede tener una o mds estados finales. Un antdata finite que no tene

estados finales no 1cconoce ningin lenguaje.
o La funcién de transicidn & especifica a las instivcciones de operacidn de la midquina. La funcidu 4
rapiesenta a la tabla de fransicion.

Hasta aqui. sdlo se han especificado los clementos del autdimata (no la operacién). porque ¢l modelo
matemnatico os una idealizacién que permite describir las propredades el objeto.

Como 4 es uua funcidn completa. el AFD M se dice gue es un autémata completo,
A la definicidn se le hacen variantes v éslo implica tener varlas familias de Antdnatas Finitos
Sea el AFD M = (. L. d.g0. F). Se dice que una cadena QE* es una configuracidn de M.

Esta cadena 1epresenta al estado actual de M y lo gque resta de leer de Ia cadena de entrada, comoe lo muestra

I figma 2.7

Lo [ae [ e[ - Tan | ]

T
q

Figmia 2 7: Configuracidn de la mdguina M.

donde
gEQ ¥ E¥=a,u,41..-0ne1ty

De tal forma gue la confignracidn se lee comer

Glytlgm] .o Gy [ Ll

La configiracion de la maquina mdica que resta por leer como se muestra en la fignra 2.8

T 1]

Figura 2.8: Simholes que restan por leer.
estA por Iniclar a lser o,. el estado actual es ¢. o bien la unidad de control esta en el estacdo g.

De la definicién de configuracidn se desprende ¢gue gyz. donde 2 € ¥ es la cadena que s¢ va analizar.

coriesponde a la configuracidn inecral de M. 51

Y= agde .. Oy,
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la configuracidén inicial es:
qoa1dz ... Gy

donde el prefijo gpe1 representa al estado ¥ al simbolo actuales de M.

Ahora. gyaias ... 0y Puede representarse en la maquina como en la figura 2.9:

Loafaa [+ - fon]

)
4o

Figura 2.9: Configuracién inicial.
De manera general, para una configuracién py, donde:
¢ p es el estado actual,
o y=bibs... 0, esla cadena que resta por leer.
o pbibo... b, es la configuracidn actual.

el prefijo pby representa al estado y simbolos actuales como se muestra en la figura 2.10:

TS LN BT

T
P

Figura 2.10: Representacidn del estado y simbolo actual.

No existe memoria hacia atras, ésta es sélo local. no importa lo que se ha leide sino lo que se va a leer.

Seael AFD M = (&, 2.4, g0, F) ¥ sean las configuraciones pz y gy. Entonces se puede definir al simbolo
F como una relacién binaria sobre QX* de la forma:

prtgysic=oy paraalgin a € B, v é(p,a) =g

esto representa un ciclo bdsice de operacién de M.
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Ademds puede ser representado grdficamente como se mwestra en la figura 2.11. Supdngase la configu-
racidn en ¢l estado p. leyendo el simbolo a. tal que @ = ay.

= |
2] v T
T,
V4

Figira 2.11: Representacion de p leyendo a « tal que o = ay

o bien como se muestra en la figura 2.12:

= 4 -1
‘e‘a ',(,'1“,ij2§"" = 1'!;'?-,.1"'
T
e

Figma 2.12: Representacion de p leyendo a o tal que = =y1.. .y, -

Los dos exticiios de la cinta estdn abiertos. porque del lado izquierdo. puede ser nna cadena o nua
subeadena vy por el lado derecho se supone una cinta semi-infinita,

Esla representacion muestia comoe a tomar cualquicr cadena del lenguaje universal la mdquina abstiacta
velifica si ésta portenece al lenguaje,

SRR EPUTOT DYSRTUY SR . R, |
. Entonces al!hbcb 1o eonba [UIICIHL Ue

[av]
o
£
o
i
e
k]
[
-
]
W

Si §{p.a) = g esio es. del estado p con ol simbolo & pas:

) 3 1
transicion y 1ecordando que = = ay. ocurre un ciclo basico de operacidn como se wmestia en la figina 2.13:

+ y 3
[a o [y | |
T
¢

Figua 2.13. Ciclo bédsico de opetacida.

Uwn erclo bdsico de operaeran ocurre cuando la cabeza se mineve un lugar hacla adelante y pasa a ¢ pero coxo
2 = gy. la confipumacion va no contiene a a. y por lo tanto ya cs y

Siocurre p b gy en M se dice que Ia configuracidn pr produce lu configuracion gy.

Para b > 1seescribe pr Fr qusi b =1y pe b gy osi b > 1y existe una configuracion rz tal que pr = rz
v rz R gyt oen este caso se dice que ocurnieron k ciclos de operacién.
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1]
(3]

Lo anterior puede ser visto de la siguiente forma:

s k= 1= un ciclo basico como lo muestra la figura 2.14:

= x -
F Y -
"'ral?Jl'yZl"' ]yn'
i)
P

pay ! qy = pay - qy
(o Y -

el lwm ] e

4
g

Figura 2.14: Representacidn de % ciclos bésicos cuando k = 1.
o k> 1= k ciclos basicos.
prFr gy=pz b rzrz b1 gy

Six = ez ¥ la unidad de control se encuentra levendo el simibolo a en el estado p como lo muestra la

figura 2.15:
F r -
t z 4
CRCEEY —l_a' l zl | zz I - .. . I Zn ] LRI
T
»

Figura 2.15: Representacidn de & ciclos basicos cuando & > 1.

Aplicando la funcién de transicién é(p.¢) = r la unidad de control se mueve una celda a la derecha
cayendo en el estado r y comenzando a leer la cadena z. en esie caso especial al stmbolo z; como lo
muestra la figura 2.16:

F z -
Jalzsm ] @]
T
T

Figwa 2.16: Representacidn de aplicar la transicion 8(p, o) = 7.
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Después de & — 2 aphicaciones de la funcién de transicién. sc aleanza la configuracidn vz _2. cono 1o

muestra la figwa 2.17:

sl s aca e a2 ||

‘a]zl

Figuia 2,17, Representacion de aplicar la transicidn & — 2 veces.

Finalmente aplicande la funcida de transicion 6{r. zp_2) = ¢ se obiene la confipuracidu gy tal yue
U= Zp_1Zp o Zaglc o n. COlRo e muestra en la figura 2.18:

- 2 =
F % =
ez (o] cJa jalan [Tl [
i 1y =

Figura 2.18: Represenlacion de la configuracién gy.

Seael AFD M = (Q.2.6.¢o. F) ¥ sean pr y qy dos configuiaciones de M.

e Se escribe po ¥ gy st po BN gy, yasea pr = gy, o pr B gy

tal (ue
+  dmplica un wdmero finito de pasos ne nulo

= implica ceio 0 mAas pasos.

Sea el AFD M = (Q. 5.3 g¢. F'). se dice que una cadena © € B* es aceptadu o reconocidapor M sl ocnre
(que sx bB" fopara salgin f € F. Sea la cadena ¢ tal que = £pxs -+ 2, se siguen los siguientes pasos.

s Etapo de Inreso. colocar bien la cadena en la cinta. se coloca la cabesa de 1a unidad de contiol en la
primera celda como en la figura 2,19, §i por arror existe un blanco en medio de la cadena se reconoce

s6lo una subcadena.

(o (o [ o] :

T

&

Fignra 2.19- Etapa de inicio.
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e FEtopa de reconocimiento: en un mimero finito de ciclos basicos de operacién (tal vez cero} H* como se
muestra en la figura 2.20:

I:I;l]g;zl... |$n|

t
f

Figura 2.20: Etapa de reconocimiento.

La mdéquina es abstracta, no estd implantada en un dispositivo fisico, por lo tanto se da el supuesto que la
cinta esta vacia y es seminfinita.

Si la funcién de fransicién de un AFD es total €l AFD es completo de otra forma es incompleto.

En general puede decirse que una configuracién de M es una cadena de @X* que cumple lo siguiente:
e prhgysizr=oaytalquec €Xy é(p.a) =g.
o pztFgy (k>1)

~sik=1ypzt gy
—sikh>1prtrz rztF gy

e pr Yt gy si pr HY gy para algin & > 1.
e pri*gysipr=gyopztt gy

El lenguaje reconocido por M es el conjunto de palabras reconocidas por el autéomata y puede represen-
tarse com.:

LMy={weZ | gut* f.feF}
La familia de los lenguajes reconocidos por los AFD se representa pou:
Larp CE"
Dos AFD My v M se dice que son equivalentessi y sélo si Ly = Lo

No se comparan por elementos sino por la operacién esto es, reconocen al mismo lenguaje.

+

2.2 Diagramas de Transicién.

Para vizualizar y representar un autémata finito puede usarse un diagrama dé transicién. en el cual los
vértices representan los estados y las flechas o arcos representan las transiciones. Las etiquetas de los
vértices representan los nombres de los estados, mientras que los nombres de las flechas, representan valores
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actuales dc los simboelos de entrada.

El diagrama debe estar coinpletamente definido. debe haber por lo menos um aaco para cada simbole del
alfabeto, de lo contrario la wdquina puede llegar a ese estado y enfientaise a una situacion donde no pueda
aplicarse ninguna transicién.

Un diagrama de fransioidn s un grafo dirigido con eliquetas que permite 1cconocer a las cadenas que
pettenceen a un lenguaje dado.

Un diagrama de transicidn es deferminista sl cunple con:

e cada estado ded diagiaana tiene sélo un arco que sale para cada simbolo del alfabeto.

¢ osta completamente defivido.

Esto es. un problana de antdmatas finitos puede pasar a ser un probewma de teoria de graficas.

Puede establecerse entonces Ia 1elacidn entie un grafo v un eutdmetae fintto como lo muestra la tabla 2.3.
Y ¥y

| Grafo Autémata Finito

| Conjunto Finito de Nodos Estados
Conjuuto Finito de Alistas Dingidas | Transiciones
Conjunto de Etiquetas Simbolos de Entrada

Tabla 2.3. Relaciou entre un Grafo v un Autdmeata Finito.

Se dice que se tiene un estado de reconocimienie exifoso s1 se cstablece un camino que conccta al nodo
indeial con alghn nodo final.

Po lo tanto wn problema de perfenencig puede se1 transformado en vno de camings.

Cada lenguaje pucde ser representado por al menos v grafo  Puede haber grafos gue no tengan nodos
fiizades ¥ por lo fanto no lalnd reconociniento. paia que exisba 1econociiicnto deben exastir nodos fuales
conectaclos con otios nodos

Més formahinente, si M = (L8 go. F'). es un antdinata inito determimnistico, entonces su dinglauna
de t1ansicién asociado Gy, tienc exactamente | | vértices. cada uno estd ctiquetado con un ¢, € () diferente.

Para cada 1egla de transicidn:

§={g,.u) =g, B

el grafo tiene una flecha (q:. g,) etiquetada con a. El vértice asociado con gy es Hamado wériice inweral y
Ios véitices ¢, € F son llamados eérfices finales,

Una tabla de transicrones es un arreglo (o mafiiz) bidimensional cuyes elementos proporcionan ol 1e-
suanen del diag:ama de transiciones corlespondiente. Los renglones 1epresentan los estados. las colmnnas los
sfmbolos v la interseccién entre ambos 1epresenta el estado 1esultante.
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Para el siguiente ejemplo. el grafo D esta representado en Ia figura 2.21:

a,b
mﬁa

.
estado L "
erado e .‘\#/@ ;ﬁl";‘ic’

Figura 2.21: Diagrama de transicién.

La matriz de transiciones a partitr del grafo D se representa por la tabla 2.4:

estado ] a b
q0 g1 g3
g1 43 gz
g2 qa g3
q3 g3 43

Tabla 2.4: Tabla de transicidn para el grafo D.

Es decir. la tabla de transicidn es una liga entre la mAquina y el grafo. donde la primera construye un
sistema dinAmico cuyos cambios son transiciones en el tiempo y el segundo. indica relaciones y establece
caminos como una secuencia de nodos y aristas.

El proceso de reconocimiento de una cadena es el siguiente:

1. Procesar la cadena = = aaaaa

» Haciendo un andlists a través del diagrama de transicién se obélene:

nodos : doq19393a9343

CATETO .
{ aristas : (q05 1. a)a (QI- q3, G), (93-; qd3, (1.)., (9‘1- q3.3 a’)‘ (le 3. CL)

tal que la notacidn para las aristas es:

{5, %) (45 - ¥)
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significa que se va del estado:
— q, al estado ¢, leyendo el sfmbolo = y
— a parti del estado g, se va al estado ¢, levendo una y.

Por lo tauto. la cadena no se 1econoce porque no hay camuino al nodo terninal desde el nodo nicial.
e Hacicndo un andlisls a través del autdmata fnite se obticne:

— Conhguracién inicial (igwa 2.22).

Figura 2.22. Configuracién inicial en autdmata finito

— y las fransiciones a patir de la tabla se nmestran en la figura 2 23:

|a,|a,lalu,[awA{...[}
+
go T
q T
3

T
g3 T

g3 T
43

Figuia 2.23: Representacién de las transiciones del autdmata.
Seegiira ol Ay ol procese se detione
Se sabe st Ia cadena pertenece 0 no al lenguaje. pou el contenido de la unidad de control al encon-
trar A s Ssta tiene un estado tevminal. perlenece y. no perfencee si ticne cualguicr otre estade,
Eu este caso la unidad de confiol tiene al estado g3 el cual 110 cs un estado final. Por 1o tauto se
dice que la cadena no pertenece ol lenguage.

Como puede observarse el contenido de la cinta nnnca se altera porque sélo existen dos operaciones.
movimiento v lectura,
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El proceso anterior se ilustra graficamente como:

— Etapa de Inicio: Se coloca la cadena a analizar. cada sfmbolo en une celda de la cinta. Se
pone la unidad de control apuntando a la primer celda registrando ésta, al estado inicial como
se muestra en la figiwa 2.24:

[alelala e AT
T

o

Figura 2.24: Representacién de ia etapa de inicio.

- Cémputo: Se aplica la funcién de transicion hasta alcanzar el simbolo de fin de cadena (A).

- Fiapa Final Se hace el examen de pertenencia del autémata representado en la figura 2.25:

lafelefale|AT---] T
1
a3

Figura 2.25: Representacién de la etapa final.

A es un simbolo de la cinta, No debe confundirse con un simbolo del alfabeto o con la cadena
vacia. Aunque se puede dejar vacia la celda v tiene el mismo efecto, pero por claridad se pone A.

2. Otro ejemplo es procesar la cadena = = ababab, representada en la figura 2.26:

laJpJalbfaib]Aa[-T]
T

g T
g T
g 1
a1
g 1
¢ T
az

Figura 2.26: Procesamiento de la cadena x == ababab

El proceso se detiene en la configuracién final leyendo el simbolo A con el estado ¢z v como éste es un
estado de aceptacidn. la cadena es reconocida y se interpreta que la cadena z, pertenece al lenguaje
z € L{D),

Siempre se debe analizan el espacio vacio o un delimitador esto es. la cadena 1o debe contener espacios
en blanco.
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En general {a operacidn de la mdquina se puede yepiesentar como en la tabla 2.2

T

Maguine M-

e LM
ﬂ N Examen ‘ = :[ﬁce IE( M})
Etapa |=| Etapa |= ‘ »
Inicial Fjecucién Configuracion
» — { Fmal

Figura 2.27: Operacidn de una maquina M,
Un antomata finito M = {Q. X. 8, go. F'). se dice que es weompletosi § : @ x T — (F es una funcidn paa dal.
Por ejemplo sea el autdmata finito definido pos:
{ Q={wal
go  estado inicial

F={gn}=Q
L = {n‘,. b}

AFD
& se define po la tabla.

sstados f a b
qo i1 qo
41 - 4o

Tabla 2.5: Tabla de transicidn para el autdmaia finito.

donde el simbolo — 1epicsenta el hechio que no hay tiansicidn. Sean los siguientes casos:

e Para x = guubabb analizando el comportamiento de la maquina sc obtiene:
qoababb b g habb F quabb b g1bb - geb gy

La ¢adena sc acepta porque ¢y es un estado fual gy € F.

o Para r = qoubube

goababa b grbaba 't gpuba - gibo - gea F ooy

m
i

La cadena se acepra porgque g es un esfado final ¢:

s Para © — abaab

gocbaab B g1baad B gpeab B grab F no existe transicidn.



30 CAPITULO 2. TEOR{A DE LENGUAJES FORMALES
El lenguaje que se reconoce es:

L(M) = {w € {a,b*} | la secuencia no presenta mas de dos a's seguidas}

Sea N el autémata que se desprende de completar el autémata M. entonces N tiene la siguiente tabla
de transicién, creando un nuevo estado para la completitud.

estados | a b

o g1 4o
q1 gz do
qz g2 G2

Tabla 2.6: Tabla de transicién para el autémata finito.

De tal forma que

esto es que los autématas son equivalentes.

No se aumenta la potencia de un AFD incompleto al completarlo.

2.2.1 Gramaticas Regulares

Otra forma de describir a los lenguajes regulares, es a través de clertas gramaticas simples. que sean capaces
de generarlos.

Una gramatica es regular. si
¢ ¢l lado izquierdo de cualquier regla de reescritura consiste en un sélo simbolo no terminal
¢ v el lado derecho es:

~ un sélo simbolo terminal.
— un simbelo terminal seguido por un simhbolo no terminal,
— un simbolo no terminal seguido por un simbolo terminal.

- un solo simbolo no terminal o la cadena vacia.

Ma3ds formalmente se pueden definir como gramaticas lineales por la derecha o lineales por la izquierda.

Recordando el concepto de gramatica presentado en el capitule 1. una gramdiica es una cuidrupla

G=(V.T.5.P)
donde
v es un conjunto finito de objetos Namados wariabies,
T un conjunto finito de objetos llamados simbolos ferminales.

5 eV  esun simbolo inicial lamado variable de inscio.
P es un conjunto finito de producciones.
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Se puede defiun una gramatica G = (V.T. 8. P) lincal por lu derecho si todas las producciones son de la

formia-

A — D, A=z
donde A B&eV yuxwel™

Una gramatica es lineol por lu wzguierde si todas las producciones son de la forma:

A— B, A—>x
Una gramdbica es regular si estd en cualquiera de las dos formas. La iportancia de las gramaticas regu-
laves reside en que los lenguajes generados por elias son exactamente aguellos que reconocen los autdmat as

finitos.

A conlinuacidn se presentan varios cjemnplos de gramdticas

1

1 La gramética Gp = ({8} {a #}. 5. F1) con Py

S —=abSa
o8 una gramdtica iineal por la derecha. Algunas daivaciones pueden ser:
1. S5 abS — abahS = abababS — abubaba.
2. 5= ab8 — aba.
3 8=

El longuaje generadoe por la gramdtica &1 es ¢l lenguaje regular -

L{Gh) = {{ub)"a}

2. Gy =1({5.51.5:}.{a.b}. 5. P) con P
S - Siuh
Sy = Syab| S
52 —

o8 una glanatica lincal par la rquicrda. Algunas derivaciones puedew ser:

S =+ Sjab = Siebub = Syababeb = Ssobabeb = aebebal
S —  Sieb = S1ubab — Shabubab = anbabab,
g Siab—= Syab — aab.

L N

El lenguaje generado es el lenguaje regular:

L{Gy) = {a(ab}*}.
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3. La gramadtica G = ({S. A, B}, {a, b}, 5, P) con P

- A
A= aB|A
B — Ab

no es una gramatica regular, aunque las producciones son lineales por la derecha y por la izquierda la
gramatica en si. no lo es. Ya que todas las derivaciones deben ser por la derecha o bien todas deben
ser derivaciones por la izquierda.

Aungue ésta es una gramdtica lineal. se puede ver que una gramditica regular es siempre lineal, pero
no toda gramidtica lineal es regular.

Un lenguaje L es regular si y s6lo si existe una graméftica regular ¢ que genere al lenguaje.

2.2.2 Propiedades de los Lenguajes Regulares

Las propiedades de clausura de las familias de lenguajes bajo diferentes operaciones resultan ser muy intere-
santes. La siguiante tabla muestra las propiedades de esta familia.

Sean Ly y Ls lenguajes regulares entonces se cumplen las propiedades de la tabla 2.7.

Operacidén Notacién
Unidén LiUls
Interseccidn LinkLy
Concatenacién Ly Lo
Complemento  L;¢

Kleen Ly
Reversa LE
Morfismo h{Ly)
Cociente %J:

Tabla 2.7: Propiedades de los lenguajes regulares.

2.3 Lenguajes Independientes del Contexto

Los lenguajes regulares son 1itiles ¥ se describen facilmente, sin embargo hay lenguajes que no pueden ser
descritos por los lenguajes regulares.

El ejemplo mas relevante de esta limitacidn es el lenguaje:

L={a"b"|n >0},



2.3 LENGUAJES INDEPENDIENTES DEL CONTEXTOQ 33

si se sustituye el paréntesis izquierdo por la o y el derecho por la b, envonces las cadenas como:

(CON- LM 0.

estan en L. pero la cadena {() no pertenece al lenguaje. Hsto no puede ger detectado por los anldniatas
finsitos ya que éstos som incapaces de recordar

BEste o8 un reconocimiento muy importante en los lenguajes de programacion que desciibe tna cstiuctua
aidada de paréntesis. Por esta causa se exticnde la familia de los lenguajes a los lenguuyes mdependienios
del conterto. la cual tiene una gran importancia dentro de la teoiia de lengnajes {oimales.

Las gramaticas regulares estdn restringidas en dos formas:
o el lado Inquierdo debe ser una sola variable y
o ¢l lado devecho debe tener 1ma forma especial,

para hacer nias poderosas a las gramaticas deben hacerse menos estiictas cstas condiciones.

Las gramiiticas independientes del contexto. a difcrencia de las gramdticas regulares, no ticnen i1ees-
tricciones 1especto a la forma de su lado derecho de sus 1eglas de reescritura. aungue el lado wguicado de
cada regla debe segi'r siendo un sélo no terminal.

Estas gramaticas son llamadas wndependientes del conterto porque el lado isquierdo de cada 1egla de
reescrituia contiene un sélo no ferminal. entonces la 1egla se puede aplicar sin importar ¢ contexto donde
se encucnbre este no tenninal. Para hacer una diferencia maicada. la sigiiente 1egla de produccién no es
independiente del contexto:

eNy — rzy

puesto que para poder rcescribir el simbolo no terminal N, éste depende del contexto. debe estar enfie una
Ty uma y.

Una gramatica G = (V.T. 5. P} cs mdependiente del conterto st todas las producciones en P son de la
forma:

A— .
talque A € V v x € (VUT)",

Esta ltima notacidn indica como se menciond anterimnente. que el lade deiecho de la regla de pro-
aucclon puede ser cualquisr combinacion de simbolos terminales con o ferminales.

Un lenguaje L es un lenguaje independiente del contezto st v sélo si hay una gramatica independiente del
contexto G tal que L= L(GY.
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Ahora se muestran ejemplos de gramdaticas independientes del contexto.

1. La gramética G = ({5}, {a,b}. 5. P), con producciones

S = aSa.
S — bS5k,
§—= A

es una gramética independiente del contexto. Una derivacién cualquiera de esta gramiitica es:

5 = aSa, — aaSaa = aabSbaa = aobbaa

entonces el lenguaje generado por la gramitica es:

L(G) = {ww?® | w € {a,b}*}

que es un lenguaje independiente del contexto pero no es regular.

2. La gramatica G, con producciones

§—  abB,
A— aaBb,
B — bbAa,
S—= A

es independiente del contexto y el lenguaje generado es:

L{G) = {ab(bbaa)"bba(ba)™ | n > 0}

Entonces puede decirse que cada gramdtica regular es independiente del contexto, pero no toda gramatica
independiente del contexto es regular.

2.3.1 Derivaciones por la Izquierda y por la Derecha

Las gramaticas independientes del contexto generan cadenas como cualquier otra gramatica, pero como éstas
permiten mas de un no terminal del lado derecho, hay ambigiiedad al querer reescribir una regla con mas de
un simbolo no terminal.

La siguiente gramdtica independiente del contexto puede generar ambigiiedad en la reescritura de los
simbolos no terminales M v N.

S— zMNz,
M- aMa.
M- =z
N = bNbD,

N—= =z
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Para generar la cadena © = zazabzbz
=

1. Escogicndo M o ol simbole ne terminal mas a la izquierda.
S = zMNz= zoMalNz = zazeNz = zezobNbz = zazabzbz.

2. Escogiendo /N, o el sfimbolo no terminal mas a la derecha.
= zMNz = zMbNbz = zMbzbz = zaMabzbz = zazubzbz

La derivacion de 1. se lama dervecidn por lo szguierde vy Ia 20 se lama derrvacidn por o derecha.
El oiden en el que se apliquen las reglas de 1eesciitura no afecta la generacion de la cadena en enalquie
gramdtica mdependiente del contexto. 51 una cadena puede generarse 2 paithh de una denvacidn . entonces
puede generarse por una derivacidn por la izquierda. Cada una de estas derlvaciones tlene el uombre de
Jormas sentenciales.

En el siguiente ejsmplo se muestia como se cambia el orden de las formas sentenciales obtemiendo. efec-
tivamente, la imsma cadena. Sea la gramatica definida por:

S — AB
A= acd
A= X
B — Db
B -+ X

En las siguicntes dos derivaciones. se puede obselrvar que ademids de producir la misma cadena. se usan
exactamente las mismags producciones.

1. 5=t AR =2 0qAB =% ol =% aaBh =% qad

2 § =l AR =t ARL =2 na ABD =% wodb =3 qob

2.3.2  Arboles de Derivacidn

Otra fooma de mostrar las derivaciones aparte de la notacién anteiior. sin importar el orden en el que se
apliquen ias 1eglas son los &xboles de derivacidn.

Los drbofes de derwacidn son d&boles tal que sus nodos represcutan sfubolos ternunales y no teiminales
de la gramitica de la siguiente forma:

e ¢l nodo ralz es ¢l sfnibolo de inicio de la gramdtica.
e los hijos de cada node no terniinal son los simbolos que 1eemplazan a ese no terminal en la derivacidén.
o uingiin simbolo terminal puede ser un nodo interior del &1 bol,

e ni ninguin sfmboelo no ferminal pusde ser una hoja.
Para la gramdtica G. con producciones:

S wAB.
A= bBbh
B AlM
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e La cadena ehBbB es una forma sentencial de & representada por el arbol de la figura 2.28:

SN AN
e — o +— & n
o—-.L/tU.\/

Figura 2.28: Arbol para la forma sentencial abBbB.

¢ La cadena abbbb es llamada una sentencia de L(G).

Los arboles de derivacidn son una forma explicita de describir las derivaciones, como los diagramas de
transicion en los autdmatas finitos.

Sea una gramdtica G independiente del contexto, para cada:
w € L{G).

existe un arbol de derivacién de G que produce w ¥ cada produccidn de cualquier drbol derivacién esta
en L{G).

Aungue los arboles de derivacién muestran de forma clara las producciones que se usan. no muestran el
orden de aplicacién.

Para una gramdtica G = (V.T. S, P} indpendiente del contexto. un drbol ordenado es un drbol de
derivacién para (7 sl y s6lo si cumple las siguientes propiedades:

1. La raiz se etiqueta con 5.

b

Cada hoja tiene un nivel de T'U {A}.
3. Cada vétice interior (vértice que no es hoja) tiene un nivel de V.

4. Sium vértice tiene etiqueta A € V. y sus hijos estdn etiquetados (de izquierda a derecha) aj. aa. .. .. oy
entonces P debe contener una produceion de la forma:

A= a1,60, . ... Up.

. Una hoja etiquetada con A no tiene hermanos esto es. un vértice etiquetado con A no pude tener hijos.

(1]

Un arbol gue cumple con las propiedades 3.4 y 5. pero no con 1 necesariamente, la propiedad 2 se reem-
plaza por:
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-1

2a. Cada hoja tienc un nivel de V.U T U {AL.
y os lbaando un drbol de derivacidn pareiol

La cadena de simbolos que sc obtiens de leer las hojas del drbol de derivacidn de izquicida a derecha (sin
contar 1as hojas cliquetadas con A). se llama una produccion.
Una produceidn s 1a cadena de tetminales que se encucntza cnzando ¢l drbol es recorride en profundidad
sicnipie iniciando con la 1ama mds a la izquierda.
Por ejemnplo. sea la siguicnte gramdabica mdependiente del contexto:

E—~ 4TF
B = TE A
T— Fi”
T — «FT"| A
F— bl(E)

Leyendo fas hojas del drbol de derivacion de izguierda a derecha sin fomar en cuenta las hojas etiquetadas
con A. se obtiene la produccidn +b. Tal que los vértices interiores estdn encerrados en un 1ectangulo v ks
Liojus estan encerradas en un chiculo. la 1alz estd denotada con la palabra yeiz como lo muestia la figuua
2.29:;

Figwia 2.29: Arbol de derivacidn para la cadea +5.
Se presenta ima amiygiedod cuando para alguna cadena w € L{G) hay mdas de un darbol de detivacidn.
Una gramitica independiente del contexto es ambigue si existe alguna cadena w € L(GE) que ticne al
menos dos arboles de dervivacidn difeienres. Alternativamente. la anbigliedad imphea la existenaa de dos o

mas derivaciones por la derechia o pov la izquierda.

Por ejenuplo. la gramdtica con producciones:

S— aSh|SS|x
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es ambigiia ya que la cadena aabb tiene los dos drboles de derivacién siguientes en la figura 2.30:

'/SI.\G 5'/.>'
SING LA,
. £ 3 A }5%\&

Figura 2.30: Arboles de derivacién para la cadena aabb.

2.3.3 Métodos para Transformar Gramaticas

Uno de los principales problemas en el estudio de gramaticas v lenguajes es la presencia de la cadena
vacia. Aunque juega un papel importante en muchos teoremas y demostraciones. es preferible eliminaria.
considerando sélo los lenguajes que no contienen a la cadena vacia.

Sea L cualquier lenguaje independiente del contexto ¥ sea G'= (V. T, 5§, P) una gramatica independiente
del contexto para:

L—{A}

entonces la gramatica que se obtiene al agregar a V' {tal que V es el conjunto de simbolos variables de
G la nueva variable Sy. haciendo Sy el simbolo de inicio y agregando también a P las producciones:

S() - 8 l A
genera L. Por lo tanto cualguier conclusién no trivial que se pueda hacer para:
L—{)}

se puede hacer para L. Ademdis dada cualguier gramatica independiente del contexto G. hay un método
para obtener G', tal que:
L(G') = —{A}

Consecuentemente. para todos los propdsitos pricticos no hay diferencia entre los lenguajes indepen-
dientes del contexto que incluyen a X ¥ los que no.

Adems de lo relacionado con el simbolo A. se puede llevar a las gramdticas independientes del contexto
a formas simplificadas equivalentes que permiten un ficil manejo de éstas.
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Regla de Sustitucidn Util
Una regla itil para simplficae gramaticas consiste en eliminar producciones indeseadles: el proceso no
necesatiainente residfa en una reduceidn 1eal del nimero de 1eglas.

Sen una produccion del Lipo

A= 21 B

v otra del tipo:

B=yilya] |y
tal que A y B son dos varlables diferentes v éstas son todo el conjunto de producciones en P. entonces
se puede obtener la gramdhiea shnplificada &' = (V. T. 5, P'} tal que la produceidn A - @1 Bre puede
soer climinada de la gramdtica, si se pone en su lugar un conjunio de producciones en las cuales B cs
1ecrnplazada por lodas las cadenas que derlva en un paso de la siguiente forma:

A= mywe | Tivewz | oo | wiyete.

Entonces.

Par ejeruplo. sea G = ({4. B}. {a.b.c}. A P) con producciones.

A= a|anA|abBe.
B — agbA b

utilizando la sustitucién mencionada paia la variable B. se genera la gramdatica G cou producciones:

A= a|acd | abuabAc| abbe.
B = aubAllb

la nueva gramatica GY es equivalente a G. la cadena auebbe tiene la derivacidn

A = oA = vaabBe = anabe

en Gy la derivacidn correspondiente:

A = aed = naube

en (Y. BEn este caso la variable I3 ¥ sus producciones asoviadas permanencen: en la gramdtica aungue
10 tengan un papel impo:tante en ninguna derivacidn,
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2. Eliminacién de Producciones Iniitiles.

Es muy importante eliminar de las gramaticas las produceciones que nunca forman parte de una
derivacién, por ejemplo la gramatica:

S— aSb| x| A
A= ad

de la produccién § — A. se nota que A no puede ser transformada en una cadena terminal. Eliminando
esta produccién se tiene el mismo lenguaje.

Una variable es natil si no hay forma de alcanzar una cadena terminal desde ella. Otra razén por la
que una variable se denomina initil es la siguiente.

Por ejemplo sea la siguiente gramética:

S— A
A— el
B—= bA

la variable B es imitil ¥ también lo es la produccidn:

B— b4

aunque B puede derivar en una cadena terminal. no hay forma de alcanzar :

S=* zBy

Con este ejemplo se ilustran dos razones por las cuales una variable es imitil. porque no puede ser
alcanzada desde el simbolo inicial o porque no pueden derivar una cadena terminal.

Para la gramatica:

G =(V.T.S.P).

donde:

V ={S.4,B,C}.

T = {CL. b},
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con P

S—= uS|A|C

A a.
= aa.
C - aCb.

Pihero, se identifican lag variables que conducen a una cadensa teiminal.

A —=a i B — aa

las variables A y B. pertenecen a este conjunto Para 5. se puede ver ques

S= A= a.

S embargo paza la variable L 1o sucede lo mismo. entonces es una narinble inidfil. Removiendo C y
su produccidn cortespondiente se lega a la gramatica Gy con.

V1 ={S 4. B}.
los termminales:
1 = {a}.
v producciones:
N
A= o
B - aa.

Para eliminar las variables que ne pueden se: alcanzadas desde el simbolo micial. se dibuja la grifice
de dependencia para lag variables. La grafica de dependencia es una forma de visualizar las relaciones
que son complejas para las gramiticas independientes del contexto. los nodos representan las vaziables
v las flechas entre los nodos remesentan que dichas variables estdn relacionadas por una produccion
de la gramatica.

Por e¢jemplo. sean los nodos € v D. hay una flecha de C a D si existe la produccion:

C = zDy
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La figura 2.31 muestra la grafica de dependencia para Vi:

3@

Figura 2.31: Grifica de dependencia.

Una variables es 4fil s1 hay una ruta desde el vértice etiquetado con & al vértice de la variable.
Por lo tanto eliminando B y las producciones relacionadas con B, se llega a la gramética:

G = (V. T",8.F),

donde:
V' ={8.4},
¥y
T = {a}.
con las producciones:
§— aS|A,
A= a

Eliminacion de Producciones A.

La mayoria de las veces no es deseable tener del lado dereche de la produccidn a la cadena vacia.

Cualquier produccidn de una gramatica independiente del contexto de la forma:

A=)

es llamada una produccién-A. Cualquier variable A. para la cual es posible la derivacién:

A=Y

es llamada anuleble.

Una gramética puede generar un lenguaje que no contenga A, aunque tenga producciones A o variables
anulables. En estos casos. se pueden eliminar las transiciones A.
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Par ¢jeruplo. la gramatica:

5= t’lS]_b.
St aSih] A

geatera ol lenguaje filive de A

{a™0" > 1L

La produccion-A. 57 — A pucde ser eliminada después de poner dos producciones nuevas. que se
obficnen por sustituir X por S1. cuando ésta aparece en el lado derecho. haciendo esta fransformacion
se ohtiene la gramética:

S = aSihiab
ST = aSihab.
os facil ver quie esta nueva giamdlticn genera el misme lenguaje. que la ouiginal.

Sea la siguiente graméatica independiente del contexto, definida por:

S  ABwC.
A= BC|A
B— b\
C— DiA
D— 4
Pala ebiminar las trausicioues A se deben consideian los sigusentes puntos

{(a) Encontrar cl conjunto V,, de todas las variables anulables de . usando los siguientes pasos:
i. Para todas las producciones 4 — A poner A en V..
(b)Y Repeti ol signiente paso para foda variable en V,,.
Para todas las producciones:

B - 441142 v An.

donde A;. As.--+ A, €V, Ponar Ben V..

Después de haber encont:ado el conjunito V,,. se construye el nuevo conjunto de producciones 7.
Para ésto. se consideran todas las producciones de £ que fienen la forma:

A ximg o my,.m > 1

donde Vr, € VUT Pava cada produceion de P de esta forma. se pone en P’ esta produceidn
v fodas las que se geperan cuando se reemiplazan las vaiables anulables con A en todas las
combinaciones posibles. Por ejemplo. si @, ¥ 2, son anulables. entonces habrd una produccisn cn
P’ con x, que reemplaza a A, una con ¥, que reemplaza a A ¥y ofia con #,. €, (uc reemplaza a .
Hay una excepcidn. si r, os amalable. la produceion.
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no estd en P,

Entonces para la eliminacién de A, primero se encuentran las variables anulables. para la graméatica de
ejemplo éstas son Vy = {4, B.C}, porque son de la forma:

A=A

Después, para la construccién del segundo paso, se toma la primer variable del conjunto V. en este
caso se sabe que la variable A es de la forma:

A= BC|X

entonces se aplica la sustitucién de X en todas las producciones donde aparezca la variable A. En este
ejemplo solo aparece en el lado derecho del simbolo S, esto implica tener la nueva transformacidn:

S — ABaC| BaC,

A BC,
B—= b},
C—= DA
D— d

Haciendo el mismo procedimiento para la signiente variable del conjunto ¥y (la variable B), se obtiene:

§— ABaC | BaC | AaC | aC.

A— BC]|C,
B - b,
C— DJ|Xx
D— d.

Finalmente para la variable C se obtiene la graméatica transformada, sin la variable X:

S — ABeC | BaC | AaC | eC | ABa| Be | Aa | «,
A— BC|C|B.

B—= b
C— D,
D — d

Por tltimo se debe notar que uno de los usos mas importantes de Ja teoria de lenguajes formales es en la
definicidn de lenguajes y en la construccién de sus intérpretes o compiladores.



Capitulc 3

Sistemas de Reescritura

Los orfgencs de 1os sistemas de reescritura se remontan a la primera parte del siglo veinte, cuando Axel Thue.
propuso el siginente problema:

Supdnguse gue se tiene un comunto de objetos y un congunio de frangfiomaciones (reglas). que cuando
se aphean o estas objetos praducen obyetos en el mismo compunto. Dados dos olyetos o vy en el congunto.
Se quiere suber 51 puede @ ser transformado en y, o hay un tercer obyeto x fel yue v y oy pueden ser frons-
formados en z.

Este problema fue conocido como el problema de lo palebre. Thue cstablecid algunos resultados me-
liminares de las cadenas de sfmbolos que pueden ser extendidos a objetes combinatoiiales mds complejos
como graficas o arboles. Ademds intentd desarrollar un edlculo. paaa decidir el problema de la palabia esto
es. un conjunto de procedimientos o algoritmos que pudieran ser aplicados para obtener la respuesta correctsa.
Es decir. un algoritmo general para resolver ol problema de 1a palabra en una valedad de conjuntos diferentes.

Aproximadamente en los rmsmos afios Dehn. ostuvo trabajando con lo gue resultaria ger ol reforvamiento
de la teorfa de giupos combinatomia e introdujo el problema de la palabra paa giupos. Aparentenente el
11abajo de Thue. estuve abandonado por muchos anos, hasta que éste fue 1etomado por 16gicos paza popor-
clona definiciones de las nociones de algoritmo v procedimiento efective. Esto fue completamente natural.
va gue Thue quetia saber si el problema de la palalna era decidible.

En la mitad de 1930 y mincipios de 1960. los sistemas de reescritura fueron estudiados en lingiistica
ulatemdtica v en feorfa de lenguajes formales ya que fueron muy titiles en modelos matemdticos para
glamdticas estruchimadas por frases. Estas gramadticas fucton soupliamente estudiadas dentio del contexto
del problema de traduccidn de lenguajes natw ales.

3.1 Sistemas de Reescritura

Las matemdaticas apaiecen en todos lados. algunas veces se tiata de determinar s1 una identidad cs conse-
enencia logica doe alganos axionias. Otias veces. se trata de enconfrai soluciones a algun tipo de ecuaciones
Este tipo de razonamientos puede tencr muchas aplicaciones cn la compufacién. incluyendo computacién
algebiaica siimbdlica. prucba de teciemas de autdmatas. verificacidn v especificacion de programas. lenguajes
de programacidn de alto mvel. ete.
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Los sistemas de reeserifure son ecuaciones dirigidas en las que se van reemplazando subtérminos repeti-
damente de una férmmula, hasta que la forma méas simple es alcanzada.

Las ecuaciones dirigidas son las reglas de reescritura, que se utilizan para reemplazar unos términos por
otros. en la direccién indicada.

Los sistemas de reescritura pueden ser de diferentes tipos por ejemplo,

¢ Reescritura de cadenas.
¢ Reescritura de términos.
e Reescritura de graficas.
# Reescritura condicional.
¢ Reescritura de prioridad.
¢ Reescritura restringida.
s Reescritura paralela.

¢ Reescritura secuencial.

¢ Reescritura infinita.

Generalmente dentro de la computacién, los sistemas de reescritura se estudian en las siguientes dos
direcciones:

1. Lenguajes de Programacion.

¢ Semanticas.
e Ldgica Combinatoria.
s Cilculo Lambda.

» Lenguajes de Programacién Logicos y Funcionales.
2. Deduccién Automatizada.

s Computacién Algebraica y Simbdlica.

¢ Procedimientos de Decisién.

¢ Pruebas de Teoremas Basadas en Reescritura.
¢ Unificacién.

Como un formalismo. los sistemas de reescritura tienen una gran potencia en las maquinas de Turing y
éstas, pueden ser vistas como algoritmos de Markov no deterministicos. sobre términos o sobre cadenas.
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3.2 Dispositivos Generativos v de Reconocimiento

Un sestema de reescriture es un par ordenado:

donde.

¥ osun olfabeto v
Fesun conjunto finito de paics ordenados de palabias sobre 2.

Los elementos:

(P.)ye F.

son Hamados reglus de veescritura o producciones y se denotan con:

P—=0Q

Una palabra P sobre £ genere duectomente una palabia @ en stmbolos:
P=q

si y sdlo sl existen palabras:

PP PO,

tad que:
P = P’ir)iln!i Q — Ff{:“nn
v
Pr—=Q,cF
Una palabaa P genere o Q.
P=7g

81 ¥ 36lo sl existe una secuencia finita de palubras sobre 2.
Py. Py . Py, k>0
donde:
Fo=PF P =0

v P, gencia divectaniente a
Py Vv 0<i<k-Ll

Sea W{E) el conjunto de todas las palabras sobre ol alfabeto X entonces.

o = es Una relacidn binaria sobre el conjunto W(I) v
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¢ =* es la cerradura transitiva reflexiva de =.

Un sistema de reescritura puede convertirse en un dispositive generativo, si se especifica un conjunto de
axiomas X de W(Z), y se considera el lenguaje:

LyX)={Q|P="Q, PeX}
como el conjunto generudo por el sistema de reescritura a parir del conjunto de axiomas X.
Ademas un sistema de reescritura puede ser un dispositive de reconocimiento y el lenguaje:
Ly(X)={PIP="Q, QeX}
es el lenguaje reconocido o wceptado por el sistema de reescritura y el conjunto de axiomas X.

La mayoria de las veces, el conjunto de axiomas X, consiste de un sélo elemento y si no, su estructura es
bastante simple.

Si se consideran los dos lenguajes anteriores modificdndolos de tal forma que se dividide el alfabeto en
dos alfabetos:

e terminales X
¢ v los no terminales Ty

y se da un enfoque en el subconjunto de las palabras terminales v no terminales esto es, el alfebeto de
los terminales v alfebeto de los no terminales y tomando en cuenta que sélo las palabras que perienencen al
alfabeto de terminales son las que forman los lenguajes L.

Un algoritmo normel de Markov es un sistema de reescritura:
SR =(E.F),

con elementos de F en un orden lineal:
=

Py — Qg

Ademas si se da un subconjunto Fy del conjunto de producciones, los elementos de Fy. son llamadas
producciones finales y se denotan por P — Q.

En cada paso del sistema de reescritura la primera produccién aplicable debe ser la méas a la izquierda.
Este algoritino posee una propiedad que no poseen todos los sistemas de reescritura en general es

monogénico. ya que para cualquier palabra P hay a lo mds una palabra que puede ser producida a par-
tir de P en un solo paso.

Se dice que P genera a Q directamente. P = @ si se cumplen cada una de las siguientes condiciones:
1. Existe 4. 1 < i < k. y palabras P’y P" tal que P = P'P,P" y Q = P'Q,P".

2. Ninguna de las palabras P;, tal que j < 4. ¢s subpalabra de P.
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3. P, ccurre come una subpalabra de PP, solo una vez.
4. P, — (2, no es un elemento de Fi. y una de las palamas P, . . P cs una subpalabra de .

El proceso de 1cescritura teinina con una aplicacién de una produceidn final o cuando ninguna de las
producciones es aplicable.

8 P = {Jsiysdlosil. y3. sesatisfacen. pero la condicidn 4. no se cumple.
o P =" siysdlo sl hay una secuencia finita P = Ry, By, .... B,. @ tal que,

RB,= R 0<i<y—1

¥
R,=Q
o de lo contiano
P =0
v mnguna de las palabras ... P es una subpalabra de P.

Entonces. para cualguier P. hay a lo més una palabia . tal que P = (. 81 tal @ existe el algorifo

4 1

noimal se confunde con P y traduce P en . De otra foima el algoiitmo se encicla en P.
Por ejemplo. sea ¢l alfabeto {a. b} v las producciones:

fo = A0 XA = aba)

tiaduce cada palabia sobre el alfabeto {a.b} en la palabra abe. Todas las Iotras o y b se eliminan con
las primeras dos producciones v lnego A se 1eescribe como aba.

El algorifmoe normal con el alfabeto {a.X. Y. 23 v las produccicnes:

{Ya—=aY. Xa—= oV X. X = Aa#t - #X}.

{#a = #. 4 = NY = a}

traduce cada palabra:

a'dtat 4 j =0



30 CAP{TULQ 3. SISTEMAS DE REESCRITURA

en la palabra o?. el algoritmo normal multiplica dos niireros.
El algoritmo normal con el alfabeto {a, X,Y, Z,#} ¥ las producciones:

{eX -~ Xa.o#a — X#. aft - #Y.Y — a}.

{X > 2Z,Z = af = )}

traduce cada palabra en la palabra a”. tal que % es el maximo comiin divisor entre i, §.

3.3 Aplicaciones de los Sistemas de Reescritura

Los tipos de sistemas de reescritura que han sido msas ampliamente estudiados, son los que operan con ca-
denas de caracteres. Aunque también se ha hecho una importante aportacién con sistemas de reescritura
en otras formas de operacién. por ejemplo Wolfram. planteé sistiemas de reescritura en arrays para simular
autdmatas celulares.

La primera definicién formal de estos sistemas, fue dada por Thue. sin embargo en los afios 50's. el trabajo
de Chomsky sobre gramdticas formales origind un gran interés en los sistemas de reescritura con cadenas.
El concepto de reescritura se aplicd para describir caracteristicas sintdcticas de los lenguajes naturales. Pos-
terlormente Backus y Naur introdujeron una notacién basada en la reescritura para describir formalmente
el lenguaje de programacién ALGOL-60. Ademds. se encontré la equivalencia de la forma Backus-Naur con
las gramaéticas independientes del contexto de Chomsky y con esto surgié la aplicacidn de la sintdzis y la
gramdtice a la ciencia de la computacién.

Con los avances de la teoria de lenguajes formales, surgié la idea de usar cadenas de caracteres para
describir graficas. Los primeros objetivos fueron reconocer letras escritas a mano o cromosomas. a través de
la codificacién de sus imagenes v analizando las cadenas resultantes. Después se encontrd la relacidn entre las
imagenes ¥ las clases de lenguajes en una manera formal, sin embargo los lenguajes que estaban relacionados
con las imdgenes mds simples resultaron ser sensibles el conterto. aunque hubo muchas aplicaciones ttiles
de la teoria de lenguajes formales en el drea de lenguajes independientes del contexto.

A continuacién se muestran algunas de Ias aplicaciones mas interesantes de los sistemas de reescritura al
campo de la computacién cientifica, describiendo en la mayorfa de los casos el fendmeno de crecimiento con
mecanismos de reescritura. La técnica bisicamente consiste en iniciar con una configuracién o contorno (en
el caso de imdgenes) ¥ reeniplazar sucesivamente las partes usando el conjunto de reglas de reescritura.
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3.3.1 Fractales

Unio de los pimeros ejemplos de ohjctos matematicos definidos por un procese de reescilivra es la curva de
Koch. la cunl cs obtenida recinsivaniente en escala de una cmva original v utilizando el patidn de reduccidn
en la mitad de cada tercio de segmento de la figpma. Estos objetos han sido ampliammente estudiados pox
Benoit Mandelbrot para definir el concepto de fructales.

Un fractel es un contorno geonéirico hagmentado que puede sa subdividido en partes. cada nua de las
cuales es. (al menos aproximadamente) una copia 1educida de la figuia completa. conie lo muestra la figina

3.1

La geometria fractal fue infroducida por Mandelbrot para describi: fendinenocs naturales commplejos tal
como perimetros de islas. montanias. galdxias, nmbes. etec. Ademds demostié que los objetos constyuidos
con esta geometria lamadoes objetos fractales pueden representar patroncs de estrellas cn el cielo, 1edes de
fluidos er nuestro organismo. cte. La geometria fractal es un nuevo campo en las matematicas ¥ paiece
propolcionar una nueva forma mucho mds natwal para ¢l estudio del universe.

Figma 3.1: Fractales.

Se puede descibir la curva de Kocl: en téiminos de reglas de reeseritura de la signiente fora. sc contensza
con dos confornos un smicindor y un generedor. Este Wtlno se divide en XV segmentos iguales de longitud ».
Entonces cn cada etapa de la construceidn se comienza con un segmento de los resultantes de la divisidn y
este se recmuplaza con una copia del generador reducida al tamadio del intervalo a ser 1cenmplazade. Supdngasc
el Iniciador de la figura 3.2:

Figura 3 2: Iniciador.
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y el generador de la figura 3.3:

Figura 3.3: Generador.

depués del primer proceso de reescritura se obtiene la figura 3.4:

AN

Figura 3.4: Primera reescritura.

v aplicando recursivaruente el proceso de reescritura se obtiene el fractal de la figura 3.5:

_VFMW‘: h M"m:) P
Figura 3.5: Reescritura sucesiva.

3.3.2 Autdématas Celulares

El popular juego de la vida de John H. Conway, es una trivial y famosa aplicacién de la teoria de antdmatas
celulares. Este. es sin duda el mejor ejemplo para explicar la teorfa de los autématas celulares.

Esia teorfa fue inicialmente desarroliada por John Von Neumann, para probar la capacidad de autorrepro-
duccidn de una mdquina. Sin embargo, esto fue tan séle un componente de lo gue vendria a ser una teoria
compleja de autématas celulares.

Un autémuate celular es un espacio o conjunto de células con las siguientes propiedades:

s las células estdn distribmidas regularmente en un especio N dimensional.

cada célula estd, en toda generacién. en un estado de un conjunto finito de estados.

una configuracidn de un autémata celular estd definida como el conjunto de todas las células de esa
generacion.

un estedo de una célula en una generacién depende exclusivamente de los estados de sus células vecinas.

¢ una funcidn de transicion define el estado de una célula a partir de los estados de sus vecinos de la
transicién anterior.
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Una caracteristica importante de los autdmatas celulares es que todos los estados de transicidn ocuuren
a la vezr en pasos discictos de tiempo. formando evoluciones sucesivas como mwodelos de evohicion.

El objetivo del juego de la vida consiste en encontiar una configuracion inicial que evolucione a muchas
generaciones {no debe desaparecer répidamente). Los autdmatas celulaves pueden seivii como medelos
explicitos para una amplha variedad de procesos biologicos. quimnicos y fisicos cowo: formacion de paliones
holdgicos. twbulencia de finidos. erc.

El conjunto de estadoes es:

z:{o.u{g

1epresenta una célula muelta.
representa una célula viva.

Ademads se deben de cumzpliv las condiciones para que una célula nasca. sobireviva o mucra.

L

[

Nacwmsento, Una célula muerta en la generacidn k llega a vivir en la sigudente generacion (& + 1) sl
ticne exactamente ties vecinos vivos en la genelacién k.

Muerte por sobrepoblocrdn, Siuna célula vive en Ia generacidu & y fiene cuatre o mds vecinos vivos.
esta célula debe morir en la genetacidn siguiente.

Muerte por eislomaenio. Siuna célula vive en la generacién b y tlene ningin o un vecine vivo e esa
misma generacidn. esta célula debe morir en la siguiente genciacién.

4. Sobrevivencia. Una céhula que vive en la generacién k. deherd permanecer viva enla siguiente generacion
sl tiene dos o ties vecinos vivos ¢n csa misma generacion.

A continzacion se muestra en la figma 3.6, un ejempo de e donde las células permanecen: constantes:

14

R

Figura 3.6:

Reesciitwia en life de peinanencia.
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La figura 3.7 muestra el ejempo de ffe donde las células mueren:

i-[ fl f'_:

||| = gi%I 1I
jiil—,; —

FET T ! I i

—

L]

Figura 3.7: Reescritura en life de muerte.

3.3.3 Maidgquinas de Turing

La clase de autématas que se conoce como Mdquinas de Turing fue propuesta por Alan M. Turing en 1936.
La idea bésica de Turing fue estudiar los procesos algoritmicos utilizando un modelo computacional. En
ese mismo afio, Emil Post presentd un enfoque similar y mas tarde se mostré que ambas estrategias son
equivalentes en cuanto a poder computacional. Las médquinas de Turing pueden ser vistas como una versién
generalizada de los autématas finitos y de los de pila. Ademads se asemejan a los autématas finitos en que
constan de un mecanismo de control ¥ un flujo de entrada que se concibe como una cinta; la diferencia es
que las maquinas de Turing pueden mover sus cabezas de lectura hacia adelante y hacia atras y pueden leer
o escribir en la cinta. Estas caracteristicas aumentan en gran medida la capacidad de las maquinas.

Las acciones especificas que puede realizar una méquina de Turing consisten en operaciones de escritura
¥y movimiento.

La operacidn de eseritura consiste en reemplazar un simbolo y luego cambiar a un nuevo estado (el cual
puede ser el mismo donde se encontraba antes).

La operacién de movirniento comprende mover la cabeza una celda a la derecha o a la izquierda y luego
pasar a un nuevo estado (que, una vez mas puede ser igual al de partida).

La accién que se ejecutara en un momento determinado dependera del simbolo (actual) que estd en la
celda visible en ese momento para la cabeza (la celda actual), asi como el estado actual del mecanismo de
control de la miquina.

51 se representa comn:

¢ T el conjunto de simbolos de una méguina de Turing,
s con S el conjunto de todos los estados, ¥

o con S’, el conjunto de estado que no son el de parada,

entonces es posible representar las transiciones de la maquina por medio de una funcidén, lamada funcién
de transicion de la maquina de la forma:

§: (8'zT) =+ (I'U {L, R))
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donde se suponc que los sfmbolos L y B 1o pertenecen a I
La semudntica de csta iepresentacidn funcional es la siguiente:

1 §(p.x) = (¢g.y) significa 51 el estado actuwl es p y el simbelo actuel es o, vecmplizar o ¢ con el sfmbolo

Yy pasar o estado q.

dp.x) = {g. L) significa st of estado actuel es p y ol simbolo actual es x, mover la cobezo una celda o

[

la tzquierda y pasor 6 estade g.

3. dp.x) = (q. R) significa o1 el estado actuel ¢s p y el sfmbolo actual s x. mover la cabeza una coldo o
fa derecho y pasar o estado g.

Al describir con una funcidn las transiciones de una méquina de Turing, la maquina cos determenisio,
Existe. nna y sdlo 1ma. t1ansicién asociada a cada par estado — simbolo donde el estado no es el de detencidn.

Durante la operacidn normal. una maquina de Turing ejecuta transiciones repetidamente hasta Hegau al
estado de parada. Esto quiere decir que en cicitas condiciones es posible que nunca se detengan los cdleulos
de una méqguina de Turing ya que su programa interno puede quedar atiapado cu un ciclo sin fin

Es 1t representar la maguina de Turing visualmente. El mecanismo de contiol de la mdquina estd
representado por un rectangulo que indica el estado actual de la mdquina. debajo de este 1ectdngulo se
encuentra la cinta de la mdquina: la posicidn de la cabeza de la mdquina estd represcntada por la flecha
como 1o muestra la figura 3.8:

Tnidad

de Control

fl{\\ Cabesa

Lectura
‘\;’ Escritura

N O -2

Figuia 3.8: Maguina de Turing.

Un modelo formal para un pocedimiento efectivo debeid poseer clertas propiedades.
1. Cada procediniento debod poderse describir de maneia finita.

2. Bl mocedimisuto deberd consistiy en pasos discretos. cada une de log enales puede Uevarse a cabo de

ILARETA ICCATLCA.

De manera formal. una maguing de Turing se vepresenta por:

M=(G.5.0.0.qp. #. F)
donde:
¢ (J es cl conjunto finito de estados,
e [' csg ¢l conjunto de sfmbolos de cinta adwisibles.

o # simbolo de T. cs el espacio en hlanco.
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2 C T que no incluye a #, es el conjunte de simbolos de entrada.

§ es la funcién de transicién, es una transformacion de QzI a QzTz{L, R}.
¢ gy £ @ es el estado inicial.
s F C Q es el conjunto de estados finales.
Por ejemploe, sea un elemento de la funcidén de transicién:
5(g0,2) = (g1,4. L)
donde:
¢ la miquina de Turing se encuentra en €l estado gy leyendo el simbolo a,
¢ ¢l proceso de reescritura consiste en sustituir el simbolo e por d v pasar al estado g;.

» el simbolo L. (l&ff) significa que la cabeza de lectura hace un movimiento a la izquierda.

La figura 3.9 ilustra el proceso de reescritura:

do J(f@,ﬂ] = [Ei:arsﬁ'] f1

[T Talalalalal T T | [ lajafdfaja] [ |

Figura 3.9: Reescritura en mdquinas de Turing.

3.3.4 Sistemas de Reescritura de Lindenmayer

Como va se mencioné anteriormente, los sistemas de Lindenmayer. hacen representaciones de imdgenes uti-
lizando cadenas de caracteres. Son sistemas de reescritura en paralelo. que tienen como configuracién inicial
un axioma y utilizando las reglas de reescritura comienzan a generar cadenas que simulan procesos evolutivos
de organismos celulares.

Por ejemplo, sea el sistema de Lindenmayer descrito por:

e alfabeto:
{a.b.c,d.e, f.g,h,i4, k).
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e producciones:

a - be
L — kd
¢ = ek,
d — bh
e —cf.
< I
f =i
g — b
h — de.
I =k
k —&
e a0
a
Este sistema produce la siguiente secuencia:
a
be
kdek
kgbefk

khikdokitd

GIKGOKINL

kdekkghcfkkdek
kebefklkhikdeldhkkgbefk
ihikdekihkkdeldegbetfklidekkhikdekihk

Las céhulas en el estado & corresponden a las porciones ¢ue no tienen crecimiento en el margen de la hoja.
J

Cada una de las cadenas generadas por una gramatica L. ticuc una interpretacidn geométiica. es dedis.
sfbolo a stmbolo se va inferpretdndo geomdtricainente para general la imagen del proceso, Esta graficacidn
ha sido 1ealizada en la mayoria de los casos con la intespretacidn de la geametrio de la tortuga.

La yeometria de lo fortuge. generalmente recibe los comandos:

@ Avanzar hacia adelante n pasos.

o Avanzar hacia atrds n pasos,

o Giim a la derecha o giados.

o Girar a la inquierda o grados.

de tal forma que cada sfmbolo cn la cadena generada ticuc asociado un comando ¢ una combinacién de csios
comandos.

Po gjeraplo. el simbelo 6. obedece al comando avoenzar hacie adelante y girar a la derecha, v cada simbolo
ticue su proplo comando asociado como avanzar a la derecha- girar a la izquierda, solo givar a la lsguierda.
etc. De esta formna se pueden dibujar las correspondientes a las cadenas:
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1. kdekkgbcfkkdek, esta cadena interpretada graficamente se muestra en la figura 3.10:

Figura 3.10: Cadena kdekkgbcfhkdek.

2. kgbefkkhikdekihkkgbefk, de igual forma esta cadena se representa en la figura 3.11 gréficamente:

Figura 3.11: Cadena kgbefkkhikdekihkkgbefk.



Capitulo 4

Fundamentos Tedricos de los
Sistemas de Lindenmayer

El tipo mads simple de los sistemas de Lindenmayer. son los sistemas Uanados LOD. los cuales son deter-

nanisticos ¢ independientes del contexto.

Aunque matemAaticamente son muy simples. cstos sistemas propoicionan una clara visién de las ideas v
téenicas basicas de los sistemas de Lindemmayer y del paralelismo en la 1eescritura on ge

Los primer os ejemplos de los sistemas de Lindenmayer que sc utilizaron pa a mnodelar desarrollos bioldgicos
fueron los swstemas LOD.
4.1 Sistemas de Lindenmayer Independientes del Contexto (LO0)

Un msterma L0 es ima terna G = (X, howp) donde:
o ¥ es un alfabeto.
® 1 es una sustitucidn finita en £ (conjuntoe finito de producciones) y
® 1w (axiomna) es una palabra sobre X.

Una producerdn es un par crdenado (¢. x) v se escribe:

o — X
La letra ¢ o3 lamada predecesor y x es ol sucesor de 1a produccidn.

Pa:a cualquier letra e € Z. hay al menos una palabia y € £* tal que ¢ — x. donde T, representa el
conjunto de palabras sobie X,

Si una regla de produccidn no cstd especificada explicitamente para un predecesor ¢ € £ se asulle (ue
law producerén wdentrdad

o — a
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pertenece al conjunto de producciones del sistema.

Sip=a1...an €8 una palabra arbitraria sobre X, entonces la palabra v = x1...xm € X% €5 derivade
directamenie de p y se denota por:

L=y slempreque d; Y, Vi=1,...m

Una palabra v tiene una derwacidn de longrtud n si existe una secuencia de desarrollo de palabras
generadas a partir del axioma w:

Koy H1e. - tn talque po=w,pp=v ¥ [o= i1 = ... = in.

Fl sistema & va generando palabras cada vez que se aplican las reglas de produccién a partir del ezioma
wp. el conjunto de estas palabras, se conoce como €l lenguaje generado por G ¥ se denota de la siguiente
forma:

L(G) = {wo} Uh(wo) Uh(M{wo)) U... = Ui20 h*(wo)

El mecanismo de los procesos de reescritura de los sistemas de Lindenmayer se puede ilustrar con el
siguiente ejemplo utilizado para simular el desarrollo de un filamento multicelular encontrado en la bacteria
azul-verde Anabaena catenula.

¢ Los simbolos o ¥ b representan los estados citoldgicos de las células.

» Los subindices ¢ (izquierda) y d (derecha) indican la polaridad de la célula, especificando las posiciones
en las cuales, las células hijas serdn producidas.

I:a modelacién del desarrollo estd representado por las siguientes reglas de reescritura:

p1:  8g—+ aba,
P2 ; — bﬁad.
8p3 be =  ag.
pa: b~ ay

Iniciando con la célula ay {como axioma), el sistema de Lindenmayer genera la siguiente secuencia de
palabras:

Qg

abg

biagag
0,0:040.,b4
b,adb@adadbz-adad

Visto en un microscopio, las células se observan como rectangulos de varias longitudes. Las células de
tipo a. son mds grandes que las células de tipo b. Esto puede ser representado graficamente por rectangulos.
los grandes para a ¥y los mas pequends para b. Ademas las polaridades pueden ser representadas por flechas
internas en los rectangulos. Por ejemplo, ¢l axioma a4, se representa por un rectdngulo grande con una
flecha interna cuya direccién va a la derecha. La siguienie palabra generada es e;bg ¥ es representada por un
recténgulo grande con flecha interna a la izquierda y un rectangulo menor con flecha a Ia derecha. Siguiendo
este razonamiento puede interpretarse graficamente cualquier palabra generada.
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La figurs 4.1 muestra el desaniollo del sistema. pata la palabia bagb,agegb,ogog:

Figa 4.1: Desarrollo del alga Anabaenae Catenula.

4.2 Sistemas de Lindenmayer Propagados (LOP)
Un sisterma L0 G = (E. Je.wy) es Damado propegede si no tiene ninguna produccién de eliminaecidn que tene
Ia forma:

@ — A

en su coujunto de producciones. De otra forma el sistema es llamado no propegedo.

4.3 Sistemas de Lindenmayer Deterministicos (LOD)
Un swsteme LO G = (B hwe) os deteymanistico 81 y s6lo si pma cada o € ¥ existe exactament e una o en B
tal que:

th—r

Es decii. para todo simbolo del alfabeto hay exactamente una 1egla de produceidn definida. De otra
forna el sistema es llamado no determindstico.

1. El siguiente sistema de Linderniayer G es propagedo pero no es defer ministico.

G={{a}-{o = a.a— e} )

analizando el conjunto de producciones de este sistema:

(L“‘%‘(L.G,—)(LS



62

CAP{TULQO 4. FUNDAMENTOS TEORICOS DE LOS SISTEMAS DE LINDENMAYER

se nota que hay mas de una produccién especificada para el simbolo a (no determiniama) v que la
produccién de eliminacién ¢ — A no pertenence al conjunto de producciones (propegacidn).

En general, un sistema puede ser definide simplemente por ¢l listado de las reglas de produccidn especi-
ficando el axioma, (el alfabeto T y la sustitucién h pueden ser leidos de las produceciones). Los sistemas
de Lindenmayer pueden definirse también de esta manera. es decir, por su lista de producciones.

Por ejemplo, el sistema L (7 anterior puede definirse como:
{a—a, a-ad conaxioma a.}

2. El siguiente sistema de Lindenmayer, es deterministico y propagado.

¢ alfabeto:

{S.a.b.c,d.e, f,g.h,i. 5. k.m,0,1.2}

e reglas de produccidn:

S— ab
a— dg
b— €0,
c— 22
d—~ Oe
e—=+ «cf
f—= 1
g— hb
h— i
= gk
J—= ml
kE— <0
m— Oc
0— 0
1= 1,
2— 2
e arioma
v

Los primeros ocho pasos de derivacién a partir de S son:

(a) §=ab
{b) ab = dgel
(¢) dgel = OehbcfO

{d) Oehbcf0 = Ocfdie0221c0

{e) Dcfdied221c0 = 0221c0ejkcf0221220
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(f) 0221c0ejkcf0221220 = 0221220¢fm1c022100221220
(g) 0221220c¢fm1c0221c0221220 = (1221220221001220221220221220
(h) 0221220221c01220221220221220 = 0221220221220221220221220221220.

En esta serie de dexivaciones. puede observarse que la dltima cadena deriva en si misma, entonces L{G).
consiste en las nueve palabnas listadas.

E{G)y = { 5, ab.dgel. Gelibe fO. Oef dic02210, 0221cbesi ke f 0221220, 0221220cf m1c0221c0221220.
0221220221c0¢1220221220221220. 0221220221220221220221220221220 1.

Este es un ejemplo del desariollo de nna célula en el contorne de una hoja. De hecho. los tipos de célula
0 1.2 corresponden al tipo de células que definen e] contorno de una hoja de la sigulentc maneva:

& O- células que estdn en las muescas entic los 1éhulos.
¢ 1- células en la punta de los I6bulos.
o 2- células del contorno donde no hay divisidn.

Con esta intei pretacidn. la dltima cadena representa ol contorne de mma heja como lo mmestia Ja figura

4.2:

[

Figura 4.2: Desarrcllo de un sistema de Lindenmaye: LODP.

Aplicando recursivamente este sistema puede obtenerse una figura mas compleja como In gue se muestra
a coutinuacién cn la figura 4.3:

Figura 4.3: Aplicacidn 1ecursiva del sistema de Lindenmayer.
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4.4 Sistemas de Lindenmayer Unarios (LOU)
Un sistema 0L G = (2., h, wq) es unario si y sélo si:
card¥ = L.

donde cardX significa la "cardinalidad ™ del conjunto T es decir, el nimere total de elementos del con-
junio. En este caso el alfabeto £ consta de una sola letra.

La propiedad de estos sistemas de tener sélo un simbolo en su alfabeto, lamada reestriceudn unoria tiene
ciertas ventajas:

e Los sistemas UOL son muy triviales y permiten hacer una caracterizacion completa.

o Las cadenas. que constan de una sola letra, pueden ser puestas en correspondencia con los mimneros
naturales para un facil manejo.
Entonces si ¥ = {a}, cualquier lenguaje L sobre {a} estd determinado tinicamente por el conjunto §
de enteros no negativos definido por
S={n|a*eL}.

En la misma forma una cadena sobre {a} puede ser representada por un entero ¥ un lenguaje sobre
{a} puede ser representado por un conjunto de enteros.

Un sistema LOU puede ser representado como un conjunto de enteros.

Si un sistema LOU es deterministico, propagado o de crecimiento se agregan las letras D, P. G. {growing)
respectivamente.

L. El siguiente sistema L llamado OLVIDA;. muestra un sistema no propegado. no deterministico y
ademas unario.

e alfabeto:
a
o reglas de produccidn:
a—+A
a— a?
a— a®
® arioma:
a

A partir del axioma a se obtiene, en una derivacién de un paso cada una de las palabras A. . a®. ya
que el sistema es no deterministico.

Un segundo paso de derivacion proporciona lo siguiente:
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¢ de A .
INo propoiciona ninguna nueva palabra.
2
o dc o’
Sea a® = ayun se pueden obtener las palabras:

~  a* de la sustitucidn a; — a2, az = o2

1 h - - I "
- o de la sustitucion vy = a2, gz = a® = 07 - o®. a3 = a2
- - 1 Ed
— @™ de la sustiiucion oy — o, az — a®.
.
e de a”.

Sigutendo el procedimicnto similar de a? se obtiene:

a® a® 0 ot @t 018 gt o10 al0 g7 gt 020 422 20

Recordando que en estos sisternas todos los simbolos de la palabra se resscriben semultdneamente,

Un terce: paso de derivacidn produce. en muchas formas difeventes las palabras que olvida el sistema.

(,1.18. (LZI\ f’Lzs. (L24\

es facil de mostiar por Induccidén que.
2. Este ejemplo representa un sistema vnarie v defer mendstico de nowminve EXPONENT By cowr

e axioma

e v laiegla o — .

a— ol = o?
o— (a?)? = ot
o= (at)? = af
a-+ (a®)?% = alt

En general. el sistema genera el lenguaje formado por las palabias:
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4.5 Sistemas de Lindenmayer Extendidos (LOE)

Un sistema L0 G = (T, h, wy, d) es extendido tal que:
e ¥ es un alfebeto de simbolos no terminales,
o h es un conjunto de regles de produccidn,
* W; €8s UN 4TIomA.
o & es un alfabeto de simbolos terminales.

La letra E {extendido) en el nombre de un sistema de Lindenmayer significa que se permite el uso de
simbolos no terminales, entonces un sistema LOE es un sistema L0, donde el alfabeto esid dividido en dos
partes. simbolos terminales y stmbolos no terminales.

Los sistemas 0L y los LOE trabajan en la misma forma, pero sélo las palabras sobre el alfabeto terminal
estin en el lenguaje de un sistema LOE.

Un sistema LOE G puede ser visto como un sistema L0, donde se especifica un subalfabeto > ., y el
lenguaje del sistema OL se intersecta con 3. para obtener el lenguaje del sistema LOE.

Fl siguiente ejemplo es muy instructivo, el sistema LOE Hamado SINCRO,

En esta notacién las letras maydsculas son simbolos no terminales ¥ las mimisculas son simbolos termi-
nales.

o alfabeto de no terminales: )
L =AABBRB.CC,F

e alfabeto de terminales:

s reglas de produccidn:

A—AA A—sae AwA Asa oo F
B—)BJ.? B—b B->B f}’——)b b= F
C—=CC C—=ec C—-C C—=e¢ ¢c—=F

e arioma:

ABC
Es fécil verificar que el lenguaje es:
L(SINCRO) = {a"t"c" | n.> 1}

esto es debido a que el sistema LOE es sincronizado en el sentido de que todos los terminales deben ser
alcanzados simultdneamente.

Por otro lade el simbolo de falla F', nunca puede ser eliminado de la palabra. Este lenguaje es un ejemplo
clasico en la teorfa de lenguajes formales: lenguajes sensibles al contexto.
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4.6 Sistemas de Lindenmayer con Tablas (LOT)
Un sestema LOT es una terna G = (I, 5. wy). donde:
e 5 ¢s un conjunto de sustituciones finitas tal que:

Yo & 8.l teina G = {Z. 0. uy). es un sistema L

En otias palabias un sistema LOT es un sistema de Lindenmayer que tienc 1nds de un conjunte de pro-
ducciones disponibles. pero fiene el mismo alfabeto ¥ el mismo axioma.

El lenguaye de un sistema LOT L{G), consiste de wy v de todas las palabras en los lenguajes:
o). .oglug). donde k> 1
v cada @, poerfenece a 5. Ademds algunos ¢, pueden coineidir
Un rasgo muy caracteristico de la veesciituia en paralelo cs ol uso de fablus.

Una tabla es simplemente un conjunto de veglas de reescritura.

: puede tener varias tablas siempre finitas. es esencial que en cada paso del proceso de -
reescritura. se usen las reglas de produccidn de la misma tabla. Esto causa el mgmen’c(‘ estado del fendmeno
en la modelacidn del desarrollo de o1ganismos, reales o artificiales. Puede haber diferentes condiciones cu el
utedio ambiente (noche y dia. variacion de calor, variacidn de luz, contaminacidn. ete. ) o difeventes fases
del desariollo. donde es importante usa: diferentes reglas. La figura 4.4 mucstra diferentes condiciones cu ¢l
medio ambiente.

Hoche Diia Viento

Figura 4.4: Condiciones diferentes para un sisterma de Lindenmayer.

Entonces se consideran todos los conjuntos de reglas. tablas. obtenidas en esta fouma. Pero se obscrva
cuie las tablas no ticnen senfide en la reescrifura secuencial. Porque sdlo se usa una regla en cada paso de
derivacion. esto es suficiente para considerar el conjunto total de 1eglas.

La letra D indica que todas las sustituciones (todas las tablas) son determinfsticas. Sin embarge. de
acucrdo con la definicién anterior. no hay control con el uso de las sablas. {las tablas pueden ser usadas en
orden arbitrario y en multitud).
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Un lenguaje LOTD no es generade en una secuencia. Una secuencia definitiva resulta sdélo si el orden en
el uso de las tablas estd especificado en forma vnica.

Se define un sistema LOT por la especificacion del axioma en cada tabla, una tabla es un conjunto de pro-
ducciones incluidas en corchetes para indicar que estdn juntas. No hay reestricciones, la misma produccién
puede aparecer en muchas tablas.

Como ejemplo se ve el sistema LOTD Hamado PAL:

® con el artoma:

s vy las dos tablas de reescritura:

Ty=[a—bb— b c— d
Th.={ea—=cb—acc—

(Las letras d y n indican dia y noche respeciivamente.)

En lugar de una secuencia lineal, las derivaciones se presentan en el siguiente drbol en la figura 4.5, donde
la raiz estd representando al axioma:

e @ ® [ ] [ ] [ L 4 E 3
318 {ac)® (Ba)® & 38 {ac?)? a* (a¢)® ba? B

Figura 4.5: Arbol de derivacién.

Cada rama indica cual de las tablas fue usada:
¢ un descendiente por la izquierda resulta de una aplicacidn de Ty,
¢ un descendiente por la derecha indica una aplicacion de T,.

Si no hay un descendiente marcado {como a y ¢ en el tercer nivel) indica que éste ocurrié en un nivel
anterior.

La continnacién puede ser ignorada. si s6lo se estd inferesado en determinar al lenguaje. La rama més a
1a izquierda del drbol contiene las poiencias:

B2 Vi > 0.
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Sin embargo. todas las potencias de:
b= 1,
ocurren en otia parte del &1bol. Lo mmsmo sucede para las potencias:
atyeti = L

Piimnero se debe observar (ue:
Wi > 0.ba" 1 resulta de ba'

aplicando primeio T, v luego 1.

o Dc het la palabra 572 resulta de aplicar Ty
¢ la palabra ¢ ™2 de aplicas T}, dos veces
o y In palabra o' % de ¢'t2 de Ty,

Aunque son aparentemente muy simmples. los sistemas LA P tienen una rica estructura. Si se da un erden
de aplicacion de las tablas. resulta una Unica secuencia de palabras. Se pueden visualizar las dos tablas para
las reglag para el dia y Ia noche.

La aliernacion es ¢l orden natural de aplicacion:
T{]Tn,ﬂiTn.T;l v

{supomiendo que sc comicnza con Ty).
Otia posibilidad es considerar fuz del diu eterna (solo wsar Ty) o noche eterna.

Si se escoge un arioma arbitrario: en vez de . es decir la palabra no vacia w sobre {a.0.¢}. (Algunas
veces se usa el término proyecto L en lugar de sistema L. para indicar que el axioma no estd especificacdo).
Se denota LAPDIA-~ NOCHE(w). LAP — DIA(w). LAP — NOCHE(«x). Cada una de ellas generan una

secuencia especifica de palabras.

De hecho LAP — DIA{w} v LAP — NOCHE(w) son sisteruas LOD. va que LAPDIA — NOCHE(w)

pucde ser visto come un sisferna deferministico y propagado. o sea un LODP.
Por efemplo. para el axioma:
w = abe,
la secuencia es la siguicnbe:
o DIA-NOCHE:

abe. B (ac) e (ba) e (0 e (be* P a. (ac® Yo, (b Va. (ac*)Pe. (ba)3a. .

e DJIA:
abe. D3 bR

s NOCHE:

abe. cac®. et L
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4.7 Sistemas L0 Bifurcados y de Florecencia
Un sistema LO G = (. h.wp) es bifurcado si los smbolos:
[lex

Los sistemas LOT pueden ser utilizados cuando ocurren cambios en el desarrollo de un organismo. La
metamorfosis de un insecto o el cambio de un proceso vegetativo a un proceso reproductivo en el florecimiento
de plantas pueden servir como ejemplos. La figura 4.6 muestra un proceso de florecencia.

Figura 4.6: Proceso de florecimiento.

La produccién del florecimiento se hace con el desarrollo de una estructura bifurcada (o ramificada),
en estas ramas ocacionalmente aparecerdn fHores. Este proceso puede ser desarrollade por sistemas que
contengan simbolos de ramificacién (como son los parémtesis o corchetes). A continuacién se muestra en la
figura 4.7 un proceso de ramificacion y florecencia.

Figura 4.7: Proceso de ramificacidn y florecimiento.
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Bl mecanismo de la induccidn de flores ha sido investigado ampliamente en las plantas que comienzan
a forecer va sea en el dia o en Ia noche. Los cstimulos a la induccidn de floreciniento son 1ccibidos por el
maduiamiento de hojas del crecimiento vegetative de las plantas La figura 4.8 mucstra un flolecimiento
m1ds complejo que los anteriores.

Figura 4.8: Florecimicnto.
Como una demostracién de lo anterior se considera el siguiente sistema L. Este tipo de ciecimiento no
involucia inter acciones cntre las partes de Ia planta o con el medio ambiente.
estiuctina de ramificacidu las 1eglas de produccion emplean los paiéntesis.

e alfabeto:
1.2.3,4.5.6.7.8, 4. B.C. {.)

e tablos de reglas de produccién, descritas en la tabla 4.1

| Vegetativo ‘ Reproductive

=21 11—+ A

23 2248

3—+4 3—+8

4—5 4= 7(1)

3= 76 53—=6

§ - 7(1) G— 7

T=7 77
8= 7(A)
A B
5= C
C—=C

(= (= (

) 2) ) =)

Tabla 4.1: Reglas de produccién.

@ aziorna:
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El alfabeto de la primera tabla contiene comeo simbolos los mimeros del 1 al 7 ¥ los paréntesis izquierdo
v derecho. la segunda tabla contiene ademas el ndmero 8 y las letras 4, B, C.

Las letras mayusculas representan diferentes etapas en el desarrollo del florecimiento:
s Laletra A representa botones de flores sin abrir.

e La letra B representa flores.
¢ La letra C representa flores que han abierto su botén y estdn en proceso de dar un fruto.

La figura 4.9 muestra el desartollo vegetative de las primeras etapas. Las etapas siguientes a partir de la
flecha representan un desarrollo reproductive hasta que la aplicacién de éstas ya no producen cambios.

1
21
321
4321
54321
7654321
T7(1)7654321
77(21)77(1)7654321
77(321)77(21)77(1)7654321
77(4321)77(321)77(21)77(1)7654321
T7(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1) 7654321
77(7654321)77(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1) 7654321
TT(TT(1)7654321)77(7654321)77(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1) 7654321
TT(T7{21)77(1)7654321)77(77(1)7654321)77(7654321)77(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1)7654321
— T{TT(6A)TT(A)TT6T(1)86A)TT(TT(A)7TT67(1)86A)T7(7T767(1)86A)TT(67(1)86A)77(T(1)86A)7T(86A)TT
(6AYTT(A)TT67(1)86A
T7(TT(7TB)TT(B)77TT(A)T{A)TB)7TT{7TT(B)T7T7TT{A)TB) T7(77T7(A)T{A)TB)7T7(TT{A)T(A)TB)T7(7T{A)7{A)7B)77
(7(AYTB)YT7(TB)77(B)77T77(A)7{A)7(b)

Figura 4.9: Desarrollo vegetativo y reproductivo.
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-]
[N

Esta dltima cadcena puede ser vista graficamente de la siguiente forma. como lo mmestia la fgura 4.10,
(las 12umas se han dibujado alternando izguierda-derechal,

Figura 4.10: Flovecimiento.

Se puede notar a través de la gidfica que la vama izquicrda 1das cercana al tallo se 1epite en su parte mds
alta en la sigmiente rama superlm de ésta. Y de esta forma va repitiendo su parfe mds alta sucesivainente
hasta ternunar en una sola B Lo mismo sucede para las ramas del lado derecho.

4.8 Sistemas de Lindenmayer Estocasticos (LOS)

U sustema 0L Gg = (3. P.owg. ©) donde:
e X es un affabeto.
® Wy es ULl arromis.
e I’ es un congunto de producciones
e & es una funcién de destrebucion de probabilidad tal que:

é: P = (0.1]

es 1N sistema estocdstico.
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La distribucidn de probabilidad ¢ es una funcidn que mapea al conjunto de producciones en el conjunto
de probabilidades de produccidn.

Para cualquier letra ¢ € ¥ la suma de probabilidades de todas las producciones con el predecesor a es
igual a 1.

Una derivacién estocdstica en Gy es de la forma:
u=v

si para cada ocurrencie de la letra a en la palabra p la probabilidad de aplicar la produccidén p con el
predecesor ¢ es igual a:

@(p).

De esta forma las producciones con el mismo predecesor pueden ser aplicadas a varias ccurrencias de la
misma letra en un paso de derivacién.

Todas las plantas generadas por el mismo sistema L{ deterministico son idénticas, para poderlas variar
en el mismo sistema sin producir variantes artificeles es necesario introducir variaciones ~especimen a -
especimen” que preserven los aspectos generales de la planta.

Estas variaciones pueden ser alcanzadas por ciertos valores alesiorios en el sistema de Lindenmayer. aphi-
cando las producciones estocdsticamente afectando topolégicamente la estructura de la planta.

Como ejemplo, considérese el siguiente sistema de Lindenmayer estocdstico y no deterministico, donde
los valores arriba de la flecha indican la probabilidad:

e calfabeto:
Fs [s ]s +s -

¢ reglas de produccidn:
F =3 F[+F|F|-F|F
F =3 F[+F|F
F =3 F-F|F

e arioma:



~3
[why ]

4.9. SISTEMAS DE LINDENMAYER PARAMETRICOS (LPR)

Algunas variaciones a las plantas representadas por cste sistema pueden verse graficamente de la sigulente
forma en Ia fignra 4.11:

Figura 4.11: Sistema de Lindenmayer Estocdstico.

4.9 Sistemas de Lindenmayer Paramétricos (LPr)
Los sistemnas L Paraunétricos operan sobre palabras paramétricas. que son cadenas de médulos formados por
sfinbolos pertenecientes a un alfabeto V. los cuales tienen pardmetros asociados que pettenencen al conjunto

de los nlimeros reales R.

Un médulo con simbolos

AeV
¥ pardmetos
1. 5. Gy g ER
es denotado pox
Alay.as.ag ... )
Todo médulo peilenece al conjunto
M=V xR

es ol conjunto todas las cadenas de mddules no vacfas v s¢ denotan como
(VxR y(VxR)*
1espectivamente.

Los paranctros actuales evaluados {muneros reales) apaeciendo en las cadenas. corvesponden con los
parametros fornizales usados en la especificacion de las produceiones del sistema L. Los pardmctros formales
pueden cxistir en expresiones matemdticas y lgicas.

81 T es un conjunto de pardmetros foymales. entonces C(X) denoia & Ia expresion logica con pardnictios
de ¥, v E{L) representa a una expresion aritmcética, con pardmetros del mismo conjunto.

Ambos tipos de expresiones consisten de pardmetros fornales y constantes numéricas combinadas usando
los operadores aritméticos
+. == /
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el operador de exponenciacitn. los operadores relacionales

<, > =
¥ los operadores logicos
L&,
¥ los paréntesis
()

Se siguen las reglas estdndar para construir expresiones correctas y para la precedencia de operadores. Las
expresiones ldgicas evalian a cero para falso y uno para verdadero.

4.10 Sistemas L Independientes al Contexto Parametricos (LOPr)

Uno de los tipos mas sencillos de los sistemas L pardmetricos son los sistemas L Independientes del contexto.

Estos sistemas estdn definidos por la cuddrupla
G=<V.E,w,F>

donde

V'  es el alfabeto del sistema,
3 es el conjunto de pardmetros formales.
w € (V X R)T es una palabra paramétrica no vacfa Hamada ezioma.
PC(VxE*)xCE)x (Vx E(X))* esun conjunto finito de producciones.

Los simbolos ™" y ™ —” se usan para separar los tres componentes de una produccién: el predecesor. la
condicién y el sucesor.
Por ejemplo. en la produccion:

A}t >5 = B+ 1)CD(E> 1 —2)

se tiene que
el predecesor es  A(t).
la condicién es t > 5,
yel sucesor es  B(t+1)CD(%®,t —2)

Una produccion concuerda con un médule en una palabra paramétrica si se cumplen los signientes puntos:
o El sinibolo en el médulo y el simbolo en el predecesor de la produccidu es el nismo.

¢ El niimero de pardmetros actuales en el mddulo es igual al mimero de pardametros formales en el
predecesor de la produccién.

e La condicién es evaluada como verdadera, al sustituir los pardametros actuales en los pardmetros for-
males de la produccién.

¢ Una produccién puede ser aplicada al médulo. creando una cadena de médulos especificada por el
sucesor de la produccién. Los valores de los pardmetros actuales se sustituyen por los pardametros
formales de acuerdo a su posicidn.
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-1
-1

En el caso de que ninguna produceién de P concucrde con i wédulo. se asumie que ésre se 1cemplaza pos
s1 MlsIue.

51 & es un sistema Ly un médulo o produce wma palahia paramériica X como 1esultado de la apicacidn
de una produccion. se denota como @ = X. Dada una palabra paramétiica

o= 0.0 43 ...y

se dice que la palahia
I/:Xi.Xg.Xg.. Xm,

es duectamenite dermwade de (o generada por ) w que se denota como = v sy sélo s
t, = X, ¥Yi=1.2....m

Una palabra paiamétrica v es generada por G en una derivacidon de longitud n sl existe una seencncia de
palabiag pg. 1. ... tal que

o =W M =¥V g = It Sty = . = 1.

Par ejomplo. sea el sistema definido por

o ulfabeto:
E={A.B)

a reglas de produccion:
4

pii Alzy) ty <3 = Alw= 2.z 4y,
par Alzyys y>3 = Bl)A(s/y.0).
w3 Blz): r<l = C

4 Blx): r>1 = Blz-—1)

@ OO
w= B(2)A(4.4)

Entonces pata la primer palaina genevada a parth del axionn w = B(2)A(4. 4), se empicza la 1eescritura de
la sigulente forma:

e para el simbole By en el médulo. so tiene que cunple como pedecesor la condicidn de la producedn
pa entonces. de acuerdo al valor de x = 2 en ol mddulo. se obticne el sucesor de B{2 — 1} = B(1). ¥
para ol simbolo A(x = 4.y = 4} en el médulo. se tiene que cumple con la condiaidn de la propmedad
p2. entonces se obtine el sucesor B(4)A(4/4.0). La primer palabra generada es B(1}B(4)A4{1.0). A
partit de esta palabra se puede obtener la signiente palabra reeserita tomando los valoes actuales de
x y de y. ciuperando a 1eesciibir B(1). se obtie que cumple con [a condicidn de la regla ps. entonces
B(1) evoluciona a B{1 — 1) = B(0). para B{4). cumple igualnente con la condicién de la regla py v
evoluciona a B(4 — 1} = B(3). ¥ para A{1.0) s¢ ve que cumple con la condicién de la propiedad p).
entonces evoluciona a A{1 % 2.1+ 0) = A(2.1). Aplicando sucesivaimente este proceso de 1ecscrifua
se obtiene que la cuarta palabia generada es CB(1)A(8.7). Este proceso de reesciitina. no debe de
olvidarse se 1ealiza en forma simultdnea para todoes los médulos.
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La secuencia inicial de generacién de este sistema 0L Paramétrico est representada en la figura 4.12:
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Figura 4.12: Secuencia de generacion de un sistema L Paramétrico.

4.11 Sistemas de Lindenmayer Sensibles al Contexto (LI)

En todos los sistemas de Lindenmayer discutidos hasta ahora las células individuales se desarrollan sin
ninguna interaccidn con sus vecinos. En términos de teorfa de lenguajes, la reescritura ha sido independiente
del contexto. Sin embargo, en muchas ocaciones se encuentran organismos en los cuales cada una de sus
células estd influenciada por el estado de algunas de sus vecinas paza el proceso de reescritura. Es deciy.
cada célula depende de células vecinas para poder pasar a la siguiente etapa. Estos sistemas son conocidos
como sistemnas de Lindenmayer con intercciones o sisternas de Lindenmayer Sensibles al Contexto.
En un sistema L(m, n) con:
i > 0

las reglas son de la forna:
(e, B) = w, |a|=m|B|=n
Esto significa, que entre las letras o vy . la letra o puede ser reescrita como [a palabra w.

En este tipo de sistemas también se aplica el paralelismo: todas las letras deben de ser reescritas
simutAneamente.

El nombre de sistemes de Lindenmayer] es colectivo para todos los sistemas L(m,n).

Los sistemas L{1,0} y L(0,1) son llamados sistemas 1L: la interaccién de la célula es de un lado. la
reescritura de una letra depende siempre de su vecino izquterdo solamente (o de su vecino derecho).
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Eluso de las lefias D.P E. ticnen el misino siguificado anterior. En particular deternismio significe en esle
caso. que pars cada configuacidn que consiste de una letra v una vecindad {nez). hay exactampente una 1ogla

Como gjemuplo sea ¢l sigmente sistena L{1.0)D.

o alfobeto:

{a. b d}

o veglas de produceridn:
las 1eglag estdn definidas en la siguiente tabla, donde cada renglén indica la vecindad izguicrda y cada
coluuma, la letia a sor recscrila:

0 b oa d
a b ou d
c | b ¢ a wdl

)

& LI

ad. cd. awd. cad. obd. cbd. acd. caad. abad. chad. acad. cabd. abbd, cbbd., achd. cacd. abaad. ..

Este crecinnento en la longitud de palabia no os posible para las secuencias gencradas por sistewas de
Lindenmayer sin Interaceidn o sistemas LOD.

Los intervalos en los cuales la funcidén de ciecimiento permanece constante clece mas alld de todos los
Hmires, El crecnuento es logaritniico.

Es obvio que la capacidad gencrativa aumenta si la interaccidn es mds extensiva. los sisteras:
Lim + 1.0}
soml A8 gencrativos que los sistemas L{m n).
Los sisfema L(0. 11F (vahign como los gisternas L1 01 E) generan todos fos lenguajes 1ecmsivanzente
ermcrables.
4.12 Problemas de Decisién.

Sea un sistema OL G = {Z.h w} que genaia sistenidticaniente elementos de L(G) de la signiente fora.

LiG) = UEC:UL'H(G)-
o Sea Ly(@) el lenguaje que ticne exactamente un elemento. que es w.

e Para cualquier 7. si ya se han generado todos los elementos del lenguaje L{&). éstos pueden se listados
el 1A Secteneia.
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Sin embargo, el lenguaje L(G) puede ser infinito, en este caso el proceso para generar cadenas del sistema
G munca termina. Ademds si se da una cadena arbitraria z € 7, para saber si pertenence al lenguaje L(G)
es imposible hacer el proceso de listar los elementos de L(G). ¥ por lo tanto no permite saber si » € L(GY.

Es muy importante téner un procedimiento (o algoritmo) efectivo el cual, dado un sistema 0L & ¥ una
palabra 2. decida en un mimero finito de pasos si © estd 0 no en L(G). Este problema es conoctdo conio el
problema de pertenencia.

En general hay dos problemas de decisién relacionados con los sistemas 0L:

¢ Problema de Pertenencio:
para cualquier sistema 0L arbitrario ¥ cualquier palabra arbitraria z. decidiy sl x estd o uo en L(G).

o Problemo de Equivalencia:
para cualquiera dos sistemas OL Gy y Ga decidir si L(G1) = L{G3) o no.

Dos sistemas Gy y G2 tal que L{(Gq) = L(G2) son eguivalentes y esta equivalencia se denota por:

G1~Ga
Una forma de resolver los problemas de decision consiste en deseribh un algoritmo. §i este algoritmo

existe el problema de decisién se dice soluble, de lo contrario es no soluble. Entonces, se tiene gue:

s El problema de pertenencia es soluble.

s El problema de equivalencia es no soluble.

4.13 Derivaciones y Graficas de Derivacién en Sistemas OL.

Intuitivamente. se entiende por derivacién y de z. una secuencia de palabras que empieza con la palabra
x y termina con la palabra y, aplicando alguna de las producciones del confunto de producciones en cada paso.

Sea G = {E. h.w} un sistema OL. Una derivacién D en G es una terna
{8.0.p)

donde:

¢ @ es un conjunto finito de pares ordenados de enteros no negativos.

e » es una funcién de 8§ sobre ¥ tal que:

v{i.j) es el valor de D en la ocurrencia (4. ).

 p es una funcién de 6 sobre Uses{o — a| @ € h{a)} tal que:

p(i,j) es la produccién de D en la ocmrendia {i. j).

La ocurrencia (1. §) satisface las siguientes condiciones:

# existe una secuencia de palabras (zp. T..... z,) € B* lamada la traza de Dtal que r > 1 y:



4.13. DERIVACIONES Y GRAFICAS DE DERIVACION EN SISTEMAS L. 81

Lé={lnlo<i<r v 1<j<fz |}k
2. 1w Y es el j-ésimo simbolo en x,-

V0L i<y, war=orar.o,,. donde  plu ) =(w(ig).e,)  pua o<y <,

B este caso D es una deracidn de 2z, a pattit de zg v o2 [ Jongitud de D, La cadena ., os lamada el
resullade de mia derdvacién £, Eo partcular stogg = w0, enrouces. D oes una derivectdn de e, cu G

To1r cjeruplo. sean los sistemas 0L:

LG ={{abdo = a a— o)’}

Y sCa

donde

o 0={(0.,)|1<,<2bUf(L)]1<j<3)

b= = pan (i) €6,

¢ p(0-1) =p(L.2) =0 - ayp0.2) =p(i. 1) =p(1.3) = > o’

entouces 2 es una delivacion de o cu G de longitud 2.

2.G = {{a. b} {u = (ab)?. iy = A} ab}

entonceas:

donde

o 6= {{0 1. (0.2 u{{LH]1</24)ulf2 1<, <8}

o (7, 7]

¢ 81y s lmpa
b8l oes par

2 : -
G @ — {al®) siy os hupar
& Dl = .
O h—= A 31 4 es par
es una derivacién de (eb)* en G.

Dade un sistowna 0L y una derivacion D, una fora sencilla de 1eprescitar D oes a través de une grafica
Hamada Grifica de Derwacidn de D,
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Por ejernplo sea el sistema 0L:

G = {{a}.{a = a®,a — &*}}

y sean Dy y Ds:

Di={0.v.p1) v D2={8.v,ps)
donde:
o 9= {(0.1).(0.2} U{(1.j)]1<i <5).
o v(i,}) = av(i,j) € 0.
¢ p1(0,1) = (a.aa), p1(0,2) = (0. cas).
o po(0.1) = {e. aca). p2(0.2) = (a.ca).
entonces D; y D son dos derivaciones diferentes de ¢° a partir de . ambas son de longitud 1.

Estas dos derivaciones son representadas por las graficas de derivacién de la figura 4.13:

M A

a
daaaa
Figura 4.13: Graficas de derivacién 1

Las derivaciones y los drboles de derivacién son correspondencias uno « une esto es, dada una derivacion
D se puede construir dnicamente una gréfica de derivacidn T que representa a D y de igual forma. para una
grafica de derivacién T sélo se puede construir la derivacién D que estd representada por T

A través de las graficas de derivacidn se puede observar que cada ocurrencia {i. §) en una derivacién D
determina una dnica subderivacién de una subcadena x5 de v(i. j). Sea:

D(i, j) denota la subderivacién determinada por (1,7},

y tal que D{i. j) de y desde p(i. j).
Por ejemplo, y = p(D(i, j)}. Pueden distinguirse dos posibilidades:

1. y # A en este caso la longitud de D(i. j) es exactamente f —i. y (1.]) es una ocuniencia producfios en
D.

2. y = X en este caso la longitud de D(i. j) es menor o igual a f —i. ¥ (1.j) es una ocwrrencia improduriive
de D.
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G
[}

Para la dltnna grafica de detvacidn (1.1} v {1.3) son ocuniendias productivas. la gidfics de denvacidn
de D(1 1) = D(1.3) cstd e la figuna 4.14:

Figura 4.14: Gréifica de derivacidn 2,

Por otio lado. (0.2} es una ocwrencia productiva ¥ la grafica de derivacién de £(0 2) ¢s la mosirada en
la figuia 4.15:

il

Figma 4.15: Grdfica de derivacion 3.

Sea G un sistewa L0 y sea D = (A.r.p) v E devivaciones en G de longitudes f y g 1espoctivamente.
Ademds el primer elemento de la traza de £ cs un solo simbolo «.
Para cualgquier ocuniencia (4 ) en I se puede reemplazar D4 J) por £ v obtener una nueva denvacion on
S en la que:

Lowle. j) = a.

2. f—i=gof—1>gy F esuua derivacion de A desde «.

Por ejemuplo. sea G el sistema anterion:
J

G = {{ah-r > = oY}
v osean D) y Da:
Dy={8v.p) ¥y Dy=1{01vp)
donde
o 6= [(0.1).(0.2)} U {{1.,)|1<j<5).
o i) =a¥(iyyed
o pr{(L1) = (c¢.aa). pr(0.2) = (¢ aua).

e po(0.1) = (a.ana). p2{0.2) = (7. 0a)
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v sea D la grifica de derivacién de la figura 4.16:

o

/N
/\ /\
/\/\/\/\

Figura 4.16: Grafica de derivacidn 4.

y sea E la grifica de derivacidn de la figura 4.17:

/IN
A

aag Yaag
Fipura 4.17: Gréifica de derivacién.

entonces se puede sustituir £ por D(1,2) y obtener una grafica de derivacion valida cuya gréfica es la

N
/\ /T
ANANT

a a a a

Figura 4.18: Gréfica de derivacidn 5.

4.14 Filtros

Un 1asgo muy caracteristico de los sistemas L0 es que tieneu que aceptar todo lo que producen. Se ticne
el axioma, las reglas de produccién. y se desea modelar un fendmeno. Sin cmbargo se puede da o caso
en que se guiera erclur algunos resultados generados por las reglas de produccion. porque producirfan una
degeneracién al fenémeno. Esto no es posible y se tiene que aceptar toda la configuracion resultante. No
hay forma de eliininar las palabras no deseadas. es decir no hay mecauisinos de filtro.
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La teotfa de lenguajes formales commtiumente usa varlos mecanismos de filfro. No todas las palabias
obtenidas en la denvacidn son consideradas en el lenguaje. ol lenguaje ferminal es algo enciuyenic con res-
pecto a todo el conjunto de las palabias deivadas.

El ejemnplo mids tipico enie los mecanismos de filtio. completaiment e esencial en las gramdatic as e Cliois-
kv es ol uso de lefras no fermenaeles . Una ocuniencia de nn no fermgnel en una palabra significa que la
palabia no es aceptable (o al menos ne todavia). El lenguaje generado contiene sélo palabras con no teinn-
nales. Envonces el lenguaje obtenide diicctamente es ¢l que consiste en no terminales. Esto da la prosibalidacd
de rechazar (al menos algunas) palabras no descadas.

Este mismo mecanisizo. cowno muchos otros Biiros. pueden ser usados en los sistoemas de Lindeniayer.
Siu embargoe se debe de tener cuidado. ya que el objetivo miginal fue modelar el desarrvollo de las especies
e forma real o avbaficial. Cada palabia generada se sapone (e representa nua etapa en el desaniollo Seiila
arhiliaiio exclulr algunas palabras v dechi que no representan etapas del desarrollo.

Algunos experimentos mds cuudadosos u observaciones pueden cambiar la nterpretacion de eélubas midi-
viduales paia 1epresentar alguna fase en el desariollo. después del cual las células son renombiadas. Esto
unplica la aplicacién de nworfismos Ietia a letra al lenguaje. Por este result ado el use de los no terminales os
iy bien visto.

Los mecanismos de filtro popoicionan a las familias de los lenguajes L una caiacteristica mnuy deseable
en ambos sentidos matematicanente y en teorla de lenguajes. esta es la propicdad de clousina bajo ciei-
ras operaciones. Sm filtros, las fanulias puras como son los lenguajes LO v los LOD  tienen promedades de
clavsiwra ity débiles. la mayoiia de las operaciones de teorla de Ienguajes producen lenguajes fueia de esa
faznilia.

Une varviacién mas de los sistemas de Lindenmaver en tener wn congunito firnfo de extomas. en Iugar de wn
s0lo axioma. como eu las definicioies anterlores. Esta variacidn se nombra en fos sistemas de Lindenmaves
anadiendo In letza F.

4.15 Adultos

En alguna etapa los orgamismos medelados por sistenias de Lindenmayer. se cspera que Hegnen a sey adultos.
Se acostumbira definir a los adultos en la teovia de los sistemas de Lindenmayer de Ia siguente manecia

Una palabia pertenece al lenguaye de adultos de wn sistema en el caso exacto que no deriva palabias de
si misuie. Por ejeruplo.

= eh bh—co = A d-de
son las tuicas 1eglas para o b.oeod enoun mstema L0 Entonces todas las palabias de I foima
{ahe)r(de)?
partenceen al lenguaje adulto. Los lenguajes adultos de sistomas son Hamados lenguages LOA. Por supuesto.

A puede ser usada con ofres tipos de sistemas de Lindenmayer.

Hay un hecho interesante enire a teoria de lenguajes que LOA es igual al la familia de los lenguajes
independientes del contexto. Similarmente L1 03A es igual a la familia de los lenguajes 1ecursivanento
enuner ables.
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4.16 Fragmentacion

Los sistemas L con fragmentacidn, sistemas LJ. son ditles para modelar vida artifical. El mecanismo de
fragmentacién proporciona un nmuevoe formalismo para comumnicacién en bloques, dividiendo el desarrollo de
un filamento y a la célula muerta.

La idea bdsica del mecanismo de fragmentacién es la siguiente. los lados derechos de las reglas pueden
contener ocwrrencias de un simbole especial g. Este simbolo induce a un corfe en la palabra examinada. y
la derivacién puede continmar de cualquiera de las partes obienidas. Por ejemplo si aplicamos las reglas

a—age, b—ba, c—gb

a la palabra cbc. obtenemos las palabras a.aba. y b. La derivacién puede continuar de cualquiera de cllas.
El sistema LOJ con el axioma aba y las reglas

a—+a. b o abagaba
genera el lenguaje
{aba™ {n > 1} U {a™ba [ n > 1}.

Un punto importante en la teoria de lenguajes con los sistemas LOE, ademds de muchas otras propiedades
de clansura es que son cerradas bajo la fragamentacidn:

LOJE = LOEJ = LOE.

Los sistemas 1.0J han sido utilizados recientemenie para obtener representaciones compactas de ciertos
arboles regulares.



4.16. FRAGMENTACION

Eur couclusicon. se pucde oblener el glosnrio mostiado en la tabla 4.2:

Simbolo | Definicién

A adulto, palabia adulta. lenguaje adulte

B hifurcado. ramificacién

D deteinunistico. opadn anica. selo una opcidn de cada tabla

E extendido, intaseccidn con un vocabulaio feindnal

Fi flo:ecente. que florece ¢ da fruro

F conjunto finito de axionias. mds de un sélo axioma

1 interaccidn. células vecinas afoctan el desariollo <le la cdlula

J fragmentacion. mecanisno para crear cortes

L Lindenniaysr. apaiece en el nombre de todos los sistemas

N sustitucidén sin elinmacidn

O ¢ realmente representa ol mineio 0. pero frecuentemiente se lee como una lefia
informacion nula de la interaceion por mmguno de los lados, 1cesaitina

| wdependiente del cowtexto

P propagado. 1o hay célula nuerta. la palabia vacla munca aparees del
lado derecho de la produccidn

s estocastico. sujeto a probabilidad

T tablas. diversos conjuntos de reglas. diversificacion de instiucdiones de desairollo

U wnaio. alfabeto que consiste en una sola letra

Tabla 4.2: Glosaiio.
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Conclusiones

En este trabajo concurticron diferentos dieas. la teorfa de lenguajes formales. los sistemnas de 1eescuitura y

las propledades v fundamentos de los sistemas de Lindenmayer.

Para la generacion de vida artificial. se pueden utihzar métodos basados cn dispositivos generativos. estos
diapositivos son cstudiados dentro de o teorta de lenguajes fommales. los principales dispositivos gonerailvos
dentio de csta teotia son los antdmatas celulares. las maquinas de Twring ¥ las gramaticas. A parth de las
graiudticas formales se puede cambiar la fora en que se desariolla la reescritura. (ésta es sicmproe secuencial
en Ia teorfn de lenguajes foimales). por una reescritura cn paralelo va que ésta pernmte la simudacion de

procesos de cambio en 01 gallisnios vivos.

Bl diagrama de la fowa 5.1 ilustra de mejor forma esta relacidn.
& 5 ]

- e m e e n R

. Generacidn de

Métodos Bazados
en

At To e . s .
' Vida Artificial Dispositivos Generativoa
Autérnatsa Celulares — s
., Tecriz de
Gramaticas P .
cLenguwes Pormales
Miguinaa de Turing ‘

Hemacriura Secusnoal

Reeacritura Paralels

Siztemas de
Lindenmawver

Figuwra 5 10 Contexto tedico de los sistemas L.
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Los sistemas de Lindenmayer son un caso especial de gramaticas formales con reescritura en paralelo.
Es posible establecer una caracterizacidn de estos sistemas a partir de la teorfa de lenguajes formales. de
acnerdo a las propiedades intrinsecas de cada sistema. como son la interaccidn o no interaccidn entre las
células. el determinismo. ¢l no determinismo. la propagacion, el florecimiento. la ramificacién. la extencion
del alfabeto. multiplicidad de tablas de reglas de reescritura, parametyizacién etc.

La figura 5.2 muestra una caracterizacién de los principales sistemas de Lindenmayer estudiados en este

trabajo de tesis, para exhibir su relacién.

ETOL
EllL

TOL

Figura 5.2: Caracterizacién de los sistemas L,

En la parte superior izquierda. estdn representados los sistemas L sensibles al contexto (IL). un caso
particular de estos sistemas es cuando el predecesor no presenta vecinos en su lado izquierdo ni cn el devecho.
en este caso se habla de sistemas L independientes del contexto (0L). estos a su vez. pueden represcufay
diferentes caractristicas v crear tipos de sistemas independientes al contexto mds especificos. Por ejewplo.
en la figura 5.2, ubicdndose sobre los sistemas L independientes al contexto y siguiendo el sentido de las
manecillas del reloj. se pueden identificar por ejemplo, los sistemas:

¢ Sistemas E0L Sistemas independientes del contexto con dos alfabetos disjuntos. simbolos terminales y
no terminales.

o Sistemas BOL Sistemas independientes del contexto con simbolos [.] en su alfabeto para denotar raiui-
ficaciones.

o Sistemas SOL Sistemas independientes del coutexto con un conjunto de reglas de produccidn estocdsticas
o con probabilidad asignada. Ahora bien, a partir de este tipo de sistemas se pueden obtener ofios
mds especificos como pueden ser:

—~ Sistemas SB(L que son sistemas independientes del contexto, bifurcados y ademads estocasticos.
— Sistemas PS0L que son sistemas independientes del contexto, estocdsticos y propagados.

En general se pueden ir uniendo diferentes propiedades. para obtener sistemas de Lindenmayer. neacho
mas especificos.
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Las principales aportaciones de este trabajo son las sigtientes.
. >

3.1

Este

Presenta a los sisteinas de Lindenmayer dentio del contexto de los lenguajes formales.
Muestra cue sz modelacion ¢s en efceto. muy simnple,
Proporciona elaros ejemplos del funcionamiento del mecanisino de jeeseiita en pagalelo

Sitta a los sistemas de Lindeumayer on el contexto de los sistemas de resscrita mds podeiosos
utilizados en ¢l capo de la conmputacidn cientifica.

Propoicionia una clara caacterizacitn de estos sisteinas. sin ambigiiedades para un modelado seuctlo,
La caracterizacién. brinda faciidades paia el desarvolo de softwazce.
Propoiciona las bases tediicas fundamentales pars of estudio de sisiomas do Landemuayer continmos.

Establece clazamente los conceptos de la recscritura en paralelo para facilitar una implementacion de
software multibulada.

Trabajos Posteriores

rrabajo de tesis tlene como objetivo proponer a los sistemas L como generadores de vida atificial.

explicar su funcionamiento. sus propicdades bdsicas y establecer mn canacterizacion entre cllos. Los fiabajos
posteriores a este sou el desarrollo del software que peinnta intorpretar geométicamente cada uua de las
cadenas y genere las Imagenes del proceso de desairollo pars la simulacidu.
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