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Resumen

En esta Tesis se exploran algunos aspectos del problema inverso de la
dispersién en mecénica cldsica y mecdnica cuédntica, para sisternas Hamil-
tonianos de dispersién clasicamente descritos por una herradura binaria o
ternaria poco desarrolladas. En mecdnica cldsica el decaimiento de la regién
de interaccién es algebraico mientras que en mecédnica cudntica el decaimiento
es exponencial debido a la existencia de tunelaje dindmico. En ambos casos,
la caracteristica mas sobresaliente es la aparicién de ecos en el decaimiento
cuando la 6rbita periddica interior es estable. El periodo de los ecos de
dispersién coincide con el periodo promedio con el cual las trayectorias de
dispersién rotan alrededor de la 6rbita estable. Se muestra que este periodo
de rotacién, el cual llamamos periodo orbital, est4 directamente relacionado
al grado de desarrollo de la herradura subyacente. Como resultado, es posi-
ble obtener el grado de desarrollo de la herradura del sistema a partir de la
medicién asintética del periodo de los ecos de dispersién. La herradura a su
vez, representa la componente hiperbélica del conjunto invariante acotado del
sistema, que caracteriza globalmente la dindmica de dispersién. Los resulta-
dos obtenidos son verificados numéricamente para un modelo de dispersién
unidimensional con dependencia periédica en el tiempo.



Abstract

In this Thesis, some aspects of the inverse scattering problem are ex-
plored in classical and quantum mechanics for scattering Hamiltonian sys-
tems classically described by low developed binary and ternary horseshoes.
In classical mechanics, the decaying from the interaction region is algebraic
while in quantum mechanics the decaying is exponential due to the appear-
ance of dynamical tunneling. In both cases, the most surpassing effect is
the appearance of echoes in the decaying when the inner periodic orbit is
stable. The period of the scattering echoes coincides with the mean period
by which the scattering trajectories rotate around the stable orbit. Is shown
that the period of rotation, which we call orbital period, is directly related to
the development stage of the underlying horseshoe. As a result, is possible
to obtain the stage of development of the horseshoe of the system from the
asymptotic observation of the period of the scattering echces. The horse-
shoe reproduces the hyperbolic component of the invariant chaotic set of the
system which in turns, characterizes the global dynamics of the scattering.
The results are numerically verified for a periodically time-dependent one
dimensional scattering model.
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Introduccion

La Teoria de Dispersién consiste en el estudio de la evolucién de sistemas
de dispersién. En un experimento de dispersién se estudia la relacién que
guardan las trayectorias que son dispersadas por un blanco con las trayec-
torias de incidencia sobre las cuales se tiene control. El blanco consiste
tipicamente de un conjunto de 4tomos o moléculas de cuyo potencial de in-
teraccién se tiene a lo mas un conocimiento parcial.

La teoria de dispersién estudia colisiones, es decir, interacciones que ocu-
rren en una regién localizada del espacio. Esto quiere decir que la influencia
del potencial de interaccién del blanco debe decaer rdpidamente, de tal ma-
nera que las trayectorias lejanas al blanco correspondan al movimiento libre.
En la Fig. 1 se muestra esqueméaticamente el proceso de dispersién de una
trayectoria tipica.

Trayeciorias
Incidentes

Figura 1: Representacién pictérica del proceso de dispersiéon de una trayec-
toria tipica.

La trayectoria puede ser dividida en tres partes: 1) La trayectoria inci-
dente se aproxima al blanco en un estado de particula libre. 2) Cuando la

1



2 INTRODUCCION

trayectoria siente la interaccién del blanco su evolucién puede ser extremada-
mente complicada. Lainteraccién de la trayectoria con el blanco ocurre en un
intervalo de tiempo que depende de sus condiciones iniciales. 3) La trayec-
toria se aleja del blanco en algun estado de particula libre. El blanco en
si mismo, define lo que Hamamos la regién de interaccién, mientras que las
regiones 1) y 3) corresponden a la regi6n asintética en donde las trayecto-
rias se mueven en linea recta. A estas trayectorias se les llama trayectoria
asintética incidente ¢, y trayectoria asintdtica dispersada dg;,. La hipGtesis
fundamental de la teoria de dispersién establece que el conocimiento de am-
bas trayectorias asintéticas determina completamente toda la trayectoria de
dispersién.

En mecénica cuéntica, la funcién de onda 9(t) determina el estado del
sistema, el cual evoluciona en el tiempo conforme a la ec. de Schrodinger

. d
iR () = HY(D) ®

donde H es el Hamiltoniano del sistema que se supone conocido.
Dado que los estados asintéticos definidos por

'Qb(t) —+ qb,'"(t) , t—= —o0 (2)
'¢’(t) - ¢dia(t) ) t— +°O:

son estados de particula libre, es decir, ondas planas, el estudio del proceso
de dispersién suele concentrarse en obtener las solucién estacionaria de la
ec. 1. Para ello, la matriz de dispersién o matriz 5, que relaciona los estados
asintéticos de la dispersién

boutlt) = Sin (D) , (3)

juega un papel relevante en la teoria de dispersién [1, 2].

Problema Inverso de la Dispersién (PID) consiste en obtener informacién
de la interaccién producida por el blanco en términos de las trayectorias
asintéticas. Cuando el potencial de interaccién del blanco es suficientemente
regular tal que, la dindmica en la regién de interaccién puede ser considerada
como integrable, el PID consiste en obtener una buena representacién del po-
tencial de dispersién. Sin embargo, si la dindmica en la regién de interaccién
es extremadamente complicada (cadtica), el problema debe ser tratado de
manera distinta.

En _los casos_en_los que el Hamiltoniano del sistema es desconocido, el
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Para sistemas cadticos, el PID consiste en obtener al menos, un en-
tendimiento estructural de la dindmica de dispersién, es decir, obtener la
estructura del conjunto invariante acotado del sistema, también llamado silla
cadtica (3, 4].

La aparicién de caos en sistemas de dispersién se debe a la existencia de
intersecciones homoclinicas o heteroclinicas entre las variedades invariantes
de las orbitas periédicas inestables del sistema [5]. La dispersién cadtica
es un ejemplo particular de caos topolégico derivado de la existencia de una
marafia homoclinica, cuya topologia jerarquica tiene efectos draméticos en la
dispersién. En el proceso de dispersién, el flujo Hamiltoniano se enreda en la
marafia homoclinica, dando lugar al atrapamiento prolongado de trayectorias
de dispersi6n en la regién de interaccién. Esto a su vez, produce grandes
fluctuaciones de las funciones de dispersién a todas las escalas, las cuales
forman un conjunto no numerable de singularidades sobre un subconjunto
fractal de su dominio [6, 7, 8].

La teoria de dispersién para sistemas cadticos ha sido objeto de un gran
interés pues, la presencia de caos ha sido observada ain en los sistemas
de dispersién més simples como por ejemplo: en modelos clasicos de reac-
ciones moleculares [9, 10, 11], mecdnica celeste [12], dispersi6én de vértices en
hidrodindmica [13], dispersién de solitones [14] y en varios modelos clasicos
de dispersién por un potencial [8, 15, 16, 17]. Estos trabajos dieron un gran
impulso al establecimiento de la teoria de dispersién cadtica e hicieron evi-
dente el hecho de que en la naturaleza, la dispersién cadtica es la regla y no
la excepcién.

Simultdneo a los avances en mec4nica clésica se han estudiado las impli-
caciones que la existencia de la dispersién cadtica tiene en mecdnica cudntica
(18, 19].

En mecdnica cuantica, la teoria de la dispersién caética consiste en estu-
diar los atributos cudnticos que surgen cuando un sistema cldsico que presenta
dispersién cadética es cuantizado.

Quizés la primera insinuacién de la relacién que guarda la dindmica
cadtica en la regién de interaccién con el proceso de dispersién en sistemas
complejos sea la que Niels Bohr expuso en su famoso articulo de 1936. En él,
Bohr ejemplifica la hipdtesis de niicleo compuesto para reacciones nucleares
inducidas por interaccién nucleén-nucleén, con un modelo “cldsico” de billar
cadtico, Fig. 2.

En [19], se encontré que la existencia de una maraiia homoclinica en sis-
temas hiperbélicos, implica fluctuaciones de Ericson en las secciones transver-
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Figura 2: Representacién pictérica del modelo de Niels Bohr para dispersién
en niicleos compuestos. Tomado de la Ref. [20].

sales de dispersién cudnticas, fenémeno que habia sido observado con anterio-
ridad en las secciones eficaces de dispersion de sistemas nucleares. A partir de
entonces, las resonancias de Ericson han sido interpretadas como un indicio
de caos. En el caso de sistemas no hiperbdlicos, en donde la dindmica clésica
es dominada por islas de estabilidad, tales fluctuaciones desaparecen en fa-
vor de resonancias angostas, producto del tunelaje cudntico entre regiones de
estabilidad y regiones caéticas del espacio fase [21, 22).

En mecdnica clisica, la construccién de la herradura de Smale [23], ha
demostrado ser una herramienta clave para el entendimiento de sistemas
de dispersi6n cadtica [3, 24]. La herradura de Smale describe, cualitativa-
mente, la topologia de la silla caética de sistemas hiperbélicos. Para un

_ . _sistema hiperbdlico la silla caética, corresponde a un conjunto de Cantor

que en dos dimensiones tiene la forma de una herradura de Smale. La
dindmica restringida al conjunto invariante acotado es caética; todas las
érbitas periddicas son inestables. En este caso, la dindmica simbdlica consti-
tuye el marco ideal para obtener un entendimiento estructural de la dindmica
de los sistemas de dispersién [24).
Sin embargo, los sistemas Hamiltonianos cadticos genéricos no son ni
completamente integrables ni hiperbdlicos. La mayoria de los sistemas o
al menos los m4s interesantes, son sistemas no hiperbélicos. Un sistema
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no hiperbélico se caracteriza por un espacio fase mixto en el cual conviven
regiones regulares y caéticas. En este caso, la herradura es incompleta, es
decir, la silla caética no forma un conjunto de Cantor por lo que la obtencion
de una dindmica simbélica exacta es extremadamente dificil.

Para sistemas no hiperbdlicos es posible obtener, bajo ciertas restric-
ciones, una descripcién simbélica aproximada que captura el comportamiento
dindmico sobre intervalos de tiempo en un rango finito [25]. Sin embargo,
este tipo de aproximacién no €s dnica y su obtencién es generalmente com-
plicada y un tanto arbitraria [26, 27, 28]. La dindmica simbdlica aproximada
se obtiene a partir de la componente hiperbélica de la silla cadtica, pues es
la componente hiperbdlica la que domina el comportamiento dindmico de las
trayectorias de dispersién. Como resultado de ésto, la estructura del conjunto
de singularidades presentes en las funciones de dispersién es equivalente a la
estructura topoldgica de la herradura del sistema [29].

A pesar de todo ésto, el estudio de la importancia de la construccién de la
herradura en mecédnica cudntica no se ha explorado, con contadas excepciones
[30].

En esta Tesis se estudian algunos aspectos del problema inverso de la
dispersién en mecénica cldsica y mecanica cuédntica en términos de la etapa
de desarrollo de la herradura para sistemas Hamiltonianos de dispersién de
dos grados de libertad. También se estudia la posibilidad de obtener el
grado de desarrollo de la herradura a partir de informacién exclusivamente
asintédtica.

La Introduccién de esta Tesis se extiende al Capitulo 1 en donde se intro-
duce de manera formal, la construccién de la herradura de Smale asi como
otros conceptos bdsicos que seran utilizados a lo largo de la Tesis. En la se-
gunda parte de este Capitulo nos concentraremos en el estudio y clasificacion
de las herraduras incompletas en términos del pardmetro formal de desarrollo
[29].

Para estudiar el proceso de dispersién en términos de la herradura, se
emplea un sistema de dispersién unidimensional con dependencia periédica
en el tiempo. La herradura de este sistema es binaria, siendo las carac-
teristicas encontradas comparativamente simples. Este modelo se introduce
en el Capitulo 2, en donde también se presenta la solucidén cldsica y cudntica
de su dindmica.

En el capitulo 3 se propone explorar los sistemas de dispersién, corres-
pondientes a una herradura de orden bajo, con experimentos de dispersién
clésicos y cudnticos mediante la observacién del decaimiento en pulsos a
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los que hemos llamado ecos. Para ello, primero se analiza la dispersién en
mecéanica cldsica. En este Capitulo se muestra que el desarrollo de la herra-
dura estd directamente relacionado con el periodo de los ecos de dispersién.
El modelo clésico sirve de guia para el entendimiento del procese cudntico
de dispersién. El método propuesto funciona para situaciones en las cuales,
el grado de desarrollo de la herradura es pequeiio, de manera tal que, en el
espacio fase exista una isla central de estabilidad.

Para sistemas cldsicos de dispersién, existen otros métodos para analizar
el problema inverso de la dispersién. En [31] se extrae el orden jerdrquico de la
silla cadtica a partir de la estructura fractal de las funciones de dispersién. En
[32], el periodo y estabilidad de las érbitas periédicas més cortas se obtienen
a partir de un anélisis de la jerarquia de los intervalos de continuidad en
las funciones de dispersién. Sin embargo, la extension de estos resultados
al estudio de sistemas cudnticos no es obvia. El método introducido en
esta ‘lesis permite por primera vez, la posibilidad de obtener el grado de
desarrollo de la herradura en sistemas de dispersion cudntica. Esto vislumbra
la posibilidad de extender a la mecénica cuédntica los resultados conocidos
para el problema inverso de la dispersién en mecénica clésica en términos de
la topologia de la herradura.

La principal contribucién de esta Tesis consiste en la relacién encontrada
entre el periodo de los ecos de dispersién y el grado de desarrollo de la herra-
dura. Esta relacién permite obtener el grado de desarrollo de la herradura a
partir de la observacién asint6tica de los ecos y con ello, una representacién
de la topologia de la componente hiperbélica de la silla caética. Esta es una
contribucién al problema. inverso de la dispersién en situaciones en las que el
grado de desarrollo de la herradura es pequeiio.

El éxito del método planteado depende de la posibilidad de observar el
periodo de los ecos de dispersién en la regién asintética, que es la tinica
accesible en experimentos reales. Para mostrar la viabilidad de tales ob-

servaciones, en la segunda parte de esta tesis se analiza numéricamente el
modelo introducido en el Capitulo 2.

En el Capitulo 4 se presentan algunos resultados generales del proceso
de dispersién. y se establece el intervalo de pardmetros del sistema en la
cual su comportamiento es no hiperbélico. En el Capitulo 5 se presenta la
observacién numérica de los ecos de dispersién para la solucion cldsica. Aqui
se discute el procedimiento, asi como las cantidades fisicas adecuadas para
su observacién. El problema inverso de la dispersién se analiza en términos
del periodo de los ecos. En el Capitulo 6 se presenta evidencia numérica
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que soporta la posibilidad de la observacién de los ecos de dispersién para
el sistema cudntico. Finalmente, en el Capitulo 7 se muestra la generalidad
de nuestros resultados analizando la aparicién de los ecos de dispersion en
otro modelos. Un anlisis final de nuestros resultados es presentada en las
Conclusiones.



Parte 1

Fundamentos Tedricos



Capitulo 1

Definicion de la Herradura

En este Capitulo se introduce el mapeo de la Herradura de Smale [23]. Este
mapeo es de gran importancia en el estudio de sistemas dindmicos pues re-
produce la topologia de la silla cadtica del sistema. En la Seccién 1.1 se
define el mapeo de Smale asi como su conjunto invariante y descripcién
simbdlica. Como se veri en la Seccién 1.2 la aparicién de herraduras en
sistemas dindmicos es tipica. En el caso mas general en el que el espacio fase
contiene islas de estabilidad, las herraduras son incompletas. La definicién y
clasificacién de una herradura incompleta, asi como sus consecuencias en la
dindmica forma el contenido de la Seccién 1.3.

1.1 El Mapeo de Smale

El mapeo de Smale [23], es un modelo geométrico simple que reproduce
la dindmica que resulta de la presencia de una marana homoclinica. En
la Seccién 1.2 se define la maraiia homoclinica y se discute su aparicién en
sistemas dindamicos y su relacién con las herraduras de Smale. En esta Seccién
se introduce una versién simplificada del mapeo de Smale, poniendo mayor
énfasis en las propiedades y caracteristicas que se usaran a lo largo de esta
tesis. Un estudio amplio y detallado de este mapeo se puede encontrar en
(33, 5, 34].

Consideremos un mapeo en el plano f : R? — R2. Una representacién
pictérica de la accién de f sobre el rectdngulo unitario S = [0,1] x [0.1]

11
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Ho sstiamiento doblamiento

F B
Figura 1.1: Representacién pictérica del mapeo de la herradura de Smale f.
El rectdngulo unitario S, etiquetado por sus vértices FBCD es estirado y
doblado sobre el mismo en forma de herradura.

se muestra en la Fig. 1.1. El mapeo consiste en una expansidn vertical y
una contraccién horizontal lineales de S. Si los coeficientes de expansién y
contraccién son mutuamente reciprocos el Area se preserva. El rectdngulo
obtenido es doblado sobre S de tal manera que la regién sobre la cual el
rectdngulo se dobla termina afuera de S. Asi, el mapeo es lineal en el do-
minio f~1(S N f(S)) = HyU H,. Si se restringe el mapeo a S, el cuadrado
unitario es mapeado en dos rectdngulos verticales V4 y Vi, cuyas preimégenes
corresponden a los rectdngulos horizontales Hy y H; respectivamente.

Restringido a S, el mapeo de Smale es un difeomorfismo. La accién de
f7! sobre S se muestra en la Fig. 1.2. f~! toma los dos rectangulos verticales
Vo ¥ V1 de vuelta en los rectdngulos horizontales Hy y H,.

La accién de f y f~! sobre las esquinas del cuadrado unitario FBCD,
se indica en la Fig. 1.1 y Fig. 1.2 respectivamente. Podemos observar que el

estable estd orientada en la direccién de la contraccién. Cualquier punto
sobre el segmento F'B es atraido al punto F' bajo la accién del mapeo. En

su variedad inestable (en la direccién de expansién F D), los puntos se alejan
de F'.

Adicionalmente, todo punto en S pero no en f~'(SN f(S)) es mapeado

por f afuera de S. Similarmente, f~! mapea todos los puntos en S no
contenidos en f(S N f~1(S)) afuera de S.

punto F' s un punto fijé del mapeo. Mas aun, F' es hiperbélico. Su variedad
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Figura 1.2: Accién de la inversa del mapeo de Smale f~1.

1.1.1 Silla Cadtica

En la Fig. 1.3 se representa la segunda iteracién de f sobre S. La imagen de
SN f(S) bajo f que permanece en S consiste ahora en cuatro rectdngulos
verticales.

Ayudados por la accidn recurrente de f sobre S podemos obtener una
imagen mental de la topologia del conjunto de puntos que permanece en S
bajo la aplicacién repetida de f*!. El conjunto de puntos que permanece en
S después de una iteracién de f ! es simplemente

Vi= f(fYUS)NS)=SNfF(S)=VoUW . (1.1)

Una vez que un punto inicialmente contenido en S es mapeado por f~! afuera
de S, nunca regresa. En la Seccién 1.2 veremos que estas 6rbitas corresponden
a las trayectorias asintéticas del proceso de dispersién. El conjunto de puntos
en S que permanece en S después de dos iteraciones de f~! es

Vi= SN FUS)NS) =Sn SN = | W, (12

i,j=0,1

donde V;; son los rectdngulos verticales que se muestran en la Fig. 1.3. Sus
indices se eligieron de manera tal que V;; C V;. Se puede mostrar por in-
duccién que el conjunto de puntos contenidos en S que permanecen en S
bajo la accién de f~" es

V=TSN nS) =SnfS) 08 = |J Vi - (13)

ityyin=0,1
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Figura 1.3: Representacion pictérica de f2(S).

De esta manera, estos conjuntos forman una secuencia anidada de conjuntos
cerrados no vacios
ViovV2s...oVrD ..., (1.4)

y por lo tanto su interseccién, que llamaremos V', es no vacia [35]. Similar-
mente, el conjunto H* de puntos en S que permanecen en S bajo la accién
de f es un conjunto no vacio.

Llamemos A, C S el conjunto de puntos en S que permanece en S bajo
la accién de f™* o f~™. En términos de lo anterior, A, estard dado por

A=V *NH". (1.5)
Al conjunto de puntos en S
A”_*lim:Au_v -(rl-;ﬁ)
n—00

que permanecen en S por siempre se le llama conjunto invariante acotado o
stlla cadiica, del mapeo. El conjunto invariante acotado A, de medida cero
en S es, al igual que V™ y H*, un conjunto de Cantor!

1El conjunto de Cantor es un conjunto compacto perfecto y totalmente disconexo. (Un
conjunto es totalmente disconero si la componente conexa de cada punto en el conjunto
es el punto mismo. Un conjunto cerrado es perfecto si cada punto en el conjunto es un
punto l{mite.}



1.1. EL MAPEO DE SMALE 15

10,10 o1

01 13 ( —
Y 1
0. 10 o
.00

F b

o/

Figura 1.4: Representacién de los conjuntos A, (izquierda) y A, (derecha).
Las distintas regiones de estos conjuntos han sido etiquetadas de acuerdo
a las reglas de su dindmica simbdlica. El punto decimal en las secuencias
separa el pasado del futuro.

En la Fig. 1.4 se muestra el conjunto A, paran = 1y n = 2. La
estructura de Cantor que se genera es evidente. Después de una iteracion,
A, esta formado por cuatro rectdngulos. Todos los puntos en S, no contenidos
en A, seran mapeados por f 6 f! en puntos afuera de S. De igual manera,
cualquier punto en S pero no en A, ser4 mapeado, por f2 6 f~?, afuera de
S y asi sucesivamente. Los conjuntos V™ y H™ consisten en 2" rectdngulos
verticales y horizontales respectivamente. Asi, A, estard formado por 2°*
rectdngulos. La estructura de Cantor de la silla ca6tica del mapeo de Smale
es un caso particular de una particién de Markov; su existencia en sistemas
continuamente hiperbélicos ha sido rigurosamente demostrada [36].

1.1.2 Mapeo del shift y Dinadmica Simbélica

En los casos en los que la silla cadtica forma una particién de Markov, es
posible asignar secuencias simbélicas a cada trayectoria 2 y asf construir una
dindmica simbélica [5, 37].

El objetivo de una dindmica simbélica es establecer una correspondencia
uno a uno entre las trayectorias del sistema y secuencias de simbolos tomados
de un alfabeto compuesto por un nimero finito, o al menos numerable, de

2En este contexto, una trayectoria corresponde a la secuencia de puntos en S que se
obtiene de la aplicacién repetida del mapeo f.
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simbolos o entre secuencias simbdlicas y los elementos de la particién del
espacio fase generada por la dindmica.

En 1967 Smale [23] demostré que, restringido a A, el mapeo {de Smale)
f conmuta (en el sentido de la ec. 1.10 con el mapeo del shift sobre el con-
junto de secuencias binarias bi-infinitas de ceros y unos. En consecuencia, la
dindmica sobre el conjunto de la silla caética del mapeo de Smale puede ser
descrita por una dindmica simbdélica binaria.

Sea z un punto en A y sea D = {0,1}, un conjunto de simbolos. De-
notemos por d; uno de los dos elementos de D, es decir, dy € D, k =

0,%1,%2,.... Es posible asociar al punto = con una secuencia infinita de
simbolos dt) = {di}2,, tal que
_J0, ffz) eV
am{0 e an

De esta forma, la secuencia d*) nos dice cual de los dos rectdngulos V; 6 V4,
visita el punto z bajo cada aplicacién del mapeo. Esta secuencia corresponde
a la evolucién futura de z.

De la misma manera es posible asociar a cada punto z € A una secuencia
infinita de simbolos d\~) = {dy};1_, tal que

[0, f*z)eH,
wo {0 e w0

La secuencia d(~) corresponde a la historia pasada del punto z.

Dado que la herradura es un difeomorfismo, cada punto de la silla caética
estard asociado a una secuencia bi-infinita de simbolos compuesta por d =
d=).d"H). El punto decimal en la secuencia denota la separacién entre el
pasado y el futuro del punto z. En la Fig. 1.4 se muestran algunos ejemplos
de estas secuencias simboélicas para los elementos de los conjuntos A; y As.

Para obtener una dindmica simbdlica es necesario obtener una dindmica

...sobre-el conjunto de todas las secuencias binarias bi-infinitas A que -esté en

correspondencia con la dindmica socbre A.

Sea d € A la secuencia simbélica de un punto £ € A. La secuencia
simbélica asociada a f*(z) es aquella que se obtiene de recorrer el punto
decimal en la secuencia d, k lugares a la derecha, o k lugares a la izquierda
si k es negativo. Se puede definir un mapeo sobre el conjunto de todas las
secuencias binarias bi-infinitas

c:A A, (1.9)
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tal que para a,b € A, o(a) = b con b = a;;,. El mapeo o, llamado shift,
toma una secuencia bi-infinita dada y recorre el punto decimal un lugar hacia
la derecha.

El pasado y futuro de todo punto z € A est4 completamente determinado
por su secuencia asociada d y su dindmica en A estd descrita por el shift o.
Smale demostré que existe un homeomorfismo ¢ : A — A tal que

flaod=go0 (1.10)

La conjugacién topolégica entre f|s y o implica una relacién uno a uno entre
sus 6rbitas [23, 33). En otras palabras, la ec. 1.10 garantiza la posibilidad de
estudiar la dindmica de f sobre la silla cadtica en términos de la dindmica
simbdlica de ¢. La ventaja de esto radica en el hecho de que la estructura
de las érbitas de o es, si no simple, ficil de clasificar.

Finalmente, todos los resultados aqui expuestos pueden ser extendidos
al caso de herraduras de orden mayor. El orden de la herradura para un
sistema dado estard determinado por el nimero n de 6rbitas periddicas de
periodo uno. Asi, la silla cabtica estara descrita de manera andloga por una
herradura n-aria y la dindmica del mapeo de Smale, restringido al conjunto
de la silla cadtica serd topoldgicamente conjugado a la dindmica del shift
sobre secuencias bi-infinitas construidas a partir de n simbolos.

1.2 Herraduras en Sistemas Dinamicos

En la Seccién anterior hemos descrito la estructura de la silla cadtica A del
mapeo de Smale. La dindmica en A es conjugada a la dindmica generada
por un shift sobre el conjunto de secuencias binarias bi-infinitas. Un shiff es
un ejemplo de sistema de Bernoulli o sistema B que también es sistema K,
mizing y ergédico [38]. De aqui que al conjunto A se le llame caético.

Este grado de caoticidad es, a grandes rasgos, una consecuencia del es-
tiramiento y doblamiento del espacio fase creado por el mapeo en todas las
escalas, ademds de que este proceso crea una particién. En el caso de la herra-
dura de Smale, la particién del espacio fase posee una estructura de Cantor.
En tal situacién, la dindmica en A es hiperbélica y la herradura de Smale es
completa como se muestra en la Fig. 1.5 en el sentido en que los tentdculos
de la primera iteracién (tentdculos de primer nivel), tanto de la variedad es-
table £;, como de la variedad inestable £,,, han atravesado completamente el
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Figura 1.5: Herradura de Smale completa. El rectdngulo fundamental for-
mado por los vértices FBC D es atravesado completamente por las variedades
estable, (en azul) e inestable, (en rojo).

rectdngulo fundamental formado por los vértices FBCD 2. En el Apéndice A
se definen las variedades invariantes de un punto fijo hiperbélico y sus in-
tersecciones llamadas puntos homoclinicos o heteroclinicos. El rectdngulo
fundamental se define de la siguiente manera:

Si se sigue el flujo sobre las variedades invariantes estable e inestable del
punto fijo hiperbélico F' hacia atrds y adelante en el tiempo respectivamente
(vease la Fig. 1.5), ambas variedades se intersectan por vez primera en el
punto homoclinico C. A este punto se le llama interseccidn primaria. Las
segundas intersecciones homoclinicas (secundarias), ocurren en los puntos B
y D. El rectangulo fundamental se forma con los segmentos de las variedades
invariantes que unen al punto fijo con las intersecciones secundarias y a estas
con la interseccién primaria; por los segmentos BF y DC de la variedad

_estable y los segmentos F'D y BC de la variedad inestable en la Fig. 1.5.

Si continuamos el flujo de las variedades invariantes de F, la estructura
de las intersecciones homoclinicas entre ellas se hace cada vez mds intrin-
cada; ésta puede ser descrita en términos de los tentdculos de la herradura.
Después de la interseccién secundaria B las variedades de la herradura en-
tran y salen del rectdngulo fundamental indefinidamente. Al segmento de

3 A Partir de ahora nos referiremos al rect4ngulo unitario S de la Seccién anterior como
rectdngulo fundamental.
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la variedad inestable que entra al rectdngulo fundamental por primera vez
después de la interseccién B se le llama tenticulo de nivel 1 de la variedad
inestable, independientemente de si el tentdculo atraviesa completamente o
no al rectdngulo fundamental. Denotamos a la punta de este tentdculo como
t1y. De igual manera pero con ¢t — —o0, t), corresponde a la punta del
tentdculo de nivel 1 de la variedad estable?. La imagen del tenticulo de nivel
1 de la variedad inestable bajo el mapeo de Smale constituye el tentdculo de
nivel 2 de la variedad inestable. En particular, t3, es la imagen de ¢, y asi
sucesivamente. Siguiendo con esta notacién, el tentdculo de nivel k£ + 1 de
la variedad inestable es la imagen bajo el mapeo del tentdculo de nivel & de
la misma variedad y de manera andloga, el tentdculo £ + 1 de la variedad
estable es la preimagen del tentaculo & de la variedad estable.

Debido a la invariancia de las variedades del punto hiperbélico, la exis-
tencia de un punto homoclinico implica la existencia de un infinito de ellos
(véase el Apéndice A).

A la estructura de las variedades invariantes de un punto fijo hiperbélico
con sus infinitas intersecciones homoclinicas se le llama marasia homoclinica
(del inglés homoclinic tangle). Su nombre sugiere el hecho que en la marana
homoclinica, el flujo Hamiltoniano se enreda. La existencia de una marafia
homoclinica es caracteristica del movimiento caético.

En el siguiente Capitulo veremos que el espacio fase de un sistema hi-
perbélico se ve completamente cadtico. Este estd caracterizado por la in-
estabilidad de todas sus drbitas periédicas. Sin embargo, tipicamente, el
espacio fase de los sistemas fisicos es mizfo en el sentido en que en él con-
viven zonas cadticas y zonas dominadas por islas de estabilidad sobre las
cuales la dindmica es regular. En este caso, el sistema es no hiperbélico.

En sistemas no hiperbdlicos, la herradura de Smale es incompleta, es
decir, los tentdculos de primer nivel no alcanzan a cruzar el rectdngulo fun-
damental, dando como resultado que la particién del espacio fase generada
por la herradura deja de ser disconexa. Las consecuencias de esto se discuten
en la siguiente Seccién.

Aun en el caso de herraduras incompletas, la existencia de conexiones
homoclinicas y heteroclinicas transversales entre sus variedades estable e in-
estable, garantiza la existencia de una silla caética [39, 33, 41):

4Esta notacién ser4 usada a lo largo de toda la Tesis. Con ¢) nos referiremos a la punta
del tentaculo de nivel k o al tentdculo mismo de alguna de las variedades de la herradura
indistintamente,
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Teorema de Smale-Birkhoff. Sea f : R* — R" un difeomorfismo con
un punto fijo hiperbélico p y sea ¢ # p un punto homclinico en el que las
variedades invariantes de p se intersectan transversalmente. Entonces, f
posee una silla cadtica A sobre la cual f es topolégicamente equivalente a un
shift finito.

En palabras llanas, este teorema dice que f contiene herraduras de Smale
en su dindmica, (una demostracién de él puede encontrarse en [5]).

La aparicién de herraduras en sistemas dinidmicos no se limita a las va-
riedades invariantes de puntos fijos hiperbélicos. En el caso de un punto fijo
eliptico la existencia de intersecciones homoclinicas y por ende de herraduras,
también es tipica [40):

Teorema de Zehnder. Sea ¢ un mapeo real y analitico que preserva 4rea
con un punto fijo eliptico §. Entonces cualguier vecindad de ¢ contiene un
mapeo que preserva irea i con las siguientes propiedades: i) § es un punto
fijo eliptico. i1} Toda vecindad de § posee un punto homoclinico.

En el Teorema anterior, el mapeo ¥ es una perturbacién al mapeo ¢ en
el espacio de los mapeos que preservan irea. Este teorema establece que
todo mapeo bajo cualquier perturbacién produce marafias homoclinicas que
se encuentran tan cerca como uno desee de el o los puntos fijos elipticos.

Entonces, Ta aparicién de una marafia homoclinica es el caso tipico en
sistemas dindmicos no lineales. Como un ejemplo ilustrativo de la aparicién
de herraduras en sistemas dindmicos consideremos un sistema Hamiltoniano
de un grado de libertad como es el caso del péndulo simple. La estructura
del espacio fase del péndulo estd soportado sobre sus dos tnicos puntos fi-
jos. El punto fijo eliptico genera un movimiento oscilatorio alrededor de la
posicién de equilibrio estable del péndulo. Este tipo de movimiento existe
hasta que la energia del péndulo es suficiente para alcanzar su posicién de
equilibrio inestable. Las curvas que corresponden a esta energia son llamadas

' curvas 3eparatrices pues separan ¢l movimiento de libracién del movimiento

de rotacidn que se obtiene para energias mayores. Las separatrices forman
las variedades invariantes, estable e inestable del punto fijo hiperbélico.
Ahora, supongamos que el péndulo es sometido a un forzamiento externo
tal, que su dindmica se vuelve caética. En esta situacién, la curva sepa-
ratriz se deforrna como se muestra en la Fig. 1.6. La separatriz deja de
unir a los puntos inestables de manera suave y comienza a oscilar violen-
tamente. Estas oscilaciones hacen que las variedades estable e inestable se



1.2. HERRADURAS EN SISTEMAS DINAMICOS 21

curve de KAM

\A/

separatrix

purt %m""* punto Inestable

curva de KAM

/\_(_’/\

curva de KAM

Figura 1.6: Esquema del espacio fase de un péndulo simple unidimensional.
Cuando el péndulo es forzado de tal manera que su dindmica se vuelve
cadtica, la curva separatriz se deforma, oscilando violentamente.

intersecten transversalmente en puntos homoclinicos, los cuales forman un
conjunto denso en la vecindad del punto hiperbélico [39). Asi, el caos y
la marana homoclinica aparecen como consecuencia el uno del otro, y esta
iltima es topolégicamente equivalente a una herradura de Smale [23, 39).

En sistemas cerrados, como en el ejemplo anterior, la particién generada
por la herradura se destruye parcialmente debido a que el espacio fase es
compacto [42]. Los elementos de la particidn se superponen y la relacién
entre secuencias simbdlicas y trayectorias deja de ser globalmente uno a uno.
Una situacién similar ocurre en billares hiperbélicos cerrados [43].

En sistemas abiertos, la dindmica de dispersién es dominada por la maraha
homoclinica de los puntos hiperbélicos exteriores, es decir, aquellos que estdn
entre la marafia homoclinica y la regién abierta. En el proceso de dispersién,
trayectorias asintéticas se aproximan a lo largo de la variedad estable de la
herradura. Cuando las trayectorias alcanzan el rectdngulo fundamental, su
dindmica es dominada por la compleja jerarquia de la marafia homoclinica.
El tiempo de permanencia en el rectdngulo fundamental estd relacionado con
qué tan profundo penetre la trayectoria en esta jerarquia. Después de un
tiempo finito, todas las trayectorias (excepto un conjunto de medida cero),
dejan el rectdngulo fundamental, alejAndose por la variedad inestable de la
herradura.

Se dice que el proceso de dispersién es caitico si existe una silla cadtica.
La dispersi6én cadtica es un caso particular de caos topolégico derivado de la
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Figura 1.7: Herradura de Smale incompleta en donde los tentdculos de nivel
uno de la variedad estable t,, (en azul) y de la variedad inestable t,,, (en rojo),
no alcanzan a atravesar el rectangulo fundamental (véase Fig. 1.5). También
se muestran los tentdculos de nivel dos. Para una herradura incompleta, el
rectangulo fundamental es formado por segmentos de las variedades estable
e inestable como se muestra en el recuadro (linea verde). Aqui las flechas
indican la direccién en que los tentdculos se desarrollan.

existencia de una marafia homoclinica [24]. Como consecuencia, las funciones
de dispersién presentan un conjunto no numerable de singularidades que
viven sobre un subconjunto fractal del dominio. La estructura topoldgica
del conjunto de singularidades es equivalente a la estructura topoldgica de la
herradura del sistema. Asi, el conocimiento de la topologia de la herradura
es equivalente al conocimiento del proceso de dispersién mismo. En efecto,
si la herradura es completa, el conjunto de singularidades en las funciones de
dispersién son un conjunto de Cantor. En el caso tipico en el que la herradura
es incompleta, el estudio de la topologia de la herradura en términos de su

1.3 Herraduras Incompletas

Cuando la herradura de Smale es completa, la silla cadtica posee una estruc-
tura relativamente simple. En este caso, el espacio fase es completamente
hiperbélico; en otras palabras, todas las 6rbitas periddicas sor inestables [5].

Una herradura incompleta es aquella para la cual el conjunto de la silla

desarrollo (comparado con el caso completo) es de gran utilidad.
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cabtica no es un conjunto de Cantor. En la Fig. 1.7 se muestra un ejemplo de
una herradura incompleta. En ella, los tentdculos de nivel uno no alcanzan a
cruzar el rectangulo fundamental. Regiones cercanas del conjunto de Cantor
original son ahora mezcladas y algunas otras se pierden. Este constituye el
caso mas general para sistemas fisicos reales en los que se encuentra un espa-
cio fase mixto donde regiones de movimiento regular, dominado por drbitas
estables, se mezclan con regiones caéticas en las que la dindmica es compli-
cada. En el caso de herraduras incompletas, el rectingulo fundamental se
define en analogia al caso completo. Los vértices de éste son como anterior-
mente, el punto fijo F y las intersecciones primaria C y secundarias B y D.
Asi, el rectdngulo fundamental se forma con los segmentos de las variedades
estable e inestable que unen a estos vértices (compare las Figs. 1.5 y 1.7).

En sistemas abiertos, la maraifia homoclinica caracteriza la dindmica so-
bre la capa de dispersién® que conecta las regiones de interaccién y asintética.
Cuando la herradura es incompleta, en la capa de dispersién existen general-
mente, islas de estabilidad secundarias cuya influencia produce una dindmica
no hiperbélica®.

Como consecuencia de una herradura incompleta, la dindmica simbélica
no es Unica y su obtencién es generalmente complicada y un tanto arbitraria
[26, 27, 28]. Aun asi, la dindmica simbélica es una buena aproximacién de la
dindmica generada por la componente hiperbélica de la variedad invariante.
Los efectos no hiperbélicos aparecen generalmente a tiempos muy largos y a
escalas muy pequefias cuya observacién requiere de una resolucién muy fina
[29]. Si éste es el caso, muchas de las propiedades de dispersi6n del sistema
a tiempos cortos son dominadas por la componente hiperbélica del conjunto
invariante 7. En este sentido, una herradura incompleta puede ser descrita
por un subconjunto de la dindmica simbdlica de la correspondiente herradura
completa.

1.3.1 El Parametro Formal de Desarrollo

En sistemas cadticos de dispersién es usual encontrar que, en funcién de sus
pardmetros, el comportamiento dindmico del sistema cambia de no hiperbélico

5En el Capitulo 3 estudiaremos la dindmica sobre la capa de dispersi6n.

8En una herradura incompleta suficientemente desarrollada, es posible sin embargo,
obtener una dindmica hiperbélica; Seccién 1.3.2.

"La existencia de puntos parabélicos puede también producir efectos a tiempos cortos
en las propiedades de dispersion.
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a hiperbdlico. En términos de herraduras de Smale esto quiere decir que la
herradura asociada se desarrolla desde etapas incompletas hasta formar una
herradura completa. El objetivo de esta Seccién es clasificar cualitativamente
la topologia de la herradura incompleta en términos de su desarrollo com-
parado con el caso completo. Como hemos visto en el ejemplo del péndulo
perturbado en la Seccién 1.2, cuando la perturbacién es cero la variedad
invariante es la curva separatriz. Conforme se aumenta la perturbacién, la
amplitud de las oscilaciones de las variedades invariantes también aumenta;
su estructura corresponde a una herradura incompleta. Es de esperarse que
para algin valor de la perturbacién, la amplitud de las oscilaciones ser4 tal
que la herradura serd completa.

Asi, es posible parametrizar el desarrollo de la herradura incompleta en
términos del valor de la perturbacién. Claramente, una desventaja de esta
parametrizacién es que depende del sistema mismo. Una parametrizacién al-
ternativa para el desarrollo de las herraduras incompletas fue introducida por
Jung en 1994 [29, 44]. Para esta parametrizacién se introduce un pardmetro
formal con valores entre « € [0, 1]. El desarrollo descrito en términos de @ de-
scribe la parte universal de la herradura, es decir, su componente hiperbélica
[29)].

En el caso de una herradura completa como la mostrada en la Fig. 1.5,
el rectdngulo fundamental es seccionado completamente por el tentdculo de
nivel 1 de la variedad inestable ¢,, dividiéndolo en dos partes®. En este caso,
el pardmetro formal es &« = 1. En el caso de herraduras incompletas como
la mostrada en la Fig. 1.7, #;, no alcanza el lado opuesto del rectdngulo
fundamental. Como funcién de los pardmetros del sistema, la longitud del
tentaculo ¢;,, aumenta como se ejemplifica en el recuadro de la Fig. 1.7. En
este caso, el valor del pardmetro formal se determina a partir de la longitud
relativa del tentdculo ¢, respecto al caso completo.

A continuacién se describe el procedimiento para encontrar el valor del

_pardmetro formal a partir de la estructura de la herradura incompleta.

La idea fundamental en la parametrizacién de Jung es comparar la es-
tructura de la herradura incompleta con la herradura completa misma. Dado
que en ¢l caso completo los tentdculos de cada nivel generan intervalos dis-
conexos (y agujeros), es posible utilizar la posicién de éstos como una regla

8En herraduras construidas sobre superficies de seccién adaptadas a una simetria tem-
poral, la variedad estable se desarrolla igual a la variedad inestable. Una es la reflexién en
el tiempo de ia otra, por lo que por simplicidad nos referiremos s6lo a los tentéculos de la
variedad inestable.
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para medir la penetracién del tentdculo £, de la herradura incompleta en el
rectdngulo fundamental. Los agujeros creados por una herradura completa
aparecen jerarquicamente. Por ejemplo, en la Fig. 1.3 en el primer nivel de
la herradura {f(S)), el rectdngulo fundamental es dividido en los intervalos
Vo ¥ V1; el intervalo entre ellos es el agujero de nivel 1. En el segundo nivel
de la herradura se crean dos agujeros mas, entre Voo ¥ Vi ¥ entre Vi, y Vin.
En general, el nivel n de la herradura tendrd 2" — 1 agujeros y la medida
debe tomar en cuenta esta jerarquia.

Por razones de simplicidad, estudiaremos el caso de una herradura bina-
ria sin embargo, se pueden usar los mismos razonamientos para herraduras
de orden mayor. En el caso de una herradura binaria, el sistema correspon-
diente posee dos 6rbitas periédicas fundamentales donde al menos una de las
dos 6rbitas es inestable. En un retrato fase del sistema® la érbita inestable
aparece como un punto fijo hiperbélico y sus variedades invariantes forman
la herradura.

En la Fig. 1.8 se muestra esquemdticamente el procedimiento para la
obtencién del pardmetro de desarrollo. En esta figura, los agujeros de la
variedad estable cortan el rectdngulo fundamental horizontalmente. En la
columna de la izquierda se indica el nivel de jerarquia de los agujeros, es
decir, e] nivel en el que cada agujero en particular es creado. En la columna
de la derecha se cuentan los agujeros creados hasta el nivel £ = 2 y hasta el
nivel k£ = 3 empezando por el agujero més cercano al punto fijo F.

Consideremos los agujeros de la variedad estable de nivel [ < k. Si el
tentdculo de nivel 1 de la variedad inestable ,,, termina en el r-ésimo agujero,
entonces el pardmetro formal esta dado por

a=r1r2"F, (1.11)

En el ejemplo de la Fig. 1.8 si consideramos los agujeros hasta el nivel
! < k = 2, entonces %, termina en el tercer agujero, dando el pardmetro
formal o = 3/4. Si consideramos los agujeros hasta el nivel kK = 3 entonces
t,, termina en el sexto agujero y o = 6/8. En efecto, la ec. 1.11 contiene
implicitamente la construccién jerarquica de la herradura por lo que el valor
del parametro formal no depende del nivel £ hasta el cual se consideren
los agujeros de la herradura completa, siempre y cuando estos se cuenten
correctamente. En general, éste serd el minimo necesario para obtener o.

9El mapeo de Poincaré y el retrato fase sobre una seccién de Poincaré se definen en el
Capitulo 2.
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Figura 1.8: Representacién esquemdtica de una herradura binaria incompleta
con un pardmetro formal o = 3/4. El cuadrado fundamental estd formado
por el punto fijo exterior F' y los vértices B, C y D. El nivel de jerarquia de
los agujeros formados por la variedad estable se indica en la columna de la
izquierda. En la columna de la derecha, los agujeros son numerados a partir
del punto fijo para el nivel de desarrollo k = 2 y £ = 3. Los rectdngulos en
gris corresponden a los agujeros que atraviesa el tenticulo inestable de nivel
1.

En el caso de una herradura ternaria incompleta, el pardmetro formal se
define anélogamente al caso binario por {31]

y=r37%, (1.12)

donde r y k tienen el mismo significado que antes. La diferencia esencial
entre el caso binario y el ternario es que en el ultimo, el numero de agujeros
creados hasta el nivel n es ahora 3™ — 1. Las herraduras ternarias son el caso
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tipico encontrado en billares bidimensionales con dos canales de salida, donde
el decaimiento por los canales se lleva a cabo sobre las variedades invariantes
de érbitas inestables.

En términos del pardmetro formal, el desarrollo de la herradura es mo-
nétono!® y su descripcidn es universal. Asi, dado un valor del pardmetro
formal se obtiene el desarrollo de la herradura y con ella la estructura de la
silla caética del sistema. Si ademds se estudia la estructura jerdrquica de
alguna funcién de dispersién del sistema, es posible construir una dindmica
simbdlica al menos aproximada. Una vez que se tiene una dindmica simbélica,
se puede usar el formalismo termodindmico [24] para obtener las propiedades
dindmicas del sistema como la velocidad de escape y el exponente de Lya-
punov {de la variedad inestable) [42], la entropia topolégica y la dimensién de
informacién [45]. En el Apéndice B se describe brevemente este formalismo.

1.3.2 Tangencias Homoclinicas

La construccién de una dindmica simbdlica aproximada para un sistema en
el cual la herradura de Smale es incompleta, aunque formalmente posible,
es un problema extremadamente dificil [46, 47]. En este caso, el espacio
fase es generalmente mixto y la presencia de islas de estabilidad complica
considerablemente la dindmica en la regién de dispersién. La desaparicién
(aparici6n) de islas equivale a prohibir (permitir} un infinito de 6rbitas ho-
moclinicas, complicando con ello una descripcién légica de la topologia de la
silla cadtica [24]. A este fenémeno se le conoce en inglés como pruning.

En el contexto de la herradura de Smale, tal complicacién se debe a la
existencia de intersecciones tangentes entre las variedades estable e inestable
de la herradura llamadas tangencias homoclinicas. Cuando una tangencia
homoclinica ocurre, se crean un infinito de érbitas periédicas. En este sen-
tido, las tangencias homoclinicas son puntos de acumulacién para érbitas
periGdicas [5], un infinito de las cuales son estables y otro tanto inestables.

Cabe sefialar que, por construccién, todas las intersecciones entre las
variedades invariantes de la herradura ocurren dentro del rectdngulo funda-
mental. Asi, en una herradura completa, todas las intersecciones entre las
variedades estable e inestable son transversales y por ende todas las 6rbitas
periédicas son inestables. Para una herradura incompleta el espacio fase es

19Como se vers en la Seccién 4.2, la parametrizacién del desarrollo de la herradura en
términos de los pardmetros del sistema, no garantiza la monotoneidad del desarrollo.
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generalmente mixto, lo cual es consecuencia de la existencia de tangencias
homoclinicas entre las variedades de la herradura. Y decimos “generalmente”
porque para ciertos valores del desarrollo o < 1, pueden existir situaciones
en las que todas los puntos homoclinicos son intersecciones transversales y
por ende la dindmica es hiperbolica. Por ejemplo, en una herradura con de-
sarrollo o = 7/8, el tentdculo de nivel uno de la variedad inestable termina
en el iltimo agujero de la variedad estable (séptimo hasta el nivel K = 3) y
todos los tentdculos de nivel superior caen afuera del rectdngulo fundamen-
tal. En esta situacién, no existen tangencias homoclinicas [29). En general
estos desarrollos ocurren en herraduras bien desarrolladas.

Para herraduras poco desarrolladas, es decir, o < 1/2, la dindmica es no
hiperbélica. Los efectos no hiperbdlicos en la dispersién aparecen tarde o
temprano dependiendo de el nivel de jerarquia en el que ocurren tangencias
homoclinicas. En este caso, la dindmica a tiempos cortos puede ser aproxi-
mada por la componente hiperbélica de la herradura [29], lo cual es aiin,
extremadamente 1til para la descripcién de las propiedades genéricas de la
dindmica del sistema. Para esto, la obtencién del desarrollo de la herradura
constituye el primer paso.



Capitulo 2
Definicion del Modelo

La pared no se mueve!

Thomas Seligman.

En este Capitulo se define el potencial modelo utilizado en esta Tesis
para estudiar el problema inverso de la dispersién. La solucién numérica de
la dindmica clédsica y cudntica de este modelo se discute en las Secciones 2.2
y 2.3 respectivamente.

2.1 El Hamiltoniano

El objetivo de esta Tesis es explorar la dispersién clésica y cuintica en
términos de la topologia y desarrollo de 1a herradura de Smale. Todo sistema
de dispersi6n caética de dos grados de libertad o de un grado de libertad de-
pendiente del tiempo, se puede estudiar en términos de la herradura de Smale.
Para este tipo de sistemas, el interés principal es obtener un entendimiento
global de su dindmica. Para ello, las caracterfsticas particulares de cada sis-
tema, las cuales sélo se ven reflejadas en su dindmica local, no son relevantes.
Un interés adicional es explorar, en términos de los resultados en la mecdnica
clésica, la dindmica del sistema andlogo cuéntico.

Para el andlisis del proceso de dispersidn, se eligié un modelo Hamilto-
niano con una herradura binaria, para el cual, las caracteristicas encontradas
son comparativamente simples. El modelo esta dado por el Hamiltoniano

29
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a0
Hap)=2 +4V(@) Y =), 1)
R=—-=00

donde ¢ es la coordenada. de posicion, p es la coordenada de momento, A es
un parametro libre, ¢ es el tiempo y n un indice entero. La dependencia en
el tiempo consiste en un tren infinito y periédico de pulsos delta que golpean
al potencial con periodo 1. El pardmetro A determina la fuerza del potencial
dado por

2
92— +1 , ¢<0
Vig) = : (2.2)
e +q+1) , ¢20

En este potencial, una particula de masa uno se mueve libremente excepto
cada periodo 1 de tiempo en el que siente la presencia del potencial. Diremos
metaféricamente, que a estos tiempos el potencial “patea” a la particula. La
amplitud de las patada depende de su posicién de acuerdo con el potencial,
eq. 2.2. En la region asintética ¢ — oc, el potencial decae exponencialmente
y la particula se mueve libremente. Este Hamiltoniano es por lo tanto un
modelo de dispersién.

Formalmente, este modelo unidimensional dependiente del tiempo es e-
quivalente a un sistema Hamiltoniano auténomo de dos grados de libertad.
Esto se puede mostrar extendiendo el espacio fase en un grado de libertad,
que considera al tiempo como una nueva coordenada canénica, conjugada a
la energia [48).

El potencial tiene un minimo en ¢ = 0 y un maximo local en ¢ = 1, que
definen los dos puntos fijos del modelo

Iy = ( 0, Po = 1,0
T = (glaglg = EO,U; ' (2:3)

Ellos representan las 6rbitas periddicas fundamentales que determinan el or-

~ ..-—den-binario-de la herradura-y-describen-la-topologia del-fluyjo-Hamiltoniano~ -

del sistema. Variando el pardmetro A, se obtiene un desarrolio suave de la
herradura y una transformacién del espacio fase, de regular a hiperbélico.
En la Fig. 2.1 se muestra la forma del potencial junto con la posicién de
sus dos puntos fijos.
En la literatura se han empleado formas similares a la del potencial 2.2.
En [29] Riickerl et al, emplearon el potencial

Vig=e¢+g+1) (2.4)
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Figura 2.1: Perfil de la forma del potencial eq. 2.2. Los simbolos indican la
posicién de las 6rbitas estable {(O) e inestable (x).

para estudiar el problema inverso de la dispersién en mecdnica cldsica en
situaciones en lag que la herradura es incompleta. Comparando la topologia
de la herradura y la estructura de las singularidades en las funciones de
dispersién, se obtuvo una dindmica simbdélica aproximada para el intervalo
de desarrollo & = 1/2. En [54], Rice estudié las resonancias clasicas del
potencial 2.4 asociadas a los nimeros de rotacién 1/4,1/3,1/2 para los cuales,
el drea de la parte regular del espacio fase tiende abruptamente cero [49].
[11, 50, 51] se estudiaron reacciones unimoleculares en las que se usé este
potencial como modelo para el efecto dindmico de un potencial de Van der
Waals. También, en [52], el potencial

V(g) =€ %(cq® + bg + a) (2.5)

con a,c¢ > 0, se usé6 como modelo para la foto disociacién de Hgl, observada
en experimentos con ldseres de femto segundos[53].
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2.2 El Mapeo de Poincaré

El estudio del flujo Hamiltoniano en el espacio fase se reduce frecuentemente
al estudio de un mapeo discreto. Este procedimiento proviene de los estudios
pioneros de H. Poincaré [55] quién, estudiando el problema de los tres cuer-
pos en mecénica celeste, cred toda la base formal para la teoria de sistemas
dindmicos. La idea consiste en definir una superficie P(z) = 0 en el espacio
fase de manera tal que todas las trayectorias intersectan P transversalmente.
Dado que el flujo es determinista, cada punto de interseccién de una trayec-
toria estd univocamente determinado por su interseccién previa, definiendo
asi el mapeo de Poincaré. La estructura de las intersecciones con la superfi-
cie de seccién P constituye el espacio fase reducido del sistema Hamiltoniano
original, llamado retrato fese. Todas las propiedades dindmicas observadas
en el espacio fase son heredadas por el retrato fase, con la ventaja obvia de
ia reduccién de la dimensionalidad {42, 48].

Dada la periodicidad en el tiempo del modelo Hamiltoniano eq. 2.1, el
mapeo estroboscépico es un mapeo de Poincaré adecuado [33]. De esta forma,
representaremos la solucién clédsica de la dindmica del modelo con un mapeo
estroboscépico tomado a tiempos ¢t = n 4+ 1/2 de la forma

Pyt = Pn— AV’(QH. + pﬂ/z)
n+q1 = Gn +Pn — AV’(q'n + pﬂ/2)/2 :

Este mapeo da como resultado la evolucién de una trayectoria clisica del
tiempo 1 — 1/2 al tiempo n + 1/2. La fase elegida, es decir, la observacién a
precisamente estos tiempos, garantiza que la dindmica obtenida sea simétrica
ante inversién temporal. En esta situacién, la variedad estable de la herra-
dura coincide con la variedad inestable, tomando p —+ —p. En la Fig. 2.2
se muestra el retrato fase del sistema calculado unicamente para aquellas
trayectorias que permanecen un tiempo largo en la regién del pozo del po-

(2.6)

__tencial', para distintos valores del pardmetro A. También, en cada grificase _ ..

muestran las variedades estable e inestable de la herradura correspondiente.
La herradura est4 soportada por el punto fijo exterior zp, el cual es
hiperbélico? para todo A > 0. La estabilidad del punto fijo interior z;,

1El retrato fase que se muestra en la Fig. 2.2 corresponde aproximadamente a los puntos
del conjunto A, de la ec. 1.5 para algiin n grande.

2Cabe sefialar que, como la existencia de caos requiere de la existencia de una marafia
homoclinica, un potencial cadtico necesariamente tendrd un punto fijo hiperbélico cuyas
variedades forman la herradura.
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Figura 2.2: Retrato fase del mapeo estroboscdpico, eq. 2.6, para distintos
valores del pardmetro de fuerza A: a) A =0.5,b) A=2.0,c) A=10yd)
A = 6.5. La herradura correspondiente también se dibuja. Note las distintas
escalas en las figuras.

cambia de acuerdo al pardmetro de fuerza A de la siguiente manera: para
A < 4, 7, es eliptico. En este caso, el retrato fase presenta una isla es-
table, rodeada por un nimero no numerable de KAM-toros®, mismos que
garantizan su estabilidad, Fig. 2.2-a2,b. En A = 4, el punto fijo interior sufre
una bifurcacién de doblamiento de periodo. Asi, para A > 4, z; cambia
su estabilidad a inverso-hiperbélico, Fig. 2.2-c. Sucesivos doblamientos de
periodo terminan por destruir la isla central, pero muchas islas secundarias
ain existen. En la Fig. 2.2, excepto en ¢l caso d donde todas las islas de esta-
bilidad se han desintegrado, existen un nimero infinito de islas secundarias.
Algunas de ellas se encuentran afuera de la superficie de KAM més externa,
cerca de la marana homoclinica, rodeadas por las drbitas de las trayectorias
asintéticas. En este “mar cadtico”, drbitas estables e inestables se mezclan.

3UUn KAM-toro es una superficie invariante en el espacio fase. Este recibe su nombre
de su topologia toroidal [48].
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En el caso cldsico, el proceso de dispersién se lleva acabo aqui, mientras que
para el caso cudntico, paquetes de onda pueden, en principio, atravesar las
superficies de KAM hacia las regiones internas clésicamente prohibidas.

La presencia de islas de estabilidad embebidas en el mar caético son una
muestra de la no hiperbolicidad del sistema. Su presencia se debe a la exis-
tencia de tangencias homoclinicas entre las variedades estables e inestables de
la herradura {5]. Para este modelo?, la tiltima tangencia homoclinica ocurre
para A ~ 6.25. Después de esto, la herradura es completa, Fig. 2.2-d, y el
sistema, se vuelve hiperbdlico.

De esta manera, el retrato fase de nuestro modelo muestra un escenario
genérico en el cual, el sistema se transforma de no hiperbélico en hiperbélico,
en funcién del pardmetro A. De igual forma, la herradura se desarrolla
de incompleta a completa. Como se discutié en el Capitulo anterior, este
desarrollo puede ser descrito en términos del pardmetro formal . Emn la
Seccién 4.2 veremos que el desarrollo mondtono de la herradura, es decir,
que para valores mayores del pardametro la herradura esté més desarrollada,
no estd garantizado si en lugar del parimetro formal se usa el pardmetro
fisico, A.

2.3 El Mapeo Cuantico

En mecanica cudntica nuestro objetivo es explorar la dispersién de paquetes
de onda en términos del desarrolle y estructura de la herradura clédsica. La
evolucién de estos paquetes de onda se obtiene a partir del operador de
evolucién U que para modelos pateados, como el del Hamiltoniano 2.1, es
relativamente sencillo.

El mapeo estroboscépico, eq. 2.6, se puede descomponer en tres transfor-
maciones independientes

e mi”phf:=:pﬁ———:——— = mm e o - - e e s S
L: 2.7
' { v = gn+ pn/ ( )

— r —_— ! i
P,: { P = pw — AV'(gw) (2.8)
gn? = Qn’

4Este valor se obtiene numéricamente cuando el tenticulo de nivel 1 de la variedad
inestable (estable) de la herradura intersecta tangencialmente a la variedad estable (in-
estable).
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Prny1 = Par
Lj: 2.9
3 { nt1 = Gnr +pn”/2 ) ( )

en términos de las cuales, la evolucién del tiempo ¢t = n — 1/2 al tiempo
t = n+ 1/2 se obtiene de la transformacién

L3 =) P2 O L1 . (2-10)

La segunda transformacién P, es una transformacién puntual que correspon-
de al cambio en el momento debido a la patada al tiempo ¢ = n, mientras que
L; y L3 son transformaciones lineales correspondientes a la evolucién libre
durante un tiempo ¢ = 1/2, antes y después de la patada respectivamente.
La ec. 2.10 se puede cuantizar directamente [56], dando como resultado el
operador cuéntico de evolucién®

— exp | = p? _: _t
U = exp [ T4 ] exp [ hAV(q)] exp [ T4 ] . (2.11)

De esta manera, el estado del sistema al tiempo ¢ = n + 1/2 se obtiene
de su estado al tiempo t =n — 1/2 como

Unps2) = U o) - (2.12)

La solucién a esta ecuacién es trivial. Los operadores que aparecen como
primer y tercer factor a la derecha de la ec. 2.11 son diagonales en la base del
momento mientras que el segundo factor es diagonal en la base de la posicién.
La aplicacién de U consiste entonces en la multiplicacién por tres fases in-
tercaladas por transformaciones de Fourier F que nos llevan del espacio de
posicién al espacio de momento. En la base del momento

2

U(p,p) = e %% F e #4V@ F1 o~dr" (2.13)
Con la aplicacién repetida de U se obtiene el estado del sistema a cualquier
tiempo discreto como

I'I‘,H_lfz) - Unlqlllg) . (214)

Asi, la evaluacién numérica de la evolucién cuédntica es muy simple pues
involucra solamente transformadas de Fourier y multiplicacién por fases.

SEn el contexto de sistemas perturbados periédicamente en el tiempo, como es el caso
del modelo ec. 2.1, al operador de evolucién también ge le llama operador de Floquet.
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También es muy eficiente si en la evaluacién se usan buenos cédigos de trans-
formadas répidas de Fourier (FFT) [57]. Por otra lado, dada la forma del
potencial ec. 2.2, la solucién analitica a la ec. 2.14 es extremadamente com-
plicada por lo que restringimos nuestro estudio a su andlisis numérico.

Para analizar el proceso de dispersion, los estados cudnticos iniciales se
preparan como paquetes de onda Gaussianos de minima incertidumbre dados
por \

1 — g i
¥(g,0) = T 75 exp ["% + o] (215)
A diferencia del problema clisico que depende de un solo paridmetro, A4, la
mecdnica cudntica intrcduce a la constante de Planck A como pardmetro
adicional cuyo valor determina la distancia del limite cldsico i — 0.

Para un momento inicial dado, p;,, ¢ determina la duracién del pulso.
Como se discute en la Seccién 3.3, un pulso corto implica una resolucién
pobre en la energia, mientras que un pulso largo puede tener una energia
bien definida. Asi, el proceso de dispersién se puede estudiar de dos maneras
distintas: usando pulsos cortos se puede estudiar la evolucién en el tiempo
de los paquetes de onda en el espacio de configuracién o en el espacio fase. Si
se usan pulsos largos se puede estudiar alguna observable conveniente como
funcién de la energia.



Capitulo 3

La Dispersion y el Periodo
Orbital

En este Capitulo se estudia el proceso de dispersién caética para sistemas
abiertos en situaciones en las que la herradura es poco desarrollada. El
sistema debe poseer, a lo mas, tres drbitas periédicas fundamentales, siendo
estable la 6rbita interior. Adicionalmente se requiere que la isla de estabitidad
central (asociada a la 6rbita interior) y la capa de dispersién estén bien
desarrolladas. Primero se discute el proceso de dispersién en mecénica clésica
en términos del desarrollo de la herradura para después explorar, en base a
esto, la dispersién en mecédnica cudntica. En la Seccién 3.1 se describe el
procedimiento para extraer de mediciones asintéticas, el valor del niimero
de rotacién de la isla central. En la Seccién 3.2 se explica c6mo obtener
el desarrollo de la herradura de Smale a partir del nimero de rotacién. El
problema inverso en el problema cudntico se discute en la Seccién 3.3. Para
el caso de sistemas periédicos en el tiempo, en la Seccién 3.4 se introduce el
formalismo de Floquet.

3.1 Periodo Orbital

En esta Seccién se estudia el proceso de dispersién en sistemas Hamiltonianos
de dos grados de libertad o de un grado de libertad dependiente del tiempo,
como por ejemplo, en la dispersién de ondas en cavidades electromagnéticas
planas o en potenciales unidimensionales perturbados externamente por cam-
pos dependientes del tiempo. Para situar la discusién supondremos que existe

37
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\ capade

cispersidn

a la regidn asintdtica
r——

ultima guperficie
da KAM

Figura 3.1: Esquema del retrato fase de un sistema con una herradura bi-
naria. El proceso de dispersidon se Heva a cabo sobre la capa de dispersidn.
El conjunto de flechas rojas indican la direccién de la evolucién, sobre la
superficie de seccién en la vecindad del punto hiperbélico.

una constante de movimiento. En esta situacién el espacio fase de un sistema
tal es tridimensional. Entonces es posible estudiar el flujo Hamiltoniano con
el mapeo de Poincaré sobre una superficie de secciéon como se describié en la
Seccién 2.2.

En el retrato fase del sistema, las 6rbitas peridédicas fundamentales apare-
cen como puntos fijos del mapeo de Poincaré. El fiujo en la vecindad del
punto fijo est4d determinado por su estabilidad lineal, como se discute en el
Apéndice C. Una 6rbita estable corresponde a un punto fijo elipticol. La

dindmica local alrededor de un punto eliptico es una rotacién. Si la Orbita

es inestable el punto fijo es hiperbélico, en cuyo caso, puntos cercanos se

aproximan a él en una direccién y se alejan en otra direccién, determinadas
por las variedades invariantes del punto fijo que forman la herradura (véase
el Apéndice A).

La rotacién alrededor de un punto eliptico puede ser caracterizada por

'De aquf en adelante nos referiremos al punto fijo elfptico indistintamente como punto
fijo interior, centro o isla.
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el nimero de rotacién del centro de la isla w, ec. C.7. Este se define como
el dngulo que en promedio recorre un punto en su rotacién después de una
iteracién del mapeo de Poincaré, en unidades de 27, (véase la ec. C.5). Su
inverso, 7 = 1/w, es entonces el nimero promedio de iteraciones que son
necesarias para que un punto alrededor de la isla complete una rotacién.
Llamaremos a 7 periodo orbital.

En general, el periodo orbital de un punto en la superficie de seccién es
funcién de su distancia al centro de la isla. La forma en la que 7 depende
de esta distancia es particular a cada sistema. Sin embargo, para sistemas
Hamiltonianos el periodo orbital tipicamente aumenta con la distancia. Una
manera de entender ésto es la siguiente: cnando el sistema es regular, (las
variedades invariantes del punto hiperbélico forman una separatriz), cada
umna de las superficies de KAM que rodean al punto eliptico estdn caracteri-
zadas por un nimero de rotacién finito [48]. Dado que el nimero de rotacién
de la separatriz es cero es de esperarse que el nimero de rotacién de las
superficies de KAM disminuya conforme éstas se encuentren mds cercanas a
la separatriz. En un escenario de KAM, cuando el sistema es perturbado, la
separatriz se deforma en una herradura y los KAM-toros comienzan a desin-
tegrarse conforme la amplitud de la perturbacién aumenta. Sin embargo, el
nimero de rotacién de cada toro se mantiene constante {48], por lo que adin
en presencia de caos la situacién tipica corresponde a aquella en la que el
periodo orbital aumenta con la distancia al centro de la isla.

Sin perder generalidad analizaremos el proceso de dispersién en un sis-
tema Hamiltoniano con una herradura binaria. En la Fig. 3.1 se muestra
esqueméticamente el retrato fase tipico de estos sistemas, como por ejemplo
el de la eq. 2.1. En estos sistemas, el retrato fase presenta dos puntos fijos,
uno eliptico (cuando la herradura es poco desarrollada) y otro hiperbdlico.
El punto eliptico estd rodeado por KAM-toros. Mas alli de la superficie
de KAM mis externa se encuentra la regién en la que ocurre el proceso
de dispersidn, es decir, la regién accesible a trayectorias asintéticas. Nos
referiremos a esta region como la capa de dispersidn cuya estructura fractal
estd relacionada con la estructura jerdrquica de la maraifia homoclinica?.

Cuando trayectorias asintéticas se aproximan a la regién de interaccién,
algunas de ellas son rebotadas por el punto hiperbélico de vuelta a la zona
asintética, mientras que algunas otras lo rodean y entran a la capa de dis-

2También se puede definir a la capa de dispersién como el 4rea en la regién de interaccién
sobre la cual se concentra la marafa homoclinica.
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persién. En la capa de dispersidn, las trayectorias se mueven alrededor de la
isla central. Al completar una rotacién las trayectorias tienen la posibilidad
de salir de la capa de dispersién a lo largo de la variedad inestable del punto
hiperbélico o continuar rotando.

Entonces, podemos decir que la vecindad del punto hiperbélico es una
zona de decisién {38]. En ella, cada trayectoria debe “decidir” entre entrar o
no a la capa de dispersién y una vez adentro, entre salir o continuar rotando
alrededor de la isla. Para las trayectorias que entran a la capa de dispersién
la. decisi6n de salir o no es tomada a intervalos de tiempo determinados por
el periodo orbital “promedio” caracteristico de la capa de dispersién, el cual
llamaremos? 73.

Supongamos entonces el siguiente experimento: un observador en la regién
asintética lanza trayectorias hacia la regién de interaccién con condiciones
iniciales en algiin intervalo de posicién Ag y momento Ap. Al mismo tiempo,
el observador lleva un registro del tiempo ¢ en el que cada trayectoria (g¢;, p;)
regresa a la region asintética en (gf,ps). Con estos datos, el observador
calcula el tiempo

tg =

i ‘QJ'
—| = [—=t. 3.1
b Py ( )

Este es el tiempo efectivo que la trayectoria permanece en la regién de in-
teraccién. Si ¢; ¥ g5 se miden muy lejos en la regién asintdtica, el tiempo 24,
llamado tiempo de retardo, es funcién solamente del momento inicial p;.
Como las trayectorias que rotan en la capa de dispersién pueden salir
de ella s6lo a intervalos de tiempo 73, el flujo de trayectorias dispersadas
aumentar4 para los tiempos de retardo que sean, aproximadamente, multiplos
del perfodo orbital caracteristico de la capa de dispersién. Estas diferencias
de flujo podrian ser observadas en la distribuci6n de tiempos de retardo P(t4)
y asi obtener a partir de ésta, un valor para el periodo orbital promedio 73 de
la ca.pa. de dlSpe!‘SlOIl En ana.logla. ala sena.l que envia un radar llamaremos

Hasta. ahora hemos identificado al perlodo orbital con un tiempo, sin em-
bargo, esto no es estrictamente correcto. Hemos estudiado la dispersién en
términos de la dindmica sobre la superficie de seccién. En el flujo Hamilto-
niano, al tiempo entre intersecciones sucesivas de una trayectoria particular
con la superficie de seccidn se le llama tiempo de retorno. Este tiempo es ca-

3La barra sobre 74 indica que esta cantidad es un promedio sobre distintas trayectorias
caracterizadas por su distancia al centro de la isla.
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racteristico de la regién del espacio fase en la que la trayectoria se encuentra,
por lo que en general, cada trayectoria tiene un tiempo de retorno distinto y
su valor varia con el tiempo. El periodo orbital es el nimero de iteraciones
del mapeo de Poincaré (es decir, el mimero de intersecciones con la superficie
de secci6én), necesarias para completar una rotacién alrededor de la isla. En-
tonces, si para alguna trayectoria llamamos ¢,(7) al tiempo de retorno entre
la intersecci6én 7 y la i — 1 el tiempo t4 que la trayectoria con periodo orbital
T4 Tequiere para completar una rotacién serd

tg= Zd:t,.(i) . (3.2)

Para sistemas periédicamente dependientes del tiempo {como el del mo-
delo 2.1), el tiempo de retorno es constante y el mismo en todo el flujo
Hamiltoniano, por lo que sélo para estos sistemas, el periodo orbital es un
tiempo medido en unidades del periodo del sistema.

En general, los tiempos de retorno ¢,.(i) en la ec. 3.2 no se pueden obtener
a menos que se tenga conocimiento del Hamiltoniano, procedimiento que es
initil en un experimento real en donde el objetivo es precisamente caracteri-
zar €l potencial.

Para sistemas de dispersién la situacidon es mas favorable. En la regién
de interaccién, la dindmica de las trayectorias de dispersion se lleva a cabo
sobre la capa de dispersion. Como se ha mencionado, por definicién toda
la estructura de la maraiia homoclinica del punto hiperbélico se encuentra
precisamente sobre la capa de dispersién®. Debido a ésto, en valor tipico para
los tiempos de retorno sobre la capa de dispersién es el tiempo de retorno de
la 6rbita que corresponde al punto fijo hiperbélico [31] y la ec. 3.2 se vuelve

ta =Tq t: ) (33)

donde £} es el tiempo de retorno del punto hiperbélico y 73 es el promedio
sobre la capa de dispersién. En otras palabras, el periodo orbital promedio
caracteristico de la capa de dispersién 74, es un tiempo medido en unidades
del tiempo de retorno tipico de las trayectorias de dispersién del sistema.
Asi, en sistemas Hamiltonianos de dispersidn es posible obtener 73 a partir
de mediciones asintéticas como por ejemplo en la distribucién de tiempos de

“En la siguiente Seccién usaremos este hecho para relacionar la rotacién de las trayec-
torias con la rotacién de los tentéculos de la herradura.
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retardo P(t4). Esta observacién es de gran importancia pues como veremos
en la siguiente Seccidn, Tj estd relacionado con el desarrollo de la herradura
del sistema.

3.2 Desarrollo de la Herradura

En esta Seccién demostraremos que el periodo orbital promedio caracteristico
de la capa de dispersién 75 estd relacionado con el desarrollo de la herradura
medido en términos del pardmetro formal a. Esta relacién constituye la con-
tribucién mds importante de esta Tesis pues permite, mediante la observacién
del periodo de los ecos de dispersién obtener el desarrollo de la herradura y
con €éste, la caracterizacion de la dindmica global en la regién de interaccién.

La rotacién de las trayectorias en la capa de dispersién estd intimamente
relacionada con la topologia de la marana homoclinica. De hecho, la rotacion
alrededor de la isla es consecuencia de la rotacién de los tentdculos de la
herradura que a su vez, es consecuencia de su estructura jerdrquica.

En la Fig. 3.2 se muestra esquemdticamente una herradura binaria con
desarrollo o = 1/8. Para este desarrollo el tentdculo de nivel 3 de la variedad
estable (en verde) t3, intersecta al tentdculo de nivel 1 de la variedad inestable
(en rojo) iy,.

Como se discute en el Apéndice A, la imagen de toda interseccién ho-
moclinica entre las variedades de la herradura es una interseccién homoclinica.
Ademds, la jerarquia de la herradura se hereda, por asi decirlo, a los pun-
tos homoclinicos: denotemos como (7 : j) al punto homoclinico producto de
una. interseccién entre el tentdculo de nivel i de la variedad estable con el
tentdculo de nivel 5 de la variedad inestable. Como la variedad inestable se
desarrolla en el tiempo ¢ — oo mientras que la estable lo hace en t — —o0
las imdgenes de (4, j) son los puntos homoclinicos (i—1:j+1), (1—2: j+2)
(i —3: j+3) y asi sucesivamente. Este arreglo jerdrquico permite dibujar la

" estructura de la herradura de cualquier desarrollo en una forma relativamente

simple.

Esta jerarquia se mantiene para regiones completas sobre la superficie de
seccién por lo que la imagen de una regién cercana al punto homoclinico
(7: j) estard cercade (2 —1:j+1).

En particular, en la Fig. 3.2 el extremo del tentdculo de nivel 1 de la
variedad inestable ¢,, se encuentra en el agujero del tentdculo ¢3,. Como la
imagen de {;, es ¢;,,, tenemos entonces que Iy, se encuentra en el agujero
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del tentaculo 3, y 3, en el agujero de £;, y asi sucesivamente. Como conse-
cuencia de esta jerarquia, los tentdculos de la herradura rotan alrededor del
centro de la isla. En la Fig. 3.2 se indica la direccién de Ia rotacién de los
tentdculos de la variedad inestable cuyos extremos se indican como puntos
azules. El tentdculo ts,, el cual se encuentra en el agujero de f_,, casi ha
completado una rotacién respecto al centro empezando en t;,, mientras que
téw ha completado un poco méds que una rotacién.

En la Seccién anterior hemos visto que todas las trayectorias en la capa de
dispersién regresan a la vecindad del punto fijo F' y para nuestros propésitos,
el tiempo promedio en el cual éstas completan una revolucién es esencial.
Este es el tiempo 73 que corresponde al perfodo orbital de las trayectorias que
transitan cerca de la superficie de la isla, es decir, cerca de la tltima superficie
de KAM. La superficie de la isla es una regién en donde las trayectorias
asintdticas permanecen por tiempos muy largos, atrapadas en la estructura
fractal que es producto de la jerarquia homoclinica [58, 59]. Por lo tanto,
el periodo orbital promedio sobre la superficie de la isla es €l que determina
el intervalo de tiempo entre ecos sucesivos y éste coincide con el periodo de
rotacion de los tentaculos de la herradura como se explica a continuacién:

Tomemos una herradura con desarrollo o = 27", Fijemos nuestra atencién
en los extremos de los tentdculos de la herradura y localicemos por ejemplo
el tentdculo de nivel k¥ de la variedad inestable para algiin & cualquiera®. En-
tonces, el tentdculo de nivel £+ n + 1 (Lx4ni1,4), TEgresa cerca del tentdculo
tx,u después de casi haber completado una revolucién adicional alrededor de
la isla comparado con el tentéculo #; . El tentdculo 54542, va un poco més
alld de ¢, y completa un poco mdas que una revolucién. Considerando que
tksntiu €8 la (n 4 1)-ésima imagen de t; vemos que, sobre la superficie de
la isla, el nimero de iteraciones necesario para completar una revolucién es
entre n+ 1y n+ 2, 0 en promedio, n + 3/2. Como hemos dicho, la capa de
dispersion rota junto con la dindmica sobre la marana homoclinica, es decir,
con los tentaculos de la herradura. Por lo tanto, el periodo orbital promedio
de la capa de dispersién es 73 = n+ 3/2 si @ = 27". Este resultado es conse-
cuencia directa de la topologia jerarquica de la herradura y puede ser escrito
€omo

3
'r_d=—log2a+§ : (3.4)

Por ejemplo en la herradura de la Fig. 3.2 @ = 272 y el niimero de

5Se pueden usar los mismos argumentos con la variedad estable.
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Figura 3.2: Figura esquemdtica de una herradura con desarrollo o = 1/8.
Los tentdculos de la variedad inestable ¢;,, (en rojo) y de la variedad estable

'tj__T_(e_Ifve—rd'é)"'Hﬁh:sid6:étiq_uét§dbﬁTdﬁf5rTnTa:§h?ﬁiVélzj.:'Ifo’s*eit'feﬁo’sﬁde
los tentdculos de la variedad inestable se indican con los puntos azules.

iteraciones necesarias para que los tentdculos completen una revolucién es
entre 4 y 5, 0 en promedio, 4.5, valor que coincide con nuestro resultado
general de la ec. 3.4
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Figura 3.3: Periodo orbital promedio 73 como funcién del pardmetro de de-
sarrollo o dado por la ec. 3.4. La linea segmentada indica el valor de o = 1/2.
La ec. 3.4 es vilida sélo para a < 1/2.

Invirtiendo la ec. 3.4 obtenemos el resultado que buscamos
a=2%*T" | 7>3/2. (3.5)

Dado que a € [0,1], ¢l rango de valores para 7; estd limitado a 73 > 3/2
como se indica en la ec. 3.5.

Asi, si podemos obtener el valor del perfodo orbital 73 a partir del periodo
de los ecos de dispersién, con la ec. 3.5 obtenemos el desarrollo de la herra-
dura.

La rotacién de las traycetorias sobre la capa de dispersidn sélo tiene
sentido si existe un centro de rotacion, por lo que la validez de la ec. 3.4
y la e.c 3.5 estd limitada a la existencia de una isla central.

Para el desarrollo ¢ = 1/2 la isla central se ha bifurcado por doblamiento
de periodo convirtiendose en un punto fijo hiperbélico. Cuando ésto ocurre
la isla bifurcada generalmente ain se encuentra rodeada por superficies de
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Figura 3.4: En esta figura se muestra la evolucién de una nube de trayecto-
rias (en color turquesa) puesta inicialmente sobre el extremo del tentdculo
t1» de una herradura con desarrollo @ = 1/8. En su evolucién la nube de
trayectorias se deforma.

KAM, por lo que incluso para desarrollos @ > 1/2 podemos decir que las
trayectorias en la capa de dispersién rotan alrededor del centro.

Sin embargo, a partir de la ec. 3.4, el valor de 7y paraa = 1/2es 2 y
como veremos en la segunda parte de esta Tesis, en la practica no es posible
extraer valores tan pequefios del periodo orbital debide al ancho propio de

poco desarrolladas a < 1/2 en donde la isla central aiin existe.

En la Fig. 3.3 se muestra el periodo orbital 73 como funcién de «. El
perfodo orbital aumenta con « — 0. En particular para o = 0 las variedades
invariantes de la herradura se colapsan en una separatriz para la cual 73 = oc.
En esta Figura se indica el valor de & = 1/2 que constituye el limite superior
para la extraccién del periodo orbital en la capa de dispersién a partir de la
observacién de los ecos.

los"ecos: Esen este sentido que nuestro método funciona para herraduras—
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Los argumentos que llevaron al resultado de la ec. 3.4 se basan en la
rotacién de la marafia homoclinica, es decir, en la rotacién de los puntos
homoclinicos alrededor del centro de la isla. Pero, los puntos homoclinicos
no rotan para siempre; cada uno de éstos realiza un cierto nimero de revo-
luciones antes de converger, finalmente al punto fijo hiperbdlico F' (véase la
Secci6n 1.1.2). Sin embargo, toda la estructura homoclinica continua rotando
con el mismo periodo y con ella toda la capa de dispersién. Esto se ejem-
plifica en la Fig. 3.4 para una herradura con el mismo desarrollo o = 23
y en la Fig. 3.5 para « = 27*. En ambas figuras se muestra la evolucién
de una nube de trayectorias que se pone inicialmente sobre el extremo del
tentdculo £;,. La nube de trayectorias rota junto con la maraiia homoclinica.
En su rotacién ésta se deforma conforme al estiramiento y doblamiento de
la herradura misma. Al completar una revolucién, las trayectorias que ini-
cialmente se encontraban en el agujero del tenticulo ¢, dejan el rectingulo
fundamental y se alejan a lo largo de la variedad inestable de la herradura.
Aquellas que se encontraban al interior contindian rotando hasta un tiempo
t < oo en el que todas las trayectorias, excepto un conjunto de medida cero,
dejan e} rectdngulo fundamental. Este conjunto consiste en las trayectorias
que inicialmente pertenecen a la variedad estable de la herradura y por ende,
convergen al punto fijo ' en £ — 00, sin embargo, este conjunto es inaccesible
para las érbitas de dispersidn.

Adicionalmente, para la herradura de la Fig. 3.5 con desarrollo o = 274,
el periodo orbital de la nube de trayectorias es ~ 5.5, de nuevo en acuerdo a
la ec. 3.4.

Para sistemas con tres érbitas periddicas fundamentales la herradura es
ternaria. Si el potencial es simétrico, es decir, V(g) = V(—¢q) la herradura es
simétrica como la que se muestra en la Fig. 3.6 para un desarrollo v = 373.
La herradura ternaria est4 soportada sobre los dos puntos fijos hiperbdlicos
F, y F;. En una herradura simétrica, las variedades invariantes de los dos
puntos fijos se desarrollan igual, por lo que un sélo pardmetro -y es suficiente
para caracterizar el desarrollo de la herradura completa.

Usando el mismo razonamiento que para una herradura binaria encon-
tramos que, para una herradura ternaria simétrica con desarrollo v = 37" el
periodo orbital sobre la superficie de la isla estd dado por

T4 =—2logs7+3/2. (3.6)

Esta igualdad es similar a la ec. 3.4 excepto por el factor 2 enfrente del
logaritmo el cual, es consecuencia de que ahora existen dos puntos fijos
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Figura 3.5: Igual que la Fig. 3.4 para una herradura con desarrollo @ = 1/16.

hiperbdlicos. Invirtiendo la ec. 3.6 obtenemos el desarrollo de la herradura
como funcién del periodo de los ecos:

v =307 575 3/2. (3.7)

Nuevamente, el periodo orbital estd limitado a valores 73 > 3/2 para ser
consistente con el rango del pardmetro de desarrollo v € [0, 1].

Para un sistema con una herradura ternaria, el periodo orbital 77 en las
ecs. 3.6 y 3.7 debe ser medido a partir de los ecos de dispersién en alguna de

En resumen, el periodo orbital promedio en la capa de dispersién es una
caracteristica genérica diréctamente relacionada con el grado de desarrollo
de la herradura subyacente. Asi, mediante las ecs. 3.5, 3.7 es posible obtener
el grado de desarrollo de la herradura a partir de la observacién asintética
de los ecos.

Este método funciona para herraduras poco desarrolladas (tipicamente
a < 1/2 para herraduras binarias y v < 1/3 para herraduras ternarias),
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Figura 3.6: Herradura ternaria simétrica con desarrollo v = 373, Los puntos
enumerados muestran una trayectoria tipica sobre la capa de dispersién.

tal que exista una isla de estabilidad central. En contraste, algunos otros
métodos [31, 32] desarrollados, requieren generalmente de una herradura bien
desarrollada (o > 1/2). En [31] el orden jerdrquico es extraido de la estruc-
tura fractal de las funciones de dispersién, sin embargo, este método requiere
de un conocimiento preciso del tiempo de retorno a la superficie de seccién.
En [32], el periodo y estabilidad de las 6rbitas periédicas mis cortas son
extraidos a partir de un andlisis jerdrquico de los intervalos de continuidad
en las funciones de dispersién. Este método también es aplicable al caso
de herraduras poco desarrolladas. Sin embargo, no da ninguna informacién
acerca de la isla.

Comparado con estos métodos, el procedimiento basado en la obser-
vacion del periodo de los ecos de dispersién explora regiones del espacio
de parametros inaccesibles para los métodos existentes. Ademds, la apli-
cabilidad de nuestro método es mayor pues el nimero de requerimientos
impuestos al sistema es pequeno y éstos son satisfechos por la mayoria de los
sistemas fisicos de dispersidn.

Mas atin, como se discute en la siguiente Seccion, el método introducido
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en esta Tesis abre por primera vez la posibilidad de explorar el proceso de
dispersién en sistémas cudnticos andlogos en términos del desarrollo de la
herradura. Este es sin lugar a dudas el resultado més sobresaliente de esta
Tesis.

3.3 Aspectos Cuanticos de la Dispersiéon

Para estudiar el proceso de dispersién en sistemas cudnticos se analiza la
evolucién de paquetes de onda que son dispersados por un potencial unidi-
mensional con dependencia periddica en el tiempo, eq. 2.2. En general, los
requerimientos en el Hamiltoniano cudntico para la aplicabilidad de nuestros
resultados son los mismos que en el caso clésico.

Como se discutié en el Capitulo anterior, el operador cuantico de evolucién
introduce al modelo dos nuevos pardmetros: la constante de Planck & como
un parametro puramente cudntico y la duracién del paquete de ondas o
eq. 2.15, como un pardmetro inicial. Aiin cuando nuestros resultados no de-
penden de la duracién del paquete inicial, veremos que el valor inicial de o
determinari el tipo de experimento que deberemos realizar para obtener el
periodo de los ecos de dispersidn.

En el limite semicldsico, i — 0, se espera que la dispersién de paquetes
de onda muestre el mismo comportamiento que la dispersién cldsica de una
nube de condiciones iniciales.

La diferencia esencial entre el comportamiento del sistema cldsico y su
andlogo cudntico es la existencia de tunelaje dindmico [61, 62}, entre capa de
dispersién y el interior de la isla. Cuando parte de la probabilidad cudntica
del paquete incidente tunelea® a través de las barreras clasicas (superficies
de KAM), existe una tendencia a que ésta permanezca localizada sobre los
toros invariantes de KAM al interior de la isla [63].

En esta situacidn, la probabilidad del paquete incidente que tunelea al

" “interior~dela isla rotard alrededor del centro de 'la isla al “igual que las

trayectorias cldsicas, con un periodo orbital igual al periodo caracteristico
de la regién en la que la probabilidad se localiza. La probabilidad atrapada
también tunelea del interior de la isla hacia la capa de dispersién. De esta
manera, cuando en su rotacién el centroide de la distribucién de probabili-
dad pasa cerca de la vecindad del punto hiperbélico una parte de ella tiene

8Cuando hablamos de tunelaje a través de superficies de KAM nos referimos a una
densidad de probabilidad definida sobre el espacio fase.
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la oportunidad de tunelear hacia €l canal de salida. Anédlogamente al caso
clésico, el decaimiento de probabilidad hacia la variedad inestable ocurre a
intervalos de tiempo iguales al periodo orbital de la probabilidad atrapada,
misma que puede observarse como ecos en la region asintética. La intensidad
de los ecos decae exponencialmente en el tiempo como es tipico del tunelaje
[64].

El valor de % determina la resolucién con la que la probabilidad cudntica
puede discernir la estructura del espacio fase. De esta manera, la probabili-
dad también puede localizarse sobre las islas de estabilidad secundarias que
existen en la capa de dispersion.

En otro contexto, la localizacién de probabilidad cudntica sobre estruc-
turas cldsicas del espacio fase, puede ser interpretada como debida al acopla-
miento del paquete de ondas con energia de incidencia E;,, con los estados
cuasiligados del potencial efectivo, dando lugar a la aparacion de resonancias,
mismas que pueden ser observadas en cualquier observable que sea funcién
de la energia [21].

La observacién del periodo orbital en los ecos depende de la duracién
del pulso con el que se realiza la dispersién. En el caso de pulsos cortos, la
energia inicial del pulso no estd bien definida pues en este caso, el ancho del
paquete de ondas en el espacio de momento es grande y por ende, la medicién
de cunalquier observable como funcién de la energia sera infructuosa. En este
caso, es preferible observar los ecos de dispersion en la variacion en el tiempo
de observables como por ejemplo, el flujo de dispersiéon. Por el contrario,
para pulsos largos se tiene buen control de la resolucién en la energia y en
este caso, cantidades como la matriz S como funcién de la energia pueden ser
utilizadas. En la siguiente Seccién se discute la obtencién del periodo orbital
para pulsos largos.

Para, la dispersién con pulsos cortos, podemos estudiar la evolucién tem-
poral del paquete de ondas en el espacio fase o en el espacio de posicién. Es
posible observar la evolucién cuéntica en el espacio fase usando una densidad
de distribucién conocida como distribucién de Husimi [65] definida por

1
= ——| < |\ 2 .
PH(Q‘,P) 27!‘?1' (Pqp‘ > | ) (3 8)

donde |¥ > es la funcién de onda del pulso,

; Y]
< ¢lpg >= (2rA%)Vierr -8
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2

La funcién de Husimi es un promedio sobre el espacio fase con resolucién
A cuyo limite semicldsico corresponde a la densidad de distribucién clésica
[66). De esta manera, es posible estudiar los efectos que sobre la dindmica
cudntica tienen las distintas estructuras clésicas del espacio fase.

En este caso, es posible obtener el periodo de los ecos en la dispersién
cudntica midiendo la evolucién en el tiempo de alguna observable como por
ejemplo, la amplitud de probabilidad observada en algiin intervalo de la
posicién de longitud A alrededor de alguna posicién ¢ en la regién asintética

q+A/2 0
Ia(t) = f U(g, t)dg . (3.9)
g—A[2

yA=\/E.

De manera andloga a la observacién clésica, Ia (g, t) oscilard con un periodo
igual al perfodo orbital de la probabilidad atrapada. Sin embargo, como
se discutié en la Seccién 3.1, el periodo orbital tipicamente aumenta con la
distancia al centro de la isla. Debido a ésto y a la tendencia de la probabilidad
cuantica de poblar regiones mds internas, es decir, més cercanas al centro de
la isla que las regiones visitadas por las trayectorias cldsicas, es de esperarse
que el periodo orbital cldsico serda una cota superior para el periodo orbital
cuantico

<. (3.10)

La igualdad en la ecuacién anterior se da con seguridad s6lo para h = 0.

3.4 Teoria de Floquet

La teoria de Floquet es un formalismo apropiado para resolver la ecuacién
de Schridinger de sistemas cuyo Hamiltoniano es periédico en el tiempo [67).
Hamiltonianos del tipo de la ec. 2.1 se pueden expresar en forma general
como

H(g,p;t) = Ho(p) + V(9)E(?) , (3.11)
donde Z(t) es una funcién periédica en el tiempo de periodo 7
E)=E(t+71). (3.12)

La evolucién temporal del estado del sistema ¥(g,f) es descrita por la

ecuacién de Schrodinger
., O|T)
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Dado que el Hamiltoniano depende explicitamente del tiempo, la energia
del sistema no se conserva por lo que la ecuacién de Schrodinger no puede
resolverse mediante la separacion de variables usual.

Sin embargo, debido a su periodicidad el Hamiltoniano es invariante ante
traslaciones temporales discretas, H(t) = H(t + 7). Esto quiere decir que
es posible encontrar soluciones x(g,t) a la eq. 3.13, que sean eigenfunciones
simultdneas del operador de traslacién temporal 7.

De acuerdo al teorema de Floguet [68], las soluciones a ecuaciones del
tipo 3.13 existen y son de la forma’

Xa (1)) = e §O=t|B4 (1)) (3.14)

donde |®4(t)) = {®a(t + 7)) ¥ On es un pardmetro definido hasta miltiplos
de fuw, con w = 2r /7 el inverso del periodo del sistema. A 6, se le llama
cuasienergia en analogia con el formalismo de Bloch, usado para Hamilto-
nianos espacialmente peri6dicos [69].

Si definimos un nuevo Hamiltoniano K (¢) como

K(t) = H(t) - m% (3.15)

y sustituimos la solucién de Floquet ec. 3.14, obtenemos una ecuacién de
eigenvalores para la cuasienergia como

K(t)lq’a (t)) = ealq)a(t)) . (3'16)
Suponiendo que los estados de Floquet {®o) forman una base ortonormal

y completa para el espacio de Hilbert Hy @ 7 [70], podemos expandir el
estado del sistema como

(L)) = cat 70 Baf(t)) (3.17)
[ 4
en donde los coeficientes ¢, son determinados para el estado inicial, es decir,

[T@) =Y 7744 (1)) ($a(0)|¥(0)) - (3.18)

"En donde sea posible sin crear confusién, omitiremos la dependencia en posicién y
momento de los operadores y funciones.
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Utilizando la periodicidad de los estados de Floquet podemos escribir el es-
tado del sistema al tiempo t = 7, es decir, después de un periodo como

() = Y €570, (0)) (@4(0)|¥(0)) - (3.19)

Esto quiere decir que si nos limitamos a observar el sistema a intervalos de
tiempo que sean miiltiplos del periodo 7 entonces

[¥(n7)) = (Ur)"|2(0)) (3-20)

en donde _
Uy = e 37|00 (0))(Za(0)] (3.21)

es el operador de evolucién al tiempo ¢t = 7. Asi, el operador U, conocido
como operador de Floquet, puede ser calculado a partir del estado del sistema
al tiempo t = 7.

Como consecuencia de la periodicidad en el tiempo el modo de Floquet

[Por (£)) = €™*[Ta(t)) = [an(t)) (3.22)

con n=0++1++2+ ..., conduce a exactamente la misma solucién en la
ec. 3.14 con un corrimiento en la cuasienergia

By = Of + nhw . (3.23)

El indice o corresponde entonces a toda una clase completa de soluciones
organizadas por o' = (¢, n} y por lo tanto, los eigenvalores {8,} pueden ser
mapeados a la primera zona de Brillouin fiw /2 < 0 < Kw/2.

Cuando la dependencia del sistema en el tiempo desaparece adiabatica-

- mente los modos de Floquet y-las-cuasienergias-convergen-a {71} - -+ — === ooeee -

[Wan) =+ |[tho)e™t (3.24)

Oy = Eq + nhw (3.25)

donde {ta, Eq } y son las eigenfunciones y eigenvalores del Hamiltoniano libre
Hy.
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En otras palabras, en un problema de dispersién, las cuasienergfas estin
relacionadas con la energfa asintética,

Ou=Eun +——, (3.26)

con n=0++1++2+..., por lo que la energia en el proceso de dispersién
s6lo puede variar en miiltiplos de fiw. En la Seccién 6.2.1, usaremos esta
relacién para calcular la matriz S de dispersién.

Las cuasienergias obtenidas de la solucién a la ec. 3.16 pueden ser inter-
pretadas como las energias de estados de resonancia del potencial efectivo
V(g,t) [72]. Como en la ec. 3.26 una resonancia con energfa E* tendrd un
infinito de réplicas a energias E = E* + nfiw. El nimero de resonancias en-
contradas en un intervalo de energia de longitud Aw es una caracteristica del
potencial mismo. Asi, la separacién media entre resonancias AE determina
una escala de energfa intrinseca del sistema que varia con la perturbacién ex-
terna, es decir, en el caso del modelo de la ec. 2.1, con el valor del pardmetro
A. Mientras que hw corresponde al periodo del sistema, nuestra conjetura es
que AF corresponde a la otra escala temporal del modelo ec. 2.1, es decir,
al periodo de los ecos de dispersién.

Si en la dispersién de paquetes de onda se usan pulsos largos su energia
de incidencia estd bien definida, por lo que en este caso ser4 posible extraer
el periodo orbital de la capa de dispersién y por ende el desarrollo de la
herradura, a partir de la separacién media entre las resonancias de cualquier
observable que sea funcién de la energfa como por ejemplo, la matriz S de
dispersion.

En regiones del espacio de pardmetros del sistema para las cuales no exis-
te una isla de estabilidad central bien desarrollada, las resonancias tienden a
superponerse por lo que nuevamente, la extraccién del periodo de los ecos es
posible s6lo en el caso de herraduras poco desarrolladas. Este fenémeno es
bien conocido y da lugar a la aparicién de oscilaciones en la matriz S como
funcién de la energia con una autocorrelacién que decae de forma Lorentziana
{19]. Este fenémeno conocido como fluctuaciones de Ericson [75], fué obser-
vado con anterioridad en la seccién eficaz de sistemas nucleares de dispersién.
Su importancia radica en €l hecho de que a partir del decaimiento de la au-
tocorrelacién (en este caso de la seccién eficaz como funcién de la energfa),
se puede obtener el tiempo de vida de la reaccién. En el contexto del caos
cudntico las fluctuaciones de Ericson han sido interpretadas como un indicio
de la aparicién del caos en la dispersién [19] al mostrarse que este fenémeno
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es descrito por la teoria de matrices aleatorias (TMA). El comportamiento
descrito por la TMA tiene distintas consecuencias dependiendo de si la caoti-
cidad del sistema es encontrada en el fluyjo Hamiltoniano o en el mapeo de
dispersion. La estadistica de las eigenfases de la matriz S depende princi-
palmente de la caoticidad del mapeo de dispersién, mientras que el compor-
tamiento de las eigenfunciones o de cualquier otra cantidad que dependa de
la base esta descrito por la TMA cuando existe caos topol6gico [76).
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Capitulo 4

Analisis Numérico Preliminar

En este capitulo se analiza el proceso de dispersién cldsico y cudntico para el
modelo introducido en el capitulo 2. Algunos de los resultados conocidos en
la teoria de dispersién cadtica son corroborados.

4.1 Dispersion Clasica

En esta Seccién se estudia el proceso de dispersién cldsica para el potencial
de la ec. 2.2. Este potencial consiste en una pared infinita por un lado y
un decaimiento exponencial por el otro, lo que determina que la dispersién
se lleve a cabo a través de un solo canal. El pozo de potencial alrededor de
g = 0 es inaccesible a particulas con energias menores! a ~ 3A4/e.

Para estudiar el proceso de dispersidn en mecénica cldsica se eligen parti-
culas en la regién asintética, que inciden sobre la regién de interaccién. Las
condiciones iniciales de las particulas (g;, p;) se eligen sobre la superficie de
seccién y sirven para etiquetar su trayectoria. La trayectoria de las particulas
se obtiene a partir del mapeo cldsico, ec. 2.6. Después de permanecer por
un tiempo en la regién de interaccién todas las particula regresan a la regién

asintética en (g (), ps(2)).

1Para sistemas pateados en el tiempo, una particula cl4sica con una fase adecuada
puede atravesar la barrera de potencial aun cuando ésta tenga una energia menor a la del
méximo de la barrera.

99
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4.1.1 Retrato Fase

Como se menciond en el Capitulo 2, el retrato fase del mapeo estroboscépico
ec. 2.6 muestra un escenario genérico para el desarrollo de la herradura. En
funcién del pardmetro A la herradura alcanza un desarrollo completo para
A 2 6.25. En A = 4 el punto fijo interior cambia su estabilidad debido a una
bifurcacién de doblamiento de periodo.

En el Capitulo 3 se discutié cémo obtener el desarrollo de la herradura
del sistema en términos del periodo orbital de la capa de dispersién el cual,
puede ser obtenido a partir del perfodo de los ecos de dispersién. Este método
requiere de la existencia de una isla central bien desarrollada. Para el modelo
de la ec. 2.2 esto se satisface para valores del pardmetro formal o < 1/2 o
en términos del pardmetro fisico, para A aproximadamente menor a 4.17.
Como veremos en el siguiente Capitulo, para valores de A ~ 3 el periodo de
ios ecos ya es dificil de medir debido a que la magnitud del ancho de los ecos
es comparable a su periodo.

En la Fig. 4.1 se muestra el retrato fase del modelo para A = 0.967,
compuesto por las trayectorias que pertenecen al conjunto invariante del sis-
tema y por las trayectorias de dispersién que inician en la regién asintética.
En esta figura, las trayectorias de dispersién mostradas corresponden a mo-
mentos iniciales en el intervalo (—1.48,-1.46). Este intervalo de momento
corresponde al intervalo que ocupa la variedad estable de la herradura en la
regién asintética y por ende, las trayectorias con un momente de incidencia
en esta regién observan un comportamiento complicado. Para momento ma-
yores en valor absoluto a 1.48, todas las trayectorias entran y salen de la capa
de dispersion después de completar una rotacién, mientras que para momen-
tos menores a 1.46 todas las trayectorias rebotan en la barrera de potencial.
Es solamente para momentos de incidencia en el intervalo de momento que
ocupa la variedad estable de la herradura que las trayectorias pueden per-
manecer un gran ntimero de vueltas en la capa de dispersién antes de regresar

a la regién asintética. Asi, es sélo sobre este intervalo de momento sobre el
cual la dindmica de la trayectorias es interesante. La longitud de este inter-
valo define el ancho de las variedades de la herradura en la regién asintética,
mismo que depende de los parametros del sistema.

La estructura del retrato fase para A = 0.967 es interesante. Primero que
nada, tanto la isla central como la capa de dispersién estan bien desarrolladas.
En la capa de dispersidn se puede observar una cadena de islas secundarias
con un periodo orbital de 7 = 9. Exterior a ellas existe una cadena de
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Figura 4.1: Retrato fase para el mapeo estroboscopico, ec 2.6 para A = 0.967.
Junto con las trayectorias acotadas se muestran trayectorias asintéticas con
pi € (—1.48,-1.46). La curva roja corresponde a la dltima superficie de
KAM.

islas con 7 = 10 en la que cada isla se ha roto en dos por una bifurcacién
de doblamiento de periodo. Junto con ésta, un infinito de islas secundarias
menores se encuentran inmersas en la capa de dispersion.

En la Fig. 4.2 se muestra un acercamiento a la vecindad de la superficie
de KAM mas externa (curva roja) la cual constituye la frontera interior de
la capa de dispersién. Interior a la cadena de islas con 7 = 9, existen algunos
can-toros? y otras cadenas de islas que rodean a la tltima superficie de KAM.
Esta superficie de KAM es la 1inica que rodea a una cadena de periodo 7 = 8
formada por grandes islas secundarias. Para algin valor entre A = 0.967
y A = 1, esta superficie de KAM se rompe convirtiéndose en un can-toro.
Cuando esto sucede, las trayectorias de dispersién pueden acceder a esta

2Un KAM-toro puede ser destruido por las resonancias asociadas a las érbitas periédicas
cercanas a él. Asi, el KAM-toro deja de ser una barreara continua para convertirse en un
conjunto de Cantor [77, 78] y recibe entonces el nombre de can-toro.
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Figura 4.2: Acercamiento de la Fig. 4.1 en la vecindad de la iltima superficie
de KAM.

zona. Asi, serd interesante comparar la dindmica cldsica con la cuéntica
para el pardmetro A = 0.967 para el cual una importante cadena de islas
secundarias es protegida del exterior solamente por una curva de KAM.

4.1.2 Tiempo de Retardo

A toda funcién que relaciona el estado final de una trayectoria de dispersién
con su estado inicial se le llama funcion de dispersién. El estudio de una

funcién de dispersién permite obtener informacién del potencial de dispersién
a partir de la observacién asintética de las trayectorias dispersadas, en funcién
de algiin pardmetro inicial como por ejemplo, el pardmetro de impacto, la
energia inicial o el dngulo de incidencia.

El tiempo de retardo t4, definido en la Seccién 3.1, es un ejemplo de una
funcién de dispersién. Este corresponde al tiempo que una trayectoria per-
manece en la regién de interaccién. Para un sistema de dispersién cadtica, es
decir, cuando existe una maraha homoclinica, el tiempo de retardo presenta
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Figura 4.3: Tiempo de retardo t4(p;) como funcién del momento de incidencia
p; para A = 1.5.

un numero infinito de singularidades. Estas corresponden a las trayectorias
cuyas condiciones iniciales pertenecen a la variedad estable de la herradura y
convergen en t — oo al punto fijo hiperbélico que soporta la herradura. Las
singularidades forman un conjunto no numerable sobre un dominio fractal
[29].

En la Fig 4.3 se muestran varios acercamientos para el tiempo de re-
tardo calculado para el modelo de la ec. 2.2 como funcién del momento
inicial p; para A = 1.5. La posicidn inicial de las trayectorias se eligié como
g; = 100, mientras que la posicién y momento finales (g¢,ps) se midieron
cuando g5 > ¢;. En la Fig 4.3-a se puede observar que el conjunto de sin-
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gularidades se encuentra en cierto intervalo de momento. Este intervalo
corresponde al intervalo de momento ocupado por la variedad estable de la
herradura en la regién asintética como se discutié en la Seccién anterior. Los
sucesivos acercamientos en la Fig 4.3 sugieren una estructura auto similar de
la funcién de dispersién, tipica de un fractal. La fractalidad de las funciones
de dispersién es una prueba formal de la existencia de caos topoldgico, sin
embargo, en un experimento real la resolucién limitada puede llevar a con-
clusiones erréneas sobre la dindmica de dispersién [79)].

La estructura de las funciones de dispersién se puede estudiar en términos
de la estructura de sus intervalos de continuidad. Estos son los intervalos de
momento sobre los cuales no existe ninguna singularidad. El nimero de ellos
depende del valor del {4 que se observe. Por ejemplo, si en la Fig 4.3-b se
traza una linea horizontal en £; = 10 el niimero de intervalos de continuidad
es cero, pero si la linea se traza en t; = 18, el ntimero de éstos es cuatro. Para
valores mayores de t; aparecen mds intervalos de continuidad definiendo una
jerarqufa. Se puede mostrar [29], que el arreglo jerdrquico de los intervalos
de continuidad es equivalente al arreglo jerarquico de los intervalos generados
por los tentdculos de una de las variedades de la herradura sobre algin seg-
mento de la otra variedad. En [31, 32| se usa esta equivalencia para obtener
el desarrollo de la herradura.

4.1.3 Entropia Topolégica

Una descripcién cuantitativa del tipo de dindmica de dispersién puede ser
obtenida a partir de la entropia topolégica ky. Cuando k¢ de un sistema
dindmico es positiva, el conjunto invariante contiene un nimero infinito de
posibles trayectorias, o en otras palabras, un infinito de secuencias simbdlicas
posibles. Un subconjunto del conjunto invartante acotado que contenga so-
lamente un ntdmero finito de secuencias simbélicas permitidas tendrd kg = 0
[42].

~ En términos de la entropia topol6gica podemos decir que 1a dindmica del ~

conjunto invariante de un sistema presenta caos topolégico si xy es positiva.
ko determina la tasa de crecimiento del niimero de secuencias simbélicas con
su longitud o equivalentemente, la tasa de crecimiento del niimero de érbitas
periédicas NV (I} con su longitud {. Para un sistema caético, este crecimiento
es exponencial por lo que la entropia topoldgica se define como [80]

N(l) = et . (4.1)
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oXp(Ko)

Figura 4.4: Tasa de ramificacién exp (ko) para el potencial de la ec. 2.2 como
funcién del pardmetro fisico A.

Asi, el caos topoldgico se caracteriza por una proliferacién exponencial de
érbitas periédicas con su longitud [29].

En la Fig. 4.4 se muestra la entropia topolégica para el potencial de la
ec. 2.2 calculada a partir de la herradura? , como funcién del pardmetro A. xg
crece mondétonamente con A y es positiva, siendo cero sélo para A = 0. Asi,
la dindmica de dispersién para este potencial presenta caos topoldgico para
toda A > 0. M4s interesante es el hecho de que para ciertos intervalos de
valores de A la entropia topoldgica se mantiene aproximadamente constante.
En estos intervalos, el niimero de 6rbitas periddicas del sistema se mantiene
aproximadamente constante y pueden ser clasificados en términos parametro
formal o. En la Fig. 4.4 se han etiquetado algunos de estos intervalos con el
valor del pardmetro a correspondiente.

3El célculo consiste en medir el niimero de intersecciones de una de las variedades de la
herradura con un segmento de la otra variedad como funcién del nivel de la herradura. El
nimero de estas intersecciones crece con la misma tasa que el mimero de érbitas periédicas
[29).



66 CAPITULO 4. ANALISIS NUMERICO PRELIMINAR

Estos intervalos corresponden a situaciones en las que no o casi no existen
tangencias homoclinicas entre las variedades de la herradura, en particular ,
en la Fig. 4.4 se muestra el intervalo de o = 7/8 discutido en la Seccién 1.3.2.
En ellos, los efectos no hiperbdlicos en la dindmica aparecen a tiempos largos,
por lo que la aproximacién dada por una dindmica simbélica obtenida a partir
de la componente hiperbélica del conjunto invariante acotado es mejor sobre
estos intervalos que para valores de A donde la pendiente de kp es mayor
[29].

De la Fig. 4.4 también podemos extraer el valor de A a partir del cual
la herradura es completa, que corresponde a ky = In2 para una herradura
binaria [80].

4.1.4 Probabilidad de Permanencia

Los sistemas Hamiltonianos genéricos no son ni integrables ni completamente
hiperbélicos si no que mas bien exhiben un espacio fase mixto en el que
regiones regulares y regiones cadticas coexisten. Cada isla de estabilidad en
el espacio fase se encuentra rodeada por un infinito de cadenas de islas de
menor tamaiio. Como consecuencia de esto, el espacio fase adquiere una
estructura jerdrquica extremadamente complicada [48, 81).

Las propiedades de la dindmica sobre las regiones cadticas en un espacio
fase mixto son fundamentalmente distintas que aquellas que se encuentran
para un sistema hiperbdlico. Estas diferencias se manifiestan de manera
dramitica en el comportamiento de la probabilidad de permanencia P(t)
definida como la probabilidad de que una trayectoria dada de permanezca
en la regién de interaccién por un tiempo mayor que t{. En términos de
herraduras, el comportamiento de P(t) es radicalmente distinto dependiendo
de si la herradura del sistema es completa o incompleta.

En el caso de una herradura completa, la probabilidad de permanencia
decae exponencialmente en el tiempo como [80]

o o — ( 4.2,)

La tasa de decaimiento <y (en inglés escape rate), estd relacionada con el
exponente de Lyapunov de la 6rbita periédica fundamental exterior [82].

Para el caso de una herradura incompleta, la probabilidad de permanencia
decae algebriicamente [58, 59]

Pt)=1t"". (4.3)
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Figura 4.5: Probabilidad de permanencia P(t) para el modelo de la ec. 2.1
para a) A = 1.0 y b) A = 6.50. En a) la linea segmentada es un ajuste
de ley de potencias para P(t) calculado a tiempos largos ¢ > 200. En el
acercamiento se muestra P(t) a tiempos cortos. En b) la linea segmentada
es un ajuste exponencial.

En sistemas no hiperbdlicos la presencia de islas de estabilidad en el espacio
fase cambia radicalmente la dindmica en la regién de interaccién. Esto se
debe a la jerarquia de las estructuras cercanas a la superficie de las islas. Una
trayectoria que pase cerca de las islas puede ser atrapada en esta jerarquia por
tiempos sustancialmente mayores que en el caso de un sistema hiperbélico,
por lo que se suele decir que para la dindmica las islas son “pegajosas” [59).
El decaimiento algebrdico tiene consecuencias draméticas en las propiedades
de transporte {83] y sus efectos también pueden ser observados en mecénica
cuéntica [84).

En la Fig. 4.5 se muestra la distribucién P(t) para a) una herradura
incompleta (A = 1) y b) con una herradura completa (A = 6.5). En la
Fig. 4.5-a, el decaimiento es algebriico con exponente v = 1.506 % 0.007.
El valor de v = 3/2 es el valor que se encuentra tipicamente en sisteras
cuyo espacio fase es mixto [58, 59]. Sin embargo, actualmente se discute si el
comportamiento asintético del decaimiento algebrdico es universal o no [85)].
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En la Fig. 4.5-b, el decaimiento es exponencial, en acuerdo con la ec. 4.2.
De un ajuste exponencial, se obtuvo un valor para la tasa de decaimiento de
v = 0.641 == 0.005.

Finalmente, en el acercamiento de la Fig. 4.5-a, se muestra un acer-
camiento de P(t) a tiempos cortos. En ella se puede observar que el de-
caimiento algebriico muestra oscilaciones cuyos miximos ocurren a interva-
los de tiempo aproximadamente constantes. Esta es la primera evidencia de
la aparicién de ecos en al dispersién cldsica. En el siguiente Capitulo 5, se
estudiardn en detalle varias cantidades cldsicas que permiten la observacién
de estos ecos en la regién asintética.

4.2 Comportamiento Anomalo

En esta Seccidn se discute cierto comportamiento anémalo que presenta el po-
tencial de la ec. 2.2. Dicha anomalia esta relacionada con el comportamiento
de las variedades invariantes de la herradura en la vecindad de la interseccién
primaria (véase la Seccién 1.2.

La interseccién primaria (vértice C en la Fig. 1.7}, corresponde a la
primera interseccién entre las variedades estable e inestable de la herradura.
Junto con ésta las intersecciones secundarias y el punto fijo definen los
vértices del rectdngulo fundamental.

En una herradura completa, la orientacidon que guardan las variedades al
encontrarse en la interseccién primaria es viniendo de afuera hacia aden-
tro respecto al rectdngulo fundamental. Para una herradura incompleta
tipicamente se encuentra que la orientacién de sus variedades en la inter-
seccién primaria coincide con el caso completo para cualquier valor del de-
sarrollo c.

Sin embargo, para el potencial de la ec. 2.2 la orientacién de las varieda-

~ des en la interseccién primaria oscila continuamente como funcién A, entre
la situacién normal (de afuera hacia adentro) y una situacién anormal (de

adentro hacia afuera). Este comportamiento se puede observar en la Fig. 4.6,
en donde se muestra el 4ngulo & entre las variedades estable e inestable de
la herradura en la interseccién primaria como funcién del pardmetro A.

La recta en rojo (& = ) corresponde a una situacién de tangencia entre
las variedades de la herradura. Alrededor de ésta, la orientacién de las varie-
dades oscila entre la situacién normal y la anormal hasta A = 2.4 en donde
la dltima tangencia ocurre. Para A > 2.4, la orientacién de las variedades se
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Figura 4.6: Angulo entre las variedades estable e inestable de la herradura
en la interseccién primaria como funcién del pardmetro A (linea azul). La
recta roja punteada, corresponde al angulo ® = n cuando las variedades se
intersectan tangencialmente. Para ® > 7 la orientacion de las variedades es
anormal y normal en el caso contrario. Por razones de comparacién la linea
azul segmentada corresponde a ®(A) para el potencial de la ec. 2.4 el cual
muestra el comportamiento tipico.

mantiene normal. Como consecuencia de ésto, la relacién entre el pardmetro
formal o y el parametro fisico A no es monétona.

El desarrollo de la herradura en términos del pardmetro formal, descrito
en la Seccién 1.3.1, se define convencionalmente para la orientacién normal.
Cuando la orientacién de las variedades en la interseccién primaria es anormal
es necesario redefinir la interseccién primaria y con ella toda la numeracién de
los tentaculos de la herradura. Para ello se toma como interseccién primaria
alguna de las dos intersecciones secundarias (vértices B 6 D en la Fig. 1.7). El
rectangulo fundamental se redefine a partir de la nueva interseccién primaria
y la numeracién de todos los tentaculos subsecuentes se recorre.

Una consecuencia del comportamiento anémalo de este potencial es que
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Figura 4.7: Longitud del intervalo de momentos W, que ocupan las var-
iedades invariantes de la herradura en la regién asintética (en ¢ = 100),
como funcién del parimetro A.

el grado de caoticidad? del sistema oscila con el valor del pardmetro A. Esta
situacién ha sido raramente observada en otro tipo de sistemas [86].

Para efectos de comparacidn, en la Fig. 4.6, la linea azul segmentada fue
calculada para el potencial de la eq. 2.4 el cual muestra el comportamiento
tipicamente encontrado. La razén por la cual en esta Tesis se prefirié usar
el potencial 2.2 a pesar de su comportamiento anémalo es debido a su sen-

cillez y al hecho de.que, a.diferencia del potencial 2.4, la convergencia de.la. .

solucién de la dindmica cudntica es satisfactoria. La inica es, como hemos
visto, en que el desarrollo de la herradura como funcién del pardmetro A
no es mondtono. Sin embargo, nuestros resultados dependen del valor del
pardmetro formal o en términos del cual el desarrollo de la herradura es,
por definicién, monétono. Asi, las consecuencias de tal comportamiento no

1El grado de caoticidad se refiere al valor del 4rea ocupada en el espacio fase por las
islas de estabilidad.
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Figura 4.8: Comportamiento anémalo de la herradura para el potencial 2.2,
para: a) A =24yDb) A= 2.6. El circulo indica la posicién de la interseccién
primaria.

afectan nuestras conclusiones.

En la siguiente Seccién veremos que debido a este comportamiento ané-
malo, la dependencia del periodo orbital en la capa de dispersién 75 respecto
del pardmetro A no es monétona. Para los valores de A para los cuales las
variedades de la herradura se intersectan tangencialmente en C, 73 presenta
un méximo. Este efecto puede ser explicado en términos de la estructura local
de las variedades de la herradura en la vecindad del punto fijo hiperbdlico.

En la Fiig. 4.7 se muestra la longitud del intervalo de valores del momento
que ocupan las variedades invariantes de la herradura en la regién asintética
W,, como funcién de A. Este corresponde al intervalo de momentos en el cual
se encuentran todas las singularidades en la funcién de dispersidén, Fig. 4.3.

Para los valores de A en los cuales las variedades de la herradura se inter-
sectan tangencialmente, W, decrece, por lo que las variedades se cortraen.
Como consecuencia de ello, en la capa de dispersion, las trayectorias se acer-
can més al punto fijo hiperbdlico. Esto se puede observar en la Fig. 4.8 en la
cual, la se muestra la herradura para a) A = 2.4 correspondiente a la tltima
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tangencia de sus variedades en la interseccién primaria y para b) A = 2.6 en
donde la orientacién de las variedades es normal. En esta figura es evidente
la contraccién del ancho de las variedades de la herradura. Esta contraccién
también ocurre adentro del rectdngulo fundamental, dando por resultado que
en promedio las trayectorias que rotan en la capa de dispersién se acerquen
mucho més al punto hiperbdélico. Como la velocidad de las trayectorias cerca
del punto decrece, el periodo orbital aumenta, dando como resultado un
méximo de 74 para los valores de A en donde ocurren las tangencias.

4.3 Periodo Orbital

En la Capitulo 3, hemos discutido la rotacién de las trayectorias de dispersién
alrededor de la isla central. Al tiempo promedio que le toma a una trayectoria
tipica para completar una rotacion alrededor de la isla lo hemos Hamado
periodo orbital promedio 7;. Para las trayectorias cldsicas de dispersién este
es el periodo orbital caracteristico de la capa de dispersion.

En la Fig. 4.9 se muestra 7 como funcién del pardmetro A (linea roja). 75
se obtuvo promediando el periodo orbital de una nube de trayectorias cldsicas
con condiciones iniciales elegidas sobre la variedad estable de la herradura
en la regién asintética.

Como hemos discutido en la Seccién 4.2, el valor del periodo orbital es
sensible al comportamiento anémalo que presenta nuestro modelo. Asi, para
los valores de A en los que las variedades de la herradura se cruzan tangen-
cialmente en la interseccién primaria el periodo orbital presenta un maximo.
Sin embargo, esto es resultado de la no monotoneidad de la relacién entre el
pardmetro formal y el pardmetro fisico del sistema.

Supongamos por un momento que la ec. 3.4 es correcta. De esta ecuacién
se obtiene el valor del periodo orbital de 1a capa de dispersién en funcién del
_ pardmetro de desarrollo, 73(cr). Entonces podemos utilizar el resultado para

7a(A) de la Fig. 4.9 para obtener el pardmetro de desarrollo en funcién del

pardmetro fisico, a(A).

En la Fig. 4.10 se muestra en verde o como funcién de A. Observamos
que en efecto a(A) no es una funcién monétona. Sus minimos locales corres-
ponden a los méximos observados en 75(A) de la Fig. 4.9. En la Fig. 4.10,
la recta roja punteada corresponde a un desarrollo de @ = 1/8 de cuya
interseccién con la curva para aA) obtenemos un valor para el pardmetro
fisico de A = 2.74. Por otro lado, en el acercamiento de la Fig. 4.10 se muestra
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Figura 4.9: Periodo orbital promedio en la capa de dispersién 73 como funcién
del pardmetro A calculado a partir de trayectorias de dispersién con condi-
ciones iniciales elegidas sobre la variedad estable de la herradura en la region
asintética. La linea azul segmentada corresponde al periodo orbital del centro
de la isla, ec. 4.4 (véase la discusién en el texto).

la herradura para el potencial de la ec. 2.2 para A = 2.77 que corresponde
al inicio del desarrollo de @ = 1/8. El acuerdo entre ambos valores del
parametro fisico es una primera evidencia de la validez de la ec. 3.4. En el
siguiente Capitulo mostraremos con més detalle la validez de dicha ecuacién
para la dispersién en mecénica clésica.

Como hemos mencionado en la Seccion 3.3 el periodo orbital depende de
la distancia al centro de la isla de la regién en la que se mide. En el caso
del problema cudntico, la el paquete de ondas que incide sobre el potencial
puede tunelear hacia regiones internas de la isla, por lo que su periodo orbital
depender4 de la regién que la probabilidad ocupe en su rotacién. Adn asi, el
periodo orbital tiene una cota inferior dada por el periodo orbital del centro
de laisla 7; el cual, esta determinado por los eigenvalores del punto fijo estable
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Figura 4.10: Logaritmo del pardmetro de desarrollo log, o como funcién del
parametro fisico A, obtenido a partir de la ec. 3.4 y de los datos mostrados
en la Fig. 4.9. La linea roja corresponde al desarrollo o = 1/8 de cuya
interseccidén con a(A) se obtiene el valor para A = 2.74. En el acercamiento
se muestra la herradura para A = 2.77 que corresponde al inicio del desarrollo
a=1/8.

como se discute en el Apéndice C, obteniéndose

1
= cos~1(1 — A/f2)

(4.4)

En la Fig. 4.9 la linea azul corresponde a 7;(4) el cual se muestra como

—=referencia=——"

4.4 Dispersion Cuantica

4.4.1 Dispersion de Paquetes de Onda

El proceso de la dispersién en mecénica cudntica es analizado en términos
de la dindmica de paquetes de onda Gausianos de minima incertidumbre,
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ec. 2.15. Para ello, preparamos un paquete de onda en la regién asintética
con condiciones iniciales (g;, ps; o) y fijamos los pardmetros del sistema A y A.
La evolucién del paquete de ondas se resuelve con el operador de evolucién,
ec. 2.11,

Como se mencioné en la Seccidn 2.3, 1a aplicacién del operador de evolucién
involucra el uso de transformadas de Fourier, lo cual implica , en la solucién
numeérica, una discretizacién tanto del espacio de la posicién como del espa-
cio de momento. El nimero de puntos n que se usan en esta discretizacién
depende de cuestiones técnicas como la memoria disponible y el tiempo de
célculo,

El niimero de puntos n y la longitud del espacio de posicién Ly = gnas —
Gmin, definen la resolucién Ag = Lg/n con la cual el paquete de ondas es con-
struido. La longitud del espacio de momento es determinada por L, como
L, = nzh/2L, [57], dando como resultado una reselucién A, = wh/2nAg
para el espacio de momentos. Asi, un aumento del espacio de posicién im-
plica una disminucién del espacio de momentos, esto es, acota los valores del
momento que pueden ser medidos. Es claro que una mejor resolucién en la
posicién implica una resolucién peor para el momento. El compromiso entre
ambas resoluciones y longitudes de los espacios ¢ y p, dependerd del tipo de
medicién que se necesite realizar en la simulacién.

El uso de transformadas de Fourier discretas en la solucién numérica
también implica condiciones periédicas en la frontera de los espacios ¢ y
D, por lo que para simular la dispersién de paquetes de onda, es necesario
introducir un potencial de absorcién. Para tal efecto hemos utilizado como
potencial de absorcién una pared cuadratica compleja dada por

Vas(g) = —iblg — g0)* . ¢> (4.5)

donde gp es la posicién de la pared la cual se elige convenientemente en la
regién asintética y b es un parametro de ajuste que depende de la velocidad
de los paquetes a ser absorbidos. Para las simulaciones realizadas, el valor
b = 0.001 dio buenos resultados en el sentido en que la reflexién originada en
la pared de absorcién fue despreciable para los valores de momento utilizados.
De esta forma, el potencial utilizado en la solucién numérica de la dispersién
cudntica es la suma del potencial de dispersién mds el potencial de absorcién
multiplicados por tren de funciones delta en el tiempo como en la ec. 2.1.
En la Fig. 4.11, se muestra una secuencia de graficas que muestra la
evolucién de la amplitud de probabilidad en la posicién de un paquete de
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Figura 4.11: Evolucién de un paquete de ondas tipico a partir del mapeo
cudntico, ec. 2.14.

ondas con condiciones iniciales {g; = 20,p; = —1.485) con A =1, ki =
0.01 y ¢ = 1. La linea negra representa el perfil del potencial rescalado
adecuadamente y se muestra como referencia. Al tiempo ¢t = 10 el paquete
de ondas llega a la regi6n de interaccién. En t = 13, la velocidad del paquete
ha disminuido, frenado por la barrera de potencial. Para estas condiciones
iniciales, el paquete logra entrar a la regién del pozo del potencial. Para
t = 19 el paquete ha rebotado en la pared cuadréitica infinita y al tiempo
t = 21, la mayor parte del paquete sale del pozo hacia la regién asintética.
A tiempos posteriores podemos observar que parte de la probabilidad del
paquete inicial permanece en el pozo del cual decae lentamente.

En analogia al proceso de dispersién cldsica, la probabilidad que per-
manece en el pozo juega el mismo papel que las trayectorias cldsicas que
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permanecen tiempos largos en la capa de dispersién rotando alrededor de
la isla. A diferencia de las trayectorias clésicas que decaen algebricamente
en el tiempo, en la siguiente Seccién veremos que la probabilidad cudntica
que es atrapada en el pozo decae exponencialmente. Mds interesante serd la
observacién de que este decaimiento exponencial envuelve a una modulacién
caracteristica de un decaimiento en ecos.

4.4.2 Decaimiento Cudntico

Con el fin de analizar el decaimiento de la probabilidad que permanece atra-
pada en el pozo del potencial, calculamos la amplitud de probabilidad en la
regién del pozo como funcién del tiempo como

1
) = [ 1w, (46)
—00

En la Fig. 4.12 se muestra I,,(t) para un paquete de ondas con condiciones
iniciales (¢; = 100,p; = —1.48) para A = 0.967, i = 0.01 y 0 = 2.5. Este
es el andlogo a la probabilidad de permanencia cldsica P(t) discutida en la
Seccién 4.1.4. A diferencia de la dispersién clésica en el que para este valor
de A, el decaimiento de P(t) es algebrdico, el decaimiento de la probabilidad
atrapada en el pozo es exponencial.

El decaimiento exponencial es tipico de los procesos que involucran tu-
nelaje. Sin embargo, como veremos en el Capitulo 6, para ciertas energias
de incidencia, la probabilidad atrapada en el pozo vive enteramente sobre la
capa de dispersién y aun asf, el decaimiento es exponencial. La probabilidad
atrapada decae directamente de la capa de dispersién en donde se encuentra
lejos de las superficies de KAM. El decaimiento exponencial en estos ca-
sos se debe a la resolucidén limitada que impone el valor de la constante de
Planck. La probabilidad cudntica solo puede resolver los detalles del espacio
fase cl4sico con drea mayor a h2. Tipicamente para este modelo, el drea de
la estructura fina que acompana a las islas de estabilidad embebidas en la
capa de dispersién es ~ 1075, menor que el 4rea de la celda de Planck para
hi = 0.01. Estas estructuras son las responsables de fomentar el decaimiento
cldsico. Asi, para este valor de £, la probabilidad cudntica no es capaz de
resolver estas estructuras y su decaimiento es exponencial como el observado
cldsicamente en ausencia de islas estables.

Mas interesante es observar en el acercamiento de la Fig. 4.12 que el
decaimiento exponencial envuelve un decaimiento oscilatorio con un periodo
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Figura 4.12: Probabilidad de decaimiento I,,(t) como funcién del tiempo para
A =0.967, k= 001y o = 2.5 y un paquete incidente con (¢ = 100,p; =
—1.48). En el recuadro se muestra un acercamiento en escala lineal de 7I,,(t).

aproximadamente constante. Esta es una primera evidencia de la observacién
de ecos en la dispersién cudntica tal y como hemos predicho en el anilisis del
Capitulo 3. La relacién entre el periodo de los ecos y el periodo orbital serd
estudiada en detalle en los siguientes Capitulos.




Capitulo 5

Ecos Clasicos

Los resultados numéricos concernientes al proceso de dispersién en ecos ha
sido dividido en dos Capitulos. En este Capitulo se estudia la aparicién de
los ecos en el proceso de dispersién clésica y se proponen algunas cantidades
observables a partir de las cuales es posible obtener el periodo de los ecos en
la regi6n asintética.

5.1 Distribucién de Densidad Clasica

La distribucién de densidad cldsica p.(g,t), corresponde al valor de la densi-
dad de particulas clasicas en la vecindad de la posicién g, al tiempo ¢. Esta
cantidad nos permite estudiar la forma en la que los ecos son emitidos de la
regién de interaccién. De igual manera, nos permite obtener el periodo de
los ecos en la regién asintética como se discute en la siguiente Seccidn.

Para construir py(g, t} preparamos una distribucién de trayectorias cldsicas
con condiciones iniciales dadas por

pi = P(A)
g = go— Qp;)

donde P(A) es una distribucién uniforme en un intervalo de momento Ap =
(B™™(A), p{™*(A)) el cual cubre el intervalo de momento ocupado por la
variedad estable en la regién asintética alrededor de gp. La longitud de este
intervalo W, como funcién del pardmetro A se muestra en la Fig. 4.7. A su

vez, Q(p;) es una distribucién uniforme en un intervalo de posicién dado por
Aq = (o + Pi, Q0)-

(5.1)
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Figura 5.1: Distribucién de densidad cldsica pu4(q,t) para: a) A = 0.3, b)
A=105¢) A=10yd) A =15 en una escala logaritmica de colores del
rojo al azul, donde el rojo corresponde a una densidad alta.

o WLa distritfucién de densidad se caqula numéricamente midiendo la fraccién
" de trayectorias que pasan por la posicién ¢ al tiempo t. R

En la Figs. 5.1 y 5.2 se muestra pu(g,t) en un intervalo Ag = (—1.0, 3.0)
sobre la regién del pozo del potencial, para distintos valores del pardmetro
A. En ellas, es posible observar el proceso completo de la dispersién. La
dispersién inicia con la nube de trayectorias cldsicas acercdndose a la regién
de interaccién. Las trayectorias con energfas menores a & 3A4/e son rebotadas
por la barrera de potencial de vuelta a la regién asintética. El resto de las
trayectorias entran a la regién del pozo y dan una vuelta alrededor de la isla
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Figura 5.2: Distribucién de densidad clésica p.(g,t) para: a) A = 2.0, b)
A =25yc¢) A= 3.0 en una escala logaritmica de colores del rojo al azul,
donde el rojo corresponde a una densidad alta.

sobre la capa de dispersién. Cuando las trayectorias completan una vuelta,
algunas de ellas salen de la regién del pozo mientras que el resto continua
en la capa de dispersién y dan una vuelta méas. Este proceso continua en el
tiempo y el flujo de particulas dispersadas del pozo después de cada vuelta
alrededor de la isla corresponden al fenémeno que hemos llamado ecos de
dispersién. Los ecos son claramente visibles, excepto para A = 3 en donde
la resolucién es pobre debido al tamaiio tan pequeino de la isla central.
Como se discutié en el Capitulo 3 el periodo de tiempo entre ecos sucesivos
corresponde al periodo orbital caracteristico de la capa de dispersién 74. Esta,
observacion es importante pues nos da la posibilidad de obtener 7; a partir
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de la observacidn en la regién asintdtica del periodo de los ecos.

5.2 Intensidad Clasica de Dispersion

Nuestro objetivo es obtener el periodo orbital promedio 73 a partir de la
observacion asintética de los ecos. Para ello, una posibilidad es medir la
intensidad de las trayectorias cldsicas que cruzan alguna zona en la regién
asintdtica como funcién del tiempo y que llamaremos I;(t). En términos de
la distribucién de densidad pe(g,t), podemos escribir I(t) como

q"+A[2
Ig(t) = f pa(g,t)dg . (5.2)
q-Af2

donde g* es alguna posicién en la regién asintética alrededor de la cual se
mide el flujo de dispersién. Dado que numéricamente la intensidad del flujo
de trayectorias se mide estroboscopicamente, es importante que la longitud
del intervalo A alrededor de ¢* sea igual a la distancia que la trayectoria
recorre entre patada y patada. Como ¢* se encuentra en la regién asintética
y que el periodo del sistema es 1, entonces A es igual al momento de la
trayectoria.

En las Figs. 5.3 y 5.4, se muestran los resultados obtenidos para I4(t)
para distintos valores del parametro A. Para los valores de A considerados,
el retrato fase es mixto, por lo que la intensidad del flujo de dispersién decae
algebraicamente como en la ec. 4.3. El paso de los ecos por la vecindad de ¢*
se ve reflejado en un aumento en el flujo observado, por lo que el decaimiento
es oscilatorio. Para extraer el periodo de los ecos! 7, en las Figs. 5.3 y
5.4 hemos removido de I4(t) la envolvente algebraica. Asi, el calculo del
periodo de tiempo que transcurre entre los ecos es méas preciso. También,
para algunos valores de A, hemos interpolado los puntos de la oscilacién con

—1n spliné ¢ibico [57].

En la Fig. 5.4 se observa que para valores del pardmetro A > 2, es dificil
extraer el periodo de los ecos a partir de la intensidad 74(¢). Como hemos
visto en la Seccién 4.3, el periodo orbital para el modelo de la ec. 2.2 decrece
con el valor del pardmetro A y para valores de A > 2 la separacién entre
ecos es menor a 7 en unidades de tiempo. Debido a que sobre la capa de

11 lamamos 7, al periodo de los ecos de dispersién, mas, como mostraremos en la sigu-
iente Seccién v, coincide con el periodo orbital en la capa de dispersién 7.
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Figura 5.3: Intensidad cldsica en la regi6n asintética I4(t) como funcién del
tiempo para: a) A =0.3,b) A=0.5,c) A =1.0yd) A = 1.5. El decaimiento
algebraico de J4(t) se ha removido.

dispersién la dindmica clésica es difusiva [81], los ecos de dispersién adquieren
un ancho. Para A > 2 el ancho de los ecos resulta ser del mismo orden
que la separacién entre ellos por lo que los ecos se superponen. En estos
casos, es posible mejorar la calidad de las oscilaciones removiendo para cada
trayectoria el tiempo de vuelo libre como en la ec. 3.1.
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Figura 5.4: Igual que la Fig. 5.3 paraa) A=2.0,b) A=25yc) 4=30.

5.3 Periodo de los Ecos Clasicos

A partir de los resultados obtenidos en la Seccién anterior, es posible obtener
el periodo de los ecos observados en la intensidad del flujo de dispersion.
En la Fig. 5.5 se muestra con simbolos en verde los valores obtenidos

se comparan con el periodo orbital promedio sobre la capa de dispersién,
Fig. 4.9. El acuerdo entre ambos valores confirma la igualdad de 73 = 7.
Hasta ahora hemos descrito el procedimiento para obtener, a partir de
mediciones asintéticas, el periodo orbital promedio caracteristico de la capa
de dispersién 7. En el Capitulo 3 se ha discutido la posibilidad de obtener
el desarrollo de la herradura a partir de 73. Para el potencial eq. 2.2, la
herradura es binaria por lo que la relacién entre 73 y el pardmetro formal de
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Figura 5.5: Comparacién entre el periodo orbital 7; (curva roja) mostrado
en la Fig. 4.9 y los valores obtenidos para el periodo de los ecos clasicos 7,
(simbolos en verde) para distintos valores de A.

desarrollo « esta dado por la ec. 3.4.

Para mostrar la validez de la ec. 3.4 en la Tabla 5.1 se comparan los
valores obtenidos para el periodo orbital 7; a partir de los ecos de dispersién
con los valores obtenidos a partir de la ec. 3.4 T3(a). Para obtener 73(c) fue
necesario calcular la herradura para los distintos valores del pardmetro A y
medir el pardmetro de desarrollo a como se explicé en la Seccién 1.3.1. En
todos los casos sélo fue posible obtener los valores de 1/2™ entre los cuales se
encuentra el desarrollo de la herradura. Esto da lugar a la incertidumbre de
0.5 que se reporta en la Tabla 5.1 para los valores de T3(c).

El acuerdo entre los valores encontrados confirma la validez, dentro de
la precisién numérica, de la ec. 3.4. Con ello también se confirma la validez
del procedimiento descrito en la Seccién 3.2 como una posible solucién al
problema inverso de la dispersién en mecénica cldsica.

Cabe recordar que este método funciona para sistemas con una herradura
poco desarrollada. Para nuestro modelo hemos encontrado, por ejemplo, que
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A | —logya | Ti(e) | 72 (ecos)
03] (26,27) | 28+0.5 | 286+ 1.0
05| (17,18) | 19405 | 20.2+1.2
1.0 | (9,10) |11+05 | 10.5+0.8
15| (7,8 | 9+0.5 | 83+0.6
20| (56) | 7+0.5 | 6206
25| (3,4) | 5£05 | 57406
30| (2,3) | 4+05 | —

Tabla 5.1: Comparacién entre los valores del periodo orbital promedio de la
capa de dispersién obtenidos a partir de la ec. 3.4, T3{a) y los obtenidos a
partir del periodo de los ecos para distintos valores del pardmetro A. Como
referencia, también se muestra el valor del logaritmo del pardmetro de desar-
rollo — log, a obtenido a partir de la herradura.

para A > 2, los ecos en la regidén asintética se superponen, por lo que no es
posible obtener su periodo.

5.4 Distribucién de Tiempos de Retardo

En la Seccidon anterior hemos calculado el periodo de los ecos a partir de
la intensidad del flujo de dispersién. Sin embargo, existen otras cantidades
sensibles a los ecos, cuya medicién podria ser mas conveniente en una real-
izacién experimental. Una de estas cantidades es la distribucidén de tiempos
de retardo P(t4).

En la Fig 5.6 se muestra P(t;) para distintos valores del pardmetro A. La
separacién entre los miximos en la distribucién P(t,) corresponden aproxi-
madamente, a miltiplos del periodo orbital.

- - -Los-valores de 7., obtenidos para cada-caso son: a) 19.6+1.3-para-A-= 0.5,
b) 108 +1.2 para A = 1 y ¢) 8.4+ 0.5 para A = 1.5, en acuerdo con los
valores obtenidos de 1.

De esta manera, en una realizacién experimental se puede disponer de
varias cantidades medibles, a partir de las cuales se puede obtener el periodo
de los ecos de dispersién clésicos.
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Figura 5.6: Distribucién del tiempo de retardo P(t;) para a) A = 0.5, b)

A=10yc) A=15 Las condiciones iniciales de las trayectorias fueron
elegidas sobre la variedad estable en la regién asintética.



Capitulo 6

Ecos Cuanticos

En este Capitulo se explora el proceso de dispersién del problema cuéntico.
Nuestro objetivo es mostrar que para valores de % suficientemente pequefios,
los resultados obtenidos en el Capitulo anterior para los ecos cldsicos también
son vélidos para el problema cudntico. Para ello, es necesario encontrar ob-
servables cudnticas, que sean no s6lo medibles en la regién asintdtica sino
tambien sensibles a la dispersién en ecos. Como veremos, las cantidades ob-
servables adecuadas dependeran del tipo de pulsos utilizados en la dispersién.
En la Seccién 6.2 se analizan los resultados numeéricos para la dispersién
cuantica de pulsos cortos y en la Seccién 6.2 para pulsos largos. Mas ain,
como discutiremos en la Seccién 6.3, la observacién de los ecos en la mecénica
cudntica permite estudiar, a partir de observaciones asintéticas, la dindmica
en el interior de la isla de estabilidad, informacion que es inaccesible en el
experimento clésico.

6.1 Pulsos Cortos

En esta Seccién estudiaremos el proceso de dispersién para el problema
cuéntico mediante paquetes de onda de corta duracién!. La duracién tipica
de los pulsos que se usaron en los cdlculos numéricos fue de ¢ = 2.5. También
se usaron valores menores, sin embargo, en estos casos, 1a dispersion intrinseca

1En este Capitulo nos referiremos frecuentemente a la duracién del pulso. Diremos que
un pulso es corto si su ancho inicial en la base de la posicién, el cual es determinado por
el valor de o, es pequefic comparado con 1a longitud de la capa de dispersién y diremos
que el pulso es largo en el caso contrario.

89
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de los paquetes de onda dificulta la observacién de los ecos.

6.1.1 Distribucién de Husimi

En esta Seccién, estudiaremos la evolucién en el tiempo de paquetes de onda
en el modelo de dispersién de la ec. 2.2. De aqui en adelante nos referiremos
al estado cudntico como paquete de ondas o pulso indistintamente.

Para estudiar el proceso de dispersién, se prepararon paquetes de onda
en alguna posicién g¢;, en la regién asintética con algiin momento p;,. Gen-
eralmente y para comparar con los cdlculos cldsicos, el momento incidente se
elige de tal manera que el paquete de ondas cubra completamente la variedad
estable de la herradura cldsica en la vecindad de g;y,.

En el tiempo, el pulso se mueve libremente hacia el pozo del potencial
hasta alcanzar la regién de interaccién en donde los efectos debidos al po-
tencial se hacen apreciables. Entonces, el pulso comienza a ser frenado.
Dependiendo del valor del momento de incidencia, el pulso podra entrar en
el pozo del potencial.

Si el pulso entra a la regién del pozo del potencial, éste se moverd sobre
la capa de dispersién que rodea a la isla central de la misma manera en la
que la nube de trayectorias cldsicas evoluciona. Después de que el centroide
de la probabilidad del paquete de ondas completa una revolucién alrededor
de la isla, la mayor parte del pulso saldrd de la region de interaccién a lo
largo de la variedad inestable de la herradura clésica.

Este proceso puede observarse en la Fig. 6.1 en donde se muestra la dis-
tribucién de Husimi a distintos tiempos para el caso especifico de un pulso
con condiciones iniciales (g;, = 100,p;, = —1.48), con A = 0.967, k = 0.01
y 0 = 2.5. Al tiempo ¢t = 68, el pulso alcanza la regién de interaccién. M4s
tarde, al tiempo t = 73 el pulso entra a la regién del pozo del potencial ex-
tendiéndose a lo largo de la capa de dispersién. En general, parte del pulso

. _puede rebotar en la barrera de potencial y no entrar a la capa de dispersién.

Para el pulso de la Fig. 6.1 éste no es el caso.

Al tiempo t = 78 el pulso completa una revolucién alrededor de la isla.
Para el tiempo ¢ = 86, la mayor parte del pulso ha salido de la regién del
pozo a lo largo de la variedad inestable de 1a herradura. La pequeina parte del
pulso que permanece en el pozo continua rotando y como se puede observar,
parte de él ha tuneleado a través de superficies de KAM hacia las regiones
internas de la isla, t = 88 y £ = 90. Un acercamiento del retrato fase y
de la superficie de KAM mas externa se muestra para el mismo valor del
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Figura 6.1: Distribucién de Husimi para un paquete de ondas con condiciones
iniciales (¢; = 100, p; = —1.48) para A = 0.967, i = 0.01 y 0 = 2.5 al tiempo:
a)t=068,b)t=73¢c)t=178,d)t=86,e)t=8yf)t=9. Enla
escala de colores del rojo al azul, el rojo indica los valores méximos de la
distribucién. Por razones de presentacién, el rango para la escala de colores
varia en cada figura; en particular, la escala en las figuras d, e y f es mucho
menor que las del resto. El retrato fase cldsico se muestra como referencia
en escala de tonos de grises.
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Figura 6.2: Igual que la Fig. 6.1 para los tiempos: a} t = 93, b) t =94, c)
t=95d)t=96,€)t=97yf) t=98-— = —  _ S

pardmetro A en las Figs. 4.1 y 4.2.

La probabilidad atrapada en el interior del pozo del potencial continua
rotando alrededor de la isla. Como se mostr6 en la Seccién 4.4.2, en el
transcurso de estas revoluciones la probabilidad en el pozo decae exponen-
cialmente. En la Fig. 6.2 se muestra la distribucién de Husimi de la prob-



6.1. PULSOS CORTOS 93

abilidad atrapada en el pozo a tiempos posteriores. Cada vez que el pulso
atrapado en el pozo completa una rotacién parte del pulso es dispersado del
pozo sobre la barrera de potencial en ¢ = 1 hacia la regidn asintética.

El proceso de dispersién en la regién de interaccién es similar al observado
en la dispersién cldsica. El decaimiento exponencial es oscilatorio debido a
que el pulso que permanece en el pozo de potencial emite pulsos a un cierto
periodo de tiempo que claramente corresponde a su periode orbital.

Finalmente cabe recordar que para A = 1 la superficie de KAM mais
externa, mostrada en la Fig. 4.2, se rompe en un can-toro clisicamente
penetrable. A pesar de que las trayectorias cldsicas cambian su periodo
orbital, la probabilidad cudntica rota en exactamente la misma regiéon que
para A = 0.967. Esto nos indica que para los valores de R utilizados, la
difusién se puede despreciar en favor del tunelaje.

6.1.2 Periodo de los Ecos Cuanticos

En esta Seccién se muestra la evolucién en el tiempo de la densidad de
probabilidad del paquete de ondas en el espacio de la posicién p,(g,t) =
¥ (g, 1)|*.

Nuestro objetivo es observar la emisién de los ecos en el proceso de dis-
persién cudntica de igual manera que en la dispersién clasica para pu(g,t).
En base a las observaciones de la Seccién anterior, la duracién de los pulsos
utilizados en la dispersién debe de ser corta pues es necesario que la proba-
bilidad atrapada en el pozo del potencial no esté completamente distribuida
alrededor de la isla. Por otra parte, si los pulsos incidentes son angostos en
la posicién, la resolucién para el momento de incidencia es mala. En estas
condiciones, el pulso incidente no es capaz de resolver la estructura fina de
la variedad estable de la herradura en la regién asintética.

En las Figs. 6.3 y 6.4 se muestra la densidad de probabilidad p,(g,t)
como funcién del tiempo sobre la regién del pozo del potencial, para distintos
valores del pardmetro A. En ellas es posible observar el proceso completo
de la dispersion el cual, resulta ser andlogo al cldsico. A tiempos cortos se
distingue la parte del pulso que rebota en la barrera de potencial y aquella que
después de una rotacién alrededor de la isla rebota en la pared cuadritica
del pozo. Esta dispersién directa corresponde al proceso mostrado en la
Fig. 6.1. A tiempos posteriores se observa la probabilidad atrapada que oscila
en el pozo y emite un eco después de cada oscilacién. Los ecos emitidos son
claramente visibles excepto para A = 3 Fig. 6.4-c. Presumiblemente, para
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Figura 6.3: Distribucién de probabilidad en el espacio de configuracién como
funcién del tiempo para ¢ = 2.5y a) A =03y A = 0.005, b) A = 0.5
y i =0.005,¢c) A=10y h =001 yd) A=1.5 en una escala de color
logaritmica. En estas figuras i = 0.01.

este caso, la tasa de difusién en la capa de dispersién es comparable a la
del tunelaje, por lo que si se incrementa el valor de % los ecos se observan
nuevamente como se muestra en la Fig. 6.4-d.

Al igual que en el problema cldsico, nuestro objetivo es encontrar una
cantidad observable que sea medible en la regién asintética y de la cual
sea posible extraer el periodo de los ecos cuénticos. Para ello calculamos
la amplitud de probabilidad atrapada en el pozo como funcién del tiempo
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Figura 6.4: Igual que la Fig. 6.3 parac =25ya) A=20,b) A =25, ¢
A=30yFi=001yparad) A=3.0y i=0.07.

definida como

L©= et (6.1)

oo

En las Figs. 6.5 y 6.6 se muestran los resultados obtenidos para I,,(t) para
los distintos valores de A. En estas figuras, el decaimiento exponencial se ha
removido de los valores originales de I,,(2)

El pulso incidente fue elegido de tal manera que su centroide corre-
spondiera a un momento inicial mayor en valor absoluto al intervalo de mo-
mento que ocupa la variedad estable de 1a herradura en la regién asintética.
Las razones para esta eleccién seran clarificadas en la siguiente Seccién.
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Figura 6.5: Amplitud de probabilidad en la regién del pozo I,(t) como
funcién del tiempo para i = 001, 0 = 25y a) A = 0.3, b) A =05, ¢)
A=10yd) A= 15. La linea verde corresponde a una interpolacién con
un spline cibico.

La medicién del penodo de los ecos cudnticos 7, a partir de I,,(t) requiere
— de algunas precisionés. En el caso general, el pulso atrapado en el pozo s¢
establece tanto en la capa de dispersién, como en regiones internas de la
isla a las cuales ha tuneleado. La parte del pulso que rota sobre la capa de
dispersién decae més rapido que la parte que tunelea hacia el interior de la
isla. Este hecho tiene la siguiente consecuencia:

El periodo de los ecos cudnticos corresponde al periodo orbital promedio

del pulso atrapado. En otras palabras, el periodo de los ecos es igual al
periodo orbital caracteristico del centroide del pulso. Como la parte del
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Figura 6.6: Igual que la Fig. 6.5 para: a) A=2.0,b) A=25yc) A=3.0.

pulso sobre la capa de dispersion decae maés rapido que la parte en el interior
de la isla, su centroide cambia con el tiempo y por consecuencia, el periodo
de los ecos. Mas ain, el tiempo en el cual la parte externa del pulso decae
depender4 generalmente del momento de incidencia de este. Para evitar esta
arbitrariedad en el valor del periodo de los ecos cudnticos, hemos elegido
medir 7, a tiempos suficientemente largos en donde hemos verificado que
su valor no varia. De esta manera, el perfodo de los ecos cudnticos que
reportamos a continuacién corresponderdn en todo caso, al perfodo orbital
caracteristico de las regiones internas a la superficie de la isla.

En la Tabla 6.1 se presentan los valores obtenidos para 7, para distintos
valores de A y se comparan con el periodo de los ecos cldsicos obtenidos en
el Capitulo anterior.

Los valores que se obtienen para 7, son sistem4ticamente menores a los
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A Tq Te

03]223+10{286+1.0
0.5|174+04{20.24+12

1.0 {11.0+0.6 | 10.5+0.8

15| 76+04 | 8.3+0.6

20| 49+03 | 6.2+0.6

25| 49404 | 5.7+0.6

3.0| 42403 —

Tabla 6.1: Comparacién entre el periodo de los ecos cuénticos 7, y el de los
ecos cldsicos 7, para los distintos valores de A.

valores del periodo de los ecos cldsicos 7., en acuerdo a la discusién de la
Seccidén 3.3.

De igual manera, en la Fig. 6.7 se compara el periodo de los ecos cudnticos
para los distintos valores de A con el periodo orbital promedio de la capa de
dispersién.

El periodo de los ecos cudnticos es consistentemente menor que el periodo
orbital 77 en la capa de dispersién, excepto para A = 3. Sin embargo,
el comportamiento de 7, como funcién de A es el mismo. De esta manera
podemos decir que, la ec. 3.4 describe satisfactoriamente el periodo de los ecos
de dispersion cuantica hasta un factor de proporcionalidad que es funcién de
A.

Asi, por primera vez, se ha obtenido un procedimiento para obtener,
con las reservas que hemos discutido, el desarrollo de la herradura clédsica a
partir de la dispersién cudntica de pulsos. Esto vislumbra la posibilidad de
extender el tratamiento del problema inverso de la dispersién en términos
del desarrollo de la herradura clésica a la mecénica cuéntica. Como veremos

_en la siguiente Seccién, la extraccién del periodo de los ecos cudnticos no se

limita a experimentos de dispersién realizados con pulsos cortos.

6.2 Pulsos Largos

En esta Seccién se describe el procedimiento para obtener el periodo de los
ecos cudnticos en experimentos de dispersién de pulsos largos. Los valores
encontrados sugieren sin embargo, que los experimentos con pulsos cortos
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Figura 6.7: Comparacién entre el periodo orbital promedio 7z, Fig. 4.9 y
los valores obtenidos para el periodo de los ecos cuanticos, 7, para distintos
valores del pardmetro A.

coinciden mejor con el comportamiento esperado para valores del pardmetro
A>2

6.2.1 Matriz S

Para un potencial con dependencia periddica en el tiempo, es posible con-
struir un andlogo a la matriz S. De igual manera que para el caso estatico,
la matriz § para un potencial periédico en el tiempo relaciona el estado
asintotico incidente con el estado dispersado como

|‘I,) = S|q’in) . (6.2)

En la representacién de Schrédinger, los estados son referidos al tiempo inicial
to = 0. La evolucién de los estados asint6ticos est4 gobernada por el operador
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de evolucién libre
(Hyt
Us(t) = exp (~i—) (6.3)
donde H; Hamiltoniano libre que se supone independiente del tiempo. La
matriz S por el contrario, depende del Hamiltoniano completo H(t) por lo

que en general, S no conmuta con el operador Uy (t), es decir, la matriz
S = Uy(t)SU} (2) (6.4)

es en general, una matriz S distinta.

Como hemos visto en la Seccién 3.4, para tiempos que son multiplos del
periodo 7 del sistema Up(nt) = uj donde ug = Up(r) es el operador de
evolucién después de un periodo del sistema. Dado que para un sistema
peri6dico en el tiempo la cuasienergia se conserva [70], es decir, [S, ug) = 0,
entonces se sigue de la ec. 6.4 que para los tiempos £ = n7, S = 5. Dado que
ambas matrices estan relacionadas a través de una transformacién unitaria,
S y S son operadores isoespectrales. Esto es, ambos operadores posen los
mismos polos y por lo tanto presentan las mismas resonancias.

De esta manera, para sistemas unidimensionales de dispersién periédicos
en el tiempo, las probabilidades de reflexién y transmisién se pueden es-
cribir como generalizaciones directas de las probabilidades correspondientes
en sistemas independientes del tiempo [71].

En una base de ondas planas

( ‘I|¢Oe:j:n) ~ etihn () (5_ 5)

en donde ahora, como en la ec. 3.26, el vector de onda depende de la cuasie-
nergia O como k,(0) = 1/2m(O + nhw)/k, con w el inverso del periodo del

sistema, la matriz S estd dada por

(VoIS I%: ) =S37(8)5(6 - 9). (6.6)

n,n'

Los 51gnos + corresponden ala doble degenera.mén de los estados asintéticos
yn=0,%+1,£2,... estd relacionada con la cuasienergia como en la ec. 3.26.

Ta.mbién, es posible calcular la matriz S(6) como funcién de la cuasiener-
gia utilizando paquetes de onda si la energia incidente de éstos se elige como
Eyp =0+ nhwcon n=0,£1,42,.... Como en el proceso de dispersién la
cuasienergia se conserva, de la ec. 3.26 tendremos que

Eout — Ein = bw(n — m) (6.7)
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Figura 6.8: Amplitud de Probabilidad de un pulso antes y después de la
dispersién. a} Pulso inicial con energfa incidente E = © + nfiw en el n-ésimo
modo de Floquet. b} Después de que el pulso dispersado regresa a la regién
asintética, la amplitud de probabilidad se distribuye alrededor del estado
inicial en los distintos modos de Floquet.

donde n y m son enteros. Asi, la energia en el proceso de dispersién sélo
puede cambiar en miltiplos de fiw. En la Fig. 6.8-a se muestra un pulso
incidente, preparado en el n-ésimo modo de Floquet con cuasienergia O,
E = 0 + nhw. Cuando el pulso dispersado regresa a la regién asintética,
Fig. 6.8-b, la amplitud de probabilidad es distribuida en pequefios pulsos
alrededor del modo de Floquet inicial con energias que difieren como en la
ec. 6.7.

De esta manera, repitiendo el experimento de la Fig. 6.8 con paquetes
de onda centrados alrededor distintos modos de Floquet podemos calcular
numéricamente la matriz S(0O), donde el valor de la cuasienergia corresponde
a la energia de incidencia para el modo de Floquet n = (0

En realidad, con este procedimiento la matriz S no es estrictamente uni-
taria debido a que, como hemos visto a lo largo de este Capitulo, tipicamente
parte de la probabilidad del pulso incidente es atrapada en el pozo del poten-
cial en donde rota alrededor de la isla y del cual decae exponencialmente?.
El cdlculo de la matriz S requiere entonces que la energia de incidencia del
pulso sea tal que, para tiempos razonablemente cortos, la probabilidad del
pulso que permanece en el pozo del potencial sea despreciable.

Tipicamente, €l nimero de modos o canales de Floquet que se acoplan

2Lo que en realidad calculamos es una aproximacién a la matriz S como el operador
de evolucién de la ec 2.11 calculado a un tiempo largo pero finito.
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Figura 6.9: Valor absoluto de la matriz S para h = 001 y a) A = 1, b)
A=2¢)A=4yd) A=625 La duracién de los pulsos usados en la
dispersién fue o = 10.

en el proceso de dispersién, depende del grado de caoticidad del sistema. En
la Fig. 6.9 se muestra este fenémeno. La matriz S fue calculada para los
100 primeros canales alrededor del canal de entrada para distintos valores
del pardmetro A. Para A = 1, donde el 4rea de las estructuras regulares
en el retrato fase cldsico es muy importante, la dispersién acopla al modo
inicial con s6lo algunos pocos modos vecinos. En este sentido, se dice que el
acoplamiento es débil. Cuando se aumenta el valor de A, las regiones regu-
lares disminuyen y por ende la caoticidad aumenta. Cabe senalar que cuando
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hablamos de caoticidad en este contexto, nos referimos exclusivamente a la
disminucién del 4rea de las estructuras regulares en el retrato fase, pues como
se ha descrito en el Capitulo 1, la dindmica solo es caética sobre el conjunto
invariante acotado.

Asi para A = 4 el modo inicial se acopla con casi todes modos alrede-
dor del modo inicial, sin embargo, la contribucién dada por el acoplamiento
sigue siendo mayor cerca la diagonal, mientras que para A = 6.25, cuando
el sistema se vuelve hiperbdlico, priacticamente todos los modos se acoplan
uniformemente. El acoplamiento entre modos observado en la matriz S es de
gran relevancia en €l estudio de las consecuencias de la ergodicidad clasica
para las propiedades de localizacién de los estados cuénticos en el limite
semiclésico [87].

Para el caso de un acoplamiento débil como el de la Fig. 6.9-a, la am-
plitud de la matriz S como funcién de la cuasienergia muestra resonancias
angostas aisladas. Estas resonancias pueden ser interpretadas como debidas
al acoplamiento entre los estados cuasiligados del potencial con el continuo
[21]. Como veremos en la siguiente Seccién, el espaciamiento promedio en-
tre estas resonancias estd determinado por el periodo de los ecos cudnticos
observados en la dispersién con pulsos cortos. Cuando el acoplamiento es
fuerte, las resonancias se ensanchan y traslapan. En este caso la amplitud de
la matriz S como funcién de la cuasienergia presenta fluctuaciones que son
descritas por la Teoria de Matrices Aleatorias [19].

6.2.2 Probabilidad en el Pozo

En esta Seccién se analiza la amplitud de probabilidad del pulso que per-
manece en el pozo del potencial, ec. 6.1, a un tiempo dado como funcién de
la energia de incidencia

10 = [ a0l (6.8)

— 0o

En sistemas sometidos a un forzamiento periddico en el tiempo, pueden
crearse estados cuasiligados. Dependiendo de la amplitud del forzamiento
éstos pueden o no tener relacién con los estados ligados propios del sistema sin
forzamiento. Para el modelo de la ec. 2.1, el Hamiltoniano sin forzamiento es
el Hamiltoniano libre, por lo que todos los estados cuasiligados serdn estados
de resonancia.
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Figura 6.10: Amplitud de probabilidad del pulso incidente que permanece
en el pozo del potencial al tiempo £ = 250 como funcién de la energia de
incidencia, para un pulso largo con 0 = 10, A = 1 y & = 0.01. En esta
figura se observa un conjunto de resonancias que se repite periédicamente en
la energia. En el recuadro se muestra un acercamiento de las resonancias del
primer grupo etiquetadas consecutivamente.

El célculo numérico de la matriz S como funcién de la cuasienergia re-
- quiere grandes recursos de memoria y tiempo de célculo. La probabilidad
en el pozo eq. 6.1 como funcién de la energia de incidencia presenta exacta-
mente las mismas resonancias que la matriz S, y su obtencién numérica es
mucho m4és répida, por lo que hemos preferido estudiar la relacién entre las
resonancias de la matriz S y el periodo de los ecos cuénticos en términos de
I,.
En la Fig. 6.10 se muestra I,Ef) (Ein) como funcién de la energia de in-
cidencia E;, al tiempo ¢ = 250 para A = 1 y i = 0.01. La duracién del




6.2. PULSOS LARGOS 105

pulso incidente fue ¢ = 10. En ella podemos observar que las resonancias
se agrupan en familias que se repiten con una intensidad que decae expo-
nencialmente. En el recuadro se muestra un acercamiento del primer grupo
de resonancias y que hemos etiquetado de la @ a la i. La resonancia eti-
quetada como j corresponde a la primera resonancia del segundo grupo. En
la Tabla 6.2 se resumen las energias de las resonancias del grupo uno y las
primeras resonancias del grupo dos, obtenidas a partir del espectro de I,,.

pea.k E,' AE,

a |1.1128

b | 1.1208 | 0.0080
c |1.1285 | 0.0077
d |1.1359 | 0.0074
e {1.1430 | 0.0071
7 {11497 | 0.0067
g | 1.1560 | 0.0063
h | 1.1617 | 0.0057
i 1.1665 | 0.0048
Jj | 1.1756 | 0.0091
k | 1.1836 | 0.0080
[ |1.1914 | 0.0078
m | 1.1988 | 0.0074
n | 1.2059 | 0.0071

Tabla 6.2: Energia de las resonancias del grupo uno y las primeras resonancias
del grupo dos de la Fig. 6.10. También se muestra en la columna tres, el
espaciamiento de energia entre las resonancias. La incertidumbre numérica
es de 1.6 x 1074

Las resonancias que se observan para energias menores que la de la reso-
nancia a, tienen un caracter distinto a las anteriores. Sus energias correspon-
den al intervalo de energia que cubre a la variedad estable de la herradura
cl4sica en la region asintética. En consecuencia, estas resonancias corres-
ponden al retardo que sufren las trayectorias cldsicas debido a la estructura
fractal en la capa de dispersién y no al acoplamiento con estados cuinticos
cuasiligados.

El intervalo de energias que ocupa cada grupo de resonancias se puede
obtener de los datos en la Tab. 6.2 como E; — E, = 0.0628, el cual es igual
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Figura 6.11: Energia de las resonancias de I, en la familia uno, comparada
con el perfil del potencial. Todas las resonancias debidas al acoplamiento
entre los estados cuasiligados y el continuo tienen energias arriba del inter-
valo que cubre a la variedad estable de la herradura cldsica en la regién de
dispersién, representado por la regién en gris.

a 2rrh. Como hemos visto, el modelo de dispersién de la ec. 2.1 tiene dos
escalas de tiempo: la primera de ellas corresponde al periodo de las patadas el
cual, hemos elegido como 7 = 1. La segunda escala de tiempo corresponde al
pericdo de los ecos, que depende del pardmetro de desarrollo de la herradura
cldsica. Es de esperarse que las mediciones hechas en la energia contengan
los grupos de resonancias observados en la Fig. 6.10. La segunda escala de
energia es entonces, el espaciamiento promedio entre las resonancias de cada
grupo.

El ancho de los grupos de resonancias en energia, que llamaremos AE,;
corresponde al periodo externo, es decir, al periodo del sistema como AE,;, =
Fusers 0 simplemente teyy = 2mh/AE,;. El valor que medimos para el ancho
de los grupos de resonancias es AE,;; = 0.0628 que coincide exactamente
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con el periodo externo te; =7 = 1.

Las resonancias en cada grupo no se encuentran equiespaciadas. El
espaciamiento entre ellas depende cuadriticamente de su energia. Nues-
tra conjetura es que el espaciamiento promedio entre las resonancias de un
grupo, al que llamaremos AE;,, corresponde de igual manera, a la escala
interna de tiempo del sistema, es decir, al periodo de los ecos de dispersion
AFEjns = Rwing, donde ahora win; = 27 /tin; es el inverso del periodo de los
€COs.

Antes de obtener los valores para el periodo de los ecos a partir de las
resonancias, analicemos la probabilidad del pulso que permanece en el pozo
del potencial para las energias de incidencia de las resonancias.

Como hemos mencionado, las energias de resonancia corresponden a las
energias de los estados cuasiligados que aparecen debido al forzamiento ex-
terno del sistema. En la Fig. 6.12 se muestra la distribucién de Husimi de la
probabilidad del pulso que permanece en el pozo del potencial cuando la en-
ergia de incidencia de éste es igual a la energia de algunas de las resonancias
mostradas en la Fig. 6.10.

La probabilidad atrapada en el pozo para las energias de resonancias se
establecen sobre los estados cuasiligados del sistema. Para la resonancia a,
el estado cuasiligado se encuentra en las regiones internas de la isla. Para la
resonancia c, el estado puebla regiones exteriores y se establece sobre una ca-
dena importante de islas secundarias. Para resonancias con energias mayores,
el estado cuasiligado es cada vez mas abierto. Después de la resonancia e to-
dos se encuentran sobre la capa de dispersién. Para la resonancia z, que es la
ultima de la familia uno, la probabilidad atrapada se encuentra concentrada
muy cerca del punto hiperbélico o cual explica su diferencia en amplitud
respecto a las demé4s resonancias. Es claro que un estado mas extendido que
aquél para la resonancia ¢ decaerd inmediatamente dada su cercania al punto
hiperbélico. Asi, el nimero de estados cuasiligados depende enteramente de
la estructura del espacio fase cldsico del sistema. Para una energia incidente
igual al de la resonancia j, el estado cuasiligado es el mismo que el de la
resonancia a, lo que corrobora que j es una réplica de a.

Finalmente, en la Tabla 6.3 se resumen los valores de t;,; obtenidos a
partir del espaciamiento promedio entre las resonancias de I, para distintos
valores del pardmetro A.

El espaciamiento entre las resonancias de cada grupo decrece cuadratica-
mente con la energia, por lo que el error de medicién es varias veces mayor
que el obtenido para los ecos cuénticos a partir de la dispersién de pulsos
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Figura 6.12: Distribucién de Husimi de los estados cua5111gados a)a,b)c, c)

e;-d)-hye) iy f) j, para-A=1y h=001. - - — S

cortos. Dentro de estos intervalos de error, ¢;,;; es consistente con el valor de
Tq, €xcepto quizés para valores del pardmetro A > 2, donde el valor para el
tiempo ?;,; aparentemente se satura.
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A Lint Tq
0.500 | 134+38|174+04
1.000 | 94+14 {11.0+06
1.196 | 8.5+ 0.8 —
1.500 | 82+1.2 | 7.6+04
2.000 7.2+09 | 49+03
2.425 | 6.6+ 0.6 E—
2.500| 6.3+05 | 49+04

Tabla 6.3: Escala interna de tiempo t;,; correspondiente al espaciamiento
entre las resonancias de I, para distintos valores del pardmetro A, comparada
con el periodo de los ecos cudnticos 7, obtenidos a partir de la dispersién con
pulsos cortos.

6.3 Mas alla de 1a Mecanica Clasica

En el presente Capitulo mostramos que los ecos de dispersién se pueden
observar en mecénica cudntica en experimentos de dispersién de pulsos y que
su interpretacién es la misma que en mecédnica clésica. Asi, la extraccién del
periodo de los ecos a partir de mediciones asintéticas abre, por primera vez,
la posibilidad de analizar experimentos cudnticos de dispersion en términos
del desarrollo de la herradura.

La diferencia fundamental entre el comportamiento cldsico y cudntico es
la existencia, en el ultimo, de tunelaje. Asi, hemos encontrado que parte
de 1a probabilidad del pulso, que permanece rotando alrededor de la isla de
estabilidad, se establece en regiones inaccesibles para las trayectorias clisicas.
Consistente con esta observacion, hemos encontrado que el periodo de los ecos
cuédnticos es sistemdticamente menor que e} de sus andlogos clésicos.

M4s all4 del estudio de la dispersién cuantica en si, su andlisis en términos
de los ecos de dispersion, ofrece, adicionalmente, la posibilidad de estudiar el
interior de la isla de estabilidad, inaccesible para el experimento cldsico. En
este sentido, la mecanica cudntica puede servir como un microscopio para la
mecanica clasica.



Capitulo 7

Ecos en Otros Potenciales

En los Capitulos anteriores se mostré evidencia numérica de la aparicién de
ecos en la dispersién cldsica y cudntica del modelo eq. 2.2. El propésito de este
Capitulo es mostrar que la aparicién de los ecos de dispersién es genérica en
sistemas Hamiltonianos de dispersion de dos grados de libertad descritos por
una herradura de orden binario o ternario. La 1inica condicién necesaria para
la observacién de los ecos es la existencia, en la superficie de seccién, de una
isla de estabilidad bien desarrollada o equivalentemente, que la herradura
del sistema esté poco desarrollada, @ < 1/2 para una herradura binaria o
~ < 1/3 para una herradura ternaria, como se discuti6é en el Capitulo 3. En
las Secciones 7.1 y 7.2 se muestra que la observacion de los ecos de dispersién
no depende de la forma del pozo potencial en sistemas pateados. En la
Seccién 7.3 se discute la observacién de los ecos en billares.

7.1 Pared Exponencial

En esta Seccién se considera el potencial de la ec. 2.4 con dependencia
periddica en el tiempo

s o]
V(g)=Ae (@ +q+1) > 8(t—n). (7.1)
n=—oc
Como se discutié en el Capitulo 2, este potencial es muy similar al que
hemos usado en esta Tesis, en donde la pared cuadritica para valores nega-
tivos de la posicion, es sustituido por una pared exponencial. A diferencia
del potencial de la ec. 2.2, en la Fig. 4.6 se mostré que la herradura de este

111
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Figura 7.1: Ecos clésicos de dispersién para el potencial eq. 2.4, para A =1
en una escala de color logaritmica. Las condiciones iniciales fueron elegidas
sobre la variedad estable de la herradura en la regién asintética.

potencial no presenta un comportamiento anémalo. La orientacién de las
variedades estable e inestable de su herradura es normal para cualquier valor
del pardmetro 4 > 0.

Sin embargo, debido a la dureza de la pared exponencial, el andlisis
numérico de este potencial est4 limitado al estudio de la dispersién clisica
debido a que la convergencia de los resultados cudnticos es extremadamente
~ "lenta.” En la Fig. 7.1 s¢ muestra la distribucién de densidad cldsica pi(g;1)
como funcidén del tiempo y la posicién. En el decaimiento de las trayectorias
que giran alrededor de la isla se pueden observar los ecos de dispersion.

Alin cuando para este potencial no es posible calcular la dispersién en
mecénica cudntica, la aparicién de los ecos en la dispersién cldsica es una
fuerte evidencia de su existencia en la dispersién cuintica. Obviamente, esta
limitacién numérica no existe en un experimento real.
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Figura 7.2: Distribucién de probabilidad en el espacio de configuracién como
funcién del tiempo para el potencial de la ec. 7.2, en una escala de color
logaritmica. Los parimetros utilizados son A = 0.173, i = 0.03 y ¢ = 2.5
para un pulso con momento de incidencia py = —2.05.

7.2 Pared Cuartica

Como un segundo ejemplo de un potencial pateado consideramos nuevamente
un potencial similar al de la eq. 2.2 en el que la pared cuadrética es ahora
una pared cudrtica:

L3+ 2P +a%+2) , g<0
Vig) = : (7.2)
e+ P+ +q+1) , ¢=>0

Los coeficientes de los términos en el polinomio son tales que V (q) es continuo
con derivadas primera y segunda continuas.

En este caso, la pared cudrtica es suficientemente suave para permitir
calcular la dispersién de pulsos cudnticos. En la Fig. 7.2 se muestra la
distribucién de probabilidad en el espacio de configuracién |¥{g,t)|?> como
funcién del tiempo. El pozo del potencial es mds ancho que el del potencial
ec. 2.2. En el decaimiento de la parte de la probabilidad que permanece
rotando alrededor de la isla se pueden observar los ecos de dispersién.



" muestra en la Fig. 7.3. Este billar estd formado por una frontera Gaussiana”
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Figura 7.3: Billar con dos canales de dispersién. La frontera superior corres-
ponde a la funcién exp (—az?) y la frontera inferior a una pardbola c—bz? para
a=c¢=10y b= 0.48. Este billar tiene tres drbitas peri6dicas fundamentales
mostradas como lineas segmentadas en azul.

7.3 Dispersion en Dos Canales

Un ejemplo tipico para sistemas Hamiltonianos de dispersién de dos grados
de libertad es un billar. Un billar de dispersién consiste en una frontera de
paredes duras en las cuales las trayectorias son reflejadas especularmente.
El billar se conecta con la regién asintética a través de un cierto mimero de
canales fisicos.

El orden de la herradura asociada al billar est4 determinado por el niimero
de érbitas periédicas fundamentales, las cuales aparecen como puntos fijos
_ en alguna superficie de seccién. Un ejemplo de un billar de dispersién se
y = exp (—az?) y una frontera parabélica y = ¢ — bz?. Este billar tiene tres
érbitas periédicas fundamentales mostradas como lineas segmentadas en azul.
La estabilidad de estas 6rbitas depende de la raz6n entre la curvatura local de
las dos fronteras. Las drbitas periddicas exteriores son inestables mientras
que la estabilidad de la érbita periédica interior cambia dependiendo del
valor de los pardametros a, b y c. En este caso, la herradura es ternaria y estd
formada por las variedades invariantes de las érbitas exteriores. Este tipo de
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Figura 7.4: Distribucién de probabilidad en el espacio de configuracién como
funcién del tiempo para el potencial de la ec. 7.3 en una escala de color
logaritmica. Los pardmetros utilizados son A = 1, A = 0.01 y ¢ = 2.5 para
un pulso con momento de incidencia py = —1.5.

billares pueden ser realizados experimentalmente en cavidades de microondas
o cavidades mesoscépicas.

También es posible obtener herraduras ternarias usando potenciales uni-
dimensionales pateados en el tiempo como por ejemplo

V(Q) = AM(@ 4l +1) 3 6t —n) . (3

n=—00

Este potencial tiene dos 6rbitas periddicas inestables exteriores y una
6rbita periédica interior que es estable para A < 4. En la Fig. 7.4 se muestra
para este potencial, la distribucién de probabilidad en el espacio de confi-
guracién |¥(g,t)|? como funcién del tiempo. Cuando el pulso incidente por
la derecha alcanza la region del pozo, parte es reflejado y parte transmitido.
La probabilidad del pulso incidente que permanece oscilando en el pozo del
potencial tiene dos canales de salida, a través de los cuales decae exponencial-
mente en ecos. Asi, el periodo orbital puede ser medido tanto en la reflexién
como en la transmisién en términos del cual, el desarrollo de la herradura
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Figura 7.5: Billar de dispersién formado por segmentos de paribolas como
en la ec. 7.4 para afd = 2.

ternaria puede ser obtenido a partir de la ec. 3.6.

Para mostrar la validez de la ec. 3.6 en billares analizaremos el billar de
dispersién mostrado en la Fig. 7.5 Este billar esta formado por una frontera
recta y(z) = 0 y por una curva C' que consiste en segmentos de pardbola

dados por
[ a+2d , <z<-—4c
a+2d—d(z+4)? , —4dc<zr<-3c
a+d{z +2)° , —3c<z< —~¢
y() =4 a+d(2-2? , —c<zg ¢ (7.4)

a+d(z — 2)* ) c<z< 3e
a+2d—-dz—4)> , 3c<zL 4
[ a+2d , 4e<z<

El pardmetro a corresponde al ancho del billar en |z| = 2c y d al ancho de
las pardbolas. El pardmetro c fija nuestra escala de longitud.

estables que corresponden a las trayectorias verticales en z = —2cy t = 2¢
y una Orbita interior en z = 0 cuya estabilidad depende de los valores de a y
d.

Para observar los ecos de dispersién podemos elegir como superficie de
seccién la frontera inferior del billar'. El mapeo de Poincaré se evalua sobre
esta superficie en las siguientes variables: z como la posicién a lo largo del

'Vale la pena recordar que adn cuando es numéricamente conveniente, la observacién

—Este billar posee tres érbitas periddicas fundamentales: dos drbitas in=—- -
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Figura 7.6: Retrato fase del billar de segmentos parabdlicos en las variables
(z,¢) paraa = 0.1 y d = 0.05. La posicién de los puntos fijos inestables se
indica con las cruces rojas. Las flechas azules indican las direcciones de los
canales de salida.

eje z, de la trayectoria al chocar con y(z) = 0 y ¢ como el 4dngulo de la
trayectoria reflejada medido a partir del eje z positivo.

En la Fig. 7.6 se muestra el retrato fase de este billar para a = 0.1 y
d = 0.05. Para estos valores de los pardmetros, el retrato fase contiene una
isla estable bien desarrollada. Los canales de dispersién sobre la superficie
de seccién ocurren a lo largo de las variedades inestables de los puntos fijos
inestables, los cuales se indican por las flechas azules en la Fig. 7.6.

Como en los ejemplos anteriores, los ecos de dispersién tienen su origen
en el decaimiento de las trayectorias que rotan alrededor de la isla sobre la
capa de dispersién. Para este billar la herradura es ternaria. Un ejemplo
de la estructura de la herradura se muestra en la Fig. 7.7 paraa = 0.15 y
d = 0.165.

de los ecos de dispersi6n no est4 limitada a una superficie de seccién. En un experimento
real los ecos pueden ser igualmente medidos en el espectro de transmision o reflexién.
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Figura 7.7: Herradura ternaria del billar de segmentos parabélicos para a =
0.15 y d = 0.165. El valor del pardmetro formal es en este caso vy = 375.

La herradura asociada a billares puede presentar anomalias debidas a la
discontinuidad en la direccién de las trayectorias que aparece cuando éstas
son tangentes a las fronteras del billar. Sin embargo, en un cierto rango
de valores de los pardmetros, es posible obtener el pardmetro de desarrollo

Figura 7.8: Distribucién de densidad cldsica pg(z,t) en escala de colores
logaritmica para ¢ = 0.1 y d = 0.05. Las trayectorias incidentes se eligieron
sobre £ = 2 con un dngulo ¢ uniformemente distribuido en [0.5557,0.5577].
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gl T(7) | Techoes
a) 3-5 11.5 10+1.1
b) 3-18 315 |[30+15
c) |3 P <f <32 |49.551.5|45+5.2

Tabla 7.1: Comparacién entre el valor del periodo orbital calculado a partir
de la ec. 3.6 y el periodo de los ecos de dispersidén obtenidos a partir de las
mediciones de py(z,1).

formal de la herradura.

Como hicimos en el Capitulo 4, en la superficie de seccién podemos cal-
cular la distribucién de densidad cldsica py(z,t) como funcién del tiempo.
En la Fig. 7.8 se muestra py(z,t) para los pardmetros a = 0.1 y d = 0.05.
Al igual que para el potencial de la ec. 7.3, los ecos de dispersién pueden ser
observados en la transmisién o la reflexién.

A partir de pg(z,t) es posible obtener el perfodo de los ecos clasicos de
dispersién para distintos valores de los pardmetros a y d. En la Tabla 7.1
se muestra una comparacién entre estos valores y los valores del periodo
orbital obtenido del desarrollo de la herradura correspondiente a partir de la
ec.3.6. El acuerdo entre ambos valores corrobora numéricamente la validez
de nuestro argumentos del Capitulo 3.



Conclusiones

En esta Tesis hemos explorado el problema inverso de la dispersién para
sistemas de dispersién caética en mecdnica cldsica y mecdnica cuéntica en
términos del grado de desarrollo de la herradura del sistema. Los resultados
obtenidos son aplicables a sistemas Hamiltonianos de dos grados de liber-
tad o de un grado de libertad con dependencia periédica en el tiempo, en
situaciones en las que el grado de desarrollo de la herradura es pequefio. En
mecénica cudntica hemos encontrado que el proceso de dispersién reproduce
el comportamiento de las trayectorias clasicas para valores de % suficiente-
mente pequenos.

En mecénica cldsica, las trayectorias cldsicas sobre la capa de dispersién
decaen algebraicamente en forma de ecos, cuyo periodo mostramos que estd
relacionado con el grado de desarrollo de la herradura. El periodo de los
ecos corresponde al perfodo orbital promedio caracteristico de la capa de
dispersién. En la regién asintética es posible observar los ecos mediante la
medicién del flujo de las trayectorias dispersadas como funcién del tiempo.
De esta manera, es posible obtener el desarrollo de la herradura del sis-
tema a partir de mediciones asintéticas. La relaciéon entre el periodo de los
ecos de dispersion y el grado de desarrollo de la herradura fue verificada
numéricamente. Esto constituye la principal contribucién de esta Tesis.

En mecédnica cudntica la probabilidad decae exponencialmente en ecos. El
estudio de la dispersién cudntica se llevé a cabo mediante el andlisis de la dis-
persién de paquetes de onda. En el limite semicldsico, los sistemas cuédnticos
reproducen el comportamiento clisico. El efecto cudntico mds notable es la
existencia de tunelaje, a través de superficies de KAM, hacia el interior de la
isla de estabilidad. Consistente a ésto, el periodo de los ecos observados en el
problema cuéntico es sistematicamente menor al cldsico. El comportamiento
del periodo de los ecos como funcién del pardmetro del sistema, reproduce
el comportamiento cldsico. Esto permite por primera vez, la posibilidad de
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obtener el grado de desarrollo de la herradura en sistemas cuénticos de dis-
persién y la posibilidad de extender a la mecanica cudntica los resultados
conocidos para el problema inverso de la dispersién en mecdnica cldsica en
términos de la topologia de la herradura.

Experimentalmente es posible observar los ecos de dispersién en sistemas
con Hamiltonianos dependientes del tiempo (similares al modelo utilizado
en esta Tesis), en experimentos de dispersién de 4tomos en superficies [88]
en el limite cldsico y semicldsico. Experimentos correspondientes en cavi-
dades electromagnéticas apropiadas [89], asi como en cavidades mesoscépicas
también son posibles. Desde el punto de vista tedrico, es interesante que ex-
perimentos realizados en esta linea, sean sensibles al grado de desarrollo de
la herradura correspondiente, ofreciendo asi, una herramienta poderosa para
el estudio del proceso de dispersién en herraduras poco desarrolladas.



Apéndice A
Variedades Invariantes

Una variedad invariante es una superficie contenida en el espacio fase de un
sistema dindmico con la propiedad de que cualquier érbita = que comience
sobre la superficie permanece en ella bajo la accién de la dindmica del flujo.
En otras palabras, una variedad invariante es un conjunto de 6rbitas que
forman una superficie [33].

Adicionalmente, el conjunto de drbitas que converge o diverge de una
variedad invariante asintéticamente en el tiempo son también, bajo ciertas
condiciones, variedades invariantes.

Consideremos un mapeo f

Ty = f(z,), f:R*—=R" (A.1)
y supongamos que:
a) [ es un difeomorfismo en R®
b}  f tiene un punto fijo en z*, ie., f(z*) = =* tal que

c) la matriz de estabilidad para =* tiene n — k eigenvalores con médulo
|A| > 1y k eigenvalores con médulo |A} < 1.

En tal situacién, el punto fijo z* es hiperbdlico. En la vecindad de z*,
el subespacio generado por los eigenvectores correspondientes a eigenvalores
con |A| < 1 forman una superficie diferenciable llamada variedad estable
local de z*. De igual manera, al subespacio generado por los eigenvectores
correspondientes a eigenvalores con |A| > 1 se le llama variedad inestable
local de z*.
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Es posible definir una variedad estable global de z* como
W,(") = {z| Jim /() =2} . (A.2)

Este es el conjunto de todos los puntos z del espacio fase que convergen al
punto fijo z* bajo la accién de f. De manera andloga, la variedad inestable
global de z* es el conjunto de puntos del espacio fase que convergen a z* bajo
la accién de f~!

Wo(z) = {z| lim f"(z) =2} . (A.3)

Las variedades globales o simplemente variedades estable e inestable del
punto fijo £* son invariantes. Para mapeos bidimensionales, las variedades
invariantes de un punto fijo como z* son simplemente lineas que se doblan
y acumulan en el espacio fase de manera complicada. La topologia de éstas,
es descrita por el mapeo de la herradura de Smale.

Tipicamente, las variedades invariantes W,(z*) y Wy(z*) pueden inter-
sectarse:

Sean a y b dos puntos fijos distintos del mapeo f y sea 7 # @, b tal que
r € Wy(a) y 7 € W,(b). Entonces a r se le llama punto heteroclinico. Un
punto heteroclinico es la interseccién entre la variedad estable de un punto
fijo y la variedad inestable de otro punto fijo. Si en cambio la interseccién
ocurre entre las variedades estable e inestable de el mismo punto fijo, es decir,
si @ = b entonces a r se le llama punto homoclinico.

Por definicién de la invariancia de las variedades de un punto fijo in-
estable, si 7 es un punto homoclinico, entonces f*(r) también es un punto
homoclinico para todo k € Z. Por lo tanto, la existencia de un punto ho-
moclinico implica la existencia de un infinito de ellos. Lo mismo sucede para
los puntos heteroclinicos.

La existencia de puntos homoclinicos es un criterio para la existencia
~ de movimiento fuertemeénté cadtico. En particular; si en todos los puntos -
homoclinicos, las variedades invariantes de los puntos fijos de un sistema en
cualquier superficie de seccién se intersectan transversalmente, se dice que el
sistema es hiperbdlico.




Apéndice B
Formalismo Termodinamico

Para un sistema dindmico de dispersién su herradura representa la estructura
de la componente hiperbélica del conjunto invariante acotado o silla cadtica.
Como consecuencia de la estructura fractal de la silla cadtica la dispersién
es irregular: las funciones de dispersién presentan una estructura jerarquica
con un conjunto no numerable de singularidades sobre un dominio fractal.

También, la jerarquia fractal de la silla cadtica determina la dindmica
cadtica en la regién de interaccién asi como el decaimiento de las trayectorias
de dispersidn.

Dado que la dindmica caética ocurre s6lo dentro de la regién de inter-
accién, la dispersién de sistemas que poseen una silla caética son un ejemplo
particular del fenémeno conocido como caos transiente, es decir, de sistemas
cuyas trayectorias se comportan de manera cadtica en escalas de tiempo fini-
tas [24).

En la Fig. B.1 se muestra una parte de la funcién de tiempo de retardo
mostrada en la Fig. 4.3 en donde se puede apreciar su estructura jerdrquica
en todas las escalas. Esta jerarquia puede ser organizada con la ayuda de los
intervalos de continuidad que separan regiones del dominio en donde ocurren
las singularidades.

Como hemos dicho, esta jerarquia es producto de la estructura fractal de
la silla cadtica del sistema. El problema inverso consiste entonces en obtener
informacién sobre la estructura de la silla caética a partir de la jerarquia en
las funciones de dispersién, misma que es equivalente a la jerarquia de la
herradura del sistema.

Una vez que se tiene informacién sobre la estructura de la silla catica es
posible obtener medidas cuantitativas de la dindmica de dispersién como la
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Figura B.1: Jerarquia de las funciones de dispersién. Los segmentos en rojo
corresponden a las longitudes de los intervalos que contienen a las singulari-
dades en la funcién de dispersion en los distintos niveles de jerarquia.

velocidad de escape o el exponente de Lyapunov.

El formalismo termodindmico consiste en un procedimiento para obtener
estas medidas cuantitativas a partir de la jerarquia fractal de la herradura o
de las funciones de dispersién. En la Fig. B.1 los intervalos en rojo ejempli-
fican como se extrae la jerarquia fractal a partir de la funcién de dispersién.
Estos corresponden a los intervalos del dominio sobre los cuales se encuen-

" ‘tran las singularidades. El primer nivel de jerarquia L(!) conforma el dominio

total sobre el cual se encuentran todas las singularidades en la funcién de dis-
persion. En un segunda nivel las singularidades ocurren sobre tres intervalos
distintos separados por intervalos de continuidad. Los intervalos en el se-
gundo nivel de jerarquia ng) se enumeran con el indice <. En un siguiente
nivel de jerarquia, estos intervalos son sucesivamente seccionados por més
intervalos de continuidad.

Cada uno de los intervalos LE") en el nivel n-ésimo se puede asociar con
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una secuencia simbélica. Para un sistema hiperbélico, el niimero de simbolos
necesarios es dos. En el ejemplo de la Fig. B.1 el sistema es no hiperbdlico.
Asi vemos que en el segundo nivel de jerarquia aparecen tres intervalos para
los cuales serian necesario tres simbolos. Para sistemas no hiperbélicos el
formalismo termodindmico no es aplicable. Sin embargo, a partir de ob-
servaciones numéricas se sabe que para ciertos valores del desarrollo de la
herradura [29}, los efectos no hiperbdlicos a parecen en niveles de jerarquia
altos, siendo alin posible utilizar el formalismo termodindmico.

Suponiendo que el formalismo termodindmico es aplicable, es posible aso-
ciar una iinica secuencia simbélica binaria para cada intervalo LE" . La obser-
vacién clave de este procedimiento es la conexién entre secuencias simboélicas
binarias y los micro estados de cadenas lineales de espines cudnticos. De tal
manera, uno puede interpretar los simbolos 0 0 1 como un espin en el estado
down o up. En este caso, la interaccidn apropiada entre los espines consiste
en que el logaritmo de las longitudes de los intervalos Lﬁ") sea proporcional
a la energfa interna por espin E(S;) del micro estado dado [60, 90, 91, 92]

E(S;) = _%m LY. (B.1)

La idea ahora es obtener la distribucién de las longitudes de los intervalos
LE"’), imponiendo que esta longitud escala como una ley de potencias con
exponente 3. La ventaja de la analogia termodindmica consiste en que LE")’B
es en este sentido el factor de Boltzmann con temperatura 1/5 y la suma de
este sobre todas las configuraciones es la funcién de particién. Dado que la
energia libre es extensiva, el escalamiento de la funcién de particién con S

debe ser exponencial en el limite de n grande:

Y (LMY ~ exp(nBF(B)) - (B.2)

La funcién F(83) es la energia libre por espin o simplemente energia libre
en el contexto dindmico’.

A partir de la funcién SF(B) es posible obtener cuantitativamente, las
caracteristicas dindmicas del sistema de la siguiente manera: Si se grafica
la funcién SF(B) como funcién de 8, su valor en 8 = 1 corresponde a la
velocidad de escape del conjunto invariante. Su interseccién con el eje S
determina la dimension fractel parcial. Su valor en 8 = 0 es el negativo

1En la literatura matematica, 8F (8} es llamada entropia topoldgica.
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de la entropia topoldgica. La pendiente de la linea tangente a la funcién en
8 = 1 es el ezponente de Lyapunov, su interseccién con el eje S determina
la dimensién de informacidn y su valor en S = 0 el negativo de la entropia
métrica.

Como hemos mencionado, las longitudes L™ pueden también ser obte-
nidas a partir de las intersecciones de la variedad inestable de la herradura
con ¢l nivel —1 de su variedad estable. En el caso particular de sistemas
periddicos en el tiempo la jerarquia generada por la herradura del sistema
es equivalente a la informacién contenida en las funciones de dispersién. Sin
embargo, en el caso general, la funcién de dispersién serd necesaria para
organizar la jerarquia en la estructura de la herradura.




Apéndice C

Estabilidad Lineal

La evolucién de todo sistema dindmico esta determinada por la estabilidad de
sus orbitas periédicas y en particular, por su estabilidad lineal que determina
la manera en la que perturbaciones infinitesimales se desarrollan en el tiempo.

Sea z* = (p,q) un punto fijo del mapeo de Poincaré P de un sistema
Hamiltoniano de dos grados de libertad sobre alguna superficie de seccién,
es decir, P(z*) = z*. La dindmica local en la vecindad del punto fijo estd
determinada por la su estabilidad lineal.

El procedimiento para obtener la estabilidad lineal de un punto fijo con-
siste en expandir £ = z* + Az, conservando términos hasta de orden lineal.
Haciendo esto, se obtiene una ecuacién de la forma

A$"+|_ = LA.’E,, (C.].)

donde L, llamada matriz de estabilidad, es independiente de Az y est4 dada
por

OPpa  Opnn
apn Ogn,
L= . (C.2)
Ot Ogny
Jp, Ogn

Entonces, los eigenvalores de L
det(L — A1) =0, (C.3)
determinan la estabilidad lineal del punto fijo.
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Las soluciones a la eq. C.3

1/2

na= B x| (BE) -aur (c4)

son tales que A\ A2 = 1y A;+ )2 es un nidmero real con tres posibles soluciones.
Para un mapeo que preserva 4rea (det L = 1) se tiene lo siguiente:

Tr L] <2) Los eigenvalores son complejos conjugados sobre el circulo

unitario ‘
A1,2 — e:!:t21rw (05)

representando soluciones estables con
Tr L =2cosw . (C.6)

Entonces, el punto fijo es eliptico con un niimero de rotacién igual a w
dado por
w = cos}(Tr L/2) . (C.7)

ITr L| >2 )  Los eigenvalores son reales reciprocos

Az = A7t (C.8)
tales que
|A12] = e* (C.9)
y
Tr L = |2coshwl| . (C.10)

En este caso el punto fijo es hiperbélico si A; > 1 o inverso hiperbolico
si Ay < —1. )\, es el factor de contraccién en direccién de la variedad

=TT éstable y Ag él factor de expansién en la variedad inestable.

ITr L| =2 )  Los eigenvalores son iguales, tales que
A=A =1, (C.11)

En este caso el punto fijo es parabdlico y corresponde a una situacién
de estabilidad marginal.
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