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Resumen

En este estudio, desde varias perpectivas y usando el método espectral se ha analizado
la ecnacién de vorticidad barotrépica no divergente sobre la esfera. El objetivo principal
fue analizar el modelo analitico, el modelo espectral numérico (de valores iniciales y el de
estabilidad), y pruebas del modelo espectral con flujos analiticos (PL, RH, Wu-Verkley,
modones). Se ha desarrollado un conjunto de cédigos para resolver numéricamente la
ecuacion de vorticidad barotrépica (EVB) sobre la esfera en términos de armoénicos
esféricos, entre los que destacan el c6digo del modelo espectral para integrar la EVB
como un problema de valores iniciales y el codigo para estudiar la inestabilidad de
soluciones de la EVB. El c6digo del modelo espectral se compilé en Fortran 77 en el
ambiente de la supercomputadora Cray YMP y el algoritmo de estabilidad también en
Fortran 77 pero compilado en cualquier estacién de trabajo.

Se analizo la clase de soluciones exactas de la EVB, que son los flujos zonales, on-
das Rossby Haurwitz (RH), las soluciones aisladas (modones), y las soluciones globales
llamadas ondas Wu-Verkley que son formadas por varias ondas RH. Donde se hizo el
intento de conectar métodos modernos de la teoria de funciones definidas sobre la es-
fera, con la representacion de funciones en términos de armoénicos esféricos, se trato de
dar una formulacién matematica rigurosa de los distintos aspectos conectados con la
construccion de estas soluciones exactas de la EVB. También se contruyé una ’solucién’
la cual es menos idealizada. Esta solucion se usé para realizar un experimento sobre
la variabilidad de baja frecuencia. Los modones son modelos matematicos simples del
fenémeno del bloqueo atmosférico. Un problema central, en el prondstico del tiempo a
mediano como a largo plazo, es la accion de bloqueo que adquiere el flujo de los oestes
{cresta subtropical) el cual no se puede explicar en términos de las ondas RH. Por lo
tanto se intenta desarrollar mas teorias sobre la modelacion de este fenémeno. Para
este fin se resolvidé numericamente la EVB sobre la esfera usando el método numeérico
de transformada espectral y se probé con la clase de soluciones exactas de la EVB.
Se enfatizé en estudiar el comportamiento del error relativo entre la solucién exacta
y la solucién numérica, y en preservar la energia cinética total, la enstrofia integral y
la estructura geométrica de las soluciones (flujos zonales, ondas de Rossby-Hanrwitz,
soluciones de Wu-Verkley, y modones bipolares de Verkley). Analizando los resultados
preliminares de los experimentos se propusteron algunas alternativas de como resolver-
las mas eficientemente que fué el de incorporar un filtro numérico en el esquema de
integracién leapfrog y el de proponer un método implicito (el cual no se probé) en la
forma espectral para integrar la EVB. Algunos autores indican que ciertos patrones
de variabilidad de baja frecuencia, estan conectados con el proceso de inestabilidad



barotrépica. Se desarrollé un algoritmo numérico para estudiar la inestabilidad baro-
tropica de flujos ideales arbitrarios sobre la esfera en rotacién. Se probé con la clase
de soluciones exactas de la EVB, y los resultados de los experimentos numeéricos de
estabilidad se checaron con algunas estimaciones teéricas desarrolladas hasta ahora.
Todavia hay bastantes preguntas que quedan sin responder sobre la inestabilidad de
varias configuraciones (barotropica) del flujo atmosférico de gran escala y su influencia
sobre la variabilidad de baja frecuencia. Que en nuestro caso serian, la inestabilidad
de las ondas RH y estructuras no lineales tales como modones y ondas Wu-Verkley.
La estructura espectral de estos modos observados o analiticos puede contribuir a una
mejor comprension de las anomalias persistentes del flujo atmosférico y por lo tanto la
variabilidad de baja frecuencia.



Capitulo 1
INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales de la meteorologia actual es el desarrollo de mode-
los 0 métodos de prediccion del tiempo a corto y a largo plazo. Se sabe que, el modelo
de prediccion del tiempo cuyos calculos se realizaron por primera vez sobre una compu-
tadora, fue el modelo barotrépico basado en la ecuacién de vorticidad barotropica no
divergente {Charney et al,1950); desde entonces se han desarrollado modelos mas avan-
zados de prediccion del tiempo que se basan en las leyes de conservacion de la dindmica
de fluidos v de la termodindmica, y actualmente varios de estos modelos estan en ope-
racién en algunos centros meteorolégicos. Estos modelos operacionales (globales) son
muy complejos pero limitados, y es dificil dar una interpretacién de cémo evoluciona
el patrén de flujo global atmosférico a mediano y a largo plaze. Ha habido progresos
en ¢l prondstico a mediano plazo en los altimos 25 afios, por lo que los prondsticos
a 6 dias sobre la regién europea actualmente son buenos principalmente en inviernc.
Un problema central tanto a mediano como a largo plazo es el fendmeno de bloqueo
(Rex, 1950a,b). El fenémeno de bloqueo, es la estructura o configuracion meridional
que adquiere el flujo atmosférico de los oestes parecido a la cresta subtropical ( Pérez,
1993, 1996). El tiempo de vida observado de una accién de bloqueo atmosférico es de
10-30 dias { Rex, 1950a, b; Trield et al, 1981 ; Butchart et al, 1987; Anderson, 1992;
Verkley, 1993; Neven, 1993). Segtn Hollingsworth et al, (1987) se requiere realizar mas
estudios sobre el diagnostico, desarrollar teorias y modelacion de este fendmeno. Estas
estructuras no se pueden explicar en términos de las ondas Rossby-Haurwitz (RH), las
cuales son soluciones exactas de la ecuacion de vorticidad no divergente sobre la esfera.
En este sentido muchos trabajos se han publicado desde que Stern {1975) desarroll6 la
teoria de modones sobre el plano beta y sus aplicaciones a la accion de bloqueo atmos-
férico (Larichev y Resnik, 1976; Flier et al. , 1980; Mc Williams, 1980; Verkeley, 1984;
Tribia, 1984; Haines y Marshall, 1987, entre otros). Los modones son nuevas soluciones
no lineales de la ecuacion de vorticidad barotropica no divergente (EVB) sobre la esfera,
y su configuracion se parece a los centros de alta y baja del bloqueo atmosférico. Uno
podria afirmar que la EVB sin forzamiento y sin viscosidad es un modelo simplificado de
la dindmica atmosférica y por lo tanto los modones son también modelos matematicos
muy simplificados del fenémeno de bloqueo atmosférico.

El desarrollo de métodos de prediceion a largo plazo depende también de qué tanto
conozcamos la fisica de las anomalias (de circulaciéon atmosférica, Wallace y Blackmon,
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1983) persistentes. Muchas observaciones y teorias se han desarrollado para tratar de
explicar las anomalias persistentes y la variabilidad de baja frecuencia, entre las que
destacan la teorfa de dispersion de ondas Rossby (Rossby et al, 1939; Haurwitz, 1940;
Yeh, 1949; Hoskins et al. 1977; Hoskins y Karoly, 1981; Webster, 1981}, las teorias
de inestabilidad barotrépica (Simmons et al, 1983; Frederiksen et ol, 1987; Dikii, 1976;
Baines, 1976; Haarsma y Opsteeg, 1988; Skiba, 1989; Anderson, 1991; Skiba (1994,
1998, 2000); Borges y Sardehmukh, 1997; Skiba y Adem, 1998; Skiba y Strelkov, 2000)
v la teoria de equilibrio miltiple (Charney y DeVore, 1979; Legras y Ghil, 1985) o
dingmica de modos libres (Wu, 1993; Wu y Verkley, 1993). Un modo libre es una
solucién exacta de una ecuacion de vorticidad potencial que se le puede excitar a través
de un forzamiento. Un caso particular de la ecuacion de vorticidad potencial, es 1a EVB
en el cual el flujo a gran escala se considera ideal (sin forzamiento y sin disipacién).
En los mapas meteorologicos, los modos libres en ciertos aspectos se parecen a los
centros de alta y baja de blogueo. Por otro lado, también los modones se parecen a los
centros de alta y baja de bloqueo (accién de blogueo), tienen una estructura bipolar
(Verkley, 1984, 1987), tripolar, y cuadripolar (Neven, 1993) y son soluciones exactas de
la ecuacién de vorticidad barotropica.

Si la inestabilidad barotrépica (IB) es una fuente importante de variabilidad de baja
frecuencia, entonces esto podria hacer una contribucion significante en el crecimiento
de error en las integraciones numeéricas a mediano plazo. Simmons ef al, 1983, propo-
nen que mucha de la variabilidad de baja frecuencia de la circulacién del HN podria
atribuirse a la inestabilidad barotrépica de los vientos troposféricos superiores asociado
con la variacion este-oeste de la corriente de chorro. Esto implica que la estructura
del modo normal mas inestable resaltaria méas en los mapas de anomalias promedio.
Andrews (1984) ha cuestionado la forma en que en Simmons et af, 1983, se ataca el
problema de IB para un flujo que no es una solucion estacionaria de la EVB (Borges y
Sardeshmukh, 1995). Ellos forzaron el flujo basico para que fuera estacionario con un
forzamiento estacionario arbitrario, indicando que es crucial la forma matematica del
forzamiento en el problema de estabilidad que resulta. '

En este trabajo se pretende tomar la perspectiva de la dinamica de modos libres
v de inestabilidad barotrépica, por lo que se tiene que construir la maquinaria para
realizar estos estudios. Esta maquinaria consiste en examinar la clase de soluciones
exactas de la EVB y después realizar experimentos numéricos que reproduscan esta
clase de soluciones, primero como un problema de valores iniciales y después como un
problema algebraico para el caso de la inestabilidad de las soluciones. Por lo tanto el
objetivo del trabajo de tesis doctoral es: Desarrollar un modelo espectral para integrar
la ecuacidn de vorticidad sobre 12 esfera y desarrollar un método numeérico para estudiar
la estabilidad de flujos barotrépicos sobre la esfera en rotacién. En el capitulo 2, se
repasan los elementos del analisis arménico sobre la esfera (método espectral). En los
siguientes el trabajo se efectua en la forma siguiente:

a).- La construccion de una ’solucién’ parecida al modo libre Wu-Verkley pero menos
idealizada es decir soluciones que de algin modo tienen incorporadas las observaciones
meteoroldgicas. No estudiaremos los flujos derivados de climatologias observadas, sino
soluciones libres estacionarias de la EVB sobre la esfera que sean cercanas al flujo
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climatolégico observado en un sentido global, lo cual se discute en el capitulo 3. Segin
Rochas, (1986) hay dos razones para investigar nuevas soluciones exactas de la EVB,
y son que éstas pueden usarse para probar métodos numéricos que resuelvan tales
ecuaciones y también pueden ayudar a explicar el mecanismo fisico representado por
las ecuaciones. La principal ventaja de una nueva solucién es que representa patrones
parecidos a los observados en el campo medio troposférico superior. Para ver més
claramente la clase de soluciones exactas, en el trabajo se intenta dar un formalismo
méas matemaético usando métodos modernos de la teoria de funciones.

b).-Analisis del modelo numeérico para integrar la ecuacion de vorticidad atmosférica
no divergente usando el método espectral. Uno de los problemas importantes en el uso
de estos modelos es el desarrollo de métodos numéricos especiales para integrarlos. Esto
se describe en el capitulo 4, donde se realizan simulaciones numeéricas con flujos zonales,
ondas RH y también experimentos numéricos con la interaccién de modones.

Pierrehumbert v Malguzzi (1984), demostraron que para el plano beta, un forza-
miento de vorticidad (modones en su experimento) localizado, cuya forma espacial
satisface la ecuacion de vorticidad puede producir flujos de equilibrio maultiple. Wu
(1993) al usar un modelo espectral dependiente del tiempo, parecida al del inciso b
con forzamiento y disipacién, demostré que las soluciones libres Wu-Verkley un poco
degeneradas pueden, por resonancia, excitarse a una amplitud finita, y que los procesos
de inestabilidad barotropica y resonancia no lineal de ondas planetarias son el meca-
nismo que dispara los regimenes de flujos diferentes en ambos hemisferios. Segiin Wu
esto es una regla que podria generar la variabilidad de baja frecuencia que se observa
en la atmosfera. Estos experimentos los repetimos con la ’solucidon’, construida en cl
capitulo 3 menos idealizada. La estabilidad de esta solucién se probd con integracio-
nes en el tiempo usando el modelo espectral; para esta solucién, la estabilidad mostré
oscilaciones entre dos tipos de regimenes parecidos a los encontrados por Wu en 1993.
También, al realizar integraciones a largo plazo (150 dias) con forzamiento y disipacion,
y al calcular la anomalia de flujo promedio de los resultados de los primeros 100 dias,
observamos la existencia de ciertos patrones de variabilidad de baja frecuencia, los cua-
les podrian estar conectados con el proceso de inestabilidad barotrépica. Simmons et
al, 1983 incorporaron un término de forzamiento artificial, tomando un estado basico
observado que fue el patrén climatolégico de enero en 300 mb, obteniendo varios modos
con el método matricial y en la truncacién triangular 21 (Ty;).

c).-En el capitulo 5 se describe un algoritmo numérico para estudiar la inestabi-
lidad lineal de flujos basicos que son soluciones exactas de la ecuacidén de vorticidad
sobre la esfera. Es evidente desde hace mucho tiempo que el problema de inestabi-
lidad barotropica del flujo atmosférico ya se ha estudiado (Kuo, 1949; Lorenz, 1972;
Baines, 1976; Simmon et al., 1983, Zang, 1988; Skiba, 1989; Anderson, 1991; Borges y
Sardeshmukh, 1995; Skiba (1994, 1998, 2000); Skiba y Adem, 1998; Skiba y Strelkov.
2000). Lorenz reexaminé el mecanismo de inestabilidad barotrépica con variacion zonal
incorporada al flujo bésico en la forma de una inica onda Rossby, demostrd que este
flujo 2-dimensional es inestable, y sugirié que tiene implicacion en el pronéstico de largo
plazo. El algoritmo numérico para estudiar la inestabilidad lineal de flujo no divergente
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sobre la esfera, de este trabajo de tesis, se prueba con la clase de soluciones exactas
de la ecuacién de vorticidad no lineal que son los flujos zonales (del tipo polinomios
de Legendre), Ondas Rossby-Haurwitz zonal, modones monopolares de Verkley zonal,
flujo zonal observado y soluciones exactas mas complicadas (ondas RH, soluciones li-
bres Wu-Verkley y modones). En casi todos los experimentos con flujos zonales, que se
realizaron, notamos que el nimero de onda zonal del modo m4s inestable fue m = 2,
v los siguientes fueron m=3 y m=1, lo cual estid de acuerdo con los resultados obte-
nidos por Baines (1976). Por otro lado, todavia hay bastantes preguntas que quedan
sin responder sobre la inestabilidad de varias configuraciones (barotrépica) del flujo
atmosférico de gran escala y su influencia sobre la variabilidad de baja frecuencia. Que
en nuestro caso serian: la inestabilidad de las ondas RH y estructuras no lineales tales
como modones y ondas Wu-Verkley. La estructura espectral de estos modos observados
o analiticos puede contribuir a una mejor comprensién de las anomalias persistentes en
el flujo atmosférico y por lo tanto la variabilidad de baja frecuencia.
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Capitulo 2

ANALISIS ARMONICO SOBRE LA ESFERA

En este capitulo se revisan los elementos esenciales del anélisis de Fourier sobre 1a esfera,
los cuales se usan en el método espectral y en el desarrollo de los algoritmos numéricos
de los capitulos 4-5.

Sea S? = {z € R®:| z |= a} la esfera de radio a con centro en el origen del espacio
euclideano R3; si a =1, $2 = S? es la esfera unitaria sobre la cual se trabajara la tesis.
Definamos C>°(S?) como el espacio de funciones f : S — [ con valores complejos
continuas (espacio de funciones ortogonales a una constante) sobre 5% con todas sus
oo-derivadas continua. Sean f, g € C®(5?), definamos un producto escalar y una
DOrma como

1 2w
oy =o [ [ dwds Wi 1=t 1)

il

donde s=(},x),0 < A < 27 es la longitud, u = seng,| ¢ |< 7, el seno de la la-
titud, g* es el conjugado de g y ds = dAdu es un elemento de superficie sobre $2.
La completacién de C°(S?)} con respecto a la norma [} f || es el espacio de Hilbert
XS ={f:[|flPds<oo} =H;0H,;® .. ®H, & ..., es decir, la suma directa
de subespacios de dimensién finita H, = {Y : —AY = x,Y'}; los elementos ¥ € H, se
llaman polinomios esféricos homogéneos de grado v , x» es un eigenvalor del problema
espectral —~AY = .Y, donde A es la expresién del Laplaciano sobre la superficie de la

esfera 52 :
1 & 8 d
=g @ el THg) 22)

Las funciones asociadas de Legendre hipergeométricas H () = P (u) v H (u) =
Q™ (1) son soluciones de la ecuacion hipergeométrica de Legendre:

(1-— uz)%-zfé — pcos ¢Z + [v (v + 1) cos?¢ — m?| H = 0.

Esta ecuacion surge al resolver por el método de separacién de variables la ecuacion
de Laplace en coordenadas esféricas, donde P." (1) es la funcién de Legendre de primer
tipo y Q7 (i) es la funcion de Legendre de segundo tipo, de orden m y grado complejo v.
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Una expresién explicita de P (1) para —1 < p < 1 se puede encontrar en Abramowitz
v Stegun (1963) o Verkley (1984):

() = m et ()™ [i ol (L ’ﬂ ey

m! 1+p (m+1); 5!

para v = « o complejo » = L + ik, donde (g); es el simbolo Pochhammer defini-
do como {¢)g = 1, (g); = glg+1)---(g+7—1), para cada ¢ € L y j entero no
negativo. Los (g); se obtienen de la funcién gamma I'(z) con argumento comple-
joz €L, donde I'(1) = 1, T'(g+1) = ¢'(g), de tal forma que '(m+1) = m! y
F(”+m+1 = (=1)" (-v),, (v + 1),,- El desarrollo en serie (2.3) para » = n converge con

Tlo—m+1) —
7 =7y en este caso se obtienen las funciones asociadas de Legendre. Las funciones

(2.3} cumplen las siguientes relaciones de recurrencia

(v—m+1) P, ()= Qv+ pPl (u) — (v +m) P, (1),

(= 1) LB — b () - o+ m) B ),

Los polinomios arménicos complejos o armonicos esféricos
{¥, o, Y} = {V(A, i) = PP (p)e™, | m {< n} forman una base ortonormal
en C°(S?) o bien son funciones propias del operador Laplace-Beltrami 4 = (—A) en
2.

AV = XY, (Y, Y ) = bt Gt X = e+ 1),

m, es el nimero de onda zonal o modo de Fourier y P™(u) son los polinomios asociados
de Legendre normalizados dados como

mpy 2+ l{n—m)(1-pA)% gt n
P (,u)—\/ 2 (n+m)l 2%pl  durtm W -1)",

P () = (1" P (n).

Los P son ortonormales en pu
1
[ B Pr ) = b
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Sea H™(u) = (1—u?) d—‘:ﬁ'?—, entonces tenemos también las propiedades Y™ =
Yoy, Pr(—p) = F(u), B (-p) = —H'(p), para n— | m | par y P*(—p) =
~FM(p), Hy'(—p) = H*(4), para n~ | m | impar.

Si f € L*(S?), existe una representacién dnica f = 3°°°  F,, donde la serie de la
derecha converge a f en la norma L? . F, es la proyeccién ortogonal de f sobre H,
y Frp =32 fmY™ siendo a, = dim(H,,) = 2n + 1, con los coeficientes de Fourier

=Yy =g fL T F Ymds
Denotamos por PN = @ H; = {¢ € L2(5?%) : Tnv(), u}}, el espacio de polinomios
esféricos de grado N, tal que la proyeccién ortogonal (sin tomar en cuenta n=0) es

M

Ty 1) = Z > v Z Z WYY = Y (e

n=1 m=-n m=--M na=|m| m=—M
(2.4)

M es el modo de Fourier mas alto y N{(m) es el grado més alto de la funcién asociada
de Legendre en la representacion norte-sur y los coeficientes de representacion espectral
estan dados por

1 2w
= f_ 1(51; /0 YA, p)e" AN P () dp (2:5)

en la truncacion triangular M = Ny (m,n) € Ty ¢ 0<|m |<n < N. Parala Ty
se tiene la propiedad de la invarianza respecto de una transformacion de coordenadas
esféricas. El espacio fisico se aproxima por una malla de I x J puntos.

Para transformar del espacio espectral ¢} al espacio fisico ¥(A;, it;), se aplica pri-
mero la transformada de Legendre inversa:

lu'J) — Z ’l,bm Pm
n=jm
y luego la transformada de Fourier inversa (FFT™1) :
wN = TNQJ) n)U'J E lem ,'LJ zm).
m=—N
Primero: calculamos la contribucién simétrica {n — m par)
Ny
= > YrPMu)
n=|m]|
y luego la contribucion antisimétrica (n — m impar)
No
> P w
n=im|+1

Enseguida combinamos estas contribuciones en la forma
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O™ () = vg (15) + U7 (1)

P (—p5) = V5 (1) — (1)

como Y™( p,) = = 02“ (A, p)e~*™*d), al aplicar una FFT™! a esta integral tenemos

A cada armoénico Y™ u onda se le asocia la pareja (m, n), m es el niimero de ondas en
la direccién zonal y (n — m) el niimero de nodos o ceros entre los polos, no incluyendo
los polos.

Para calcular ¢ de (A, i), la integral interna ™ () en la ecuacion (2.5) se resuelve
medianie una FFT v la integral exterior se ejecuta via cuadratura Gaussiana usando J

puntos de cuadratura p; € [—1, 1]: Primero se calculan las componentes simétricas

b |

U (1) = 5 W™ (1) + 9™ (—uy)]

v luego la componente antisimétrica
W) = 5 [ (s) = 9™ ().
Entoces los coeficientes espectrales de v se calculan como
g { Sies (UF); (1) Pr(u) 2w paxa n — m par }
Y i1 (W2); (15) PrH(p5)2w; para n — m impar
donde I = £.

Proposicién. Sea la amplitud espectral 0 mod ™ =| y™ |= |ym ¢me|M?

fase espectral o Arg ¥™ =tan ! (%”b’?) . Entonces el &ngulo de fase espectral de

un modo (m,n) es ®(m,n) = mA+Arg Y7 y la velocidad de fase de este modo es

v la

a®{m,
c(m,n):— {;’?n) %%(man):*%f% Al‘g '(ab:;n

Dem. En efecto, sean los nimeros complejos z; = z+iyy, 20 = Zo-+iy, € [, tal
que ziz; = 1%z — Yo H(Z1y2 + T291) ¥ (2122)" = 2122 — Y21 (Y172 + 221 entonces
z125 + 225 = 2 (2123 — 11Ye) - Sea (m,n) con m > 0 el modo o la onda de componentes

Y u) = YTV TV = 2P () Re [y e ™ ]
= 2P™(u)[Rey? cosmA — Im ¢Tsen mA]
2P (u)Im o7

— ™ _ .
T sen Arg ym [cos(Argyl) cosmA — sen(Arg 7' )sen mA]

P ()2 | 4" | cos ®(m, n).
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Ya que sen Arg Y' = I—fﬁ—;?—, la amplitud del modo (m,n) es z = 2 | ¢ | . Para m=0,

el factor 2 en la amplitud se omite. La fase espectral puede normalizarse con m y 2,
asi que la longitud actual 7" de la cresta en P*(u)zcosm(A — 67) serfa 6 = —Arg
¥ /m.

Usando los armoénicos esféricos sobre S? se puede definir un tipo especial de derivada
generalizade que permite definir el grado de suavidad de alguna funcién en S2. Para
¥ € LAS5%), V a € R (Gadzhiev,1981; Kamzolov, 1982; Ivanov, 1983; Skiba, 1989;
Ivanov y Skiba, 1990} como:

AP =33 ey =Y xoF
n=1

n=1 m=—n

En este caso se formaron {Skiba, 1989) los espacios de Hilbert Hg(S?) = {9 : ¥ € L(5%)},
donde L(S?) = {4 : ¢ € L?(S?), f,. ¢ds = 0} con el producto escalar

(f’ g)a = <f7g>H3‘(Sz) = ((“A)% 5 (_/—\‘)% Q)

y norma

o0 T
Fo l2=l ¢ Whgsn=h (A ¢ llEgen=D D xalvn

ne=]l me—n

ag

Proposicién (Skiba, 1989). a- || ¥ [l.> x;° |
Y € HE(S?), xn =n(n+1). ]

b xa fl % IP<I V9 [P=] (-8)F o |12, w € Hj(S?).

. 1 1 1
o F 9 1FagsnyS 29 119 Eamyll VU lzzqsey -

| ¥ l|g, para los reales a > S,
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Capitulo 3

CLASE DE SOLUCIONES EXACTAS DE LA ECUACION DE
VORTICIDAD SOBRE LA ESFERA

En este trabajo se trata de relacionar métodos modernos de la teoria de funciones
definidas sobre la esfera, con la representacion de funciones en términos de armoénicos
esféricos. Hasta ahora las soluciones exactas analiticas encontradas de la ecuaciéon
de vorticidad barotrépica atmosférica (sin forzamiento y sin disipacién), han sido los
flujos zonales, ondas Rossby Haurwitz (RH), las soluciones aisladas (modones), y las
soluciones globales llamadas onda Wu-Verkley que son formadas por varias ondas RH.
Es el proposito de este capitulo reexaminar esta clase de soluciones en el contexto de
variedades (Matsushima, 1972; Loomis y Sterberg, 1990; Szeptycki, 1973) y 'construir’
una solucién que sea menos idealizada. La estabilidad de esta nueva solucién se prueba
en el capitulo 4, principalmente con integraciones en el tiempo, usando un modelo
barotropico global espectral con la inclusion de forzamiento y disipacién, y se investiga
la excitacién resonante de esta solucién.

3.1 CONSTRUCCION DE FUNCIONES SOBRE LA
ESFERA

Sea S? = {z¢R3 : |z} = 1} la esfera unitaria en R®. Se consideran algunas funciones
f (clase de soluciones exactas de la EVB) sobre la esfera S* vista como una variedad,
f 8% — R que son soluciones exactas de la ecuacién de vorticidad sobre la esfera.
Se construye un atlas {(%,@¢),! = ¢,k} formado por cartas locales o sistemas de

coordenadas locales, tales que | J§2y = 5%, asi que las coordenadas de un punto ¢ € €
Z

relacionado al homeomorfismo ¢ : ¢ — Uy C R2 son las coordenadas del punto .(Q)
que esta en R3. Para una carta local (§2,,¢,), la funcién f o ¢! es un mapeo de un
conjunto abierto U, = ¢,(Q,) C R? en R y representa f en el sistema de coordenadas
local.

Definicién {Carta coordenada). Una carta coordenada sobre un conjunto S? es un
par (Q,¢), donde Q C S?, v : © — R? una biyeccién y ({2} C R? es un conjunto
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abierto.

Si (2, @) es una carta coordenada, se llama a §2 el dominio de la carta coordenada y
¢ la coordenada. Todavia no mencionamos que {2 sea un abierto en 52, ya que 5% aun
no es un espacio topologico.

Definicién (Atlassobre §? ). Un atlas para el conjunto S? es una coleccién { (£, ;)
[ € N} de cartas coordenadas tal que:

i) Para ¢, & € N, (€, @.), (S, ¢«) entonces los conjuntos ¢, (2, N} v pu (2, N Q)
son abiertos y el mapeo ©r o ]! |oqannr @ (N Q) — e (8, NQL) es un difeo-
morfismo. Lo anterior indica que (Q,,0.) ¥ (Qx @x) son compatibles; ii) 5% = U v

Definicién (Variedad) . La esfera unitaria 5° es una variedad que contiene un atlas.

Abora deseamos definir funciones diferenciales sobre la variedad S? y para esto se
consideran las coordenadas como una herramienta para decidir cudles de las muchas
funciones sobre 82 son diferenciables ya que como (2, es s6lo un conjunto todavia no
tiene sentido preguntarse si la funcién f: (}, — R es diferenciable. Pero al considerar
la funcién f o ¢! : ¢, () — R, fo ¢! es una funcién definida sobre un conjunto
abierto ¢, {€,) C R? y se entiende que tales funciones son diferenciables.

Consideramos ahora qué pasa cuando cambiamos coordenadas a alguna otra carta
coordenada (£ @), ¥ por conveniencia, supongamos que 2, = §),. Entonces es posible
que f ot sea diferenciable pero que f o ¢! no lo sea.

Para comparar, sea f ol = fo ¢! o (p.0p;!) donde el mapeo ¢, 0 ! :
0, {€2,) = . () es una biyeccién entre subconjuntos abiertos de R>. Entonces una
condicién suficiente para que f o ¢! sea diferenciable, si f o ¢! lo es, es que @, o]}
sea diferenciable.

La esfera 52 es una variedad diferenciable conexa y compacta. Puesto que S° es
compacta ésta no puede cubrirse por una tinica carta. Considere el atlas C>, {(€,, v},
(%, ©x)} donde cada carta corresponde a un grupo coordenado geografico (Richtmyer,
1981; Skiba, 1989), con més precision, la carta (€, ¢,) corresponde al polo N, la (Q,, ©,)
al polo N’, £, v £2,. son los abiertos de S? dados por §, = S2—T,, Q. = 52 —T,, donde
L= {z € 8 A} = mu(z) € [~1,1], (A1) = (51,22)}, T = {z € % : [N(z)] =
7,y (z) € [-1.1}, (M, ) = (=}, z2)}, satisfacen T, NTx = 0, i = seng, ¢ es la latitud y
A la longitud. Las lineas I',, I',, son los meridianos internacionales del tiempo relativos a
N y N’ respectivamente (ver Fig. 3.1). Para que el mapeo ¢, sea 1-1 es necesario omitir
el polo norte y el polo sur (¢ = £Z) y la linea internacional del tiempo I', (A = £m).

La s : 82 — U, C R2, £ =1, k, es una biyeccién, con inverso g::;l : Uy — 52 definido
como s = ; Hz},z2) = ( 1 — (z2)2cosz}, /1 — (z3)? sen z},77). Sea @ € S?, enton-
ces ¢,(@) = (2:(@), z(Q)) = (M@), £(Q) ¥ k(@) = (zx(@), z2(Q)) = (¥(Q), £ (@)
son las coordenadas locales asociadas a la carta (2, ,) v (€, @) respectivamente. El
atlas {(Q, v.), (R, vx)} determina una estructura diferenciable sobre 5%, Q,NQ, # #,
Q, UK, cubre a $2, son compatibles y definen el difeomorfismo ¢,.(Y) = ¢, 0 o7} (Y)
entre dos sistemas de coordenadas. Para obtener las formulas de transformacion ¢, =
(¢}, ©2.) se usan las relaciones trigonométricas de un tridngulo esférico NQN' relativo
a las ecoordenadas (X, ») y (X, i) y tenemos:
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—21i!
o COS(A = Ag) — piy /175

Pou(@y,22) = Tp(ey,27) = g\ u) = [Muo + /1~ p2/1 — pdcos(A - Ao)] . (3.2)

donde (A, i,) son las coordenadas de N’ visto desde el sistema geogrifico (A, ). En
términos del atlas se dice que la funcién f : S — R es diferenciable de clase C”
en @ € S? si existe una carta (S, pz) con Q € € tal que f o ;' es una funcion
diferenciable C” sobre el subconjunto we(Qg) C RZ y Fr = fo ;! es la expresion en
coordenadas de f.

(@, 37) = 2wy, 2)) = N (A, ) = tan™

(3.1)

P = ¥Fr

Yre ™

Fig. 3.1 Un atlas sobre la esfera S* o grupo coordenado geografico.
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Proposicién(forma no dimensional ). Sea {(Q, vs)}, £ = ¢,k un atlas de S% y la
funcion corriente 1 : S — R de C”. Entonces la ecuacién de vorticidad en la carta
(Q,,,) en su forma no dimensional es

Q%ti +J (8, A, + 2p) =

donde ¥, =10 cp;l : U, C R2 = R de CT es la funcién de corriente no dimensional
Dem. Sea la ecnacién de vorticidad en su forma dimensional

2N o Age 20208
St = LAY+ 20p) = -7 (¥, AR -

1 69 3AU; 07 0AY;,  2000¥7

= 2% B e e

donde (%) indica, con dimensiones, ¥F = ¢p* o ;! : U, C RZ - R de C" s la
funcién de corriente dimensional, Q = -, t* = Q7', t = Qi*, ¥, = Q1729
= 0%V, A* = o 2A, J* = a2J y el viento u* = {lau. Sean las relaciones

=gk = %— = Q£ entonces
AT 2 a2 20
= A 5 (PA00°Y,) = @AY,

T (AT = a 2T (U7, AT?) = 22002 (9,,a72A06PT,) = Q27 (¥, AT,

J(E,2Qu) = a2J (Qaz'II,,ZQ‘u) = PJ(¥,,2p)

de donde obtenemos el resultado esperado.

3.2 SOLUCIONES CLASICAS

Sea {(Q, pe) }, £ = ¢, x un atlas de $? y la funci6n de corriente ¢ : S* — R de C7, tal que
la funcién de corriente en el sistema de coordenadas local ¥, = o1 : U, C R2 = R
de CT satisface la ecuacion de vorticidad (en forma no dimensional):

OAY,
gt

+J(U,,A¥, +2u) = 0, A\ p)el,te (0,T]
T, (A m0) = Wu(Au), (hp el (3.3)

donde J (c, q) = %gﬁ—gﬁ?: (k x Ve)- Vg = v Vg, es el jacobiano, v =k x Ve =

{y,0} = { 1— 2% B \/1— ax} el campo vectorial de velocidad del viento sobre la
superficie de la esfera, grad ¢ = Ve = {ﬁ%’ Vv1- u2gﬁ-} ,e=W, =AY, =div
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grad ¥, es la vorticidad relativa, ¢ = AV, + 2u la vorticidad potencial o absoluta y k
es un vector unitario normal a la superficie de 1a esfera. Es natural suponer que todas
las funciones tienen periodo 27 para la variable A y regular en p = +1

Proposicién(Flujo zonal ). Sea {(£,¢e)}, £ = ¢,k un atlas de §? y la funcién
corriente ¢ : $? — R de C". Entonces el mapeo flujo zonal ¥, = ot : U, CRZ - R
de C" de la forma

N
=Y baPo(u) € P¥ (3.4)
n=0D
es una solucién exacta de la ecuacion de vorticidad (3.3) siendo b, constantes.
Dem. Es claro que el resultado se obtiene de (3.3).
Proposicién(Polinomio homogéneo ). Sea {(€, ¢}, ¢ = ¢,x un atlas de S* y

la funcién corriente 1 : §2 — R de CT. Entonces el mapeo polinomio Homogéneo
T, =4opl 1 R2— R de C7 de la forma

W, (X, u;t) = Z Yo (A= ct,p) € H, (3.5}

m=-1n

es una solucién exacta de la ecnacién de vorticidad (3.3), con n> 2, donde a,, pueden
ser factores complejos y la velocidad de fase satisface

o
c=——.
Xn
Dem. Sea ¥, € H,, con ¥, (), u,t) = ¥, (A —ct ,u,) = G Y (A~ ct, ),
entonces &z = -2 ¥'y &a = ¥ donde ¥ = Y iman¥*(A — ct, u). También
tenemos las siguientes expresiones:
AT, ) AW, ‘
AV, = —x,Wn; 3— = _Xna_ql”l'; AV, +2u = —xa ¥, + 2 ?_.__E;__ = xa ¥
O du ot
Ahora de la EVB:
A?_‘g— XnC¥ = J(—xn ¥, + 20, ¥,) = —28%1 = 20

ot

de donde obtenemos el resultado.

X

Proposicién ( Onda Rossby-Haurwitz). Sea {(Q,ve)}, £ = ¢,k un atlas de S% y
la funcion corriente 1 : S? — R de C™. Entonces el mapeo ¥, =o' : R - R de
C7 de ia forma

9,00 t) = —wp+ 30 VIV~ ct) € Ho@ H, (3.6)

m=—n

con n > 1, llamada onda Rossby-Haurwitz (RH), es una solucion exacta de la ecuacion
de vorticidad si su velocidad angular ¢ satisface
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. *2(w+1)_
c=w — 3.7

aqui el término —~wy es el término de rotacién como un cuerpo rigido.
Dem. Aqui ¥, se puede expresar como

U, (A 1, t) = —wp + T (A — o, ),
donde U (A —ct,uy =3 o T2V ™X— ct,p), es claro que
AT, = 2wp — xnUn = —xa ¥, + Cw — xaw) &,

por lo tanto

) 2Mw+1
AV, + 20 = =X ¥, — Xn(w — ( ))»U = —xn ¥ +{(2— X)W+ 2 1,
y -
d o ov 7, o¥
__f_\q;b____n___i’ il . nI",—AL= 2 — Yn)w — n__';’
o Xngn By = XV g AT = 2= Xa) 0 — Xn
donde ¥ = " im¥mY™(A — ct, 1), ast que de la EVB (3.3):
ov, v, OAY, 0¥, 0AW, v,
= - lIILﬂ L = - -
A5 AV A2 =5 5 "3 op S on
_[am i owN _a (., . 0W\]_ 0L
R P G TN B )Y Xn) & Xng E))
por lo que
ov o
L = L N g9 e . . ’
XnC¥ 5y 2= Xn)w =253 (2—xn)w+2]¥

= —[—wxe+ 2w+ 1)]¥
asi que obtenemos

cﬂw_Q(w+1)-
-

En la figura 3.2a-b mostramos la funcion de corriente de varias ondas RH:

U\, p) = —wp+ UTPT{(p) cos(mA — ct) (3.8)

definidas por los parémetros (m,n) = (2,5), y (3,6) y en forma nodimensional. En la
figura 3.3c-d se muestra la funcién de corriente y el campo de viento (vectores) de estas
mismas ondas RH (m,n) pero ahora en forma dimensional. Donde podemos observar
que las intensidades de los vientos méximos estan entre 30 a 50 m/s.
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CONTGUR FROM - 08 TO 06 BY .03 CONTOUR FROM - 0B TO 08 DY 01

Fig. 3.2 Funcidn de corriente de ondas Rossby-Haurwitz: W{ p)=-wp+¥7 P (1) cos{mA),
con (m,n)=(2,5) (a) y (m,n)=(3,6) (b).

CONTCUR FRON - 03 TO 03 BY 008 CONTQUR FROM — G4 T0 04 BY 004

Fig. 3.3 Funcién de corriente del modon ecuatorial aislado de Verkley (1984) (a),
y del modén uniforme de Verkley (1990) localizado sobre ¢ golfo de Alaska (b). Los
puntos indican una malla del sistema primado cada 5 x5 © y se dibuja la froniera de
la region interna del modoén.
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Fig. 3.3c-d. Funcién de corriente ¥(A,u) v el campo de viento, de las ondas Rossby-
Haurwitz: con (m,n)=(2,5) (¢) y (m,n)=(3.6) (d) de la fig. 3.2. En dimensiones de
m?/s, y m/s respectivamente.
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Fig. 3.3e-f. Funci6n de corriente ¥ (X p) y el campo de viento, del modén de Verkley
(1984) (e) vy del modén de Verkley (1990) (f) de la fig. 3.3. En dimensiones de m?/s, y
m/s respectivamente.
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3.3 SOLUCIONES GENERALIZADAS

Proposicion( Solucién Thompson, 1982; Verkley, 1984). Sea {(Q¢, ¢¢)}, £ = ¢,k un
atlas de S% y la funcion corriente 1 : S — R de C”. Entonces el mapeo ¥, = o !:
RZ — R de C™ de la forma

(At} =Y (N, p) —wp+ D (3.9)

es una solucién exacta de la ecuacién de vorticidad sobre la esfera, donde Y, es una
eigenfuncién del operador Laplace A de grado v. La ecuacién (3.9) describe una confi-
guracién en el cual la estructura Y, se mueve con velocidad constante ¢, y sin cambiar
de tamafio y forma en el flujo zonal —wy. Donde el polo N'( A, ta), { Ao = 62, o = cte),
del sisterna primado (X, i/} se mueve a lo largo de un circulo de latitud pu = cte con
una velocidad angular constante:
Cy =W — Hotl) (3.10)
Xv

donde x, es un eigenvalor del problema espectral AY, = —x,Y,.

Dem. En particular para un arménico esférico Y (X', 1) de grado n, se tiene que
X» = Xn = 1{n + 1), entonces (3.9) es una onda Rossby-Haurwitz ya que

YR = 3 Dy 0,0YE0 )

k=-n

el cual liga los armonicos esféricos Y, (X, ') y ¥;¥(), ) para dos sistemas de coordena-
das geograficos {(£%, v.), (Q, vx)}; 7(t) = .t es el angulo de Euler entre los ejes 0z 6
0z'; de dos sistemas cartesianos (z1, Z2, 53) y (z}, 25, 23) ; © es el angulo de Euler entre
los polos N y N'. Siendo D% (v, ©,0) = d?, (110)e™" la funcién Wigner’s (Skiba, 1993).
En el caso en que el polo N’ coincide con el pole N o sea py = 1 entonces DI, = 0
En los dos sistemas se cumple que X = M(}, g, Ao, o), 1 = ' (A, 4, Ao, o), 22 aAD =
_ax Gy . ow
T Y B T Tox-
Entonces tenemos por la regla de la cadena

Og(XN,p) _ 8g X' | g 0y

5% BN or owor (3-11)
pero como & = %%}—;ﬂ = cyg;\’% = —c,,%’,‘:, % = %a—mﬂ = —¢, 2, (3.11) se reduce
a
SgX,p) _ __ 0q 0N _ g oy
ot - ) “ou oM

_ OgOX dgopl _  dg(N.p) _
= NN o a,\} “—gy = e
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Al usar las relaciones anteriores y las igualdades:

lI]b (’\: [.L, t) = \I’K (A’: Ju") ¥
Q()\a /.L, t) = Q(A’HU") : J'(‘DK.U \I‘Iﬁz) = J(‘I"L“ \Ilbz):
AT (A pyt) = AN, i) 5 gV, 1) = AN, W) + 2p,

la ecuacion (3.11) se transforma en

J(¥,q) =0, (3.12)

donde ¥ = ¥, 4 2¢, 1. Una derivada A = 9 en un diagrama (g, ¥) puede considerarse

como un potencial o indice de refraccién. Por otro lado 252 = ¢,x, & v J(T,, AV, +

2u) =2+ w (2 — x)] ?;” lo cual da el resultado (3.10).

La clase de soluciones exactas estacionarias o soluciones que se mueven uniforme-
mente sin cambiar de forma a lo largo de un circulo de latitud y que satisfacen una
relacion funcional (3.12) de la forma g = F(¥) se llaman soluciones libres. Las ondas
Rossby-Haurwitz (RH) son soluciones lineales de la ecuacion (3.3), se caracterizan por
tener una relacién lineal entre ¢ y ¥, v son (soluciones libres) modelos de las ondas
planetarias atmosféricas observadas que se propagan hacia el oeste en la atmosfera.

Otra clase de soluciones exactas de la ecuacion (3.3), parccidas a (3.9) son los
modones y se caracterizan por tener una relacion lineal multivaluada por trozos entre ¢
y . Los modones son soluciones altamente no lineales y su configuracion se parece a los
centros de alta y baja de bloqueo atmosférico. Hay varios tipos de modones: Modones
tipo onda, modones aislados y modones uniformes. Los modones tipo onda, son vortices
bipolares, los cuales se propagan hacia el oeste y pueden volverse estacionarios en el
flujo de los oestes (Verkley, 1987; Neven, 1992, 2001). Los modones aislados son vortices
bipolar que se propagan hacia el este y pueden volverse estacionarios en los flujos del
este (Tribbia, 1984; Verkley, 1984). Los modones uniformes tienen una region interna
con ¢ uniforme y en la region externa el campo es ondulatorio (Verkley, 1990).

La solucién modon se construye (Verkley, 1984, 1987, 1990; Neven, 1993) al dividir
la esfera S? en dos regiones: la regién interna S; y la regién externa S, separada por
una frontera circular donde ¥, ¢ y T son continuas. Se incorporan dos sistemas de
coordenadas (A, u), (N, '), el primado cuyo polo N' = (A, o) = (cte + ¢, ¢, cte) se
mueve a lo largo de un circulo de latitud constante y con velocidad angular ¢,. La
transformacién de coordenadas del sistema fjo (A, 1) a la esfera en rotacion, con polo
N, al sistema movil (X, ¢') con polo N, esta dada por las ecuaciones (3.1) y (3.2). El
centro del modon es el polo N', el radio del modon es 6, = 7 — ¢, v ¢, es la latitud de
la frontera circular. La funcién de corriente para cada region se descorapone como la
formula (3.9). Sobre la variedad S? la construccién del modon se interpreta como la :

Proposicion ( Construccion del Modon Verkley, 1984 o del modén cuadrupolar de
Neven, 1992). Sea {(Qe, @)}, ¢ = ¢, 5 un atlas de S? y ¢ = ¥y + 45 : §% — R la funcién
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corriente de C™. Entonces el mapeo ¥, = (Y1 +12) oy, * : R? — R de C7 puede ser de

la forma @, (A, g) = (%1 0 g WX, 1) + (2 0 9] )(A, ).
Dem. Es claro que el resultado se obtiene de

T (A pw) = o (M p) +ieow (AL (3.13)
= (hrow;)olpeow YA u)+ (Y200 (A 1)
= (P109:") 0 ulA ) + (2 0 07 (A, ).

Para el caso del modén de Verkley (1984) v es C* y

1
(s 005 YN, ) = X (N, pf) = X (1) + X ) cos N = Yo (N, ') = D AN, i)

consiste de las componentes monopolar y dipolar:

X)) = (e, —w)V/1— p2y/1 — 3 (u)
XM = (e — w)poy/1 — p2 (1),

donde g =sen ¢q, p, =sen ¢,. Siendo

Fip) = —bB(1,1,u) + (1 +b)(-}§£)% B 4> e
P(]., 1, —IJ,), Si I_L< 'u,a

y
—bB(0,1, ) + (1 +8) =t — P(0, 1, —pia) + bB(0, 1, ) » 81 11 2 e
k) = vi-
—P(1,1,—p), si #<pm
donde b = % v

Por otro lado

(20 07 ) (A, p) = —wp + D,

donde el término —wy es un flujo zonal con velocidad angular w, y D es una constante
arbitraria. Los términos en la expresion de Y, se llaman momentos multipolares de Y,
v su forma explicita estd en Verkley (1984), Skiba (1989) o Pérez y Skiba (1999); Y,
es una eigenfuncion del operador Laplace A con eigenvalor x, = —v(v + 1), es decir
AY, = x, Y, y YHN, 1) = {PY(1")e*'} son los arménicos esféricos en el sistema de
coordenadas local (€2, ¢,) con grado v real o complejo. Un modén se caracteriza por la
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velocidad de fase ¢, la latitud central del gy = sen ¢y {(N’), el nimero de onda interno
o y el nimero de onda externo o.

Se generd numéricamente el moddén Verkley 4 sobre el sistema de coordenado local
{Qr.0x), es decir ¥, = Yo : U C RE — R, tomando una reticula en U, C R2
de 5° x 5° donde se considera la regién interna y externa discutida arriba. También
se generd una reticula o malla Gaussiana de trabajo de (128, 64) puntos sobre el siste-
ma de coordenado local (£, p,) los cuales fueron mapeados al dominio U, usando las
ecuaciones (3.1) y (3.2). Sobre los (128, 64) puntos Gaussianos ya en U, sc interpola-
ron los valores de W, usando un esquema de interpolacién de Lagrange de 9 puntos.
La funcién resultante (modén de Verkley ecuatorial , 1984) ya vista en el sistema de
coordenado local U, C R? se muestra en la Fig. 3.3a. Este modoén pequefio se definié
por los parametros: k£ = 10, & = 10, p, = sen 66.14°, pyg = 0, Ay = 270°% Dp = 0.
En la figura 3.3¢ se muestra la funcion de corriente y el campo de viento (vectores) de
este mismo modoén pero ahora en forma dimensional. Donde podemos observar que las
intensidades de los vientos maximos se localizan en la region interna y son del orden de
90 m/s.

Para el Modén cuadrupolar Neven (1993) se tiene que

(¥ 0 o)X, 1) = X9(4') cos 2N — Ar) -+ X4(u) cos X + X™(u') =

2
Y, (X, u) =Y YN, i),
£=0
donde la forma explicita de cada término y su significado estan en Neven (1993).
Puesto que estamos interesados también en construir campos que puedan describir
el bloqueo atmosférico, en este sentido el modén uniforme de Verkley (1990) da una
buena descripcion de este fendmeno y es lo que se discute enseguida. Sea una solucidon
generalizada aislada (Modon uniforme) estacionaria o que se propaga zonalmente en una
latitud con una velocidad angular ¢, v que son soluciones de la ecuacién de vorticidad
sobre la esfera (3.3). Estas soluciones libres se caracterizan por tener una regién interior
S; en la cual ¢ es constante, la region .S, estd separada del resto de la esfera S, por una
curva o frontera circular B, sobre esta curva ¢ = b y ¢ = d. El significado de la
ecuacion J ("\17, q) = 0 es que algunos de los campos ¥ o g es una constante. En los
estudios del bloqueo atmosférico de Illari (1984) y Crum and Stevens (1988) notaron
valores relativamente bajos y uniformes de la vorticidad potencial isentrépica en la
regibn del bloqueo. Para construir la solucion modon uniforme, que es estacionaria o
que se propaga longitudinalmente con velocidad de fase ¢, se supondra que el sistema
primado depende solo de (X, 1), asi que

@, (A 1) = BN, ),

g (A i t) = qu(N, 1) = AV, + 24,

ya que AY, = A,
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Proposicién. { Construccién del Modon Verkley uniforme, 1990). Sea {(Q, ¢4)},
2 =,k un atlas de 5? y la funcién corriente 9 = ¥; + 1, : S? - R de C”. Entonces el
mapeo ¥, = (1 +102) 0 vt : R2 — R de C” puede ser de la forma

(N, ) = (3 0 TN, ) + (P2 0 97 1) (A, ). (3.14)
Dem. En efecto es claro que '

U (N, 1) = otV 1)+ 109 (N, 1) (3.15)
= (o) o (N, )+ (aog ) o (w0 (N, u)
= (tho ‘P;c_l)(’\': )+ (a0 (P:,_l) 0 @ (X ).
va que (A, 4) = (X, ).
En el sistema primado sean las regiones exterior @.(S,) ¢ interior @, (S;}. Siguiendo

a Verkley (1990) buscamos soluciones de {3.3) sobre la esfera de la forma general, para
un modo6n uniforme, es claro de (3.14), que ésta puede proponerse de la forma

P Y, (X: l-’f) — wept + Deen ‘PK(SG)
Ve (Nok) = { Y (N, p') — wipn+ D; en px(5:) (3.16)
tal que
AY, = —xY.; AYi=e, (3.17)

siendo x° v e; constantes. Ciertas condiciones de continuidad se deben satisfacer al

generar estas funciones (¥, (X, '), %‘f‘;‘,A’ ¥,.) en el borde de la regién interior. Las

funciones especiales (Verkley ,1990) que pueden satisfacer (3.16) y (3.17) son:

S™@') = P (—cosb'), sim > 0,0 > —}2-

Lncos (£), sim=10

™) = { _ [L’i‘_gil.'z] {tan (%’)]m sim >0,

donde PI* es la funcién asociada de Legendre de orden m y grado real o, siendo m el
nnmero de onda zonal, 8 = %—sen"1 4, A-y B son constantes por determinarse de las
condiciones de continuidad. La funcion S™(¢') es regular en ¢ = 7 y singular en §' = 0.
La funcién T™(¢') es regular en & = 0 y singular en §' = 7.

De (3.16) la vorticidad absoluta adquiere la forma:

9 ()‘I ‘uf) = —-x°Y, (X; Y+ (2 + 2we)!1' €n Qon(se)
? e + (2 + 2wi)p en @(S;),

para hallar una expresiéon més explicita del modén, se debe dar la forma funcional de
los Y, y ¥; segtin Verkley estos son:
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Y, (X, ) = AeSL(8') cos X' + BoSY(H)

Y; (z\’, u!) = AiTl (9’) cos A + BiTO (9')

que satisfagan (3.16) y (3.17); donde las A, y los B, son constantes. Como el bloqueo
atmosférico es un fendémeno estacionario entonces, se supone ¢, = 0 el cual como una
consecuencia se toma aproximadamente o = 8.06.

Se generd numéricamente el modon Verkley uniforme 4, con los parametros ¢, = %f-,
o = 8.06, w, = 0.028, A\, = 180° ¢, = %, sobre el sistema de coordenado local
(Q, ), €s decir ¥, = Yo, : U, C R2 — R, tomando una reticula en U, C R2
de 5° x 5°, donde se considera la regién interna y externa. Sobre la malla de (128,
64) puntos gaussianos ya en U, se interpolaron los valores de ¥, usando el esquema
de interpolaciéon de Lagrange de 9 puntos. La funcion resultante (moddn de Verkley
uniforme) ya vista en el sistema de coordenado local U, C R? se muestra en la Fig.
3.3b. En la figura 3.3f se muestra la funcién de corriente y el campo de viento (vectores)
de este modoén uniforme pero ahora en forma dimensional. Donde podemos observar
que las intensidades de los vientos maximos en la regién externa son del orden de 60
m/s.

3.4 SOLUCIONES GLOBALES

A pesar de que el modén de Verkley, (1990) tiene una estructura ondulatoria en la region
exterior S,, ésta todavia esta muy idealizada y es por esto que se busco soluciones que
tuvieran un caracter mas realista. A este fin, Wu and Verkley (1993), propusieron un
nuevo tipo de soluciones que aqui las llamaremos globales. Enseguida se construira la
solucion Wu-Verkley el cual es de naturaleza diferente a las ondas RH y modones. Sin
embargo esto no le quita interés a realizar mas estudios con el moddén de Verkley, 1990
y su relacion con el fendmeno de bloqueo.

Proposicién({Wu-Verkley 1993). Sea {(Q, ¢1)}, £ = ¢, x un atlas de S? y la funcién
corriente 9 : S —» R de C". Entonces el mapeo Wu-Verkley ¥, = oyl : RZ 5 R
de C" de la forma

Yilh —ct,p) —wp+ DiV(A 1) € Sy
T, (A pt) = Yo(A—ct, p) — wopt + DV(A, 1) € Sy (3.18)
Yo(A ~et, pu) — wopp + Do¥V(A, p) € S,
es una solucién exacta de la ec. de vorticidad (3.3) sobre la esfera S?, donde S; =
[—m, 7} % [—po, o], S1 = [—7, 7] x [po,1], Sa = [—7, 7] x [=1, ~pg}, con uy = sengy,
PfSe) = 51U S ¥y 9{Si) = So,
Aqui las eigenfunciones Y; (AY; = —x;Y;), adquieren la forma

Yi(A = ct,p) = A P2 u) + By P () cosm(A — ct),
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Yo(A — ct, 1) = AgT2() + BoT2 () cosm(A — ct),

Yo(A = ct, p) = —A1 P (~p) — Bi P {(—p) cosm(A - ct),
siendo a 0 ¢ nimeros reales,
(e =Pl w) — PP (—p)
ym=0,1,23,..... Los parametros a, m y y, se eligen al satisfacer la condicién
Pa(o) =T (ko) =0,

conwy =wy, Dy = ~D1y xz = x1. Tal que x = xa =afa+1), xo = X = 0(0+1)
y las velocidades de fase

2
¢ = caly) = — (—"“’Xi’ en S1,
1
¢ = colp) =wo~?&’-§i—) en S,
1
c = Cﬂ!(l‘b) = Wy — .2.,@—*_—1 en Sz.

o

Las funciones de Legendre P*(u) se calculan como

(o) (a+1), (1 - #) ¥ i (—o); (e +1); (1 — u)j’

m! 1+p (m+1)! 2

Pr(p) =
3=1

donde (g), es el simbolo Pochhammer definido como

(@;=glg+1)----(g+i-1),

para cualesquiera niimero complejo g y entero no-negativo j. Existiendo las relaciones
con la funcién gamma compleja en la forma (g); = %%’), (-1} (~a),, (e+1),, =
E—%%, que satisface las propiedades T'(1) = 1, I'(m+1) = ml y T'(g+1) =
gl'(g). Para @ = n un nimero entero, las funciones de Legendre son polinomios no
normalizados; por ejemplo P (x) = 0, P {(p) = p, P§(p) = 5(3u® —1). Para generar las
otras funciones usamos las relaciones de recurrencia

(a—m+1) P, (p) = 20+ 1) Fl(p) — (e +m) Pl (u)
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(w* - 1) QE;M = apPp) — (e +m) P7 (1)

La amplitud
dP (o

- dp
B,=5B dT,: )
13

se obtiene de la condicién de continuidad de la parte ondulatoria, con B; arbitrario. Por
otro lado, constantes A4;, Ay y (D ~ D;) se obtienen de las condiciones de continuidad
de la parte zonal (Wu-Verkley, 1993). Esta soluciones se caracterizan por tener una
relacién multilineal en (g, ¥) parecida a las de los modones. En la figura 3.4a-d se
presentan varios ejemplos (sobre el sistema de coordenadas local (Q,, ¢,) de la funcion
de corriente estacionaria (Wu-Verkley), que se obtiene con los parametros a = 4.542,
o =05.7704, m = 2 y u, = sen 29.9908°, para distintas amplitudes B; = 0.001, 0.002,
0.003 y 0.004 respectivamente.



CONTCUR FROM —.1 TO .1 BY .01 CONTOUR FROM - 1 70 1 8Y 01

Fig. 3.4. Funcidén de corriente de la onda Wu-Verkley en distintas amplitudes:
13;=0.001 (a}, Bo=0.002 (b), B3=0.003 (¢}, B;=0.004 {d).
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La solucién Wu-Verkley puede incluir como un caso especial a las soluciones clasicas
RH si « = ¢ = n, pero estas ondas RH son muy idealizadas lejos de parecerse a la
climatologia observada. Por otro lado las Ondas Wu-Verkley son muy parecidas a las
climatologias observadas, con corrientes de chorro en latitudes medias y conteniendo la
accién de bloqueo atmostérico.

A pesar de que las ondas Wu-Verkley son muy parecidas a la climatologia, éstas
todavia son un poco idealizadas. Por lo que serfa interesante que estas soluciones
tuvieran incorporada la climatologia, que es la idea que se discute enseguida.

Sea un flujo zonal Wo(u) y la funcién de corriente basica ¥ de la ecuacién de
vorticidad no divergente sobre la esfera. Si escribi. mos el flujo total como un flujo
zonal Wu-Verkley y una desviacion ¥,

(A ) = Uo(p) + (N ut). (3.19)

La funcion de corriente obtenida por Wu-Verkley (1993), para la desviacién esta
dada en la ecuacion (3.21) de abajo y es la misma que usamos. Wu-Verkley (1993),
construyé un flujo zonal simétrico ¥, el cual tiene como funcién de corriente antisi-
meétrica la expresién

AP () —worp+ C siop> po
Vo (p) =13 AoTy (1) —wop si |p] < o (3.20)
—A P2 (—p) —wapp— C si p < — pio,

donde pg =sen ¢g, ¢o es la latitud de la interface entre la regién interna
0. (S:) = So = {{\ p) € (N Q) : p € (—popo)}, ¥y externa ¢, (S,) = 53 U Sy =
{(A, 1) € @2 Q,): € (1] Ui—1,00), 0 < po <1}

Para la desviaciéon o la funcién de corriente de la onda antisimétrica analitica
W' (A, i, t), de un flujo zonal simétrico con respecto al ecuador, construida por Wu
(1993) y Wu-Verkley (1993) es:

By () -9 S o
U (A, t) =Re{ BoT™(u)e™-) siju| € to (3.21)
~By P (—p) €m0 sip < —po,

donde ¢ es la velocidad de fase, By y B; son constantes.

Para nuestro caso el flujo zonal Wo(u) se construye en cierto modo de acuerdo a las
‘observaciones’ en la forma: la distribucién latitudinal del viento zonal observado, puede
expresarse en general como un polinomio en z de la forma u (i) = (1—p?)/2 Zz‘i o Gt

donde g, son constantes.
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En la atmésfera el viento zonal u{u) es simétrico con respecto al ecuador (funciones
pares), ver Fig. 3.5a. As{ que la funcién de corriente zonal se puede expresar en series
de polinomios de Legendre normalizados como (Baer, 1968)

N

u 2741
To (u) = E : T E b Py (3.22)
i=0

donde los coeficientes se eligen de tal forma que la serie representa el flujo zonal
observado v

by =29 /2(25 + 1) + Z(g )i J(J;::;j)"rs) (3.23)

Con N = 7y usando los coeficientes (Baer, 1968), ag = —0.2, a, = 0.2, ap = 97.00,
as = —545.00, a4 = 1312.0, a5 = 1632.0, ¢s = —1024,y a7y = —256.00, obtuvimos
los valores b = 0.2677,b, = 820 x 1072, b, = —5.95 x 1072, by = 1.067 x
1072, by = 2.1981 x 1073 &5 = —=3.71 x 1073, by = 2.57 x 1073y by = —6.475 x
10~*,. Escalandolos mostramos en la Fig. 3.5b el perfil de flujo zonal muy realista
parecido a los campos observados de la Fig. 3.52. Por lo tanto, tiene sentido fisico
expresar Wo, (1) como una combinacién lineal de los polinomios de Legendre PP2.

38



45 [T e

ufnrgee?
ufnisect

ZONAL «IND
ZONAL WING

=

-5 1l [ | T T R D D T | [ '] . i
28 L] 62 L] 122 128 48 162 180 ] 28 a@ Ll ae 1e9 120 14 168 189
COLATITUDE tDEGREES) COLATITUDE {DEGREES)

e T

COKTOUR FROM —~1,8x10* TO [.OX10" BY 0.1x10° CONTOUR FROM -t 2x10* TO 1 2x10° BY 0 kx10*

Fig. 3.5. Perfil de el flujo zonal de enero en 200mb (a), perfil de flujo zonal (b)
obtenido por la ec. (3.22); funcién de corriente climatolégico de enero (¢) en 200mb y
funcion de corriente (d) obtenido por la ec. (3.26) en dimensiones de m?/s.
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La funcién de corriente del campo climatolégico de enero del nivel de 200mb se
muestra en la Fig. 3.5¢, y en la fig. 3.5d presentamos la solucién construida siguiendo
las ecuaciones (3.19), (3.21) y (3.22) donde podemos observar que ésta es “mds parecida
a la climatologia” (a la Fig. 3.5¢). El flujo zonal descrito por la ecuacion (3.4 6 3.22)
contiene el término de superrotacién, el cual determina la velocidad de fase del patrén
de ondas. Se conjetura que la velocidad de fase de la nueva solucién es dispersiva,
depende también de (A, p,t), y del orden de las funciones de Legendre a6 0. En las
regiones polares ({u| > ug) el patron de ondas se propaga de acuerdo con

Co = CalA, 1, 1) (3.24)

En los trépicos (|u| < p,) la velocidad de fase de la onda se determina de

Co = Gy (’\: Ky t) (3'25)

como se establece en la siguiente.

Conjetura(Pérez G. L). Sea {{Q, w4}, £ = ¢, k un atlas de S? y la funcién corriente
% : 5% — R de C7. Entonces el mapeo ¥ = oy} : R = R de C" de la forma

([ boPP(p) + _Zf=1 b Pa 11 () +
B PP{1)ePsd Y (A u) €S si u> po
— Re ) BPL() + 30, baPh s () +
‘Ilb(’\? Ju’) =Re 4 BOT?(#)eiG(A,F,t) V(/\) ,LL) €Sy si IMl < o (3'26)
bo P (1) + ZN=1 b Py 1 (1) —
\ B P (—p)ePomt) W (X u) € Sy siop < — o

con N>>{ en ’algunos’ casos es una solucion exacta de la ec. de vorticidad (3.3) sobre la
esfera S%, donde Sy = [—m, 71} x [~ o, po], S1 = [—7, 7} X [0, 1], Sz = [—7, 7] X [~1, —pg],
con pg = sendg , O(A, 4, t) = mA — me(A, u, 1)t, ¢ es la velocidad de fase, dada por la
expresiones (3.24), y (3.25), para la region externa ¢,(S,) = S1US; y interna ¢,(S;) = Sa
respectivamente.

Dem. En la regién externa S, v en ¢l sistema de coordenada local ¢,V (A pu) €
S51US8; siop> p,6p<-—p, Sealafuncién de corriente ¥(A, u,t) de la forma 3.19,
entonces de la ecuacién 3.3 obtenemos

oAV JW § o¥, oV OAY
5 +"—3'X—5!—J*( B + 3/.5) TN = 0. (3.27)

Sean la velocidad zonal Up(p) = —+/1 — 282 y la velocidad angular zonal W,(n) =
—%%f = Y=l ontonces al usar estas expresiones en 3.27 se obtiene

i-p??

AT, + AV +24) —
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AT  JAY, o’ AT’

2 Wo () —— + J(I', AY') = 0. 3.28
5T Car tGr Wl G H I, AT) =0 (329
Por simplicidad supongamos ahora que para todo ¢ la ¥ cumple la propiedad A¥' =
~xa¥’, ya que W(A, pt,t) = By P (u)em™A 8 = B(t)Y™(), 1). Entonces tenemos que

oAV 9V aA¥ oW
ot~ Xeat an . Xaxn’
lo cual d4 que 3.28 se simplifica a
o 2 [10AY,(u) ) av’
—_— A —— e 4 T ]| e = .
5 + [W (1) ”~ (2 B + 53 0 (3.29)

Esta ecuacion indica como el campo W/(A, 4, t) rota alrededor del eje terrestre con una

velocidad de fase
2 (10A¥,(pn
ca{p) = Wou) — — ("——Q + 1) :

Xe \2 op
Ahora como W'(A, p, 1) = B(£)Y " (), i), entonces 3.29 se reduce a
Bt
22 - B Y2 =0,

siendo v7{pu) = —mea(p) = = [2— (aé—;"{ﬁ —I—an,,(,u))]. Por lo tanto, para que

Y™(A, 1) sea una solucién a la ecuacion 3.28 se requiere que

OAY, d?

"_a—p'(li)" + XaWo(ru) = @5(1 - :u'z)wo(lu') + XaWo(/—‘) =C (330)
donde C es una constante por determinarse. Si @ = n = K + 1, Chen, 1993 ha
demostrado que W, (1) es una solucién de 3.30 cuando ésta es un polinomio en p de la
forma

K
Wo(i) = i,

k=0

donde las constantes wg, para k =0,1,2, ....... , K, son constantes por determinarse. Por
ejemplo para K=2L=4 par, C=[(2L + 1) (2L + 2)) — 2] wp + 2w y la velocidad d¢ fase

2
Co = Wy — — (1 +wy — wy) . (3.31)
Xn

Para K impar, por ejemplo K=2L+1=3, C=[(2L + 2) (2L + 3)) — 2} wy y la velocidad
de fase 9
Co = wo — — (1 +wp), (3.32)

I

es la misma que las de ondas RH, y de331 tiene que el término de superrotacion es
Wy — Wha.
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Por otro lado nosotros tenermos que

¥, <~ g e, 0P
Wolp) = —5-2 = =D ant = b—gls,
3=0

=0

v hemos supuesto que V ¢ la ¥ en U (), p, 1) = ¥olp) + ¥ (A, i1, t) cumple la pro-
piedad AW = —x, ¥, lo cual no es valido en general, asi que el patrén de ondas es
dispersivas, en las regiones polares (x| > p.), se propaga de acuerdo con ¢, = ¢4(A, p. 1)
y su expresion explicita es tema de trabajo futuro.
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Capitulo 4

INTEGRACION DE LA ECUACION DE VORTICIDAD
SOBRE LA ESFERA USANDO EL METODO ESPECTRAL

La incorporacién de arménicos esféricos en problemas de la atmésfera se inicid con los
trabajos de Margules (1892, 1893), Hough (1897, 1898) y en problemas meteorologicos
por Haurwitz ( 1940), quien resolvié la ecuacién de vorticidad linealizada de Rossby et
al, (1939). Los analisis de la EVB en términos de arménicos esféricos fueron realizados
en los trabajos de Ertel (1943), Craig (1945), Blinova (1946), Neamtam (1946) y Silber-
man (1954) quien obtuvo los coeficientes de interaccion del término no lineal de la EVB.
Adem (1956) estudio las soluciones en serie de la EVB sobre el plano Beta. Platzman
(1960, 1962), Kubota et af, (1961), Baer (1961, 1964}, Robert (1966), Ellsalsser (1966)
y Mireles (1968) también trataron con la forma espectral de la ecuacién de vorticidad
sobre la esfera, pero sin encontrar un método eficiente de resolverla. El método de
transformada espectral para evualuar los términos no-lineales fue ideado por Orszag
(1970, 197 1), Eliasen, Machenhauer y Rassmussen (1970), y continuado por Machen-
hauer y Rassmussen (1972), Bourke (1972) y Machenhauer (1979). En este capitulo
se analiza el método numérico para resolver la EVB sobre la esfera usando la técnica
de transformada espectral, se prueba con la clase de soluciones exactas de EVB y se
proponen algunas alternativas de resolverla mas eficientemente. Entre las alternativas
esta la de incorporar un filtro numérico en el esquema de integracion leafrog que elimine
¢l modo numérico v el de proponer un método implicito para integrar la EVB en forma
espectral. Para el desarrollo del programa se evité hacer codigos sobre el calculo de
funciones especiales tales como los polinomios de Legendre, funciones asociadas de Le-
gendre, funcién Gamma y los de FFT; ya que estos problemas son clasicos y existen ya
programas hechos y que se pueden accesar por internet. En particular se usan algunas
subrutinas del codigo de Jakob et al, (1993) (los que calculan las funciones asociadas de
Legendre y transformada de fourier rapida, FFT). Se hizo el programa para el calculo de
las funciones asociadas de Legendre de grado complejo las cuales se usan para construir
las soluciones generalizadas y globales de la EVB discutidas en el capitulo anterior.
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4.1 FORMA ESPECTRAL DE LA EVB SOBRE LA
ESFERA

En este capitulo se discute el desarrollo del codigo del modelo espectral para la EVB
sobre la esfera, usando la técnica de transformada espectral, y se prueba con la clase
de soluciones exactas de EVB. Enseguida, describiremos brevemente, la diferencia que
existe entre el método de Silberman (1954) de los coeficientes de interaccion del término
no lineal de la ecuacién de vorticidad y el método de transformada espectral, ideado
por Orzag (1970), para evaluar dicho término y también la diferencia entre este ltimo
método y el método de transformada espectral de Machenhauer {1979).

Sea {(Qq,0)}, £ = ¢, un atlas de la esfera unitaria S* y la funcién corriente
¥ : S§% =+ R de CT, donde ¥ = 1) o ¢! es la funcién de corriente no-dimensional
definida sobre la carta (€2, ,). Entonces la ecuacion de vorticidad en la carta (Q,, ¢,)
en su forma no dimensional es:

OF _OUOE 0WEE IV _ L0
5 " Gadn  oaop Con - TAm Gy

donde £ = A¥ ¢s la vorticidad relativa, ¥ la funcién de corriente, A longitud y 2 = sen

(4.1)

&,y ¢ lalatitud y F(A, ) es el témino no lineal. El método espectral aplicado a (4.1) por
Silberman (1954), Kubota (1960), Platzman (1962}, en general consistié de lo siguiente:
Sea {f,9) = 2= Jg fg"ds un producto escalar, Yo = Y% (A, u) =P7 (u) €™, un
arménico esférico de grado n, , @ = (Mg, n,), donde P,::“ (1) es un polinomio asociado
de Legendre normalizado. Entonces al desarrollar en series de armomcos esféricos ¥ =
Yo N Lomymim T Yar (M), €= o NS i &0 Yoy (A, 1) después de
insertarlos en (4.1) y multiplicar escalarmente a (4.1) por ¥, obtenemos.

o, _ oun
I
N N N N
SIS T TS e ) e
ma—--N Ag=|mg | msg=-N ng=|mgl|

= an:r - 2%m7‘11‘;:¥

(4.2)

donde f4yg es la matriz interaccién y los-elementos o los coeficientes de interaccién
distintos de cero para m. = m, + mg (regla de onda) son:

(¢')

MaFr (8)

dPs/ (cﬁ)) 6. (43)

Lp= [ P (9) ( g P () Lt (9)

(S

Los coeficientes de la matriz interaccién se anulan, a menos que también se satisfagan
las reglas :
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N — Ng |< Ny <] ng +ny |, ( regla del tridngulo
] ¥ 8 £

Ng + ng + ny = Impar, ( regla de paridad )

mZ, +m5 # 0, ( regla del tridngulo) (4.4)

El problema, con el método de coeficientes de interaccién para calcular los términos
no lineales es que se requiere la multiplicacién simultanea de las series espectrales,
la cual consume bastante tiempo, hay acumulacién de errores de redondeo al realizar
muchas operaciones y por lo tanto, no fue competitivo con el método de diferencias
finitas en el tratamiento del término no lineal ( Pérez, et al, 1986)

Al inicio de los 70s, Orzag (1970) y Eliasen, Machenhauer y Rassmussen (1970)
sugirieron una nueva idea (el método de transformada espectral) para evaluar el tér-
mino no lineal. El método de transformada en general se basa en dos formas discretas
de las integrales que intervienen en el cilculo de los coeficientes espectrales (Orzag
1970, formuld el método de transformada, incorporando la transformada de Legendre
y la transformada de Fourier rapida; Machenhauer, (1979) da una recopilacién de sus
resultados obtenidos al inicio de los 70s) como:

1

Fr= f_ 11 {-2-'1-7; fo T F (/\,u)e“'m*d)\] B (p)du = L F™(u) P (p)dp (4.5)

1

y la del coeficiente de Fourier

1 21
Fm(ﬂ)=ﬂ fo F(X, e " dA (4.6)

2 v 8¢ Y O] _ima
- i, [‘1‘ )?a“““éra“““)a]‘ 4

2%
S ) FEOOE 00 + TV, )] e
- 1]

donde U\, p) = —(1 — p®) g2, ED(N\p) = 5, YN0 p) = G y €W\, p) =
~(1- ) Z.

Para describirlo brevemente, consideremos sole el segundo término de (4.6); supon-
gamos que

(A, ) = TV (X, e (X, )
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= (Y = [ FPR s (47)

donde ™ es el coeficiente de Fourier. Por otro lado h(), ) puede ser representada por
una serie de Fourier de la forma (la restriccién de k& a un circulo de latitud, p = ¢te )

= Y (Y RN WE™ = Y e~ Z A e,

m=—00 n=|m| m=-—0Q

asf que el coeficiente de Fourier en (4.7)

1 27 -
M) = 5 fo TR, m)eW (A, p)e ™ dA

R

K
i .
E § : h()\ka P‘)eﬂmlka (4'8}
k=1

donde Ay = X v K es el niimero de puntos de la malla en la direccion longitudinal.

Para calcular el coeficiente A" y por lo tanto, los coeficientes g™ vén ™ e procede
generando primero una malla de K x J puntos, Orzag (1970} tomé a K = 4N puntos
Ay y J = 4N donde N es el grado de truncacién mas alto, esto para impedir el aliasing.
Segun Orzag (1970) la ventaja del Método de Transformada contra el coeficiente de
interaccion es que se reducen N? operaciones, mientras que antes para el de coeficiente
de interaccion se realizaban N®, por ejemplo, para un modelo hemisférico, con N = 37,
usando (4.2) se requieren del orden de 2x10° operaciones en cada paso de tiempo y
con el método de transformada de 140x10° operaciones reales. Eliasen, Machenhauer y
Rassmussen (1970) foeron los primeros en sugerir el uso de integracion por cuadratura
v de una malla gaussiana de K x J, puntos, donde la distribucién latitudinal de los p;
son las raices de un polinomio de Legendre Py{u) de grado J. Después Orszag (1971)
y Machanhauer y Rassmussen (1972) demostraron que (3N+1) puntos de la malla a lo
largo de cada circulo de latitud son suficientes para impedir el aliasing.

Ahora, como

N . N

U p) = 3o U™ €00 = 3T €M™, (49)

m=—N m=—N

entonces sobre cada circulo de latitud, p; , j=1,2, ....,J , se calculan los coeficientes
de Fourier

N

n=|m]| n=}m)
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asi que con una FFT se calculan los valores de (4.9) en los puntos A, = 2’”‘ , k=1,...... K.
con lo cual ya se pueden realizar los productos sobre la malla para obtener hkj =

(’\)f ), Después para encontrar los coeficientes de Fourier de h sobre cada circulo de
latltud se realiza una transformada de Fourier directa es decir h™(y,) = & Ele I,

e " Finalmente, se usan las formulas de cuadratura Gaussiana para calcular los
coeficientes espectrales

Z b, (/“"J Ju'j‘ )wj'a

j=1

o 2im)
donde w, = G5 =ty

Legendre de grado J — 1.

son los pesos gaussianos y Pj.q{;) es un polinomio de

4.2 ESQUEMA NUMERICO DE INTEGRACION TEM-
PORAL

Sea una onda RH

WA, 1) = —wp + Z YRV — cat, 1),

m=--n

la cual ¢s una solucion exacta de la ecuacidon de vorticidad sobre la esfera:

o OV AT ¥ AT oW
— = - 2 —_—— — 2 .
Agr =AY ) = G T o o Yan (4.10)
donde ¢, es la velocidad de fase dado por
o = 2(w + 1),
Xn

para cada n existe una solucién numérica R inicialmente igual a

V(A ,0) = ~wp+ »_ YIVA, p).

m=—n

Consideremos una soluciéon numeérica de (4.10) usando ¢l esquema de diferencia ade-
lantada, suponiendo que no hay errores numéricos asociados con el calculo del jacobiano
{los cuales si los hay como se demuestra abajo)

_ A T
AV (0 + zzﬁ Un(0) (2= xa)w +2) > imWy (A ),

M—-—r
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v como
AV = —xn ¥ + (2w — XaWw) i,

entonces obtenemos que la solucién numérica es

Un(0+ Aty = —wp+ Y (1 - Ateim)TY (A, 1),

m=—n

v la solucion analitica seria

Vs(0+A2) = —wpt+ Y, e MURY, p)
(—Atcyim)?

T
o~ gt Z 1 — Atfeyim + 5

m=-—n
Con el fin de probar la calidad del resultado numérico usamos los errores absoluto
y relativo definidos respectivamente como:
[ n — T4
i 0a il

entoneces podemos observar que la calidad del prondstico se deteriora, o sea, hay errores
asociados con el esquema de diferencia temporal:

{(zmc,,,At) "

EA ---“ ‘IJN - ‘I’A ” y ER (4-11)

Es=l Uy — T4 =] Z

m=—7n
lo cual indica que la solucion numérica se moverd menos rapido.

Una forma de resolver el problema de inestabilidad computacionai en integraciones
a largo plazo es incorporar un filiro numérico en el proceso de integracion temporal
gue controle el modo computacional en el esquema leapfrog. En muchos modeles de
pronéstico numérico del tiempo es comiin usar el esquema de filtrado temporal {Robert
1966, Asselin 1972):

At o —{n—1)At nAL
Eﬂ = grht [g{n )' — ¢ At_rg{n-i-l}At] ,

donde v es una constante.
Sea la forma espectral de la ecuacién de vorticidad

& . xm
v = F7' — 2imy7},

donde F}* contiene el término no lineal. En el modelo barotrépico espectral, se
aplico el equema leapfrog y el fitro temporal en la forma siguiente: En los primeros 3
pasos, se aplica una diferencia adelantada con un inicio suave:
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At

(€ ¥ = (gmye + 5 [y — 2im ()]

(€myoFAt = (g™ + At [(ng)tﬁ%f — %m (\Ilzln)tw%—t]

(em )tu~;-2Ae (gm)ta +9A¢ [(Fm)to+At %m (\Dm)t0+At]

donde At es el paso de tiempo, en este momento de integracién, algin modo computa-
cional se ha desarrollado, ya que la diferencia adelantada es inestable y por lo tanto, es
momento de filtrar en la forma:

(&) = ey o [E@m” - 2 e + gy,

donde por simplicidad escribimos
L T
" =Eme

En general, de aquif en adelante se usa el esquema leapfrog, y el filiro numérico
como:

(é-m)io+(k+1)At (é.m)to+(k 1)At + 2A+ [(F;;)to—i-kilt — %m (\Ilgz)to-i-k/-\t} ’

e a0, TAY

(&)

ki3 )

(§ )to+kAt [(5 )t0+(k 1}At Z(Sm)t0+k&t+( ‘m,)t()'i'(k'l'l)At]
n i T

con k=2,3,4,...

4.3 INVARIANTES DE MOVIMIENTO Y ERRO-
RES DE APROXIMACION

Introduzcamos los conceptos de energia cinética K y enstrofia E :
~3nv\p ||2—-——if2ﬂfL VAV dudA E—~12||A\IJ iI?
~ 3 = Tw ), /. pOA &=

Definicién. La energia cinética media global y enstrofia media global espectral se
definen como

49



Ky Exn
K= 5= 3

donde Ky =TwK y Exy = ITnE. Siendo

an > jwr - ZKm

m=—rn

N n
DI

n=1 m=—

con Ky = Xn > | U 2 la parte de la energfa total concentrada en el sub-espacio
H, de pohnomxos esféricos homogéneos y

N n
Iyt =YY oy
n=1m=—n

Proposicion. En la EVB (4.1) la energia cinética y enstrofia se conservan.
Dem. Multiplicamos escalarmente a la ecuacién (4.1) por ¥ y por A¥ respectiva-
mente, para obtener

dK oy

== W AS) = (U, J(, AT + 24)) = (J(L, ), A¥ + 24 =0,

dE

— = (AT, A ).. (AT, J(AT + 25, T)) = (J(AY, AT), T) + (J(AT, 2p), ¥) = 0.

Proposicién(Desigualdad de Nikolsky-Favard). Sea ¥ € PY |, 8> 0,y 0 < a.
Entonces

| fla< NP [T Jla-s -
Dem(Paweke, 1972; Ivanov, 1983). Se f{igue para m# 0 que
| ¥ o= Yoy Do X LT P= Y T X720 O P (NN + 1)) ]

VI, |
Es bien conocido que para ¥ € L2 (5?%) tal que ¥ =37 > ¥MY™ entonces

| & — Ty¥ {|— oo cuando N — co
Proposicion. Sea ¥ ¢ H*(5%) y 0 < 8 < . Entonces
| @~ TN s NP2 T |l
BDem. Es claro que
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N o0 oo
Ty i<e Y Y X1 P4e Y D v

m=—N n=N+1 lm|>N n=|m]|

N oo oo o0 oo
¢y D TR e Y D BT P NFT N Y x| )

m=—Nn=N+1 jm|>N n=N+1 m=—con=N-+1
< NPT

1A

Proposicion. (Skiba, 1989). Seaa € R, 8 € RT y V ¥ € H>"#(S?) . Entonces

[ @ =TT o< NP flass -

Dem. Como xn41 = (N + 1) (N + 2) > N?, entonces

oG n o0 n
[ Tyl 2= 3 X2 Y Ui DL T D e
n=N-+41 m=—n n=N+1 m=-n

< N o -

Esta proposicidn permite estimar la razén de convergencia de la serie Fourier -Laplace
de una funcién f(), u) sobre la esfera que tiene a + 8 derivadas de L2(S?).
Sea p € R, ,1< p < 00. La cerradura de C°(S?) en la norma

. :
1 [|u= (] wxds) |
82

¢s el espacio de Banach de funciones medibles sobre la csfera $% y denotada como
L7(5?). El espacio

Wi (S?) = {\11 € LP(8Y) | (-A)F ¥ e LT’(S‘J)} ,
consiste sélo de aquellas funciones ¥ € L? que tienen norma finita || (~A)2 ¥ ||+ . En
particular W2 (5%) = L?(S%) y H™ = W3 (S?).
Proposicion. || ¥ {iraeny< K, || ¥ 7| A¢ {|* donde K, = max{2,2}°,
a=1-2pe(200).

Dem. (Skiba, 1989).
Proposicién(Gadzhiev, 1981 ). Sea ¥ € W} (5%) . Entonces

CLll (A W <] VT o< Co || (A2 o,

donde C,| y C; son constantes de W. 1
Proposicion (Skiba, 1998). Sea ¥ € Hz (S?) . Entonces

¥ s Gl ® s
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Proposicién (Skiba, 1998). Sea f, g € W} (52%) . Entonces

i J(F:9) =<l VF Hlzall Vg s,

donde € y C, son constantes de ¥.

Dem. Como J(f,g) = %{gﬁ — %ﬁgﬁ =v-Vg = (kxVf)- Vg, es el jacobiano,

entonces el resultado se sigue de la desigualdad | J(f,9) S| Vf || Vg |y dela
desigualdad de Schwartz.

Proposicién(Pérez y Skiba 1999). Sea § > 0, el error introducido al truncar el
término del jacobiano es

6J <N (R AR+ T (%,A0) | ;) (4.12)

Dem. Como f=Tnf+{I —Tn)f y || Tv ||< 1. Entonces tenemos

| I (%, A¥) — Ty d (U, AU y) i<|| Tn {J (T, AT) - J (Tn, ATN)} +
| = Tw) I (¥, A7) [|<| T — On, AT) || + ] J(Tn, AT = ¥x)) || +
I (I -Tn)J(¥,A7) |

usando la desigualdades

1J(2,@) (< C sl @[l £ la<27% || £ fipra

v las proposiciones anteriores, vy la altima proposicion del capitulo 2 obtenemos que

8J

IA

C (110 = Tn fl3]) A% fly + [| Tl A — Tw) [y +N || 2T, AT) §,)
NA{C N W yull AT Iy + 1 4} AT iy, )+ || (T, A9) s
< NP{R| AV [, + 1| I, 29) [},

1A

donde 8 > 0, C y R son constantes independientes de ¥. Como puede notarse los
errores de aproximacion decrecen cuando tanto N como el grado de suavidad 3 de las
funciones AW, J(¥, AU} aumentan. Las funciones méas suaves sor los flujos zonales, y
las ondas RH y las menos suaves son los modones y la onda Wn-Verkley.

4.4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

1} Flujo zonal. El flujo zonal especificado por una combinacién lineal de polinomios
de Legendre:

TN, p) = Zqﬁpﬂ

n=0
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el cual es una solucién exacta de la ecuaciéon de vorticidad barotrépica (EVB), donde
P2(u) es el polinomio de Legendre normalizado de grado n. La funcién de corriente
de la solucién numérica correspondiente se obtuvo por 240 horas o més. Se realizaron
integraciones con distintas truncaciones N, el jacobiano de esquema numeérico fue igual
a cero y no hubo oscilaciones de la K, = %} y B, = %} La estructura geométrica
de la solucién zonal numérica se conservéd bien en el tiempo (no se presenta aqui) y la
precisién de reproducir la solucién analitica depende s6lo de la truncacién N.

2} Onda Rossby — Haurwitz(RH). Para cada n, podemos encontrar una solucién
RH exacta de la EVB como

T, 1, 0) = —wp+ > VRV p)

m=—1

y comparemos ésta con la correspondiente solucién analftica

n
V(A p,t) = —wp+ Z YA = ety 1)

m=--1l

donde ¢, es la velocidad de fase. La solucion RH es una onda que se estd propagando
zonalmente en el subespacio H; ®H,,. En particular consideremos la funcion de corriente
de la onda numérica RH :

WA p,t) = —wp + U P () cosm(A — cut), (4.13)

donde n = 3, m = 1, con ¥™ = w = 337.59 x 107™° y en t = 0 (ver fig. 4.1a). Sec
integrd hasta 240 horas con la versién del modelo de T3; y el campo de funcién de
corriente se muestra en la fig. 4.1b. De aqui en adelante (sélo en el cap. 4) todos los
graficos de funcion de corriente se han premultiplicado por 10" (excepto la fig. 4.2a-1y
fig.4.9a-d). Como podemos notar, la solucién numérica se mueve al oeste sin cambiar
su estructura geométrica y estd de acuerdo con la solucion analitica (4.13). La onda
numérica realiza una rotacién alrededor de la tierra aproximadamente en 6 dias y la
solucion analitica fué un poco adelantada, esto debido a los errores de aproximacion
discutidos arriba. La energia cinética media global y enstrofia (K, = % y By = %)
demostraron muy poca variacion no excediendo 7 x 107* % y 4 x 10™* % respecti-
vamente (fig. 4.1c-d). Estas oscilaciones se deben a haber usado el esquema leap-frog
sin aplicar un esquema de filtrado. Se realizaron {(experimentos sin filtro) integraciones
por 10 dias 0 mas, con varias ondas RH (distintos n ), y los resultados demostraron
que las estructuras geométricas de estas soluciones se reproducen muy bien. Mas sin
embargo no hay una coincidencia total en la fase de estas ondas, y como se demostré
arriba, las soluciones numeéricas se mueven mas lento, esto por el tipo de esquema de
integracion temporal. Por otro lado los errores al calcular el jacobiano son casi cero
ya que con las estimaciones calculadas en las proposiciones anteriores, indican que los
errores de truncacion decrecen rapidamente conforme se aumenta N y también porque
la onda RH es una solucién infinitamente suave i.e. C®(S%). En la figura 4.6a, curva
A se demuestra el comportamiento del error relativo y como podemos observar, éste
es el error mas pequeno de todas las otras curvas relacionadas con las otras soluciones
exactas de la EVB.
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Fig. 4.1 La funcién de corriente ¥(\,u,t)=-wu+¥iP} (1) cos(A-cpt) de la solucién
numérica RH, en el momento inicial t=0 (a), y a t=240 horas (b) de integracién del
modelo en T31. Evolucién de la energia cinética media global {¢) y la enstrofia media
global (d).
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3) Solucién global Wu—Verkley. Como se demostré en el capitulo anterior, también
se han reproducido numéricamente las ondas Wu — Verkley (1993). Para tener una
solucién antisimétrica, se ha elegido ws = wy, Dy = —D) ¥y x2 = xdonde

x1 = —ala+1),x0 = —o{o + 1) (4.14)

Por lo tanto la solucién total (3.18) consiste de una parte zonal dependiente sdlo
de g y la parte ondulatoria depende tanto de A como de u. Debido a las condiciones
de continuidad (ecuaciones 4.21 y 4.22 de Wu y Verkley, 1993), tanto la parte zonal,
la parte ondulatoria de la funcién de corriente, velocidad y vorticidad de la solucion
Wu-Verkely (3.18) son continuas en toda la esfera (Wu y Verkley 1993).

Param = 2, uo = sin29.998 , & = 4.542, o = 5.7704672, y la funcién de corriente de
la solucién estacionaria Wu-Verkley calculada numéricamente se presenta en la fig. 4.2
en el momento inicial (a}, a 240 horas (b), 480 horas (c), y 720 horas {(d) de integracién
con el T3;.

La solucién numérica conservd bien su estructura geométrica durante los 10 dias de
integracion y estd en concordancia con la solucién analitica Wu-Verkley (3.18). Por otro
lado, distinto al caso estacionario, la solucién numeérica se mueve muy lentamente hacia
el oeste. La razén de crecimiento del error relativo (4.11) para la solucién Wu-Verkley
es poca (fig. 4.6a, curva B), pero alta comparada con la onda RH (fig. 4.6a, curva
A). Los errores moderados absoluto y relativo obtenidos en esta solucién parece ser
muy estable a pequenos errores iniciales del modelo. La evolucion de la energia cinética
media global y enstrofia (Kg = % y B, = %}) de la solucion Wu-Verkley demostraron
muy poca variacién (fig. 4.3a-b) y no excedieron en 5x107%%.

Veamos ahora los resultados de los experimentos que se realizaron con la incorpo-
racion de un filtro para el modo numérico que surge en el esquema, leap-frog. Para ver
la evolucién de la solucién Wu-Verkley con la incorporacién del filtro, se usé el modelo
espectral sin forzamiento y sin disipacién y en la truncaciéon T31. Se realizaron inte-
graciones hasta 30 dias y con pasos de tiempo de 1 hora. Se buseé un v Optimo, con
v ==0.06, la solucidén numeérica Wu-Verkley demostrd ser muy robusta, su configuracion
se preservd bien, y sélo con ligeros cambios en las regiones de contornos cerrados. Ahora,
se han realizado integraciones a maés largo plazo, en Pérez y Skiba (1999) se realizaron
integraciones sélo a 10 dias, y los errores relativos para el caso presente han disminuido
bastante. En la Fig. 4.6b se muestra el comportamiento del error relativo para los 20
dias de integracion, y la configuracion de gran escala del patron de funcion de corriente
también se ha mantenido mas estacionaria ver fig. 4.2e-h ( y fig. 2 de Pérez y Skiba
1999), donde mostramos el campo de funcién de corriente inicial (fig.4.2¢), 10 dias (Fig.
4.2f), 20 dias (Fig. 4.2g) y 30 dias (Fig. 4.2h) de integracién. En la figura 4.2i-j, y
4.2k-1, se muestra la funcién de corriente y el campo de viento {vectores) para estos
mismos periodos. Donde podemos observar que las intensidades de los vientos maximos
estan entre 40 a 50 m/s. En conclusién, este esquema de filtrado ha respondido bien
para la solucion Wu-Verkeley y seria interesante probarlo con los modones.

[
[



CONTOUR FROM -3X10° 10 ax10® E¥ 0.2x10°

CCNTOUR FROM -3x10° TO 3x1G* EY 0 2107

CONTOUR FROM —3x10¢ TO 3x1¢* BY g.2x10"

Fig. 4.2a-d. La funcién de corriente de la solucién numérica Wu-Verkley, en el
momento inicial (a), a 240 horas (b), 480 horas (c) y a 720 horas de integracion (d).

Experimento sin la incorporacién de un filtro y en en unidades de m?/s.
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Fig. 4.2¢-h. La funcién de corriente de la solucién numérica Wu-Verkley, en el
momento inicial (e), a 240 horas (f), 480 horas (g) y 2 720 horas de integracion (h).
Experimento con la incorporacién de un filtro y en unidades de m?/s.
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3) Moddn dipolar Verkley (1984). También se han reproducido numéricamente los
modones dipolar de Verkley (1984,1987 y 1990). Primeramente se ha realizado expe-
rimentos numéricos (sin filtro) con el modén dipolar de lado pequefio ecuatorial (fig.
3.3a) definido por las ecuciones (3.13), con k = 10, a = 10, A, = 270°, g, = 0,
He = sen 66.14°, y Dy = 0. El paso de tiempo del modelo fue de At = 1 hora. La
funcion de corriente de la solucién numeérica en el momento inicial estad dada cuando
el centro del modén estd en pg = 0, Ag = 270° (fig. 4.4a), después de 240 horas de
integracién con el esquema T3; (fig 4.4b). No hubo diferencias significantes cuando
también se realizaron los cilculos con la versién Tpp y Tyo. Por lo tanto durante los 10
dias de integracién que se realizaron, el modon numeérico esti en razonable concordancia
con la solucién analitica y se conservd bien su estructura geométrica. Por otro lado,
todavia hay errores numéricos asociados con la integracién temporal, asi que realiza-
mos integraciones a 20 dias con la version T3; y usando un esquema de filtrado. Como
podemos observar en este caso no hay mayor dispersion de energia (fig. 4.4d), que con
el caso sin filtro (fig 4.4c). Mas sin embargo como lo demuestra la grafica de fig. 4.6a el
modén pequeiio es mas inestable que la onda RH y la solucion Wu-Verkley, ya que la
razén de crecimiento de su error relativo es mas alto. Un comportamiento similar se ha
demostrado para modones pequefios sobre el plano-beta. En este trabajo también se
ha simulado numéricamente el comportamiento de un modén de Verkley de gran escala
(k=2,a=23, =20, Dy =0, A = 270° y u, = sin 16°), el cual se mueve muy rapido,
cerca de una revolucion cada 20 horas. Muy distinto al modén pequeno, este moddn
gigante conserva su forma durante casi & dias y el paso de tiempo de integracion es muy
corto At = 20 seg (fig.4.4ef). Durante este periodo la variacion en la energia cinética
y enstrofia no excedité 2x1073% para el modén pequefio (fig 4.5a-b) y 107%% para el
modén gigante (fig 4.5¢-d). Después de 8 dias de integracion con este modon grande, la
variacién de energia cinética y enstrofia llega a ser grande, apareciendo distorsiones de
pequena escala y la razon de crecimiento del error relativo aumenta. Estos experimentos
demuestran que con el fin de mejorar la precision de los cilculos por decrecer el niimero
Courant, es necesario decrecer el paso de tiempo y filtrar el modo numérico que aparece
en el esquema leap-frog. Por lo que entonces se realizd una serie de cxperimentos ya
cont la incorporacién del filtro numérico. Los resultados demostraron grandes raejoras,
¢l moddn gigante conservd su forma durante mas de 13 dias con un paso de tiempo
también de At = 20 seg .
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El signiente experimento que se realizé es sobre la interaccion de modones lo cual
confirma la opinién de otros autores que el modén es muy estable a perturbaciones de
pequeiia escala (McWilliams et af, 1981; McWilliams and Zabusky, 1982).

3) Interaccion de dos modones. Supongamos que en el momento inicial £ = 0 una
solucion exacta de la EVB es 9, el cual es la suma de dos modones de Verkley @ y
¥, cuyos centros se localizan a la misma latitud : ¥(0) = &(0) + ¥(0). Entonces en el
tiempo ¢, la solucién () es

P(t) = (1) + ¢'(?)

donde '(t) se considera como una perturbacién del modon @(t). Es claro que en el
momento inicial ¥'(0) = ¥(0). Del analisis de estabilidad de la EVB obtenemos que la
perturbacion ¢/(¢) esta gobernada por

DAY + T, AY) = FW) = J(A, @) + J(AB,¥) (415)

Si los modones @ y ¥ estan muy separados entonces el forzamiento F'(y) es relati-
vamente pequefio v el comportamiento de la perturbacién %'(t) en el estado inicial es
similar en apariencia al del modén ¥(¢). Como es claro la suma de dos soluciones exactas
de Ia EVB es también una solucién exacta. Esta situacion fue también simulada en T3,
con modones de lado intermedio (k = 2, a = 4,40 =0, Dy = 0 y , = sin 36.5°) que
también se mueven rapidamente. La funcién de corriente de esta solucidon se presenta
en la figura 4.7a-d en t = 0 y en 24, 48 y 72 horas de integracion, respectivamente.

Consideremos ahora el caso general de dos modones @ y ¥ de tamanos diferentes y
velocidades diferentes. Para ® consideremos el modon gigante y ¥ al modén mediano.
La integracion se realizd con el T3, y con un paso de tiempo muy pequenio At = 20s.
Conforme los modones s¢ separan, el comportamiento de la perturbacion ¥/(¢) se com-
porta al del modén W. Mas si embargo, conforme avanza el tiempo los 2 modones se
aproximan y entonces la interaccién no lineal es muy intensa (fig. 4.8a). Durante la
interaccion no lineal, la evolucion de la perturbacién ¢/(t), basicamente se determina
por excitacion de la resonancia no lineal en la ecuacién no lineal (4.15) debido al forza-
miento F(¢'). Como puede observarse, tanto la amplitud como el tamaifio del modén
medio, aumenta a expensas de la pérdida de energia y decrecimiento del modoén gigante
(fig. 4.8b-e). El resultado de la interaccion no lineal esta determinada por la estructura
geométrica del forzamiento y da la apariencia como si los dos modones intercambiaran
lugares. Evidentemente esta transformacion no puede explicarse sélo por los procesos
advectivos, puesto que los dos modones se mueven hacia el este, y después de la inte-
racion (fig. 4.8e) el modoén pequefio estd detrds de su posicién inicial como se ve en la
fig. 4.8a. Podemos ver que cuando el sistemna se recupera de la resonancia, el modon

gigante sobrevive después de la interaccién, mientras que el modén medio desaparece
(fig. 4.8f).



Fig. 4.7. La funcién de corriente de la solucién de la EVB, que irnicialmente es la
suma de dos modones iguales, de tamaifio mediano, en t=0 (a), t=24 hrs (b), t=48 hrs
(c), y en t=72 hrs (d).
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Fig. 4.9. Funci6n de corriente (en unidades de m?/s), inicial (a) de la solucion de la
ec. {3.26), en t=12 dias (b}, en t= 29 dias (c} y anomalia de flujo promedio temporal

(¥ — T)? (d), del campo de funcién de corriente, en los primeros 100 dias de integracién
del modelo barotrépico con forzamiento y disipacién (4.17).
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4.5 INTEGRACION DE LA ECUACION DE VOR-
TICIDAD CON FORZAMIENTO Y DISIPACION

Sea la ecuacién de vorticidad sobre la esfera $? con forzamiento y disipacién (forma,
no-dimensional):

é_)%k_} + J(U, AW + 2u) = =g AV — v{s) (AT ¥ + F, (4.16)

donde con dimensiones ¢ =~ 1.65 x 107% s 71, es el drag lineal o término de amortigua-
miento lineal, con dimensiones T~*, v{s) es el coeficiente de difusién turbulento que
tiene dimensiones de L>*T~' y s es un niimero real , si s = 1 | entonces tenemos el
término de difusion fickiana o de viscosidad molecular de aire v(1) = 1.4 x 10‘5@;-;
si s = 2, esto se Hama el coeficiente de difusion biarménica y es del orden (Hoskins y
Ambrizi 1993) de (2) =~ 2.338 x 10162,

Como un caso especial de (4.16) sea la ecuacion de vorticidad con forzamiento, y
con disipacion de la forma:

-a—g; +J (U, AV +2u) = —cAVY + F, (4.17)
donde el forzamiento Fy = cAV¥,, o es ahora el coeficiente de disipaciéon o de amor-
tiguamiento lineal, o~! representa una escala de tiempo de relajacion de un proceso
Newtoniano, si 0~ es pequefio, entonces tenemos un intenso forzamiento/disipacion.
Puede demostrarse que si ¥, es una solucién libre estacionaria (digamos la onda Wu-
Verkley), entonces el flujo que gobierna la ecuacion (4.17), rapidamente s¢ ajusta hacia
¥,. Siguiendo a Wu (1993) se integré el modelo espectral global, en Ty, de la ecuacion
(4.17) con forzamiento y disipacion, usando al ¥, como la solucion libre Wu-Verkley y
come ¥ {la generada por la ecuacién 3.26, fig 4.92). Se integro el modelo {4.17) hasta
150 dias con un valor del coeficiente de disipacién o = 5.78 x 107% s7!. Las integracio-
nes demostraron oscilaciones entre dos tipos de regimenes: de indice alto ¢ indice bajo,
o sca los dos hemisferios se comportaron en fases opuestas; cuando el HN estuvo en un
indice bajo, el HS fue de indice alto (fig. 4.9b) o viceversa (fig. 4.9¢). Es probable que
esta alternancia se deba al proceso de inestabilidad barotrépica, lo cual para algunos
autores tiene relacion con el fendémeno de teleconexiones (fig. 4.9d).

La trayectoria de las integraciones en el modelo en un espacio fase adecuado, demos-
traria que hay dos puntos de atraccion donde el flujo del modelo viaja casiperiodica-
mente. Es necesario realizar mas integraciones para cheear estos resultados y encontrar
¢l espacio fase adecuado para 'demostrar’ geométricamente como es la estructura de
cste atractor.

4.6 INTEGRACION IMPLICITA

Veamos ahora como integrariamos la ecuacion de vorticidad:
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% I, AT +21) =0, (4.18)

o la mas general

O (U, AF +20) = ~oAY + AP + F,,

de forma implicita usando el método espectral. Hay varias formas de resolver espec-
tralmente en la EVB usando el método implicito:

a).- El méas sencillo es usando un desarrollo en serie (Adem, 1956): La ecuacién
(4.18) es equivalente a

E(to + At) — E(to)
AN S

= G(tp + At)

= —J(U(ip + At), E(o -+ At) + 2u) = Glip) + Qg(to)At + 82G(ta)At2 . {4.19)

donde se ha aplicado un desarrollo en series de Taylor al jacobiano y

¥ (t
Glts) = —J(¥lta), o) +20) = ~ TR0, £(t0) +20) ~ 275
_ O (tp)
cuya forma espectral es
Bllo) _ pp(te) - 2im¥ (), (4.20)
o en términos de la funcién de corriente espectral:
Ll ¢ | 24
20 -~ L) + E () = - —62(0)
asi que
0(te) 4 X axpm
5~ o Gl Z Xn
m=—N n=|m| m=—N n=|m|

habiendo obtenido los valores de G(fp) y la tendencia 8:") Enseguida se calcula la
forma espectral del segundo término de la derecha de (4.19) mas explicito, esto es

oG o ov o 0¥
D) = T(polta), W(to)) + I (Elho), 5y (1)) — 22 5 1) (e21)
G oY OG oY AT OATIG  BATOATIG JA—@

>

— ( —_— e ——

ou_ uon "oy on  on o
BA 1@

= Ga(Mp)+Gp(h p}—2 {to)-
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Enseguida se procede calcular la forma espectral de G4{A, p) , Gp{), u) asi que

oum

2051 1) + Glt0) — 26m( ),

Bt

de donde podemos obtener también

D=3 Z LR

m=-N n=|m|

asi que la forma espectral a una aproximacién a primer orden de

IAY oG
——a—- = G(to) + ~a—t(t0)At 3 ..

seria

(¢ -~ E™(t e
&t + ézl &rlto) _ F7 (to) — 2T (to) + G (fo) + G, (bo) — %m(aatn ).

Como un ejemplo de aplicacion de este esquema consideremos una onda RH analitica
jemp p
y el desarrollo de Taylor a primer orden :

Ta(h )= ~wpt+ Y UrV(ON = et, ),

m=-—n

¥
3_35_ ~ Gltg) + ?ﬁ(to)m S

el cual también para cada n existe una solucion numérica RH inicialmente igual a

V(O 0, 0) = ~wp+ Y YR p) = ¥(0)

m=-—1n

Consideremos una soluciéon numérica 'implicita’, usando el esquemsa de diferencia
adelantada y procediendo similarmente como arriba:

AUNQ + At) —~ AT (0) e
AL = G(to) + - (o) At + ...
o 0¥
= G(to) + CnXn 'a'"'”)'\'(—a“{)
d OAY
= G(fo) - Cn'é“):(—“ér’) + ...
(2= xa)w+2) Z YTV ) + G

{[(2 w2 S MmO, u)}
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n n

=Cuxn D imUTY — Xy Y (ime,)?ALUTY,

m=-7 m=—n

¥a que c,Xn = {(Xa — 2)w — 2, entonces obtenemos que la solucién numérica ahora es

(—Ateyim)?

Unf0+ At) ~ —wp -+ Z {1 + (—Aleyim) + 3

m=—n

} VYA, 1,

lo cual da una mejor aproximacién a la solucidn analitica que la dada arriba por el

método explicito.

Vi(0+ A1) = ~wp+ Z eTimenAgmy ™} 1))
m=-n
i . —Ateqim 2 m
~  —wpt 2: i:]. + (—Ateaim) + *('——'"2—"""—)— + . } WY (A, p)

A tercer término de (4.19):

oG G
G(to + At) 2 G(to) e ‘a‘(to)ﬂt —+ pYs

(L)AL + ...,

ésta se desarrolla como

o¥ oo

¢ S 00), (o) + 2T(ATE (1), S 0)) + T (AW (), = 1)

‘a?(tﬂ) = (J(A—ag(

= 0 ), wte)) + 26, ) + (A1), S 2 (1)

T ot
22w
st R v a G B - S 2B
T e R AT

cada uno de los términos es posible calcularlos, y se determinan usando la informacion

de (4.21). El esquema {4.19} puede mejorarse al usar un leap-frog en el primer término,

a partir del tercer paso de integracién. Asi que esta idea de integracidn espectral parece

ser mas general que el que se ha usado (leap-frog) con sélo la inclusién del término de
(4.19).
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b).-La otra idea mas general de como resolver la EVB es usar el esquema Crank-
Nicholson:

k+1 _ ¢k 1
Q_E_f_ =~ J(U, 7 + 20p), (4.22)

donde £~ = §f_’:;_+§_’°_ Sea un producto escalar de 2 funciones f, g, (f,g) = [ fo"ds, y
norma || f | . Multiplicando escalarmente (4.22) por £~ obtenemos

e gt - f’“) RS el Kl |

i A (€™, I, € + 20)) =

lo cual implica que || €51 [|2=|| £* ||? e indica que en el esquema se sigue preservando
la conservacion de la enstrofia y por lo tanto el esquema es incondicionalmente estable.
Ahora (4.22) puede desarrollarse en la forma

k+1 k
& - Al —8 e - zc%\r (4.23)
1 1 g Wkl L gk
= "—5 [J(‘Ijk+1f‘fk+1) + J(q’kafk):} - 5 [J(q’k+1:€k) + J(lIlk’ €k+1)] - 25;\'( 2 )

La forma espectral del primero y iltimo son directos de obtener, donde hay problemas
es en el segundo, esto es por la inclusion de dos niveles de tiempo. Despreciando éste
segundo término momentaneamente, entonces la forma espectral de la ecuacion (4.23)
seria a una primera aproximacién:

EEW (6 1) i (1) = (VT (BTN 2im [(@zﬂ)k*“ + (E:‘)"]

At 2 Xn 2
ya que £ = —f.;,,-‘l";‘ y agrupando la expresion anterior obtenemos
imAL At y imAL, A, n
(= —=)EM = - (E = (1 + JEM* + (B = (), (4.24)
Xn 2 Xn 2

con (m,n) € Ty <= 0 <|m |<n < N. Sea el espacio vectorial complejo v+
tal que para x, y, ce C¥+1° con

v = (@67 el s L) = @1avig),

y= (R B F P PR =(a, Yy,

_ k .

B R (- e LAY = (o, o), T = an+ bt
Obtencmoe. que (4.24) se €Xpresa como un sistema de ecuaciones F{z,y) = 0, donde
F o QWD 5 Ny WDy con componentes = (fy, fay .o , fiwsy2)- Por

ejemplo para un Ty, tenemos el sistema
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oz +by; = o — filz,y) =0, con z,, vz = 0,52, o Yve2 = 0
al_l.’L‘z + by €z —> fz(.’lf, Yy =0, e
a®z3 + by ez — fa{z,y) = 0,y e

'tz +byy = cs— faz,y) =0y

donde ™™ = (1 — 224ty y ) = — L. Este sistema se puede resolver por un método

iterativo o de eliminacién Gaussiana.

Algoritmo. Sea la funcion F : OV 5x oW+ 0N+ ¢l problema consiste
en encontrar una solucién del sistema

F (ﬁ(k+1)At, y(k+1)/_\t) — 0,

Posible solucién. Lo cual se podria resolver por un método iterativo especial:

a} Calcular F (zz-(k"'l)m), con z = (zy,y;) es el aceptable entonces STOP; en otro

caso calcular F° (z,-(“l)m).

(k+1)At

k1AL E+11AE
(k+1) )s; = —F (zf ) ). para s; y poner z; =

b) Resolver el sistema lineal F' (z;
zz{kH)At +s; donde F' es el jacobiano de F.
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Capitulo 5

ESTABILIDAD LINEAL DE FLUJOS
SOBRE LA ESFERA |

5.1 INTRODUCCION

El proceso de inestabilidad el cual depende de la existencia de cizallamiento horizontal
de un flujo basico suficientemente grande, se lama inestabilidad barotrépica {Pedlosky,
1987). El problema de inestabilidad barotrépica de un flujo atmosférico no-divergente,
se ha investigado ya desde hace muchos afios (Kuo, 1949; Lorenz, 1972; Simmons
et al., 1983; Haarsma y Opsteegh, 1988; etc.). Lorenz (1972) explica que debido a
este problema hay una pérdida de predictabilidad con el tiempo del flujo atmosférico.
Por otro lado, Simmons et al. (1983) han indicado que el problema de inestabilidad
barotrépica da como respuesta ciertos patrones de variabilidad de baja frecuencia, que
se observan en la atmosfera barotrépica. Hay dos tipos de estabilidad: estabilidad
lineal y estabilidad no lineal. Estabilidad lineal esta asociada con sistemas dinamicos
linealizados alrdededor de una solucién béasica o de equilibrio. Estabilidad no lineal
significa que el sistema no lineal es estable bajo perturbaciones de amplitud pequefias
pero finitas (Liapunov, 1966; Arnold, 1965).

También son bien conocidas varias condiciones necesarias de estabilidad hidro-
dinamica. El méas familiar es el teorema de punto de inflexién de Rayleigh, 1880 para
flujos zonales (ver por ejemplo, Pedlosky, 1987; Drazin y Reid, 1981; Green, 1995):

Proposicion 1 {Rayleigh, 1880; Kuo, 1949). Sea U (y) la componente del viento
basico, en la direccion x, en el plano (x,y), V= 0, vy en un canal contenida entre las
paredes rigidas y=1Y. Entonces el flujo zonal puede ser inestable solo si el gradiente

de vorticidad (-Ijryy) = 9%,%)- asume valores tanto positivo y negativo entre las paredes.
Dem. Sea la ecuacidén de vorticidad linealizada en el plano:

o' o~ O N

—= +U(y)=—+ (—Upy)— =
donde, ¥ es la funcién de corriente, & = Ay’ , (v/,v) = (=4, ;) denota la pertur-
bacién de vorticidad y la perturbacién de velocidad en la dircecion z vy y respectiva-
mente. Rayleigh supone una solucién {solucién de modo normal) de forma compleja

0, (5.1)

——
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P = @(y)eik{z”‘*), donde k es el nimero de onda constante, y ¢ una velocidad de fase
constante, asi que insertando esta expresion en {5.1) obtenemos la ecuacién de Rayleigh

o~

{L"yy _kzi?;: Yy

—C

?,

con ¢ = ¢, + ¢ ¢. La ecuacién de Rayleigh correspondiente al plano beta (Kuo,1949)

(ﬁ - C)({[’\yy - kz;ﬂ\) + (8- fj_?,rg,f)":l; =0,

lo cual indica que para U-c=290 hay una latitud critica donde la velocidad de fase
es ignal a la velocidad zonal. Muitiplicando la ecuacién por %* e integrando entre +Y
obtenemos

Yd zon oo Az}d [T Gu=-B 1P
L5080 15w op|as [ CezB Cla,

Aplicando las condiciones de frontera 1,’{-;(:1:Y) = 0, vy suponiendo ¢; ¥ 0 (indica la
existencia de ondas inestables) obtenemos

f (Ol — ﬁley .
[U-cp ’

Io cual implica que la condicién necesaria para la inestabilidad barotropica es que

—(% —8) | yep=(Ty—B)=0enalguy, € (-Y,Y)
d
0 sea que — d—y—(f-i— 1)

¢ indica (Haltiner y Williams 1980) que la vorticidad absoluta debe tener un méaximo
0 un minimo en algin punto y,.

Sea la ecuacion de vorticidad linealizada sobre la esfera, tal que el estado basico
depende so6lo de la latitud ¢ :

' 1 o~ BF 1 3(5—}-25871(25) 8T

8t cos ¢U(¢)?ﬁ " cos¢ 3 N’

d_onde Uly) = —% vyE=AY = %;—%’ —tan qﬁ%‘g Cols ¢‘;)§’ Suponiendo que la perturba-
cién es de la forma

(5.2)

¥’ = Rel(gp)emr—<t) (5.3)

donde m es el nimero de onda zonal y ¢ velocidad angular de fase. Sustituyendo (5.3)
en (5.2) obtenemos la ecuacién de Rayleigh-Kuo sobre una esfera en rotacién
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2
l:{f’¢¢ _ tan¢@¢ . m2 "‘] - _ ("‘U¢¢ + taE¢U¢ + 2U -+ 2) "I} (5‘4)
cos? ¢ (U —¢)
Multiplicando (5.4) por g , integrando sobre toda la esfera y tomando la parte imagi-
naria se sigue que la derivada de la vorticidad absoluta (—Upg +tan ¢Us +2U +2) debe
cambiar de signo al menos una vez en el intervalo [——%, g] . Por lo tanto segiin Rayleigh-
Kuo, una condicidn necesaria para la inestabilidad de un flujo zonal ideal sobre una
esfera en rotacion es que la derivada de la vorticidad absoluta :

(A{ff + 2‘“)¢ = ~Uyy + tan ¢U, + 2U + 2,

cambie de signo en alguna latitud ¢y, donde U es el viento zonal bésico v V =0.

Considerando a un flujo total como la suma de un flujo zonal més una perturbacién,
y como la energia cinética total se conserva, por lo tanto la perturbacién inestable toma
energia del flujo zonal. Esto, para algunos autores es el mecanismo de inestabilidad
barotrépica para flujos zonales. La condicion necesaria de estabilidad de Rayleigh-
Kuo, fue cast la tnica condicién de estabilidad tedrica Gtil conocida para flujos zonales.
Notemos que esta condicién es limitada, ya que cada flujo zonal bésico especificado
por un polinomio de Legendre (PL) : aP2(p) cumple esta condicién si n > 3 y si la
amplitud ¢ es muy grande (Baines, 1976; Skiba, 2000). Por otra parte todavia hay
bastantes preguntas que quedan por responder sobre la inestabilidad barotrépica en la
esfera. Sea W una solucién béasica de la EVB sobre la estera

%—’I’ T, AT +25) = 0. (5.5)

La estabilidad de una solucién basica estacionaria de (5.5) es de considerable interés
hidrodinamico y geofisico. La aplicacién de métodos numéricos permiten indagar en
estos problemas. En este capitulo describimos un algoritmo numérico desarrollado para
la inestabilidad de modos normales de un flujo estacionario en un fluido no divergente
{descrito por la ecuacién 5.5) sobre la esfera en rotacién. Se prueba el algoritmo para
flujos zonales (Flujos polinomios de Legendre PL, ondas Rossby-Haurwitz zonales, RHZ
modones monopolar zonal y flujo zonal observado) y después a flujos mas complicados
{ ondas RH, modones y soluciones Wu-Verkley ).

El estudio del algoritmo de estabilidad numérica se ha probado aqui usando algunos
resultados tedricos de estabilidad de modos normales obtenidos para las soluciones
exactas de la ecuacién EVB (5.5). En particular se usa la condicién necesaria de
estabilidad de Rayleigh-Kuo. No usamos la condicion de estabilidad de Tung (1981}, va
que su aplicacion prictica no es facil; en lugar se utiliza las condiciones de estabilidad
de Skiba (2000), Skiba y Strelkov (2000) los cuales se aplican para flujos zonales, ondas
RH y modones.

=1
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5.2 EL METODO DE ESTABILIDAD DE MODOS
NORMALES

Enseguida se describe el método de modos normales para el estudio de la inestabilidad
exponencial de un flujo estacionario 7 : Q, C 82 5 R con ¥, =1op, (,p) un
atlas de un sistema de coordenadas local (z}, 22) = (A, ) y por simplicidad de notacion
denotamos a ¥ = ¥,. (para mis detalles acerca del método de modos normales se
pueden ver los trabajos de Hoskins (1973), Baines (1976), Simmons et al. (1983),
Verkley (1987), Dymnikov y Skiba (1987), Skiba (1989), Skiba y Adem (1998)). Sea
@ (A, ) la solucién (funcién de corriente basica) de la ecuacién de vorticidad (5.5) sobre
la esfera S2. La evolucién de una perturbacion infinitesimal ¥'(A, p, t) de U(A, i} esta
descrita por (en forma no dimensional)

4

o5 L
Hﬁ_t - .Cé. ’
£ =t = &, (5.6)

donde £’ = AW’ es la perturbacién de vorticidad,

£E' = ~J(¥,¢) — J(AT¢ D), (5.7)
es un operador lineal defininido sobre funciones valuadas en los complejos suficiente-
mente suaves, § = AW+ 2y es la vorticidad absoluta . Para un sistema de coordenadas
local (€, %.), el producto escalar y norma de funciones f, g : ¢,(Q,) € R? — C se
definen respectivamente como

9= [Ligas= o [ [T soodns il =507

donde g* es el conjugado complejo de g. Se construird la matriz que representa al
operador £ del problema (5.6)-(5.7) en el espacio PV = H,; ®Hy & ... ® Hyy . de po-
linomios esféricos de grado < N, supongamos que :I}(,\, ) pertenecen a PM, U(A u, 1)
v £'(A, u,t) = AY(A, u, ) pertenece a PV (M < N). Asi que

N N N
:I} = Z E’ﬁYg, ¥ = A_lfi = - Z X;lfzxym 6’ = Zf;ya: (58)
B o a

por simplicidad, de aqui en adelante usamos la notacién generalmente aceptada (Platz-
man, 1962; Merilees, 68; Hoskins, 1973; Machenaner, 1977; Skiba, 1989; Pérez y Skiba,
1999): @ = (mg,na), Y = Ppe ()™=, Xo = na(na +1), =70, y

ZZZ

Na=1Ma=—Ng

Substituyendo (5.8) en (5.6), (5.7) y tomando el producto escalar de la ecuacién obte-
nida por el arménico Y, nos da
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d f 1 * — '
i [ ¥a¥eds = Yo(ee v

[

’ . 1 N T
G = ey = o [eewzes

il

N N
(=J(8, Y &Y+ J(AY +2p,— > Ex;'Y,), Ye)
e 7

N
>[I, %) - J6G1 AT +2),,), Yo

~

N

!

= E Lonr e
~

i

donde

Loy = (LY, Ya) (5.9)

es el elemento - (a,y) de la matriz L representando al operador £ en el subespacio PV.
Substituyendo (5.7) en (5.9) da

Loy = —{J(¥+x7"(€+2u),Y;), Ya) (5.10)

Mk

_(X:1 - X,EINJ(YJB: Y’Y)J Yﬂ)gﬁ - 2X;1 (J(ﬂ': Y’T): Ya)

W

¢l

~

[
NE

_(X,;l _ XEl)(J(}/,é, Y’r):Ya>gﬁ -4~ 2X;1im’y,

=

(1)
ya que

M

T+ E+2m) =D 06" — X6 + 2t s (i Ys), Ya) = —im,
B

y también se puede obtener que

L R I R L T
U A Iy

VA NG B S G AR
TYY)Ye) = — [ J(¥s Y)Y ds A
271' 52
|
= | [ o) o Pt ) = v P ) ) ]

donde H,(p) = (1 — pz)%. Por lo tanto en el subespacio PV, el problema (5.6) se
reduce a
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d-
E=1IE (5.11)

Los elementos de la matriz (5.10) pueden escribirse como

M
Loy = ZBﬁa'rgﬁ + Doy, (5.12)
B

donde Doy = 12ma x5 léa., es el elemento diagonal imaginario puro de L, ya que &, =

5713 Ry 6Tnam'}r y

Baoy = 106" = 3") [ 7225 Pall) s Polu i) = P, () i) s

es el coeficiente de interaccion triada no lineal y la integral se calcula con férmulas de
cuadratura Gaussiana. Considerando la perturbacién infinitesimal (5.8) en la forma de
un modo normal

W, 1) = T(A, m)e™, &(A, p 1) = AT(A, p)e™ (5.13)

donde _ R R R _
B, ) = B0, @)+ T ) = 180, e,

es la amplitud, y 0 = 8(\, u) = arg U(), i) = arctan {{I\!z(/\, u)/@,()\,u)} es la fase
inicial del modo. Asi que obtenemos el problema espectral
LV = wI?,

para el operador £ donde w = w, +iw; es el eigenvalor o valor caracteristico, y V(A, ) =
AY(A, ) es la correspondiente eigenfuncién o funcién caracteristica. La wy y w; son sin
dimensiones. La funcién de corriente de un modo normal (5.13) puede escribirse como

(A mt) = [T, p)e”t cos [arg (A, p)+ w.;t] (5.14)
= ¥t [ﬁ, cos(w;t) — @isen(wit)]
= [, p)leteBrt
Por lo tanto, un modo normal (5.13) o (5.14)) es inestable si w, > 0, amortiguado

si w, < 0, neutral si w, = 0, y estacionario si w; = 0. El umbral temporal (folding
-time) 7, v el periodo T del modo {5.13) son determinados (en dias) como 7, = Tllwfl y

T= }wL'l’ respectivamente
El problems espectral diferencial LV = wV se reduce entonces al problema alge-
braico

LY =w7, {5.15)
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en el subespacio PV, donde ¥ = {177} = {-xq,{ff",} es el vector caracteristico cuyas

componentes son los coeficientes de Fourier V/, de la funcién caracteristica V con n, <
N.

5.3 CONDICIONES DE INESTABILIDAD

Reescribiendo la Proposicién 1 anterior como
Proposicion 1. (Rayleig-Kuo). Sea U{u} un flujo zonal basico sobre S%. Entonces
el modo normal (5.3} puede ser inestable solo si la derivada ﬁijde la vorticidad absoluta

g = AT + 2u del flujo \i(p) cambia de signo en al menos en un punto del intervalo
(-1,1).
Consideremos un flujo basico PL solucién exacta de la EVB(5.5):

U () = aP2(u), (5.16)
entonces
d d
—q =2 —ayx,—F,. .
d#q ay i (5.17}

Ahora segiin Rayleig-Kuo, algin modo normal (5.3) inestable o amortiguado necesita
satisfacer la condicién

+1 5 , d
|16 E s =0, (5.18)
el cual es solo posible si %I;T(,u) cambia de signo en algin punto del intervalo (—1,1). De
(5.17) y (5.18), se sigue que para el flujo (5.16), el término de rotacién (primer término
de 5.17 del lado derecho) es un factor de estabilizacion que impide la formacién de
puntos de inflexién. Por otro lado el segundo término de (5.17) del lado derecho, cs un
desestabilizador que aumenta con el grado »n y disminuye con la amplitud ¢. Notemos
que la condicidon necesaria de inestabilidad de Kuo es limitada, ya que cada flujo PL
(5.16} de grado n > 3, satisface la condicién si su amplitud a es muy grande.

Proposicién 2. (Hoskins, 1973; Baines, 1976; Zang, 1988). Existe una ampli-
tud critica para la inestabilidad (para flujos basicos PL y ondas RH) y también una
dependencia directa de la razén de crecimiento del modo inestable sobre la amplitud.

Lo anterior se observdé numericamente.

Proposicion 3. (Baines, 1976). Algiin modo (5.3) del flujo LP (5.16) de grado
n =1 0n =2 es estable linealmente.

Dem. Por ejemplo, sin = 1, ﬁé‘ = 2(1 — a), el cual tiene el mismo signo en el

intervalo (—1,1) para cualquier ¢, por lo tanto no se cumple la condicién de Rayleigh-
Kuo, cl flujo es estable, y todos los modos son neuntrales. Si n = 2, entonces j—#ﬁ =
2(1-2apu}, p = ;—a es el punto de inflexién, sin embargo el flujo \nI;(,u) = alP{{1) es estable
para cualquier a {Baines, 1976). Por lo tanto la existencia de puntos de inflexion, es
s0lo una condicion necesaria de inestabilidad.
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Proposicién 4. (Skiba y Adem, 1998). Sea n > 3. Algin modo (5.3) del flyjo
LP (5.6) puede ser inestable sélo si el niimero de onda zonal m del modo satisface la
condicién 0 < |m| < n.

Se probara el algoritmo de estabilidad de modos normales también con ondas RH
gstacionarias:

T\ p)=—wp+ Y TPV, p), (5.19)

donde, n> 2y w= xn2—2’ el cual contiene como caso particular a la onda KH zonal:

Y(X, p) = —wp + ePR(u), (5.20)

siendo la amplitud a 7 0 real arbitraria y se verificara el resultado con la estimacion
tedrica: _

Proposicién 5. (Skiba, 2000). Sea ¥ un finjo basico PL (5.16) o una ondu RH
(5.19) corn n > 2. Entonces la amplitud ¥ de cada modo inestable o amortiguado {5.13)
debe satisfacer ta condicion N

(¥
M)~ (521)

T K@)
donde x_ es el cuadrado del mimero espectral de Fjortoft (1953), promedio de la am-
plitud del modo ¥, y K(¥) = 1{V¥|? y 5(¥) = 1| A¥|}? son 12 energia cinética total
v enstrofia de la amplitud ¥.

Dem. Sea la ecuacion lineal que gobierna una perturbacion infinitesimal de funcién
de corriente W'(X, u, t) :

g%;’— = —J(T,¢) - J(A, AT 4 2p). (5.22)

donde ¥ es una solucidon bésica: onda bésica Rossby-Haurwitz {(RH) estacionaria

TE
U\ p) = —wp+ Y IV ),

m=—n

donde n> 2, w = XTQ—E . La vorticidad absoluta de esta onda RH es

AT + 2p = ~Xnﬁf

Asi que (5.22) para la onda RH puede escribirse como

OAY

= ~J(W, ) - J(ATVE, AT + 2p) = —J (¥, AT + x, ') (5.23)
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y para flujo basico PL, ¥(), u) = aP%() como

AN

5 = —J (T, AV + X, U — 2J(W, ).

Supongamos que la solucién de (5.23) es en la forma de modos normales:

'\, 1, 8) = T, p)e™,

donde w =w, +ww; € Cy @(A, i) = T, (A p) +T(\ )i es la amplitud. Por lo que
{5.23) se reduce a:

wAT = —J(@, AT + x, ), (5.24)

Ahora multiplicando (5.24) escalarmente con AT + xnf]f} obtenemos

(~wAT, AT+, T) = (~wAT,AT) + (~2AT, ., T)
= (J(T, AT + %, 1), AT + x,T) =0

considerando la parte real se llega:

1
_‘wﬁi i AT “‘2 +ern [ v ”{J —w,Ng + wrXn K

Puesto que w, 3% 0y por lo tanto para un modo estable o inestable obtenemos finalmente

~ N 5
7](\11) % Zn":] X?"l’ Em-—-—n ‘I,
Xg = = T = X
I{(\I!) % Zn’:l Xn! Zm:—n" \IJ.’."‘:}

lo cual es una condicién necesaria para inestabilidad de modos normales de una onda
RH. Para un flujo PL se llega a la misma condicién necesaria.

A pesar de las condiciones de inestabilidad de modos normales, la inestabilidad para
los flujos polinomios de Legendre aP?(u), n > 3, todavia no se comprende totalmente.
En este trabajo realizamos experimentos numéricos con n = 1,...., 7.

Proposicién 6. (Skiba y Strelkov, 2000). Sea ¥ una, onda. Wu Verkley (WV} o un
modon (monopolar, dipolar, tripolar y cuadripolar de Neven 1993). Entonces el niimero
espectral de Fjortoft de la amplitud del modo 7 {(5.13) es inestable o amortiguado si
satisface la condicién
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xe =[xz (1~ 8)+x516] ", (5.25)
donde 6 = 70, 1-6 = 3’;} , (0 < 6 < 1) son las fracciones de la enstrofia concentrada en
las regiones S, y S; ; @ y o son los grados de los armdnicos esféricos representando la
¥ en la regidn interna v en la regién externa respectivamente.

Dem. Sea una solucion generalizada basica estacionaria (onda WV o modon) de la
ecuacién de vorticidad sobre la esfera:

s . Xa()\’ P-) — ot + Do en (’OL(SO)

donde X; y X, son eigenfunciones del operador Laplace sobre la esfera, tal que AX; =
—xaX; ¥ AX, = —xX,. En la region interna del modén ¢.(S;) = {(N, ') : ' > po}
y en la region externa del modén .(S,) == {{N, ) : ¢/ < po}, 0 < p, < 1. Agnui
wo = 2/(xs — 2); ws = 2/(xa — 2); también la vorticidad absoluta

(5.26)

- —xe(T — D) en ¢,(S,) .
AWM 1)+ 2p = ~ 5.27
( ) { ""Xa(lll ""' Dz) en ‘:95(52')- ( )
Entonces la EVB Hnealizada (5.22) se cumple
AW i~ / AT _J 0 en ©.(So)
5 T JU, AV + J(¥, AT 4 2u) = { 0 en (),
¥ sea
= —XoJ (¥, ¥) =
JOU AT +2p) =3¢ “XerTs D) ) (B,
(¥, A% +24) { I F) a(x)J (¥, ¥)
donde
_ | xo en@(S,)
Q(X) { Xa €0 [PL(SZ\J
FEntoces la EVB linealizada se puede expresar como
oA ~ ~
+ J(J, A\Il')—i-q(x).](\ll ¥y = 0
6%3?— + J(IIr A 4+ ¢q7) = 0. (5.28)

Multiplicando escalarmente la ecuacién (5.28) por A’ + ¢¥’ y tomando la parte real
obtenemos
OAT'

Re(“5—,

AW + ¥’y + Re(J(F, AW + q0), AT + g = 0.
Como Res- [ o(Shon(Sa) T (¥, g)g*ds = 0, entonces
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Re— / AU(AY + ya)ds = 0 — (AW, AV) + Rexar- AT Wds = 0,
2 PnlS:) 27

(Pn(st)
y
Re— AW(AY + xU')'ds = 0 = (AT}, AT') + Rexor- / AW W' ds = 0,
2 Jousy 2T J g (50)
Ahora para la region-interna tenemos que
) 1 s Tx
= -»—Rexav-—-/ AV - T ds (5.29)
27? ox (81}

ya que i, = o f% (55) | A¥' |2 ds y similarmente para la region externa

1
7Y = —Rexs—— AW, - U ds (5.30)
27{- Pic(SO}

Sumando (5.29} y (5.30) obtenemos

Ly
X XS+ = [ AT Uds =0

27 Jgo
del cual nos da
d —1,_1 =10
5 [xz'n' +x;'n" — K] = 0. (5.31)
Ahora usando ¢ = f'ni, 1-6 = %1, Xr = Xg = %%%, entonces n* = {1 — §)xpK ¥y

7° = §xpl{ . Asi que la expresion (5.31) queda (% [z (1 —8) +x;'0)xpr K — K] =0,
de la cual, finalmente obtenemos el resultado esperado:

xg = D= 8)+ 58]

Como un caso especial de la proposicién anterior, para el caso de una onda Wu-
Verkley zonal 0 modoén zonal ésta se reduce al :

Corolario. Sea ¥ un flujo basico Wu-Verkley zonal de un modén monopolar zonal o
dipolar de Verkley (1990) con vorticidad absoluta uniforme en la region interna ¢, (S;).
Entonces la amplitud T de cada modo inestable o amortiguado (5.13) necesita satisfacer
la condicion

xg =0lo+1) (5.32)

donde o es ¢l grado del modén zonal en la region externa. Por otro lado la vorticidad
de cada modo inestable necesita ser cero en la regién S;.



Proposiciéon 7. Sea ¥ un flujo basico, el cual es una solucién exacta de la EVB,
Entonces la evolucién de la energia cinética de perturbaciones K(¥') = 1||V¥'||? satis-
face

(5.33)

oK _51‘;/32\/1—;;2%5(#)-(tw’)ds——-f \/1_—'@ (u'v')ds

1 d
v’-—;(uu)d&i— ! vué\-?ids

+—24ﬂq: d 27 52,/1_-.

lau uv  10v"
— — 2'" - 2 —
/ VvV1i—p ds /uvu ds + [ \/1___2 8)\d

Dem. Al considerar un producto escalar con respecto a la W' y usar las relaciones

(W, 1) F(@)) = 0, {(J (¢, 1), A™¢) = 0,y (J(, f), h) = —{J(f, h), 9} = = {J{w, b}, f)

a la ecuacién (5.22) obtenemos:

W o @, AW), W) = (I, W), AT

y usando las relaciones entre la funcién de corriente, y las componentes del viento

7=~ 1._”2@ ;;____E_.___@ r_ _ 1_”26‘1" Wy = 1 ov
ou’ V1= 2 X’ 8’ V1 - 12 OA
y la vorticidad relativa en términos del viento AV’ = \/—2 % — u? ap

obtenemos el resultado.

La ecuacién (5.33) indica que para perturbaciones alargadas zonalmente {(u'?
v) en las regiones de difluencia (g% < Q) se extrae energia del flujo basico. Para
perturbaciones alargadas meridionalmente (42 < v} y en las regiones de confluencia
(2% > 0) también se extrae energia del flujo basico.

Como un caso particular del resultado anterior para flujos zonales obtenemos cl

Corolario( Pérez y Skiba, 2001). Sea ¥ un flujo basico zonal, el cnal es una solu-
cion exacta de la EVB. Entonces la evolucion de la energia cinética de perturbaciones
K(¥') = Z[iV¥'||* para este flujo zonal satisface

it _1_ .—}L_._.._.....,E. ulvf <
-5 /. —p—u()-(uv)ds—%/ﬁm (wv)ds  (5.34)

el cual describe la evolucidn de la energia total K (¥} de una perturbacion infinitesimal
W'(X, 1, t) a un flujo zonal T(u) sobre la esfera 52,

Esta ecuacidn es 1til en el estudio de la estructura espacial de perturbaciones inesta-
bles locales sobre Ia esfera. Usualmente, perturbaciones importantes localizadas estan
en las regiones relacionadas con patrones que distinguen el flujo basico. Parecido a la
ecuacién de energia de la perturbacién sobre el plano - 8 (Pedlosky, 1887), su analogo
esférico (5.34) tiene una integral mas, que contiene el producto de la velocidad bésica
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% con uw'v'. Mientras que la primera integral, domina principalmente, en la lateral de
las corrientes de chorro basico localizado en los tropicos y en latitudes medias (donde
tanto %ﬁ(u) como /1 — p? son grandes), la segunda integral puede ser significativa,
en las partes centrales de las corrientes de chorro intenso (zonas donde la velocidad &

es grande), y especialmente cuando tales jets se localizan en las regiones polares (donde
—£— es grande).

Vi
En la ecuacion (5.34), el signo de %K depende del signo de los productos a%ﬁ(u) - {u'v')

y U - (u'v") en varias regiones sobre la esfera. BEn el caso cuando la primera integral es
dominante, se puede afirmar que el crecimiento (o decrecimiento) de la energia de la
perturbacién, toma lugar en las regiones donde la inclinacién de los contornos de fun-
cion de corriente de la perturbacién ¥ es opuesta a (o coincide con)} a la inclinacién del
perfil de la velocidad basica u(y), es decir, en las regiones donde el producto ;ﬁ;ﬁ(u)-u’v’
es positivo {negativo) (Pedlosky, 1987).

5.4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Probaremos el algoritmo de estabilidad de modos normales con varios tipos de flujos
zonales : flujos polinomiales de Legendre (LP }, ondas Rossby-Haurwitz zonales, modo-
nes monopolares zonales, y flujo zonal observado. Después se probara el algoritmo con
ondas mas complicadas, tales como las ondas Rossby-Haurwitz, modones de Verkley y
soluciones Wu-Verkley que son soluciones exactas de la EVB

5.4.1 Estabilidad lineal de flujo zonal

En este caso estamos analizando flujos de la forma W(A, u,t) = {I}(;L) + W'(A, i, t) donde

{ff{,u) es la funcién de corriente basica. Notemos que para un flujo zonal, la estructura
del modo (5.13) es

,1,:(/\, 1, t) - @(p)ezm’\ewt - Re{i} (‘u)eun()\—-at) (5.35)

aqui ¢ = ¢ +1 ¢ es la velocidad de fase compleja, ¢, = —%, ¢, = 25, la parte
real w, determina la razén de crecimiento o decrecimiento exponencial en el umbral

dimensional 7, = m {en dias) y w; determina la frecuencia de oscilacion con periodo

1 - _ _1.. - . A . N . . - _ T
dimensional T' = ¢ (en dias). Aqui wy , y w, son sin dimensiones, siendo Q = T
yi=Q = %’;t, indicando el * con dimensiones de s.

Para comprobar los resultados numéricos del algoritmo de estabilidad estos se com-

paran con los siguientes hechos tedricos:

a} los eigenvalores o valores caracteristicos deben aparecer en grupos de 4 eigenvalo-
res localizados simeétricamente alrededor del origen del plano complejo (Arnold, 1965);

b) cualquier flujo PL de grado uno o dos, debe ser estable y tener sélo modos
neutrales (Proposicion 2);

¢) para un fiujo basico PL de grado n, el numero de onda zonal m de cada modo
inestable debe pertenecer al intervalo 0 < |m| < n (Proposicion 4);
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d) cualquier fiujo PL de grado n y también alguna onda RH zonal puede tener
modos inestables, sdlo si se cumple la condicién de Rayleigh-Kuo (Proposicién 1);

e) si el grado n de algin flujo PL es impar, entonces todos los modos se dividen
en dos grupos: los modos simétricos y los antisimétricos alrededor del ecuador (Skiba,
1989; Skiba and Adem, 1998);

f) el nimero espectral de la amplitud de cada modo inestable necesita ser igual a
un mimero especifico (Proposicién 5 y 6);

g) la amplitud de cada modo inestable necesita ser ortogonal al flujo basico en el
producto interno de la energia (Skiba, 2000);

h} la razén de crecimiento del modo més inestable es acotado superiormente por
una estimacién tedrica {Skiba, 2000);

i) para el modon de Verkley (1990), la vorticidad de cada modo inestable necesita
ser cero en la region interna del modén ¢, (S;);

j) la generacioén y disipacién de energia de la perturbacién puede explicarse con
ayuda de la formula (5.34).

Los requisitos a) y h) se han cumplido en todos los experimentos. también g) indica
que la amplitud de cada modo ivestable necesita ser ortogonal al flujo basico en el

producto interno de la energia: <ﬁ, A@> = (). Esta propiedad siempre se cumplié para
flujos zonales, ya que todos los modos calculados tiene la forma (5.3):

WA, 1, t) = U(p)e™ e = Rel(p)e™ ) (5.36)

Es decir que tiene una estructura arménica en la direccion A:
. o~ ~ o~ b A 1 [ 5
= == * —_— —ium. =
<W,A\p> - <A'I',\If> - [_1 AT ()T () {%/ﬁ e d/\}d,u 0

a} Flujo polinomio de Legendre.
Este flujo (5.16) esta descrito por el tinico Polinomio de Legendre de gradon > 1
como

T(p) = aPY(p) (5.37)

donde @ es la amplitud. La matriz estabilidad L para estos flujos { ver ecuacién 5.12)
fue analiticamente analizada por Skiba y Adem (1988]). '

1. Sea n = 1. En este caso la matriz estabilidad L es la diagonal, con elementos
imaginarios puros L,,. Asi que, los valores caracteristicos coinciden con los elementos
diagonales y por lo tanto w, = 0 para cualquier eigenvalor. Por lo tanto todos los
modos son neutrales y para cualquier valor de la amplitud a del flujo PL . La amplitud
de cada modo coincide con el correspondiente armonico esférico Y, (A, p), ¥ por lo tanto
es simétrico o antisimétrico alrededor del ecuador, dependiendo de que n — m sea par
0 impar.

2. Sea ahora n = 2. Entonces la matriz estabilidad L es la tridiagonal, y los
calculos obtuvimos que w, = 0, para todos los eigenvalores, o sea que, todos los modos
son neutrales. Por lo tauto, cualquier flujo PL de grado uno o dos es exponencialmente
estable, lo cual estd de acuerdo con la proposicién 3.
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3. Sean =3ya=0.08. Aqui n es impar, y esta de acuerdo con la condicién &}, por
lo tanto la amplitud de todos los modos, puede ser de dos tipos: simétrica o antisimétrica,
alrededor del ecuador p = 0. El modo mas inestable (5.13) es simétrica alrededor del
ecuador, teniendo w, = 0.2073 y como numero de onda zonal m = 2, y el nimero
espectral x, de su amplitud es igual a 11.999 (el correspondiente nimero dado segin
la proposicién 5 que es x3 = 12 ). El segundo modo inestable tiene el valor w, = 0.1576
y como nimero de onda zonal m = 1, ésta es anfisimétrica alrededor del ecuador, y el
nimero espectral xg de su amplitud también como 11.999, ver tabla 1. Los nimeros
espectral xg numéricos para cada modo normal deben de ser igual o aproximarse al valor
teorico x3 = 12=3(3+1)=n(n+1) ya que cada modo normal tiene el mismo flujo basico
¥ (p) = aP%(y). El perfil de la velocidad del flujo bésico & se demuestra en la figura
5.1a, mientras que las partes reales de la amplitud T, del primero y segundo modos méas
inestables se presentan en la Figura 5.1.b y la Figura 5.1.c, respectivamente. Todos los
graficos de flujos béasicos T y la parte real de la amplitud ¥, que se presentan en este
capitulo estan dadas sin dimensiones. Por conveniencia vy con el propédsito de explicar
los resultados se usa la formula (5.34). Las figuras del campo de funcién de corriente de
la amplitud de la perturbacién (fig. 5.1b-c} se marcaron con los simbolos ™+ + +’y '+’
en las posiciones de los jets del flujo basico que son las crestas y los valles del campo
de velocidades u, respectivamente de fig. 5.1a. En efecto, el perfil de la componente %
tiene la misma inclinacién dentro de cada region (en el canal) entre las dos lineas vecinas
marcadas con simbolos diferentes, y esta inclinacion se cambia al pasar de una regiéon a
otra. Puede notarse que en todos los modos, con valores de la amplitud distinta de cero,
estan confinadas en la misma banda latitudinal (Tung, 1981). Un analisis de los campos
demuestra que ambas integrales de la formula (5.34) contribuyen a la inestabilidad para
el modo mas inestable (fig.5.1a), mientras que la primera integral es la que domina en
generar la inestabilidad en el segundo modo (fig.5.1b). Puede notarse también que
los valores de w'v’ son mas pequefios en el segundo caso. En los experimentos que
se realizaron, la magnitud de [w,| aumenta con el aumento de la amplitud del fiujo
basico «. Este hecho estd de acuerdo con el requerimiento teorico h. Usamos este
requerimiento para controlar la razén de crecimiento de los modos incstables. Los
pardmetros principales de los dos modos mas inestables (con nimero de onda zonal m,
la parte real w, y la parte imaginaria w; del eigenvalor, nimero espectral xg, e-umbral
temporal 7., y el periodo T') se muestran en la tabla 1.
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Tabla 1. Los modos mds inestables del flujo PL (5.87), n = 3, a = 0.08

Modos m Wy Wy X5 7. (dias)  Periodo T (dias)
1 2 0.2073  -0.7334  11.9999 0.76 1.36
2 1 0.1576 0.0670  11.9999 1.00 14.90
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Fig. 5.1 El perfil de velocidad @(y) de el flujo polinomio de Legendre (5.37) con
n=3, a=0.08 {a}, y contarnos de la amplitud ¥r(A,u) de los dos modos mds inestables
correspondiente a wyr=0.2073 (b) ¥ wr=0.1576 (c).
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ZONAL WIND  u{m/sec) ¥ 5

CONTOUR FROM — 04 T9 ~ (4 5Y 4

Fig. 5.2. E} perfil de velocidad ﬁ(plde el flujo polinomio de Legendre (5.37) con n =4, a =
0.06 (a), y contornos de la amplitud Wr(\,x) de los cuatro modos mas inestables correspondien-
te a wy=0.2604 (b), wr=0.2373 {c). wr=0.1924 (d) y wr=0.1485 fe).
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Fig. 5.3. El perfil de velocidad #%() del flujo polinomio de Legendre (5.37) con n=5,a =

—0.06 (a), y contornos de la amplitud &, () ») del modo mds inestable correspondiente a w, =
0.4922 (b).
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4. Sean =4y a = 0.06. El perfil de la velocidad del flujo béasico % se demuestra
en la figura 5.2a, mientras que los contornos de la parte real ¥,.(}, 1) de la amplitud
de los cuatro modos mas inestables se presentan en las figuras 5.2b-e. Como 7 es par,
la amplitud de todos los modos son asimétricos alrededor del ecuador, en este caso las
perturbaciones se localizan basicamente en los dos hemisferios. El niimero espectral xg
de su amplitud casi coincide con el valor tedrico x; = 20 indicado por la proposicion
5. Un analisis de los campos, demuestra que ambas integrales de la formula (5.34)
contribuyen a la inestabilidad de los primeros tres modos mas inestables {Figuras 5.2b-
d), para el cuarto modo inestable, la contribucién de la primera integral en generar la
inestabilidad es més débil (Figura 5.2e). Los parametros de estos modos se dan en la
tabla 2. Es de notarse que los requisitos ¢), ) - k) se cumplieron también.

Tabla 2. Los cuatro modos mds inestables del flujo PL (5.13), n = 4, a = 0.06.

Modos m Wy w; X§ 7. (dias)  Periodo T {dias)
1 2 0.2604 -0.1099 19.9999 0.61 9.09
2 2 .2373 0.6876 19.9999 0.67 1.45
3 3 0.1924 0.4080  19.9999 0.82 2.45
4 1 0.1485 -0.0578  20.0000 1.07 17.28

3. Sea ahoran = 5y a = ~0.06. El perfil de la velocidad de el fiujo basico
u se demuestra en la figura 5.32, v los contornos de la parte real @T(A, i) del modo
mas inestable se presenta en la figura 5.3b. El nimero de onda-zonal del modo es
m = 2, v la amplitud del modo es simétrica alrededor del ecuador {n es par). Las
perturbaciones se localizan en la vecindad de las dos corrientes de chorro y las dos
integrales de la férmula (5.34) contribuyen a la inestabilidad, dominando més el primero.
Los pardmetros principales de los siete modos maés inestables se dan en la tabla 3. Como
es de observarse los requerimientos c), f) - h) quedan satisfechos y el niimero de onda
zonal dominante fuem =2y m = 3.

Tabla 3. Los Siete modos mds inetables del flujo PL (5.37),n =5, a = —0.06

Modos m Wy w; X5 7. (dias)  Periodo T (dias)
1 2 0.4922 0.0592  29.9945 (.32 16.87
2 2 0.4688 0.1809  30.0000 0.33 5.52
3 4 0.3630 0.4042  29.9999 0.43 2.47
4 3 0.3222 0.0110  30.0000 0.49 90.82
5 3 0.2745 0.3886  29.9999 0.57 2.57
6 2 0.1662 -0.6740  29.9999 0.95 1.48
7 1 0.1421 0.1088  29.9999 1.11 9.18

6. Consideremos el caso de n = 6 y a = 0.03. Los pardmetros principales de los siete

modos mas inestables se dan en la tabla 4. Las perturbaciones inestables se localizan
en el hemisferio norte {modos 2, 3 v 4), en el hemisferio sur (los modos 1,6y 7), y en
los trépicos (el modo 5). Como se ve en la tabla 4 los requerimientos ¢), f) - h) quedan
también aclarados.
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Tabla 4. Los siete modos mds inestables del flujo PL (5.87), n = 6, a = 0.03

Modos m Wy W; X5 7. (dias)  Periodo T (dias)
1 2 0.3471 0.1376  41.9999 0.45 7.26
2 2 0.3435 0.5340  41.9999 0.46 1.87
3 3 0.2700 0.3b56  41.9999 (.58 2.81
4 4 0.2463 0.2251  42.0000 (.64 4.44
3 5 0.2137  -0.3101  42.0000 0.74 3.22
6 4 (.1994 0.3646  42.0000 0.79 2.74
7 3 0.1798 0.0786  42.0000 0.88 12.71

7. Sean = 7y a = 0.01l. Los pardmetros principales de los doce modos més
inestables para este caso, se dan en la tabla 5. La mayor parte de los modos (modos 1,
2, 6, 7y 8-12) son simétricos alrededor del ecuador (requerimiento e) y se localiza cn
latitudes medias. También las condiciones ¢), f} - h) quedan cumplidos.

Tabla 5. Los doce modos mds inestables del flujo PL (5.37), n =17, a = 0.01

Modos m Wy w; X§ T. (dias)  Periodo T (dias)
1 2 0.1245 -0.3719  56.0000 1.27 2.68
2 2 0.1181 0.4005  56.0000 1.34 2.49
3 4 0.1153 0.1564  55.9999 1.37 6.39
4 5 0.1115  -0.27v15%  55.8999 1.42 3.68
) 6 0.1112  -0.2Y32  56.0000 1.43 3.65
6 4 0.1027 0.1891  55.9999 1.54 5.28
7 3 0.0828 0.3586  55.9999 1.91 2.78
8 ] 00786 -0.1774  56.0000 2.02 5.63
9 1 0.0755 0.0630  56.0000 2.10 15.86
10 3 0.0739 0.0983  56.0000 2.15 10.16
11 1 0.0727 0.0635  56.0000 218 15.73
12 2 0.0645 0.0271  56.0000 2.46 36.81

b} Ondas zonales de Rossby-Haurwitz (5.14).
Estas ondas basicas son de la forma
~ 2

Pl == (Xn: 2)

donde x, =n(n+1),n>1ya=0eslaamplitud. Esta es un caso (vonal) particular
de la onda RH estacionaria

i+ aP>(p) (5.38)

- 9

TRDIR N

el cual es una solucion exacta de la EVB (5.5).

1. Consideremos al caso de n = 5y a = 0.0052. El perfil de velocidad del flujo basico
2 ¢s simétrico alrededor del ecuador (figura 5.4a) y tiene un jet en latitudes medias,
Tenemos cuatro modos inestables diferentes, siendo el primero casi estacionario (ver
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tabla 6). El ntimero espectral xg de la amplitud de estos modos casi coincide con la
estimacion tedrica x5 = 30 indicada por la proposicién 5. La parte real del modo (5.35)
puede escribirse también como

UL\ u,t) = {"I}(u) e“rteosm ()\ + g—(ﬁ&)- + -Si—t) (5.39)

o bien R R
UL(A, p,t) = er? [‘If,.(,\, i) coswt — (A, p) sin wit]

donde ¥ es velocidad de fase, y la fase inicial % depende de u. Para ¥t positivo (o
negativo) el modo se mueve al oeste (al este). Los contornos de la parte real (5.39)
del modo mds inestable se da en la figura 5.4b-d, en los instantes ¢ = 0, ¢t = 7/8
y t = T/4, respectivamente. El modo se mueve muy lentamente hacia el ceste. La
variacién espacial del campo (5.39) con €l tiempo se debe a la dependencia de la fase
inicial 27(5_) con el p. La amplitud de modo més inestable es antisimétrica alrededor del
ecuador (n es impar). Un anélisis demuestra que ambas intergrales de la formula (5.34)

contribuyen a la inestabilidad. Asi que los casos f} - h) quedan satisfechos.
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Fig. 5.4. Perfil de velocidad %} de 1o onda Rossby-Haurwilz zonal (5.38) con n = 5, ¢=-0.0052 (a), y con-

tornos de la amplitud @r(A,p,t) del modo mas inestable (wr=0.0268) cn t=:0 (b}, t=T/8 (¢) y t="T/4
(d).
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Tabla 6. Los cuairo modos mds inestables del flujo zonal RH (5.38), n = 5,
a = 0.0052

Modos m Wy w; X% Te (dias)  Periodo T (dias)
1 1 0.0268 0.0064  30.0000 5.92 1556.15
2 1 0.0151 0.0287  30.0000 10.52 34.74
3 3 0.0142 -0.1255  29.9999 11.16 7.97
4 2 0.0041  -0.2510  30.0000 38.20 3.98

2. Sean =6y a = 0.002. Tenemos tres modos inestables diferentes, siendo los
primeros dos casi estacionarios (ver tabla 7). El niimero espectral xz de la amplitud
de estos modos coincide con el valor tedrico xs = 42 indicado por la proposicion 5.

Tabla 7. Los tres modos mds inestables del flujo zonal RH (5.38), n = 6, a =
0.002.

Modeo m Wy Wi Xg 7. (dias)  Periodo T (dias)
1 1 0.0103 0.0128 42.000 15.31 77.68
2 2 0.0085 0.0303 42.000 18.51 32.90
3 2 0.0014 0.1031 42.000 107.15 9.69

3. Sean =7y a= —0.004. El perfil de velocidad del flujo basico u es simétrico
alrededor del ecuador (figura 5.5a) ¥ hay cuatro corrientes de chorro. Los parametros
principales de los ocho modos mis inestables se dan en la tabla 8. Casi todos ellos son
estacionarios. El nimero espectral xg de la amplitud de estos modos pricticamente
coinciden con la estimacién tedrica x7 = 56 indicada por la proposicién 5. Los contornos
de ¥.(\, 1) para el modo mas inestable correspondiente al w, = 0.0515 se muestran en
la figura 5b.
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Fig. 5.5. El perfil de velocidad %(p) de la onda Rossby-Haurwitz zonal (5.38)

con n=7, a=-0.004 (a) y contornos de la amplitud ¥r(A,u,t) del modo mas inestable
correspondiente a wy=0.0515 (b).
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Tabla 8. Los ocho modos mds inestables del flujo zonal RH (5.38), n = 7,
a = —0.004.

Modos m Wy w Xg  Te (dias)  Periodo T (dias)

i 2 0.0515 0.0099  56.000 3.08 100.65
2 2 0.0501  -0.0067  56.000 3.17 148.80
3 3 0.0370 0.0044 56.000  4.29 223.45
4 3 0.0362 0.0035 56.000 4.39 279.75
) 4 0.0266 -0.0093 56.000 5.96 106.53
6 5 0.0157 -0.0554 56.000 10.12 18.03

7 1 0.6128 -0.0011 55999 12.36 867.33
8 1 0.0081 0.0089 55.999 19.58 111.73

c) Flujo zonal en la forma de un modén monopolar (5.40).
Sea ¥(p) la funcidn de corriente basica zonal para el modén monopolar caso especial
de la ecuacién (5.26) con vorticidad absoluta uniforme en la regién interna:

\"I;( ) . BoSf;(G) —wot+D, en ‘PL(So)
= BiTO(B) —wipn+D; en p(S;)

(Verkley, 1990). Este flujo zonal esti definido de manera distinta sobre dos regiones de
la esfera 52, En la regién del modén interno ¢,(S;} = {(A\, i) : p > pa} v en la region
del modén externo ¢,(S,) = {(Au) : p < e}, 0 < po < 1. Aqui w, = 2/{(x, — 2);
w; = 2/(Xe—2); B,, Bi, D, y D; son constantes; p = y, es la frontera entre las regiones
S; v So; 52(0) = P2(— cos8); 8 es la colatitud; T%(6) = Incos ().

El flujo zonal (5.40) tiene vorticidad absoluta uniforme en la regién interna S; (Ver-
kley, 1990) el cual se localiza sobre el polo N = N’'. Los parametros principales del
modén son ¢ = 8.06 y ¢, = 65.277. El perfil de velocidad del modoén % (Fig.5.6a)
tiene tres corrientes de chorro sobre la regi6n externa S, del modén. El modo mas
inestable se_ obtuve con tres distintas truncaciones: 1oy, T3; v Tye. Los contornos de la
parte real ¥, (A, 1) de la amplitud de este modo se presentan en las figuras 5.6b, 5.6¢
y 5.6d, respectivamente. Los pardmetros basicos del modén se dan en la tabla 9. En
la Fig. 5.6b-d, las perturbaciones se localizan en un cinturén latitudinal de la region
S, externa del modén, lo cual estid de acuerdo con la proposicién 6. En este cinturon,
la inclinacién del eje principal de los vértices es opuesto al del perfil de velocidad del
modoén, este resultado estd de acuerdo con la primera intergral de la férmula (5.34). La
segunda integral (5.34) contribuye menos al crecimiento de la energia que el primero, y
principalmente en la vecindad de la corriente de chorro central que contiene perturba-
ciones importantes. En las regiones polares no hay perturbaciones, y por lo tanto no
hay impacto en el comportamiento de la energia.

Puede notarse que todavia no hay una concordancia total en los resultados tedricos
y humeéricos con la truncacién Ty,. En la tabla 9 se demuestra una convergencia de los
resultados numeéricos conforme el niimero de truncacién M y IV de la serie de Fourier
aumenta (5.8), esta convergencia es muy lenta. Por ejemplo para el modo mas inestable
puede verse que hay todavia una diferencia entre el valor tedrico x, = o{c+1) = 73.02
del niimero espectral x3 segiin la proposicion 6 (el corolario) y el valor numérico el cual

(5.40)
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es igual a 80.72 en la resolucion 75y, 70.56 en la resolucion Ty, y 74.60 en la resolucion
Tys. Para el segundo modo mas inestable el correspondiente valor numérico se acerca
méas al valor tebrico que es igual a 78.81 en 5y, 73.95 en T3, ¥y 73.11 en Ty, Mas
sin embargo como se nota en la figura 5.6b-d, el modo mas inestable es de la misma
estructura en las dos resoluciones 75y v Ty, pero su estructura se cambia en la resolucion
Ty Esta situacién ocurre cuando el modoén tiene pocos modos inestables (por lo menos
dos) con parte real w,, aproximadamente iguales. Dikii, (1976) demostré que los modos
mas inestables de un flujo zonal siempre corresponden a los eigenvalores aislados. Por
otro lado si la distancia entre dos eigenvalores aislados con partes reales méaximos w, es
muy pequeiio, entonces se requiere una mayor resolucion para aproximarse bien a un
eigenvalor concreto y al correspondiente modo normal. Por lo tanto, el cambio de la
estructura del modo maés inestable se debe a una insuficiente resolucion en los célculos
y errores de truncacién muy grandes (Simmons et al. 1983, Skiba, 1998). A pesar
de que el nimero espectral xg para los primeros dos modos mas inestables calculados
convergen al valor teérico x, = 73.02, conforme los nimeros de truncacion M y N de
la serie de Fourier (5.8) aumenta, la convergencia es lenta y por lo tanto, se requiere
una mayor resolucién para obtener resultados precisos. Este fendmeno se explica por el
hecho de que la derivada u del modon es discontinuo en la frontera p = p,, que separa
las regiones S; v S, sabre la esfera (Verkley, 1990; Neven, 1992), o sea que el moddn no
es tan suave como e} flujo PL o la onda RH. Como un resultado, la serie de arménicos
esféricos para el modén y su perturabacién convergen mas lentamente (en la norma
Sobolev’s) que los correspondientes a los flujos PL y ondas RH {Topuria, 1987; Skiba,
1989, 1994, 1997). Mas sin embargo, debido al fenémeno de Gibbs (Davis, 1963), la
convergencia de la serie de Fourier es mas rapida dentro de las regiones S; y S, que en
la vecindad de la frontera p = y,, asi que no importa qué tan grandes sean M y N,
en algn punto de la esfera S? las sumas finitas (5.8) son muy cercanas a las mismas
funciones ¥, %' y &', pero en otros puntos estas sumas difieren mucho de ¥, %' y £'. Por
lo tanto las truncaciones M y N mayores que 42, deben de usarse en {5.8) para reducir
los errores numéricos. La importancia de usar grandes resoluciones para la solucion
del problema espectral (5.15) en teoria lo ha demostrado recientemente Skiba (1998) y
numéricamente Neven (2001) que ha usado la resolucion T34 y ¢l método de potencia
cn el estudio de estabilidad de modos normales, de modones sobre la csfera.
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Fig.5.6. El perfil de velocidad %(u) del modén monopolar (5.40) con 6=8.06 y
$a=65.27° {a), ¥ contornos de la amplitud ¥r{A,u) del modo més inestable en la
truncacién Ty {b), Ta;1 (¢} y Tez (d).
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Tabla 9. Los modos mds inestables del modon zonal uniforme (5.40) en T, Ty
¥ Tag,
o = 8.06, ¢, = 65.277.

Truncacion Modo m Wy w; Xg 7. {dias)  Periodo T (dias;
o 1 5 0.0524 0.0177  80.72 3.03 56.34
T3 1 3 0.0627  0.0373 70.96 2.53 26.74
Tz 1 5 0.0569  0.0457 74.60 2.79 21.87
d) Flujo zonal observado y fiujo zonal como una combinacion lineal de

by P2 (1)

A pesar de que hemos considerado varios flujos zonales, estos todavia son muy
idealizados. La corriente de chorro subtropical de HN en DEF es muy fuerte y de
acuerdo a observaciones, ésta se evidencia en los niveles altos entre 200-300mb. En la
Fig. 3.5a. se muestra un perfil de flujo zonal de enero en 200mb, donde observamos
corrientes de chorro en ambos hemisferios y una region de los estes alrededor del ecuador.
De los criterios de estabilidad expuestos, el que se aplica mas directamente es la de
Rayleig-Kuo y el algoritmo numérice.

En este sentido se calcul6 la derivada % de la vorticidad absoluta 7 = AW + 24

del ftujo zonal observado, de polo a polo y se encontré que %E cambia de signo en
aproximadamente 140° de colatitud (fig. 5.7a). Lo cual de acuerdo con el criterio
Rayleigh-Kuo hay modos normales inestables para este flujo, y al usar el algoritmo
numeérico de estabilidad, se obtuvieron los primeros dos modos inestables (tabla 10a)
con numero de onda zonal, m = 5 y m = 7 respectivamente (fig.5.7b-c}. Estos se
localizaron a un lado del Jet, lo cual esta de acuerdo con la ecuacion (5.34). Apro-
ximadainente este flujo 4(w) zonal observado es simétrico con respecto al ecuador, en
este sentido podemos concluir que cuando se consideran campos de viento promediados
zonalmente, fue dificil encontrar grandes gradientes de vorticidad absoluta negativos
promediados zonalmente, y por lo tanto aparecieron pocos modos normales inestables.
Por lo cual, el proceso de inestabilidad barotropico parcce no ser importante, por lo
tanto, la incstabilidad baroclinica es la que podria dominar.

Tabla 10a. Los dos modos mds inestables pare el flujo zonal observado de enero
200mb.

modos m  w, W X5 Te(dias) Periodo T (dias)
1 5 0.02315 0.5353  188.48 6.87 1.86
2 7 0.01843 -0.7659 193.55 8.63 1.30

Por otro lado como se vio en el capitulo 3, un Hujo zonal ¥(u) basico parecido al
observado, se puede construir como una combinacion lineal de polinomios de Legendre
normalizado:

N
“I;(I‘) = ijpzog+1(ﬂ) (5.41)
2=0

donde los cocficientes se eligen de tal forma, que la suma representa el flujo zonal
observado. Con N = 7 v usando los valores bg = 0.2677, by = 8.20 x 1072, by =
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~5.95 x 1072, by = 1.067 x 1072, by = 2.1081 x 1073, b5 = —3.71 x 1073, bs =
2.57 x 1073y b, = —6.475 x 107, lo cual al escalarlos mostramos en la Fig. 3.5b el
perfil de flujo zonal muy realista, parecido a los campos observados climatologicos de
la Fig. 3.5a. El perfil de velocidad de este flujo zonal, tiene también un jet en latitudes
medias y también un flujo del este en los tropicos. Al resolverse el problema espectral
(5.15) con este flujo zonal (ecuacion 5.41), se obtuvo para los primeros dos modos més
inestables { ver tabla 10b) con niimero de onda zonal m = 7 y m = 5 respectivamente
{fig. 5.8a-b). Las perturbaciones inestables se localizan en latitudes medias por la lateral
del lado polar de los jets y esto esta de acuerdo con la formula (5.34).
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Fig. 5.7. El perfil del gradiente de vorticidad absoluta meridional del flujo zonal
de 200mb de cnero (a} y contornos de la parte real ¥y (X, 1) de la amplitud de los dos
modos mas inestables wy = 0.02315 (b) y wr = 0.01843 (c).
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Fig. 5.8. Contornos de la parte real \ir(A, u} de la amplitud de los dos modos
mas inestables wr = 0.02315 (a), y wr = 0.01843 (b) correspondiente al flujo zonal
combinacién lineal de polinomios de Legendre.
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Tabla 10b. Los dos modos mds inestables para el flujo zonal combinacion lineal de
palinomios de Legendre b; P2(u).

modos m wy . W X§ 7. (dias) Periodo T (dias)
1 7 000773 —0.41318 202.77 20.77 2.42
2 5 0.00523 0.28568  223.61 30.39 3.50

5.4.2 Estabilidad lineal de ondas Rossby-Haurwitz

Sea la onda basica Rossby-Haurwitz (RH) estacionaria

Y p) = —wp+ i TmY™ (A, 1) (5.42)

m=--n

= —wu+ \Imem( ) cosmA

o bien, especificado por la vorticidad relativa basica

EXp) = 2wp—xn ¥, TPV, p) (5.43)

m=—n

= 2wy — Xa WP (1) cosmA

donde n> 2, w = x—f—_—; ¥ Xo = n{n+1). Una onda RH esta representada por (m, n),
donde m es el nimero de onda zonal y n es el nimero de onda total. La estabilidad de
estas ondas RH fue considerada por Hoskins (1973), Baines (1976), Harsma y Opsteg
(1988) y Zang (1988). La existencia de una amplitud critica para las ondas RH fue indi-
cada por Hoskins (1973}, Baines (1976) y Zang (1988). La parte real de la perturbacién
(13) obtenida por el métado de modos normales, puede escribirse como

U (A, p, ) { ) cos (m)\ + Arg\lfm + w; ) } (5.44)
n=0 m=-n

e) Inestabilidad de la onda RH (2,3)
Esta onda como un caso particular de (5.19 6 5.42) es de la forma

(A ) = —wp + TIP3 (1) cos 2A

Con w = ;{—32-_-—2- Para ver la existencia en nuestros cilculos de una amplitud criti-
ca, consideremos las siguientes amplitudes E’% = (.0133333351, 0.014, 0.0153333351,
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0.0233333351, v se muestra, en la figura 5.9a-d el correspondiente flujo basico 7 y en la
tabla 11, se presentan los parametros obtenidos por el algoritmo de estabilidad.

Para esta onda RH (2,3), Haarsma y Opsteegh (1988) encontraron gue la interaccion
triada estd formada por la onda primaria (2,3} y dos perturbaciones (1,2) y (1,4}, lo
cual estd de acuerdo con nuestros calculos numéricos, por- ejemplo para el modo més
inetable (tabla 11b-d).

Tabla 11a. Los modos mds inestables de la onda RH (2,3) en Ty;. En la amplitud
T2 = 0.0133333351,

(m, n) de mayor ampl. T T

l@ﬁl en orden decre. modos  wr wi Xe (dias)  (dias)
(—-2,3),(2,3) 1 336-1077 —2.65-1077 12.07 473393.3 3761041.
(—2,3),(2,3) 2 2291077 —1.75-1077 12.44 693758.6 5687705.
(2,3),(—2,3) 3 .. .. .
(-2,3),(2,3),(1,3), 4

Tabla 11b. Los modos mds mestables de la onda RH (2,3) para Tg]_ En la amphtud
72 = 0.14.
(m,n) de mayor ampl. Te T
I@;"[ en orden decre. modos  wy wi Xe (dias)  (dias)

(1,2),(-1,4),(—3,4) 1 0.000782 .176274 11.99 203.5 5.6
(2,3),(-2,3) 2 899-10"% 1.40-107% 12.0 17695.2 T10567.
(—2,3),(2,3) 3 2.38-1077 -1.98-1077
(2,3),(-2,3),(1,3), 4 “
Tabla 11c. Los modos mds inestables de la onda RH (2,3) para T21 En la amphtud
¥2 = 0.0153333351.

(m,n) de mayor ampl. 7, T

j@;"] en orden decre, modos  wy wi Xg (dias)  (dias)
(—1,2),(1,4),(3,4) 1 0.004282 —-0.1729 12.00 37.17 5.78
(2,3),(-2,3) 2 3.28-107% —1.52-107% 11.99 4839.4 655292.3
(—2,3),(2,3) 3 546-1077 —1.80-1077
(2,3),(—2,3) 4

Tabla 11d. Los modos mds mestables de la onda RH (2,3) para T21 En la amplitud
\1‘2 = (.233333351.

(m,n) de mayor ampl.

= modos w, wj X5 e, T:
‘\If;”l en orden decre. T ! ¥ (dias)  (dias)
(1,2),{-1,4), (-3,4) 1 0.0307  0.1589 11.99 518  6.28
(2,3),(-2,3) 2 7.11-107% 2.11-107° . 11.09 223622 472878.6
(—2,3),(2,3) 3 5.64-1077 —1.47-10"% 12.00 ..
(2,3), (~2,3) 4

En estos experimentos se encontré que sélo hay ur modo normal mestable (ﬁg
5.10b-d), excepto para el primer caso con amplitud 1112 = (1.0133333351, en el que no
encontramos ningtin modo inestable y como podemos notar el valor de w. en las tablas
11a-d hay una amplitud critica cerca de 92 = 0.14. La componente de mayor amplitud
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@,T de la parte real ¥, que més predominaron son 1 @%! y ‘{I}Zl‘ . En la fig. 5.10b-d
notamos una situacién interesante de la trayectoria que siguen las perturbaciones a lo
largo del flujo basico: Perturbaciones alargadas zonalmente (v’ > ') se mueven sobre
la lateral del jet tropical (figs. 5.9b y 5.10b). En la fig. 5.10c se observa que las
perturbaciones se localizan sobre la zona de difluencia del jet tropical (fig. 5.9c) y para
el caso de un flujo basico con mayor amplitud (fig. 5.9d), las perturbaciones se localizan
sobre la zona de confluencia (figs. 5.9d y 5.10d). La estimacién numérica del ntimero
espectral g para las distintas amplitudes casi coincide con el valor tedrico que es 12 y
esta de acuerdo con la proposicién 5.
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Fig. 5.9 Onda Rossby-Haurwitz basica (), g)=-wu+T3?Ps2(p)cos 2 , en las am-
0.014 b}, 0.0153333351 ¢) ¥ 0.0233333351 d).

1

)

plitudes W32= 0.0133333351 a
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Fig. 5.10 Contornos de la parte real @r()\,u) del primer modo normal, estable
wr=3.36 x 1077 a); y el méas inestable wy=0.000782 b), wr=0.00428 ¢) wy=0.0307 d).
Correspondientes a cada amplitud de la onda RH (2,3) de la fig.5.9a-d respectivamentes.
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f) Inestabilidad de la onda RH (2,5)
Ahora esta onda es de la forma

T p) = —wp + @ng(p) cos 2A

con w = ﬁ Consideramos las amplitudes E:g = 0.0011333351, 0.002, 0.003, 0.004,
v se muestra en la figura 5.11a-d los correspondientes campos de funcién de corriente
basicos y como podemos notar son muy parecidos al climatolégico de algun (100-300mb)
nivel superior de la atmésfera. Incluso esta onda RH (2,5) en su configuracion se parece
a la onda Wu-Verkley. En las tablas 12a-d se presentan los pardmetros obtenidos por
el algoritmo de estabilidad y hay modos inestables por mucho que le bajemos a la
amplitud ¥2.

Tabla 12a. Los modos mds inestables de la onda RH (2,5) en T3,. En la amplitud
02 = 0.0011333351.

(m,n) de mayor ampl. 4 7 T

en orden decre. mocos ¢ “ X9 (dias)  (dias)
(- s 5),(0,2), (3,7) 1 0.007589  —0.037485 29.99 20.97  26.67
(3,5),(2,4) 2 0.001230 0.1045434 30.00 129.3 9.5
(3,4),(0,3) 3 2.18-107% 2.43-1077 30.0 72031. 4109942.
(4,5),(-5,6),(1,4), 4

Tabla 12b. Los modos mds znestables de la onda RH (2,5) para Tm En la amplitud
T, = 0.14.
(m,n) de mayor ampl. ., T
)@,’f en orden decre. 00408 O i X% (dias)  (dias)
(~3,5),(0,2),(3,7) 1 0.01045 0.03543 20.99 1522 2891
(5, 5),(2,4), (—4, 6) 2 0.0005 0.2151 30.01 317.5 4.64
(3,4), (0, 3) 3 1.9.1077 -2.65-1077 30.00 .. ..
(4,5),(~5,6),(1,4), 4
Tabla 12c. Los modos mds znestables de la cmda RH (2,5) en Tgl En la amphtud
’l'gf = 0.0153333351.

(m,n) de mayor ampl. T, T

l@;"' en orden decre. modos i Xe (dias)  (dias)
(~3,5),(0,2),(3,7) 1 0.01235  —0.03442 30.00 12.88  29.05
(5,5),(2,4), (—4,6) y 0.00134  —0.09647 30.00 1181  10.36
(3,4), (0,3) 3 0.00013  —0.14398 29.99 11753 6.94
(4,5}, (5,6) 4 1.83-107° 9.5-10-% 30.00 8687. 10525824

N Tabla 12d. Los modos mds inestables de la onda RH (2,5) en T5;. En la amplitud
U2 = 0.233333351.

(m,n) de mayor ampl. T, T

l@ml en orden decre. modos  wy Wi X (dias)  (dias)
(—3,5).(0,2),(3,7) 1 0.01469 -—0.02965 30.00 10.82  33.72
(5,5),(2,4),(—4,6) 2 0.012831 0.0784 30.00 12.40 12.74
(3,4),(0,3),(0,7) 3 0.00455 0.0891 29.99 34.94 11.21
(4,5), (—5,6), (1,4), 4 0.00053 —0.1425 30.00 2085  7.01
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El namero de onda zonal m gue mas predomina (tabla 12a-d) para el primer modo
mas inestable (figs. 5.12a-d) es m = —3 y m = b para el segundo modo méas inestable
(fig. 5.13a-d). En las figs. 5.12a,c-d se nota que es casi el mismo modo mas inestable,
localizéndose las perturbaciones sobre la zona de confluencia {fig. 5.12a-b) y después
sobre la zona de diffuencia del flujo basico {ver fig. 5.11c y fig. 5.12¢) respectivamente.
En el caso de menor amplitud (fig 5.11a), y para el segundo modo mas inestable (fig
5.13a) las perturbaciones basicamente se mueven sobre la zona de difiuencia de los
jets de latitudes medias. En el siguiente flujo basico (fig 5.11b) para el segundo modo
inestable las perturbaciones se extienden sobre la zona de los jets y en las figs. 5.13a,
¢-d se muestra basicamente el mismo patrén de perturbaciones de gran escala. La
estimacién numérica del nimero espectral xg para las distintas amplitudes casi coincide
con el valor tedrico que es 30 y esta de acuerdo con la proposicion 5.
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Fig. 5.11. Onda Rossby-Haurwitz basica (A, p):—wu+\—1}52P52(y) cos 2) , en las
amplitudes 5% 0.0011333351 a), 0.002 b), 0.0003 ¢) y 0.004 d).
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Fig. 5.12. Contornos de la parte real E’r(/\,p) de la amplitud del primer modo
normal mas inestable de la onda basica RH (2,5), wr=0.007589 a), wr=0.01045 b),
wr=0.01235 ¢} wr=:0.01469 d) correspondiente a cada amplitud de fig. 5.11a-d.




Fig. 5.13. Contornos de la parte real Wr(Au) de la amplitud del segundo modo
normal mis inestable de la onda basica RH (2,5), wr=0.001230 a), wr==0.0005 b),
wyr=0.001347 ¢) wr=0.012831 d) correspondiente a cada amplitud de fig. 5.11a-d.
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g) Inestabilidad de la onda RH (3,6)
Ahora esta onda es de la forma

T(A, p) = —wp + T P3 () cos 3A

COnt W = E‘g__m para distintas amplitudes {f'g = 0.0013333351, 0.0023333351, 0.003,
0.005, y se muestran en la figura 5.14a-d y su configuracion es parecida a algun nivel
superior (100-300mb)de la atmésfera. En las tablas 13a-d se presentan los pardmetros
obtenidos por el algoritmo de estabilidad. Aunque hemos bajado los valores de la
amplitud ¥, hasta casi un flujo zonal la onda basica demuestra ser inestable. En la fig.
5.15a-d se muestra el primer modo més inestable, correspondiente a cada flujo basico

H ( fig. 5.14a-d). Los arménicos de mayor amplitud I‘f’,’? del modo normal inestable,
que mas se imponen en los campos de ¥,.(A, i), figs. 5.15a-d, son (1,4) y (4,5). A menor
amplitud E:g hay perturbaciones de gran escala que se localizan en altas latitudes (fig.
5.15a-b). Para ondas RH (3,6} de mayor amplitud U2 sus perturbaciones del primer
modo mas inestable se localizan sobre los trépicos y latitudes medias (fig. 5.15¢-d)

B Tabla 13a. Los modos mds inestables de la onde RH (3,6) en Ty;. En la amplitud
U3 = (0.0013333351

(m,n) de mayor ampl. T, T
i:ff}'{‘) en orden decre. modos Wi X (dias)  (dias)
(1,4), (4,5), (-2,9) 1 0.01411  0.05301  42.00 11.27  18.86
(—2,5),(4,7) 2 0.00697  —0.03394 4199 2280  29.46
(3,6),(—3,6) 3 2.35-1076 1.31-107° 42.00 67657.3 75930.
(3,6),(—3,6),(6,6), 4

' Tabla 13b. Los modos mds inestables de la onde RH (3,6) para T5;. En la amplitud
T. = 0.0023333351

{(m,n) de mayor ampl. 4 i T, T
'II’"" en orden decre. fmoedos wr e X (dias)  (dias)
(—=1,4), (~4,5),(5,6) 1 0.0178 —0.0483 41.99 891 204
(2,5), (—4,7), (-1, 8) 2 0.0120 0.0341 41.99 13.1  29.2
(—3,5), (0,2), (3,7) 3 0.0088 —0.0654 41.99 17.96  15.2
(~1,3), (—4,4), (2,8) 4 0.0018 —0.1004 42.00 87.31  9.14

Tabla 13c. Los modos mds inestables de la onda RH (3,6) en Ty1. En la amplitud
Wi = 0.003.

{(m, n) de mayor ampl. T T
1@”“ en orden decre. modos - w; “i Xe (dias)  (dias)
(3,5), (0,2), (=3,7) 1 0.0203 0.0655 41.99 7.82 152
(4,5), (1, 4), (=5,6) 2 0.0181 0.0446 42.00 879 224
(~1,3), (2,8) 3 0.0146 —0.1003 41.99 10.8  9.96
(~2,5), (4,7) 4 0.0134 —0.0350 42.00 11.8 285
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Tabla 13d. Los modos mds inestables de la onda RH (3,6) en Ty;. En la amplitud

T2 == 0.005.
(rn, n) de mayor ampl. T
]{I;mj en orden decre. modos  uy Wi Xg
(3,5),(0,2),(~3,7) 1 0.0547 0.1331 29.99 2.90
(4 ,5) (1,4), (~ 5 6) 2 0.0527 0.1963 30.00 3.01
{— 1, 3), (2 8),{—4,4) 3 0.0473 0.0520 30.00 3.35
(~2,5),(4,7),(1,8) 4 0.0328 0.0614 30.00 4.85

(dias)

T

(dias)
7.51
5.09
19.22
16.2

Para el segundo modo normal mas inestable (fig. 53.16a-d) correspondiente a cada
campo basico RH (3,6) (fig. 5.14a-d) notamos que las perturbaciones en fig. 5.18a, se
localizan sobre las zonas de confluencia y difluencia de los jets de latitudes medias. En
la fig. 5.16b, estas perturbaciones demuestran mayor amplitud. En los segundos modos
normales son mas inestables ( fig. 5.4c-d) demuestran un alargamiento més meriodional,
lo cual esté de acuerdo con las ondas bésicas que también son de gran amplitud mostrada
en la fig. 5.14c-d. El nimero espectral xg para las distintas amplitudes casi coincide

con el valor tebrico que es 42 y estd de acuerdo con la proposicién 5.
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0.0023333351 b), 0.003 ¢) y 0.005 d).
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Fig. 5.14. Onda Rossby-

amplitudes ¥4, 0.0013333351 a
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correspondiente a cada amplitud de la onda RH
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wr—-0.0527 d)

)

0.0181 y ¢
correspondiente a cada amplitud de la onda RH (3,6) de fig. 5.14a-d.

Fig. 5.16. Contornos de la parte real Ur(Au) de la amplitud del segundo mo-

0.00697 a}, wr=0.0120 b}, wr=

do normal inestable, wr
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h) Inestabilidad de la onda RH (4,7)
Ahora esta onda basica RH es de la forma

(A, p) = ~wp + UEPHu) cos 47

donde w = —%5, y la estudiaremos para distintas amplitudes {174 0.0013333351,
0.0023333351, 0. 003 0.005. En la figura 5.17a-d se muestra el patrén de funcitn de
corriente bésica correspondiente a cada amplitud \Ii y en la tabla 14a-d se presentan
los pardmetros principales obtenidos por el algor:ltmo numérico de estabilidad. Esta
onda RH (4,7) es muy inestable. Para casi todos los modos inestables el valor numérico
de xg para las distintas amplitudes casi coincide con el valor tedrico que es 56 y esta
de acuerdo con la proposicién 5.

Tabla 14a. Los modos mds inestables de la onda RH ({,7) en To1. En la amplitud
¥4 = 0.0013333351

(m,n) de mayor ampl. T T
l@,’?l en orden decre. modos i X (dias)  (dias)
(—1,4), (=5,6), (7,8) 1 0.01298 —0.07131 5599 122 140
(2,5), (~2,9) 2 0.01108 0.05291 56.00 143 188
(2.6),(~2,8) 3 0.00735 0.02472 5599 21.6 404
(5,6), (~7,8),(1,4) 4 0.00532 0.04759 56.00 298  21.0

~ Tabla 14b. Los modos mds inestables de la onda RH (4,7) en Ty;. En la amplitud
i = (.0023333351

(m,n) de mayor ampl. 4 T, T
@:{‘l en orden decre. roedos G i Xe (dias)  (dias)
(-1,4),(-5,6),(3,8) 1 0.02536 —0.0799 55.99 6.2 12.5
(4,6), (0,2), (—4,8) P 0.02362 0.05782 56.00 6.7 17.2
(-2,5),(2,9),(—6,7) 3 0.02083 —0.05626 56.00 7.6 17.7
(3,5),(-1,5),(7,7) 4 0.01570 0.09109  56.00 10.1 10.9
Tabla 14c. Los odos mds inestables de la onda RH (4,7) en Ts. En la amplitud
Wi = 0.003
1 =0.003.
(m,n) de mayor ampl. T T
}':I}’“, en orden decre. modos W Xe (dias)  (dias)
(0, 2) (4,6), (—4,8) 1 0.03521 0.06439 56.00 4.5 15.5
(—1,4), (~5,6), (3,6) 2 0.03229 —0.09155 56.00 4.9 10.9
(~3,5),(=7,7) 3 0.02103 —0.09411 56.00 7.5 10.6
(4,5), (0, 3) 4 0.01891 0.13074 56.00 8.4 7.6

_ Tabla 14d. Los modos mds inestables de la onda RH (4,7) en T5;. En la amplitud
¥ = 0.005.

(m,n) de mayor ampl. T T
{I}ﬁ’“i en orden decre. modos Wi Xw (dias}  (dias)
(~1,4),{-5,6),(—1,2) 1 0.0583 0.1326 55.99 2.72 7.5
(0,2), (4,6),(~4,6) 2 0.0581 0.1220 5599 273  8.19
(—4,5), (0,3), (4,5) 3 0.0555 —0.1836 55.99 2.86  5.44
(—4,4), (6,4), (0,6) 4 0.0502 ~0.2749 56.00 3.16  3.63
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Para cada flujo basico, los arménicos de mayor amplitud ’lIfﬁmlque mas se imponen

en los primeros dos modos normales mas inestables son (-1,4) y (-5,6). Perturbaciones
de mayor amplitud se localizan sobre los jets subtropicales del atlantico, lado oeste
del Pacifico (fig. 5.18a). En la fig. 5.18b se observa que las perturbaciones siguen las
ramificaciones de la onda bésica (fig. 5.17b). Para el segundo modo normal, de cada
amplitud U2 (fig. 5.19a-d) se observa que las perturbaciones se extienden a lo largo de
las zonas de confluencia {fig. 5.19a) y a lo largo de los jets (fig. 5.19b,d) y por otro
lado la configuracién de perturbaciones de la fig. 5.19¢ es similar al de la fig. 5.18b.
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Fig. 5.17. Onda Rossby-Haurwitz basica (), p)=-wp+TP;*()cos 42 , en las
amplitudes ¥+* 0.0013333351 a), 0.0023333351 b), 0.003 ¢) y 0.005 d).

124



1)

R’ A \\ﬁ: g

N

5y

2
.

Fig. 5.18. Los contornos de la parte real {i’r(z\,ﬂ,) de la amplitud del primer mo-
do normal inestable, wr=20.01298 a), wr+:0.02536 b), wy=0.03521 y ¢) wr==0.0583 d)
correspondiente a cada amplitud de la onda RH (4,7) de fig. 5.17a-d.
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Fig. 5.19. Contornos de la parte real @r(A,p) de la amplitud del segundo mo-
do normal inestable, wyr=0.01108 a), wr=0.02362 b), wr=0.03229 y c) wr=0.0581 d)
correspondiente a cada amplitud de la onda RH (4,7) de fig. 5.17a-d.
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i) Inestabilidad de la onda RH (4,5)
Ahora esta onda es de la forma

T(A, p) =

con w = 2?272’ y sean las amplitudes U¢ = 0.0033333351, 0.0083333351, 0.0105, 0.0109,
y asi que el flujo basico correspondiente se muestra en la figura 5.20a-d y en la tabla
15 se presentan los parametros obtenidos por el algoritmo de estabilidad. Los campos
de la fig. 5.20c-d son més inestables.
Tabla 15a. Los modos mds inestables de la onda RH (4,5) en Ty. En la amplitud
Ut = 0.0033333351.
(m,n) de mayor ampl.

—wp + TEPH (1) cos 4

d ~ Te T
‘Eiml en orden decre. modos - Wr Wi Xe (dias) (dias)
(~1,3),(3,7), (=5, 5) 1 002320 —0.103442 29.99 6.85 9.66
(-2, ),( 6) 2 0.00316  0.060515  30.00 50.35 16.52
(4,5), (=4, 5) 3 2.5-10~7 2.37-10~6 30.0 613558.8 420574

(4.5). (—4.5),(0,2), 4

Tabla 15b. Los modos mds mestables de la onda RH (4,5 ) en To;. En la a.mphtud

1114 = 0.0083333351
(m,n) de mayor ampl.

FI"”‘ en orden decre. modos - w-

(— 13) (=5,5), (3,3) 1 0.0507
(—2,4), (2, ) (6,6) 2 0.0369
(—4,4). (0.2), (0, 4) 3 0.0327
(1,4),(—3,6), (—3,4), 4 0.0285

Tabla 15c¢c. Los modos mds itnestables de la

¥i = 0.0105.

(rn,n) de mayor ampl.

@"‘ en orden decre. modos  wr
(~3,5),(0,2),(3,7) ] 0.0549
(5,5), (2,4), (—4,6) 2 0.0511
(3,4),(0,3) 3 0.0463
(4,5), (-5, 6) 4 0.0315

N Tabla 15d. Los modos mds inestables de la
Ui = 0.0109.

(m,n) de mayor ampl.

}@’”I en orden decre. modos  w;
(1,3),(5,5), (~3,3) 1 0.0547
(4,4), (0, 2) (0,4) 9 0.0527
(2,4),(-2,8),(-2,6) 3 0.0473
(1,4),(-3,4),(-3,6) 4 0.0328

Las componentes de mayor amplitud An

Wy

—0.1167
—0.0614
—-0.1694
0.05918

X§

Te

(dias)
29.99 3.13

30.00 4.3

2

29.99 4.86
20.99 5.57

T

(dias)
8.56
16.28
9.90
16.89

onda RH ({,5) en T3,. En la amplitud

g

0.1277

--0.1893
—0.0533
—0.0610

X

29.99
29.99
30.00
30.00

Te

(dias)

2.89
3.11
3.43
5.04

T

(dras)
7.82
5.28
18.73
16.36

onda RH (4,5) en Ty;. En la amplitud

Wy

0.1331
0.1963
0.0520
0.0614

Xg

29.99
30.00
30.00
30.00

Te

(dias)
2.90
3.01
3.35
4.85

T

(dias)
7.51
5.09
19.2
16.2

que se manifiestan en el modo mas ines-

table (ec. 5.44) para la amplitud \fg = (.0033333351 de la onda RH (4,5) basica, son
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(-1,3) y (3,7) ( ver tabla 15a y fig. 5.21a). La componente (-1,3) se propaga hacia el
oeste mientras que la (3,7) se propaga hacia el este. Segin Zang (1988) estos modos
inestables forman una triada con la onda primaria (4,5). Las perturbaciones mostradas
en la fig. 5.21a-b muestran casi la misma configuracién y se asocian mas al caracter
ondulatorio del flujo basico (fig. 5.20a-b). Las perturbaciones de ia fig. 5.21c-d son
similares y se relacionan mas bien con la presencia de los jets tropicales en las zonas
de confluencia y difluencia. Para el segundo modo normal mas inestable (fig. 5.22a-d)
correspondiente a cada Rujo basico de fig. 5.20a-d, las perturbaciones de latitudes me-
dias estan adelante (fig. 5.22a), y atras (fig. 5.22b) de la vaguada y por esto es que
se nota que son ortogonales dichos contornos. Para casi todos los modos inestables el
valor numérico de xg para las distintas amplitudes casi coincide con el valor teérico
que es 30 y estd de acuerdo con la proposicién 5.
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amplitudes Us*, 0.0033333351 a
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Fig. 5.21. Contornos de la parte real @r(A,p) de la amplitud del primer modo normgal
inestable, wr=0.0560 a), wr=0.0557 b), wy=0.0549 y ¢} wr=0.0547d) correspondiente
a cada amplitud de la onda RH (4,5) de fig. 5.20a-d.
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Fig. 5.22. Contornos de la parte real @r()\,u) de la amplitud del segundo modo
normal inestable, wyr=0.00316 a), wr=0.0369 b), wr=0.0511y ¢) wr=0.0527 d) corres-
pondiente a cada amplitud de la onda RH (4,5) de fig. 5.20a-d.
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Veamos ahora cuél es el efecto de la friccion lineal, viscosidad y rotacion de la esfera
en la estabilidad exponencial de flujos incomprensibles sobre la esfera.

Sea la ecuacion de vorticidad sobre la esfera S? con forzamiento y disipacion sin
dimensiones

a—?g + J(¥, Ay + 20p) = —a A — v(s) (=AY T g + ],

donde ¢ = 1.65 x 1078571, es el drag lineal ¢ término de amortiguamiento lineal,
con dimensiones T™Y, v(s) es el coeficiente de difusion turbulento que tiene dimensiones
de L¥T~! v s es un ntiimero real , si s = 1 , entonces tenemos el término de difusion
fickiana o de viscosidad molecular de aire »(1) &~ 1.4 x 10‘5"‘72; st & = 2, entonces,
tenemos el coeficiente de difusién biarménica v es del orden (Hoskins y Ambrizi 1993)
de »(2) =~ 2.338 x 1016%—4.

El problema espectral discreto de ecuacion linealizada es ahora de la forma

LW (K, M\ p)=w(K)T (K, A u)
en el subespacio PN donde 7 = {V,} = {—x,¥,} = {-xT¥™} es eigenvector cuyas
componentes son los coeficientes de Fourier V, de la eigenfuncién V con n, < N. Donde
K=M-tN-1 y ¢l operador Lx : PX —» PX actua sobre los espacios de polinomios
esféricos PX y tal que
Li(' = J(Tar, AVINC) = T(Tae, TnG') — T o + v(s) (= A)] ¢

v la matriz Lg = {Lay} € CO+Y x CN+D* Dande los elementos de la matriz

M
LO")’ = Z Bﬂavz + Da'r - 0-505")' (545)
B(1)

siendo los coeficientes de interaccion triada:
4, 1 ! oP, OPs
Bﬁa’yz'?z()(ﬁ - Xy )./—1Pa (m.ﬁpﬁ_a—;_mT 78—# dp
y la matriz diagonal

Doy = {—vx} + 2im "} 6oy (5.46)

La friccion lineal (—od,. ) resulta sélo en desplazar todos los eigenvalores de la matriz
R+ D alaizquierda del eje real por un valor de o. Lo cual implica que la estabilidad de
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todos los modos aumenta con ¢. Este efecto también se observé con nuestro algoritmo
numérico al incorporar sélo el término de friccién lineal.

j) Inestabilidad de la onda RH (4,5) y RH (2,5) con disipacién

Por ejemplo para la onda RH estacionaria, especificado por el flujo béasico ¥ que
tiene forma de una onda Rossby-Haurwitz de grado n=5 y niimero de onda zonal m=4:

TN, 1) = —wp + 0.019P (1) cos 4X

2
Xs—2?

donde w =
inestables son:

vs = 30. Los pardmetros que se obtienen para los dos modos mas

_ Tabla 16a. Los modos mds inestables de la onda RH (4,5) en Ts1. En la amplitud
¥ = 0.019

modo  w, W, X& 7.(dias) Periodo T (dias)
1 0.1695 —0.2327 29.999 0.9398 4.2966
2 0.1442 0.3418 30.000 1.1032 2.9252

Sin friccién lineal tenemos que para el modo mas inestable w = 0.169515 —40.232737
y con friccién lineal (o = 5.78 x 1078), w = 0.169457 — i0.232737.

Consideramos ahora en nuestro algoritmo numérico de estabilidad, el término de
difusion turbulenta vy, y rotacion 2m.x;"' de la esfera con s=1y v (1) =5.78x107*.
En este caso obtuvimos los pardmetros, para los primeros dos modos mas inestables de
la onda RH

Tabla 16b. Los modos mds inestables de la onda RH (4,5) en Ty; y con disipacién.
En la amplitud ¥§ = 0.019.

modo w; Wy Xy  Te(dias) Periodo T (dias)
1 0.1485 —0.2324 28.42 1.071 4.30
2 0.1340 +0.3434 27.89 1.187 2.91

Para la onda RH (2,3):
(N, 1) = —wp + WEPE (1) cos 2
donde w = x—f:g, y como funcién de su amplitud, para 2 = 0.0011333351, 0.002, se

muestra en la tabla 16¢-d, los parametros obtenidos por el algoritio de estabilidad al
incluir disipacion.
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Tabla 16¢c. Los modos mds inestables de la onda RH (2,5} en To,. En la amplitud

T2 = (.0011333351.

i d Te T
proceso fisico modos w, w; X3 ( dias)  (dias)
o=v=40, 00758918 —.037485 29.9 20.97 26.6
g=578x 1078 1 00758928  +.037485  30.0  20.97 26.6
v{1)=14x107° 00690658  +.037381 201 23.04 26.7
o=v=70. .00123000 +.104543 30.0 129.3 9.5
g=578 x 1078 2 .00122991 +.104543 30.0 129.4 9.5
v(l)=14x 1073 00078205 +.104700 24.5 203.5 9.5
Tabla 16d. Los modos mds inestables de la onda RH (2,5) en T;. En la amplitud
W2 = 0.002.
fisi d Te T
proceso fisico modos  w, i Xg (dias)  (dias)
c=v=10 01045032  +.0354388 2099  15.22 28.21
g =578 x 10~8 1 .01045031  +.0354389  30.00 15.22 28.21
v(1)=14x 1075 .01003589 —.0356648 29.99 15.23 28.21
c=v=20. 00050122 +.2151383 30.01 3175 4.64
=578 x10"8 2 00050107  +.2151379 30.00 317.6 4.64
v(1)=14x107° .00018180  -.0732656  23.05 R75.4 13.64

Al observar la estructura de la amplitud @, de estos dos modos mas inestables (tabla
16b), se notd que son de menor amplitud que los de la tabla 16a. Este mismo efecto
se observé con la onda RH (2,5). El término turbulento v(s)xi‘f y el término rotacion
2im_ 'contribuyen en los elementos diagonal de la matriz estabilidad Lo, e influyen
sobre la distancia entre sus eigenvalores. Los elementos de la diagonal aumentan con
Ty Y& QUE Xy = Ny(ny + 1).

5.4.3 Inestabilidad de soluciones generalizadas

k) Estabilidad lineal del modén de Verkley 1984
Sea una solucién generalizada (aislada ) basica estacionaria de la ecuacion de vorti-
cidad sobre la esfera:

o _ Xo(/\lv ,U,’) — Wolt + Do €n (pL(SD)
Y p) = { Xi(N,pf) —wip+ D;  en ¢,(S;) (5.47)

donde (para el caso del modoén de Verkley, 1984):

X;(N, 1) = A4; P () cos X + B;P2(1)

Xo()‘,: [_L’) = Aopi%-ﬁ-ik (_p") cos X' + BiPE%-}-ik(—p")

son los momentos multipolares (Verkley, 1984) y eigenfunciones del operador Laplace
sobre la esfera, tal que AX; = —x.X; v AX, = —x:X,. En la regién del modén
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interno @,(S;) = {(NM, 1) € @r(QsNQ,) : 4 > o} v en la regién del modén externo
0e(So) = {(AN, 1) € (N ,) 1 1 < pa}, o s la interface entre la region interna y
externa del modén, tal que 0 < g, < 1. Aqui para el caso estacionario w, = 2/(x, — 2)
¥y w; = 2/(xo — 2); la vorticidad absoluta

“'Xa@ - Do) €n QOL(SD)
~Xo(¥ — D,) en ¢,(S;)

Esta solucién basica ¥(A, @) de la EVB, se muestra en la fig. 3.3a la cual se obtuvo
de la ecuacién 3.13, y es un voértice bipolar estacionario ecuatorial al sur de la Repiblica
Mezxicana. Se aplicé el algoritmo de estabﬂzda.d en la truncacién To; y T31. Los contor-
nos de la parte real ¥ (A, 1), de la amplitud T para los primeros cuatro modos mas
inestables en la truncacion T5; y T3, se presentan en la fig. 5.23a-d, y en la fig. 5.24a-d
respectivamente. En la truncacién T3 las perturbaciones tienden a ser mas coherentes
que los de Ty; {fig. 5.23a-d) y se localizan basicamente en la vecindad del modoén (V')
y a lo largo de la franja tropical. Estos resultados son consistentes con los campos de
las simulaciones numéricas de la EVDB vista como un problema de valores iniciales
figs. 4.4a-d) donde se muestra que las perturbaciones se generaron en la vecindad del
modén. Los parametros principales (en la truncacién 7y 73;)de estos cuatro modos
més inestables se dan en la tabla 17a. El ntimero espectral Fojriof xg se ve que no
tiene una tendencia hacia un valor fijo.

AT )+ 2 = { (5.48)
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Fig. 5.23. Contornos de la parte real ‘3;()\,]1) de la amplitud de los primeros cuatro
modos normal inestables, wr=0.00316 a), wy=0.0369 b), wr=0.0511 y ¢} wr=0.0527 d)
correspondiente al modén de Verkley (1984}, de fig. 3.3a 6 fig. 5.25 y en la truncacién
To;.
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Fig. 5.24. Contornos de la parte real ¥r(),z) de la amplitud de los primeros cuatro
modos normal inestables, wyr=0.1891 a), wr=:0.0450 b), wr=0.0123 y ¢) wr=0.0105 d}
correspondiente al modén de Verkley (1984), de fig. 3.3a y en la truncacién Ty;.
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Fig. 5.25. Funcién de corriente basica del modén de Verkley, 1984 utilizado en los
analisis de estabilidad.
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Tabla 17a. Los modos mds inestables del moddn Verkley (1984) en Tyyy T3,

Truncacion modo w, wW; X§ To(dias) T {(dias)
To1 1 0.2174 —-0.5626 1247 0.73 1.7

T 2 0.1287 0.2932 118.18 1.23 3.4

T5 3 0.0669 —0.9010 248.54 2.3 i.1

Ty 4 0.0585 0.9086 2343 27 1.1

Ta 1 0.1891 0.6181 120.7  0.84 1.61

T 2 0.0450 6.34x10~7 114.8 3.5 1576598.3
Ty 3 0.0123 0.9839 523.93 129 1.0

T3 5 0.0105 0.8320 4224 150 1.2

Si los modones son muy robustos a perturbaciones pequefias, entonces estas solucio-
nes tienen implicaciones importantes sobre las anomalias persistentes, gue se observan
en la atmdsfera. Un modén como se indicé en el capitulo 3, con un contorno cerrado en
la frontera de la region interior, actta como un absticulo y podria excitar un tren de
ondas RH estacionarias en su delantera. Bajo ciertas circunstancias este tren de ondas
RH que estan en la delantera pueden alcanzar al modon por atras, esto por la ciclicidad
en la direccién zonal y después extraer energfa de la regién interior y después radiarlos
al exterior (figs. 4.4b-d, figs. 5.23a-d v figs. 5.24a-d).

Estabilidad lineal del modén de Verkley 1990.
Sea la solucion basica (A, 1) modén uniforme de Verkley (1990}, el cual se obtuvo
de la ecuacién 3.13:

e R Yo (/\’a Ju’,) ~ Wott + Doen Soﬁ(so)
wu#)_{ﬁﬁhﬂﬂmwﬂwn%@)

donde S;, S, C S” son las regiones interna y externa del modoén, tal que

Y, (N, 1) = ApS5(0") cos X + ByS2{#)

Y; (N, 1) = AT0') cos X + B,T°(¢)
donde
AY,=-x"Y,; A'Y, =e,

siendo A,, B,, x° y e; constantes. Las funciones especiales en este caso (Verkley ,1990)
son:

Sm(@) = P (—cost), sim > 0,0 > -——;—

Ln cos (%), sim =0
TT{%(Q’) —
2

- [Lm—;l)—q [tan (Q'-)]m sim >0

139




donde P7* es la funcién asociada de Legendre de orden m y grado real o, siendo m el
atmero de onda zonal, §' = 'f,g—"—se]:r1 1, v las constantes A; y B; se determinan de las
condiciones de continuidad. La funcién S7(#') es regular en ' = 7 y singular en §' = 0.
La funcién T™(¢') es regular en # = 0 y singular en §' = 7.

La vorticidad absoluta adquiere la forma:

OV, i) =4 XY (N 1) + (2 + 2wgp en (o)
Glna, p e; + (2 -+ 2(.:.)1),& €n Spﬂ,(sz)

Para hallar una expresion mas explicita del modon, se debe dar la forma funcional de
las constantes en Y, y ¥;. Condiciones de continuidad deben satisfacerse al generar estas
funciones (\II U, (N, ), %EF,A’ «) en el borde de la regién interior. Para el caso
estacionario entonces , se tomo ¢, = 0 en la ecuacién 3.10, y como una consecuencia se
obtiene aproximadamente (Verkley, 1990) que o = 8.06.

Se generd numéricamente el modén Verkley uniforme 9 {con los parametros ¢, = ig,
o = 8.06, w, = 0.028, A, = 180°, @, = %} sobre el sistema de coordenado local (2, vx),
e U, =¢gopt: U CRE— R, tomando una reticula en U, C R2 de 5° x 5°,
donde se considera Ia region interna 0c(S;) v externa ©.(S,). Sobre la malla de (128,
64) puntos Gaussianos del sistema no primado ya en U, se interpolaron los valores
de ¥,. La funcién resultante {modén de Verkley uniforme) ya vista en el sistema de
coordenado local U, C R? se muestra en la Fig. 3.3b y es un vortice bipolar uniforme
localizado sobre el golfo de Alaska.

Para verificar el algoritmo numérico de estabilidad los resultados numeéricos también
se compararan con la estimacion teérica que da la siguiente proposicién:

Proposicion 8 (Verkley, 1990). Sea la solucién basica W(A, u) modon uniforme de
Verkley (1990) de la EVB con vorticidad uniforme sobre la region interna ¢.(S;) =
FN, 1) € Qe N, 1 1 > pa)}. Entonces los campos de V, para los modos estables
o inestables son cero sobre la region interna 5.

Dem. Ver Verkley, 1990.

También se comparari los resultados de nuestro algoritmo numérico con la estima-
¢ién de la proposicion 6 obtenida por Skiba y Strelkov (2000 ). En este caso la enstrofia
de la perturbacion se descompone como

27 +1 .
EW) = X n AW |P= = f AlIJ’A\IJ’dAd,u—%— AV AV ANy
SoUS;
- 4; | AT |2 d).d,u+—-f | AT drdy
- P+ Bw)

lo cual implica que si E # 0

=28 5.2
~ E E E
donde § = £, y de la ecuacion 5.13 E°(T) = E(T)6
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x#(®) = xg, = G0+ 1= 8)x3* ™

es el nimero Fjorftof pesado (namero Skiba) segtn la proposicion 6, siendo x, = o{o+1)
Y Xa = a¢(a+ 1) . Sea la funcién ¢ : §%2 — R, para determinar las integrales de la

forma
| wista)
A

se considera el atlas (4, @), [ = ¢, , el cual cubre completamente a la esfera y la regién
interna del modén S; € S™, §; C Q, N2, contenida en el dominio coordenado £, de la
carta (2, ¢,) con coordenadas (z},..,27) = (), u) si » = 2. Sea 9 una funcién continua
y acotada definida sobre S2. Entonces intentamos definir la integral de ¢/ en el sistema
no primado sobre S; por la férmula

. . | r .
/ wds(z) = ] U, (z;,..,2")dz! - dz" = / oo HA, pdAdy
1 ©.(S:) @.(8,)

donde ¥,(zl,..,27) = Yo ¢ (2}, .., 2") es la expresion en coordenadas de . Sea S,
también contenida en I, el cual es el dominio coordenado de la carta (€2, @), con
coordenadas (z,,..,z%) = (N,u') si n = 2. Entonces por definiciéon tenemos que la

integral de ¥ en el sistema primado sobre S, se calcula como

/ pds(z) = f Telzl, .., zM)dz! - da" = ] o (XN, W)d\dy'
Sy e (Si) wn{Si)

Por otro lado existe la regla de transformacion entre coordenadas locales ¢, =
w0t Uy — Uy, tal que pu(zl, .., 27) = (z1,..,77), donde U, = ¢, (2, Q) vy
Ue = @u(Q N 2,). Sea Jac ¢, la matriz Jacobiana de la transformacion ¢, vy su
determinante definido como

a‘plﬁ ‘5'(?(1,, 1 ) : 1 ..n

det Jac — Bxft gz — a((!puc? (pm) o d(xks J’.‘c)
Pur 0l Db Bz, z7) Azl )’

gzl Oxn L L

z 1 .1
paras € S? tenemos que det Jac ¢, (£.(s)) = det Jac v, (z},..,27) = g%ﬁ—%&% z!, .., z)

y por 1o que para una funcion ¢ : S* 9> R, y ¢ = ¢u 0@t : U, —» Uy, tenemos la
regla

‘I’L(WL(S)) = lpn(@m(@»(s))) det Jac me((p,,(s)).

Por otro lado, para la transformacion inversa ., = @, o o7l : U, — U, donde

ek, x?) = (2}, .., 27), la regla es

U (0e(8)) = U {0 (px(s))) det Jac . p.(s))

Asi que por la férmula de cambio de variable en las integrales miltiples anteriores
pueden escribirse al usar la transformacion
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T (z),.,2") = Ueopulzl,..,z") det Jac p(z),., 27
= m(mm =$s)?'("$i,_,'_m%($al’ax?)

azl, ..,

COomo

1

f(s W, (z,, o0y - -del = [f U0z}, .., 27) | det Jac u(z], ., z}) | de]
Pl

- f - Ipn(gj}%, y x?)dﬁi . d$2

- fsos(ﬂ,cnnb) Uz, ., z)dst - do

donde se ha usado que dz}--dz™ = 3-%;——’%%%1 -dz7?, siendo a(x", - ! el determinante

Jacobiano del difeomorfismo ¢, o ;! de ¢, (2, N Q) a v (2. NE,). Lo cual demuestra
que ambas integrales son iguales, ya que Jac ¢, Jac ¢ =Jac ¢, Jac ¢, = I, donde
I, es la matriz identidad n X n , y por otro lado no es dificil demostrar que det Jac

Yue = 1.
El centro de la regién interna S; del modon es el polo norte primado N' y ¢, (S5;) =

{V,uh) € 0p(:.N8,) : f > po}. Enlos calculos numéricos las integrales en el sistema
primado:

wds(z) -—"f ,.;(:z:n, ,:cn)d --dzh —f @Docpgl(,\’,u')d,\'dp’
S; (Pu(st) Q"K(S')
lo resolvemos numéricamente de la forma

+r +1 +x
[ weeroiavar= [ [T ewacar = [T gy
2nl5:) - La -

T T

donde

— +1 J fhg+t
o) = f U (XN, p)dy = E f G (N, 1)y
r

a i=1 1]
J J
=, o [TV, 1) + U, )
g 3 e
j=1 j‘=1
siendo p, = pf < ph < ... < pb =1, una particién del intervalo [u,,1]. Por otro
i 2 n

lado la integral de ¥(X') en el intervalo [—m, 7] se determina, eligiendo la particién
-7 = A < A < < A, =7, como

f+w'§,’(Ar)dAr ~ Z [‘II(X) “‘2@('X +1)} ()“z+1 )

i=]
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Ahora como

J
T =Y T b () (i = pg) 5 T(A) = Z U (Aesr; H5 (i) (i1 = y)
F=1 j=1

obtenemos que

eqr
/ T(N)dX w~ —ZZ (N 15) + (A 1) + (Mg £5) + WXy p541)]

i=1 3=l

(41 — i) (Airr — As)

pero como (A1 — A,) = 2% para todo ¢ = 1,....J — 1, y asi que obtenemos que la
integral en la region interna se determina aproximadamente como

wds f XN, uydNdy!

Qr I J ’
== m4(1' il 1) ZZ E(Azi .Iu‘J + lI,-K,(/\ ju'_?_f.]_) + ‘I‘ ( 2'*“1’“]) + ‘I! (A't-i-l’ p’]*’r‘l)]

i=1 g=1
(i1 = 1) (D1 = Ag)

Similarmente se calcula la integral numeérica de una funcién sobre el sistema, no primado.

Se aplicé el algoritmo de estabilidad y los contornos de la parte real W, (A, u) y
V,=A ‘3,, de la amplitud para el modo més inestable se presenta en la fig. 5.27a-d, y
fig. 5.27c-d, en la truncacién T%; y T3; respectivamente, y donde ahora se presenta el
valor numeérico del namero espectral Skiba xz.. En las dos truncaciones la configuracion
de @T para el modo normal mas inestable es el mismo. Los parametros principales en
la truncacion Ty, y T3 de los cuatro primeros modos mas inestables se da en la tabla
17b. En la truncacién T3; las perturbaciones tienden a ser mas coherentes y se localizan
béasicamente sobre el Pacifico sur. En los campos de V. (ver fig. 5.27b,¢) sobre la region
interna del modén pasan los contornos ceros, y por lo tanto estd de acuerdo con la
estimacién de la proposicién 8 anterior.
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Fig. 5.26. Funci6én de corriente basica del modoén de Verkley, 1990 utilizado en los
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Fig. 5.27. Contornos de la parte real de \/I}r()\,,u) y Vi=AT; del primer modo
normal mas inestable del modoén de Verkley {(1990), con wr=0.2630 en la truncacién
Ty, a) y b); y con wr=0.2629 en T3, ¢) v d) respectivamente.
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Tabla 17b. Los modos mds inestables del modon verkley (1990) en To;y Ts:,

Truncacion Modo  w, w; X%, X& To(dias) T(dias)
T 1 0.2630 5.51z10°7 73.04 86.36 0.6 793992.
Ty 2 0.2179 0.039 73.56 80.82 (.73 25.37
T5 3 0.2070 -0.0918 73.44 102.41 0.76 10.89
Ty 4 0.2004 -0.2933 T73.44 72.86 0.79 3.4

Ty 1 0.2629 -—0.0180 73.0386 84.03 0.60 52.5

T 2 0.2455 0.0540 73.1628 93.83 0.64 18.50
Tay 3 0.1928 0.2739 73.2115 73.43 0.82 3.65

T 4 0.1790 0.1243 73.20 102.29 0.88 8.04

Como puede observarse en la tabla 17b, todavia no hay una concordacia total en
los resultados tedricos y numéricos con la truncaciénes T5) y T3,. En la columna 5
se demuestra una convergencia de los resultados numéricos conforme el nimero de
truncacién M y N de la serie de Fourier (8) aumenta. Por ejemplo para el modo
més inestable puede verse que todavia hay una diferencia entre el valor tebrico x, =
o{o+1) = 73.02 del niimero espectral xg, segiin la proposicién 6 y el valor numérico el
cual es igual a 73.04 en la resolucién T3;, y 73.03 en la resolucién T3;. Para el segundo
modo mas inestable el correspondiente valor numérico se aleja mas al valor teérico que
esigual a 73.56 en T5;, ¥ 73.16 en T3;. Mas sin embargo, como se nota en la figura 5.27a
y 5.27¢, el modo mas inestable es casi de la misma estructura en las dos resoluciones
Ty vy T

Como se indicé arriba, la serie de arménicos esféricos para el modén y sus per-
turbaciones convergen mas lentamente que los correspondientes flujos PL y ondas RH
(Topuria, 1987; Skiba, 1989, 1994, 1997). Mas sin embargo, debido al fenémeno de
Gibbs (Davis, 1963), la convergencia de la serie de Fourier es més rapida dentro de las
regiones S; v S, que en la vecindad de la frontera p = ., asi que no importa qué tan
grandes sean M y N , en algfin punto de la esfera S? las sumas finitas (5.8) son muy
cercanas & las mismas funciones i’,\lf’ y £, pero en otros puntos estas sumas difieren
mucho de ¥, %' v £'. Por lo tanto mayores truncaciones M y N que 31 deben de usarse
en (5.8) para reducir los errores numéricos. La importancia de usar grandes resolucio-
nes para la soluci6n del problema espectral (5.15) lo ha demostrado tedricamente Skiba
{1998) y numéricamente Neven (2001) que ha usado la resolucion T34 y el método de
potencia en el estudio de estabilidad de modos normales de modones sobre la esfera.

m) Estabilidad lineal de la solucién global Wu-Verkley
Sea la solucién basica Wu- Verkley (Wu,1993) construida en la ecuacion 3.18 de la
forma:

T p) = { Yo(A—ct,p) —wop+Dgen Sy

Yi{fA—ct,p) —wip+ Dy en 5
Yo(A —ct,p) —wop+ Dy en 53

Xo (X, #’) ~ wolt + Doen (PL(SD)
- X; (N, ;U.’) —~wit+ Djen ‘PL(SE)
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el cual es una solucién exacta de la ecuacion de vorticidad sobre la esfera, S;, S, C S?,
donde 8, = [, x| X [—po, po}, So = [—m, 7| x[—p0, 1], S2 = [—x, 7] x[~1, —pso]. Siendo
@(S;) = So = {(X 1) € e NQ) 2 p € (—poio)}s 0u(So) = S1US = {(Ap) €
(PL(QL fn QK.) TpE (}1’0,1] U I_'luu'o) ’ 0 < Mo < 1}

Las velocidades de fase, en S U Sy es ¢ = ¢, = Wy — 2-("“—;215—1—) yven S;US; yen Sy
Cy = Wp ?—(ﬂx-f—l) . Asi que para el caso de una solucién estacionaria (¢, = ¢, = ¢ = 0)
obtenemos que

2 2

T -2 T -2

Las eigenfunciones Y, adquieren la forma

Yi(A = b, 1) = APY(w) + By PR () cosm(A — cf),
Yo(A = ct, 1) = AcTE(1) + BT () cosm( — et),

Yo(A — ct, p) = —A1 P(—p) — Bi P (-~p1) cosm(A — ct),

siendo & o o nameros reales, tal que

T (p) = Pl (p) — P (—n)

Con los pardmetros py = sengg, ¢p = 29.99°, m = 2, a = 4.5419, o = 5.7701,
Xa = ola+ 1) = 25.1717, x, = o{o + 1) = 39.0679 se obtiene esta onda Wu-Verkley
basica. En la fig. 3.4 se muestra para distintas amplitudes, la estructura de esta solucién
basica y en la fig. 5.28a se presenta la solucién bésica que se aplicard al algoritmo de
cstabilidad. R

Se aplicé el algoritmo de estabilidad y los contornos de la parte real W, (), 1) de la
amplitud para los primeros cuatro modos més inestables se presentan en la fig. 5.28b-¢,
y fig. 5.29a-d, en la truncacién T»; y Ty respectivamente. Los parametros principales
en la truncacion Us; y T3y de los cuatro primeros modos mas inestables se da en la tabla
18. En la truncaciones Ty y T3 las perturbaciones basicamente son las mismas y son
mas coherentes los de Tyy. La U, para el primer modo mas inestable (fig. 5.28b 6 5.592)
las perturbaciones se localizan sobre la zona de difluencia de los jets subtropicales, lo
cual se nota mejor en la Ty;. Para el segundo modo normal mas inestable (fig. 5.29b)
hay perturbaciones en la zona de difluencia del jet ecuatorial del campo basico por otro
lado en las latitudes mas altas estas perturbaciones se extienden sobre las zonas de
confluencia de los jets subtropicales.

Tabla 18. Los modos mds inestables la onda Wu-Verkley en Tory Ty,
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Ty modo wy, w; Xs Xgs Te (dias) T (dias)

T 1 0.073024 —0.109390 34.49 32.07 2.17 9.14
Ty 2 0.058004 —0.118794 32.02 33.93 2.74 8.41
T 3 0.039895 —0.200079 38.42 36.30 3.90 4.90
Ty 4 0.029342 -—-0.167168 34.24 33.86 5.42 5.98
T35 1 0.070869 —0.112484 34.70 32.50 2.24 8.80
T3 2 0.056491 +0.131531 31.66 35.14 2.80 7.60
T3, 3 0.049520 +0.208081 37.50 34.48 3.20 4.80

Ty 4 0.038106 —0.191328 34.00 32.96 4.10 5.22
Para el caso de la solucién global Wu-Verkley la expresién de la enstrofia de la
perturbacion se expresa en la forma

1
(W) = E°(V)+ B () = f | AW P ds +
{00, NU[~ 1, p10)

2% 2T +1 27
f | /_\\Il’|2ds—[ f f |A\I!'|2ds+——/ / |A\Ii’|2ds]
o ~1

27:'
/ | AV [ ds

Como puede observarse hay una buena concordancia total en los resultados teéricos
y numeéricos con la truncaciénes To; y T3;. En la tabla 18 (columnas 5 y 6} se demuestra
una convergencia de los resultados numéricos conforme los nimeros de truncacion M
and N de la serie de Fourier aumenta (5.8), esta convergencia es muy lenta. Por ejemplo
para los cuatro modos inestables puede verse que hay todavia una diferencia entre los
valores numeéricos del nimero espectral Fojtorf x5 y el nimero espectral Skiba xg,,
segilin la proposicién 6.
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Iig. 5.28. Onda Wu-Verkley basica que se utiliza en los célculos de estabilidad a), y
contornos de la parte real \’ﬁr(A,M) de la amplitud de los primeros cuatro modos normal
més inestables, wr=0.083541 b}, wr=0.059525 ¢}, wr=0.04118 d) y wy=0.03922 ¢) en
la truncacién Ty;.
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Fig. 5.29. Contornos de la parte real E‘r(k,u) de la amplitud de los primeros cuatro
modos normal mas inestables de la Onda Wu-Verkley basica, wr=0.0758 a), wr=0.06499
b), wr=0.04332 ¢) y wr=0.03566 d) en la truncacion T3,.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

La ecuacién de vorticidad barotrépica no divergente se ha usado con éxito durante varias
décadas para describir la dinamica de procesos atmosféricos barotrépicos de gran escala
y de bajas frecuencias. A pesar de ser un modelo muy simplificado de las ecuaciones
de la dinamica atmosférica contiene los ingredientes principales que pueden describir el
comportamiento complejo de la atmdsfera, incluyendo el comportamiento caético {Ilyin,
1993, Skiba, 1997).

En este estudio, desde varias perpectivas y usando el método espectral se ha ana-
lizado la ecuacion de vorticidad barotropica no divergente sobre la esfera. El objetivo
principal fue analizar el modelo analitico, el modelo espectral numérico{de valores ini-

ciales y el de estabilidad), y realizar pruebas del modelo espectral con flujos analiticos
(PL, RH, Wu-Verkley, modones).

Se examiné la clase de soluciones exactas de la EVB, como son los flujos zonales,
ondas Rossby Haurwitz (RH), las soluciones aisladas (modones), y las soluciones globa-
les llamadas ondas Wu-Verkley formadas por varias ondas RH. Donde se hizo el intento
de conectar métodos modernos de la teoria de funciones definidas sobre 1a esfera, con la
representacién de funciones en términos de armoénicos esféricos, se traté de dar una for-
mulacion matemdtica rigurosa de los distintos aspectos conectados con la construccion
de estas soluciones exactas de la EVB.

Después en el capitulo 4 se resolvié la EVB sobre la esfera usando el método numé-
rico de transformada espectral y se probé con la clase de soluciones exactas de la EVB.
Se enfatizd en estudiar el comportamiento del error relativo entre la solucién exacta
y la solucién numeérica, y en preservar la energia cinética total, la enstrofia integral y
la estructura geométrica de las soluciones (flujos zonales, ondas de Rossby-Haurwitz,
soluciones de Wu-Verkley, y modones bipolares de Verkley). Las integraciones reali-
zadas con el modelo en un intervalo de 10 dias, mostraron que las soluciones exactas
clasicas se reproducen con una buena precision. Sin embargo, la estabilidad de las
soluciones exactas generalizadas respecto a los errores iniciales y los errores asociados
al forzamiento numérico puede ser un serio obsticulo en simular el comportamiento
de dichas soluciones a largo plazo. Si éste es el caso entonces el modelo espectral con
alta truncacién y con un paso de tiempo muy pequeno falla en resolver el problema.

151




Esto por el error que se comete al integrar por el esquema leapfrog. Comparando, las
trayectorias de las soluciones numéricas con las soluciones exactas, éstas divergen de
una a otra en el tiempo. Por otra parte, la energia total y la enstroffa integral de todas
las soluciones calculadas numéricamente se conservan con un alto grado de precisién
por lo menos durante los primeros diez dias. Analizando éste problema se propusieron
algunas alternativas de como resolverlas méas eficientemente que fué el de incorporar un
filtro numérico en el tiempo en el esquema de integracidn leapfrog v el de proponer un
método implicito (el cual no se probé) en la forma espectral para integrar la EVB.

Incorporando el filtro numérico, y los términos de forzamiento y disipacién se realiza-
ron integraciones a mas largo plazo hasta por 100 dias o més. Las pruebas se realizaron
con la soluciéon Wu-Verkley y la solucion similar a 1a de Wu-Verkley construida en base
a observaciones en el cap. 3. Wu, (1993} al usar un modelo espectral dependiente del
tiempo, con forzamiento y disipacién, demostrd que las soluciones libres Wu-Verkelev
{1993) un poco degeneradas pueden por resonancia exitarse a una amplitud finita, y
que los procesos de inestabilidad barotrépica y resonancia no lineal de ondas planeta-
rias es el mecanismo que dispara regimenes de flujos diferentes en ambos hemisferios.
Seglin Wu esto es una regla que podria producir la variabilidad de baja frecuencia que
s¢ observa en la atmoésfera. Estos experimentos los repetimos con la nueva solucién
construida en el cap. 3, la cual es menos idealizada. La estabilidad de esta solucion
se probd con integraciones en el tiempo usando el modelo espectral y para esta nueva
solucibn, ésta demostr6 oscilaciones entre dos tipos de regimenes parecidos a los encon-
trados por Wu, 1993. También al realizar integraciones a largo plazo (150 dias) con
forzamiento, y disipacioén y al calcular la anomalia de flujo promedio de los resultados
de los primeros 100 dias observamos (fig. 4.9c) la existencia de ciertos patrones de
variabilidad de baja frecuencia, los cuales podrian estar conectados con el proceso de
inestabilidad barotrépica.

Se probo el algoritmo numérico de estabilidad barotrépica, desarrollado para estu-
diar la inestabilidad de flujos ideales arbitrarios sobre la esfera en rotacién. Se pro-
b con la clase de soluciones exactas de la EVB que fueron flujo zonal especificado
por polinomios de Legendre, ondas Rossby-Haurwitz zonales, modones zonales, ondas
Rossby-Haurwitz, modones y las ondas Wu-Verkley. Los resultados de los experimen-
tos numéricos de estabilidad se checaron con algunas estimaciones tedricas desarrolladas
hasta ahora. Para los flujos zonales los resultados numéricos de estabilidad fueron de
buena precisién satisfaciéndose todos los requerimientos tedricos { a-j). En particular,
todas las figuras representando la funcién de corriente del modo normal més inestable
¥’ la inclinacién de los contornos de W' fue opuesto al de el perfil de velocidad basica.
El cual estd de acuerdo con la primera integral de la ecuacién (5.34) de energia de
perturbaciones {el corolario}. Para flujos zonales en méas de el 50 % de los experimentos
que se realizaron, el nimero de onda zonal para el modo mas inestable fue m = 2. Los
siguientes fueron m = 3 y m = 1. Lo cual esta de acuerdo con los resultados obtenidos
por Baines (1976).

Los resultados numéricos sobre la inestabilidad del modén monopolar zonal fueron
también satisfactorios. La mayor parte de los requerimientos a)-j) se cumplieron. Por
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otro lado como el modén no es tan suave como los flujos PL o ondas RH (ya que la
derivada de la vorticidad del modén es discontinua sobre la esfera), entonces las series
de armonicos esféricos para el modén '] y sus perturbaciones converge muy lentamente
conforme la truncacion M y N aumenta. Hémos (Pérez y Skiba 2000) encontrado dos
manifestaciones de porqué se presenta la convergencia lenta: 1) la estructura del modo
mas inestable se cambid en la resolucidon T3, el cual fue el mismo en lIa truncaciones 15,
y Ty2; v 2) al comparar con los flujos zonales PL y las ondas RH, el niimero espectral
Xg = n(fl}) JK (\’I}) de la amplitud del modo normal mas inestable del modén zonal y
del modén (aislado y uniforme) se calculé con mayor error. Por lo tanto para obtener

mejores resultados para el modén se requiere trabajarlo con una mayor resolucién que
la de T42.

También tomamos un estado bésico zonal observado que fue el patrén medio cli-
matolégico de enero en 200 mb, obtuvimos pocos modos inestables, con el algoritmo
numérico de estabilidad y en T21. También este mismo efecto se noté con el flujo zo-
nal de una combinacién lineal de polinomios de Legendre, lo cual suguiere que lo que
domina es el proceso de inestabilidad baroclinica.

Se usaron estados bdsicos analiticos mas complicados entre los que se incluyen a las
ondas RH y estructuras no lineales tales como modones y ondas Wu-Verkley. El patron
de perturbaciones de los modos inestables de las ondas RH y ondas Wu-Verkley, fue
que basicamente se extendieron sobre las zonas de confluencia, la lateral y difluencia
de los jets, tal como se mostré en la fig. 5.9 y fig. 5.10. En las ondas RH basicas de
gran amplitud, adelante de las vaguadas las perturbaciones tienden a dirigirse hacia los
polos y adelante de las crestas la ruta de las perturbaciones se dirigen hacia el ecua-
dor. Ondas RH (mn,n) con n-m pequefio tienden a ser menos inestables, por ejemplo
las RH (2,3} y RH (4,5). Pero las ondas RH (2,5), RH (3,6), RH (4,5) y RH (4,7) son
mas inestables. No se encontraron perturbaciones en la zona de destrenzamiento del
jet, sélo cuando las ondas RH eran de gran amplitud o sea un transporte meridional.
Se generan perturbaciones sobre el jet ecuatorial {(ducto de los oestes seglin Webster
y Holton, 1982}, cuando el jet es de cierta intensidad y casi no se manifiesta cuan-
do ¢ste es muy débil, por lo que ésto puede atribuirse a un proceso de inestabilidad
barotrépica. En los estudios climatoldgicos del flujo troposférico superior algunos au-
tores indican que los méximos relativos de los transitorios de gran escala sobre el ducto
ecuatorial se mantienen: por perturbaciones de latitudes medias que se propagan hasta
el ecuador. La estimacion numérica del nédmero espectral x5 = n(¥)/K(¥), para las
distintas amplitudes de las ondas RH (m,n), coincidié muy bien, con el valor teérico
X§ = n(0)/K(¥) = x, = n{n + 1) de la amplitud del modo normal inestable. La
estructura espectral de estos modos observados o analiticos puede contribuir a una me-
jor comprensién de las anomalias persistentes del flujo atmosférico y por lo tanto la
variabilidad de baja frecuencia. Los planes futuros es el uso de los modelos numéricos
para estudiar flujos reales.
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SIMBOLOS

[ A radio de la tierra
S2 . la esfera unitaria de radio 1

C(8?) ....espacio de funciones valuadas en los complejos que son continuas sobre S2
conjuntamente con todas sus co-derivadas

C"(5?) ....espacio de funciones continuas sobre S® conjuntamente con todas sus 7-

derivadas

{,*) .......producto escalar

L ... espacio de funciones integrables finitas que son ortogonales a la constantes ||
“|l= {)** =] - |iZ; .....norma en el espacio L3

A i, es la longitud

TR seno de la latitud ¢

H, ... subespacios de polinomios esféricos homogeneos

A s Laplaciano sobre la superficie de la esfera S*

Yo = PRe(u)emer = Yme ..... armoénicos esféricos

Pho polinomios asociados de Legendre normalizados de grado » y niimero de

onda zonal m

FPT ... transformada de Fourier rapida

Hy ........espacios de Hilbert o de Sobolev.

S YRR producto escalar en los espacios H§

I} - 2=l - “313(32)3“ (=A% - lig ........ norma en los espacios Sobolev HE
Ry espacio Euclideano en tres dimensiones
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(7777 I carta local o sistemas de coordenada local

L9 ¥ R dominio de la carta
Fo@ . composicion de dos funciones
[ RO unién de conjuntos

C ....subconjunto de

I, . meridiano internacional del tiemﬁo en el sisterna de cooordenada local (€2, ¥,)
P = Pr 0P

Y I O R Jacobiano,

k i un vector unitario normal a la superficie de la esfera

Fy=fo@;" s es la expresién en coordenadas de f.

Q e velocidad angular de rotacion de la tierra

toreiiennns tiempo

g™ . .coeficiente espectral
Y o eigenfuncién de el operador Laplace

N .. polo norte

N' . polo norte en el sistema primado

@q --.......latitud de la frontera circular de la region interna del modén
T o flujo basico

() denota la perturbacion infinitesimal

G rvrereeieens es la vorticidad absoluta

[ es el conjugado complejo de g

N N Tla
@ na=1 Me=—Ngx
Hop)=(1-p)¥ .. derivada de los polinomios asociados normalizados de Legen-
dre
117 la amplitud de la perturbacion ¥’
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[ el Laplaciano de ¥

w = wy, + iw; es el eigenvalor para el operador £ en el problema espectral £V = w¥
To wvevverereens umbral temporal (folding -time)

T o el periodo

(o] e el conjugado o valor absoluto

o S es el drag lineal o término de amortiguamiento lineal
7R coeficiente de difusion turbulento

/T Conjunto vacio

R? espacio Euclideano en dos dimensiones

YV o Para todo

OO ........... Infinito
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