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“Y me volvi para ver la voz que hablaba conmigo; y vuelto, vi siete candeleros de oro, y en
medio de los siete candeleros, a uno semejante al Hijo del Hombre, vestido de una ropa que
legaba hasta los pies, y cefiido por ¢l pecho con un cinto de oro. Su cabeza y sus cabellos
eran blancos como blanca lana, como nieve; sus ojos como llama de fuego; y sus pies
semejantes al bronce brujiido, refulgente como en un horno; v su voz como estruendo de
muchas aguas. Tenia en su diestra siete estrellas; de su boca salia una espada aguda de dos
fitos; y su rostro era como el sol cuando resplandece en su fuerza.”
Apocalipsis 1: 12-16
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INTRODUCCION

El objetivo del presente trabajo es presentar algunos ejemplos de triodos ¥
limites inversos, con el fin de motivar la intuicidén en problemas en los que se
ven involucrados ambos. Los lfmites inversos son itiles entre otras cosas como
herramienta para construir continuos con propiedades interesantes.

En un primer acercamiento a los limites inversos, la teorfa y los resultados
tal vez parezcan artificiales, si no es que complicados, sin embargo cuando lle-
gamos a familiarizarnos con este tipo de herramientas obtenemos construcciones
interesantes, de hecho poco triviales.

La mayor parte de 1a bibliografia presenta teorfa de limites inversos en gene-
ral y usando arcos en particular, ambos son muy importantes, pero especial-
mente los wltimos son muy interesantes, de hecho aiin es un campo fértil en la
investigacién matemdtica. Adem4s de estar relacionados con otras dreas distin-
tas de la topologfa de continuos, sus resultados son por sf mismos interesantes
y atractivos, sin embargo la bibliograffa que involucre triodos y Wimites inversos
es muy escasa, y sobre todo es un poco drida en su lectura si no se tiene mucha
experiencia con los mismos.

Esta situacion es la que nos motivo a desarrollar el presente trabajo, creemos
que los ejemplos contenidos en el mismo serdn de utilidad para desarrollar un
poco la intuicién del lector, y sobre todo esperamos que pueda visualizar algunos
casos, a nuestro juicio interesantes.

Iniciamos la presentacién (capitulo 1) con algunos resuitados de la teorfa de

continuos en general, omitimos la demostracién de ellos por no ser la prioridad
del trabajo.

Asf pues mencionamos resultados tales como: el limite inverso de continuos
es un continuo, hecho que afortunadamente nos restringe a continuocs, y nos
remite solamente a preguntarnos que clase de continuos obteustinoy, eu caso Jde
no tener esta restriccidn, las primeras preguntas serfan entre otras: jque tipo
de espacio es el limite inverso?, jcompacto?, jconexo?, estas preguntas son de
gran importancia, perc las vemos resueltas por este resultado.

También podemos estudiar continuos encadenables a través do kos Hiniies
inversos, de manera informal podemos decir que un continuo es encadenable si lo
podemos “meter” en una cadena compuesta por eslabones de didmeairc pequsiiv,
por una cadena entendercmos una coleccidon finita de abiertos ordenados en
“linea recta”.



El primer ejemplo que estudiamos es el continuo de Ingram [1}, sin duda
alguna una de las construcciones mas interesantes de limites inversos con triodos,
fue realizado como una aproximacién al problema planteado por A. Lelek en {3]
(la cual continua sin respuesta) la pregunta dice asf: ”Si un continuo M tiene
span cero (o (M) =0}, entonces jes M encadenable?”. Se sabe que si M es
encadenable entonces o (M) = 0,una demostracion de este hecho de encuentra
en la tesis de Maestria de Fernando Macfas [4], esta fesis contiene una seleccién
de tGpicos muy interesantes en el estudio del "span”.

Se sabe también que los continuos encadenables son atriddicos, Ingram cons
truy6 [1] un continuo atriédico M cuyo margen o (M} es mayor que cero, lo
cual nos da como consecuencia que que no es encadenable, la construccién no
es nada trivial, el primer problema con el que nos enfrentamos fue interpretar
los conjuntos que utilizé para construir una sucesién de suncontinuos del trio-
do cruz el triodo (T" x T), este Wltimo continuo no lo podemos representar en
R®, sin embargo logramos construir una representacién del mismo en R?, esta
representacién nos facilité la comprensién y visualizacién del mismo, nos alland
también la comprensién de los subcontinuos que forman la sucesién, una vez
visualizados los pudimos encajar en e} plano.

El segundo ejemplo que estudiamos es el que llamamos “supertriodo”, lo
nombramos as{ por no haber encontrade bibliografia en la cual este continuo se
estudie o presente, las funciones que usamos son muy particulares, de hecho las
podriamos considerar muy elementales, de este ejemplo especifico nos Hamo la
atencion el que fuera indescomponible, es decir que 1o se puede expresar como
la unién de dos subcontinuos propios.

La manera en que lo analizamos es haciendo restricciones a la funcién que
estamos aplicando, de esta forma obtuvimos continuos encadenables que son
limites inversos de triodos, cosa en un principio desconcertante, pues pareciera
que contradice el teorema que establece: “Todo continuo encadenable es limite
inverso de arcos”, sin embargo el resultado anterior no nos impide que un enca-
denable se pueda expresar como Mmite inverso de triodos, 4-0dos,...,etc.; ademés
de todo lo anterior existe un teorema (notas de clase, Sergio Macids) que dice:
“Todo continuo tipo arco es tipo triodo”, es decir existird un lmite inverso
de triodos cuyo lfmite inverso sea tipo arco, es decir limite inverso de arcos.
Este anslisis nos ayudd para generalizar este comportamiento a n--odos, y asi
obtuvimos continuos encadenables tipo n-odos.

La funcién aplicada sin restricciones, como lo hemos mencionado anterior-
mente, nos genera en el limite inverso un continuo indescomponible que contiene
triodos, exhibimos uno de ellos, de hecho hemos conjeturado que los tinicos sub-
continuos que contiene son: arcos, triodos y el total, es decir el continuo serfa
tres equivalente (un continuo es n-equivalente si contiene solamente n subconti-
nuos propios distintos, salve homeomorfismo), al aplicar una funcién del mismo
tipo a n-odos, generalizando las mismas ideas tenemos que se gemeran en el



limite inverso continuos indescomponibles, que contienen n-odos, en consecuen-
cia {n — 1) — odos, ..., 4 — odos, triodos y arcos, también hemos conjeturado que
estos continuos son n-equivalentes.

Creemos que estos 1ltimos ejemplos son interesantes, sobre todo procuramos
presentar el andlisis de la manera mds intnitiva posible, cosa un poco compli-
cada pero procuramos dar una visidn gréfica de los ejemplos, razén por la cual
incluimos un ntimero considerable de gréficas con las cuales esperamos haber
conseguido este propdsito. v



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 LIMITES INVERSOS

En esta seccidn daremos los resultados que emplearemos en este trabajo, los
teorernas mencionados no incluyen demostracién, todos ellos se relacionan con
limites inversos, su lectura se puede omitir si se tienen las bases de este campo
de la teoria de continucs. Para tener una idea més amplia de lo referente a
la presente seccién, recomendamos el libro de Ingram editado por la Sociedad
Matemadtica Mexicana [2] y las notas de clase de Sergio Macfas, creemos que
la lectura de ambos seria muy provechosa, puesto que consideramos que son
en derto modo complementarios, ademds claro estd del libro de continuos de
Nadler {5].

Por un continuo entenderemos un espacio métrico, compacto, conexo y no
vacio. Un subcontinuo de un espacio métrico, serd un continuo contenido en
dicho espacio.

Notacién: Cuando digamos funcidn querremos decir una funcién continua
y todos nuestros espacios serdn continuos a menos de que se indique lo contrario.
Pero siempre serdn espacios métricos.

Definicién: Sea {X,}, -, una coleccién numerable de espacios métricos.
Para cada n € N, sea f2*? : X, — X, una funcién de X,4; en X,. La
sucesién { X,, f211} de espacios y funciones es llamada una sucesién inversa.
Las funciones 211 : X,,,, — X,, son lamadas funciones de ligadura.

Notacién: Sin > m entonces f7 = fr+lo...0f2 , v fR=1x,.

Definicién: El lfmite snverso de la sucesién inversa {X . f,’,""l} es el sub-
espacio del espacio producto 132, X, definido como

Xoo = lim {Xn’f::-’-l} = {{xn} eI, X, J f:-H (xn+1) = Tn}

Notacién: Vn, fn = %n |x,.— Xn es decir, f, es la proyeccién natural
restringide. al limite inverso.

Siempre supondremos que la métrica d,, de X, estd, acotada por 1. Asf
d{{zn},{vn}) = B3L135dn (Tn,¥n) es una métrica para IS, X, en conse-
cuencia X, €3 un espacio métrico.



Proposicién 1.1 Sea {X., f7*'} una sucesién inversa y X su limite
inverso. Si Y es un subeonjunto propio y cerrado de X entonces existe N ¢ N
tal que si » > N entonces f, (Y) # X,,.

Demostracién: Sea {r,}n..; € Xoo \ ¥, entonces existe un abierto U, C
Xn el cual cample: {z,}2, € fi' (U.) € X \Y, de lo anterior se tiene
Zp € Up C X\ f7H(Y), ahora bien, sim > n = frn (V) € X \(F7) " (Us)
de donde fm (Y) # Xm,¥m > n.

Teorema 1.1 Si cada X, e5 un continuo, entonces X, es un continuo.

Teorema 1.2 Supongamos que Xeo = {fm {Xq, f2+? }:3—_1 ¥y se cumple:
X1~ X;,¥i, ylas f7 son todas homeomorfismos, entonces X =~ X .

Teorema 1.3 Supongamos X, = lfm { Xn, f21 )0, , Yoo = lim {Yn,gﬁ+l}f=1 ;

n=11?

y todos los rectdngulos en el diagrama de abajo son conmutativos {es decir
@i 0 fi = gi*" oy para cada i):

Xl Ilz- X2 [2_3 A _Xi I:E .X;'+1 . Xm
ey Lo b bein Lo
b ﬁ Y, gg e Y gzﬂ Yipr - Yo

Definamos ¢, en Koo POF 9o, (2:),) = (; ()2, para toda ()2, €
X entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) ¢t Xoo —+ Yo

2) Si todas las ; son continuas, entonces ¢, tambien lo es.

3) Si todas las ; son biyectivas, entonces ¢, tambien lo es.

Teorema 1.4 Supongamos que {X,., f7 "'1} es un sistemna inverso con limite
inverso X o, {Yk, gf'”} un sistema, inverso con limite inverso Y, y que cumple:

[+ . ~
Yi = Xy 00! = fo** | con ay es una sucesion de mimeros naturales, en-
tonces X, es homeomorfo a Y.

Definicién: Un continuo X es descomponible si se puede poner como la
union de dos subcontinuos propics. X es indescomponible si no es descom-
ponible.



Tecrema 1.5 Supongamos que {Xn, f7'} es un sistema inverso donde
cada X, es un continuo; st para toda i € N tenemos que cualesquiera dos
subcontinuos  A;11 ¥ Biyg de X;4y que cumplan X4 = A;3y UBiyg v
F A = Xi o f77 [Bin] = X; entonces {fm {X,, f2+'} es indescom-
ponible. ‘



1.2 SPAN

En esta seccién presentamos algunos resultados de la teorfa de continuos
relacionados con lo m4s basico del span, no pretendemos dar un estudio exhaus-
tive del mismo, pues no tenemos la intencién de dar una exposicién amplia,
solamente deseamos dar unpa idea del concepto. St se desea ampliar la com-
prension de este capitulo recomendamos la lectura de la Tesis de Maestzfa de
Fernando Macias {4], ademés del libro de Nadler |5].

Definicién: Seane > 0y f: X — Y una funcién continua entre espacios
métricos. Diremos que f es una e—funci6n si para cada y € Y, digm (' (y)) <
€.

Definicién: Se dice que un continuo X es Tipo arco si para toda e > 0
3f. - X — [0,1] tal que diam (f. (£)) < eVt € [0,1].

Definicién: Una cadena C es una sucesién finita Ly, Ly, -+ , L, de conjun-
tos abiertos de un espacio X tal que L; N L; # ¢ siy sdlosi i —j] < 1. Cada
L; es llamado eslabdn. 51z > 0 y el didmetro de cada eslab6n es menor que &,
entonces la cadena es llamada una £ — cadena.

Definicién: Un contimio X es encadepable si para cada ¢ > 0 puede ser.
cubierto por una & — cadena de abiertos de X.

Teorema 1.6 Si X es tipo arco entonces X es encadenable.[5, teo,]

Definicién: Sea M un continuo, el span de M, denotado por o (M), es
el supremo del conjunto de todos los nirneros € > 0 para los cuales existe un
subcontinuo Z, € M x M tal que: m; (Z.) = me(Z:) y d(z,y) > ¢ para todo
(x,y) € Z..

Teorema 1.7 Si N C M, entonces o (N) < o (M) [4,0bs 1.1b), p3]

Para tener una idea mds clara de lo que significa el span & continuacién
damaos algunos ejemplos sencillos del span de algunos continuos.

Ejemnplo 1: El span del intervalo [0, 1] es cero.

Supéngase que Z es un subcontinuo del cuadrado [0, 1] x[0, 1] tal que 71 (Z) =
72 (Z}. Nétese que my (Z) = 2 (Z) es un subcontinuo de [0, 1}, entonces 7y (Z) =

e |



Figure 1:



7w2(Z) =[a,b] con 0 < a < b < 1. dado que los puntos a y b € 12 (Z), existen
t1,t0 € [0, 1] (fig 1) tales que (t1,a) € Z y (t2,b) € Z.

Ahora bien, como Z es conexo se cumple que ZNAjg g # ¢. asi, o ([0,1)) = 0.
El mismo argumento sirve para demostrar que cualquier intervalo cerrado [a, b|
en R. es cero.

Ejemplo 2: El span del circulo unitario en el plano (S 1) es el didmetro de
él mismo.

Consideremos a 81 = {z:2e€Cy |z{ =1}

Sea g: 8t — §1x §? definida por g(2) = (z,—2z}. Notemos que g es con-
tinua, por que lo son cada una de sus funciones coordenadas. Sea Z = g (§7),
entonces Z es un subcontinuo de §'x S?.

Si (z,—2) € Z entonces d(z,—2) = 2. Ademas 7 (Z) = m (Z), por que
si (21,22) € Z, entonces (22,21) € Z. Con esto 2 < ¢ (51) y tambien tenemos
o (S') < diam (8') =2, asi 0 (S*) = 2.

Se demuestra de manera analoga que si un cfrculo tiene radio r entonces su

span es 2r.

Teorema 1.8 Sea M un continuo encadenable, entonces o (M) = 0. [4,2e0 1.4,14]



1.3 TRIODOS

A lo largo del presente trabajo haré uso de los triodos simples, asi pues un
triodo simple escrito en coordenadas polares seré el siguiente conjunto:

T={(ph:0<p<1ys=0,0=5, 00=n}

Usaremos la notacion siguiente para facilitar la descripcioén de funciones entre
triodos:

O serd el punto (0,0) = (0, 3) = (0,7)

A=(1,3
B=(1,m)
C:(I,O),

OA serd el arco {(p,0) € T:0=5%
OB serd. el arco {{p,0) € T: 6 =n}
OC seré. el arco {(¢,0) € T:6 =0}

V¥p,g € N y p < g denotaremos por E‘;i el punto (g, %) , por }% el punto
P 2e b4
(q,vr) y 5 al punto (q,O).
A continuacién discuto una manera de analizar las funciones entre triodos

).

En primer lugar recordemos que las gréificas de funciones entre arcos las
ilustramos en I x I, en el cuadrado [0,1] x [0,1].

De lo anterior podemos deducir que las grdficas de funciones de triodos en

triodos las representaremos en T x T. jQuién es T x T 7, necesitamos " pegar”
en cada punto del triodo un triodo, esto lo representamos en. la figura 2.

En este diagrama e] triodo vertical corresponde al primer elemento del pro-
ducto cartesiano, y la segunda entrada de este producto serd el triodo ubicado
herizontalmente.

Dado que ya tenemos donde representar nuestras funciones ahora procedo a
" graficar” la identidad. en T'.

1) f{t) =t¢,Vt € T es decir la identidad en T, figura 3

10
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Notemos que la grafica en cuestién esta contenida solamente en tres cuadra-
dos contenidos en T x T, los cuales son: OA x CAUOB x OBUOC x OC si
tomamos la seccién de la gréfica que cada uno de ellos contiene tendremos la
gréfica de la identidad en cada uno de los mismos. Otro aspecto singular es que
la unién de dichas graficas es también un triodo simple.

12



CAPITULO 2

EL CONTINUO DE INGRAM

En este capftulo expondremos un ejemplo de un continue M con las si-
guientes propiedades: Es Ifmite inverso de triodos, indescomponible, atriédico
v tiene span distinto de cero, 1a definicién, construecién paso por paso v de-
mostracion de las afirmaciones anteriores se encuentran en [4], pretendemos es-
bozar y dar una idea clara de todos los aspectos que trata el articulo en cuestién.

2.1 DEFINICION

Sea T el triodo simple definamos f : T — T como sigue:

(1A4s:7r)510<m 31

= 4z — 1 <z
f(Iv'z')z Egm_;u-,%; ?fzfé
(4o — 30)si§ <z<l

(1»~3:c ) 510

F(em) = %‘” e 2)%
x — 2,0) si

f(m,(]):{ (1 —2z,n) s?Oé

(2r —1,0) si 3

Para todan,sea T, =T ¥ f. = f . Denotaremos por M al limite inverso
del sistema inverso {1y, fn}, es decir M = [{m {T, fn}

13
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a
:___g;mi ! !O(3AI_) A f .
® g cBrOREy— 8=
A iz T
o

Este seria un diagrama acorde con la funcion, en esfa figura ef triodo
"mas grueso” denota el fricdo imagen, los tres arcos dertro del mismo
serian el triodo dorinio de la funcién, de tal forma que los segmentos
aparecen deformados de acuerdo con las condiciones de la funcién
aplicada a cada unc de los arcos. Asi pues: el arco QA del dominio
cubre todo el triodo de [a siguiente forma: QA/4 cubre a OB, A/4,3A/4
cubre dos veces at OA, finalmente 3A/4,A cubre a OC, los arcos
restantes se explican de manera analoga.

Figure 4:

(AC)

(B.A)
€A

Esta seria una gréfica de la funcién de acuerdo con ef procedimiento detallado en fa

seccidn 1

Figure 5:
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2.2 Es Indescomponible
Teorema 2.1 El continuo de Ingram es indescomponible

Demostracién: Sea 7' = H U K, donde H y K son subcontinuos propios
de T, entonces uno de ellos, digamos H, contiene dos puntos extremos lo cual
nos remite a tres casos, estos y las implicaciones de los mismos lo detallamos en
los incisos siguientes

a) ABCH=ABCH=f(AB)C f(H) yf(AB)=T
b) ACCH=ACCH=f(AC)C f(H)y f(AC) =T L
¢) BBCCH=BCCH= f(BC)c f(Hy f(BC) = BCUO%;

f(BCUOF) =s*(BC) c f*(H) y f (BCUOF) =T

En los dos primeros incisos aplicamos directamente el teorema 1.5, para el
tercero se cumple que {im {T,, 9.} donde (T, =T, g, = f2¥n € N) es indes-
ecomponible por el teorema 1.5, ¥ por el teorema 1.4 es homeomorfo al continuo
de Ingram, de ahi éste es indescomponible.

15



2.3 ES ATRIODICO

Teorema 2.1 El continuo A/ es atriddico.

Demostracion: (teorema 2.1) En primer lngar necesitamos demostrar el
siguiente tegrema:

Teorema 2.2 Si K es un continuo y todo subcontinuo propio de K es
encadenable, entonces K es atricdico.

Demostracién {del teorema 2.2) 8i K no es atriédico y como todo sub-
continuo es encadenable entonces la 1nica posibilidad es que K sea un triodo.
Supongamos que K = M U My U Mz donde las M; cumplen: M) OV M =
M1 0 Mz = My N My = My 0 Ma 1 M3, es un subcontinuo propio de todos los
M;,i=1,2,8.

Sea H = M; N My por ser T un triodo ¥ las propiedades de los triodos
podemos suponer que existe p € M; \ (Mz U M3) entonces p ¢ H, por lo tanto
existe un abierto Vi talque pe Vy VN H = ¢.

Sea N la componente de M; \V que contiene a H, se cumple gue NUV £ ¢
¥ por el teorema de golpes en la frontera existe ¢ € N tal que N \ H # ¢ por lo
tanto NV U Mz U M3z es un triodo el cual es un subcontinuo propio de K, fin de
la. demostracion.

Por €l teorema 2.2 bastard demostrar que todo subcontinuo propio de M es
encadenable y en consecuencia M sers atriodico.

Supongamos que H es un subcontinuo propio de M, entonces existe Ny € N,
tal que si n > Ny entonces f, (H) $ T, consideraremos dos casos:

a)Paratodai e N3 j>ital que O & f; (H).

Sea ¢ > 0, demostraremos que existe 7 € N tal que f; es una e~funcién de M
sobre un intervalo. Para que f; sea una e-funcién, necesitamos: diam ( fi 1 (8)) <
gseT.

Sea % suficientemente grande de tal forma que 3,27 < ¢,i > k&, gaﬁta
k existe puesto que la suma es convergente). Sea t € Ti, si z,¥ € f ~ (),
entonces d(z,y) = 3" 27%d; (z,,5.) < .27 < k) < £ pues zx = y, Tp—1 =
Yre—1, ,T1 = 1 ¥ d; la consideramos acotads por 1, por lo tanto fi. es una
e-funcién.

De ahf, existe un entero j > £ tal que O ¢ f; (H) por lo tanto f; (H) es un
arco; por lo tanto dada = > 0 existe una s-funcién de H hacia un arco, por el
teorema (1.5) de la introduccién H es encadenable.
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b) Existe ke Ntal quesi j >k, 0 ¢ f; (H)

Supongamos § > ky j > Nyg. Entonces O € fj3(H),y O, B = f{0)
estdn en fg_;,z (H), por lo tanto [OB] C fji2(H). Como f ({OB]) = [OB] u
[ocluo4] y [0A] € 7 ([04]), F2({OB]) = T por lo tanto f; (H) = T;, pero
j > Ny, contradlmeudo 1a hipotesis-

Por lo tanto todo subcontinuo propio de M es encadenable. El teorema
anterior nos garantiza que M es atriédico, dado lo anterior podemos pregun-

tarnos st M es encadenable, la respuesta es negativa, la siguiente seccién da una
demostracion de la misma.
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2.4 SPAN DISTINTO DE CERO

Antes de demostrar este teorema construiremos de manera inductiva una
sucesidn de subespacios de T x T, la cual nos inducird un subcontinuo de M
que tenga span positivo, y por el teorema (1.7) de la introduccién tendremos
que M tendrd span positivo.

Esta sucesién Z1,Zs,--- de subcontinuos de T'x T seré, tal que pars todo
n € N, 11(Z,) = 72(Zn); f X f(Znt1) = Ziny Zn = Zniy, €5 decn' 71 (Zn) =
T2 (Z'n-il-l) » T2 (Zn) =Ty (Zn+1) y dado (Pa ) € Zlad(pa Q) 2 21 €0 particular
ol > 3.

=3

Construccicn

Sea:

Z; = ({[0B] x {CH U ({B} x [0C))) U (([OC] x {BH U

U({C} x [OBD) U (([0A] x {Chu ({A} x [OCDY U ((IOC] x {Ah) U
U({C} x [0A])) u{(joA] ><{B})U({AL} x [0B})) U(([OB] x {A})}U
U({B} x I ]) u((fogl x{chu ({2 } [OCT)Hu

u({loCt x {4 })U({C‘}Xio“‘]))u{([ 4] % {B})

U ({2} x [OB})) U (((0B] x {2 Hu{{B }x[O ])
u(([0£] x {A}) u ({0} x [“]))U(([ A} x {Ohu

u ({A} x [04])

Si(p,g)eZ1=d(p.g) =2

Hipdétesis de induccién

Supongamos que Z, es un subcontinuo de T x T tal que:

a) 1y (Zn) =73 (Zn) =T

b} Z,, es la union de 12 continuos denotados por: < OB, 0C >,

< 0C,0B >, < 0A,0C >, < 0C,0A >, < 0A,0B >,< OB.OA >,
< 04,0C >, <OCO >, <O‘;‘,OB> < O0B,0% >

O“" ‘M >, < 3fA O’ql >, donde < t,u > denotaun oontmuo K tal que
ﬂ'l(K)—tYﬁ‘2(K)—u
¢) <t u>Tt=<ut>

d) Existen cuatro puntos 3, I2,$3, 4 tales que
7, € [34], zy € {2BB],za€ [§C),z4€ [£4
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Este es el digrama de Z/1 representado en TXT
{A.C}

{AB)

{O,B)

6

- {C.B)
(8.A)
(C.A

Figure 6:

Esta figura es homeomorfa al anterior, solamente la represento plana
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1) < OA,0B >,< 04,0C >y < 324,04 > contienen a (21,0) y <
OB,0A >, <0OCOA>y < O%, -?lf—A > contienen a {0, 2} .

2) < 0B,0A >, < OB,0C >y < OB,O—‘;‘- > contienen a (z2,0) ¥ <
04;0B >, < 0C 0B > y< 04,08 > contienen a (O, 22) .

3) < OC,0A >,< OC,0B >,y < 0OC, O-‘% > contienen a (z3,0) ¥y <
0A,0C >,< OB,0C >y < 04,0C >, contienen a (O, xs3).

4) < 04,08 > y < 04,0C > contienen a (z1,0) y < OB,04 >y
< OC,0% > contienen & (o,24) .

e) Existen dos puntos z; y 22 tales que z; € OC, 2, € OA y
1) (B,2) €< OB,0C > y {%,B) e< OC,0B >
2) (B,20) €< OB,0A > y (22,B) €< OA, 0B >.

Finalmente supongamos que si n > 1, (f % f} (Zn) = Zn_1.

Z, cumple con todas las condiciones anteriores.
a) 11 (Z1) = 72(Z1) =T , por construccion.

b) Por construccion, Z) es la unién de 12 continuos (los doce que usamos en
la construceidn) con las proyecciones adecuadas.

¢} Se cumple con esta condicién por construccién.

d) Los puntos z;, 20,73, %4, 1 = A, 25 = B,xs = C,z4 = —g—, cumplen con
todos los requerimientos.

e) Los puntos z; = C, zp = A, son los puntos que cumplen con los requeri-
mientos, es decir: {B,z) €< OB,0C >, (2;,B) €< OC,0B >;(B,z) €<
OB,0A>,(z,B) €< OA,0B >,

Construccién de Z,..1

Pimeramente estableceré la notacién:

Sea < t,u > un subcontinuo de Zy,v v w arcos en T tales que f |, es un
homeomorfismo entre v y t ¥ f | es un homeomorfismo entre w y u.

Ahora bien L = (f x f) |73, (< t,2>) es un continuo Jamado el "levan-
tamiento” de < ¢,u > con respectoa vy w. Vease que: m {L) =v, ym2 (L) = w,
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denotado por: L{< t,u >,v,w), si no causa confusién se denotard simplemente
por L.

Definamos:

a1 = L} (< 0B,0C >,0%&,
UL3(<O2,OB>, 35 (>

)% C)UL (< 04,0C > 88 £C)u
UL} (< OC,0B >,%£B,0%

L;(<04,0B>,82 05\u

L—

gz = (1_1—1

ag = L§ (< OB,0C >,0%, 3 A) UL} (< OB,0A>,0%,43) u
UL} (< OB,0A >,0%,44)uL}(<0OC,0A>,%C 44)u
LLi (< OC,0B >,£C,04)

as ——-a;l

as = L (< 0B,0C >,0%,38 ) UL} (< OB,0A >, og- 43 v

UL (< 0%, 44>, 22,49 ULk (< 04,34 > 22 Wy
A B 2B L}iA 5 28 AA

UL5(<O*2“,34A>,5~3—-, L8)ULE(<OC,0A> 2B, 44)u

uL? (< OC,0B >, BB,O%‘;—)

ag =az"

a7-—L7(<OB OC>,O-‘2‘-,3§EB)UL? < 0A,0C >, 4}% %—B)U

U (< 304,04 > 4 FR)ULL(< #4008 >, 584 38)0

K3

ULL(< OA,0B >, 44,
1

ag = ar

ag =L} (< OB,0C >,04,5C) UL} (< 0A,0C >,24,5C)u
UL3 (< OA,0B >, 44,0%).

a0 = a3’
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ann =L (< OB,0C>.04, 3 A) UL} (< 04,00 >, 44,32 4)

-1
12 =45,

Afirmacién 2.1 aq; es un continuo

-1 -1
Demuostracién Puesto que: (%, (f {%c) (3:3)) € LinL3, ((f tgg) (z4), %—) €
L3N L3, Existe un punto 31 de OB tal que (iz"i,yl) €< 04,0B >, por lo tanto
-1
£.(7log) " ) ezin sty (#.(flog)” @) € Lin 1}, vambitn
71 (e1) = 0B, w2 (a1) = OC v (f x f) {81} C Zn.

Los otros once a; son tambien contimuos, la demostracién de este hecho la
omito por ser analoga a la demostracién anterior.

Definimos Z,,; = UL2,¢;. entonces Z,..; es la unién de 12 continuos tales
que:

< 0B, 0C >=ua,,< OC,0B >'=as,< OA,OC >'=ay,

< 0C,0A >'= az, < OA, OB >'=a5,< OB,0A >'= a5

< O%,OC >'=ag,< OC, O >'= a9, < O%,OB >'=ay

< 0B,04 >'=a3,< 0%, 3f‘A >'=a;, < 3—},0% >=ays.

Es claro que los subcontinuos anteriores cumplen que si K =< t,u >, en-
tonces m (K) =t y mp (K) = u, por construccién < t,u >"t=< u,f >, por lo
que la condiciones (b} y (¢) de la hipdtesis de mduccujn es satisfecha por Z,41.

Sea 7} = (f|32A4)  (z), 7% = (f| 2BB) N(z),2 = (F]19C) (=),
zh = (f1 %%)“1 (22}, clara.mente oy € [34],25 ¢ [28B],25 € [§C]. ¥
zjy € [44]. entonces (z},0) es un punto de as, a4 y @12 mientras que (0, z})
es un punto de as, a3 y a11.El punto (25, 0) es un punto de a5, ¢; y ag, mientras
que (0,5} es un punto de ag, az, ¥ a7. El punto (240) es un punto de ag, as,
¥ a10, mientras que (O, z3) es un punto de a4,a; ¥y ag. El punto (24, 0} es un
punto de a7 ¥ ag mientras que (O, )} es un punto de a3 y a19. por lo tanto (d)
es satisfecha.

Existe también un punto 2} € OC, tal que (B,2{) € a1 y (2], B) € a2, ¥
existe un punto zj & OA, tal que (B, 23) € as y (24, B) € as, por lo tanto () es
satisfecha.

De lo anterior cada uno de los conjuntos de la siguiente sucesion finita es un

continuo, (a,4 Uag Ualg) R (0.1 Uay U ag) R (as Uag U ag) , (as U a;;Uan) R
(ag Uaz am) , (as UagUaz).
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(@B, T A i

(8.0)

Figure &:

Por otro lado todo término de la sucesién (salvo el dltimo) intersecta al que
le sigue, v la unién de todos los términos de la sucesién es Z,..q,por lo tanto
Z,+1 es un continuo, Del hecho de que m; (a3 UazUazVay) =T, parai=1,2

;71 {Zny1) = 72 (Zny2) = T, (a) es satisfecha y Z,.1 es un subcontinuo de
TxT.

Finalmente haremos ver que (f X f) (Znt1) = Zn, €l contimo < 0B,0C >
,< 0A,0C >,< 0A,0B >,< 04,0C >,< 04,08 >,

< Oi;‘-, % >, son todos los subconjuntos de fx f (a; Uas Uar U ag) ,tambien<
OC,0B >»,< OC,0A>,< OB.OA >

< OC,O% >, < 01‘5’,()-‘2i >, < %A,O-—é >, son todos los subconjuntos de
fx fagUagUagUayg) por lo tanto Z,, es un subconjunto de f x f(Z,11),
como para toda £, f % f{e;) C Z,, f % f(Zps1) = Zp.

Para tener una idea mds clara de la induccién, construiré Zg, siguiendo las

instrucciones construyo en primer lugar {a;) la cual observamos en la figura 8

Ahora, después de hacer la contruccién de cada una de las partes requeridas
obtengo una de las "vistas” obsérvese 1z figura 9

Esta es la parte de "abajo”, hay que pegar una cara més, la cual afiade 2
"crestas”, estas se observan en la figura 10

NOTA.: Una observacion interesante es que todos los elementos de la suce-
sién que se construyd, estan contenidos en la unién de las figuras 11 y 12, otra
nots interesante es que estos subconjuntos de 7" x T los podemos encajar en R3.
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Figure 9:
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Figure 11:

Teorema 2.3 El continuo M tiene span positivo, y en consecuencia es no-
encadenable.

El teorema anterior es una consecuencia directa del teorema (1.8} del capitulo
1, puesto que si M fuera encadenable entonces tendrfa span cero, al no tenerlo
se cumple el teorema anterior

Demostracién: Suponga que k es un entero positivo y seleccione Z;, Zy, Z3, - - -
que satisfagan la construccion anterior, para todansea T, =T, ysea g, =
sin<k-1,donde g, es la identidad en T sin = k.

SiYi = im {T;,9:},sea h: T — Yi esdefinidapor & (z) = (f* 1 (z), -, f (), 2,2, -

entonces h es un homeomorfismo de Tj, sobre Yz, El conjunto W = (h x k) (Z)
es un subconjunto conexo de Yi % ¥i con todas sus proyecciones sobre Y.
Si (p,q) es un punto de W, d(p,q) > 24 (f* (o), f*" (a)} = %, como
(£ (or) - ¥ (qr)) € Z1, por lo tanto oV > 3.

Como M es ol limite de la sucesidn de los conjuntos ¥3,%s,---, o(M)} =

limsup o (Yi) > %,por el teorema (1.7) de Ja introduccién tenemos o (M) > 0,
¥ en consecuencia M es no encadenable,
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CAPITULO 3

EL SUPERTRIODO

El propésito de esta seccién sers describir un continuo que cumple: Es indes-
componible, limite inverso de triodos y contiene triodos. Este andlisis se divide
en tres partes con el propdsito de motivar la intuicitn con que contamos con
respecto a la funcién que nos genera este limite inverso.

3.1 DEFINICION

Sea T un triodo simple, definamos la fumcién ¥ : T — T como sigue:

( ~3),size [5,1,]
F(04) = { 0,4z +3), siz € %,%]
(0,2z), siz € [0, 1]

(0,42 — 3}, sxxé[ .1
F(’@:{ (w,—4z + 3), S“cet%z] }

(w,2z), size [0

£ (0B) = { ((‘!r 4;; +3:)3) s;lzxee %IL }

(3,22), sz € [0,
En la figura 13 tenemos la grifica correspondiente a esta funcién

Tendremos m4s precisién al observar la figura 14:

El sistema inverso (del cual M es su Hmite inverso) serd:{T,, F3*!}, donde
cada T es un triodo y cada F7*! es la funcién definida anteriormente.
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Figure 14:
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B2

Figure 15:

3.2 PRIMERA RESTRICCION, CURVA TOPOLOGICA

Para evitar confusiones lamaremos f; a la funcién que definimos a continua-
cibn.

f1 (0A4) = Iz, es decir la identidad en OA
f1 (OC) = Iz, es decir la identidad en OC

Finalmente f; aplicada al intervalo OB ser4 la funcién F aplicada al intervalo
en cuestién, es decir:

. (?r,4:1:—3),si$€[§,1L
f](OB):F((?I‘,.’.B))={ (%,——4x+3),5i$€%,3] }
(3,22), size[0,3

La gréfica correspondiente se ve en la figura 15

La figura 16 nos muestra su grafica en T x T.
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Si ”desdoblamos” de manera adecuada tendremos la siguiente gréfica (figl7):

Afirmacién 3.1 El lim (T, f1} es homeomorio ala curva: {(z,y) € R?:y=seni,0<z <1}U
{(z,9)e R? : 2 =0,-2 <y < —1}. es decir la curva topolégica unida con un
arco (a partir de aqui la Hamaré Cr por comodidad).

Demostracidn: Dividiré este andlisis en dos partes, prirnero identificaré
cuales sonlos subcontinuos de T a partir de los cuales obtengo el arco que
contiene el residuo de Cr y su prolongacion sobre el eje ¥ , en segundo u-
gar distinguiré los subcontinuos de T a partir de los cuales obtengo la curva
topologica.

1} La funcisn f; restringida a OAUOC es la identidad, por lo tanto el limite
inverso restringido a estos segmentos es un arco. Este arco es homeomorio a:
{(zy) e R?:o=0,~2<y<1}.

2) Para encontrar los subcontinuos a partir de los cuales obtengo la curva
topolégica primeramente recordaré algunos conceptos.

Por [2] puedo ver Ia curva topoldgica como sigue:

Em{I, g} donde[:{(),]_]yg(x)={ 2z, size[[},%]l] }

—x+%, size 3,

también recordemos por el teorema. (1.4) del primer capftulo que obtengo el

dr,size {O,E‘]

mismo Hmite inverso si uso ¢7, es decir: ¢? (z)=4¢ —2z+ %, size€ |z, %}
z, sz €l 1T
sus gréficas las vemos en la figura 18.

Usaré g° v f, definidas anteriormente para demostrar mi afirmacién, mostraré
que el siguiente diagrama cumple las condiciones del teorema (1.2) y as{ tenemos
un homeomerfismo entre los Himites inversos.

L bk L

Le _ l¥ donde: DAUOB =L, f ;= h, y también se cumple:
I e I

1 1
_J —gz+isize0l],8=m
({8, x)) { 3z+4.sizef0l],6=5%

de manera gréfica tenemos fig. 1%:
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Figure 18:

Por el teorema 1.2 la igualdad que se debe cumplir es la siguiente:g? o ¢ =
¢o f, En los renglones siguientes comprobaré esta igualdad.

Sig=nrx
‘P((eax)) = —%m +%

#ema)={ 3t

Sif=3

+%gx—2:c+ ,sup((ﬂ'x)e[
+3)+i=z+3 se(ra)e

i)
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(m,4z), siz € [1, :]
f((7r,:r))={ (%, 4z +3), s1:1:€r }
(3,2z), size 3,0

2242, si f (m,3) € (r,2) (1)

S +i=-
ga(f(n’,a:)):{ (- 4m+3) §: -2z 42, sif(fr,x)egg,x){l’)
1(22)+3= 3, s f{rx) e (Z,2) (2

Sl 6=5

¢ (f(5:2) =32 +5(3)
vy 2,3y 3, tendremos: g% o = po f, por lo tanto

Comparando 1 y 1/, 2 ,
los limites inversos son homeomorfos, y en consecuencia el {m {OAOB fi} es

homeomorfo a la curva topoldgica (Cr).
Por 1itimo hemos de notar que comparando (1} y (2), obtenemos lo que

deseabamos demostrar.
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Figure 20:

3.3 SEGUNDA RESTRICCION, CURVA TOPOLOGICA Y RAYO
Ahora restringiré F a 2 de los arcos, OB, y OA4, en OC ser la identidad,

de tal forma que tendremos una nueva funcién fo : T — T definida como sigue:

fa [5?3'_) = Iz es decir 1a identidad en el segmento OC.

(3,4r—3),siz e 3]
f2(04) =F((Z,2)) = {(O —4z +3), s1a:€iﬁ,z }

(0,2z), siz e [0
(m4z-3), size[3 1L

f2(OB) = F((m,z)) =< (%, ﬂ4x+3),s1a:€il

(3.22), siz e [0,3
graficamente tengo la fig 20
Afirmacion 3.2 El lim {T, f2} es homeomorfo a: ¥ = CrUK, donde K es

un rayo que cumple: N =K , K -~ K = Crp.

Cabe mencionar que esta demostracién estd inspirada en un grado muy aito

en una demostracién de Ingram {2, ejemplo 0.2, p 4 — 5], acerca del Ymite in-
verso a partir del cual obtengo la curva topolégica.
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Demostracidén: s

1) Si comsidero la funcién fo, la imagen del arco OC es él mismo bajo
la identidad en OC, el cual es homeomorfo a un arco S, que cumple que
es homeomorfo a la barra limite de la curva topolégica (Cr). Nétese que
S= {:zreN:a:ne_O-@,Vn}

2) Defino ahora los conjuntos:
B,={zeN:z, 65§},p&ran=1,2,3,---

o = {2€N:mn€_O_A, yx,-Em,ViZn},paran:I,ZS,”-
Abora bien, N = (U2, {as}) U (UR, {B8;}) US

Esto se cumple, puesto que si x € N, entonces ge cumple uno y solo uno de
los siguientes incisos:

a)z, €0B,=>z€ep,

b) z, 62‘7, ¥ en este caso hay solamente dos posibilidades:
1) z; €04, Vi 2 n =z € an.

2) z.€OBparaalgmar>n=z€j,.

c) T, € OC,Vn;=> z € 8.

Notemos también que de los ineisos anteriores podemos concluir que los tres
conjuntos que aparecen en la descomposicion de N son ajenos dos a dos.

A continuacién demostraré que todos los puntos de S son puntos ¥mite de
U2, @;, donde U2, o; es un rayo

1) Sea z € Sy ¢ > 0 entonces, existe un entero positivo E, talque 3 .., » glv <
g,

2) Por otro lado, existe yz € OA, tal que fo (yg) = g1, donde 2., es la
(E — 1) coordenada de z.

Ahora:

Seay = (z1,z2, - TE_1,¥E, YE+1, - ), donde cada y;, € OA, en consecuen-
cia y € UZ, {as}.

Por (1) se cumple d{z,y) < &, luego entonces todos los puntos de S son
puntos limite de elementos de U2, {a;}.
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U2, {o }es un rayo pues cada uno de los & lo és y se cumple la contencién:oy C
g C o Cooge COpy1 Toery )

De lo anterior podemos concluir: (U, {a:})—URZ,; {as} = 8,y (UR, {ashu
S = CT

Por otro lado:

Observemos que si z € S U {U2, a;} ¥ & > 0, entonces

1) Existe un entero positivo b, tal que 3,5, & <e,

2) Existe un punto y € OB, que cumple: fo (yi)__ = zp_1, donde z;_1 es la
(b — 1) coordenada de z, esto se cumple puesto que OA se cubre “directamente”
por OB, y OC es cubierto por OB despues de aplicar fz dos veces (f2 o fa).

Ahora:

Sea y = (&1, %2, -+ , Tp—1,Yss --- ) , DOtemos que las tnicas imagenes inversas
de y5 son elementos de OC por 1o tanto se cumple: y € U, {8;}.

Entonces por (1) se cumple d {z,y) < &, por lo tanto tenemos que cada punto
de SU(USS; {@;}) es punto Mmite de puntos en U2, {5;}, por lo tanto tenemos:

==

UE: {81 — (LR, {8,}) = Su (UR, {o:}) = Cr.
Concluyendo:

Se cumple lim {T, fo} es homeomorfo a la curva topoldgica unida con un
rayo €l cual tiene como puntos limite la misma.
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3.4 ANALISIS TOTAL, EL SUPERTRIODO

El dltimo paso consiste en describir el limite inverso que obtenemos si apli-
camos F sin restricciones, es decir fig 21

F:T-T

F(—O—A):{ (E) 4x+?),2iiif§1] }

4

(0,2z), siz e [0, 2]

(0,4z-3), siz e [§ ,1l

F(m:{ (o, —~dx + 3), sx:re%,z] }
(m,22), siz € [0, 3
(mdz~3), size [3,1

F(OB ={ (5,—:1'-{—3 ,ssmse[fl l’ }
(53,22),size] ,21

Afirmacion 3.3: El continuo M es indescomponible

Demostracién: Sean N y N dos subcontinuos propios de 7, entonces
uno de ellos contiene dos puntos extremnos de T, sin pérdida de generalidad

38



BA b
CA)

Figure 22:

puedo suponer que el continuo es N y que los puntos extremos son A_y B, en

consecuencia: (A0 U OEB) C N, lo que nros implica F (N) > F (ADUOB) =T,

por lo tanto F (N) = T , esto quiere decir que se cumplen las condiciones del

teorema (1.5) de la introduccién, en consecuencia M es indescomponible.
Afirmacion 3.4: El continuo M contiene un triodo.

Demostracién: Procedo como sigue:

Observemos la gréfica de F' (fig 22), notemos que T es la imagen de un triodo

T = O‘—g— U O-‘-z-‘: U O-’i"‘- y la funcién F' |7 es un homeomorfismo.

Tambien notemos que TY es la imagen de un triodo T = O% uo4u O% y
la funcién F' |ryes un homeomorfismo.

Para fijar ideas observese la grafica de F? (fig 23):

Aplicando este mismo criterio para T4, obtenemos que él es la imagen de
3=04U08U0%.
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Figure 23:

Ahora estamos listos para generalizar:

Consideremos los conjuntos:

O@%UO%UO;% si se cumple que h =3k, k€ N
Th = { Oszrr UOmigey U Oy sise cumple que A =3k + 1,k € N
Omr UOgpts UOgzEr sise cumple que h =3k + 2,k €N

Cada una de las T} es un triodo, F' |r;: T — T}, es un homeomorfismo
entre T; y T} _,, por lo tanto podemos construir el siguiente sistema inverso:

{T,’l, Fir }, el cual es homeomorfo a un triodo por ser homeomorfismos estre
espacios por el teorema (1.2) en la introduccién, ademds: ﬁm{T,’”F le.} <
Em {T, F}, lo cual nos indica que M contiene un triodo.

Teorema 3.1: Sea {Ty, f»} un sistema inverso ( Tog = lim {Th, fa}), donde
cada uno de los espacios factores es un triodo, y cada una de las funciones de
ligadura es sobre, supongamos que para cada n = 1,2,3,.-. 3T, < T, con 7Y,
un triodo para toda n, que cumple: f7 , : 7T, — T,_, es un homeomorfismo
entonces Ty, contiene triodos.

Demosiracién: Para demostrar esto procedemos asf: {im {77, fn} € Teo

40



y ese ifmite de subtriodos es un triodo, pues tenemos homeomorfismos entre
tricdos, ¥ el teoremna 1.2 en la introduccién nos garantiza, este resultado.

El reciproco del teorema 3.1 dirfa lo siguiente:

Sea {Tn, fn} un sistema inverso { T, = lim {Tn, fa}), donde cada uno de los
espacios factores es un triodo, y cada una de las funciones de ligadura es sobre,
supongamos que T, contiene triodos, entonces para cada n = 1,2,3,--- , 37T},
C Tn que cumple: f ,: T, — T, , es un homeomorfismo,

Esta afirmacién es falsa, existen funciones de ligadura entre triodos en las
que no podemos encontrar una restriccién de efla que resulte un homeomorfismo
entre triodos y sin embargo el limite inverso contiene triodos, a continuacién
daremos un ejemplo.

Sea T el triodo simple (descrito al inicio de esta seccién) y F: T — T
definida corno sigue:

F (OA) = Izz es decir la identidad en OA

(0, :c), size [2,[1
_ ) (D4x ,size %-
F(OC) =1 3, 4m+%) sizell 3]
z,2z), 31:::6[0,4

En las figuras 24 v 25 tenemos dos "grédficas” de F.
Proposicién 3.1. El continuo T, = [im {T, F'} contiene triodos.

Demostracién: Al considerar el sistema inverso {T", F} (utilizare F* para

depotar F |7 o F |g,S C T ) donde T' = O“‘ UOB Uog, y F es la misma
funcién del sistema inverso original r&strmglda a7, obtenemos la grafica de la

figura 26.

Lo snalizaremos por secciones: La funcién aplicada solamenie en los arcos:
OC U OA esta primera seccién esta representada. en la figura 27
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Figitre 24:
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Figure 25:




7 - SV

Figure 2T:

Al inicio de 1a presente seccién demostré que el limite inverso de esta restric-
ci6n corrresponde a la curva topolégica.

De manera andloga si en la segunda seccion de este subtriodo (la funcién

restringida a O% U O%) consideramos el limite inverso correspondiente, éste
resulta ser la curva topoldgica.

De ahf que el total del limite inverso (K”) corresponde a la unién de dos
curvas topoldgicas cuya barra lmite es comuin a ambas por lo tanto tengo que
el lfmite inverso es homeomorfo a la siguiente figura:

El limite inverso del arco 4 es un arco, puesto que tengo la funcién iden-
tidad en €1, la mitad de este arco es el arco limite de las curvas topolégicas de
K', de donde tengo que su gréfica es la que vemos en la pégina siguiente.
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Las secciones que falta pegar del limite inverso total: {fm {C-g, F} y lim {B%, F}
80N arcos pues son Himites inversos de arcos con la funcion identidad aplicada a
cada uno de eflos, por lo tanto si pegamos de manera adecuada tendremos que el
limite inverso que estébamos buscando es claramente un tricdo puesto que exis-
te un subcontinuo que al retirarlo del limite inverso obtengo tres componentes
ajenas.

VEETT
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3.5 GENERALIZACIONES, CURVA TOPOLOGICA Y RAYOS,
SUPER N-ODO

Concluiré describiendo los limites inversos de dos sistemas inversos donde la
sucesidn de espacios son todos n-odos v las funciones son del mismeo tipo que F.

Primero denotaré por A al n-odo que es la unidn de O 41,049, ,0A,,
donde OA; es un arco para cada i, ademés existen dngulos 8;,8s,--- .6, €
(0,27) ,0=0; <3< --- < b, <2r

04, = {(bs,2): 2 €[0,1]}

a:In— {(gn—l’x) z € [0, 1]}

.............................................

OA; = {{02,2) : z € 0,1]}

OA; = {(0,z) : z € [0, 1]}

Defino la funcién F : A — A como sigue:

(6,42~ 3), siz e [§,1]

F(0OA,) = { (Pp_1,—4x+3),siz e [ﬁ

(#r-1,2z), siz € [0

JND)

] }
(bn-1,42-3), siz € [3,1]
F@:j={ (62,42 +3), siz € %4 }
2

(On—2,22), siz e [0, %

(2,42 ~3), siz € [
F(m={ (0, -4z + 3), s1:c€&?],i]] }

(0,2z), siz e |

F (OA;) = Izx; es decir la identidad en 04;.
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Figure 28:

Ahora tengo un sistema inverso donde la sucesién de espacios sonr n-odos
(A), y las funciones de ligadura son las F. es decir: {An, Fr}.

Demostraré que el limite inverso (}fm {An, Fn}) es K, donde X es un con-
tinuo con las siguientes caracterfsticas: K esta formado por: un arco y (n— 1)
rayos ajenos, ordenados de tal forma que se cumple:

K=Cru [U?;fa,-) donde cada vna de las o; es un rayo, e N oy = ¢ s
#5020 -0 =0t >CrUm, g ~a=CprUm, - 8z O
Cru (Uifa),

Q2 — Q2 = CT V) (U;:l:;a,-) .

Demostracién:

1) Um {OA:1,F |5z} = S, donde S es un arco, puesto que F |57, = Foqr
tambien podemos afirmar: {im {A204y, F |15} ~ Cr (por lo demostrado
en el inicio de esta seccién)

2) Ahora defino los siguientes conjuntos:
o ?={z€K:2,€04,},n=123,-
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ard={c€eK:2,€04, 1 yzi€OAp_1,Vi2n},n=123, -

ol={zeK:z,€43 yz: € 0A3,¥i2n},n=123,---

Bpo={2€K 2, Ay, yz: € OAg,¥i>n},n=12.3,..-

Afirmacion: K = (U0 %) U{UR, el ) u--- U (UR el U(UR8,)US

3

Demostracién:

D) Esta contencién es inmediata, pues cada uno de los conjuntos anteriores
esta contenido en K.

C) Sea z € K =>(por la definicién de F) 3j € {1,2,3,---} tal que Vh >
Jyxn € OAy,r € {1,2,3,--- ,n}, por lo tanto se cumple lo que deseabamos
probar.

Ahora solo me resta "pegar” adecuadamente los subconjuntos anteriores del
limite inverso, lo demostraré por induccién de ia siguiente manera:

(U2 8:1U S ~ Cr por la demostracién de (1).

(URia})U(UR,8,)US =~ CrUe; donde ajes un rayo que tiene como lfmite
Cr v por lo demostrado en el segundo paso del problema inicial de esta seccién
@1 O Cr, o1 —aq = Cp.

De manera similar pego los siguientes (n — 3) arcos (U2, of~2)U(UR, 0] 1)U
-+ U (U2, 0f), de esta forma obtengo lo que deseaba demostrar, de ahi que el
limite inverso ez homeomorfo & la figura:

Aa-y

A continuacién modificaré un poco el limite inverso para obtener un super-

n-odo. A sers también un n-odo, A; serd cada uno de los arcos que forman el
n-odo, procedo pues como sigue:

48



Defino 1a funcion F : A — A como sigue:

(Bn.d4z - 3), siz € [4,1
i

F(m Tf{ (9"_1,ﬁ~4x—|-3), six € [lﬁ;l
)3

(0n_1,2z), siz € [0,3

P[]
fhin

(Pr_1,4z—3), siz € [§,11

F(Odp 1) =1{ (Pnos,—42+3), sizels 3]
(Bnﬁg, 2:[.') , six € [0, 5

(02,4z - 3), siz €
F(0A2) = (0,~4z+3),size

0,4z —3), siz € [4,1]

F (04 :{ (Bn,—4:s+3),si:v61%,4§] }

(6n,2z), siz e [0,3

El sistema inverso serd: {X,,Fp}donde X; = A, F,=FV¥i=1,2,--- ,n,y
Ao = lim {X,, F,}, el cual eumple que es indescomponible y contiene n-odos,

A, es indescomponible.

Para la demostracién de este hecho, notemos que dados C, D cualgquier par
de subcontiouos propios de A,tales que € U D = A entonces alguno de ellos
contiene un arcc A;, al cual despues de aplicarle n-veces la funcidn F lena a
todo A, es decir A C F™ (A;}, de ahf que construyendo el limite inverso con las
F™ y las A, asi pues, st uso los teoremas (1.5) y (1.4) de la introduccién tengo
1a indescomponibilidad de A,

A, contiene n-odos.

La demostracién es similar al caso en que A es un triodo, por lo tanto
solamente mencionaré los eambios en cuanto a conjuntos, consideraremos la
preimagen de A que se mapea homeocmorfamente con 4, bajo la funcién F; asf
pues defino los n-odos descritos anteriormente.

Ble
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Bom{ covviiiiiniiiien
(6292:) Te 01'1'
(0’9:) zTE 0)§
(97&7‘7“) TE [0: 2::1]
(On1,2) 1z € [0, 3¢ ]
Bp=4¢ -

Ahora bien, cada uno de los B; es un n-odo, y que al aplicar la funcién ¥
estd es un homeomorfismo entre los n-odos B;, por lo tanto, su Kmite inverso
(contenido en A.,) es homeomorfo a un n-odo, por Io tanto €l ifnite inverso
contiene un n-odo.
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