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Capitulo 1

ntroduccion

1 este Capitulo mencionaremos algunos de los problemas que motivaron el
tudio de métodos matematicos para optimizar. Iniciaremos con algunas
clones intuitivas acerca de las lineas mas cortas que unen a dos puntos en
perficies simples, después hablaremos del camino de minimo tiempo y de
s principios fundamentales de la mecédnica cldsica. Concluiremos con una

eve descripcién histérica de las teorfas que han explicado la naturaleza y
mportamiento de la luz.

.1 Lineas mas cortas

irante gran parte de nuestra vida buscamos la manera de llegar de un lu-
r a otro en el menor tiempo posible. Por ejemplo, cuando viajamos de

Figura 1.1: Camino mds corto
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Figura 1.2: ;Qué camino tomar?

una cindad a otra generalmente buscamos la carretera mds directa. Pero,
;c6mo escogemos el camino més directo? Analicemos las situaciones mas
sencillas. Si desedramos cruzar una plaza, caminando a una velocidad con-
stante, para llegar a una sucursal de un banco a punto de cerrar, buscariamos
tomar el menor tiempo y por tanto la trayectoria mds corta. Intuitivamente
trazariamos una linea recta imaginaria entre la puerta del banco y nosotros y
tratariamos de seguir ese camino. Sabemos gue podriamos tomar cualquier
otro camino como se muestra en la figura 1.1 pero de alguna manera intuimos
que la linea recta serd el mejor.

Més adelante daremos un argumento geométrico de por qué efectivamente
la recta cumple con la propiedad de ser la curva que une a dos puntos (en
una superficie plana) con la menor longitud. La propiedad anterior asegura
que dicha curva nos hard llegar més rapido a muestro destino si suponemos
que nos movemos con la misma velocidad sobre cualquier posible trayectoria
en el plano que une a ambos puntos. Es interesante preguntarnos cual seréd la
trayectoria de menor longitud que una a dos puntos en cualquier superficie.
Como vimos, parece ser cierto que la recta es dicha trayectoria en un plano.
Supongamos ahora que una hormiga desea llegar al segundo piso de una casa
a través de las escaleras para alcanzar un trozo de comida. Sin mucho pensar,
la hormiga exploradora toma la trayectoria marcada con la linea gruesa en
la figura 1.2 . De esta manera sus compaifieras llegardn a su destino con el
menor esfuerzo.
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Figura 1.3: Escalera Estirada

La manera geométrica de trazar esa trayectoria es muy sencilla, primero
sdoblamos la escalera estirandola en un plano como se muestra en la figura
1.3). En esta nueva superficie, podemos trazar una linea recta que una a los
intos A’, B'. Si ahora volvemos a doblar la superficie estirada y ponemos
pecial atencién en la curva que unfa a A’, B’, notamos que se convierte en

curva AB sobre los escalones que tomé la hormiga.

Podrfamos plantearle a nuestra amiga, el problema de llegar de una es-
lina de una caja de cartén a la esquina opuesta. A primera vista no es
ara la trayectoria mas corta, sin embargo, si procedemos de igual manera
le con la escalera, podemos répidamente deducir que el camino que debe
mar es el trazado en la figura 1.4.

Ahora, si la hormiga deseara alcanzar un trozo de aziicar sobre el borde
- un vaso (cilindrico), jqué trayectoria deberia tomar para recorrer la menor
stancia?

Veamos con cuidado la figura 1.5, parece claro que si el punto H fuera su
stino, trazariamos una recta ( alo largo del eje del cilindro ) sin dificultad,
ro si buscara llegar a G, jcomo trazar una recta que una a F con G sobre
vaso 7 La respuesta no es muy dificil. Asi como desdoblamos la escalera,
demos cortar el cilindro a lo largo de AB v desenvolverlo en un plano.
12 vez hecho esto, trazamos nuevamente una linca recta que una a F con
y listo.

Al volver a enrollar, encontrarcmnos la curva de menor longitud que leva
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Figura 1.5: Azdcar en el vaso

Figura 1.4: Caja
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2 hormiga a su destino. Este tipo de curvas sobre cilindros son llamadas
lices o helicoides. '
Nétese que este procedimiento se puede utilizar en prismas, piramides,

nos y en general en superficies-que se pueden desdoblar en planos.

Ahora jqué sucede si nos encontramos con una superficie que no podamos
sdoblar o desenrollar? Imaginemos una esfera, es decir una pelota.;qué
sa si cortamos una seccién de la misma y tratamos de aplanarla? Si hace-
s el intento de convertir dicha seccién en un plano nos damos cuenta, que
driamos que cortarla en secciones cada vez mds pequefias, de hecho, los
-udiosos de la geometria han demostrado matemaéticamente que la esfera es
a de esas superficies que no se pueden transformar en un plano sin perder
opiedades esenciales de la misma, como por ejemplo la distancia entre dos
ntos cualesquiera. Para trazar la curva de menor longitud sobre una super-
e de este estilo, es necesario definir el concepto de distancia de tal forma
e pueda aplicarse de manera mis general (véase explicacién geométrica en
siguiente seccién). Este problema es conocido en la literatura matematica
mo la busqueda de una linea geodésica. Notemos que de manera natural,
proceso intuitivo que aplicamos para hallar el camino més corto implica el
sarrollo de un método para “minimizar”.
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1.2 Un poco de geometria

Para convencernos de que una linea recta es efectivamente el segmento d
curva que une a dos puntos en el plano con la propiedad de tener la minim;
longitud, recurramos a nuestros conocimientos basicos de geometria.

Si tomamos un lado de un tridngulo, podemos notar que su longitud e
menor que la longitud de la suma de los otros dos lados, véase la figura (1.6)
De hecho su longitud es igual cuando el tridngulo degenera en una recta
es decir, cuando los dos lados restantes se encuentran sobre el primer ladc
(i.e. cuando el trisngulo no es tridngulo). En mateméticas dicho resultad
es conocido como la desigualdad del tridngulo. Con ese argumento se pued
ver facilmente que si quisiéramos ir de A a B, seria mejor tomar el lad
del trisngulo que los une. Ahora, supéngase que queremos ir de Cal,
través de la curva dibujada en la Fig 1.4b; notemos que podemos aplica
un razonamiento similar: si llamamos A; (Ag C, A, Asy ey Ap = D) alo
vértices (puntos donde se unen dos rectas de la curva) de la \inea quebrad
entonces, para llegar de C = Aq a Ay, es més corto tomar el segmento de rect
que une a Ag con Ay (ApAs) que los lados AgA; y A1 As porla desigualdad ds
tridngulo. Reemplazando el pedazo de curva ApA; A; por el segmento AGA:
podemos de nuevo asegurar que en lugar de tomar el camino determinado po
las rectas AgAs v AsAs es mas conveniente reemplazar dicho trecho por ¢
segmento AgA;. Si continuamos con este procedimiento de reemplazar cad
camino determinado por los lados AgA; -1 ¥ Ai—1A; (del tridngulo ApA; 1A,
por el segmento AyA; obtendremos que cuando 7 = n el camino Optimo ser
la recta CD.

Ahora, para probar que una curva cualquiera, diferente de la recta,
forzosamente méds larga, tenemos que recurrir al concepto de longitud de un
curva. Geométricamente se define la lIongitud de una curva, como el limit
de las longitudes de los lados de una poligonal que aproxima a dicha cury
cuando el nimero de lados de la poligonal tiende a infinito y simultaneament:
la longitud de los mismos tiende a cero. Esto significa que podemos aproxime
a toda curva por medio de una serie de lineas quebradas cuyos vértices ¢
hallan sobre la curva misma. Entre més pequefia sea la separacién entre I
puntos (es decir, mayor sea el niimero de lados), la longitud de dicha quebrad
se aproxima mds a la longitud de la curva. De lo anterior, observamos qu
toda quebrada que une a dos puntos en el plano es més larga que la rect:
ast, si cualquier curva es el lfmite de una quebrada, entonces la recta es m?
corta que cualquer curva.
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Figlda Fiz14b Figldc

Figura 1.6: Tridngulos

En el caso de la esfera las cosas no son tan sencillas, pero aiin as{ podemos
proceder de manera similar. Necesitamos determinar la curva que juega. el
mismo papel que la recta en el plano, pero sobre la superficie de la bola. Para
250 visualicemos una esfera. Si tenemos dos puntos A4, B sobre la misma (que
10 estdn ubicados en extremos opuestos de un didmetro) se puede trazar un
inico circulo mdzimo de la bola que pasa por ambos puntos. Por circulo
maximo entenderemos un trazo circular con radio igual al de la esfera y con
2] mismo centro. Dicho circulo mayor es dividido en dos arcos desiguales por
os puntos 4, B. Llamaremos AB al més corto de estos arcos. Consideremos
whora tres puntos ABC sobre la superficie esférica unidos con los arcos de los
irculos mayores AB, BC, CA; estos tres arcos forman el llamado tridngulo
sférico ABC' y cada arco corresponde a un lado de éste. No es dificil probar
e tedo lado de un tridngulo esférico es menor que la suma de los dos
ados restantes. La demostracién se basa en que la longitud de todo arco de
ircunferencia es proporcional al 4ngulo que subtiende y en el hecho de que
1 una pirdmide triangular, el 4ngulo correspondiente a una cara, es siempre
nenor que la suma de los dos dngulos restantes (en el caso de la igualdad, la
irdmide degenera en un tridngulo).

Sabiendo entonces que la desigualdad del tridngulo es vélida sobre la es-
era, podemos reproducir la argumentacién hecha para el plano, para concluir
jue la curva mds corta que une a dos puntos AB sobre la esfera es el arco
4B definido anteriormente, ya que toda curva arbitraria sobre la superficie
' euestion puede ser aproximada por una quebrada esférica. que a su vez es
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Figura 1.7: Geodésicas en una esfera

més larga que la llamada linea geodésica AB.*

Este problema es de suma importancia para encontrar las rutas de nave
gacién aéreas en las que se requiere que el avién utilice el minimo de con
bustible ( y por consequencia la trayectoria més corta) para llegar a su de
tino. Recordemos que en una primera aproximacion, la Tierra es una esfer:

Para estudiar las trayectorias méds cortas o lineas geodésicas entre u
punto y otro en una superficie cualquiera, es necesario un estudio matematic
mias profundo, sin embargo, una manera intuitiva de hallarlas es fijando I
extremos de una liga a los puntos en cuestién y permitiendo que ésta lleg
a un punto equilibrio o relajacion.

1.3 Acerca del tiempo

Otro problema que se presenta cotidianamente es aquel de realizar una a
cién en el menor tiempo posible. Notemos que si viajamos a una velocide
constante de un punto a a un punto b, las geodésicas representan a su ve
la trayectoria que nos lleva a nuestro destino en el minimo tiempo. Pe
;qué sucederfa si la velocidad a la que viajamos depende del camino g
tomamos?. Supongamos que en una situacion de emergencia, un salvavid
en el punto m, tuviera que llegar al sitio donde un nadador se encuentra
problemas, punto n (véase la figura 1.8).

1En el caso en que los puntos AB se encuentren sobre los extremos opuestos de
didmetro, ezisten una infinidad de trayectorias que los unen con longitud minima.
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Corriente

Figura 1.8: Problemas de optimizacién de tiempo

El salvavidas evidentemente buscaria llegar en el minimo tiempo. Parece
laro que es mds rdpido correr sobre la playa que nadar dentro del mar, por lo
jue el camino que pasa por b, no serfa el mejor. De hecho el camino optimo
lebe pasar entre las trayectorias que pasan por a y por b, por un punto c.
Jn problema similar sucede si deseamos llegar de un punto fijo f de un
xtremo de un ric a otro punto fijo g del otro lado. Imaginemos que a lo
ncho del rio hay una corriente que varia dependiendo de qué tan cerca nos
ncontremos de las orilias (véase la figura 1.8); en este caso es claro que
1 deseamos llegar de un extremo al otro en los puntos mencionados, en el
ninimo tiempo, la trayectoria no seria la linea recta, ya que de escoger dicho
amino, la corriente nos arrastrarfa de tal forma que antes de llegar al otro
ado, tendriamos que nadar venciendo la corriente de alguna manera, para
lcanzar el punto g. Notemos que en este caso la velocidad de viaje depende
uertemente de la trayectoria que tomemos.

En el tipo de problemas antes descritos buscamos minimizar el tiempo de
ecorrido, definiendo as{ una trayectoria que puede o no ser la de longitud
1enor.

.4 Acerca de los principios de minimizacién
en la naturaleza

n Fisica s de gran importancia estudiar las formas en la que Ia energia
e manifiesta. Sin ahondar en una discusién para definir dicho concepto,
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cito las palabras de Pierre Fermat “La Naturaleza tiene comportamient
obscuros y ocultos en los que de ninguna manera he buscado penetrar. Dich
comportamientos son siempre los més faciles y mas rapidos, es decir, siemy
toma el camino mas corto”. Por otro lado, Hamilton, en su formulacién
la mecdnica, sostenia que la naturaleza se comportaba de tal manera g
en cada fendmeno se cumplia un principio de minima accidén. El estuc
més profundo de la aplicacién de las ideas de ambos pensadores, llevé a
creacién de una nueva herramienta matematica conocida como el célculo
las variaciones.

Un problema que motivé de manera crucial el desarrollo del Célculo
Variaciones, fue el propuesto por Johann Bernoulli a los matematicos m
destacados de su época, en junio de 1696. El problema consiste en hallar
curva sobre la cual, una cuenta se deslice para llegar de un punto Aa
punto B, impulsada por su peso, en el menor tiempo . La condicién es ¢
dichos puntos no se encuentren en la misma vertical. Dicha curva es llame
braquistécrona. La palabra Braquistocrona viene del Griego SpaxioTol
“mas corto”, ypovo( = “tiempo”. El problema fue resuelto por Leibr
segiin datos histéricos, en una semana. Poco después, fueron publicadas
soluciones recibidas por Johann Bernoulli en una revista alemana. En e
nfimero se incluyeron las soluciones dadas por el autor del reto, que era
similar a la propuesta por Leibniz, y la de Jacques Bernoulli, hermano
Johann. En la revista se dieron créditos a una solucién de caracter anénir
Tal solucién mostraba una manera arrogante de resolver el problema, fir
clara de una personalidad inconfundible de su época: Isaac Newton. Curic
mente la solucién més ingeniosa y sugerente fue la propuesta por Jacq
Bernoulli, quien resolvié el problema haclendo una analogia con un sisie
éptico. Analizaremos con mas detalle el problema en ¢l siguiente capitul

1.4.1 Superficies minimas

En el siglo XV Leonardo Da Vinci estudié la manera en la que algu
liquidos suben a través de un tubo muy delgado (capilaridad). Este fendm
fue observado también por Isaac Newton y Robert Hooke (1700’s).

btsqueda de una explicacion a dicho hecho llev$ a varios pensadores
mo el Marqués de Laplace y Thomas Young (1750’s), a plantear el probl
en términos de un exceso de presién a lo largo de una superficle que sef
dos fluidos, obteniendo analiticamente las curvas que formaban los flul
Leonhard Euler, discipulo de John Bernoulli, planteé en 1744 un método |
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hallar la superficie de menor area limitada por una curva en el espacio. Carl
Frederich Gauss y Siméon Denis Poisson (1830s) plantearon el problema en
términos de la energia y de la tensién de la superficie de un fluido. Tal estudio
explicaba, de marnera razonable, la forma que adopta una pelicula de agua
con jabon y glicerina, al producir una burbuja o pompa jabonosa sostenida
por un alambre doblado en una curva. Mis tarde, Joseph Plateau (1840’s)
mostrd que las formas que tomaban las superficies de peliculas jabonosas
sobrun alambre, eran tales que minimizaban la energia libre asociada a ia
pelicula. También afirmé que el problema era equivalente a calcular la su-
perficie de menor 4rea, donde la frontera estaba dada por la curva que poseia
el alambre. Plantearemos las ecuaciones asociadas a este tipo de problemas
en el siguiente capftulo.

Es importante notar que la esencia de todos estos planteamientos es el de
optimizar una cierta cantidad.

1.4.2 Problema isoperimétrico

El problema de hallar una curva que contenga la mayor drea posible con un
perimetro fijo es uno de los problemas més antiguos de optimizacién. Una
solucion a este planteamineto fue dada por la reina Dido de Cartago en el
afio de 850 a.C. La reina convencié a un Rey del norte de Africa de darle la
cantidad de tierra que ella pudiera rodear con la piel de un toro para fundar
el estado de Cartago. Para obtener el terreno de mayor drea posible la reina
hizo cortar la piel del animal en tiras muy delgadas y las colocé unidas para
formar un arco de circunferencia. Utilizando la costa del Mediterrdneo como
rontera auxiliar, logré, de manera intuitiva, obtener el drea méxima posible
para sus fines.

El mismo tipo de problema surge en los vuelos de patrullaje, en los que
¢ busca maximizar el drea vigilada con una cantidad de combustible fija. Al
imitar el volumen de combustible, y simplificando las condiciones de vuelo.
e estd fijando, de manera implicita, el perfmetro o distancia de vuelo.
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1.5 La luz

Iniciemos esta seccién recordando las concepciones que, 2 1o largo de la his-
toria, se han tenido acerca de la luz. Alrededor de 500 a. C. en Grecia
existian basicamente dos teorias acerca de la luz. Originalmente el concepto
de luz estaba intrinsecamente asociado al efecto que producia, es decir, con
Ia vision u observacién. Se buscaba interpretar la manera en que nuestro
cerebro percibia los efectos de la luz para producir un pensamiento acerca de
lo observado. Esta teoria asociaba al sentido de la vista una capacidad de
tocar objetos que estaban fuera del alcance de nuestras extremidades, y por
esa razon es llamada tdctil.

La otra teoria sostenfa que algo era emitido por los objetos brillantes, y
que al entrar a nuestros 0jos, producia un efecto que nos daba la sensacion
de ver. Una de las dificultades de la teoria tdctil es explicar el hecho de que
podemos tocar cosas aun sin verlas, por ejemplo en la abscuridad (ndtese
que el sustento principal de dicha concepcién de la luz involucra, explicar lc
desconocido, ver, a través de lo conocido, tocar.) La dificultad anterlor e
superada por la segunda teorfa, al asociar la propiedad de emitir a ciertos
cuerpos, v la propiedad de reflejor a ciertos otros. La teorfa de emisidn de-
scribié de manera convincente el proceso de ver. La luz al ser radiacién visibls
{0 emisi6n), entra de alguna manera a nuestro ojo vy es enfocada por los lente:
internos del mismo, en una superficie (retina). Las terminales nerviosas hal
ladas en dicha superficie producen un proceso fisico-quimico que da lugar ¢
una reaccién dentro del cerebro, lo que nos da la sensacién de ver.

A pesar de que el estudio de la luz tuvo un origen en el estudio de la vista
nuestra preocupacién comienza con los aspectos fisicos asociados a dicho es
tudio. Notemos que a través del desarrotlo tecnolégico, la ciencia fue capa:
de percibir luz mas alld de la vista. Por ejemplo, al percibir el calentamient
de una fotocelda expuesta a los rayos solares o al observar el efecto que ést
produce en una placa fotografica. De hecho concebimos a la luz como un.
forma de energia que viaja de un lugar a otro. Esta ultima manera de pensa
1levé a los cientificos del siglo XVII y XVIII a percibir la luz como particulo
que se movian.

Otra corriente la concebia como ondas que se propagaban a través de u
medio. Ambas teorias comparten el concepto de transporte de energia, st
embargo son cualitativamente diferentes en el sentido de que, en la primer:
la energia se encuentra confinada a una regién especifica del espacio y en |
segunda, la energia se propaga y se disemina al viajar, (recordemos que |
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energia en una onda, por ejemplo, aquella generada al lanzar una piedra en
un lago, viaja a través del medio dispersindose en todas direcciones y sobre
todo el espacio).

Basandose en el concepto de transporte de energfa, el estudio de la luz
desarrollado en el siglo XVII, se fundamenté en el estudio de rayos, a través de
los cuales la luz viajaba. Tal estudio nacié del hecho de que la luz producida
por una fuente pequefia, digamos el filamento de un foco, al ser interrumpida
por algin cuerpo opaco, produce una sombra bien definida (véase la figura
1.9). Al tratarse de una fuente de luz, como el sol, no tan pequena, podemos
observar que el borde de la sombra no estd tan definido, de hecho hay una
parte més obscura de la sombra (que llamaban wmbra) y otra un tanto débil,
(que llamaban penumbra). Este hecho, entre muchos otros, puede explicarse
dcilmente en términos de que la luz viaja de un punto a otro a través de
ayos. (En la figura puede verse que la regién de la penumbra, recibe tan
6lo una porcién de la luz producida por la fuente.)

Esta concepcién, con ayuda del principio de Fermat, que establece que Un
ayo de luz viaja de un punto a otro en el espacio, en un medio dado, sigu-
endo la trayectoria que le tome el minimo tiempo, daba solucién a muchos
roblemas épticos de la época. De hecho motivé a Jacques Bernoulli a re-
olver el problema de la Braquistécrona con argumentos puramente épticos.
Veremos con detalle la solucién de Jacques en el siguiente capitulo.

Un detalle curioso que se deriva del principio de Fermat, es el hecho
le que en medios donde la densidad no cambia de un punto a otro, las
rayectorias que toma la luz para viajar son lineas rectas, sin embargo, en
nedios donde la temperatura o algunos otros factores, provocan cambios en
a densidad del medio, la trayectoria de minimo tiempo puede convertirse
n una curva. (recuérdes el problema del salvavidas en el mar.) De hecho
n estos términos podemos explicar por qué observamos espejismos. En las
eglones muy calurosas, donde la superficie del piso calienta por contacto
conduccién) el aire cercano al mismo, sucede que las capas de aire poseen una
liferente temperatura dependiendo de la distancia a la que se encuentran del
iso. Entre mds cerca, mayor temperatura. Esta diferencia de temperaturas,
rovoca que la luz viaje en trayectorias curvas de tal forma que minimiza el
lempo de viaje. La figura 1.10 muestra grificamente el fendmeno. Es claro
ue en esta concepcion, la idea de linea “geodésica” es muy importante para
| estudio de la propagacién de la luz.

Sin embargo, surgicron dificultades al tratar de explicar algunos fendmenos
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Penumbra
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Figura 1.9: Rayos de Luz
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en términos de rayos de luz. Grimaldi, contemporineo de Newton, observé
que el borde de las sombras producidas por fuentes pequefias de luz, no es-
taba delimitado perfectamente como suponfa la teoria. De hecho noté, con
ayuda de intrumentos para magnificar la imagen, que el borde consistia de
una serie de bandas brillantes y obscuras que disminufan en intensidad al ale-
jarse del borde de la sombra. Newton a su vez, hizo estudios de fendémenos
llamados de interferencia en los que observaba que la luz interferia como una
onda al propagarse. Newton propuso que la luz consistia de corpusculos que
poselan una propiedad de vibracién periédica controlada de alguna manera
por ¢l medio en el que se propagaban.

Estudios posteriores revelaron que los rayos de luz podian servir tinicamente
como aproximacion para estudiar las trayectorias macroscépicas de la luz. El
avance tecnoldgico permitié, por otro lado, hallar evidencia de que la luz se
comportaba como una onda viajera. Huygens (1690) desarrollé una teoria
ondulatoria de la luz que fue sustentada hasta el siglo XIX (Fresnel 1821).
Mas tarde Maxwell desarrollé una teoria electromagnética de la luz, en la
que se le concebia como una onda transversal, que basicamente se relaciona-
ba con una perturbacién de los campos eléctrico y magnético de un medio,
que formaba parte de un espectro, es decir de una coleccién de ondas electro-
magnéticas que posefan la caracteristica comin de ser variaciones periddicas
de los campos del medio, y donde la diferencia entre unas y otras era la lon-
gitud de onda.

Después de la unificacién ondulatoria de la éptica y el electromagnetismo sug-
erida por Maxwell, observaciones de fenémenos fotoeléctricos y de radiacién
de cuerpo negro, efectuadas a principios del siglo XX, no parecian obede-
cer la naturaleza ondulatoria antes propuesta. Max Planck (1900) explicé
el espectro de emisién de un cuerpo a una temperatura dada, en términos
de una teoria que suponia que los dtomos emitian luz en paquetes discre-
tos de energia, es decir, que la luz consistia de cuantos o concentraciones
de energfa. Cinco afios mds tarde, Einstein descubrié que la incidencia de
luz en una superficie de metal, provocaba que se emitieran electrones, es
decir, que los cuantos de luz incidentes sobre los dtomos del metal podian
provocar que éstos radiaran electrones. La explicacién de dicho fenémeno la
fundament6 en terminos de concentraciones de energia que llamé fotones v
establecid que se propagaban como particulas. Estas observaciones dieron
origen a la Mecdnica Cudntica. En 1913 Niels Bohr incorporé el modelo de
los cuantos de luz en su modelo atémico y explics el espectro de emisién del
Hidrégeno. Luis de Broglie (1924) propuso que las caracteristicas ondula-
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torias no eran atributos exclusivos de los fotones, sino que en general, erar
caracteristicas de las particulas subatémicas. Thomson (1928)realizé exper:
imentos que tinicamente podian ser interpretados como patrones de interfer-
encia de rayos de electrones. Hasta este punto, la dualidad onda-particule
de la luz parecia observarse en diversos fenémenos. Mdas aun, los electrones
parecian comportarse de igual manera, hecho que a primera vista pareciz
una terrible contradiccidn.

Einstein (1915) publicé su Teoria de la Relatividad en la que incluyé predic
ciones relacionadas con la interaccién de la luz con la materia. La teort
sostiene que la luz, al viajar en lugares donde el campo gravitatorio es grande
modifica sus propiedades de propagacién (atributo de interaccién que origt
nalmente era exclusivo de la materia) Esta interaccidn se verificéd por medic
de observaciones astronomicas.

La visién moderna unifica las propiedades de la luz y de la materia en unz
teorfa llamada electrodindmica cudntica, la cual abandona la idea de que e
comportamiento onda-particula da lugar a una contradiccién, y por el con:
trario, concibe ambas manifestaciones como complementarias entre si.
Richard Feynman, a mediados del siglo XX, tratd de conciliar las ideas de
minima accidén que propuso Hamilton para la mecénica clésica, con las ideas
ondulatorias que dan lugar a la mecédnica cudntica para explicar los fenémenos
de la Electrodindmica Cudntica. El estudio de esta idea fue motivado por tra.
bajos previos llevados a cabo por Dirae, quien logrd incorporar los conceptos
de la teoria de la relatividad de Einstein a la mecénica cuéantica. Esta nuev:
concepcién proporciona una visidn totalmente diferente acerca de la propa:
gacién de Ia luz. En cierto sentido explica el principio de Fermat en término:
probabilisticos, pero fundamenta tal deduccién en una base conceptualmentc
diferente. Bésicamente desecha la idea de que la luz inteligentemente calcul:
la trayectoria que le tomaria el minimo tiempo para llegar de un lugar a otro
y en su lugar postula que ésta, en realidad, viaja sobre todas las trayectria
posibles que unen a ambos puntos, sin embargo, en términos probabilisticos
justifica el hecho de que la trayectoria observada, en los fendmenos de I
Gptica geométrica, sea la sugerida por Fermat.
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Algo de Calculo de Variaciones

Comenzaremos esta seccién planteando algunos de los problemas sugeridos
en el Capitulo anterior con recursos del Célculo Elemental. El problema
de la Braquistécrona lo desarrollaremos de manera histérica para motivar el
surgimiento del Calculo de Variaciones. Luego sugeriremos un método intui-
tivo para minimizar cantidades que dependen de la integral de una funcién.
Plantearemos algunos de los problemas del primer Capitulo en términos de es-
ta nueva formulacién y concluiremos mostrando la manera en que la mecénica
cldsica puede ser formulada en términos de esta herramienta matemética.

2.1 Geodésicas en R”

El primer problema que abordaremos es el de determinar el camino més corto
entre dos puntos en el espacio.

Considérese una curva en el espacio que une a los puntos A y B como
la imagen de una funcién vectorial ¥ = (y,(t), ya(t ) - Yn(t)) cuyas compo-
nentes son funciones continuas en [0,1] y tal que Y(O) = Ay ¥(1) =B (
Nota: En el caso de n = 2 o 3 podemos pensar a Y( ) como la posicién de Ia
particula en el tiempo t, y confirmar que el hecho de que y;(t) sea continua implica
que la curva no tiene saltos).

La curva antes descrita es tan general que puede tener una longitud in-
inita. Pidamos que las componentes y,(t) tengan primera derivada continua
on (0, 1) de tal forma que ¥V ' = (y1(2), ¥h(2), ..., v (t)) represente el vector
velocidad y por consiguiente la longitud de la curva esté determinada por
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- [ aor

donde |7] define la norma usual de R™, i.e. |7] = (X7 (v;)?)? z,

Podemos lograr entonces que la longitud sea finita pidiéndo que ca
componente de Y ’(t) sea integrable, o de manera més facil, pidiendo «
cada componente sea continuamente diferenciable en [0,1]. Nuestro prol
ma es mimimizar la funcién L(l_}) sobre todas las posibles trayectorias c
satisfacen las condiciones anteriores. Notemos que el segmento de linea re
que une a A con B est4 descrito por Yo(t) = A+ (B — A), es claro que Y;
pertenece al conjunto de curvas admisibles. Sabemos que

- . -
Lo < [ B/ @O)ldt =B~ 4],
va que |Vp '] = |B—A| yte[0,1]. Para probar que Lmin = \B — A| noten
que por el teorema fundamental del cdleulo

E—A:Y(l)—?(ﬂ)n/ol?’(t)dt,

es decir, 4;(1) — 2:(0) = fy ¥i(t)dt; i =1,...,n de donde

BoiP = B-X-B-H=@EB-D [ P,

-

por la desigualdad de Cauchy-Schwartz d- b < < |31(6]. Finalmente
— - — — 1 —
B-AP<|B-A [ ¥l
0

de donde claramente

—

— 1 —
B A <L =/ ¥ /().
0
Lo anterior nos lleva a concluir que me = |§ f_ﬂ es decir, la curva
menor longitud que une a los puntos A v B es precisamente el segmentc
recta.
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2.1.1 Geodésicas en una esfera

>ara abordar este problema, recordemos que un punto Y = (i, 4, y3) € R®"
obre la superficie de una esfera de radio R, lo podemos caracterizar de
nanera tnica *, en coordenadas polares por

—

Y = (Rcosfsen p, Rsenfsen o, Rcos ).

onde § € [0,27) y p € (0,7). Escojamos por simplicidad dos puntos dis-
ntos A y B de tal manera que A se encuentre en el polo norte y B esté

efinido por (R,0,¢;) con ¢; > 0. Una curva que une a ambos puntos en la
uperficie de la esfera estd dada por

Y = (Rcos 0(t) sen p(t), Rsen 0(t) sen (£}, R cos ©(¢)).

(1), 0(t) funciones continuas, con ¢ € [0,1] v tales que @) =0;6(1) =
(1) = .

Necesitamos que 6{t), o(t) tengan derivada continua en € 10,1] de tal
anera que para cada t € (0, 1)

¢'cosficosp — §'senfsenp\

Y' =R ¢’ cos fsen i + ¢’ sen 6 cos
—' sen @

por lo tanto la longitud de la curva ests dada por

L(?):/Oll?’(t){dt - Rf()lmVsen?go(z)wf(t)Zdz

R A o' (t)dt

= Ro(t) ]}

iv

donde L(Y) > R ¢,. Si existiera una curva tal que L(Y) = R ¢y,
onces ésta poseerfa la cualidad de ser la més corta, Veamos ahora que
W0 4/0(8) 2seno(t) + &' (1) 2> (1) Vie (0,1), cntonces

A excepcidn del polo norte y sur de la esfera, donde ¢ = 0, 8 ¢ [0,27) v ¢ = 7,
[0, 27) respectivamente.
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‘/(;1 '\/9’(15) 2 gen? (P(t) -+ (P’(t) 2 df = [01 (,Dr(t)dt

81y solo si

Vo) Zsen? () + (1) 2 =¢'(t)  Vte (0,1)

es decir, 0'(£) 2sen?p(t) = 0y ¢'(t) > 0 es decir, para p € (0,7) cuando
#'(t) = 0 lo que implica que 8(¢) = constante = 6(1) = 0, hecho que sucede
a lo largo del circulo mayor (més corto) que une a A y B, tal como se afirmoé
en la primera seccién del Capitulo anterior.



2.2 La Braquistdcrona 27

2.2 La Braquistécrona

Recordemos el problema planteado en el capitulo anterior. Buscamos hallar
la curva tal gue una cuenta gue se deslice sobre ella, legue en el minimo
tiempo de un punto A a un punto B (po en la misma vertical) sometida
Unicamente a la accién de la gravedad. Veamos al figura 2.1.

En trabajos anteriores a Bernoulli, Galileo suponia que dicha curva no era
la linea recta, de hecho él propuso que se trataba de un arco de circulo que
tocaba ambos puntos. Las nociones de Galileo eran parcialmente correctas
desde el punto de vista de que una cuenta que se desliza sobre un arco de
circulo, efectivamente llega en menos tiempo a su desitino que sobre una
recta. Sin embargo la braquistéerona no es un arco de circulo.

Analicemos el problema con més cuidado. Sea A el punto cuyas coorde-
nadas son (0,0) y B (z1,y1). Pensemos en una curva que une a dichos puntos
como la gréfica de una funcién suave y tomemos el eje de las ordenadas como
positivo hacia abajo. Podemos representar a dicha curva como una funcién
v = y{z) definida para z € [0,z,] tal que y(0) = 0y y(z1) = y,. Hemos
sugerido tales caracteristicas para simplificar el planteamiento. Suptngase
ahora que v = ﬁ-j es la velocidad a la que viaja la cuenta sobre la curva y
que la longitud de dicha curva es [. Naturalmente se sigue que el tiempo que
tardara en caer estara dado por

tds
T= T(y) - ) ? ?
recordemos por otro lado que la longitud de la curva estd dada por

s=s(x) = [" 1+ yiere,

con z € [0,7;]. Si consideramos que v = v(z), entonces el tiempo puede
calcularse, para cada trayectoria y(z) como

z / ! 2
T=T(y}= /0 _i%_fiT(:idm'

Ahora expresaremos a v(z) en funcién de y(z). A partir de la segunda
ey de Newton, sabemos que F' = mjj, donde § = g;ﬁf, es la aceleracién de
a cuente debido a la gravedad de la Tierra. Dado que dicha cantidad, g,

s constante durante la caida, entonces, sobre la curva, § = © = gcosa y
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Y’ B(X,.Y,)

Figura 2.1: La Braquistécrona

i = veos o donde « es el dngulo formado por la tangente a la curva y el ej
y. Si o # %, entonces se cumple que vt = gy, de donde

d v? d
a}(—g—) = ga(y) = v? = 2gy + const,

la integraci6n la efectuamos de 0 a ¢, por lo que v(0) =y(0) =0¥
o(z) = 2gu(7).

Concluimos entonces que

r 2
1+y(z) P

T=Th= y(z)

(2.1

El problema de la Braquistécrona consiste en encontrar la funcién y(r
para la cual el tiempo es minimo.

Calculemos el tiempo que tardaria en llegar la cuenta al punto B, a _
largo de una recta. Supongamos por simplicidad que 1 = y; = 1, entonce
la linea recta que los une tiene la forma y;(z) = z de donde y(z) =
Reemplazando en la ecuacién (2.1) tenemos
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p—t

T =7

[1 - da: ) (2.2)

s

(yl = —\Fl = (2:3)

o

B,
c;(

Ahora calculemos el tiempo sobre un arco de circnlo y»(z) que una a A
con B. La ecuacién de y, estd dada por

¥ () + (2 — 1) =1 == p(z) = /1 - (z — 1)?
J R
1—(z—1)2

Sustituyendo en la ecuacién (2.1), obtenemos

)= s [ (R

T =T(y) = \/1%[01 ((1 ] (xl_ 1)2)%) dz. (2.4)

Para resolver la integral, tomemos el cambio de variable 1 — z = cos @ v
4 — sen(f) , entonces tenemos que:

£ sen(d)

\/_/ (sen?(#)) % \/——/ 1/sen
Evaluando la integral obtenemos que

2.6221 13111f V2V2 2
V29 9 NN

De la dltima desigualdad es claro que la conjetura de Galileo apuntaba en
una direccidn correcta.

Es importante tener en cuenta los resultados anteriores para poderlos
comparar con los calculos respectivos a la solucién del problema en el ejemplo
5 de la seceidn 2.4.

T=T(y) =

T(yz) =
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292.1 Solucién de J. Bernoulli

Herdn de Alejandria fue el primero en describir la trayectoria de la luz re-
flejada en un espejo en términos de un principio de minimizacién. Fermat
en el siglo XVII, explicé el proceso de refraccién de la luz, proponiendo que
ésta tomaba el camino de minimo tiempo para viajar de un punto a otro
en el espacio, y en consecuencia, explic que los rayos de luz se doblaban al
pasar de un medio homogéneo a otro. El razonamiento de Fermat es muy
sencillo, pensemos que la Iuz debe viajar del punto A al punto B en la figura
9.2. Supongamos que la velocidad en el medio homogéneo superior (y > 0)
es v v en el medio homogéneo inferior es w. Por simplicidad elegimos las
coordenadas de A = (0,1) y B = (1,—1). Buscamos el punto z tal que el
tiempo de trénsito de la luz sea minimo. Dado que t = d/v, entonces de la
figura 2.2 es claro que

o b itz yl+({1-zp
T(a:)*—*;—i— = 0 + w 5

w
de donde un extremo zg del tiempo estd dado por
dI{z)l = T 1~z =0
dr |, w1422 w1+ (1—20)?

Como sen(a) = 7= ¥ sen{a’) = u\/—l_jr_—(‘l——’ﬁ_—x)—z entonces se debe cumplir que

sen(e) _ sen{a’)
v ow

La prueba de que es un minimo se obtiene del hecho de que

a7 (z)

dx?

>0.

Zo

Con esta condicién, y sabiendo que la velocidad de la luz es proporcions
al inverso del indice de refraccién n de un medio en cada punto, Bernoul
concluyé que resolver el problema de la Braquistécrona, era equivalente
encontrar la curva sobre la cual viajaria la luz, en un medio en el que |
velocidad de la luz fuera constante en bandas paralelas a la horizontal
que n tuviera la forma n ~ Z=. Como v ~ 1 ~ /7, entonces para un
constante ¢, vn: = C4/Y para cada altura v = id con i = 1,...,n tal qu
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Figura 2.2: Ley de Snell

A

d v=e[d
id v=cm
3d v=e[3d

| 4d v=c[ad
id & v=oll
(+1)d m v=c [l
lld:yl V=C\r)?

Figura 2.3: Medio Estratificado
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¥(x)

Figura 2.4: Condicién sobre y'{(z)

nd = y,. Obsérvese la figura 2.3Es claro que por el principio de Ferme
debe cumplirse que

sen(a;)  sen(as) . sen(az) _ sen( Odz+1) o sen{cy,)

\/g—\/2_d—'q \/(z—i-l VL

de donde sl tomar el limite cuando d tiende a cero (y por consiguiente
tiende a infinito), debe cumplirse que %‘3‘1 = k con k = constanie pa
todo punto. De tal razonamiento, necesitamos hallar la curva que satisfa
k2 sen?(cr) = y(z), ahora veamos la figura 2.4

Notemos que sen{a(z)) = __\/_1_= de donde

1+y"2(z)

dy
-z — 2.
— y i dt = dit (

y1+y) =k =

con el cambio de variable y = k2 sen® g donde 6 = 6(x) podemos re-escril

la ecunaecidén como

k2 dé dz dzx
5 —(1—cosf) — i —dt = Tifdt

integrando
2

ch7(19 —sen{f)) =z +c

dado que y = %(1 —cosPlecon0<f<2ry k> —y= k2 cos® £ de donde
claro que las curvas paramétricas



33

.2 La Braquistécrona

k2
y o= E—(l—_cosﬁ)
2
z = k—(t’:?—sen g) —c¢

atisfacen la ecuaciéon 2.6 y por tanto, minimizan la ecuacién 2.1
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2.3 Ecuaciones de Euler-Lagrange

En las paginas anteriores hemos observado que para resolver algunos de los
problemas planteados en el primer capitulo, ha sido necesario hallar una
funcién y(r) que minimice el valor de una integral.

En esta seccién encontraremos de manera heuristica, las ecuaciones que
debe satisfacer una funcién y(z) para ser un extremo del funcional J[y]
definido por

Jyl =/:F(fc,y;y’)dx,

con y(a) = Ay y(b) = B.

Sea z; una particién del intervalo [a,b] tal que Az = K{i_fg para NENy

N+1
$k=a+kA$ = Tp=4a Y $N+1=a+m(b—a):b.

Sea N
J[y] = lim SN con SN == Z F(En: Yn., y;:)Az I

N—=oo o

donde yn = y(zs) ¥ ¥, = ¥'(zs) , ademds yo = A y yn41 = B, consideremos

Jh = ?Jn+1A ; Yn
entonces podemos aproximar
a Ynt1 Y
Jly) = RZ::UF(:EH Yns ”—+M—’3~)AI =3y},
donde
Y1
Y2
g=|
Yn

para simplificar la notacién, sea

= F(xm Yns y_n-i-_/ll—;yﬁ)
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a condicién para hallar un extremo § est4 dada por

Vyj(y) =0
y=§
 decir i
9 0  Vi=1,.,N
dy, y=4
decir v
dj d d
Sm= 0 ==Y FAs= o (F+ Fy),
dy = 0 Ty e =g e By

bido a que y; aparece Unicamente en los términos 4,i — 1. Calculemos
tonces

d _d o Yl T d Yi — Yi
d’yi (R =+ -Fz-—l) - dyiF(xuyz: T) -+ dyiF(xz—lv Y1, Az )
_ 9P _8F1  OF 1
o di J
]
== 0 =—(F+F_
ay, dy; B+ i)
tonces

1 [OF OF \ _OF
tomamos el limite cuando Az — 0 tenemos

d 0F OF

dzdy ~ By
¢ es la ecuacién de Euler-Lagrange que debe satisfacer §. También se
ribe como J

EEJ’ = Fy.
aramente hemos supuesto que podemos intercambiar de alguna manera el
>ceso de optimizacién con el proceso limite cuando Az — 0 y en con-
uencia N — 00, sin embargo una manera m4s formal de solucionar el
blema la expondremos en la seccién siguiente. La idea anterior de dis-
tizar el problema es cualitativamente similar a Ia solucién que Bernoull:
& la Braquistécrona, ¥ nos serd 1itil més adelante.
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2.4 Método Variacional

Como en la seccién anterior, buscamos determinar la funcién §{z) tal que la
integral

Jlyl = /:F(m, y,y')dz

alcanza un extremo. Es claro que, de hallar un minimo en J[y], cualquier
funcién vecina, sin importar la cercania que ésta tenga con g{z), provocard
que el valor de J sea mayor. Consideraremos una funcién vecina a una
funcién y = y(s, z) tal que y(0,z2) =gy

yle, z) = §(z) +eh(z)

con h(z) una funcién con derivada continua y h(a) = h(b) = 0, hecho que
asegura que y(g,z) = jen z = a y £ = b, de aqui que J = J(g) (véase la
figura 2.5.)

b
J[y]:/a Flz,§+eh,§ +eh)dz = J(e).

Para que la integral tenga un valor estacionario, necesitamos que

dJ(¢) 1 _ dJ{e)

={.
de de

g={}

s

Esto puede ser justificado del hecho de que podemos hacer una expansion
en serie de Taylor de Jiy] alrededor de §, en términos de €, de tal forma que.
como en el calculo elemental, para hallar puntos criticos necesitamos que lz

primera derivada, en el punto en cuestién valga cero.
Ahora

dJ(e) b (8F dr O8Fdy OF dy')
—_ / _— —— Y dx
de a \Oz de  Oyde Oy de (z,§+eh,§'+eh!)
b
N ./; O Bt Fyh Niegsengsem ™
b
= /;‘ (Fyh + Fy’h) (:c,@—{-ah,ﬁ""shl)

La derivada con respecto a €, entra al simbolo de integral, debido a que
supondremos que F y todas sus derivadas parciales son continuas en [a, b]
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Y () + £ hyx)

“\

YO0+ & hx)

Figura 2.5: Funciones vecinas.

Integrando por partes el segundo término de la ecuacidn, evaluando en ¢ = (
y recordando que h(a) = h(b) = 0, entonces

b ‘
aJ(e) = Fy(z,3,9)h ’ + F,h — ﬂh dz
y (T Y
dE e=0 e a dx (33,?:',?;")
b T
0 = / RV Y
. 9% g

de donde se sigue que al ser vélido para toda 2 h, entonces § debe satisfacer
la ecuacién de Euler-Lagrange

d

Hemos hallado una condicién necesaria que debe satisfacer una funcién i
para ser, cn particular un minimo. Al tomar la derivada de JJ con respecto

2ver Frederick Y.M. Wan, Introduction to the Caleulus of Variations.
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a un pardmetro e, hemos desarrollado tomado la primera variacién del fun-
cional J v se denota como 6J[y]. Bajo ese esquema, para minimizar Jiy}
es necesario que 8.J]y] = 0. La funcién y se expresa en esta notacién como
y = 9+ dy, es decir la funcién extremo més una variacién. El nombre de
cdleulo de variaciones nace de esta forma de expresar el problema.

Este resultado puede ser generalizado a n dimensiones, es decir, cuando
la descripcién de un sistema depende de n coordenadas. En este caso, ¥y =
(Y1, Y2y ooy Yn), DOT lo que el Lagrangiano depende ahora de 2n + 1 variables,
es decir,

L=L{t,5,5) = Lt 41, s Yos Y15 -0 Y-

La generalizacién puede consultarse en alguna de las referencias citadas al fi-
nal del capitulo. La idea bésicamente, consiste en proponer a y(t) en términos
del extremo del funcional J{yl, como

y="10+¢ch= (G +e1hi,§2 +E2he, ., Un + Enhn)

y por lo tanto Jly] = J(e) = J{e1,€2,.- &n), la condicién de extremo se
cumple cuando

dJ(Ei) -0

dE.,; ;=0
Io cual sucede st

d

di
Las n ecuaciones anteriores son llamadas las ecuaciones de Euler-Lagrange
E-1 asociadas al sistema.

Serfa natural ahora desarrollar una manera sistemdtica para determina
si tal funcién es un méximo, minimo, o algin tipo de funcién que presente ur
cambio de concavidad en el funcional. Del célculo de varias variables, sabe
mos que en la expansién de Taylor, determinar si la matriz Hesslana, o matri:
de las segundas derivadas, es positiva definida o negativa definida, para ur
punto cuyo gradiente es cero, determina si el punto en cuestion es un minimo
o un méximo respectivamente. El andlisis andlogo de la segunda derivad:
de J con respecto a ¢ o segunda variacin, conduce a problemas en ecua
ciones diferenciales que rebasan el objetivo de esta tesis®. Para un andlisi

Fy = Fy,. (2.10

3Para el caso especial en que F = F(y') la condicién de Legendre, Fyy (v) > 0, v
ofrece un andlogo a la segunda derivada en Célculo, es decir, si § es solucién de la Ecuacié:
de E-L y satisface la condicién anterior, entonces, 4 es un minimo.



2.4 Método Variacional 39

relacionado con esto puede consultarse alguna de las referencias propuestas
en la bibliograffa. Debemos agregar que, con técnicas como la presentada al
inicio del capitulo para las geodésicas, as{ como los argumentos presenfados
en el caso de la Braquistécrona, es posible argumentar-el carscter del punto
critico que se ha encontrado con la ecuacién (2.9).

En general no es sencillo hallar soluciones para la ecuacién (2.9), sin em-
bargo, cuando alguna de las variables de F no est4 presente explicitamente,
bodemos hallar una primera integral de la ecuacién diferencial {(2.9).
Analicemos los siguientes €asos,

1. F = F(x)
En este caso J{y] no puede ser minimizado, ya que no depende de la
trayectoria y(z) ni de sus derivadas.

2 F=F (y)
Aqui, la ecuacién (2.9) se convierte en F, = 0, lo cual implica que
y(z) = cte. Claramente no hay suficientes pardmetros libres para sat-
isfacer las condiciones y(a) = A y y(b) = B.

3. F = F(y')
En este caso F, = 0 y entonces

d
(—iEFyr =0 = Fy(z) = const.
Este es el primer caso interesante.

Ejemplo 1 : Recordemos que al inicio de este capitulo tratamos de
hallar la curva geodésica en un plano. Para tal objetivo necesitdbamos
minimizar el valor de la integral

L(¥) =/01 o :[)1\/1+y’2(t)dt (2.11)

donde hemos reemplazado la variable z por ¢. La curva geodésica debe
satisfacer la ecuacién (2.9), que en este caso, dado que

F=F(y) = /T+y2(),
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enfonces
I

Y

VI+y?’

. |k
y(t)_ 1—;327

y(t)=c

Integrando tal condicién obtenemos que

Fylt)=const =k =

lo cual implica que

es decir,

y(t) =ct +b.

Ahora, para que y(f) satisfaga las condiciones en los extremos a =
y b =1, tal que y4(0) = Ay y(1) = B necesitamos quec = B — 4
b= A, de donde

y(t) = (B— A)t+ A.

De esta manera verificamos que la linea recta es la curva snave de men
longitud que une a los puntos A y B en el plano.

Ejemplo 2. De manera similar, el problema de hallar la geodésic
sobre una superficie cilindrica, que une a los puntos P, = (&, z1)
Py = (05, z5) con 6y +# B, puede plantarse naturalmente en coordenad
cilindricas (8,2(6)) , donde la integral a minimizar es justamente
ecuacién (2.11) “. La tnica diferencia es que las rectas

21— 22
6 — 0y

que constituyen las ecuaciones de F-L en estas coordenadas, represe
tan las hélices circulares propuestas como las geodésicas en el prim
capitulo.

De manera general podemos decir que si F solo depende de /', los ¢
tremos son lineas rectas.

2(0) =m@—0) + = con m

4ver Troutman, Variational Calculus with Elementary Convezity.
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4. F = F(z,y")
Es claro que F, = 0, por lo que

d
dzx

De la ecuacidn (2.12) podemos despejar a ¢’ de tal forma que
y'(z) = flz; ).
Integrando tal relacién podemos encontrar que
T
=A —i—f f(s;c1)ds
a

con ¢; determinado de tal manera que se cumpla que al evaluar y(b) =
B

—F, =0 = Fylz, v () = cb. (2.12)

B= A—I»fbf(s,'cl)ds.

Ejemplo 3 Al inicio del capitulo mostramos que la geodésica en la
esfera estaba dada al minimizar la integral

fIY (t)|dt = Rf VO (1) 2sen o(t) + @ (1) ? dt.

Si suponemos que podemos parametrizar a 6 en términos de 2. es decir
8 = y{y) la integral se reescribe como

f|Y (t)|dt = R/ \r—l- ) sen ¢)2dy |

considerando que ' = d/dyp, de donde

F=F(p,y) = Ry/1+ (y/(9) sen 0)2.
Es claro que
Ry'sen? ¢
Ry/1+ (y'(p)senp)?

Entonces el valor de ¢; estd determinado al evaluar en ¢ = 0. lo que
significa que ¢, = 0, es decir,

Fylo.y'(9)) =0,

Fy’(‘pv yr({P)) =0 =
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que implica a su vez que
dy
o=
Esto corresponde a la representacion del circulo mayor que une a y(0)
con y(p;).

0.

. F=F(y,¢)
Aquf podemos simplificar la ecuacidn (2.9) de la sigulente manera,
2 pie) = L F(y(e),v(@) = B@Y() + F @' @)
dz dz ’ ¥ ¥

Ahora

d , d
E(y’Fy’ (-73)) =y Fy(z) +v o Fy (2)-

Sumando ambas expresiones tenemos que

d :
~(F@)-y@F&) = Aay@ -+ @F @ -y @@
d ,
= (A@) + - Fr@))y @
= 0.
en donde utilizamos el hecho de que y{x) satisface la ecuacién de E-L
(2.9). De aqui podemos ver que

F(z) - yle' (z)

es una constante al variar z.

Ejemplo 4: El problema de Dido, planteado en el primer capitulo, con-
sistia en hallar 1a curva T'(t) = {z(t),y(t)) de longitud fija I, tal que
encerrara el drea maxima. Podemos plantear el problema suponiendo
que podemos parametrizar a z(s), y(s) en términos de la longitud de
arco

s= [\ ryiePde = / 'ds,
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(x (s),y (5))

ds

dy

& /\

Figura 2.6: Problema de Dido

debido a que la norma del vector velocidad con respecto a la longitud de
curva |(z'(s),4'(s))} = 1. Supongamos por simplicidad que la longitud
de la curva es I = 7. Supondremos a la curva I'(s) como en la figura
(2.6), por lo que necesitamos que y(0) = y(r) = 0y z(0) = k y
z(m) = —k, donde k es una constante positiva. Supongamos ahora que
k = 1. Sabemos por el teorema de Green, que €l drea de una regién en
el plano estd dada por

A(l")://Ddxdy:/wmdyz—/(;Dydz‘,

donde I' = 8D est4 parametrizada positivamente. Queremos entonces,
encontrar I'(s) tal que A(I'(s)) sea mixima.

AT) = - - ydz = — /01: y(s)i—jds (2.13)

Antes de encontrar las ecuaciones de E-L del problema, notemos que
2 2 2
de _dy\' _(de\' ()T, () (a) Lo
ds ds ds ds ds ) \ ds
de donde , .
dz) (dy) 1[(de\" (dy)\*]
ds J\ds/ — 2|\ ds s
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como

)_HD(s( )( ) ==/ y(sﬁds

entonces

A(I‘(S))”—“—foﬁy(s) -’;-—2 K ) (%ﬂds. (2.14

Ahora, resolvamos el problema recordando que

ds

e AR A UNEA U AOR

de donde
2'(t) = /s ()2 =y (¢,

que al sustituir en (2.13),

AD)=— faD y%ds = — f:y(s)\/g-z)z — (%)2035 = — /Oﬁ yl_s)\/;

En este caso

es decir, F' = F(y,y") por lo que

F(o) — v Fy @) = w1~ () +u (5 _—1<—) =1,
1 — {2

simplificando,
f d e
y_—_k 1-—(;%)2:>k‘,y':i k2—y2.

Eligiendo el signo positivo

[ \/__?ds.,_f de
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que nos conduce a

k arcsen(%) =s=>y(s) =k sen (%)

Evaluando en y(r) = 0, i.c. cuando s = 7 obtenemos que £ = 7 =
k =1y la funcién solucién tiene la forma
y(s) = sen(s). {(2.15)
Para obtener z(s) simplemente derivamos (2.15)
dy
i cos(s),
v sustituimos en
() = (P -y (6%,
de donde al tomar s como parametro
dz\” dy 2 3
—_— e 1 —_— —_— -
( ds) ( ds) sen®(s)
y finalmente integrando
z(s) = cos(s) (2.16)

Lo que nos muestra que la circunferencia
z* +y? = cos’(s) + sen’(s) = 1

definida por T'y(s) = (cos(s),sen(s)) es un extremo de (2.13) y por la
observacién (2.14)

A(To(s)) = %

Hemos hallado que es un méximo.

Ejemplo 5 Notemos que el problema de la Braqustdcrona consiste en
minimizar la integral

_ Lo T+ y(x)?
o= g | e
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Es claro que, en este caso,
F=F(yy),

enfonces, para el extremo de la integral debe cumplirse que

F*@J’F!:Vl_!_y’(xp— y'(e)’ - 1 —c
’ 9@ Jue1tyER  JuE)ylryE)?

de donde, suponiendo que y' > (, obtenemos que

dy _ 1—c?y
de Ay

Si llamamos £ = % podemos reescribir la ecuacién anterior como

dy_ [

dz Y

y recuperamos la ccuacién (2.6) que da solucién al problema 4ptico
planteado por Bernoulli

y  dy,
kzw—ydmdm_dm

La solucién al problema fue expuesta en la seccion 2.2.1 en términos
de un parametro #. La curva descrita por las ecuaciones paramétricas
antes mencionadas es una cicloide. Puede probarse que existe una tinica
cicloide que une a los puntos A , B, proporcionando la curva de minimo
tiempo de descenso.” Es interesante calcular el tiempo que le toma a
la cuenta llegar de A a B tal como se hizo con algunas trayectorias en
la seccién 2.2. Sabemos que la solucién estd dada por las ecuaciones

k2

y = T‘Zm(l—cosﬂ)
k?
z = —2—(9—5311 g)—c

5Véase J.L. Troutman Variational Caleulus with Elementary Converity
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Buscamos que A = (0,0) y B = (z1,71) = (1,1). Consideramos la
cicloide tal que (z(0),y(0)) = (0,0) y (z{61),y(61)) = (z1, %) por lo
que ¢ = 0. Sea k?/2 = 5. Para que se cumpla z(0,) = 1y y(6;) =1,
‘necesitamos gue

1
y(é’l) = 5(1 — COS(@])) =1 = )6 = m

¥

:E(gl) = ﬂ(lgl — 8en (91) =1
es decir,

8 —sen(f;) = 1 — cos(f,). (2.17)
reslviendo numéricamente

10
91 = 2412 ~ ﬁﬂ- s

Para calcular el tiempo total de viaje necesitamos conocer a dy/dz en
términos del pardmetro §. Por la regla de la cadena, sabemos que

dy _dyds
e~ dz de’
por lo que
dy _ fij B sen(f)

dz L B(1- cos(8))’

calculemos ahora

el sen?(f) 2
b= \Jl - (1 —cos(0))2  {1—cos(d)’

entonces podemos calcular la integral

1 o ' 1+ /()2

en términos de 9, recordando que

dx

— = {1 — cos(8))}.
7 {1 — cos(8))
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T(ys) = \/17_9 fU@l [ \/6(1— 308(6))2 ]ﬁ(1_cos(9))d9

- -i_fﬂﬂl 28d6

B=—— " —=0573 = /B 6= (0.757) (2412) = 1.826,

de donde podemos concluir que

1.826
T(yﬂl) ==
NG
que podemos comparar con los célculos obtenidos en la seccién 2.2
para el tiempo de trdnsito asociado a la recta 11 = z, en la ecuacidr
(2.3), y para el arco de circulo

1-z
Vo (7)) = ——=,
z Jl— (@12
en la ecuacién (2.5).

1.826 2.6221 1.854 2
T(ys) = —= < Tlyp)= = < T)=—7:
: V9 ) Vg N{] V9
La curva que resuelve en este caso nuestro problema esta dada por la
ecuaciones paramétricas ’

y = B(1—cosh),
z = B(6—sen 6),

con 3 = 0.573.
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.9 Principio de Hamilton

n el siglo XVIIIL, los matematicos, Leibniz, Euler y en especial Lagrange,
uscaban una integral tal que al minimizarla se recuperaran las ecuaciones
e Newton. Hallando tal cantidad buscaban proponer una descripcién de
. Naturaleza que obedeciera a un principio de minimizacién. Poisson, en
309, concibid la estructura de lo que, en 1835 Hamilton enuncié como el
orincipio de la accidn estacionaria”. La formulacién completa fue revisada
or Jacobi en 1848, dando lugar a una formulacién fisica de la naturaleza
le ha sobrevivido la descripcién relativista y la concebida por la mecdnica
1antica.

En la seccién anterior propusimos una ecuacién diferencial de segundo or-
n (ecuacién (2.9)) que debe satisfacer la funcién que minimiza una integral.
ecordemos que las ecuaciones de Newton estdn dadas por
@Y _dmy) _ d(p) (2.18)

dt? dt dt -’
nde y = (y1(t), y2(t), ys(t)) describe la posicién de una particula de masa
-al tiempo ¢.
Buscamos hallar una funcién L © tal que al calcular un valor extremo de

ﬁ:md’zmy

to
f L(t,y,v)dt
1

tengamos las ecuaciones (2.18), i.e, F' = my”. Si reescribimos la ecuacidén
> E-L(2.9) para la funcién L con la variable independiente ¢ tenemos que

d(L,
Ly = -——( y’) ,
: dt
- donde debe suceder, por analogia a (2.18), que
oL
s =myi =Ly = — | 2.19
p myz J" ay: ( )

e podemos integrar directamente con respecto a y! para obtener que

L= émly’l'2 - Ut )

®Hemos intercambiado la variable independiente z por ¢l tiempo ¢ para recuperar el
nificado fisico de nuestro problema
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para alguna fancién U. Por otro lado debe satisfacerse que el otro miembro
de la igualdad en (2.18), sea.

8L AU
Fi=de=5.= "5y

lo que significa que la fuerza F debe ser derivable de un potencial escalar
—U. Notemos entonces que la cantidad buscada es

Aw = [ Loy hde= [ GmiyE-Ukna,  @20)

llamada la integral de accién. El primer término T(y/) = 3mly/|* es llamado,
gracias a Leibniz, la energia cinética. La funcién L(t,y,y'} = T(y) — Uly)
es llamada el lagrangiano del sistema.

Hasta este punto hemos hallado, en una dimensién, que la segunda ley de
Newton es una condicion necesaria para obtener un extremo en una cantidad
fisica llamada integral de accién. De hecho es posible probar que el extremo
en cuestién es un minimo para intervalos de tiempo en los cuales no existan
puntos conjugados’. El principio de Hamilton establece, a partir de lo
anterior, que “La evolucidn de un sistema dindmico 8 de un tiempot =1t a
un ofro posterior t =ty es siempre tal, que la integral de la diferencia entre la
energia cinética y la potencial del sistema, sobre el intervalo de tiempo [t1, ta]
toma un valor estacionario 7, es decir, en el caso del movimiento de una
particula, que la trayectoria a través de la cual se moverd, serd un extremo
de la integral de la accién (4.4).

Hamilton aport una manera diferente de abordar el problema de min-
imizar la integral de la accién (ecuacién (4.4)). Propuso plantear las ecua-
ciones (2.10).en términos de la cantidad p que aparece en la ecuacion (2.18),
llamada, debido a la mecénica newtoniana, el momento de una particula. En
la ecuacién (3.35) la cantidad p es llamada el momento generalizado en la
formulacién Hamiltoniana. La propuesta se reduce a proponer su principio
de minima accién en términos de nuevas variables que proporcionan, ademas
de una forma més sencilla de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden planteado por la ecuaciones (2.10), una estructura

Tver Arnold, Mathematical methods of classical mechanics
8Jn sisterna dindmico es un sistema que cambia a través del tiempo
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e presenta una riqueza que da soporte sélido a gran parte de la formulacién
la Fisica Moderna.

Supongamos que en n dimensiones I = Lyt s Uny Y1, - Y, €5 de-
', que €l Lagranglano no depende del tiernpo exphicitamente. Ernionces
derivada total de L con respecto a dicha variable estard dada por

oL o

E%Zayzy‘ Zay

stituyendo en la ecuacién anterior la condicién de extremo dada por las

1aciones (2.10), i.e
oL _ (oL
9y, Tt 3y, ;
aL

oL 9L , d [ 8L
& Zy‘dt(@yz) R v E:’(Zyiay;) !

)

tenemos que

donde podemos concluir que

oL

d ;
&E(Zi:yiayi

finimos al hamiltoniano como

,OL

)-o. (2.21)

ivi — Ly, vi) (2.22)

nde hemos utilizado la relacién

oL
"

(2.21) la derivada total del hamiltoniano sera cero

— =0 = H = constante |
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lo cual nos dice que el hamiltoniano es una constante de movimiento. S
recordamos que L(¢,y,7) = T(y") — U{y) entonces
_ 0L 9L
BT o oy

pero la energia cinética T3(y') = Emyg por lo que p; = my; de donde

es decir, el hamiltoniano es la energia del sistema. En otras palabras en ur
sistema conservativo {en el que se conserva la energia) el hamiltoniano e
constante.

En general, L = L{t,y,v"), de lo cual H = H(t,y,y"). Notemos ahor:

que la relacién
oL

pi - P
Oy
en muchos casos puede resolverse para

y; = V‘i(ta y’f.:pz) E

de tal forma. que podemos describir al lagrangiano del sistema como

L(t: Yi, y:) = L(t: Yi, V(t: yzapz)) = L(ta Yi, pz) 3

y por lo tanto
Por simplicidad en la notacién, omitiremos los indices, y probaremos un:
propiedad importante del hamiltoniano que serd vélida para toda parej
(¥, ps)-

Calculemos las derivadas parciales del hamiltoniano con respecto a la
variables y v p, considerando que

H(t,y.,p) =py — L(t.y,¢) = pv(t.y,p) — L{y. 4, v(L, 4, D)) »
0H ov OLov
" o
Pero v = y', entonces sustituyendo el valor p dado por la ecuacién {3.35)
obtenemos 9H

—=v=y.

ap
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hora,
o _ ov oL _oLov _ oL __d (oL
oy Toy By dvdy oy di\dy)’
1 donde usamos el hecho de que y satisface las ecuaciones de E-L,
oH
dy L
e aqui podemos finalmente concluir que
Al _oH oH , oH , ol
dt ot 8yy app_at’

wdo que ¢', p' satisfacen la ecuaciones previas. Las ecuaciones

oH
T = 2.2
o Yy, (2.23)
oH

—_ = 7 2.24
dH OH
Pe— = — 2-25
dt ot '’ ( )

n llamadas las Ecuaciones de Hamalton y las varibles p y v son las variables
njugadas. Notemos que las variables conjugadas satisfacen la condicién
8?°H oy FPH oy
Opdy Oy’ dpdy  Op

> donde o o
Y D
— 4 =0 .
Oy Op

Probaremos ahora que las ecuaciones (2.23) y (2.24) son las ecuaciones
> Buler-Lagrange asociadas a la integral de la accién en términos del hamil-
niano. Notemos que al representar a L = L(t,y,p) tenemos que tratar a
s variables p y y de manera independiente para calcular las ecuaciones de
-L asociadas.

123 {2 o
A(y) =/ Lt,y.p)dt = [ py — H(t.y,p) :/ F(t,y,p,y .0}
f f

t 1
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T V7Y
“

X

o}

Figura 2.7: Oscilador armdnico

aunque F realmente no depende de p’. Entonces tenemos un extremo si
d4(6F\ _oF 4 (oF\_0F
di\oy' ] OBy di\op' ) Op
Notemos que - B

oF _ or _ _oH
por otro lado

_EE_O 8?_, oH
" Y Y T
de donde
' 0H oy o0H
=" TV %

Las ecuaciones (2.23) y (2.24) definen directamente un sistema de 2n
ecuaciones diferenciales ordinarias, que al ser resuelto, define la trayectoria
y(t) = (y1{t), -, ¥n(t)) que minimiza la integral de la accién. Debe notarse
que las 2n ecuaciones determinan 2n constantes de movimiento correspon-
dientes a las constantes de cada integracién y que son determinadas por las
condiciones iniciales del problema.

Consideremos el ejemplo de un oscilador armoénico. Supongamos que
queremos describir el movimiento unidimensional de una masa m sobre una
superficie sin friccién, atada a un resorte cuya constante de restitucion es k.
De acuerdo a Newton, la aceleracién que sufrirfa la masa en cuestién estard
dada por Ia fuerza externa que actia sobre ella

F=ma=—ky
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 donde , )
d d’y dy k&
+hky=0=—+—y=0.
e T T T g Y
L eviacion diferenciel arderion poede ser dneciamerde integrada de Lol forme,
e la solucidn general estard dada por

y(t) = A cos (\/% t) + B sen (\/g t), (2.26)

n A=y(0)y B = y'(0). Ahora plantearemos el problema en la formulacién
grangiana. Queremos construir la funcién L(¢,y,y") tal que al minimizar

integral de 7 = 0 a 7 = ¢ obtengamos las ecuaciones de movimiento
| sistema. Sabemos de antemano que 7 = %my’ . Para determinar U
cesitamos que

dU
Fe-fr=U=- f kfdgu—

r 1o que la integral de la accién estard dada por

AW = [0~ 0y = [ Sy — k)

2 ecuacién de E-L asociada estd dada por

d
F,—F

ay J=-’0=>

d
= = V= -k 2.27
Zmy) +ky=0=F=2(my)=—ky  (227)

| como lo esperdbamos. Ahora calculemos el hamiltoniano del sistema
= Ly =my, es decir ¥’ = v(t,y,p) = £ por lo que

2 2 2

po 1fp 9 l{p 9
—py—L=2 _Z({E _ S i
H=pv-1TL = Q(m ky) Q(m—l_ y)

tonces las ecuaciones de Hamilton establecen que la trayectoria y(t) que
nimiza la accién satisface
dy OH p dp oH

dt 9 m’ dt — 8y v (2.28)

rivando la primera ccuacién, claramente recuperamos la ccuacion de E-L
27).



56 Algo de Calculo de Variaciones

xy)

x m

Figura 2.8: Péndulo simple

Hasta ahora, puede parecer que hemos simplemente recurrido a cambios de
variables adecuados para replantear nuestros problemas, sin embargo, la es-
tructura hamiltoniana, define una estructura especial de abordar una gran
cantidad de problemas. Profundizaremos en esto en las secciones siguientes.

Generalmente se enuncia el principio de Hamilton de la signiente man-
era, Un sistema fisico evoluciona o través del tiempo sobre las trayectoria
tales que la integral de accidn, en términos de las coordenadas generalizadas
g;, alcanza un valor estacionario. Si pensamos que un sistema dindmicc
puede estar constituido por un nimerc N grande de particulas de masa m,,
con posicién z;(t), y,(t), z:(t) a través del tiempo, podemos, en muchas oca-
siones, simplificar su descripcién considerando en lugar de las coordenadas
espaciales, algin otro conjunto de coordenadas adecuadas que contenga -
formacién intrinseca del sistema. Si pensamos, por ejemplo, en un péndulc
simple, en el cual se encuentra una masa m, sostenida por una varilla rigida
de masa m, de tal forma que m, € m, sabemos que podemos describir a
sistema completo, en términos de un dngulo € y una longitud {. De esta forma
hemos aprovechado las propiedades de rigidez de la varilla y en consecuencia,
hemos reducido el mimero de variables.

En general, si podemos representar el estado del sistema restringido a
tiempo ¢ por un conjunto de n variables independientes (gy,¢o, ..., gn) me-
diante alguna transformacion q; = G(Z1, Ta, ey TN, Yls oo YNs 215 -ons ZN) PATE
i = 1,...,n, entonces al conjunto de Varlables q; se les llama coordenadas
generahzadas
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.5.1 Transformaciones Canénicas

i consideramos a las variables y v p, y proponemos un nuevo conjunto de
oordenadas Y = f{t,y,p) vy P = g(t,4,p) de tal forma que exista una
incién H*(t,Y, P) que satisface

oH* v 3 OH*

apP ay
ntonces la transformacién Y, P, es Hamada transformacion candnica y
[*(t,Y, P} toma el papel de hamiltoniano en términos de las nuevas vari-
bles candnicamente conjugadas. Lo anterior puede enunciarse de la manera
guiente, una transformacién candnica preserva lo estructura hamiltoniana
e un sistema. Dado que la trayectoria definida por el extremo de la accidn,
atisface las ecuaciones de Hamilton, entonces el enunciado anterior implica
ue el principio de minima accidn, puede ser escrito simultidneamente para
s variables p y y

i i ta
6 [“ Lty p)dt=3 [ p - Htypdt =0 [ Flty.py,pd) =0,
t1 £ 3

para las variables P y Y

—p

te io ty

/ T4, Y,P\dt=6 [ PY-H'Y,Pydt=4[ GtY,PY P)dt=0 .
i i1 i1

lo es necesario que F vy G sean idénticos, sino que tengan los mismos ex-

remos §(t) y Y (¢, v, p) bajo la transformacién candnica. Notemos, de hecho,

ue ambos funcionales tendran los mismo extremos si

—_ = d?
- - 2.29
F=G+ e ( )
a que
1

3 ty iy
+ [ Ca=k+ [ Gat

£ i i

o e 4o
F = —_ ot
[ /t (G+ dt)dt o

s decir, minimizar la integral del lado izquierdo, es equivalente a minimizar
y integral del lado derecho. Por lo anterior, se dice que F y G son varia-
ionalmente equivalentes.

Nétese que no incluimos explicitamente las variables de las cuales depende
1 funcién ®, dnicamente pedimos que el término extra en la ccuacién (2.29)
ca una derivada exacta con respecto al tiempo.
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2.5.2 FEcuacién de Hamilton-Jacobi y la funcién gener-
atriz

Supéngase que la funcién @ de la ecuacién (2.29), tiene la siguiente depen-
dencia
& =d(t,y,Y),

entonces la derivada de @ con respecto al tiempo, puede calcularse de tal
forma que

a2 3<I>+3<I> - bey,

it ot oy’ ey
Por otro lado, podemos despejar de (2.29) d®/dt,
d@ i ! *®
_;{__t_ =Py —H(tvy:p) —-PY'+H (t:KP) .
Si comparamos término a término ambas expresiones, obtenemos que se debe
cumplir

P = '@ : (2.30)
od
P ==, (2.31)
oo
= —_—. 2.32
H H+at (2.32)

Dado @, la ecuacién (2.30) usualmente puede resolverse para Y en términos
de t,y v p, por el teorema de la funcidn implicita

Y = f(t,y,p). (2-33)

Utilizando 1a relacién anterior, puede eliminarse ¥ de (2.31) para obtener
a P en términos ¢,y vy p,

P =g(t,y,p), (2.34)

las cuales definen la transformacién canénica planteada al principio de la
secci6n anterior. Por tal motivo, © es conocida como la funcidn generadora
de la transformacién. Obsérvese que de poder invertir (2.33) y (2.34),

y=ft.Y,P) p=3g(yp),
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demos obtener H y a su vez, de (2.32), obtener
H*=H"(t,Y,P).

mo (2.33) y (2.34) definen una transformacién candnica, entonces H y H*
nen los mismos extremos por ser variacionalmente equivalentes.

Notese que si se escoge la funcién generadora @, dependiente de dos vari-
les? de ¥, p, Y o P, se obtendré que las dos variables restantes estaran
acionadas con las derivadas parciales de @, y en general

. 0P
H" = H -+ 5 (2.35)
Una eleccién conveniente de la transformacién canénica inducida por @,
{a aquella para la cual el nuevo hamiltoniano A* fuera independiente de
 variables transformadas Y y P, més atn, serfa muy cémodo que H* = 0,

e transformaria a (2.35) en

aP
H+—=0. 2.36
5 (2.36)
ra el caso que analizamos anteriormente, en que ® = ®(t,y,Y) se tendria
3

62t ) + Y = B (00 S ) + P eny) =0
(2.37)

be notarse que en la ecuacién anterior Y no aparece explicitamente, por

que la ecuacién diferencial parcial puede ser resuelta para ® en términos

tydey.

En general, para un hamiltoniano dado H(t,y,p) la ecuacién

0P oP
I — 2.
(t,y, 6y) ot 0 (2:38)

llamada ecuacién de Hamilton-Jacobi asociada al sistema.
Es importante notar que, de hallar una solucién a la ecuacién (2.38), ® nos
porciona la transformacion adecuada, para la cual el nuevo hamiltoniano

"de las cuales debe escogerse una de la representacion original y otra transformada
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H* es idénticamente cero, de donde las ecuaciones de Hamilton, en las nuevas
variables Y, P estian dadas por

OH* dY ‘
oF = @ " (238
oH* dP \
= —— = 24
oY dt 0 (240
de donde
Y = constante, (2.41
P = constante. (2.42

En conclusién, la ecuacién de Hamilton-Jacobi nos proporciona la tranfor
macién donde las ecuaciones de Hamilton tienen una solucion constante.
El significado fisico de @ puede hallarse al calcular d®/dt. Del anélisis d:

la ecuacién (2.37) tenemos que & = ®{¢,y) por lo que

dd 0% , 090 ,

at oyl T
donde utilizamos (2.30)y (2.36). Podemos integrar con respecto al tiempe
directamente y concluir que

®=50+f1:dt:50+5 (2.43

es decir, la funcién generadora & es igual a la accién de Hamilton S, salv
una constante Sj.

Claramente, si ® es solucién de (2.38), S también lo es, entonces, podemo
finalmente escribir la ecuacidn de Hamilton-Jacobi en términos de la integra

de la accidén S como
H t — 0. 2-44

que es la forma usual de hallar dicha ecuacién.

Podemos resumir que la ecuacién anterior es una ecuacién diferencia
parcial con 1 + 1 variables y y ¢ en el caso unidimenional, 0 con 7 -+
variables si y es considerado como un vector n-dimensional. Una solucid
de dicha ecuacién requiere, en general, de n + 1 constantes de integracié:
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, @9,y ey Oy, Claramente si S(¢,y) es una solucién de (2.38), entonces
t,y,Y) = S(t,y) + @na1, CON Qpiy una de las n + 1 constantes, también
es. Entonces, una solucidén completa de nuestra ecuacidén puede ser escrita
mo

S = S{y1, ey Yny @ty oony Oy, )
n y = (y1,%2,...,Yn). Dado que en el sistema transformado, las variables
=(Y,-., Ya) y P = {1, ..., F,) son constantes, podemos escoger que

a =Y
. partir de (2.31), obtener que

aS(y‘H}/ﬂt) as(yzaaut)
P =~ = — =5 2.45
nde j3; son constantes que, al igual que o; pueden ser determinadas a partir
las condiciones iniciales del problema.
Con la ecuacién (2.45) es posible obtener a y, en términos de las constan-

SO—’?,.YIBi)

Y = yi(c, B, 1)
e representa justamente la ecuacién de movimiento de nuestro problema.
Para concluir el capitulo haremos el cdlculo de la funcién generadora para
oscilador arménico analizado en la seccion 2.5.
Dado que en nuestro problema se conserva la energia, analicemos primero
forma de la ecuacién (3.50) para el caso en que el hamiltoniano es constante
= Hy = E. Si separamos variables de tal forma que

S(y, Cy, t) = W(ya sz) - Et,

tonces podemos obtener que la ecuacién (3.50) se transforma en

H(t,y, %{3{) =F.

Cabe mencionar que como la variable transformada Y (constante) no
arece explicitamente en la ecuacién, puede suceder que £ = E(Y).

Recordemos que el hamiltoniano para el oscilador arménico unidimen-
nal estd dado por
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fijemos de manera conveniente £ =Y, por lo que

aw

mky? + p* = mky® +(
Oy

) =2mY

donde utilizamos el hecho de que

83 oW
p= 3y ay

correspondiente a (2.30). Podemos despejar W /0y de tal forma que

oW

= —.2mY — mky?

oy v/ 2m MEY
que es equivalente a

W = f" J2mY —mky? dy

por lo que

S(t,y,Y) =W — Bt = /y JomY — mky? dy—Yt.
de las ecuaciones (2.30),(2.31) y (2.32), se sigue que
a5 oW \/———7
—_ e = ——— = 2 Y — k 2
p By By m mky*
d
P = ——§— = —i(fy\/ZmY — mky? dy—Yt) ,

N [ \/QmY mlcyE
= {— \/@arcsen —k-
- k Vaoy ¥

S 2
o= g+ om- Y_l(p—+ky2)--yzo,
ot 2\m

(2.46)
(2.47)

(2.48)

(2.49
(2.50

(2.51

de a ecuacién (2.51) es la primera integral del problema, mencionada en JE

seccidn 2.4 en el caso 5.
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1 2

nde E toma el papel de 5, descrito en los parrafos anteriores.
Por contruccidn, se satisface que

&y _dP _
dt — dt
las ecuaciones (2.52) y (2.49) definen la transformacién canénica buscada.

1ido que ¥ = £ y P es una constante arbitraria (recuérdese o), podemos
spejar de (2.49) a y y obtener

y(t) = \/% sen (\/% [t—P]) (2.53)

e se convierte en la solucién (2.26) ya obtenida en las secciones anteriores,
do que

sen {a+ ) =sena cos 5 +sen f cosa.

e implica que

y(t) = A cos (\/g t) + B sen (\/g t).
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_apitulo 3

Jacia la mecanica cuantica

ntroduccion

En este capitulo, analizaremos la equivalencia entre el principio de Fer-
wat, asociado a la dptica geométrica, v el principio de la accidn estacionaria
e Hamilton, relacionado con la mecédnica cldsica. Consideraremos la for-
wwlacién ondulatoria de la luz de acuerdo a la teorfa electro-magnética de
[axwell, mostraremos algunas de las propiedades més importantes de las
ndas y hallaremos la similitud que aparece entre dicha formulacién y la
uacién de Hamilton-Jacobi a partir de la ecuacién eikonal. Por tltimo se
conoce la existencia de una formulacién ondulatoria de la materia.

»

.1  Optica Geométrica

al como fue mencionado en el primer capitulo, las interpretaciones acerca
el comportamiento de la luz cambiaron a través de la historia. En el segundo
wpitulo, presentamos una manera de obtener la Braquistécrona en términos
pticos, basandonos en el Principio de Fermat, el cual establece que la luz
aja sobre la trayectoria o rayo que minimiza el tiempo de viaje entre dos
untos A v B en cl espacio.

En términos variacionales, lo podemos escribir de la siguiente manera

man [T] = min l/B ﬂ} (3.1)

AU

onde v es la velocidad de la luz en el medio y dl es el elemento de longitud
> latrayectoria. En dptica se define el indice de refraceion de un medio n en
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términos de la velocidad de la luz v en el mismo, de tal forma que n = cfv,
con ¢ la velocidad de la luz en el vacio. De esta manera podemos Teescribir
la ecuacién (3.1) con la notacién variacional !

5(E%>:c{£%@ =0 | | |
R CROREE

donde el elemento de longitud sobre la trayectoria estd dado por

a\:  (dy\® | [(dz\°
a- (&) +(2) +(5)

con el pardmetro s correspondiente a la longitud de curva.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al sistema son

T

Y

p4
que toman la forma

2 (wfam i)
2 (wfem v )

Y

gz_ (’TL‘ (I-_IQ + yr2 + 2’2)

Ba_(n [z + 2 + Zrz) —
56_(” [ 2 +yr2+zm) —
2 (0 T -

gg(% (n [22 4+ 2 + z’z))
Ed’g(% (n /$r2 + yrz + 212))
gg ((%; (na‘/m’? +y?+ 2’2))

y.f
ka2
3( /ﬂ:rz _,}_y.rQ + 212)

d 4
%(”V@Tyﬂ +zfz)'

1ge omite la constante ¢ en la integral, ya que minimizar ¢ fndl es equivalente a mir

FAB | §
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cordemos que la norma del vector velocidad

fopt2 +y12 + 72 =1

ido a que utilizamos como pardametro la longitud de arco, por lo que
demos escribir de manera vectorial las ecuaciones anteriores como

grad n = %(nj—:) (3.2)

La ecuacién (3.2) es conocida como la ecuacién de los rayos de luz.
Nétese que para un medio homogéneo {n = constante), el grad n = 0,
r lo que la ecuacién (3.2) se transforma en

d*7
P
vas soluciones son . .
7=A+s(B - A) (3.3)

e representan la forma paramétrica de una recta que pasa por el punto A
uya direccidn estd determinada por el vector que une a A con B, hecho
e confirma, las teorias de que la luz se mueve en lineas rectas.

Esta caracterizacién de la luz es muy util en el estudio de lentes y disefio de
trumentacién, es decir, para las trayectorias macroscépicas, sin embargo,
era capaz de dar explicacién a los fendmenos observados por Grimaldi y
wton en el siglo XVI. Los experimentos de Thomas Young, en 1801-1802,
rerfan fuertemente un comportamiento ondulatorio de la luz.

El experimento de Young consiste en hacer pasar luz a iravés de una
quefia rendija s para simular una fuente puntual de emisién. La luz prove-
nte de la nueva fuente s, se hace incidir sobre una pantalla con dos rendijas
y s, separadas por una distancia ¢ entre si y finalmente inciden en una
ntalla final P. Al activar el dispositivo experimental, se observa que se
bducen franjas luminosas y franjas obscuras sobre P. Tales resultados er-
inconcebibles desde el punto de vista anterior, en donde la luz al viajar
ravés de rayos, produciria una iluminacién mds, o menos intensa sobre la
ntalla I, pero de ninguna manera produciria franjas obscuras.
experimento anterior, ¢s un ejemplo de un fendmeno de interferencia ondu-
oria que ya habia sido estudiado, por ¢jemplo en ondas sobre un estanque
acua. Fresnel. en 1819, retomd las ideas de Huveeus v logrd describir
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Figura 3.1: Experimento de Young

fenémenos de interferencia y difraccién de este tipo. Maxwell, de 1831-187
trabajé en sus ecuaciones del electromagnetismo y su interpretacion ondul:
toria de la luz. En la siguiente seccién abordaremos algunos de los resultads
mas importantes.

3.2 Ecuaciones de Maxwell

En esta seccién describiremos cémo, a través de la teoria electromagnétic
de Maxwell, es posible caracterizar la existencia de perturbaciones (onda;
eléctricas, que a su vez inducen perturbaciones magnéticas en un medio 2 q
producen en conjunto, una onda viajera de cardcter electromagnético. Dich
ondas estdn caracterizadas en términos de su longitud de onda ®. Maxwe
postulé que la luz forma parte de este conjunto de ondas viajeras.

Las ecuaciones de Maxwell estan dadas, en el Sistema Internacional, p

. . OB
Er= = .
VxE+ Y 0, (3

2Pnede tratarse del vacio
30 en términos de su frecuencia
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) -
VxH-=2= = 7, .
X 5 J (3.5)
V-B = 0, (3.6)

V-D = p

g = ,U.',QI‘jrJ 15 = EDE.

nde p es la carga eléctrica, J es la densidad de corriente, Y g, £ Son la
rmeabilidad magnética y la permitividad eléctrica en el vacio, respectiva-
ente. La ecuacién (3.4) es llamada la ley de induccidn de Faradayy describe
manera en la que al cambiar el campo magnético a través del tiempo, se in-
ce un campo eléctrico perpendicular. De manera simétrica, (3.5) muestra
induccién de un campo magnético perpendicular ante el cambio temporal
| campo eléctrico, y es llamada la Ley de Ampére. La ecuacién (3.6) es-
blece la inexistencia de monopolos magnéticos, y (3.7) es la llamada Ley de
pulomb. Dichas ecuaciones fueron originalmente postuladas por Maxwell,
1 embargo, es posible obtenerlas a partir de un principio variacional, si el
Iranglano es

1 = 3 2or

L= ool |EP - B - p3 + (7 - A),
nde o
— — - — aA
B—[VXA], E-——VCD—E,

n A el potencial vectorial electromagnético y @ el potencial escalar. La
duccién puede hallarse de manera detallada en el libro Elements of Hamil-
nion Mechanics de Ter Haar, sin embargo para nuestros propdsitos, las
pondremos conocidas, y partiremos del caso particular en que p = 0,
usencia de cargas) v J = 0, (ausencia de corriente), para medios continuos,

- - @B
\% — = 0 3.8
x B+ 5 , (3.8)
vV-B = 0, (3.9)

1)
\vJ - = A
x H 5 0, (3.10)
V-D o= 0 (3.11)
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donde las permitividades eléctrica ¢ y magnética p del material, relacionan
a los campos E v B con los vectores ) y H mediante

D=¢E 'y B=yuH.
Si tomamos la derivada parcial de (3.10) con respecto al tiempo, obtenemos
que

0= = 00D
av x H — aa 0 ,
como V es un operador espacial, entonces
- 8H O
el = a2
V X 5 S op 0, (3.12)
de la ecnacién (3.8) sabemos que
8B = 4 108 ol
= B Y2 _ Y
-V E Y e T

por lo que al susituir en {3.12) obtenemos que

recordemos que

pero

y por la ecuacién (3.11) obtenemos que

. FE
AF —pe——=10,
"o
donde hemos utilizado la notacién del operador laplaciano A = Vi=V.V.
Si identificamos al producto de las permitividades con el indice de refrac-
cién y ¢ la velocidad de la luz en el vacio de la siguiente manera
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cuacion de propagacion del campo eléetrico 1a podemos escribir como

s WOE_ o 1PE
¢ ot? v? Ot?
a el campo magnético, puede hallarse una ecuacién idéntica, de man-
que, en general podemos escribir la ecuacidn de propagacion del campo
tromagnético como
- n_282_(p =0 (3.13)
c? Ot? ' ’
de ¢ = E‘; 0 ﬁﬁ. La ecuacién anterior es conocida como la ecuacién de
ia.

2.1 Ecuacion de onda

alicemos brevemente la forma de las soluciones de la ecuacidén (3.13).
Por simplicidad reduzcamos nuestro estudio a una dimensién.
— ==L =0, (3.14)

a el caso en que la velocidad de la luz en el medio v es constante, notemos
- una funcién

@ = g € = 5 9 (3.15)
sface la ecuacion de onda. En general, una funcién
F = F(x — vt)

sfara dicha ecuacién. En el estudio de las ecuaciones diferenciales par-
es, la ecuacién (3.15) puede resolverse de manera completa con el método
las caracteristicas. En nuestro caso, las caracteristicas estan dadas por

E=gx — vt

n=x -+ vt,

de ¢ y 1 representan las curvas sobre las cuales se propaga la informa-
1 contenida en la funcién F. Para ver de manera mads clara lo anterior,
plemente pucde calcularse que

o 0,0 o o o &
dr  0¢ Oy Ox2 T 98 T By O
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9_. 2+3 = j?i_cz o + > + >
ot \9¢  on o2 T \Pg2 T 8ton o)
hecho que transforma la ecuacién (3.14) en
2
o°® .
0E0m

Considerando que ®(&(z,t),n(z,t)) = ¢(z, ), podemos ver que sus solx
ciones claramente son

F(&)+ G(n) = Flz — vt) + G{z + vi)

que representan ondas que viajan en la direccidn positiva y negativa del ¢
z.

Es importante recalcar que la familia de curvas £ v n antes mencionad:
son precisamente las ecuaciones de los rayos de luz descritos en la seccid
anterior. Mds adelante se deducird la ecuacién de los rayos a partir de |
solucién ondulatoria ¢.

Por el momento analizaremos con mas cuidado la forma de la solucid
propuesta ¢. Dado que

€” =cos §+ i sen 0,

entonces
© = pp €9 = pycos [k(z — vt)] + i sen [k(z — v1)]]

por lo que ¢ representa una combinacién lineal de ondas periédicas viajera:
A ¢y se le llama la amplitud de la onda, es decir la magnitud de la pertu
bacién o variacién del campo .

Dado que matemdaticamente las funciones sen [k(z —vi)] ¥ cos [k{z — vt
tienen periodo 7 = 27, en ambas variables ¢ y z, podemos establecer que,

sen k[(z + A) — vt)] = sen [k(x — vt) + k)]

de lo cual
sen [k(x — vt) + kA = sen [k(z — vt) + 27]

que implica que

3]

T

k=— .
A
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nde A representa la longitud de onda (es decir la unidad de longitud, de-
1és de la cual, el valor de ¢ se repite). & es llamada la constante de propa-
i6n en el medio o ndmero de onda . Un anédlisis similar en la variable
nporal nos hace Hegar a la relacién

A
BT =27 = T:; = U =VA,

ide utilizamos la relacién T' = 1/v. T es el periodo temporal real de la
la. Si introducimos la frecuencia angular w = 27v podemos reescribir a
:, 1) como

p = 0o e‘i(k:r—wt) =y 67:(25 (316)

> es la representacién en forma compleja de una onda planae unidimensional.
variable en el exponente de e, ¢ es llamada fase.

El resultado anterior puede generalizarse a tres dimensiones, donde pode-
s caracterizar a una onda plana de la siguiente manera

o = gy eFTe (3.17)

de ahora k = (kz, ky, k) representa el vector de propagacién de la onda.

ramente kg, ky y k., representan las constantes de propagacién o niimeros

onda en las direccidnes z,y v 2 respectivamente. El nombre de onda plana

ne del hecho de que las superficies generadas al hacer la fase ¢ =constante
-planos perpendiculares al vector constante de propagacién k.

Las superficies sobre las cuales se cumple ¢ = constante son llamadas

tes de onda.

2.2 Ondas electromagnéticas

a el caso electromagnético, se satisface que

= £, G y
— ﬁﬂ ez(.(:-r"’wut).

T b

de ambas componentes de la oscilacién electromagnética, viajan juntas

el mismo vector & de propagacion ¢ igual frecuencia w. Debe también
cionarse que, como consecuencia de las ecuaciones (3.4) v (3.5), los vec-
s B v H asociados a la oscilacién de los campos cléctrico y magnético son
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siempre perpendiculares entre si y debido a que las ondas electromagnéticas
son transversales a la direccién de propagacion de la onda, el vector de propa-~

-

gaci6n k es proporcional al llamado vector de Poynting dado por la expresion
P=ExH.

Considérese nuevamente el caso unidimensional. Sea kg el numero de
onda en el vacio definido por la relacién

W 2mn
k = k = —_— = .
o c A
entonces podemos escribir (3.15)
ikg(n z—c ) )

p=4¢t

Debe notarse que n  define la trayectoria de propagacién de la luz, es
decir, el camino 6ptico O rayo de luz.

Ahora supongamos que el indice de refraccion del medio varia poco de
un punto a otro, sobre una distanci del orden de A, es decir, n > A. Tal
condicién implica que kg — <.

Busquemos una solucién a (3.13) similar a (3.13)

¢ = 6A(r)+ikg(L('r)—ct) ’ (3.18)
donde A(r) representa implicitamente la amplitud real de la onda, y L(r) e
camino 6ptico propuesto al inicio del capftulo, consecuencia del principio de
Fermat. Al sustituir la solucién propuesta en la ecuacién (3.13) obtenemo:

lo siguiente _
Vi = V(8A+zko(L—ct)) = (VA + ikgVL)gO ;

de donde
N = V(A+ ike VL)V + o(AA+ ik ALY

(VA + ikoVL))o + o(AA+ ik AL)
[(VA(r))? + 2ikgVAVL — K (VL) | + o(DA + ko AL)

I

I}

por otro lado
n? %@ n?
B = (ko) = —(kon)’e
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1o que la ecuacién (3.13) se escribe
iko[2VAVL + ALlp + [(VA(r))? — BA(VL)?? + AA + kn?lo =0
arando parte real y parte imaginaria obtenemos

[2VAVL+ AL] = 0 (3.19)
(VA + AA+E(n? —(VL)?)] = 0

El Iimite de la éptica geométrica se alcanza con la aproximacién obtenida
artir del método de WKB, propuesta en el parrafo anterior, es decir cuando
érmino en k2 es el dominante en (3.20) y por lo tanto se cumple que

— (VL) =0 (3.21)

ecuacién anterior es la llamada ecuacién eikonal. Ahora verifiquemos
~de dicha ecuacién podemos obtener que L{r} efectivamente es el camino
ico propuesto por el principio de Fermat.

Recordemos que definimos a los frentes de onda como L(r) = constante
a un t fijo, es decir, las superficies tales que la fase ¢ = ko(L(r) — ct) de
nda de propagacidn es constante. Es natural definir a los rayos como las
as perpendiculares a las superficies L y paralelas al vector de onda k que
| vez es paralelo a VL. Si s es la longitud del rayo medida desde un punto
sobre €1, y 7" es el vector de posicién de un punto sobre el rayo, entonces
e cumplirse que

—

n£=g'raszVL,
ds

podemos derivar con respecto al pardmetro de longitud s y obtener por
cegla de la cadena

d { dr d dr

ituyendo
dr 1
ds n
a ecuacién anterior tenemos que

VL,

(fg (nfii) = %(V L)YV(V L},
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comao

%V(V L?*=(VLV(V L

entonces utilizando la ecuacién eikonal

d{ dry 1 5 1 5
ds (”&E) B 2nV(V Ly = 2nvn ’

concluimos que

%(n%) = §1T—LV n? = E—ZV n=gradn (3.2
que es la ecuacién del rayo hallada anteriormente en Ia ecuacién {3.2).

Hemos probado que la ecuacién eikonal, deducida a partir de un limit
(macroscépico, ko — o0) en la formulacién ondulatoria de la luz, nos conduc
a un resultado equivalente al propuesto por el principio de Fermat.

Debe notarse que la solucién de la ecuacién (3.2) para n = const. fu
obtenida en (3.3). Es importante notar que el vector B - A de dicha solucid:
coincide con el vector de onda & que define la direccién de propagacion de .
onda. A partir de la informacién anterior es natural observar que las cara
teristicas de la ecuacién de onda son las trayectorias de los rayos obtenid:
en la seccién anterior.

3.2.3 Principio de Huygens

Considerar que la luz es una onda, es una idea que el fisico danés Christiz
Huygens concibié en 1690, cuando gran parte de los fisicos de la época
inclinaban a apoyar la concepcién corpuscular de la luz propuesta por Nes
ton. Tal como se ha mencionado en las pdginas anteriores, experimentos
donde se presentaba patrones de interferencia ondulatorios en la luz, Hevar:
a considerar seriamente la teorfa de Huygens.

Huygens concebia a la luz, como una serie de pulsos emitidos desde ca
punto de un un cuerpo luminoso y propagados por las particulas de ét
que segin su concepcién, era un medio eldstico que llenaba todo el espacic
Bajo su concepeitn, Huygens sostenia que cada punto sobre la propagact

47,5 inexistencia del éter fue probada tiempo més tarde por el experimento de Michels¢
Morley a principios del siglo XX
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> la perturbacidn, era capaz de originar nuevos pulsos que contribufan, a su
2, con la propagacién de la perturbacién en tiempos posteriores.

‘Tal razonamiento, es resumido en el conocido ” Principio de Huygens”, que
iede ser enunciado de la siguiente manera: -Cada punte-sobre un-frente-de
vda, puede ser concebido como una fuente secundaria de ondas esféricas,®las
ales, a su vez, vigjan a la velocidad de la luz en el medio, y cuya envolvente
. tiempos posteriores define un nuevo frente de onda.

Es importante destacar que las leyes de la reflexion y refraccién, obtenidas
vartir del principio de Fermat en la dptica geométrica, pueden ser obtenidas
partir del principio de Huygens satisfactoriamente. Puede consultarse por
mplo Introduction to Optics de Pedrotti y Pedrotti.

2.4 Propiedades de las ondas

hecho de ver a la luz como una onda revoluciond de manera radical la
ncepcién de los fendmenos fisicos, es por eso que mencionaremos de manera
alitativa algunas propiedades importantes en el estudio de las ondas.

Los primeros experimentos que requirieron de una explicacién ondulatoria
la luz, son aquellos en los que se hacen interactuar dos emisiones de luz
onocromatica en una pantalla. Es natural preguntarse entonces, qué sucede
ando dos ondas de luz, coexisten en un medio simultaneamente. Sucede
e la respuesta a tal cuestionamiento puede ser dada a partir del Principio
superposicion que establece que el desplazamiento o perturbacién total,
presado por la onda ¢, se obtiene de sumar las perturbaciones ¢, v s
crespondientes a la primera y segunda ondas que interactuan en el medio®

w =1+ @

Debe notarse que dicho principio debe ser aplicado cuidadosamente, ya
e en el caso de la luz, las perturbaciones de las ondas ¢, y . son de
cdcter vectorial, para ambos campos eléctrico y magnético, y pueden en
ncipio, no estar orientados de manera tal que puedan sumarse escalar-
nte, es decir, las perturbaciones electromagnéticas asociadas a ¢, pueden
mar un angulo con respecto a las asociadas a ;. Por esta razén debe
1siderarse la orientacién (polarizacién) de dichas perturbaciones.

Hasta ahora habiamos definido dnicamente las ondas planas, sin embargo, es natural
lucir que las ondas esféricas son aquellas para las cuales, las superficies de los frentes
onda (¢ =constante), son esferas cuyo centro es la fuente de emisién de luz

°El principio puede generalizarse, para descibir la interaccién de mas de dos ondas.
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Por el momento es suficiente considerar el caso en que los desplazamientos
asociados a los campos eléctrico y magnético, para cada una de las ondas ¢1

v s , son paralelos.
Notemos que si dos ondas electromagnéticas de la misma frecuencia,
w1 = P10 ei(k1$+wt+¢1o), 3.23)
w2 = Y iz twttéao) (3.24)

interfieren o coexisten, provocaran una perturbacion total, igual a la suma
de ambas. Puede probarse que para tal caso, la onda resultante ¢ = 1 + @2
s una onda de la, misma frecuencia, sin embargo, el hecho més interesantes,
es aquel en el que o1 y @2 estdn en fase. Si denotamos a oy = kiz + 910
y g = kox 4 oo, entonces, para que las ondas ¢, v 2 estén en fase, es
necesario que la diferencia de fases, para alguna z,

o — Qg = ¢p = NA

con A la longitud de onda y n un nimero entero’, entonces la onda resultante
serd

@ = o €9, (3.25)

donde @y = ¢1 + @2 en dicho punto. Se dice que ¢1 ¥y ¥z interfirieron con-
structivamente, es decir, la onda final, ademés de tener la misma frecuencia,
tiene un amplitud igual a la suma de las amplitudes de @1 ¥y 2.

Por otro lado, si las dos ondas cumplen que para alguna z, g = (m—i— %)\)
con n y m enteros, se cumple que

w0 = (10 — ¥20)> (3.26)

caso que es interesante si
Y10 = ¥20

dado que para esta situacién se da una interferencia destructiva, lo que sig-
nifica que la segunda perturbacién cancela a la primera, provocando que el
efecto neto sobre el medio, sea una perturbacién nula, es decir

o= 0.

Ten tal caso, la diferencia en la fase entre 1 ¥y @2 serd un multiplo de 2x.
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analisis unidimensional anterior, puede generalizarse a mas dimensiones.
Los efectos de la luz sobre nuestro ojo o cualquier detector de luz, depen-
1 en realidad, de la energia que transmite la onda, es decir de la Intensidad®
la radiacidn electromagnética. Dicha cantidad [/ se-define en general como
cantidad de energia emitida por unidad de 4rea.

De la teorfs electromagnética, sabemos que la energia asociada al campo
ctrico en el vacio®, estd dada por 1a expresién

I —
UE = §€Q\E|2,

1 energia asociada al campo magnético por

1 —

_ 2
UH“ QJE,L(_)lH! H

lo que |E| = ¢|H| y que
1

VAT

cumple que Ug = Uy y por lo tanto, se satisface que la energia total que
nsporta la onda estard dada por

Cc=

— 1 -
U= UE + UH = 2UE = QUH =60JEI2 = ;|H|2
0

iendo lo anterior, puede notarse que la intensidad de la luz serd propor-
nal al cuadrado de la norma del vector eléctrico. De hecho se satisface

1

1 — -
I = 56062|E||H|!

1 —
I = 5606|E|2,

[ = %iJH’P. ESTA TESIS NO SALE
K DE LA BIBLIOTECA

También llamada intensidad radiante.
La energia asociada a los camnpos en un medio continuo se obticne al intercambiar €0
€Y fo POt g
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Si consideramos las ondas unidimensionales propuestas en (3.23) y (3.24
como campos eléctricos!® notamos que la intensidad asociada a la onda re
sultante ¢ estard dada por la expresién

I'=1(p) = I{p1+ ¢2).
que puede desarrollarse para obtener
I = eocg® = eocips + 92)” = eoc(p] + 93 + 201602)- (3-27
Nétese que el en el caso vectorial se debe considerar
(@14 Bo)? = (F1 + @o) - (Br + Fo) = |F1]° + [ Pel® + 261 - B,

en lugar de
(01 + @2)*.

Es importante observar también, que debido a que las perturbaciones ; so
cantidades complejas, debemos dejar claro, que si ¢; = a; + @ b; entonces
(@) = (@) + (8)" = 939}
donde ¢} = a; — i b es el complejo conjugado de ;.
Dado que I; = EQCQD? entonces podemos escribir la expresién (3.27) com

I=0L+1+ 1 (3.2¢

donde I15 = 2epcprs.
Desde el punto de vista corpuscular, la intensidad de la superposicion d
dos tayos de luz, estaria dada por la expresion

I=Il+12:

sin embargo el hecho de considerar a la luz como ondas nos lleva a inclu
un término de interferencia I en la expresién anterior, para obtener |
ecuacion (3.28): Puede hallarse Ia expresién matemaética de I12 en términc
de la diferencia de fases ¢, entre las ondas ¢; y @2,

Ilg =2 _[1.[2 Cos (¢J0)

10Pyeden considerarse de igual manera como campos magnéticos y se deducen las mi
mas conclusiones.




2 Ecuaciones de Maxwell 81

A= asen(0)

Figura 3.2: Experimento de Young

1 el caso particular en que @0 = g, s€ cumple que I, = [» = I. v dado
e —1 < cos(¢p) < 1 sucede que

Imex = DL+ I+ Iy =21+ 21, = 41, (3.29)

decir, existen puntos en los cuales la intensidad de la luz observada es
ixima y puntos en donde es totalmente nula. Las conclusiones anteriores
eden generalizarse a mds dimensiones v en particular a ondas esféricas.

2.5 Experimento de Young

n la ayuda de las relaciones anteriores, podemos abordar el experimento
Young en términos ondulatorios. De la figura. (3.2), la luz emitida desde
fuente monocromdtical’ atraviesa las dos rendijas, y por el principio de
ygens, podemos pensar que cada punto s, s se comporta como una
nte. Dado que la distancia de s a s, d(s, s1), es la misma que de s a sy.
', $2), los nuevos puntos de erisién, al igual que la fuente real. emitirdn luz

"En este experimento ey necesario que ademds la fuente emita luz coherenie. os decir
' las ondas de luz estén en fase una con otra al ser emitidas por ia fuente,
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coherente. Obsérvese que si las rendijas de s; ¥ 89, son del mismo tamano, las
ondas provenientes de s; y s, tendrdn aproximadamente la misma amplitud,
e interferirin en la regién que se encuentra limitada por la pantalla P y la
superficie en donde se hallan las rendijas. Si deseamos saber de qué manera
interfieren las ondas, digamos sobre la pantalla P, es necesario conocer la
diferencia de fases entre ellas al llegar a la misma. Dadas las condiciones del
experimento, la diferencia de fase estard dada por la diferencia en el camino
éptico A, es decir, la diferencia de las distancias recorridas por cada una de
las ondas para llegar a un punto p sobre la pantalla

d(slap) - d(827p)‘
Dicha diferencia esta dada por
A =a sen(f),

donde 0 representa el 4ngulo que forma la linea que une al punto p en cuestion,
sobre la pantalla, con la la horizontal sobre la que estd la fuente. De las
observaciones hechas en la seccién anterior puede notarse que

A = ¢y = a sen(d),
por lo que, para los puntos p sobre la pantalla donde se satisfaga que
do = a sen(d) = nA

se presentars interferencia constructiva, recuérdese la relacidn (3.25), v la
intensidad de la luz en estos puntos estard dada por la relacién (3.29)

Imes = 41p.
Por otro lado, para los puntos p sobre la pantalla en los que se cumpla que
n
a sen(f) = (m+ 5)\)

ocurrird interferencia destructiva, en cuyo caso, por (3.30) la intensidad de
la luz serd

Ipin = 0.
En estos términos, la aparicién del patrén de interferencia, i.e. franjas lu-
minosas v obscuras, es natural. Cabe mencionar que para observar dicho
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ron, el tamafio de las rendijas debe ser menor a la longitud de onda de la
utilizada. También debe destacarse que la separacién a entre las rendijas,
e ser comparable con la longitud de onda de la luz en cuestién.

Para concluir es importante recordar el hecho de que la intensidad de una,
la de la forma (3.23), se expresa como

I'=¢° = pp

n el caso vectorial
I=3 w0},
7

1de ¢, son las componentes del vector ¢. Esta tltima observacién sers
¥ importante en las siguientes secciones.

3 Hacia la Mecanica Cuantica

movimiento de un objeto, tal como fue descrito en el capitulo anterior,
de ser caracterizado por las ecuaciones de Hamilton, las cuales, mediante
. transformacién dada por la ccuacién de Hamilton-Jacobi, determinan
rayectoria en Ja que se moverd. Dicha manera de caracterizar el estado
un objeto, supone que los objetos, sin importar sus dimensiones, estén
1puestos de particulas corpusculares.

inales del siglo XIX y principios del siglo XX, diversos experimentos
leron en duda el hecho de que la materia tuviera un comportamiento
amente corpuscular, y sugerian, tal como en el caso de la luz, una nat-
leza ondulatoria de la materia. En el siguiente parrafo mencionaremos
1mos de los hechos histéricos que dieron lugar a nuevas teorias acerca de
nateria, sin embargo, una resefia detallada puede encontrarse en muchos
tos de mecdnica cudntica®®.

> de los fenémenos que la éptica fisica u ondulatoria y la mecdnica cldsica
fueron capaces de explicar, es el de absorsién y emisién de radiacién a
21 atdmico. Estudios de espectroscopia revelaban que cl hidrégeno, al ser
tado, digamos por una corriente eléctrica en una ldmpara, emit{a luz de
erminadas frecuencias inicamente, es decir el espectro de emisién consistia
incas discretas bien definidas. El hecho anterior, no podia ser explicado

Véase por ejemplo, Max Born Afomic Physies.



84 Hacia la mecdnica cuédntic:

en términos de electrodindmica clésica, la cual sugeria que la emisién debi:
presentarse en un espectro contimuo. Por otro lado, a partir de un estudic
tedrico acerca de la emisién de calor de un cuerpo, Planck en 1900, concluy«
que la tinica manera en la que era posible solucionar los problemas de con
vergencia en la integral de energia, era postulando que la emisién o absorsios
de energia radiante en la materia no se daba de manera continua, sino er
cuantos de energia”® E = hv es decir, la luz (hasta ahora una onda) de ciert:
frecuencia, era emitida o absorbida en paquetes.

En 1905, Einstein, para explicar el efecto fotoeléctrico™, retomé la ide:
de Planck acerca de la cuantizacién de la luz, sin embargo, él fue mas lejo:
alin, postuldé que la luz consistia de corpiisculos de energia hv llamado
fotones, que interactuaban con la materia de manera mecénica.

Ambas hipétesis parecian atentar contra las leyes de la fisica de ese en
tonces, sin embargo, Niels Bohr en 1913, fue capaz de dar explicacién a la
lineas de emisién del hidrégeno sustentando sus ideas en el hecho de que k
energia estaba cuantizada.

Hasta ahora, hemos mencionado brevemente los hechos que llevaron
los fisicos de principios del siglo XX, a concebir que el intercambio de en
ergia entre la luz y los 4tomos se daba en cuantos, sin embargo, la propuest:
de Einstein de concebir a la luz como particulas corpusculares que Hamab:
fotones, retomé mucha fuerza con los experimentos de Compton en 1922
Compton hizo incidir radiacién electromagnética sobre parafina y descubri
que los fotones incidentes chocaban con los electrones de ésta, y que el dnguls
de deflexién de los mismos, podia ser explicado con las ecuaciones de coli
siones elasticas entre dos particulas, es decir, en este experimento, quedab:
claro que la luz se comportaba como un corpisculo.

El dilema de la dualidad de la naturaleza de la luz, fue intensificad
en 1925, cuando de Broglie impulsé la idea de que aquella dualidad onda
particula presente en la luz, podia observarse de igual manera en la materia
Proponia que una particula de materia tendria una onda asociada, al igna
que un cuanto de luz tiene una onda de luz asociada. La relacién entre amba
concepciones estaria dada por E = hv. De Broglie propuso que el moment
asociado a una particula estaria dado por la relacién p = h/A. Las relacione
anteriores serén justificadas en la siguiente seccidn.

13p = ]a constante de Planck 6.62 x 10%7erg seg y v =la frecuencia
14E] efecto fotoeléctrico se da al detectar electrones emitidos de la superficie de un metz
alkalino, al hacer incidir luz de cierta frecuencia sobre el mismo.
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Cabe mencionar que asociar el valor de la energia E y el del momento P,
ue corresponden a propiedades de una masa puntual, con las cantidades v y A
spectivamente, que se asocian a una onda cuyas dimensiones se extienden

todo el espacio, representaba una contradiccién muy fuerte. Al final de-
apitulo trataremos de mostrar la solucién sugerida por la electrodindmica
1dntica.

Las ideas de De Broglie fueron confirmadas por experimentos realizados
or Davisson y Germer en 1927, los cuales obtuvieron patrones de difrac-
on y de interferencia con rayos de electrones. Muchos més se dieron a la
isqueda de experimentos que dieran evidencia de la naturaleza ondulatoria
e la materia. Thomson y Rupp, entre otros, propusieron una gama de ex-
erimentos para el estudio de la estructura de algunos cristales y confirmaron
1e la hipétesis de De Broglie, con respecto al valor de la longitud de onda
sociada al haz de electrones, coincidia con los resultados en los patrones de
terferencia obtenidos.

El estudio de Ia difraccién e interferencia electrénica, avanzé tecnolégicamente
> manera decisiva después de ser confirmada su existencia. De hecho, puede
obarse que la longitud de onda de un haz de electrones, producido en
1 tubo de rayos catddicos, es facilmente controlable en términos del po-
ncial eléctrico utilizado en el cdtodo. Mis atin, olvidando correcciones
lativistas, la expresién de A, en términos del potencial eléctrico V', es
. = (V/150/V)A®. Con tal expresién, es posible construir lentes y mi-
0scopios electrénicos con longitudes de onda tales, que superan el poder de
solucién de los aparatos épticos equivalentes. Algunos resultados intere-
ntes son, por ejemplo, el hecho de que haces moleculares de hidrégeno H,
de Helio He presentan fenémenos de difraccién al ser reflejados por super-
ies de cristales. Las hipétesis de De Broglie se han confirmado en este tipo
> experimentos también.

En los pérrafos anteriores hemos finalmente introducido acontecimientos
storicos que, de manera experimental, dieron lugar al estudio de la mecénica
1dulatoria 0 mecdnica cuantica. En la siguiente seccién mostraremos la
anera de relacionar entonces, la formulacién clésica de la mecdnica con
s propiedades ondulatorias de la luz a través del estudio de la éptica que
sarrollamos al inicio del capitulo presente.

8i X = hfp = h/mwv, clésicamente, entonces si la velocidad del electrén bajo la
cién de un potencial eléctrico V es tal que 1/2(mv?) = eV puede concluirse que

= (V150/V}A.
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3.4 Ondas Mecéanicas

Consideremos la Ecuacién de Hamilton-Jacobi para el caso en el que el hamil-
toniano H = H, es independiente del tiempo, es decir, consideremos un
sistemta en el que la energia se conserva.

oS o8

podemos separar variables e integrar directamente con respecto a t y obtener

que
S = —Hyt + W(y,5,) = W(y,5,) — Et

donde Hy = E es la energia del sistema.
S ahora consideramos el caso de un sistema de una particula, en el espacio
donde

2
H:@-—I-V:E
2m

con

o5 _ow
pz—ayi— Oy;

entonces

512 = lgradW* = [VW?

por lo tanto
VW2
2m

+V=E,

si recordamos la definicién de energia cinética T = E—V, entonces obtenemos

que
|IVW|? =2m{E — V) = 2mT (3.31)

tal Tesultado es similar a la ecuacién eikonal obtenida en la seccién anterior,
IVL|* = n’.

Recordemos que la ecuacién eikonal era equivalente al principio de Fer-
mat, que consistia en minimizar la integral del indice de refraccién del medic

5(/ndl) =0
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buscaramos una onda mecdnica asociada a la funcién W, entonces el papel
n en la integral, lo tomaria v2mT. Es decir, la ecuacién (3.31) serfa
iivalente a un principio de minimizacién dado por la expresién

5( / \/st) = 0. (3.32)

alicemos con cuidado qué significa minimizar la integral anterior.

Una manera alternativa de formular el principio de la accién estacionaria
Hamilton, para sistemas conservativos, es €l llamado Principio de Mau-
tu1s.

Es claro que, como en un sistema conservativo, el Hamiltoniano Hy = FE
ma constante de movimiento, minimizar la integral del Lagrangiano,

(/L(t,y,p)dt) - (/ (py'—Ho)dt) = (/py'dt) —Bt=0 (3.33)

quivalente a minimizar

5 ( f py’dt) =0
que el término constante £ puede ser directamente integrado. En la

ién 2.5 se mostré que

oL
Fy' =py' =27
Y

de T es la energia cinética del sistema. El principio de Hamilton tora la

N 5 (szdt) =0
5 (/Tdt) —0. (3.34)

es el llamado principio de Maupertuis. Dicho principio establece que
e todas las trayectorias que unen a dos puntos, el sistema se moverd sobre
ella que minimice ¢l tieinpo, de tal manera que la energia se conserve.

es equivalente a
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Notemos que

1 1 ds
T =—mv’ = —mv—
2m'u 5
por otro lado
- i _ m2v?
21 2m
de donde
p=mv=v2mT, (3.3

por lo que podemos escribir (3.34) en términos de

1 ds 1 ds
T—EmvE—ivam a"t'

Ccomo d
1 5
5 ( [ 5\/2mTadt) =0

que es equivalente al problema de minimizar la integral (3.32).

A partir de lo anterior, puede pensarse en la analogia entre la éptica y
formulacién variacional de Hamilton de la siguiente manera.

El principio de Fermat, tiene su contraparte dada por el principio ¢
Hamilton para sistemas conservativos *°, en donde el indice de refraccic
corresponde al equivalente de la energia cinética del sistema.

Dado que la ecuacién eikonal nos proporcioné el vinculo anterior, es natur
preguntarse si existe una onda, para la cual, podamos identificar los eleme
tos estudiados para la 6ptica ondulatoria, con los elementos mecanicos.
avanzamos en dicha direccién, podemos suponer que €l camino 6ptico L es
relacionado con la funcién W de tal forma que la fase de la onda éptica,

ko (L —C f)
sea proporcional a la accién clasica
S=W - Et.
Si relacionamos término a término, podemos establecer que

W~ L,

16Principio de Maupertuis
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E ~c.

recordamos el valor de ky podemos establecer una relacién mas precisa de
1 forma que

» donde
EF=h, (3.36)

le establece que la energia del sistema debe ser proporcional 17 a la frecuen-
2, de la onda.

De existir una onda asociada a la ecuacién eikonal mecénica, por analogia
.18}, tendria la forma

3 = M (WEY - oAl ehS (3.37)

nde hemos introducido el pardmetro A que coincide con el valor de la
nstante de Planck h salvo un factor de 27,

h

h

v existencia de esta onda mecdnica, y su anélisis fue desarrollado por
ichard Feynman a mediados del siglo XX y sera el eje del capitulo siguiente.

Con la relacién anterior entre la 6ptica y la mecénica, podemos ahora ir
as lejos. Dado que S es la fase asociada a la onda mecénica propuesta,
s frentes de onda estdn definidos como S = constante a patir de los cuales
demos calcular su velocidad de propagacién. Por la regla de la cadena, la
rivada total de S con respecto al tiempo, estd dada por

dS o dij 08
= =VS —+— (3.38)

se cumnple justamente que nos movemos sobre un frente de onda, se cumple
e & = 0. Si recordamos que el vector normal unitario a las superfices de
vel estd dado por

VS
e — ’

VS

'"NMas adelante se justificard of heehio de que la constante b, es la constante de Planck

-

7
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la. velocidad en la direccién normal de un frente de onda u(t) estard dada por

do_ . i
. dt’
de donde (3.38) toma la forma
ds o5
VS|— =0
9515+ 2 =0,
y por lo tanto
ds o3
u(t) = = = -2,
dado que S(y, a;,t) = Wy, ;) — E't, entonces
ds E
ult) = — = =—. 3.39
=% = (3.39)

Si recordamos las relaciones (3.35) ¥ (3.31), podemos concluir que la veloci-
dad de propagacién de los frentes de onda mecdnicos es

ay=Z- 2 (3.40)

que por la relacién (3.36) nos conduce a

hy
u(t) = —.
4
Observemos que la Jongitud de onda de dicha perturbacidn estard relacionada
con la velocidad de propagacién de tal forma que

Aol B (3.41)
v pv P
La relacidn anterior, fue la propuesta de De Broglie en 1925.

Obsérvese que, tal como fue expuesto en la seccién anterior, el hecho de
que exista una onda mecénica, implica directamente la posibilidad de obser-
var fenémenos de interferencia en rayos de materia, para los cuales las condi-
ciones experimentales, tal como lo sugiere el experimento de Young, deben
satisfacer que la longitud de onda de la oscilacién mecénica, sea compara-
ble con las dimensiones del experimento. Conluiremos ésta seccién haciendo
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a observacién interesante. Al principio del capitulo se estudiaron, a par-
del principio de Fermat, los rayos a través de los cuales se observa que
rja la luz. Mdés tarde, con base en la formulacién ondulatoria de la dptica,
stramos que los rayos de luz son precisamente las curvas caracteristicas
ciadas a la ecuacién de onda. En el estudio de la ecuaciones diferen-
les parciales, es posible mostrar que las curvas caracteristicas asociadas
a ecuacién de Hamilton-Jacobi son precisamente las trayectorias que dan
ucién a las ecuaciones de Hamilton'®) es decir, las trayectorias clésicas,
nivalentes a las ecuaciones de Newton, representan el equivalente de los
05 de luz, si pensamos a la ecuacién de Hamilton-Jacobi como la ecuacién
e describe la evolucién en el tiempo de la superficie (o frente de onda) de
milton-Jacobi.

En los términos anteriores, podemos comenzar la siguiente seccién estu-
ndo las implicaciones matemadticas que surgen al aceptar la naturaleza
dulatoria de la luz.

5 Ecuacién de Schrodinger

-acuerdo con las ecuaciones de Maxwell mostradas en este capitulo, la luz
edece la ecuacién de onda

Vip— ——L =0. (3.42)

consideramos soluciones de la forma

= eA(r)+iko(L(r)~«ct) ,
1 L(r) el camino éptico, y tomamos el limite WKB obtuvimos la ecuacién
onal. Sin embargo, si procedemos directamente a derivar la solucién con
pecto al tiempo, obtenemos que

0%y 2 2 2

T = (—koc) o = —kyc e,

ora recordemos que el ndmero de onda

¢ 2w
k= hyn = .1\'70; = —

A

SVéase por cjemplo. Evans, Partiel Differential Equations
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de donde
. 27w
Qg — CA [
y
O _47?22)2
o2 X2

que nos conduce a reescribir (3.42) como una ecuacién diferencial indepen
diente del tiempo

Vg4 —w0=10 (3.43
donde ¢ representa la amplitud de la onda éptica.
Dada la equivalencia entre las ondas épticas y mecanicas descrita en el mismy

capitulo, debe existir una cantidad mecdnica, que llamaremos la funcién d
onda

Zp = (Pmec:

que satisfara una ecuacion analoga
47?
V2 4+ 7{2‘7’{’ =0 (3.44

que al considerar el valor de la longitud de onda mecénica {DeBroglie)

A=t
p

y el valor del momento!?

p=mv=VImT =/2m(E - V)

1 p* 2m(E-V)
O i

que convierte la ecuacidn (3.44) en

obtenemos que

8mm*?

2
Vo + e

(E-V)¢=0 (3.45

19Principio de Maupertuis.
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ahora consideramos i = h/27 entonces podemos concluir que la funcién
 onda, satisfara la ecuacién

2
vy = By (3.46)
2m

e es la llamada ecuacién de Schrédinger. Esta ecuacién es la base de la
ecanica ondulatoria.

Tal como fue obtenida la ecuacién anterior, la funcién de onda i repre-
nta la propagacién espacial de la superficie de Hamilton-Jacobi. Lo que
giere que la mecdnica clésica es a la mecdnica ondulatoria de Schrodinger,
que la dptica geométrica es a la dptica ondulatoria de Huygens. Tales
laciones dependen directamente de las dimensiones la longitud®® de onda
con respecto a los posibles cambios en el medio.

Para obtener la ecuacién de evolucién de la funcién de onda 1 a través
I tiempo, recurriremos a un paso que se justifica en la dinamica cudntica v
e consiste en reemplazar la energia E del sistema por el operador % o/t
la ecuacién (3.46), de tal forma que,

h2
(u%vuv)w:m

8
e (3.47)

Ahora verifiquemos la hipétesis de que la ecuacién anterior, efectivamente
s conduce a la ecuacién de Hamilton-Jacobi en el limite en que A — 0. Tal
10 lo hicimos en el capitulo tercero, buscaremos soluciones del tipo?*

W = erSwit)

lculemos las derivadas necesarias para sustituir sus valores en la ecuacién
47),

?_?’./i = .’.E...a_lg. e-};S(y,,f.)
ot h Ot ’

®en ¢l caso mecdnico A = h/p.
'En el caso cartesiano, y, = r.y. 2
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Py - [18°S T
8y ROy '

Vi = Za”b Ay,

"’ — ¢ BS = S(yut)
3 ayz

Dado que

podemos sustituir en (3.47), para obtener

2
05 sy

o 2m{lV25—~—2(VS) }eﬁs(y‘t)—k V oenSd)

donde

wsr=5 (%)

i

de lo anterior

as Rl
" Qm[ VQS——(VS) ]
y por lo tanto "
—% = %(VS) +V— i—vzs (3.48)

Si ahora tomamos el limite cuando & — 0 que es equivalente a i — 0, el
tercer término de (3.48) tiende a cero, y por lo tanto

6.5‘ 1
ot Qm

que es precisamente la ecuacién de Hamilton-Jacobl. EI hecho anterior, im-
plica que Ja ecuacién de Schrédinger, contiene a la ecuacién Hamilto-Jacobi.
que describe el movimiento de las particulas desde el punto de vista de 1a
mecdnica clisica, en el limite en que k es despreciable, es decir, para sistemas
macroscopicos.

—(VS)*+V =0,

De hecho puede establecerse un principio de correspondencia entre la
ecuacién de Hamilton-Jacobi v la ecuacién de Schrodinger de la siguiente
manera. Pensemos en una particula puntual bajo la accién de un potencial
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z,y, z,t) en coordenadas Cartesianas, entonces la ecuacién de Hamilton-
obi asociada, tal como fue definida al final del capitulo segundo, estard
la por la expresién

as a8
H(t,yi, 8—%) +5-=0. (3.49)

> podemos escribir como

Lo, 2 2 8_5 _
o (py +p, +p.) + Viz,y,2,t) + i 0. (3.50)
lo que
_os _98 _95
Dy = dz by = By b= a9z
un sistema conservativo.
Ahora pensemos en la ecuacién de Schrédinger,
(,_ h_2v2+v)¢=E¢:ihgw | (3.51)
2m ot '

claro que si consideramos la posibilidad de escribir al momento 7 de tal
na que
0 \2 0?
9 _ g — _ 52
(p2)" = ( max) =" dz?’

lemos ir de la ecuacién de Schrodinger a la de Hamilton-Jacobi estable-
1do que

5 O
E - Zha,
P = zha%.

Las rclaciones anteriores definen el llamado principio de correspondencia

¢ la mecdncia cldsica v la mecdnica ondulatoria 22 .

La concepeidn original de dicho principio se debe a Niels Bohr. 1923.
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3.6 La funcién de onda ¢

Concluiremos este capftulo mencionando la manera en que Max Born, con
cilié la dualidad onda-particule de la materia y la luz, y el significado, qu
hasta estos dias, se le ha dado a la funcién de onda.

A lo largo de este capitulo se han presentado argumentos, bajo los cuales
se ha dado evidencia de que la luz y la materia, se comportan, en alguna
situaciones, como ondas v en algunas otras como particulas. De lo anterio
surge una contradiccién natural al tratar de concebir a un ente fisico coms
algo localizado en una regién muy definida en el espacio (particula), o alg
cuyas dimensiones ocupan todo el espacio (onda). Schrédinger intentd rec
onciliar tal contradiccién, interpretando una masa puntual como un paquet
de ondas. Sin embargo, desde el punto de vista conceptual, modelar un
colisién entre dos electrones, en términos de paquetes de onda, parece no se
algo natural. Born, por otro lado, partié del hecho de que la manera en qu
se desarrolla un evento estd determinada por las leyes de la probabilidad,
asigné entonces a la funcién de onda, un caracter probabilistico. De acuerd
con su teoria, un proceso mecénico tiene asociado un proceso ondulatoric
que obedece la ecuacién de Schridinger, cuyo significado, define la proba
bilidad con la que evolucinaré el proceso mecdnico en una direccién u otra
Tal concepcién surgié originalmente de los experimentos de dispersién, en lo
cuales dicha interpretacién predijo muchos de los resultados obtenidos en 1
practica.

Unir el concepto corpuscular y ondulatorio en un formalismo tedrice
parece, a primera vista imposible. De hecho sugiere olvidar de alguna man
era el sentido comiin. La manera en que se unificaron ambas concepciones fu
a través de la probabilidad, tal como lo sugieren las ideas de Born. Efectiva
mente, concebir que un ente fisico es simultaneamente un cuerpo y una onda
resulta dificil debido a que nuestra concepcién de un fendmeno se restring
a nuestras capacidades de observacién cotidianas. I.a mecanica clasica, est.
basicamente fundada sobre observaciones de este tipo, y por lo mismo, n
permite una concepcién simultdnea de un evento en términos ondulatorios
corpusculares. A partir de los dicho, interpretamos un fenémeno en término
de alguna de ambas concepciones, a pesar de que a nivel atémico, la mecdnic
clésica falla de manera rotunda en la descripcién de un sistema. Es por es
que, aunque intnitivamente ambas formas de interpretar un fenémeno sea
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lependientes, deben entenderse como dos descripeiones complementarias
un mismo proceso. De hecho debe pensarse que las limitaciones en las
diciones de un proceso, definen la frontera entre una concepcién v la otra

Una consecuencia inmediata de suponer tal simultaneidad, implica que no

lemos distinguir de manera clara, si nos referimos a un corptisculo o a una
la en un proceso dado. De hecho, en estos términos, puede mostrarse que
es posible determinar simultdneamente, de manera exacta, el valor de dos
lables conjugadas como el momento y la posicién. Dicho acontecimiento
lamado el principio de incertidumbre de Heisenberg y es resumido en las
igualdades siguientes,

h
AzAp > R

h
ABAt > 7,

de el simbolo A quiere decir la incertidumbre en la medicién de la varia-
en cuastién.

sumiendo lo anterior, la interpretacién de la funcién de onda 3 més acep-
a, es la formulada por la escuela de Copenhage, a la que pertenecen Max
n, Niels Bohr y Heisenberg. En dicho esquema, |1?| representa la densi-
| de probabilidad de que una particula o conjunto de ellas, se encuentre
una region del espacio durante una medicién.
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apitulo 4

as integrales de camino

este capitulo discutiremos los conceptos expuestos en el libro de Richard
nman, ¢).£.D, Electrodindmica Cudntica, acerca del comportamiento de
particulas. Con ayuda de los conceptos desarrollados en los capitulos an-
ores, trataremos de poner en perspectiva la formulacién de Feynman de
integrales de camino y su equivalencia con la ecuacién de Schrédinger.

| Descripcién de la funcion de onda

como fue seflalado en el capitulo anterior, la existencia de una duali-
onda-particula en la materia y en la luz, provocd problemas serios en la
cepcidn de la fisica, sin embargo, la electrodindmica cudntica fue formu-
. para conciliar dicho hecho. Con la premisa anterior, el anélisis siguiente
de ser interpretado de manera equivalente para ambas, luz y material.
Comencemos nuestro anilisis recordando que, a partir de los hechos ex-
mentales, asociamos al valor del cuadrado de la funcién o amplitud de
a, 1¥|%, la probabilidad de que un evento suceda. Si pensamos por ejem-
en el evento de que una particula libre llegue de un punto z, a un punto
n el espacio, y en efecto, observamos que ésta llega a su destino, entonces
e cumplirse que la probabilidad de que el evento suceda sea 1, es decir

[aol* = sl = 1.

Fotones ¥ clectrones. por ejempla.
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Veamos lo que esto significa®?. Recordemos que podemos concebir a un fotén
o a un electrén, como una perturbacién de la forma

¢ — BA(T)eiko{L—ct) — qboeiko(L—ct) (41)

2 = AT e (W-Bt) _ A o35 — ,[/)08%'5_ (4.2)

Para el siguiente andlisis, utilizaremos la segunda expresién ondulatoria,
y supondremos que los resultados pueden también, interpretarse en términos
6pticos.

Entonces, v tendra la forma

W = per’. (4.3)

donde 1% es la amplitud de la onda, y la integral de la accién clasica S la
fase. En el caso de una particula libre, la fase estard dada como la integral
del lagrangiano, que a su vez puede escribirse como
1 s 1 ,dzy2
L———imv = —ém(-&—{) ,

por lo que podemos integrar a la accién, por partes, para obtener

w1 d 1 d
5= [ (e = [ Ln(E) (&)

_ 1 (dm)b lm/t*’x@
- m:c 2 Ji,  dt?

dt
dado que se trata de una particula libre, su aceleracién d?z/dt® es igual &
cero, por lo que el segundo término de la dltima ecuacién es igual a cero. S
denotamos a z{t,) = %, ¥ #(ts) = zs, entonces, dado que d’z/dt* = 0, la
velocidad de la particula en cuestion es constante, es decir, en particular

dr Az 1, — 2,
d At ty—tg
2¥] hecho de que la informacién fisica la contenga el cuadrado de la amplitud de on-

da [9|?, ¥ no 1, estd directamente relacionado con su equivalente éptico, en el cual Iz
intensidad v la energia de la onda son proporcionales al cuadrado de ¢, |¢{.




.2 Principio de superposicién 101

Figura 4.1: Experimento con 6 rendijas

or lo que
1 (zp — )2
S = —m—( b — %) :
2 tb - ta
> la ecuacién anterior, la funcién 4 asociada a la particula libre estars dada
T

(4.4)

wm (T _-”0)2
= goeP bt (4.5)

2amos ahora la manera de utilizar esta funcién en nuestro marco proba-
listico, recurriendo a los conceptos épticos del capitulo anterior.

.2 Principio de superposicién

omenzaremos por retomar los conceptos que se desarrollaron en el capitulo
rcero acerca de la superposicién de ondas.

ostramos, en el experimento de Young, que para entender el patrén de in-
rferencia sobre la pantalla receptora, es necesario superponer las dos ondas
e, por el principio de Huygens, son emitidas desde cada una de las rendi-
5 851y s2. El término de interferencia, resultaba de elevar al cuadrado la
nplitud resultante.
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Supongamos ahora que realizamos el mismo experimento con més de do:
rendijas, digamos con 6. Es claro que si quisieramos saber la amplitud d:
la perturbacién resultante en cualquier punto de la pantalla, tendriamos qu:
sumar las aportaciones hechas por cada una de las ondas (¢; coni=1,...,6
emitidas desde cada una de las rendijas s;. Notamos en el capitulo anterio:
que la perturbacién en el punto z, depende fundamentalmente de la fase cor
que llegan las ondas ¢; al punto en cuestién sobre P. Del mismo anélisis
concluimos que la fase, en el caso éptico, dependia del camino éptico recorride
para llegar desde el punto de emisién hasta z sobre la pantalla. De igua
manera, la fase en el caso mecanico, depende de la accién.

Si ponemos especial atencién a un punto z, sobre P, y recordamos e
significado probabilistico de la funcién de onda %) en (4.2), podemos afirma:
que la amplitud de probabilidad para que una particula llegue desde el puntc
z, hasta z; estara dada por

<]
¢=Z¢z:
i=1

y por lo tanto si la particula llega a su destino, debe complirse que

6 4]
=y = (2 @) (2@:) -1
i=1 =1

Nétese que implicitamente, hemos asignado una funcién de onda ¢; a cad:
posible camino, sobre el cual la particula puede viajar desde z, hasta x
Al sumar las amplitudes de onda, hemos calculado la amplitud de ond:
resultante, a partir de la cual podemos obtener informacién experimental
Entonces, la probabilidad de que la particula complete su viaje se obtien
calculando el valor de su médulo al cuadrado.

4.3 Propuesta de Feynman

Si repetimos el experimento anterior (figura 4.1), pero ahora agregamos u:
pantalla intermedia F’, antes de la pantalla receptora, con un numero 7 d:
rendijas, el cdlculo de la amplitud de onda s, s¢ realizaria sumando la
contribuciones de cada una de las posibles trayectorias (es decir, sumands
las funciones de onda asociadas a cada una de ellas). Para tal efecto, (véas:

la figura 4.2)
n 6

Ypo = Z Z",bji-

j=1i=1
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Figura 4.2: Experimento con dos pantalla intermedias y 6n rendijas

1 su formulacién de la mecédnica cudntica, Richard Feynman propone que
manera en la que debe calcularse la amplitud de onda (probabilistica) de
e un evento tenga lugar, por ejemplo, que una particula libre llegue de
- punto a otro en el espacio, es sumando las contribuciones de todas las
sibles trayectorias. A cada una de éstas, como se vio antes, se le asigna
a funcién de onda de la forma3

b = kerSED]
e representa la amplitud de probabilidad de que la particula se mueva a
weés de z(t).

Feynman, en base a los resultados mostrados en los capitulos anteriores,
gna a todos los caminos, una amplitud constante de normalizacién x(z(t)),
al como se mostrd en los experimentos épticos, afirma que la contribucién

cada funcién de onda depende totalmente de la fase (la accidn cldsica
r(t)]) asociada a cada una de cllas. Si llamamos a la amplitud de onda
b, a), entonces la probabilidad de ir de un punto @ a un punto b estard

3k es una constante que sc escoge de manera adecuada para que el valor de ||? esté

malizado desde el punto de vista probabilistico
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Figura 4.3: Experimento con m x n rendijas

dada por P(b,a) = |K (b, a)|* con
K(b,a) = Y ¥[z(t)]

(b, a)

donde 3, 4 significa suma sobre todas las posibles trayectorias que unen
a con b.

En tal concepcién, definir qué significa sumar las contribuciones de tod:
las posibles trayectorias, podria hacerse de la siguiente manera. Si rep
tiéramos el experimento de Young, con un nimero grande m de pantall:
intermedias (como en la figura 4.3), y cada una de ellas tuviera a su vez
rendijas, podriamos aproximar el valor de K (b, ) con la expresién

K(b: CL) ~ Z Z Z e Z wiliZiE"'im'
i i

is i3
Ciertamente, para mejorar nuestra aproximacion, seria necesario hacer tend

a cero la distancia entre las pantallas intermedias (lo cual implica natura
mente que m — oo) e incrementar el nimero de rendijas en cada una de ella

Para hacer una deduccién consistente con las ideas de Feynman. recu
riremos a la construccién que éste propone. Obsérvese la figura 4.4.
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ot
’
¢t :
j b /
7
1
/
&
. —

Figura 4.4: Suma sobre todas las trayectorias

Primero procedemos a realizar una particién del intervalo [t,, £,] en subin-
valos de igual longitud €, es decir, para todo #;, £, con ¢ = 0,1, ..., N — 1,
cumple que %4, — ¢; = €. Fijando los extremos de la particién 5 = t, v

= t5. A cada t; corresponde un valor z;, donde en los extremos se satis-
e qUe T = Z, ¥ Ty = Tp. Si tormamos por ejemplo, para cada tiempo
tt=1,2,..., N — 1, un punto especial z,, entonces podemos generar una
.yectoria si unimos todos los puntos que seleccionamos de la forma (t;, ;)
r medio de lineas rectas.

Dado que buscamos sumar las aportaciones de todas las posibles trayec-
188, podemos construir una integral multiple que sume sobre todos los
lores de x; para toda i. Del proceso anterior, podemos aproximar el valor
la amplitud como,

K(b,a) ~ ]f] . -[Qj)[x(t)]dasldacgd% cedryay

tese que no sc integra sobre zp ni sobre zy debido a que los puntos z, v
1 fijos. Es importante recalcar que si queremos incluir las contribuciones
todas los caminos, debemos integrar desde —oo hasta co. Para gencrar



106 Las integrales de camin

cualquier trayectoria z(t) y aproximar de manera maés precisa el valor d
K (b, a), tendriamos que refinar la particién, es decir, hacer que € — 0. ¢
como lo mencionamos anteriormente

Dl(H)] = et

donde & es un factor de normalizacién. Por lo que podemos escribir d
manera intuitiva que

K(b,a) —llm/// f ek Sdzideadzs - - - doy_1 (4.6

Es importante notar que este tipo de integrales pueden implicar compl;
caciones matemaéticas serias, sin embargo, si suponemos véalida la manera d
construir nuestra amplitud de probabilidad, podemos observar algunos re
sultados interesantes. Antes de abordarlos, es importante mencionar que |
notacién que se utiliza para escribir las Integrales de Feynman o Integrale
de Camino, es

K(b,a) = / 55D (1) (4.7

donde
N-1

Dz(t) = il_l}%ﬁ'. zl;ll dz;
define la medida sobre todas las trayectorias.

Construyamos ahora la integral de Feynman para la particula libre.
Si recordamos la expresién de la accién que calculamos al inicio de

capitulo
Tp — T

th —ta
y la forma en que expresamos la amplitud de onda de cada trayectoria

im (xp — xa)z

S =

W =1y e\p{

podemos notar que la integral (4.6) toma la forma
N

K(ba —hm]/[ /K exp {ﬁ >z iﬂxi_l)z]dmlda:zdxs-.-de_]

(4.8
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do que ¢; — 1,7 = €. Observemos que la integral

K(z1,24) = f -

—o0

2 imhe E
- .

im ;2
K1 e2ﬁ,e$1d$1 = ,:1;1(

do que experimentalmente observamos que al desplazarse la particula de
a Ty, ésta tuvo que pasar por algin punto sobre z;, entonces deseamos
e la amplitud de probabilidad asociada K {z1,x,) tenga el valor de 1. Por
tanto debemos escoger un factor de normalizacién

(2 iwhe) -
K1 = .
T

Sucede que dicho pardmetro puede utilizarse a lo largo de todas las inte-
ciones sobre cada x;, por lo que el factor x en (4.8) resulta ser

b3

N—2

o Aﬁl (2 ivrﬁe) ~3 _ (2 mhe)- 2
i=1

m .

ora pongamos especial atencién a las funciones que buscamos integrar en
8). Dado que la integral de una gaussiana, corresponde a una gaussiana
svamente, podemos intentar dar una expresién para K(b,a). Nétese que

© 2 m 2 2
[ x| eltan = )7 o1 - 207 . =

2imh 2e\
m

multiplicamos dicho resultado por

2 imhe) 7 im 5
( ™ ) GXP[%[(%—%H

itegramos sobre z;, obtenemos una expresidn igual a (4.9) excepto porque
— o) es sustituido por (z3 —x) y el valor 2¢ por 3¢. Por tanto obtenemos

2 imh 3¢ _%cm im (25 — 2,)°
™m *Plon (3¢) Fa o)

B[

exp [55%5 (z2 — 3:0)2] (4.9)
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Repitiendo el procedimiento anterior N ~ 1 veces obtenemos

1
2imh Ne\ 2 im 9
Y g ]
y como ty — fp = Ne Podemos concluir que (4.6} tomard la forma
2 wh 2¢ _% (.’L‘z — .TL'Q)Q
Kba)=] —- —_— 4.1
(o) = (22E) o2 2220 (

dado que iy — fo = Ne. De la ecuacién anterior, P(d,a) = K(&,a)K*(b,¢
por lo que la probabilidad de que la particula se mueva en una cierta traye
toria, para llegar a b, estaria dada por
m
Pb)dr = ————dz. 4.1
( ) 27 h(tb -— ta) (
Si integramos (4.12) sobre todas las posibles x, claramente la integral diverg
Entonces, jde qué manera podemos obtener informacién 1til de las integral
de Feynman?.
Comenzaremos intentando interpretar el significado fisico de (4.6)

K(b,a) = lim / / f f ke Sdrdzads - - - dzyy.
e—0

El tipo de integrales que involucra dicha ecuacién coincide con las sugerid
en ¢l apéndice A. En él, se aborda un método asintético de aproximar el val
de las integrales de la forma

b
F(\) = f e ot gy (4.1

51 observamos con cuidado, podemos directamente relacionar el pardmet
A con el pardmetro 1/7, la funcidén g(¢} con la accién cldsica S, v los limit
de integracién a y b, con —oo v —00 respectivamente. Tal como se explic
en el apéndice, es notable el hecho de que el valor de la integral cuanc
A — 00, puede ser aproximado de manera asintética por el método de la fas
estacionaria. En nuestro caso, tomar el lfmite A — oo, implica que i — 0, qu
fisicamente, equivale a obtener el limite clasico en la formulacién ondulatori
En el método de la fase estacionaria, resulta que las contribuciones m:
importantes a la integral son aquellas que se encuentran cerca del minimo |
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ximo) de la funcién ¢(t), que en nuestro caso corresponde con el minimo
S. Tal como se explicé en el capitulo segundo, la trayectoria de minima®
i6n, es la trayectoria sobre la cual se mueve un sistema fisico segin la
mulacién de Hamilson,

La aproximacién asintdtica cldsica, correspondiente a la integral de Feyn-
n, puede escribirse entonces, de manera conceptual, como

K(b,a) ~ g7 Salba)

nde S representa el valor de la accidn evaluada en la trayectoria cldsica,
decir, en el extremo de S(z(t)).

Para concluir esta introduccién a las integrales de camino, es impor-
ite mencionar que por medio de un método pertubativo temporal y es-
cial, es posible proponer una expansién del valor de la funcién de onda
z,t) = K (4,52, ¢) en términos de un pardmetro temporal € y uno es-
cial alrededor de la trayectoria cldsica z4(t), 7, pequefios, de tal forma
3

Yz, t+€) =9z, t)+ eg—;b = f_o; K exp {E—ﬁ?’ L(T]):l’(ﬁ(ff], t)dn (4.14)

ede ser desarrollado en potencias de € y 7, para obtener, a orden ¢, la
ndicién de que ¥{z, £} debe satisfacer la ecuacién
( R 0

]
—_———— b= th—1
27718:c2+v)z’) matw'

e corresponde a la ecuacién de Schrédinger expuesta en el capitulo anterior.

4 Conclusiones

resultado obtenido a partir de (4.14), sugiere directamente que la formu-
i6n de Feynman contiene a la mecdncia ondulatoria de Schrodinger. Por
o lado, a partir del método de la fase estacionaria, mostramos cualitativa-
nie que contiene a la meednica cldsica. De hecho probamos en el capitulo

"En realidad, el método de fase estacionaria sostiene que las aportaciones a la integral.
- proporcionadas por las vecindades cercanas a los puntos criticos de la funcidn g(t).
N onkEiNinoes o miminos
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tercero que la ecuacién de Schrédinger, en el limite clésico (& — 0), toma l&
forma de la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Notemos entonces que esta concepcién ondulatoria de sumar las aporta-
ciones de todas las posibles trayectorias, comprende bésicamente las formu-
laciones anteriores. Es interesante notar que la manera en que se contruye |z
integral de Feynman, coincide de manera cualitativa con la manera en que
J. Bernoulli resolvié el problema de la Braquistdcrona. Es decir el hecho
de buscar las trayectorias, a lo largo de las cuales, se mueve un cuerpo, he
levado a los grandes pensadores a constuir la herramienta que hoy en dia da
sustento a la Fisica moderna. Una observacion interesante es el hecho de que
aquella propiedad inteligente que Fermat asociaba a la luz, para decidir que,
entre todos los caminos posibles, ella tomaria el que le tomara menos tiempo,
es reemplazada por el hecho de que realmente la trayectoria de minimo tiem-
po, es la que aportard probabilisticamente hablando, la mayor contribucién
a la funcién de onda y por tanto, es la que observamos a nivel macroscopico
donde A es muy pequefia con respecto a las dimensiones del evento.

Para un estudio detallado de esta formulacién véase, Richard P. Feynman,
Quantum Mechanics and Path Integrals.



péndice A
Tétodo de la fase estacionaria

este apéndice analizaremos un método asintético para calcular integrales
la forma,

b
F(\) = / e 9(t) gt (A1)

de a,b,g(t) ,t y A son reales y g(t) suave. El caso que analizaremos es
el en el que A — co. Dado que

9 = cos(X g(t)) + i sen(A g(1)),

itegrando de (A.1) es puramente oscilatorio. Nétese que si el pardmetro A
nuy grande, las funciones cos(X g{t)) v sen() g(t}) oscilardn muy répido,
lecir, para intervalos pequefios de ¢, hallaremos muchas oscilaciones. Del
ynamiento anterior, para una A suficientemente grande, podemos explotar
echo de que las aportacioncs positivas y negativas a la integral de la
ién e 9 se cancelardn en casi todos lados. Para mostrar 1o anterior,

mos el comportamiento de la parte real del integrando, es decir, cuando
interesa el valor de

f(N) = ]: cos(A g(2))dt. (A.2)

Observemos la figura A.1. Notemos que para la funcién gt) =2y A =1,
itegrando cos(#?) oscila normalmenie, sin cmbargo, nétese que alrededor
minimo de g, ¢ = 0, se presenta una situacion particular.

51 ahora se procede a observar la figura A.2 v A3, con A = 10 y A =30,
ectivamente puede observarse con mas claridad que. abrededor de ¢ = 0.
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104

\g()=t? | /

Figura A.1: Oscilaciones para A =1
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10+

Figura A.2: Oscilaciones para A = 10
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Meétodo de la fase estacionaria

104

; cos(50 t?) q

¥ ;gs%“

Figura A.3: Oscilaciones para A = 50



115

s(t?) presenta una cresta significativamente més prolongada que las demés.
echo que sugiere que la aportacién mas importante a la integral serd el drea
ajo la curva de una vecindad cercana a to = 0.

En general si se piensa en una funcién g{i}, tal que en ¢ == {4, tiene un
Aximo o minimo, con tg € (g, b), ¥

g’(tﬂ) = 07 g”(tﬂ) 3

icede que para valores grandes de A, i.e., cuando A — o0, las oscilaciones
n tales que al integrar cos(Ag(t)), las regiones positivas y negativas de la
tegral se cancelan, excepto en una vecindad de ¢ = ¢y, donde ¢'(t) = 0; v
osiblemente en una vecindad alrededor de los extremos t =a, vt = b. Por
momento analicemos lo que sucede en puntos cercanos a t = t;, ndtese
le para éstos, la fase Ag(f) del integrando, es aproximadamente constante
estacionaria, ya que, por el teorema de Taylor, para t — ¢y pequenos, se
1imple que

9(8) = 9lts) +¢'t0)(¢ — t0) + 56" (W) — o) + O~ 1)*), (A
como g'(tg) = 0, podemos escribir?,
g(t) — glto) = O((t — to)?).

n ambargo para puntos 7 diferentes? 2 ¢y, dentro del intervalo .

9(t) - g(to) = O((t — t0)).

| hecho anterior sostiene la hipétesis de que alrededor de £y las oscilaciones
b se cancelardn. Podemos entonces afirmar que la integral definida por (A.2)

'Brevemente recordemos que si f(2) y g(z) son funciones definidas en, digamos los
imeros complejos, vy existen los limites de f v ¢ cuando z —+ 2z, entonces se dice que

z) = O(g(z)) cuando z —+ 2p, si existen dos constantes positivas K y 4 tales que cuando

0<]z—z) <d entonces |f] < Klg.

*Si existiera més de un méximo o minimo en (e, b) simplemente dividimos ¢l intervalo
subintervalos hasta que en cada uno exista sdlo uno de estos
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cuando A — oo es asinidticamente igual a la integral de cos{Ag(z)) evaluads
Unicamente en una vecindad de radio § alrededor de ¢y, es decir

5o to+d |
e?90dt ~ Re f T eralgy, (A4

to—0

£ :Re/

a

Buscamos ahora caleular nna valor que nos proporcione informacién més
precisa sobre la integral. Para esto recurriremos a un cambio de variable que
es sugerido por el teorema del valor medio y por (A.3), que sostiene que en
un intervalo (tg — &, o + &) existe & tal que

1 1
g(t) — g(to) = 59" (€},
por lo que si escogemos la variable
+s° = g(t) — g(to),

donde el signo negativo o positivo estard determinado por el caracter de
méximo o minimo de #; respectivamente®, entonces podemos notar que de
(A.3)

+5* = g(t) — g{to) = %g"(tg)(t — 1) + ...

obtenemos que
1
2

t—tg= {Ig_”(%tm} s+0(32),

v en términos de s, (dt = (2/]¢"(40)])3ds) podemos escribir la aproximacidr
asintética definida en (A.4) considerando que

g(t) = glto) + (9(t) — glta)) = glte) £ %,

CcOomo

1
f(AY ~ Re[lg"(to)d ¢ 9lto) _: e {1+ O(s) }ds (A5
donde
5 1}
51 :(5!:ij ya que twt(]:fcd

3Recordemos que si tg es maximo, entonces g”(#5) < 0 y si es minimo, g (f5} > 0
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: la vecindad que nos interesa.

Para calcular el valor de la integral, nuevamente hacemos un cambio
> variable apropiado, de tal forma que 7 = sv/A (ds = dn/v/A), lo cual
ansforma a (A.5) al tomar el lfmite cuando A — oo {if -+ o0), en

2

: oo 2 1
e relt) [T B~ O(n)}dn, A.
) O e o, 4

FO) ~Re| =

Para calcular =
2
f e:tm d'f?:

00

-1 . ., ,y s 2
msidérese la integral de la funcidn analitica e™*" sobre un contorno cerrado

/ e % dz.
c

f e~ dy =0,
(o)

por otro lado, si consideramos el contorno € como en la figura A.4. podemos
wrametrizarlo como C = C) + Cs + C3 con

7

or el teorema de Cauchy,

escribir entonces que

f c"zgdz—{—j e‘zgdz—l—[ e dz (A7)
¢ Cy C:

R . . : 2,08 2 m 0 -2
/ e dr + 21’2/1 ey 4+ e / e dr . (A8)
0 Jo R

0

it

il

R z i
e . T _pr.nd i 2
/ e 4+ AR [T em Mg e e™dr . (A9
0

S 0

I}
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——

in
RrRe*

>
0 C, R

Y

Figura A.4: Contorno C =) + Oy + Cs
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Nétese que cuando R — oo la segunda integral de (A.9) tiende a cero,

r lo que
o0 .2 AT oo a2
/ e dr — 84/ e dr =10
0 0
donde © e
/ e dr=e 4/ e~ dr (A.10)
0 0
do que el integrando de ambas integrales es par,
o0 2 e & 2
/ e dr = e‘T/ e " dr. (A.11)
—0o0 —
cordemos que
o0 2
L= / e dr
-0

ede calcularse en coordenadas polares (p, ) de la siguiente manera
L? = /OO /OO e~ =) g dy
-0 J 00 ’

do que p? = 22+ 4% v que el jacobiano de la transformacién a coordenadas
lares es p, podemos escribir que

9 2r ] poo g
L -——/0 5/0 e " 2pdpdb,
donde L? = 7 y por lo tanto,
L=+7.

demos entonces afirmar en general que

/m e dr = ret T (A.12)

Recapitulando, podemos ahora mostrar un valor aproximado de la inte-
 (A.2) a partir de (A.6) de tal forma que

~ ____?i_ %(ﬂ,\g(ro)(,ig& ( 1 )}
f(A) Re{/\lg”(in)l}) : {1+O =)} (A.13)

27 3 in l -
[m} Cos (A g(te) # ) )-l— O(:/mj) (A14)

|5

Py
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cuando A — oo. Para completar los resultados, daremos la expresién asintét
para calcular la integral planteada originalmente en (A.1) cuando XA — oo

e 90t ~ [_‘} et el)=5} 1 O (——) Al
J 9w Y (

Concluiremos mencionando dos puntos finos del método anterior.

Se afirmé al inicio del apéndice, que era posible hallar que las contribucion
a la integral, en vecindades alrededor de los extremos t = a y ¢ = b, fuer:
considerables con respecto a aquellas alrededor de { = %3, sin embargo,
posible probar * que si los puntos ¢ = a y ¢ = b no son méximos o minimos, 1
contribuciones alrededor de los mismos son de orden O(1/) cuando A — ¢
a diferencia de aquellas alrededor de ¢ = #p, que a partir de {A.13), son
orden O(l/)\%).

Para efectos de esta tesis, es importante recalcar que el tipo de integral
que analizamos en el capitulo cuarto, son tales que ¢t = a = —oc v ¢
b = oo hecho que implica directamente que el valor de las integrales q
estudiamos, estd determinado, principalmente, por las aportaciones hech
por la(s) vecindad(es) del(los) punto(s) maximo(s) o minimo(s} de la funcic
g(t).

*Véase J. D. Murray, Asimptotic Analysis.
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