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0.2 INTRODUCCION. 

En este trabajo siguiendo a Ñfariagrazia Bianchi en [1], presentamos una 
clasificación de los grupos finitos, solubles no cíclicos con t.odos sus subgrupos 
normales propios cíclicos, los cuales son llamados Nc - grupos fiuitos. 

En el capítulo 1, mencionamos conceptos y resultados básicos en Teoria 
de Grupos, necesarios para la elaboración del presente trabajo. 

En el capítulo 2, que está dedicado a los grupos cfclicos fmitos, se dan 
dos caracterizaciones de ellos, una de ellas no usual en la literatma, con la 
que se prueban algunos resultados ya conocidos. 

En el capítulo 3, estudiaremos los grupos de orden p, ]12, ]13 Y pq con 
p y q primos, entre los cuales se encuentran: el grUpo de los Cuat.ernios y 
el grupo de las Simetrias del Cuadrado, destacan en particualr estos grupos, 
porque los cuaternios es un N e - grupo y el grupo de las simet.rias del 
cuadrado nos hace ver qne la normalidad no es lliJa propiedad transitiva. 

En el capítulo 4, el cual trata sobre p- grupos fmitos, destaca lo siguiente: 
Si un grupo fiuito G de orden p" tiene un único subgrupo de orden 1', entonces 
G es cíclico o G es un grupo cuaternio generalizado. Hesultado que tmaremos 
en el último capítulo. 

En el capítulo 5, se definen los N c - grul'c~ :; se da una clasificación de 
los Nc - grupos fmitos solubles.Veremos que entre los p-grupos abelianos 
sólo los ¡J-grupos abeliano elemental de orden p2 son Nc -grupos. Entre los 
p-grupos no abelianos, sólo el grupo de los cuaternios es un Nc -grupo. En 
este mismo capít.ulo presentamos algunos resulfados sobre los N e - grupos 
finitos solubles no nilpotentes. 

Todas las definiciones y demostraciones de los teoremas que se mencionan 
en este trabajo o aqnellas que se usan y en forma involuntaria no sc cnullcian 
explicitamente, se pueden consultar en los libros de los profesores Rotrnall, 
Zappa y Zassenbaus que se encuentran en la bibliografía. 
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Capítulo 1 

Preliminares. 

Definición 1 Un gmpo G es un conjunto con una opemción binaria * en G 
que cumple las siguientes propiedades: 

(1) La opemci6n binaria * es asociativa. 

(2) Existe e E G que cumple con e * x = x * e para todo x E G. 

(3) Pam coda a E G existe a' E G tal que a * a' = a' * n = e. 

Se prueba que el elemento e que cumple con la propiedad (2) es IÍnico y 
se le llama elemento identidad. Si a E G el elemento u' E G que satisface la 
propiedad (3) es único y se le llama el i1werso de a. 

En lugar de escribir a", b, escribiremos abo 

Definición 2 El oalen de un gl'Upo G es el ",imem de elementos de G y es 
denotado pOI" lel· 

Si el ye2 son grupos, el x e2 es un grupo con la siguiente operación 
binaria; si x = (mI, m2) E el x e2, y = (nI, n2) E el x e2, entonces 
xy = (mInI, m2n2) . 

Definición 3 Una función cp de un grupo GI en un grupo G2 es un homo
morfismo si 

cp(ab) = cp(a)cp(b) 

pam todos los elementos a y b de G. 

1 
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CAPÍTULO.l. PRELIAflNARES. 2 

Teorema 4 Si Gl Y eh son grupos y ep : G 1 -----> G2 es un homomorfismo 
de grupos, entonces se cumple lo siguiente: 

1. ID (e) = e', donde e y e' son las identidades en Cl y C2 respecti
vamente. 

2. Si a E C¡' entonces ep (a-l) = ep (a)-l . 

3. Si a E Cl y n E Z, entonces ID (o.n) = ep (af . 

Definición 5 Un homomorfismo ep de un grupo Cl en un g1"1L]JO C2 se llama: 
a) M onom07jismo si ep es invectiva. 
b) Epimorfismo si ep es sobre. 
e) Isomorfisnw si ep es inVectiva y sobre. 

Definición 6 Si Cl y eh son grupos y cxiste un isornorflSl1w entre ellos, se 
dice que los gmpos Cl , C2 son isomorfos y se denota por Gl ~ C 2 _ 

Definición 7 Un automorfismo de un 91"11po G es un isomorfumw de G en 
C. 

Los autolllorfismos de 1m grupo C forman un grupo bajo la operación de 
composición de fWlciones que se denota por Aut (C) . 

Definición 8 Si cp es un homom07jismo de Cl en C2 , el núcleo de ep, de
notado lJ01' N (ep) se define por 

N (ep) = {a E G, I ep (a) = e' con ¿ la identidad en C 2 } . 

Definición 9 Un gmpo C quc saMsjace 'lile ob = bo pam todo a, b E G, se 
llama un g11lpO abe/iano. Este nombre es en memo da de/matemático Niels 
Hendk Abe!. 

El conjunto Z de los enteros con la operación binaria de suma de enteros 
P-S un grupo abeliano. 

Recordemos que si n ~ 2 Y a, b son enteros, entonces a congruente con b 
módulo n, denotado por a == b (mod n), signilica que n es nn divisor de b - a. 
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Definición 10 Si a E Z, 

[a] = {b E Zlb "" a (modn)} = {a+ knlk E Z}. 

[a] se le llama la clase de congruencia de a módulo n. 

Al conjunto Zn de todas las congruencias módulo n, se le llama el conjunto 
de enteros módulo n, y es un grupo abeliano con la siguiente operación 
[a] + [b] = [a + b] , donde [O] es el idéntico y - [a] = [-a] es el inverso de 
[a]. Si en Zn se define [a] [b] = rabi , se prueba fácilmente que esta operación 
está bien definida, al igual que la operación suma. Además se cumple que si 
[a] , [b] , [e] E Zn> entonces: 

L ([a] lb]) [e] = [a] ([b] [e]) . 

2. [a] [1] = [a]. 

3. [a] [b] = [b] [a]. 

4. [a] ([b] + [e]) = [a] [b] + [a] [e]. 

Por lo que se dice que Z" con la operación de suma y mult.iplicación 
definidas anteriormente es un anillo conmut.ativo con ident.idad. 

Si k es un campo, el conjunto de todas las matrices no singulares n x n 
con entradas en el campo k es un grupo bajo la operación de multiplicación 
de matrices, denotado por G L (n, k) Y se llama el grupo lineal gcneml ele 
tamaño n sobre k. 

Si n :;. 2, GL (n, k) es un grupo no abeliano; si 1l = 1, GL (1, k) es un 
grupo abeliano y este es el grupo multiplicativo k' de J( que es el conjunto 
de todos los elementos IlO cero en k. 

Si R es 1m anillo con identidad 1, un elemento u es unidad en R si existe 
v E R tal qne uv = vu = L Es facil probar que si a y 11 son unidades, 
au también es UIlÍdad en R. El conjunt.o de unidades en R, denotado por 
U (R), es un grupo con respect.o al producto de R. Si R es un campo k, 
U (k) = kX

• Si R es el anillo de todas las matrices n x 11 sobre un cmnpo k, 
U (R) = GL(n, k). 

'_._-' 
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES. 4 

Definición 11 Si O es un 9rulJO Y SI, S2 e O, S1S2 = {XV I x E SI, Y E S2}' 

Si O es un grupo y S¡, S2, S3 e e, entonces (81S2) S3 = SI (S2S3)' 

Definici6n 12 Se dice que un subconjunto H de G es un subgrupo de G si 
H es un grupo con la misma operación de O. Si H es un subgrupo de e 
escT'ibimos H < e. 

Teorema 13 Si M Y N son subgmpos de e, MN es un subgm1JO de e si y 
sólo si MN = NM. 

Teorema 14 Sea O un gmpo finito. Si H Y J( son subgmpos de e, entonces 

IH J(I = IHIIJ(I 
IHnJ(l' 

Definición 15 Si X Ce, el subgmpo generado 1'07' X es el mínimo subgmpo 
de e que contiene a X y se denota por (X). 

Se prueba fácilmente que si X ce, (X) es la intersccción de todos los 
subgrupos de e que conticnen a X. Si X = 0, (X) = {e} y si (X) fe 
0, (X) = {a;11a~2 ... a~~ 18 ~ 1, (1.1,a2,···, as E X Y nI, n21' . " ns E Z}. En 
particular si X = {a}, (X) = {am I m E Z} y en este caso en lugar' de 
escribir ({a}) se escribe (a). 

Definición 16 Se dice que un grupo O es cíclico si y sólo si =iste a E e 
tal que e = (a). Si e = (a) se dice que a genem a O. 

Teorema 17 Dos gmpos ciclicos el y e 2 son is011101fos si y sólo si tienen 
el mismo DI'den, 

Teorema 18 Si O es un grupo cíclico de onlen n, Ant(O) ~ U (Zn). En 
particular si n es un pl'Ú¡W p A7Jt(O) ~ U (Zp), el cual es un gmpo cíclico 
de orden 1'-1. 

Definición 19 Sea O un grupo y a E e. El orden de a es el 07uen de (a), 
11 se denota pOI' ord (a) o lal· 

--.---', 
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Obsérvese que (a) es finito o infinito. Si (a) es de orden finito e igual a 
n, (a) es isomorfo a Zn. Si (a) es infinito, (a) es isomorfo a Z y en este caso 
se dice que a es de orden infinito. 

Teorema 20 Sea e un grupo y a E e, entonces a tiene on/en finito n si y 
sólo si n es el menor entero positivo tal que an = e y si am = e, se tiene que 
n divide a m. 

Teorema 21 Sean el, e2 grupos Y <p: el ---> e2 un homom01jismo. Si 
a E el es de omen finito, entonces el omen de <p (a) es finito y divide al 
omen de a. 

Teorema 22 Sea G un grupo, a y b E e, tales que ab = bao Si a es de onlen 
m, b es de omen n y (m,n) = 1, entonces e = ab tiene omen mn. 

Definición 23 Si G es un grupo. H < e y a E G, la clase lateml izquienia 
aH de H en G es el conjunto {a} H = {ahJ hE H} Y la clase lateml derecha 
Ha de H en G es el conjunto H {a}. 

Teorema 24 Si G es un grupo y H < e, entonces existe una biyección ent,.e 
el conjunto de la.~ clases latemles denxhas de H en G y el conjunto de las 
clases latemles izquienllM de H en G. 

Teorema 25 Si G es un gmpo, H < G Y a, b E e, entonces existe unl! 
biyección de Ha en Hb. 

Teorema 26 Si G es un grupo, H < G Y a, b E G se tiene que: 

1. aH = blI si Y sólo si b-la EH. 

Ha = Hb si y sólo si ab- l EH. 

2. aH = bJI o aJI n bJI = 0. 

JIa = Hb o Han Hb = 0. 

3. G es la uni6n de las clases latemles derechas (o izquiemas) de H en í:. 

Nótese que b E aH si y sólo si b = ah para alguna h E H, o si y sólo si 
a-lb E JI. 
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES. 6 

Definición 27 Si e es un grupo finito y H < e, el índice de H en e es el 
número de clases latemles izquierdas (o derechas) de H en e y se denota por 
[e: H]. 

Teorema 28 (Teorema de Lagmnge). 
Sea G un grupo finito de orden n y H < e, entonces [e : H] = lel/IHI· 

Teorema 29 Si K :::: H :::: e y [H : K], [e: H] son finitos entonces 

[e : K] = [e : H] [H : K] . 

Corolario 30 Si e es un g1'1lpO finito y a E e, el orden de a divide al orden 
de e. 
Corolario 31 Si e es un g1'1lpO finito de orden p con p un primo, entonces 
e no contiene sllbg1'1lpos 1¡¡"Opios, es decir, los únicos subgmpos de e son él 
mismo y la identidad. 

Inversamente, si e es un ¡''TUpO con más de un elemento y no tiene subgru
pos propios, entonces G es un grupo de orden 1m primo p. En efecto, si existe 
e =1 b E e, el subgrupo generado por b no es la identidad y en COImeCllencia 
G = (b); b es de orden finito, ya que de lo contrario b2 genera un suhgrupo 
propio de e. Si b es de orden n y si n no es primo, n "'" rs con 1 < 1· < n y 
1 < s < 11, Y br genera un subgrupo propio de e de orden s, lo cual es una 
contradicción, por lo tanto n es primo. 

Los últimos dos resultados se pueden enunciar de la siguiente manera: 

Teorema 32 Sea e un g1"l1po con lel > l. Los únicos sllbgmpos de e son 
él mismo y la identidad si y s610 si e es un gmpo de orden primo. 

Teorema 33 (TeoH~ma de Fe17nat). 
Si a, pEZ con JI ltn 1J1"iTlIO tal que p t a, entonces p I (aP- 1 - 1), es 

decir, aP == a (modp) . 

Definición 34 La funci6n 'P de E!der, se define mediante: 

'P (n) = { I {k : 1 :::: ~ ~il:': (~, n) = l} I }. 

Si p es un primo 'P (p) = p - l. 
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Teorema 35 Si G = (a) es de orden 7"8, donde (r, s) = 1, entonces existen 
b, c E G únicos de orden r y s respectivamente tales que a = be. 

Teorema 36 Si n E Z, n> O Y n = rs con (r, s) = 1, entonces 
cp(n) =cp(r)cp(s). 

Demostración. Sea G = (a), a de orden n, n = TS con (T, s) = 1, 
entonces H = (ar ) es un subgrupo de G de orden s y H = (aS) es 1m 

subgrupo de G de orden T y como H tiene cp (s) generadores, J( tiene cp (7·) 
generadores y G tiene cp (n) generadores, luego si b genera a H y c genera a 
K, be genera a G, por lo tanto cp (r) cp (s) = cp (n) = cp (7·S) .• 

Definición 37 Un subgrupa H de G es namzal si gH g-I = H para lada 
g E G, Y se denota como H <1 G. 

Teorema 38 Sea G un grupo y H < G. Las siguientes condiciones son 
equivalentes: 

1. H <1 G. 

2. aH = Ha para toda a E G. 

3. a- I Ha e H para toda a E G. 

4. Para lada a E G, hE H existe h l E H tal que ah = hla. 

5. Para lada n, bE G, HaHb = He para alguna e E G. 

En particular, si G es un grupo con !vI y N suugrllpos de G y !vI <1 G o 
N <1 G ent.onces !vI N < G. Además, si !vI <1 G Y N <1 G, elltollcl'" M N <1 G. 

Teorema 39 Si G es un gmpo y H < G de índice 2, enlonces H <1 G. 

Definición 40 Sm G un grupo. El centro de G es el conjunto 

Z(G) = {z E G I zx=xz para todo xE G}. 

Obsérvese que Z(G) es WI subgrllpo normal de G. 
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Definición 41 Si a, b E e, el elemento aba-lb- l denotado por fa, bJ es 
llamado el conmutador de los elementos a y b. El subgrupo genemdo por 
todos los conmutadores de e es llamado el subgrupo conmutadol' de e o el 
subgrupo derivado de e y es denotado por e' o e(l). 

Se sigue de la definición que e' = {e} si y solo si e es abeliano . 
. \ 

! 
. 1 Definición 42 Un subgmpo H de un grupo e se llama carncterlstico sz 
1 cp (H) e H para todos los automorfismos cp de e y escribimos H car e. 

Se prueba que si H car e entonces H <l e y si M, N son subgrupos 
característicos de e, M N car e. 

Teorema 43 Si G es un grupo y e' el subgrupo del;vado de e, e' es carac
terlstico y en consecuencia normal en e. 

Definición 44 Un grupo G es simple si no tiene subgrupos n01wales pmpios 
no triviales. 

Teorema 45 Si e es un grupo cfclico finito y H < e, H cal' G. 

Teorema 46 Sea e un gmpo, Al y N son sllbgmpos de e. Si M car N y 
N <l e, ento1lces 1\l <l e. . 

En general si M y N son subgrupos de e, M <l N Y N <l e no necesa
riamente M <l e. Adelante daremos WI ejemplo. 

Si e es uu grupo, Al y N son subgrupos de G y se tiene que: 

1. lvI <l e, N <J e, 

2. MN =e, 

3. MnN = {e}, 

entonces e es isomorfo a M X N Y se dice que e es el producto directo 
de los subgrupos M y N. 

Inversamente, si el ye2 son grnpos, e = el xe2 , el = {(a, C2) la E GIl , 
G 2 = {(el,b) lb E eIl y se cumplen: 
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1. el <J e, e2 <J e, 

2. G I G2 =G Y 

3. al n a2 = {(e¡,e2)}, entonces en este caso 

e es el producto directo de los subgrupos G¡ y G2 . 

Definición 47 Si a es un grupo y M ;¡; a, se dice que M es un subgmpo 
maximal de e si no existe N ;¡; e que contenga propiamente a M. 

Definición 48 Un subgrupo nonnal M de un grupo e es normal m~¡;imal, si 
no es igual a e y no existe un subgrupo nomal propio N de e que contenga 
propiamente a M. 

Teorema 49 Si G es un grupo y H <J e, el conjunto de las clases latemles 
derechas (o izquierdas) de H en G es un grupo con respecto a la opemci6n 
HaHb = Hab. A este grupo se le conoce como elg"upo cocien/.e de G con 
r-especto de H y se denota por G I H. 

Teorema 50 Si e es un grupo delico y H <J G, enlonces el H es dcliro. 

Teorema 51 Si G es un grupo no abeliano, entonces G I Z (G) no es delieo. 

Definición 52 Si H es un subgmpo de G el nomwlizador de H en G es el 
conjunto 

Na(H) = {a E G I a-lJia= Ji}. 

Nótese que Na (H) < G Y claramente H <J Na (Ji). 

Definición 53 Sen. G un gmpo, pam a E e el centralizador de fl en G es el 
conjunto 

CaCa) = {x E e I ax = xa} 

Obsérvese que Ca (a) es un subgrupo de G. 

Definición 54 Sea. G un gmpo y a. b elementos cualesquiem de e. Se dice 
que a y b son conjugados si e:J,ü;tel: en G tal que b = x-la,". 
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CAPÍTULO l. PRELIMINARES. 10 

Teorema 55 Sea G un grupo finito y a E G, entonces el númem de con
jugados distintos de a en G es [G : Ca (a)] = I G I / I Ca (a) l· 

Teorema 56 Sea G un grupo y N < G. N <J G Y G/N es abeliano si y 
sólo si G' < N. 

Thorema 57 Si G es un grupo y N <J G, el homomorfismo canónico (o 
natural) cp: G --t G/N dado por cp(a) = aN, es un epimorfismo. 

Teorema 58 (Primer Teorema de Isomorfismo). 
Sean G y G, grupos y cp : G --t G, un homomorfismo con nucleo K. 

Existe un monomorfismo 'Y: G/l{ -t G, definido pOT'Y(Ka) = cp(a) y 
resulta que G/ J( es isom{)rfo a la imagen de cp. 

Teorema 59 (Segundo Teorema de Isomorfismos). 
Sea G un gmpo, Ji y N subgrupos de G, con N <J G. Entonces 

(JiN)/N"" Ji/(JinN). 

Teorema 60 (Tercer' Teorema de IsomorflSmos). 
Sea G un grupo,Ji <J G, J( <J G Y J( ~ H. Entonces 

Teorema 61 (Teorema de la Correspondencia). 
Sea G un gr'upo, J( <J G Y sea 'Y : G --t G/ J( el homomorfismo natural. 

Entonces cp : S --t 'Y (S) = S/ K es una biyección de la familia de todos 
los sllbgrupos de G que contienen a' J( a la familia de todos los subgrupos de 
G/K. 

Más aún, si denotamos S/ J( por S*, entonces: 
(i) T ~ S si y sólo si T' S; S' Y en este caso [S : TJ = [S' : 1"J . 
(ii) T <J S si y sólo si T' <J S' Y en este caso S/T"" S' /T'. 

Definición 62 Si p es un númem primo, un grupo G se dice que es un 
p-grupo si cada elemento de G tiene como orden alguna potencia de p. Si 
Ji < G, Ji es un p-subgmpo de G si Ji es un p-grupo. 

Definición 63 Si G es un gmpo abeliano, l' un númcm primo y xP = e 
pam toda x E G, se dice que G es abeliano elemental. 
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Definición 64 Sea G un grupo. Se dice que H es un subgrupo de Sylow de 
G si H es un p-subgrupo maximal para algún primo p, es decir, H es un p
subgrupo de G y no existe atro p-subgrupo K de G que contenga propiamente 
aH. 

Si G es un grupo finito de orden pn. S Y P t s, entonces los subgrupos 
de G de orden pn son subgrupos de Sylow de G y se les llama p - subgrupos 
de Sylow de G. 

Teorema 65 (Plimer Teorema de Sylow). 
Sea G un gmpo finito y p un número primo. Si G es de m'den n = p'" s 

donde p t s, para cada i = 1,2,' . ',1/1 G contiene al menos un subyrupo de 
amen pi, Y cada subgrupo de omen pi, i = 1,2,' . ',1/1 - 1, es un subgmpo 
normal de al menos un subgmpo de muen pH 1. 

Teorema 66 (Segundo Teorema de Sylow). 
Sea G U1l gmpo finito y 1) un número primo. Los p-,'ubgrupos de Sylow de 

G son conjugados, es deci7' si SI, S¿ son p-subgmpos de Sylow de G, e:Lis!.e 
x E G tal que 82 = x-18¡x. 

Teorema 67 (Tercer Teorema de Sylow). 
Sea G un grupo finito, 1) un número plimo y l' el número de p-subgl"llpos 

de 8ylow de G, elltonces,' '" 1 (modp) y r es un divisor del onlen de G. 

Definición 68 Una serie 1I0rnwl de un grupo G es una sucesión finita de 
s1lbgru1JOS 1I017/1ales de G, llo, H¡, lh H3 ," ',JIn tal que Ho = {e}, Hn = G 
Y Hi <l HH ¡ es deci7', 

{e} =Ho <lll¡ <l'" <l H" =G. 

Definición 69 Un g7'lqJO G es soluble si tiene una seri" 1/omwl 

{e} = Ho <l H¡ <l' .. <llJn = G 

con los grupos cocicntes //,+1/ Hi abe/ianos pam i = O, 1,2.·· ',11 - 1. 

Se sigue de la definición que si G es un grupo aheliano. G es soluble. 

Teorema 70 Sea G U1l grupo soluble, se tiene que: 
a) si H < G, el/tonces /J es soluble. 
b) si H <l G, entonces GI IJ es soluble. 
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES. 12 

Teorema 71 Si e es un grupo y H <l e, entonces G es soluble si tanto H 
como G I H son solubles. 

Teorema 72 Si G es un grupo con M <l e, N <l e, M y N solubles, 
entonces A1N es soluble. 

Teorema 73 Si N y M son dos grupos solubles, entonces lvI x N es soluble. 

Definición 74 Un grupo finito G es nilpotente si es producto directo de sus 
subgrupos de Sylow. 

Teorema 75 Si un grupo G es abeliano, entonces e es ni/potente. 

Teorema 76 Sea e un grupo ni/potente, se tiene que: 
a) si H < G, entonces H es nilpotente, 
b) si H <l e, entonces el H es ni/potente, 
c) si e # 1, entonces Z(e) # 1, 
d) e es soluble. 

Teorema 77 Si G es un grupo nilpotente, entonces cada subg11Lpo mm:imal 
H de G es normal y tiene índice un p7imo p. 

Teorema 78 Sea G un gmpo nilpotente, si H <l e, no t7'hJial, entonces 
H n Z (e) # 1, Y si A <l e maximal y abeliano , entonces A = Ca (A) . 

Teorema 79 Si e es un gmpo con M <l e, N <l e, N y M nilpotentes 
entonces A1N es nilpotente. 

Teorema 80 Si M Y N son dos gmpos nilpotentes, entonces M x N es 71illJO
tente. 

Definición 81 Un gmpo G es supersoluble si tiene una se7ie n017llal 
e = Aa 1> Al 1> .•• 1> An = (1) tal que Ai / Ai+1 es delico 
para i = O, 1,' . " (n - 1) . 

Teorema 82 Si G es un grupo supersoluble y 
a) si H < e, entonces H es supersoluble, 
b) si H <l e, entonces el H es supersoluble. 
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Teorema 83 Si G es un gmpo, con M <J G, M es etc/ico y G/M es super
soluble, entonces G es supersoluble. 

Teorema 84 Si G es un p-gmpo, entonces G es supe,·soluble. 

Teorema 85 Si G es un grupo nilpotente, entonces G es supersolublc. 

Teorema 86 Si G es un grupo finito supersolublc y p un diviso,' primo del 
orden de G, entonces G tiene al menos un sllbgmpo de fdice p. 

Teorema 87 Si G es un gmpo finito sllpersolllblc de onlen n y si In es un 
divisor de n, entonces G contiene al menos lln sllbgmpo normal de orden m. 

Teorema 88 Si G es lln gmpo finito sllperso/llble de Dlúen P~lp22 ... p~k con 
PI > P2 > ... > Pk números primos, entonces G tiene almenas lln subgmpo 
normal de orden p~l . 

Teorema 89 Sea G un grupo finito, p e/menO!' primo que divida al DI'den 
de G y H lln subgrupo de G de índice p, Entonces H es nomwl en G. 
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Capítulo 2 

Grupos cíclicos finitos. 

Teorema 90 Sea G un grupo c{clico. Si H < G, entonces H es delico. 

Teorema 91 Sea G un gmpo finito de muen n, G = (a). Entonees se cumple 
lo siguiente: 

(1) si 1 :s: 1" y T I n, entonces ar es de omen n/,., 

(2) si k E Z y d = (11., k), entonces (ak ) = (ad ) , con ak de orden n/d = 
n/(n,k) , 

(3) si sin con 1 :s: s,entonces a tiene uno y s610 un subgmpo de ol'den .q, 

(4) el númem de generadores de G es cp(n) , con cp lafnnci6n de Enler. 

Demostración. 

Demostración de (1) . Como n = l's,n/l" = s y ar tiene orden s, on efecto 
(ar ), = ars = a" = e, si (ar )' = e, entonces 1"S I rt y s I t lo que implica que 
01 orden de ar es n/r = s. 

Demostración de (2) . Sea k = dk¡, ak = adk , = (ad ) k, , por consiguiente 
(ak ) < (ad ), como d = nu + kv con u, v E Z, ad = anu+kv = anu 

• aku = 
akv = (é)", lo que implica que (ad

) < (ak), por lo tanto (ak ) = (ad) , y 
lakl = ladl = n/d. 

Demostración de (3). Como oS I n, n = r8 con 1 :s: s y 1:S: 1', por (1) 
ar genera un subgrupo de ade orden s. Supóngase que H < a de ordeu s, 
H = (é) para alguna k E Z. Si d = (n, k) por (2), (ak

) = (ad), pero ad es 
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de orden nld = s, por lo tanto n = ds, rs = ds y r = d, por consiguiente 
H = (ak

) = (ad
) = (ar

). 

Demostración de (4). Si 1 = d = (n,k), entonces lakl = ladl = ni (n, k) = 

n, en consecuenciaak genera a G, y como rp (n) = {k: 1 S; k :s; n y (k, n) = 1} , 
se tiene que el número de generadores de G es cp (n). • 

Lema 92 Si G es un grupo, e la colecci6n de todos los subgrupos cíclicos de 
G y pam cada C E C genC = {x E GI(x) = C} , entonces {genC!C E C} es 
una partici6n de G. 

Demostración. Por demostrar que G = U nenC. Si x E G, x E genC 
CEcJ 

lo que implica quex E U ClenC y G e u genC. 
CEif CEO 

Inversamente si x E U nene, x E G, y G = U genC. 
CEe; CEe 

Si x E genC¡ n genC2, (x) = C¡ y (x) = C2, por lo tanto C l = C2, en 
consecuencia genC¡ = genC2 Y {genCIC E C} es w¡a partición de G. • 

Teorema 93 Si n es un entem positivo, entonc.es n = ¿<p (el), dOl/de la 
Jiu 

suma es soh,." todos los diviso,."s d de n con 1 :s; d S TI, Y <p la fUlIci6n de 
Euler. 

Demostración. Sea G un grupo cíclico de orden n, por cada divisor 
d de n, G tiene sólo un subgrupo cíclico de orden d y cada subgrupo de G 
t.iene cp (d) generadores, si C es la colección de subgrupos cíclicos de G, como 
{genCIC E C} es unn partición de G, n = IGI = ¿ IgenCI = ¿<p (d) .• 

CEe dlu 

Corolario 94 Si F es un campo y G es un subg1"Upo finito de Ji". entonces 
G es cíclico. 

Demostración. Sea IGI = n y d IIGI, G tiene a lo más llll subgrll[lo de 
orden d, porque elpolin6mio xd = 1 tiene a lo más d raíces en PI, lo que 
implica que G es cíclico. • 

Corolario 95 Si F es un campo finito, entonces Ji" es cíclico. 

-' ':-',-=.::,,' .-¡ -~-
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2.1 Una caracterización de los grupos cícli
cos. 

Teorema 96 Sea G un grupo finito de orden n, si por' roda divisor d de n 
G tiene s610 un subgrupo de orden d, entonces G es deliro: 

Demostración. Por cada divisor d de n, G tiene sólo un subgrupo de 
orden d. Si para algún divisor d de n, G no tuviera 1m subgrupo cíclico de 
orden d y considerando que G = U venC, entonces 

CEa-

n = IGI = 2)genCI < ¿'P (d) = n, 
CEO d/n 

lo que es un absurdo, por lo tanto G tiene un subgrupo cíclico por cada 
divisor de n, en particualr para n y se tiene que G es cíclico. • 

Teorema 97 Sea p un primo, un grupo G de orden pn eB cíclico si y sólo si 
G es abeliano con un único subgrupo de orden p. 

Demostración. Supóngase que G es 1111 grupo cíclico de orden JI", 
entonces existe un único subgrupo de orden d para cada divisor d de n, en 
part.ieular para el = p, por lo tanto G es abeliano y tiene un único subgrupo 
de orden p. 

Inversamente, sea G 1m grupo abeliano de orden pn con un único subgrupo 
H de orden JI y a E G un elemento de orden máximo en G, digamos ¡l, 
entonces gri' = 1 para todo 9 E G. Si (a) fuera un subgrupo propio de G, 
existe x E G tal que x rt (a), (x)n(a) # {e} ya que G tiene sólo un subgrupo 
de orden p, de donde "" E (a). Sea r el entero positivo más grande tal que 
y = x" rt (a) como r < pI', yl' = ",1'" E (a), por lo tanto existe y E G - (a) tal 
que yp E (a), si k = 1, yP = al = 1 y Y E H pero H < (a) entonces y E (a), 

ri' ri' '-1 lo cual es 1ll1a contradicción, así k > 1 y 1 = Y = (y") -1 = (alr . Como 
a es de orden pk, pk divide a /pk-l y pkm. = l¡i- l para alglll¡ entero m por 
lo que 1 = pm. y yP = amI'. Por ser G abeliano, 1 = y-lamp = (y-1a"')I', 
lo cual implica que y-lam E H < (a) y se tiene que y E (a) lo cual es un 
absurdo. Por lo tanto G = (a) es cíclico. • 

Se puede observar que si G es un grupo cíclico de orden pq con p y q 
primos diferentes, entonces existen subgrupos H y f( de G de orden p y q 

'.-, ~-. ,---
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respectivamente. Entonces en el teorema anterior la hipótesis que G sea de 
orden p" es necesaria, ya que existen grupos cíclicos que tiene dos subgrupos 
de orden primo. 

2.2 Otra caracterización de los grupos cícli
cos. 

Teorema 98 Sea G un grupn f;idto y G # {e}. G es cíclico si y s610 si existe 
un subgrupo cíclico A de G que satisface las siguientes t7"CS condiciones: 

(1) Para cada y E G el orden de y divide al amen de A. 
(2) (y) n A # {e} para cada y E G, con y # e. 
(3) A e Z(G). 

Demostración. Si G es cíclico, A = G cwuple con (1), (2) Y (3). 
Inversamente, supóngase que existe A < G tal que A es cíclico y se 

cumplen (1), (2) y (3) . Se demostrará que G = A. 
Supóngase que G - A # 0. Sea x E G - A de orden mínimo en G. Se 

afirma que x no es de orden primo. En efecto, ya que {e} # (x) nA ;;¡ (x), 
se tiene que el orden de ((x) n A) divide al orden de 3: dOllde el orden de 
((x) n A) es distinto de uno y del orden de (3:). 

Sea p lUl primo que divida al orden de x. Como el orden de x divide al 
orden de a, p ilivideal orden de A, además c # xP E A = (a) porque el orden 
de xP es menor que el 'orden de x, por lo tanto xP = aT para alguna 1", 

1 ::; 1" < IAI = m. 
Como el orden de x.divide a ln, -c = (:J:p)m/p 

= (aryll/p = ar{m1p), lo que 
implica que IAI ilivide a 1" (mlp), esto es mt = 1" (mlp) y pt = r. 

Sea y= xa-t , como x rj A, y rj A, por lo tanto (y) nA;;; (y) y el orden 
de ((y) nA) divide al orden dey. Como {e} # (y)nA, el DI'dende ((y)nA) 
divide al orden de y, por lo que el orden de ((y) n A) es distinto de lmo y del 
orden de (y). Ya que el orden de (y) n A divide al orden de y, se tiene que y 
uo es de orden primo. 

Por otro lado se tiene que yl' = xP (aP,)-1 = xP (aTr l = a' (a,)-I = c, 
es decir, y es de orden primo y se tiene Wla contrailición. Por lo tanto 
G-A=0, G=AyGescíclico. 11 

. Veamos que con esta caracterización de los grupos cíclicos, podemos dar 
otra demostración del teorema 94. 
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Corolario 99 (Toc:-erna 94) Sea p un primo, un grupo G de orden p" es 
cfclico si y 86/0 si G es abe/iano con un único subgrupo de orden p. 

Demostración. Si G es cíclico, G es abeliano y por el teorema 95 G 
tiene sólo lliI subgrupo de orden p. 

Inversamente, supóngase que IGI = p", G abeliano y G sólo tiene Wl 

subgrupo de orden p, veamos que se cumplen las tres condiciones del Teorema 
95. 

Sea a E G, de orden máximo y A = (a), tal que el orden de a sea pffi, si 
y E G Y el orden de y es ¡/' con k :::: m, se tiene que k + s = m con s ~ O, 
entonces pkpB = pm y el orden de y divide al orden de a, por lo tanto se 
cumple (1). 

Sea y E G, Y i' e, tal que el orden de y es ¡/'con O < .l; y H = (y), sea 
[( < H de orden p, como G sólo tiene un subgrupo de orden p, [( e A, por 
lo que (y) n A i' e, y se cumple (2) . 

Por último como Z (G) = G, por ser G abeliano se tiene que A e Z (G) , 
y Se cumple (3). • 

Te<:>rema 100 Sea G un grupo abe/iano de orden p" r.on p un númem pl"Ímo, 
a E G de orden máximo en G, A = (a). Entonces G = A x Q pll1n algún 
subgrupo Q de G. 

Demostración. Indncción sobre n. 
Es claro que el teorema es cierto para n = 1 Y TI = 2. 
Supóngase entonces que 2 < TI Y que el tL'Orcma es cierto para m < 1/.. 

Caso l. 
Paraeada y E G, con y i' e se tiene que (y)nA i' {e}. COIllO el orden de 

y divide al orden de A y A e Z (G) ,entonces G es cíclico, de hecho G = A 
Y se tiene que G = A x {e}. 

Caso 2. 
Pam.alguna y E G, con y i' {e} Se tiene que (1/) n A = {e}. Sea 

H =(y),a = aH. Probaremos que a es de orden máximo en G/H. 
Sea m = I a I y k = I a l. Es conocido que el orden de a divide al orden 

" de a. Por otro lado, se tiene que am = H, esto es ano H = H lo que implica 
" que am E H n A y como H nA = {e) , a ffi = e, por consiguiente k divide a 
my k=m. 

" 

"--,-

.- . ,- ---~. " 



j 
¡ 
¡ 
¡ . 
~ , 

¡ 
~ , 

-! 

I 
- ~ 

CAPÍTULO 2. GRUPOS CÍCLICOS FINITOS. 19 

Si gH E GI H para alguna 9 E G, el orden de gH divide al orden de 9 y 
como el orden de 9 es menor o igual k, el orden de gH $ k = 11l 

Es claro que 1 < IHI < IGI y consecuentemente 1 < IGIHI < IGI. 
G I H es un grupo abeliano de orden pr, a = aH es de orden máximo 

en G I H, como r < n, si A¡ = (a) se tiene por hipótesis de inducción que 
GIH=A¡ xTconT<GIH. 

Como T < G I H, T = Q I H con H < Q < G. Se puede probar fácilmente 
queG=A x Q .• 

Teorema 101 Si G es un gmpo abeliano de orden pn con p un número 
primo, entonces G es producto directo de subgrupos cíclicos. 

Demostración. Inducción sobre el orden de G, 
Supóngase que G no es cíclico. Sea a E G de orden máximo y A = (a). 

Por el teorema anterior G = A x Q para algún subgrupo propio Q de G y 
por mpótesis de inducción Q = A¡ X A2 X ..• x As con A¡, A 2 , "', As cíclicos. 

Por lo tanto G es producto directo de subgrupos cíclicos. • 

Teorema 102 Si G es un grupo abeliano finito, entonces G es producto di
recto de grupos cíclicos. 

Demostración. Si I G I = p~l p~2 ... p~' con Pi primos diferentes y 
H¡ = {x E G I x tiene orden alguna potencia de p¡}, Hi < G y resulta que 
G = H¡H2 ·, • Hr y H¡ n H¡H2 ,·· Hi_¡ = {e} para toda í = 2,3,· ",1', por 
lo que G es producto directo de H¡, H2, "', Hr Y como cada Hi es producto 
directo de subgrupos cíclicos, se tieue que G es producto directo de grupos 
cíclicos. • 

Corolario 103 Si G es un gmpo abelÍlL110 finito y mil GI, entonces G tiene 
un subgmpo de O1úen m. 

".- -, --- ,_o. 
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Capítulo 3 

Grupos de orden p, p2, p3 Y pq. 

3.1 Grupos de orden p y p2. 

Teorema 104 Si a es un grupo finito de onlen]/, a es cíclico e isom01fo a 
Zp. 

Demostración. Como a no tiene subgrupos propios, a es cíclico e 
isomorfo a Z]/. • 

Teorema 105 Si p es un númem primo, entonces cada grupo de a de O1uen r es abeliano,e isomorfo a Zp x Zp 6 Z¡i1. 

Demostración. Sea aun grupo de orden p2, supóngase que a no es 
abeliano, como Z (a) # 1, Iz(a) I = ]/, Y la/z (a) I = p por lo tanto 
e/ Z (a) es cíclico, lo cual no puede ser ya que a no es abcliano. Por lo que 
aes abeliano. Si a tiene WI elewento a de orden ]/2, entonces a = (a) y es 
isomorfo a Z¡il. Si a no tiene ninglÍll elemento de orden 1/, sean a, b E a de 

.. orden p, tales queb f.. (a). Si H = (a) y J( = (b), H <1 a, J( <1 a, H J( = a 
y H n J( == {e}. Por ·10 tanto a es isomorfo a H x J( que es isomorfo a 
ZpxZp .• 

20 
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3.2 Grupo de los Cuaternios. 

Sea Q el conjunto de los elementos (x, y) tales que x pertenezca a las clases 
de congruencia módulo 4, y pertenezca a las clases de congruencia módulo 
2. 

Las clases de congruencia módulo 4 sólo contiene cuatro elementos y la 
indicaremos mediante los simbolos O, l, 2, 3, las clases de congruencia 
módulo 2, sólo contiene dos elementos y los indicaremos mediante los simbolos 
O, l. Por tanto Q consta de los siguientes elementos: 

Definamos ahora en Q el producto de la siguiente manera: 

(Xl. y¡) (X2' Y2) == (XI - X2, YI + Y2) 

(X¡'YI) (X2,Y2) = (XI - X2 + 2,YI + Y2) 

si YI = O. 

si YI = l, Y2 = O. 

si YI = l, Y2 = l. 

Probemos que Q es un grupo bajo la operación definida anteriormente. 

Sean (XI, YI) ,(X2, Y2) ,(X3, Ya) , tres elementos de Q, veamos que 

1\ Si YI = Y2 = O se verifica la igualdad, ya que de ambos lados es igual a 
(XI/-X2+ X3,YI+Y2+Y3). 

Si YI = Y2 = 1 también se verifica la igualdad, ya que de ambos lados es 

igual a (XI-X2+X3 +2, YI +Y2+Y3)' 

Si YI = l, Y2 = O, 

[(XI, YI)(X2, Y2)](X3,Y3) (XI - X2 - X3,YI + Y2 + Y3) 

(XI> y¡) [(X2, Y2) (x: .. Y3)] si Y3 = O. 

[(X¡'YI) (X2' Y2)] (X3, Y3) (Xl. YI) [(X2' Y2) (X3, Y3)] 

(XI - X2- X3 + 2, YI + Y2 + Y3) si Y3 = 1. 
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Si YI = O, Yz = T 

[(x¡,y¡) (X2,Y2)] (X3'Y3) = (XI +XZ- X3,YI +Y2+Y3) 
= (x¡, YI) [(xz, Y2) (X3, Y3)] si Y3 = O. 

[(x¡, Yd (X2' Y2)](X3, Y3) = (XI + X2 - X3 + 2, YI + Yz + Y3) 
- (x¡, Y¡) [(3:Z, Yz) (X3, Y3)] si Y3 = T 

:. se cumple la igualdad. 

Sea (x, y) un elemento de Q, se tiene que 

. (x, y) (O, O) = (x, y) = (O, O) (x, y) 

en consecuencia Q t.iene up- elemenf.o llIlÍdad que es (O, O) . Además, dado 
cualquier elemento (x, y) de Q siempre podremos encontrar otro elemento 
(x',y') de Q tal que (x,y) (x',y') = (0,0). Si Y = 0, (x',y') = (-x,y) y si 
y =1, (x', V') = (x + 2,y) 

Como Q cumple con (1), (2) Y (3) de la definición 1, tenemos que Q es 
un grupo. 

Q no es un grupo abeliano ya que si a = (T, O) y b = (T,1) se tiene: 

Si H = (a), [Q: 1I] = 2 por lo tanto 1I <1 Q y b-Iab E 1I es de 
orden 4. Como b-Iab i a,tendremos que b-Iab = a3 = a- I; por otro lado 
ab = baa = (ba) a2 = aZba, b = (ab) a, ba = (ab) a2 y ba2 = (ab) a3 . 

Así G consta de los siguientes elementos: 

Obsérvese que G está generado por los elementos a y b, los cuales cumplen 
.. las siguientcsrelacioncs: 

- - C.~ - - • 

I -,---
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Como b2 = a2 conmuta con a y b, a2 E Z (Q), por otro lado como 
ab = a2ba, (ab)2 = (ab) (ab) = a (a3b) b = b2 por lo tanto ab es de orden 4, 
como a2b = ba2

, ~a2bf = bZ y a2b también es de orden 4, por último como 
(a3bf = (a2 (ab)) = (abf = b2, a3b es también de orden 4. 

Por lo tanto de los ocho elementos de Q, {a, b, b-1ab, ab, a2b, a3b} son de 
orden 4 y a2 de orden 2. 

Si S < Q y ISI = 4, S es cíclico porque en caso contrario S tendría dos 
elementos de orden 2. Cada subgrupo S de Q ('3 normal porque si ISI = 4, 
[Q: S] =2yenconsecuenciaS <l Q. Si ISI = 2, S = {e,a'} e Z(Q). Como 
Q no es abeliano e¡Z (Q) no es cíclico y IQ¡Z (Q) I = 4 lo cual implica 
que IZ (Q) I = 2 por lo tanto Z (Q) = {l, a2

} . Como e ¡z (Q) es abeliano, 
e' ::; Z (Q) y ya que Q' f e porque Q no es abeliano, Q' = Z (Q) . 

Si S, T son dos subgrupos de Q tales que ISI = ITI = '1 Y por consiguiente 
maximales ST = Q y ISTI = ISI ITI/IS n TI entonces IS n TI = 2 Y por lo 
tanto S nT = Z(Q). 

Entonces Q es un grupo no abeliano (no cíclico) de orden ocho con todos 
sus subgrupos normales propios cíclicos. 

A este grupo se le conoce como el erupo de los cuatcrnios. 

Se prneba fácilmente que si G es nn grupo generado por dos elementos J: 

y Z que satisfacen las relaciones x· = Z4 = e, X2 = Z2, Z-I XZ = x:1, entonces 
e es isomorfo al grupo de los cuaternios . 

. (Oi) (O 1) Teoremal06StA= i O ,B= -10 EGL(2,C)y 

e = (A, B), entonces e es '¡som07fo a Q, el grupo de los cuate1'1úos. 

Demostración. e no es un abeliano ya que 

( -iO) (i O) AB = O í f O -i = BA. 

A2 = (-1 O.) A4 = (1 O) = 1 O -1 Y O 1 . 

¡ 

r 
! 
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B2 = (-1 O) = A2 y B4 = (1 O) = A4 = f 
O -1 O 1 

A. B 3 = (O i) (O -1) = (i 0.) = BA 
tO 10 O-t 

Como A· B 3 = BA Y B 2 = A2, B-lAB· A2 = A y B-lAB = A-l = A3. 
Sean H = (A) Y K = (B). Entonces HK = {f,A,A2,A3,B,AB,A2B,A3B} 
Y KH = {I,B,B2,B3,A,BA,B2A,B3 A} veamos que HK = KH. COIllO 
A2 = B 2 A3 = A2A = B2A A2B = B 2B = B 3 por otro lado B-lAB = A3 , 1 I 1 

lo cual implica que AB = BA3 = BB2 A = B3A yB2AB = B 2 B 3A = BA. 
Por lo tanto H K = K H es un grupo y G = H I<. 

EntoncesG={I, A, A2
, A3, B, B3, AB, BA}esungruponoabeliano, 

generado por A y B, los cuales satisfacen las siguientes relaciones: A4 = f, 
A2 = B2 Y BAB-l = A3 = A-l. Por consiguiente G es isomorfo al grupo de 
los cuaternios. _ 

3.3 Generalización de los Cuaternios. 

Si}vJ es 1m grupo cíclico de orden 2n
-

1 ·con n ?: 3 Y M = (a). Por un teorema 
de Hiilder sobre extensiones de grupos, se tiene que existe un único grupo Q" 
de orden 2n con M < Q" y necesariamente M <! Q". Además Q,,/ M = (bM) 
Y se cumplen las siguientes relaciones: 

2"-' 1 b2 2.-2 b b- I -1 a = 1 =a Y a =a. 

Como Qn = 1\1 U AIb, entonces cada elemento de Q" es de la forma ailJi con 
O <::: i <::: 2,,-1 - 1 Y O <::: j < 2. 

(b2)2 (2.-2)2 2.2.-2 2·-' 1 = a =a =a = 1 

es decir b2 es de orden 2. 

Si x = aib, X2 = (ai b)2 = aib· aib = aib2b-1aib = aib2a-i = b2 , lo que 
implica que cada elemento de Q" que no está en Al es de orden 4, por lo 
tanto b2 = a2·-

2 
es el único elemento de Qn de orden 2. 
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Para cada n ;o: 3 el grupo anterior Qn se llama G7"U.pO de los Cuatemios 
Generalizados. Los elementos a2

"-2 y b generan nn grupo isomorfo a los 
cuaternios. 

Si n = 3, Q3 = Q que es el grupo de los cuaternios. 

En virtud de las observaciones anteriores podemos enunciar el siguiente 
teorema. 

Teorema 101 Pam n ;o: 3, el grupo Qn de los watemios generalizados de 
orden 2' tiene un único subgmpo de orden 2. Si n > 3, Q" sólo tiene un 
subgrupo delico de orden 2'-1 y los elementos de Qn que no pertenecen a M 
tienen orden 4. 

Se probará más adelante que si G es un ]1 - grupo finito con nn único 
subgrupo de orden]1, entonces G es cíclico o G es un grupo cuaternÍo genera
lizado. 

3.4 Grupo de las Simetrías del cuadrado. 

Si a es la rotación del plano alrededor del centro del cuadrado con H = (a) 
y b es la reflexión del plano sobre .el con K = (b) (figma 3.1), se puede 
probar que H K son todos los movimientos rigidos del plano que dejan fijo al 
cuadrado. 

Da = H J( es nn grupo de orden 8, llamado el GrlLpo Diedrico de 
orden 8. 

Como IHI = 4, [Da: H] = 2 en consecuencia H <l Ds Y H n J( = {e} , 
donde e es la identidad en R 2

• Siendo a la rotación del plano alrededor del 
centro del cuadrado y b la reflexión del plano sobre .e 1, entonces ab # ba 
por lo tanto el grupo diedrico de orden 8 no es un grupo abeliano. 

Se clllllple también que a4 = b2 = e, b-' ab y a E H ticnen el mismo 
orden y como b-Iab # a, b-'ab = a3 y ab = ba3 , por otro lado b-' = b 
entonces bab = a3 y bu = a3b. Entonces Ds está formado por los siguientes 
ocho elementos: 

{ a2 a3 b b 2b 3} e, a, I 1 , a , a 1 a b . 
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2 

J~ ____ ~ _______ ~4 

Figura 3.1: 

Como a2 conmuta con a y b, entonces a2 E Z (Da) Y {e,a2} e Z (Da). 
Razonando como en el caso de los cuaternios se tiene que {e, a2

} = Z (Da) Y 
Z (Da) = D~, y si S, T son dos subgrupos de Da de orden 4, S n T = Z (Da) 
y a2, b, ab, a2b, a3b son elementos de orden 2, y (ab)2 = (ab) (ab) = aa3b2 = 
a4b2 = e, por otro lado á3b = a2 (ab) = (ab) a2 en consecuencia a3b es de 
orden 2. Entonces en Da hay cinco elementos de orden 2 y dos de orden 4. 

Por lo tanto Da es un grupo no abeliano, generado por los elementos a y b, 
con a de orden 4 y b de orden 2, los cuales cumplen las siguientes relaciones 
a4 =b2=e y b-1ab=bab=a3 • 

Si S = {e,a2
} y T = {e,b} como S = Z(Da) , ST es un subgrupo 

de orden 4 con ST = {e, a2
, b, a2b} que resulta normal en Da, además 

T <J ST y T no es normal. de Da, porque a-1ba = a3ba = ba2 rf- T. Por lo 
tanto Da tiene subgrupos que no son normales y subgrupos normales que no 
son cfclicos STo 

Se puede mostrar fácilmente que si G es uu grupo generado por los e
lemeutos x, z tales que x4 = Z2 = 1 Y z-lxz = x 3, entonces G es isomorfo a 
Da. 
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Da es un ejemplo que hace ver en general qne no se cnmple que si ¡VI, N 
son subgrupos de e tal que N <J M Y M <J e, no necesariamente N <J e. 

3.5 Grupos de orden p3. 

Teorema 108 Cualquier grupo G no abeliano de amen ff es isomorfo a Q 

o a D •. 

Demostración. Sea G un grupo no abeliano de orden 8. Si G tiene al 
menos un subgrupo S cíclico de orden 4, S = (a), sea b 'le S tal que T = (b). 

Si para todo elemento b 'le S, el orden de b es 2, y a4 = e, b2 = e 
asi e, a, a2 , a3 , b, ab, a2b, a3b, son ocho elementos diferentes de G, por lo 
tanto ST = e = {e, a, a2

, a3
, b, ab, a2b, a3b}, como S <J e, si ba = ab, 

bE Z (G) , a E Z (e) y G resultaría abeliano, lo cual no puede ser, entonces 
ba # ab y en consecuencia b-1ab = a3 . Tenemos por lo tanto que: 

1. G es un grupo no abeliano de orden 8. 

2. e está generado por los elementos a y b. 

3. a4 = b2 = 1 Y b-1ab = a3
• 

Por consiguiente e es isomorfo a D4. 

Si eJ{i~te b E S, tal que b es de orden 4, se tiene que G tiene dos subgrupos 
S y T de orden 4, con S = (a) y T = (b), tales que a4 = 1, b4 = I Y 
e = ST = {e, a, a2

, a3 , b, ab, a2b, a3b}. Como S <J G, b- 1ab = (l o 
b-1ah = a3 , si b-1ab = a, ab = ba y G resultaría abeliallo, lo cnal es una 
contradicción, por lo tanto b-1 ab = a3 • 

Por otro lado IZ (G) I = 2 Y G/ Z (G) no es cíclico, ya que de lo contrario G 
resultaría abeliano, como IG/Z (G) I = 4, cada elemento de G/Z (G) # Z (G) 
es de orden 2, como a es de orden 4, a 'le Z (G) y aZ (G) # Z (HG), 
entonceS (aZ (G» 

2 = Z (G) por lo que a2 E Z (C). Como b2 es de orden 2 
y el único elemento de e de orden 2 es 0

2 esto implica que b2 = a2 . Por lo 
tanto: 

1. G es un grupo no abeliano de orden 8. 

2. G está generado por a y b. 

-- '--.... 

I 
I 
i 
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Por consiguiente G es isomorfo a los cnaternios. M 

Consideremos ahora G un grupo no abeliano de orden p3, con p Wl primo 
impar. G no contiene ningún elemento de orden r ya que de lo contrario 
G sería cíclico y en consecuencia abeliano, suponganlOs que G tiene un 
elemento a de orden p2, asi é' = 1. Si A = (a), A <J G. Como IAI = p2, 
se tiene que IG/AI = p. Sea b E G tal que b fe A, luego G/A = (GAb) Y 
(bAy = A, entonces IJ' E A, como [G: AJ = l' Y A, Ab, Ab2 , Ab3 , •• ·,AIJ'-l, 
son las diferentes clases laterales derechas de A en G, G se puede ver como 
la tmión de estas clasm laterales derechas, si x E G, x E Abi para alguna j, 
con O ~ j ~ l' - 1, lo cual implica que x = aibi, por lo tanto a y b generrul 
aG. 

Como A <l G, b-1ab = ar con 1 < 1· :::; 1'2 - 1 ya qne G no es 
abeliano, continuando por inducción b-jal'; = arj y b-PalJ' = arP

, como 
IJ' E A, b-PalJ' = a de donde arP = a en consecuencia r P == 1 (mod 1'2) y 
¡-P == 1 (modp). Considerando el teorema de Fenllat ¡-P == 1· (mod 1') por lo 
que r == 1 (mod 1'), para alguna s, escribamos T = 1 -1- SI' < 1'2 entonces 
O < s < p y p t s, por lo tanto (s,p) = 1. Como la siguiente congruencia 
sx == 1 (madI') tiene solución, tomemos j > 1, tal que js == 1 (mod 1'), Y 

Como l' > j ;::: 2, (1 -1- sp)i = 1 -1- jsp -1- p2m , 

Como (j,p) = 1, e = bi f/c A, con clac = aHp asi G está generado por a y 
e y se tiene que cP E A. Como d' está en A, eP = al, y como e no es de orden 
p\ cP es de orden p, por lo tanto eP = aUPo 

Por otro lado a es de orden p2 y IZ (G) I = p, por lo que a fe Z (G) 
lo cual implica que aZ (G) i' Z (G) y (aZ (G)jP = Z (G), por lo tanto 
aP E Z(G). 

Ya que e-lae = a1+p c-1a1tc = au{1+p) e.sto e.s aUc = cau(l+P) = cauaup 
" , 

y considerando que aP E Z (G) obtenemos: 

(ca")2 = (ea") (ca") = e (a"e) a" = eeau(Hp)a" = e2a2"a"p 
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y 

(cau )3 ~ (cau )2 (caU ) = c2auauaupcau = c2auaucauaup 

c2aucauauauPaup = c3au(1+2)a3up 

continuando por inducción, 

29 

ya que 1 + 2 + 3 + .. +1' - 1 = P(P;l) es un múltiplo de l' puesto que l' 
. es impar. 

Por lo tanto (ca-U)P = cPa-up = 1. Además, comob11ab1 = aU (b-1ab) o.-u , 

se tiene que si G es un grupo no abeliano de orden 1'3, con l' un primo y a E G, 
de orden 1'2, G está generado por los elementos a y b los cuales cumplen que: 
aP' = 1, Il¡ = 1 y b1

1ab1 = aI+p. 

Como un último caso supongamos que G no tiene ningún elemento de 
orden 1'2. Como Z(G) es de orden 1', pues de lo contrario, si fuera de or
den 1'2 o mayor, el grupo sería abeliano, G/ Z (G) es 1m grupo de orden 
p2, (necesariamente abeliano) y no cíclico, por lo que G/Z (G) está genera
do por dos elementos x, y de orden p. Si en el homomorfismo canónico 
7/;: G -> G/Z(G) Se tiene que 7/;(a) = x, y 7/;(b) = y, entonces aP = 1, 
bP = 1, o.-1b-1ab = [a, bJ = e E Z (G). 

G = ({o.,b} UZ(G)) de hecho si g,h E G, 9 = o.rb'z Con z E Z(G) y 
I , I I ' , , 

h = ar b' z con z E Z (G), tendremos que gh = arb'o.r b' zz , si e = 1, 
gh = hg Y G '-¡"'\Iltaría abeliano, entonces e # 1 Y cP = 1 

Como G/Z(G) es abeliano aZhZ = hZaZ, y ahZ = haZ si y sólo si 
o.-1b-1ab E Z por lo que e E Z (G) Y corno IZ (G) 1= p. (e) = Z (G) por lo 
tanto G = (a, b, e) y tendremos las siguientes relaciones: 

aP = 1, bP "" 1, cP = 1, ab = bac, ca = ac, eb = be. 
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Teorema 109 Sean JI y K grupos y <p un homomorfISmo de K en Aut(H), 
si k E K, h E H Y denotamos <p (k) h = hk Y definimos en G = JI x K el 
producto (h"k,)(h2,k2) = (hlh~',k,k2), G resulta un grupo con (e, e) como 

idéntico y (h-' )h-' , k-1) el inverso de (11, k) . 

El grupo G del teorema anterior se llama el producto semidireeto de H 
por K realizado por <p y se denota como JI MI' K. 

Siguiendo la notación del teorema anterior, si h E JI, k E K e identifi
camos (h,l) con h y (l,k) con k se tiene que khk- I = hk • 

Se puede observar que si <p es el homomorfismo trivial, es decir si It' = h, 
para toda h E JI, entonces el producto (h l , k,) (h2, k2) = (hlh2, k¡k2 ), y 
H M", J( = H x J(. 

Teorema 110 Dados K, Q grupos y <p: Q --> Aut (K) un homomorfismo, 
entonces G = K M", Q es un producto semidirecto de K por Q ,-ea/izado por 
<p. 

Construcción de grupos de orden p3 con p ID' impm·. 

Sea p un primo, K = (a, e) un grupo abeliano elemental de orden p2, sea 
Q == (b) un grupo cíclico de orden p. Sea <p : Q --> A'lt (k) '" GL (2,p) un 

homomorfismo definido por <p W) = [! ~ J . 
Se tiene entonces que ab = ac y eb = e, el conmutador aba- I es e y 

G = J( M", Q es un grupo de orden p3 con G = (a,b,e), donde a, b y e, 
cumplen las siguientes relaciones: 

aP = 1, bP = 1, eP = 1, e = [a, bJ, Y [a, bJ = 1 = [e, bJ . 

Si p es un primo impar, G es IDI grupo no abeliano de orden 8 isomorfo a 
Ds· 

Sea p un primo impar, K = (a) un grupo cíclico de orden p2, Q = (x) 
un grupo cíclico de orden p. 

El grupo Aut (K) es el producto directo de los subgrupos (!3) y (a) de 
orden (p - 1) Y P respectivamente con a (a) = aI+p. (Ver [7], Teorema 
7.3) 

Si <p : Q ---7 Aut (k) es el homomorfismo tal que <p (3;) = a, entonces 
el grupo G = J( M", Q es no abeliano de orden p3 y tiene las siguientes 
relaciones: x P = 1, aP' = 1 Y xax- I = aX = aI+p. 

." ._: __ -,c_. ~ 
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t' , 
3.6 Grupos de orden pq. 

Teorema 111 Si G es un grupo de orden pq, con p y q primos y p < q, 
¡ entonces G es delico 6 G no es abeliano 

Demostración. Supóngase que G es 1m grupo abeliano, sean b E G de 
orden p y a E G de orden q, entonces e = ab es de orden pq y G resulta ser 
un grupo cíclico. • 

Teorema 112 Sean p y q primos con p < q y G un grupo no abeliano de 
orden pq. Sean a E G de orden p y b E G de orden q, si J( = (a) y H = (b), 
entonces: 

1. H <J G. 

2. G=HI< 

3. HnI<={e}. 

4. aP = e, bq = e. 

5. a-Iba = br con 1 < r $ q - 1. 

6. r P =o J (modq) yen este caso pl(q -J). 

Demostración. Sean a,b E G, a de orden p y b de orden q, como 
H = (b), H <l G. Es claro que G = HI<, como (p,q) = 1, H n I< = {e}. Ya 
que H <l e, a-Iba = br para alguna T con O :::; ,. $ q - J, si T = O, b sería 
la identidad, si r = 1, ba == ab y el grupo resultaria abeliano, por lo tanto 
1 <'""$ q-1. 

Demostremos por inducción sobre m, que a-mbam = br"'. Pam m = 2 : 

a-2ba2 =0-1 (a:-Iba) a = a-Ibra = (a-Iba)" = (br)" = br'. 

-m-lb ,"+1 . -1 ( -mb m) -Ibr'" ( .-lb ),m (br)r" brm+' a a =a a a a=a a= a a = = . 

Por 10 tanto ya que el orden de a es p, para m = p. b = a-PbaP = ifP lo 
cual implica que br'b-1 = e y como el orden de b es q, q I'·P - J entonces 
rP=ol(modq) ypl (q-1) .• 

- ,------.~~, 
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Corolario 113 Sean p y q primos con p < q. Si e es un grupo de orden pq 
y p t (q - 1), entonces G es abeliano y p01' lo tanto c(clico. 

Si e = H!Xl" J( Y H = H x {e}, J( = J( x {e} entonces se tiene que 

1. H <l e, J( <l e, 

2. H J( =e, 

3. HnJ( = {e}. 

Inversamente si e es un grupo, H y K son subgmpos de G y se cumple: 

1. H<le,HJ(=eyHnK={e}, 

2. Si cp : J( ---> Aut (H) es tal que cp (k) es la conjugación en H por 
k, es decir cp(k)h = k'-Ihk pm'a cada h E H, entonces cp es 1m 

homomorfismo, y 

3. Si e = H !Xl" K. 

e ~ e y se dice que e es producto semidirecto de H y K. 

En virtud del teorema anterior si p y q son primos con p < '1 Y P I (q - 1) , 
podemos construir un grupo no abeliallo de orden pq. 

Teorema 114 Sean p y q primos, tal que p < q y p I ('1 - 1). Entonces 
existe un grupo no abeliano de múen pq. 

Demostración. Sean J( = (a) es un grupo de orden p y H = (b) WI 

grupo de orden '1, entonces los Aut (H) es un grupo cíclico de orden ('1 - l) . 
Sea f E Aut (H) tal que f (bi ) =bir con 1 < T :s; q - 1 Y rP == 1 (mod '1) , 
entonces es claro que f es de orden p. 

Sea cp : J( ---> Aut (H) tal que cp (aS) = ¡S, entonces <p es un homomor
fismo y e = H !Xl" J( es un grupo no abeliano de orden pq. 11 

Se puede probar si el es un grupo no abeliano de orden pq, entonces el 
. es isomorfo a e. 



Capítulo 4 

p-Grupos. 

Teorema 115 Sea G un grupa finita y p un número prima. G es uu p-grupa 
si y s6lo si el orden de G es uua potencia de p. 

Teorema 116 Si G es un grupa abeliaua de orden I el y p llU 1Jrlma que 
divide a I el, entonces G tieue un elemento de orden p. 

Demostración. Sea Gun grupo abeliano y p un primo tal que IGI = pm 
para algún m, con 1 ::; m E Z. La demostración es por inducción sobre m. 
Es claro que el primer paso de la inducción ('.8 cierto. CIbmemos x E G de 
orden t > 1. Si P I t, entonces xLlp tiene orden p y el teorema se cumple. Si 
p t t, por ser G un grupo abeliano y (x) <l G, G I (x) es un grupo abeliano de 
orden IGllt = pmlt y mlt debe ser un entero ya que p t t. Por hipótesis de 
inducción el (x) contiene un elemento z de orden p. Como el homomorfismo 
natural rp: G ......,... G/(x) es un epimorfislllo, existe y E G tal que rp (y) = z, 
de donde el orden de y es un multiplo de p, esto es, ard (y) = k = ]lS para 
alguna s E Z. Por lo tanto yk/p tiene orden p y en consecuencia G tiene Ull 

elemento de orden p. • 

Si G es un grupo a EG,el subconjunto [a] = {xax-1Ix E G} se llanlU la 
clase de conjugación de a en G. El conjunto formado por todas las clases de 
conjugación es una partición de G, entonces G = U [a]. Si a es finito y C es 

aEa 
el subconjunto de G formado por un elemento de cada clase de conjugación 
en C, entonces 

IGI = L:I [a] I = ¿[G: Ca (a)] . 
aEC aEC 

33 
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Teorema 117 (De Gauchy). Si e es un grupo finito, y p un primo que 
divide al orden de e, entonces e tiene un elemento de orden p. 

Demostración. Podemos suponer que e no es abeliano. lel = pm. 
La demostración es por inducción sobre m. Si m = 1, el teorema es cierto. 
Si X E Z(G), la clase de conjugación de x en G es [xl = {x}. Si G es el 

subconjunto de G formado por un elemento de cada clase de conjugación de 
G y G' es el subconjunto de e formado por un elemento de cada clase de 
conjugación con más de un elemento, G = Z (e) u G' y Z (e) n G' = 0. Por 
lo tanto IGI = IZ (e) I + L [e: Ga (a)]. Si x E G', 1 < IGa (x) I porque 1, 

aEC' 
X E Ga (x) y x f 1, además como Ga (x) ;¡; e porque x 1. Z (e) se t.iene que 
1 < IGa (x) I < lel. Si p liGa (x) 1, IGa(x) 1= pk con k < In Y por lúpótesis 
de inducción Ga (x) e e tiene un elemento de orden p. Supóngase que para 
toda x E G', p f IGa (x) I como lel = [e: Ga (x)] IGa(X) I y p f IGa(x) 1, 
entonces p I [e : Ga (x)] para toda x E G'. Como 

lel = IZ(e) I + ¿ [e: Ga (":)] 
xEC' 

y lel, IGa (x) I son divisibles por p, entonces el IZ (G) I también, por lo 
tanto por el teorema anterior el Z (e) e e contiene un elemento de orden p . 

• 
Teorema 118 Si e f 1 es un p-grupo finito, entonces Z (e) f 1. 

Demostración. Considerando que lel = IZ (e) I + L [e: Ga (Xi)]' 
lel = pm para alguna m ~ 1 Y que P I [e : Ga(x¡)] entonces p I IZ (G) I 
y dado que IZ (el I ~ 1, IZ (el I es por lo menos p, por lo que debe haber 
un elemento x f e tal que x E Z (e). Por lo tanto Z (e) f l .• 

Teorema 119 Sea e un p-grupo finito. Si H ;¡; G entonces H ;¡; Na (H) Y 
coda subgrltpo maximal de G es n017T!al y tiene {ndice p. 

Teorema 120 Si. e es un p-grupo finito con 11 un número primo, si H <J e 
y tiene 07'den p, entonces H está contenido en el centro de e. 

Demostración. Como IHI = p, H = (a) para algún a E e, sabemos que 
el número de conjugados de a es el fndice de su centralizador y es uno o una 
potencia de p. Pero en este caso el número de conjugados de a es cuando 
más p - 1. Por tanto la única posibilidad es el uno. Entonces a E Z (G) Y 
por lo tanto HeZ (e) .• 
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Teorema 121 Sea G un grupo y H <J G. Si tanto H como G/H son p-gmpos 
entonces G es un p-gmpo. 

Teorema 122 Sre G un p-gntpO finito de orden p" . 
a) Si O :S k :S n, entonces G contiene un subgrupo normal de amen pk. 
b) Si H < G tal que IHI = p', entonces existe un subgmpo de O1'den pHI 

el cual contiene ti 1-1. 

Demostración. (Demostración de (a) por inducción sobre n. 
Si n = 1, G es de orden p y {1} es el subgrupo de orden po. Supongamos 

que para alguna k > 1 todo subgrupo de orden pk tiene WI subgrupo normal 
de orden pk-I. Sea G de orden pk+l, como Z (G) f 1 existe un elemento x 
de orden p en Z (G). Si (x) = H, entonces H <J G de orden p, por lo tanto 
podemos considerar el grupo cociente G/ H y 

IG/HI = 191/IHI = pk+l/p = 1'", 

por hipótesis de inducción G/ H tiene un subgrupo normal M de orden 1/-1
• 

Dado que cp : G -4 G/Hes un homomorfismo, entonces por el Teorema 
de la Correspondencia existe un subgrupo N de G tal que H e N <J G y 
N/H = M pero 

pk-I = IlvIl = INI/IHI = INI/p 

entonces INI = pk por lo tanto N es el subgrupo normal de G de orden pk. 
(b) Si H < G tal que IHI = p5, entonces por el primer teorema de Sylow 

H es un subgrupo norlllal de al menos un subgrupo de orden pHI .• 

Lema 123 Sean x, y E G. Si tanto x como y conmutan COII [x, yl ' entonces: 

a) [x, yj" = [x", y] = [x, yn] para toda 1) E Z. 

b) (xy)" = [y, xj"(n-l)/2 xny" para toda n ::> O. 

Teorema 124 Si G es un p-grupo finito con s610 un sub!Jrupo de m'den l' y 
más de un subgmpo delico de índice p, entonces G es is011l07fo a Q, el g1'll]JO 
de los cuaternios. 

'---,-



:r 

CAPÍTULO 4. P-GRUPOS. 36 

Demostración. Supongamos que e tiene más de dos subgrupos cíclicos 
de índice p. Sea A < G, de índice p, entonces A <1 G. Por com;iguiente si 
x E G, Ax E el A que es un grupo de orden p y se tiene que XV E A. Sean 
A = (a) y B = (b) distintos subgrupos de e de índice p. Como A y B son 
normales en e, entonces A n B = D es lil subgrupo normal de G. 

Como A y B son distintos subgrupos normales maximales de G, se tiene 
que AB = G, de donde [G: D) = IAIIBl/lAnBllAnBI = p2. Entonces GI D 
es a beliano y e' < D. 

Como G = AB, si x E G, x = arbs para alguna r,s E Z, pero si y E D, 
Y = ar1 = bS1

, yx = xy para cada x E e, y e' :S D:S Z(e). Entonces 
para cada x, y E e, [y, xl" = [yP, x], pero yP E D :S Z (e), por lo 
que [y, xl" = 1, Y se tíene que (xy)" = [y, x]p(p-I)/2 xl'yP. Si p es impar, p 
divide p (p - 1) 12 y (xy)" = xPyp. Por otro lado si G [pI = {x E e : xP = 1} 
Y GP = {xp : x E G}, entonces ambos son subgrupos y [e: G [p]] = IGPI. 

Por cOImiguiente le [P]I = [e : GP] = [e : D] [D : ep ] ~ p2, Y e [PI con
tiene un subgrupo E de orden p2; que es abeliano elemental, entonces G 
cont.iene más de un subgrupo de orden p, lo cual no puede ser, por lo tanto 
p=2. 

Si p = 2, tenemos que D = (a2¿ = e2 :S z (e), [e: D] = 4 Y [y,x]2 = 1 
para toda x, y E e, (xy)4 = [y,x] x4y4. 

Como D = (a2
) y G4 = (a·I), IG [2) I = [G: e4] = [G : D] [D : G4

) = 8. 
Si G [2] tiene sólo un subgrupo cíclico de orden 4, entonces contendría más 
de un elemento de orden 2, lo cual no puede ser, hay por consiguiente dos 
subgrupos cíclicos (u) y (v) de orden 4 en G [2]. Si a4 # 1, podriamos tomar 
(u) :S (a2

) :S Z (e), y (u)(v) sería un subgrupo abeliano de G, pero (u)(v) 
contiene al menos dOE elementos de orden 2, lo cual es liJa contradicción, por 
lo que a4 = 1, se sigue que como IDI = 2 y IGI = 8, e es isomorfo a Da o Q, 
pero Q el grupo de los cuaternios tiene más de un subgrupo de Índice 2, por 
lo tanto e es isolllorfo a los cuaternios. • 

l Teorema 125 Sea U( Z2~) = {[a] E Z2'" la es impar}. Si m ~ 3, entonces , 

Corolario 126 Sea e un g/"Upo con elementos X, y tales que '" tengn orden 
fIn con m ~ 3, y2 = x 2r , y:L"y-1 = XL, entonces t = ±1 o t = ±l + 2m - l . 

Teorema 127 Si un p-grupo finito G de onlen p" tiene un único subgrupo 
de onlen P, entonces e es delico o G es un grupo cuaternio generalizado. 
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Demostración. (Por inducción sobre nI. 
Sea pn el orden de G es claro que si n = 1 G es un grupo cíclico. Consi

deremos entonces n > 1 Y P un primo impar. Por inducción un subgrupo H 
de índice p es cíclico y no puede haber otro subgrupo de índice p, al menos 
que G sean los cuaternios, el cual es un 2-grnpo, por lo tanto G sólo tiene 
un subgrupo de índice p, el cual es maximal, si G no fuese cíclico, (x) es 1m 

subgrupo propio de G para cada x E G Y (x) < H, por lo que G S H lo cual 
es una contradicción. 

Sea G llil 2-grupo. Si G es abeliano con un único subgrupo de orden p, 
se tiene que G es cíclico. 

Supongamos que G no es abeliano y sea A un suhgrupo normal ma.ximal 
de G. Como A tiene sólo mI elemento de orden dos, A es cíclico con A = (a). 
Además A tiene índice 2 ya que de lo contrario si IG / Al 2: 4 y si Ab E G/A tal 
que (Ab)2 i e, entonces b2 ~ A. Consideremos H = (a, b2

) < (a, b) ~ G. Si H 
es aheliano, entonces b2 centraliza A, lo cual es una contradicción, entonces 
H no es abeliano y por hipótesis de inducción debe ser la generalización de 
los cuaternios. Podemos por consiguiente asumir que b2ab-2 = a- I Como 
(a) <J G, bab-1 = ai para alguna i, y se tiene que: 

a-1 =b2ab-2 =b(bab- 1)b-1 =baib- I = (bab-I)i = (aif =,/. 

con i 2 == -1 (mod2e) donde 2e es el orden de (L. Nótese que e 2: 2, para 
A ;¡; Z (G) . Pero no exi~te tal congruencia; si e 2: 3 por el t eorcma anterior 
esta congruencia no tiene solución; si e = 2, entonces -1 no es mI cuadrado 
módulo 4, por lo que (Ab)2 = e para todo Ab E G/A. Si IG/AI 2: 4, existen 
elementos e y d con e, d, e-Id f. A Y con (a,e), (a,d) y (a,e-Id) sublo'TUPOS 
propios de G, ninguno de ellos puede ser abeliano, porque de lo eontnu'io e, 
d o e-Id centralizarían a A, entonces los tres grupos son la generalización de 
los cuaternios y como eae- I = a- I = dad- I , e-Id E C(,' (A), lo cual es una 
contradición, por lo tanto A = (a) tiene índice dos en G. 

Tomemos b E G, tal que b2 E (a), entonces existe,. S 11 - 2 tal que 
b2 = a2r , si es necesario cambiemos a por otro generador de (a) para obtener 
el resultado que deseamos. 

Como (a) <J G, bab- I = a' para alguna 1, pero G sólo tiene 1111 elemento 
de orden 2, entonces por el corolario anterior 1 = ±I, si t = 1, ab = ba, G 
sería abeliano y en consecuencia dclico, por lo tanto 1= -1 Y G = (a,h), 
donde: 
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Sólo falta probar que r = n-2, pero t = -1, entonces 2' == _2' (mod 2n~I) , 
lo cua! implica que 2'+1 == O (mod 2n~I) , por lo que l' = 17. - 2. 11 

Teorema 128 Sea G un grupo finito de orden pn, con p un primo y 17. ::": 3. 
Si paro alguna m E Z, con 1 < m < 17., G tiene s6/0 un S1tbgT'ILPO de orden 
pm, entonces G es cíclico. 

Demostración. Sea U < G único de orden pm, 1 < m < n. Si m = 17.-1 
cada subgrupo propio de G está contenido en un subgrupo máxima! y como 
G sólo tiene mI subgrupo máximal si x rf: U, (x) = G, ya que si (x) ;; G, 
entonces (x) e U lo cual es una contradicción, por )0 tanto G es cíclico. Est.o 
prueba el teorema para 17. = 3 y para n > 3 con m = n - 1. Procedamos 
ailora por inducción sobre n. Supongamos que 2 ::; m < n - 1, sea UI mI 

subgrupo de G de orden pm+1 que contenga a U, como U es el único subgrupo 
de orden pm en UI por hipótesis de inducción, UI es cíclico en consecuencia 
U es cíclico. 

Luego cada subgrupo de G de orden p o p2 esta contenido en un subgrupo 
de orden pm, como U es el único subgrupo de ese orden y es cíclico, entonC!'B 
G sólo tiene un subgrupo de orden p y uno de orden p2, pero un p - grupo que 
contenga sólo un subgrupo dc ordcn p es cíclico o un cuatcrnio gcneralizado, 
y cste líJt.imo tiene más de un subgrupo dc orden 22, por lo tanto G es cíclico. 
11 

Teorema 129 Sea G un l' - grupo. Cada. subgrupo de G de orden 1/ es 
cfclico si y s6/0 si G tiene s6[0 un subgrupo de orden p. 

Demostración. Supongamos que cada subgrupo dc G de orden 1'2 es 
cíclico y que G tiene dos subgrupos de orden 1', como el ccntro de G es no 
trivial mIO de los subgrupos de ordeG p está contenido en el centro dc G, Y 
el producto de estos dos subgrupos es tUl subgrupo no cíclico de orden p2, lo 
cual es una contradicción. Por lo tanto G tiene sólo un subgrupo de orden p. 

Inversamente, supongamos que G sólo tiene mI subgrupo de orden p. 
Si G tuviera algún subgrupo no cíclico de orden p2, entonces G tendría al 

menos dos subgrupos de orden p, contradiciendo que G sólo tienc uno, por 
lo tanto cada subgrupo de G de orden p2 es cíclico. 11 
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Teorema 130 Si G es un grupo de amen pn con p un primo !I para algún m, 
con 1 < m < n, todos los subgrupos de G de amen p'" son cíclicos, entonces 
G es efelico, excepto cuando p = 2, m = 2. En este último caso G también 
puede ser un grupo cuaternio genemlizado. 

Demostración. Si m > 2, como cada subgrupo de G de orden pm es 
cíclico, entonces todo subgrupo de G de orden p2 es cíclico. Por lo tanto G 
sólo tiene un subgrupo de orden p, lo cual implica que G es cíclico o un grupo 
cuaterrno generalizado; pero un cuatemio generalizado es un 2-grupo, por lo 
tanto si p > 2, G es cíclico. • 

ESTA TESIS N O SALE 
Dí,'. LA t1>IBI rnT'Fr~i. ,~~ t\ D -.,..1 .... ,-.r .!t L--' L... __ -. 

---¡-



Capítulo 5 

N e-grupos finitos . 

Definición 131 Un grupo G es un N e - grupo si G no es cíclico y lodos 
sus subgrupos normales propios son cíclicos. 

En este capítulo estudiaremos la clase de los Ne- grupos solubles finitos. 

Teorema 132 Sea G un Ne-gmpo finito. Si G es nilpotente, entonces G es 
un p-grnpo. 

Demostración. Supóngase que IGI = p~¡p~2 ... p~' eOIl PI, P2, .. " Ps 
primos diferentes y s > 1. 

Por cada 1::; i ::; s el p; slIbgrupo de Sylow de G es normal y por lo 
tanto cíclico. 

Corno G ('-8 producto directo de sus subgrupos de Sylow, G resulta ser uu 
grupo cíclico lo que es un absurdo, por lo tanto s = 1 Y G es un p-grupo. • 

Corolario 133 Si G es un Ne-gmpo finito, entonces G es lln JI-grupo o G 
no es ni/potente. 

Un N e - grupo finito y soluble pertenece a a1gnna de las siguieutes clases: 

CI = La clase de los p - grupos abelianos. 

C2 = La clase de los p - grupos no abelianos. 

40 
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C3 = La clase de los grupos no nilpotentes. 

Teorema 134 Si G es un Nc-grupo finito y soluble, entonces G' es delico. 

Demostración. Como G es soluble, existe N <l G tal que G I N es 
fe 

abeliano lo que implica que G' ;¡; G Y como G' es normal en G, entonces G' 
es cíclico. • 

Teorema 135 Sea G un Nc - grupo finito. Si G E CI entonces G es iso
nwrfo a Zp x Zp pam algún primo p. 

Demostración. Como G es producto directo de subgrupos cíclicos, se 
tiene que G es isomorfo a Zp x Zp, porque en caso contrario G tendría un 
subgrupo normal propio isomorfo a Zp x Zp que no es cíclico. • 

El teorema anterior nos dice que los únicos p - grupos abe/inTlas finitos 
que son N e - grupos son los g7·UpoS nbelinna elemental de orden p2 

Teorema 136 Sea G un Nc-g,.,tpO finito Si G E C2 cTllonces G es isom01fo 
al grupo de los cuatemios. 

Demostración. Sea IGI = JI" con n :::: 3. Como G 110 es dcJico, tiene 
al menos dos subgrupos de orden JI"-I, que resultau norlllales en G y por 
consiguiente cíclicos. 

r; tiene sólo un subgrupo de orden [J. En efedo, ya <¡1I(, cada subgrupo H 
de G de orden p está conte¡údo en un subgrupo maxilllal M de orden pn--I 

que es normal y por consiguiente cíclico, se tiene que H <l G porque H es 
característico en M y M <l G. 

Entonces si G tuviera dos subgrupos de orden p, G t.cudría un subgrupo 
normal de orden ¡l isomorfo a Zp x Zp que no es cíclico. lo que contradice 
que G es un Ne - grupo. 

Como G Licne sólo un subgrupo de orden p y almellos dos suhgrupos de 
orden pn-I, G resulta isomorfo al grupo de los cuaternios. _ 

--¡---
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Teorema 137 Si G es un Nc-grupo finito 110 nilpotente, entonces G tiene 
s610 un subgrupo normal ma.úmal. 

Demostración. Supongamos que G tenga dos subgrupos normales ma
ximales NI y N 2 , entonces G = N I N 2 Y como NI y N 2 son nilpotent.es por 
ser cíclicos, se tiene que G es nilpotente, lo cual es una contradicción, por lo 
tanto G tiene sólo un subgrupo normal ma>.imal. • 

Teorema 138 Si G es un Nc-grupf' finito y G E C3 , cntonces GIG' es un 
l' - grupo delico o abcliano elemental de orden ]l. pam algún Iwirno p. 

Demostración. Supóngase que GIG' no es cíclico. Sea H/G' llil sub
grupo no trivial de GIG', HIG' <l GIG' lo que implica qne H <l G V como " . 
H es cíclico, HIG' es cíclico, por consiguiente GIG' es un Nc - grupo finito 
y abeliano, por lo tanto G I G' es isomorfo a Zp x Zp-

Supóngase que GIG'es cíclico y sea N el único subgrupo normalmaximal 
de G, G' <:; N < G y [G : N] = p, para algún primo 1'. 

Como IG/G'I = IG/NIIN/G'/, p IIGIG'I· Si llil primo q divide a IGIG'I, 
existe HIG' < GIG' tal que [GIG': H/G'] = q. Como H/G' <l GIG', 
entonces H <l G y [G : H] = q, lo que implica que H es norll1al maximal 
en G, por lo tanto H = N, p = q y G/ G' resulta un p - grupo. • 

Teorema 139 Si G p.s un Nc-grupo soluble 110 ni/lJO/ellte, cntonces G es 
,,"perso/uble. 

Demostración. Como G' es cíclico y G/G' es supersolubl<e porque '*' 
abcliano, entonces G es supersoluble. 11 

Teorema 140 G es un Ne-grupo finito, soluble 110 ni/potente si y s610 si G 
es una exlension no nilpotentp de un grupo cíclico finito N median/e un gmpo 
c-íclico de olden p y N el único ;ubgmpo normal ma:nrnaJ de G. 

Demostración. Supóngase que G es Ull N e - grupo finit.o. soluble no 
Ililpotente. Sea N el único subgrupo normal maximal de G. Como G P,S 

soluble, IG / NI = p con p un primo. Si T = G/N, G resulla ser ulla extensión 

--)--
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no nilpotente de un grupo cíclico finito N mediante el grupo cíclico T de orden 
p y N el único subgrupo normal maximal. 

Inversamente, supóngase que N es un grupo cíclico, H un grupo de orden 
p con p un primo y sea G un grupo no nilpotente tal que N <J G, G IN"" H 
Y que N sea el Ú1ÚCO subgrupo normal maximal de G. 

Como G I N Y N son solubles, SE' (.lene que G es soluble. 
Si R <J G, entonces R < N Y en consecuencia R es cíclico, por lo tanto 

# 
G es un N c - grupo finito, soluble no nilpotente. • 

Teorema 141 Si G es un Ne-grupo finito, soluble no nilpotente y N el único 
subgrupo normal maximal de G, entonces I G IN1 es un primo l' y l' es menor o 

igual a todos los divisores primos de I NI y menor o igual a todos los divisores 
de IG]. 

Demostración. Como G es soluble, IG I NI = p COIl P un primo. Como 
G es supersoluble, si P. es el menor primo que divide al orden de G, entonces 
G tiene un subgrupo M de índice P., que resulta normal en G. 

Como [G : M] = Ps entonces M es normalmaximal, por lo tanto M = N 

Y Ps = P • 

Teorema 142 G es un Ne-grupo finito, soluble 110 nilpotellte si y sólo si se 
cumplen lM siguientes dos condiciones: 

(i) G es producto semidinlCto de nn gT'llpO delico M (110 tril,ial que coin,:idc 
con el G'), con un p-gl1lpo efe/iea H y p es un primo tal que]ir 1M l· 

(ii) JJP < Z (G), N = MHP = M x HP y N es el IÍIlICO SlIb!]l'Ilpo 1I0071/al 
m/l$imal de G. 

Demostración. Sea N el único subgrupo Ilormal maximal de G, se tiene 
que: 

(1) [G: N] = p con p un primo. 

(2) G IG' es un p-grupo (TeoremlL 135) . 
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(3) p t IG'I· 
Supongamos que p I IG'I· IG'I = p'k, p t k Y k > 1. G' tiene 
un subgrupo M de orden k, porque G' es cíclico lo que implica que 
[G' : M] = 1". M <l G porque M car G' y G' <l G. 

Como G/G' "'" G/M/G'/M y tant0 G/G' como G'/M sonp-gl-upOS 
se tiene que G/M es un p-grupo. 

Ya que G/M tiene un único subgrupo normal maximal, G/M es cíclico 
lo que implica que G' < M Y M = G'. 

Como k = IMI = IG'I y p t k, es decir, p t IG'I se tiene una contradic
ción porque habíamos supuesto que p IIG'I. 

(4) G = G'H. 

Sea H un p-subgrupo de Sylow de G. Como IG/G'I = p', IGI = IG'lp' 
y como p t IG'¡' G = G'H. Ya que G' <l G Y G' n H = {I}, G es el 
producto sentidirccto de G' por H. 

(5) H es un p-grupo cíclico. 

Como G/G' es cíclico y 

G G'H H 
=-~ =H 

G' G' -G'nH ' 

se tiene que H es cíclico. 

(6) HP < Z(G). 

En efecto como H es cíclico, HP < Ce (H), además, H" < N porque 
[G : N] = p, y como G' < N por ser N el lÍnico subgrupo normal 
maximal de G, se tiene que HP < Ce (G'). Como G = G' JI. entonces 
W < Ce (G) = Z (G) . 

(7) N = G'HP = G' x HP. 

Como G' y HP son normales en G, entonces G' HI' <l G Y ya 'lue 
G'nH={l}, 

G'H IG'HI IHI H 
IGIHpl= IG'HPI = IHPI =I¡¡pl=p, 

'--,--
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porque H es cíclico, por lo tanto [G : G' HPl = l' Y como G' HP < N, 
entonces N = G' HP = G' X HP. 

Hemos demostrado que si G es un N c-grupo fmito, soluble no n.ilp~ 
lente, entonces se cumple (i) Y (ii) . 

Inversamente, supongamos que se CIJllplell (i) y (2) . 
Como el p-subgrupo de Sylow H r.<! G no está contenido en N, H no es 

normal en G y por lo tanto G no ~ nilpotellte. 
Como G/N Y N son solubles. G es soluble. 
Sea R <J G, entonces R < N ya que N es el único subgrupo normal 

maximal de G y como N = G' X HP, se tiene que R es cíclico, por lo Imito 
G es un N e-grupo. 11 

Un ejemplo de un N e-grupo finito, soluble no nilpotente es el grupo de 
todas las permutaciones del conjunto A = {l, 2, 3}, denotado por S3. De 
hecho si l' y q son primos COIl l' > q y q t (1' - 1) , el grupo no abeliallo de 
orden 1'q es lID N e - grupo. 
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