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0.2 INTRODUCCION.

En este trabajo siguiendo a Mariagrazia Bianchi en [1j, presentamos una
clasificacién de los grupos finitos, solubles no ciclicos con todos sus subgrupos
normales propios ciclicos, los cuales son lamados Ne — grupos finitos.

En el capitulo 1, mencionamos conceptos y resultados bssicos en Teoria
de Grupos, necesarios para la elaboracion del presente trabajo.

En el capftulo 2, que estd dedicado a los grupos ciclicos finitos, se dan
dos caracterizaciones de ellos, una de ellas no usual en la literatura, con la
que se prueban algunos resultados ya conocidos.

En el capitulo 3, estudiaremos los grupos de orden p, p*, p* y pg con
P ¥y @ primos, entre los cuales se encuentran: el grupo de los Cuaternios y
el grupo de las Simetrias del Cuadrado, destacan en particualr estos grupos,
porque los cuaternios es un Nc¢ — grupo y el grupo de las simetrias del
cuadrado nos hace ver que la normalidad no es una propiedad transitiva.

En el capftulo 4, el cual trata sobre p— grupos finitos, destaca Jo sigutente:
Si un grupo finito ¢’ de orden p" tiene un tinico subgrupo de orden p, entonces
G es ciclico o GG es un grupo cuaternio generalizado. Resultado que usaremnos
en el tdltimo capftulo.

En el capitulo 5, se definen los Ne — grupee v se da una clasificacion de
los Ne¢ — grupos finitos solubles.Veremos que entre los p-grupos abelianos
solo los p-grupos abeliano clemental de orden p? son Ne¢ —grupos. Entre los
p-grupos no abeliancs, sélo el grupo de los cuaternios es un Ne —grupo. En
este mismo capitulo presentamoes algunos resultados sobre los Ne — grupos

_finitos solubles no nilpotentes.

Todas las definiciones y demostraciones de los teoremas que se mencionan
cn este trabajo o aquellas que se usan y en forma involuntaria no se enuncian
explicitamente, se pueden consultar en los libros de los profesores Rotinan,
Zappa y Zassenhaus que se encuentran en la bibliografia.

[



Capitulo 1
Preliminares.

Definicién 1 Un grupo G es un conjunto con una operacidn binaria = en G
- que cumple las siguientes propiedades:

(1) La operacidn binaria * es asociativa.
(2) Erxiste.e ¢ G que cumple con exx =ax+e para lodox € G.
(3) Paracadea € G existe aw € G tal que a*xa = *xa=e.

Se prueba que el elemento e que cumple con la propiedad (2) es nico y
se le llama elemento identidad. Sia € G ¢l elemento ar € G que satisface la -
propiedad (3) es tnico y se le llama el inverso de a.

En lugar de escribir a * b, escribiremos ab.

Definicién 2 El orden de un grupo G es el niimero de elcmenios de G y es
denotado por- |G}.

Si Gy y Gy son grupos, Gy % Gy es un grupo con la siguiente operacién
binaria; si = = (my, ma) € Gy X Gy, y = (11, n2) € G x Gy, centonces
zy = (1myny, Mana) .

" Definicién 3 Una funcidn @ de un grupo G, en un grupo Gy es un homo-
. morfismo si :

@ {ab) = p(a)p (b)

- para todos los elementos a y b de G.
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Teorema 4 Si (i, y Gz son grupos y @ : G; — Gy es un homomorfismo
de grupos, entonces se cumple lo siquiente:

1. p(e)=¢, donde e y € son las identidades en G, y G, respecti-
vamente.

2. Sia€ G, entonces pla™)=p(a) .
3. Siae Gy yn€ Z, entonces p(a®) =y (a)".

Definicién 5 Un homomorfismo @ de un grupoe ) en un grupe G, se llama:
a) Monomorfismo si ¢ es inyectiva.
b) Epimorfismo si @ es sobre.
c) Isomorfismo si @ es inyectiva y sobre.

Definicién 6. 5i G, y &y son grupos y existe un isomorfismo entre ellos, se
dice que los grupos Gy, Gy son isomorfos y se denota por G, =~ Gy

Definicion 7 Un aulomorfismo de un grupo G es un isomorfismo de G en

G.

~ Los automorfismos de un grupo G forman un grupo bajo la operacién de
composicién de funciones que se denota por Aut (G).

Definicién 8 S: ¢ es un homomorfismo de Gy en Ga, el niicleo de », de-
notado por N () se define por

N{p)={a € G |e(a)=c¢ cond laidentidad en Gy} .

Definicion 9 Un grupe G que satisface que ab = ba para tode a,b € G, se
llama un grupo abeliano. Lste nombre es en memoria del matemdlico Niels

Henrik Abel.
_ El conjunto Z de los enteros con la operacién binaria de suma de enteros
es un grupo abeliano.

Recordemos que sint 2 2y a,b son enteros, entonces a congruente con b
" moédulo n, denotado por a = b {mod n}, significa que » es un divisor de b—a.
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Definicién 10 Sia € Z,
{a] = {b€ Z|b=a(modn)} = {a+ knjk € Z}.
|a] se le Hama la clase de congruencia de a médulo n.

Al conjunto Z,, de todas las congruencias médulo n, se le llama el conjunto
de enteros médulo n, y s un grupo abeliano con la siguiente operacién
[a) + [b] = e+ b], donde (0] es el idéntico y —[a] = [-a] es el inverso de
[a] . Si en Z, se define [a] [§] = [ab], se prueba ficilmente que esta operacion
estd bien definida, al igual que la operacién suma. Ademds se cumple que si
{a], [b], [¢] € Z,, entonces:

L. ([a} b)) [c] = la] ({b][]) -

2. [a][1} =[a].

3. [d] t] = [b][a}:

4. la] ((o] + [e]) = [a] {b] + [a} [¢] -

Por lo que se dice que %, con la operacién de suma y multiplicacion
definidas anteriormente es un anillo conmutativo con identidad.

Si k es un campo, ¢l conjunto de todas las matrices no singulares n X n
con entradas’en el campo & es un grupo bajo la operacién de multiplicacién
de matrices, denotado por GL (n,k} y se llama el grupo lineal general de
taznano 7 sobre k.

Sin > 2, GL(n, k) es un grupo no abeliano; si n = 1, GL(1,k) es un
grupo abeliano y este es.el grupo multiplicativo £ de K que es el conjunto
de todos los elementos no cero en k.

Si R es un anillo con identidad 1, un elemento « es unidad en R si existe
v € R tal que uv = vu = 1. Es facil probar que si a y u son unidades,
au también es unidad en R. El conjunto de unidades en IR, denotado por
U (R), es un grupo con respecto al producto de . Si 1t es un campo £,
U (k) = k*. Si It es cl anillo de todas las matrices n X n sobre un campo £,
U(R)=GL(nk).
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Definicion 11 Si Gesungrupoy 5, S2 C G, 55 ={zy | x€ 8, y€ Sa} -
Si G esun grupo y 5y, Sy, S3 ¢ G, entonces (8,53) S5 = 51 (S253) -

Definicién 12 Se dice que un subconjunto H de G es un subgrupo de G si
H es un grupo con la misma operacién de G. Si H es un subgrupo de G
escribimos H < G.

Teorema 13 Si M y N son subgrupos de G, MN es un subgrupo de G st y
s6lo st MN = NM.

Teorema 14 Sea G un grupe finito. Si H y K son subgrupos de (G, entonces

(| |K]
[HNK|

|HK| =

Definicién 15 S5i X C G, el subgrupo generado por X es el minimo subgrupo
de G gue contiene a X y se denota por (X).

Se prueba facilmente que si X C G, (X} es la interseccién de todos los
subgrupos de G' que contienen a X. 8i X = 0, (X) = {e} y si (X} #
B, (X} = {a]'ey?---a®{s > 1, aya9,- 0, € X yny,ng,-- -0, € Z}. En
-particular si X = {a}, {X) = {a™ | m € Z} y en este caso en lugar de
- escribir ({a}) se escribe (a).

Definicion 16 Se dice gue un grupo G es ciclico si y solo si exviste a € G
tal que G == {a). 81 G = (a) se dice que a genera a G.

‘Teorema 17 Dos grupos ciclicos G, y Gy son isomorfos si y solo si tienen
- el mismo orden:

‘Teorema 18 Si G es un grupo ciclico de orden n, Aul(G) ~ U (Zn). En
particular si n es un primo p Aut(G) ~ U (Zp), el cual es un grupo ciclico
" de orden p-1.

“Definicién 19 Sea G un grupo y a € G. El orden de a es el orden de {(a),
y se denota porord(a) o lal.
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Obsérvese que (a) es finito o infinito. Si {a) es de orden finito e igual a
n, {a) es isomorfo a Z,. Si {a} es infinito, {a} es isomorfo a Z y en este caso
se dice que a es de orden infinito.

Teorema 20 Sea G un grupo y a € G, entonces a tiene orden finilo n si y
sdlo si n es el menor entere positivo tal que a® = e y si @’ = e, se tiene que
n divide a m.

Teorema 21 Sean G, Gy grupos y © : Gy — Go un homomorfismo. i
a € G, es de orden finito, entonces el orden de ¢ (a) es finito y divide al
orden de a.

Teorema 22 Sea G un grupo, a y b € G, tales que ab = ba. Si a es de orden
m, b es de orden n y (m,n) = 1, entonces ¢ = ab tiene orden mn.

Definicién 23 57 G es un grupo. H < G ya € G, la clase loteral izquierda
aH de H en G es el conjunto {a} H = {ah| h€ H} y la clase latcral derecha
Ha de H en G es el conjunto H {a} .

Teorema 24 5i G es un grupo y H < G, entonces existe una biyeccion entre
el conjunto de las clases laterales derechas de H en G y el conjunto de las
clases laterales izquierdus de H en G.

Teorema 25 9i G es un giupa, H< Gy a be G, entonces evisie una
biyeccion de Ha en Hb.

' Teorema 26 S5t Gesun grupo, H <G y a,b€ G se tiene que:

1. aH =bH siy sélo si b lae H.
Ho=Hbsiysolosi ab™! € H.

2. oH =bH 0 oHNbH = 0.
Ha=Hbo Han Hb=0.

3. G es la union de las clases laterales derechas (o izquierdas) de H en (7.

Nétese que b € aff si y s6lo si b= ah para alguna h € H, o si y solo si
a'be H.
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Definicién 27 Si G es un grupo finito y H < G, el tndice de H en G es el
niimero de clases laterales izquierdas (o derechas) de H en G y se denota por
G H].

Teorema 28 (T'eorema de Lagrange) .
Sea G un grupo finito de ordenny H < G, entonces [G : H) = |G|/|H]|.

Teorema 29 Si K < H <G y[H: K], |G : H) son finitos entonces
[G:K|=|G: H}H: K].

Corolario 30 5i GG es un grupo finito y a € G, el orden de a divide al orden
de G.

Corolario 31 Si i es un grupo finito de orden p con p un primo, entonces
(' no contiene subgrupos propios, es decir, los inicos subgrupos de G son él
mismo ¥y la identidad.

Inversamente, si G es un grupo con m4s de un elemento y no tiene subgru-
pos propios, entonces ¢ es un grupo de orden un primo p. En efecto, si existe
e £ b € G, el subgrupo generado por b no es la identidad y en consecuencia
G = (b}; b es de orden finito, ya que de lo contrario §? genera un subgrupo
propiode G. Sibesdeordenn ysinnoes primo,n=rsconl <r<ny
1 <s<mn,y b genera un subgrupo propio de G de orden s, lo cual es una
contradiceién, por lo tanto n es primo.

Los ultimos dos resultados se pueden emmeciar de la siguiente manera:

Teorema 32 Sea G un grupo con |G| > 1. Los inicos subgrupos de G son
él mismo y la identidad si y sdlo si G es un grupo de orden primo.

‘Teorema 33 (‘Teorema de Fermat).
Si a,p € Z con p un primo tal que pt a, entonces p | (P! — 1), es
decir, a? = a{modp).

Definicién 34 La funcidn ¢ de Buler, se define mediante:

_ 1sin=1
e ={ ek ey (o= |

Sipesunprimo p(p)=p—1.
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Teorema 35 Si G = {(a) es de orden s, donde (r,s) = 1, enlonces existen
b,c € G tnicos de orden T y s respectivamente lales que a = b.

Teorema 36 Sinc Z,n>0 y n=rs con (r,s) = 1, enlonces
p(n)=p(r)e(s).

Demostracién. Sea G = (a}, ¢ de orden n, n = rs con (r,s) = 1,
entonces H = {(a") es un subgrupo de G de orden s y H = {a°) es un
subgrupo de G de orden v y como H tiene ¢ (s) generadores, K tiene ¢ (7)
generadores y G tiene ¢ (n) generadores, luego si b genera a H y ¢ genera a
K, bc genera a G, por lo tanto @{r)p(s) =¢(n) =¢(rs). =

Definicién 37 Un subgrupe H de G es normal si gHg™' = H para loda
g € G, y se denota como H 1 G.

Teorema 38 Sea G un grupo y H < G. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

L. HaG.

2 aH = Ha para teda ac G.

9. a'Ha C H pare tode a € G.

4. Paratode a € G, he H existe hy € H lal que ah = hya.
§. Para toda o, b€ G, HaHb= Hc pare alguna c€ G.

En particular, si G es un grupo con M y N subgrupes de Gy M 9 G o
N <« G entonces MN < G. Ademids,si M 4Gy N G, entonces MN g G.

. Teorema 39 5i (G es un grupo y H < G de indice 2, enfonces H < (.

Definicién 40 Sea G un grupo. El ceniro de G es el conjunto
Z2(G)={z€ G | zz =xz para todo z € G} .

Obsérvese que Z{(G) es un subgrupo normal de G.
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Definicién 41 Si a,b € G, el clemento aba™'t! denotado por [a,b] es
llamado el conmutador de los elementos a y b. El subgrupo generade por
todos los conmutadores de G es llamado el subgrupo conmutador de G o el
subgrupo derivado de G y es denotado por G' o0 G,

Se sigue de la definicién que G’ = {e} si y solo si G es abeliano.

Definicién 42 Un subgrupe H de un grupo G se llama caracterfstico s
w (H) C H para todos los automorfismos ¢ de G y escribimos H car G.

Se prueba que si H car ¢ entonces H < G y si M, N son subgrupos
caracteristicos de G, MN car G.

Teorema 43 Si G es un grupo y G’ el subgrupo derivado de G, G' es carac-
terfstico y en consecuencia normal en G.

‘Definicién 44 Un grupe G es simple si no tiene subgrupos normales propios

‘no triviales.

Teorema 45 Si G es un grupo ciclico finito y H < G, H car G.

Teorema 46 Sce G un grupo, M y N son subgrupos de G. Si M car N y

N a G, entonces M < G.

En general si M y N son subgrupos de G, M 4 N y N < G 1o necesa-
riamente M < G. Adelante daremos un ejemplo.

Si G es un grupo, M y N son subgrupos de G y se tiene que:
I. MaG, Nad,

2. MN =G,

3. MNN ={e},

entonces G es isomorfo a M x N y se dice que G es el producto direcio
de los subgrupos M y N.

Inversamente, si G, y G son grupos, G = G1xGq, G, = {{a,e2)la € Gy},

Gy = {(e1,b)|b € G1} y se cumplen:
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que a y b son conjugados si existe x en G tal que b=z~

CAPITULQ 1. PRELIMINARES. 9

1. Gi <G, G 4G,
3. G1NG; = {{e1,e2)}, entonces en este caso

G es el producto directo de los subgrupos G; y Gs.

Definicién 47 Si G es un grupo y M 5 G, se dice que M es un subgrupo
mazimal de G si no existe N & G que contenga propiamente a M.

Definicién 48 Un subgrupo normal M de un grupo G es normal maximal, si
no es tqual a G-y no existe un subgrupo normal propio N de G que contenga
propiamente a M.

Teorema 49 Si G es un grupo y H Q G, el conjunto de las clases laterales
derechas (o izquierdas) de H en G es un grupo con respecte a la operacion
HaHb = Hab. A este grupo se le conoce como el grupo cociente de G con
respecto de H y se denota por G/ H.

Teorema 50 i G es un grupo clclico y H < G, entonces G/H es ctelico.
Teorema 51 Si G es un grupo no ebeliano, enfonces G/Z (G) ne es ciclico.

Definicién 52 Si H es un subgrupo de G el normalizador de H en G es el
conjunio

Ng(H)={ac€G|a'Ha=H}.
Nétese que Ng (H) < G y claramente H < N (H) .

Definicién 53 Sea G un grupo, pura a € G el centralizador de a en G es el
conjunto

Cgle) = {z € G| az = za}
Obsérvese que C'é (a) es un subgrupo de G.

Definicién 54 Sea G un grupo ¥ a. b elementos cualesquiera de G. Se dice
lax.
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Teorema 55 Sea G un grupo finito y a € G, entonces el nimero de con-
jugados distintos de a en G es [G : Cg(a)] = |G | / |Ca(a)].

Teorema 56 Sea Gun grupoy N < G. N 9 G y G/N es abeliano si y
sdlo st G' < N.

Teorema 57 Si G es un grupo y N < G, el homomorfismo candnico (o
natural) v : G — G/N dado por ¢ (a) = aN, es un epimorfismo.

Teorema 58 (Primer Teorema de Isomorfismo).

Sean G y Gy grupos y p : G —+ G un homomorfismo con nucleo K.
Eziste un monomorfismo v : G/l — G, definido por v{Ka) = ¢(a) y
‘resulta que G/K es isomorfo a la imagen de .

Teorema 59 (Segundo Teorema de Isomorfismos).
- Sea G un grupo, H y N subgrupos de G, con N < G. Entonces

(HN)/N =~ H] (HON).

Teorema 60 (Tercer Teorema de Isomorfismos).
Sea G un grupo, H 9 G, K 1 G y K < H. Entonces

© G/H ~ (G/K)(H/K) .

Teorema 61 (Teorema de la Correspondencia).

Sea G un grupo, K <1 G y sea v : G — G/K el homomorfismo natural.
Entonces p : § — (8) = §/K es una biyeccion de la fanulia de todos
los subgrupos de G que contienen a K a la familia de todos los subgripos de
G/K.

Mds aun, si denotamos S/K por S*, entonces:

()T <SsiysdlosiT <S5 yenestecaso[S:T)=[5*:T"].

(12) T < S si ysdlo siT* <95 y en este caso SfT ~ §* [T*.

Definicién 62 S5i p es un nimero primo, un grupo G se dice que es un
p-grupo si cada elemento de G tiene como orden algunc potencie de p. Si
H <G, H es un p-subgrapo de G si H es un p-grupo.

Definicién 63 Si G es un grupo abeliano, p un nimero primmo y 2P = ¢
para tode & € G, se dice que G es abeliano elemental.
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Definicién 64 Sea G un grupo. Se dice que H es un subgrupo de Sylow de
G st H es un p-subgrupo mazimal para algin primo p, es decir, H es un p-
subgrupo de Gy no existe otro p-subgrupo K de G que contenga propiamente
a I

Si G es un grupo finito de orden p"-s y p{ s, entonces los subgrupos
de G de orden " son subgrupos de Sylow de G y se les llama p — subgrupos
de Sylow de G.

Teorema 65 (Primer Teorema de Sylow).

Sea G un grupo finito y p un nidmero primo. Si G es de orden n = p™s
donde pi s, para cade i = 1,2,- - -,m G contiene al menos un subgrupo de
orden p', y cada subgrupo de orden p', i = 1,2,---,m — 1, es un subgrupo
normal de al menos un subgrupo de orden p'*'.

Teorema 66 (Segundo Teorema de Sylow).

Sea G un grupo finilo y p un nimero primo. Los p-subgrupos de Sylow de
G son conjugados, es decir si 51, S son p-subgrupos de Sylow de G, existe
z € G tal que Sp = z715)z.

Teorema 67 (Tercer Teorema de Sylow).
Sea G un grupo finito, p un nimero primoe y r el nimereo de p-subgrupos
de Sylow de G, entonces r = 1{modp) y r es un divisor del orden de G.

Definicién 68 Una seric normal de un grupo G es una sucesion finita de
subgrupos normales de G, Hy, Hy, Hy, H3,- - . H, tal que Hy = {e}, H,= G
y H; < Hiyy es decir,

{[e}=Hoxa HiQ---<aH,=G.
Definicién 69 Un grupo G es soluble si tiene una serie normal
{e}=HoaHiQ - -all,=C
con los grupos cocicntes I,/ H; abelianos parai=10,1,2,--..n — 1.
Se sigue de la definicién que si G es un grupo abeliano, G ¢s soluble.

Teorenia 70 Sea (¢ un grupo soluble, se tiene que:
a) si H < G, entonces H es soluble.
b) si H <G, entonces G/H es soluble.




CAPITULO 1. PRELIMINARES. 12

Teorema 71 Si G es un grupo y H <1 G, entonces G es soluble si tanto H
como GJH son solubles.

Teorema 72 Si G es un grupo con M < G, N 4 G, M y N solubles,
entonces MN es soluble.

Teorema 73 Si N y M son dos grupos solubles, entonces M x N es soluble.

Definicion 74 Un grupo finito G es nilpotente si es producto directo de sus
subgrupos de Sylow.

Teorema 75 Si un grupo G es abeliano, entonces G es nilpotente.

Teorema 76 Sea G un grupo nilpolente, se tiene que:
a) si H < G, entonces H es nilpotente,
b) si H <1 G, entonces G/H es nilpotente,
¢) si G # 1, entonces Z(G) # 1,
d) G es soluble.

Teorema 77 Si G es un grupo nilpotente, entonces cada subgrupo mazimal
H de G es normal y tiene ndice un primo p.

Teorema 78 Sea G un grupo nilpotente, si H < G, no trivial, entonces
HNZ(G)#1, y si A <G mazimal y abeliano , entonces A = Ce (A).

Teorema 79 5 G e.é_un grupo con M < G, N < G, N y M nilpolentes
entonces MN es nilpotente.

Teorema 80 Si M y N son dos grupos nilpotentes, entonces M x N es nilpo-
tente. B

Definicién 81 Un grupo G es supersoluble si tiene una serie normal

G=A> A D A= (1) tal que A; / Aiyy es cfclico
parai="0,1,--- (n—1).

Teorema 82 Si G es un grupo supersoluble y

a) si H < G, entonces H es supersoluble,

b) si H <t G, entonces G/H es supersoluble.




CAPITULO 1. PRELIMINARES. 13

Teorema 83 Si G es un grupo, con M < G, M es ciclico y G/M es super-
soluble, entonces G es supersoluble.

Teorema 84 Si GG es un p-grupo, entonces G es supersoluble.
Teorema 85 S5i G es5 un grupo nilpotente, entonces G es supersoluble.

Teorema 86 Si G es un grupo finito supersoluble y p un divisor primo del
orden de G, entonces G liene al menos un subgrupo de fdice p.

Teorema 87 St (f es un grupo finilo supersoluble de onden n y si m es un
divisor de n, entonces G contiene al menos un subgrupo normal de orden m.

Teorema 88 Si G es un grupo finito supersoluble de orden pi'p;*---pi* con
P> pe > - > P niimeros primos, entonces G tiene al menos un subgrupo
normal de orden. py'.

Teorema 89 Sea G un grupo finito, p el menor primo que divida al orden
de G y H un subgrupo de G de tndice p. Entonces H s normal en G.



Capitulo

Grupos ciclicos finitos.

Teorema 90 Sea G un grupo ciclico. §i H < G, entonces H es ctclico.

Teorema 91 Sea G un grupo finito de orden n, G = (a). Entonces se cumple
lo siguiente:

() sil<r y rin, entonces a” es de orden n/fr,

(2) sik€ Z yd=(n, k), entonces {a*) = ("), con a* de orden n/d =
n/(n,k), .

(3) sis|n conl < s, entonces G ticne uno y solo un subgrupo de orden s,

(4) el niimero de generadores de G es ¢(n), con o la funcidn de Buler.
Demostracién.

Demostracién de {1). Como n = rs, nfr = s y a" tiene orden s, en efecto
(@) =a"=a"=¢,si(a") =e entoncesrs | rt y s | ¢ lo que implica que
cl orden de a” es n/r = 5.
Demostracion de (2) . Sea k = dk;, a* = a®®t = (a")‘rt , por conslgulente
(a*) < {(a ) como d = nu+kvconu, v € Z, o =" = g™ o =
a* = (a¥)", lo que 1mphca que {a?) < (a*}, por lo tanto (a*) = (a Yy
0] =l = /.
. Demostracion de (3). Como n,n=rsconl<s y 1<r,por(l)
a” genera un subgrupo de G de orden s. Supéngase que [ < G de 01deu s,
= (a*) para alguna k € Z. Si d = (n,k) por (2), {a*) = {(a%), pero a? es
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de orden n/d = s, por lo tanto n = ds, rs =ds y r = d, por consiguiente
H = (af) = (a%) = (a").
Demostracién de (4) . Si 1 = d = (n, k), entonces |a*| = |a| = n/ (n, k) =
_ n, en consecuencia a® generaa G,ycomo p(n) ={k: 1<k <ny (k,n)=1},
i se tiene que el nimero de gencradores de G es ¢(n). &

Lema 92 Si G es un grupo, C la coleccidn de todos los subgrupos ciclicos de
G y para cada C € C genC = {z € Gl(z) = C}, entonces {genC|C € C} es
una particion de G.

Demostracién. Por demostrar que G = cU gen(C. Siz € G, z € genC
<
< 3 3 ! ’
lo que implica quex € CteJ GgenC yGC C\éjcgenC'.

- Inversamente si z € chenC‘, 2€G,yG= U genC.
. e ceC

Si z € genCi N genCy, (z) = Cy y () = Cy, por lo tanto Cy = Cy, en
- comsecuencia genCi = genCs y {genC|C € C} es una particién de G. =

Teorema 93 Si n es un entero positivo, enlonces n = Y w(d), donde la
. : dfn
suma es sobre todos los divisores d denconl1 < d < n, y  la funcion de

- Kuler.

Demostracién. Sea G' un grupo ciclico de orden n, por cada divisor
d de n, G tiene s6lo un subgrupo ciclico de orden d y cada subgrupo de G
tiene ¢ (d) generadores, si C es la coleccion de subgrupos ciclicos de (7, como

- {genC|C € C} es unn particion de G, n = |G| = 3" |genCl = 3 (d). =
CeC din

Corolario 94 Si I es un campo y G es un subgrupo finite de F*, entonces

- G es ciclico. '
~ Demostracién. Sea IGl =nyd||G], G tiene a lo mds un subgrupo de
" orden d, porque el polinémio z¢ = 1 tiene a lo més d rafces en F*, lo que

implica que G es ciclico.

Corolario 95 Si F' es un campo finito, entonces I'™ es ciclico.
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2.1 Una caracterizacién de los grupos cicli-
Cos.

Teorema 96 Sea G un grupo finito de orden n, st por cade divisor d de n
G tiene sdlo un subgrupo de orden d, entonces G es clclico.

Demostracién. Por cada divisor d de n, G tiene sélo un subgrupo de
orden d. Si para algin divisor d de n, G no tuviera un subgrupo cfclico de
orden d y considerando que G = cLeJ CgenC, entonces

n=|G|=) |genC| <D @ (d)=m,

ceC dfn

lo que es un absurdo, por lo tanto ¢ tiene un subgrupo ciclico por cada
divisor de n, en particualr para n y se tiene que G es ciclico. =

Teorema 97 Sea p un primo, un grupo G de orden p” es ciclico si y sélo si
G es abeliano con un tnico subgrupo de orden p.

Demostracidén. Supdngase que G es un grupo ciclico de orden p",
entonces existe un tinico subgrupo de orden d para cada divisor d de n, en
particular para d = p, por lo tanto G es abeliano y tiene un tinico subgrupo
de orden p. .

Inversamente, sea G un grupo abeliano de orden p™ con un tinico subgrupo
H de orden p y @ € G un elemento de orden méximo en G, digamos p*,
entonces g** = 1 para todo g € G. Si {a) fuera un subgrupo propio de G,
existe z € G tal que z ¢ (a), {z)N{a) # {e} ya que G tiene sélo un subgrupo
de orden p, de donde z* € {a). Sea r ¢l entero positivo mas grande tal que
y=2a" ¢ {a) comor < pr, y* = 2P € {a}, por lo tanto existe y ¢ G — {a) tal
quey® € {a);sik=1, y”»=d =1y ye H pero H < {a) entonces y € {(a),
lo cual es una contradiccion, asik > 1 y 1 = g** = ()" = (a/)” . Como
a es de orden p*, p* divide a Ip*~! y p*m = lp*! para algun entero m por
loque ! =pm yy” = a™. Por ser G abeliano, 1 = y~'a™ = (y'a™)?,
lo cual implica que y'a™ € H < {a} y se tiene que y € {a) lo cual es un
absurdo. Por lo tanto G = {(a} es ciclico. m

Se puede observar que si G es un grupo ciclico de orden pg con p y ¢
primos diferentes, entonces existen subgrupos H y K de G de orden p y ¢
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respectivamente. Entonces en el teorema anterior la hipdtesis que G sea de
orden p" es necesaria, ya que existen grupos cfelicos que tiene dos subgrupos
de orden primo.

2.2 Otra caracterizacion de los grupos cicli-
cos.

Teorema 98 Sea G un grupn finito y G # {e}. G es ciclico si y sdlo si existe
un subgrupo ciclico A de G gue satisface las siguientes ires condiciones:

(1} Para cada yy € G el orden de y divide al orden de A.

(2) (yy N A # {e} para cade y € G, cony # e.

(3) Ac Z(G).

‘Demostracién. Si G es ciclico, A = G cumple con (1), (2) y (3).

Inversamente, supdngase que cxiste A < G tal que A es ciclico y se
cumplen (1), (2) y (3) . Se demostrard que G = A.

Supdngase que G — A # 0. Sea z € G — A de orden mfnimo en G, Se
afirma que z no es de orden primo. En efecto, ya que {e} # (z) N A S {(x),
se tiene que ¢l orden de ((z} N A) divide al orden de = doude el orden de
({(z) N A) es distinto de uno y del orden de (z).

~ Sea p un primo que divida al orden de z. Como el orden de z divide al
orden de @, p divide al orden de A, ademds e # 2P € A = (a) porque el orden
de zP es mehor que el orden de =z, por lo tanto =P = & para alguna r,

<7 <|d| =

Como el orden de z.divide a m, ¢ = (2?)"™? = (a")"/F = a""/P) o que

implica que IA| dJVIdG at(m/p), estocs mt =r(mfp) y pt=r.
"Seay==zat,comoxz ¢ A, yé A, porlotanto (¥) NA S (y) y ol orden
de () N A) d1v1_de al orden de y. Como {e} # (m) N A, el orden de ({y) N A)
divide al orden dey, por lo que el orden de ({y) N A} es distinto de uno y del
orden de {y). Ya que el orden de (y) N A divide al orden de y, se tiene que y

10 es de orden primo. -

Por otro lado se tiene que ¥ =2 (@) =P (@) =a (a N =
es decir, y es de orden primo y se tiene una contradicion. Pm lo tanto

- G—'A B, G= AyGesmchco -

- Yeamos que con csta caractel izacion de los grupos ciclicos, podemos dar
otra. demostlamén del teorema 94,
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Corolario 99 (Tecrema 94) Sea p un primo, un grupo G de orden p" es
ctclico si y sdlo si G es abeliano con un inico subgrupo de orden p.

Demostracién. Si G es ciclico, G es abeliano y por el teorema 95 G
tiene s6lo un subgrupo de orden p.
s Inversamente, supdngase que |G| = p*, G abeliano y G sélo tiene un
subgrupo de orden p, veamos que se cumplen las tres condiciones del Teorema
- 95.
Sea a € &, de orden méximo y A = (a}, tal que el orden de a sea p™, si
NES Gyel orden de y es p* con k < m, se tiene que k+ s = m con 5 > 0,
entonces p*p® = p™ y el orden de y divide al orden de a, por lo tanto se
cumple (1).
. SeayeG,y+#e talqueel orden dey espfcon 0 < ky H = (y), sea
K < H de orden p, como G sdlo tiene un subgrupo de orden p, K C A, por
lo que (y) N A # e, y se cumple (2).
Por tiltimo como Z (G) = G, por ser G abeliano se tiene que A C Z (G),
- ysecumple (3). m '

Teorema 100 Sea G un grupo abeliano de orden p* con p un nimero primo,
a € G de orden mdzimo en G, A = {(a). Entonces G = A x Q pera algiin
subgrupo @ de G. '

Demostracién. Induccién sobre 7.
Es claro que el teorema es cierfo partan =1y n=2.
Supdngase entonces que 2 < n y que el teorema es cierto para m < n. -

Caso 1.
, Para cada y € G, con y # e se tiene que {y)NA # {e}. Como cl orden de
1y divide al ordende Ay AC Z (G),.entonces G es ciclico, de hecho G = A
y se tiene que G’ Ax {e} : '

Caso 2.
Para_alguna y € G con y # {e} sc tiene que () NA = {e}. Sea

= (y), @ = al{. Probaremos que @ es de orden méximo en G/H.
o f " Seam=]|a|yk=|a] Esconocido que ¢l orden de & divide al orden
- " de a. Por otro lado, se tiene que &™ ="H, esto es a™H = H lo que unplica
Cquea™ € HN Ay como HN A= {e}, a™ = e, por consiguiente k divide a
myk=m '
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Si gH ¢ G/H para alguna g € G, el orden de gH divide al orden de g y
como el orden de g es menor o igual £, el orden de gH <k =m

Es claro que 1 < |H| < |G| y consecuentemente 1 < |G/H] < |G].

G/H es un grupo abeliano de orden p", @ = aH es de orden mdximo
en G/H, como m < n, si A = {(a) se tiene por hipétesis de induccién que.
G/H=A xTconT < GfH.

" ComoT < G/H, T'=QfH con H < @ < G. Se puede probar f4cihnente
queGF=AXQ. n

Teorema 101 Si G es un grupo abeliano de orden p" con p un numero
primo, enfonces G es producto directo de subgrupos ciclicos.

Demostracién. Induccion sobre el orden de G.
Supéngase que G no es ciclico. Sea a € G de orden méximo y A = {a).

| Por el teorema anterior G = A X @ para algiin subgrupo propio Q) de G y
- por hipd6tesis de induccion @ = A; X Ay x--- X A; con Ay, Ay, -+, A, ciclicos.

Por lo tanto G es producto directo de subgrupos ciclicos. m

Teorema 102 Si G es un grupo abeliano finito, entonces G es producto di-
recto de grupos ciclicos.

- Demostracién, Si | G | = p['py? - - - p* con p; primos diferentes y
H; = {z € G | = ticne orden alguna potencia de p;}, H; < G y resulta que
G=HHy---H. yHinHH;---H;_; ={e} paratodai=23,--- 7 por
lo que G es producto directo de Hy, Hy, -+, H, y como cada H; es producto

 directo de subgrupos ciclicos, se tiene que G es producto directo de grupos

ciclicos. =

" Corolario 103 Si G es un grupo abetiano finito y m'| |G|, entonces G tiene
un subgrupo de orden m.
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Capitulo 3

~ Grupos de orden p, p%, p* y pa.

3.1 Grupos de orden p y p’.

. Teorema 104 Si G' es un grupo finito de orden p, G es ciclico e isomorfo o

2

_ Demostré_('fiéxi._ Como G no tiene subgrupos propios, G es efclico e

“isomorfo a Zp. m

7 - Teorema 105 Sip es un mimero primo, entonces cada grupo de GG de orden
-+ p? es abeliano, e isomorfo a Zy x Z, 6 Zp.

:Demqstracién. S-ea G un grupo de orden pr"’, supongase que G no es

" abeliano,- como Z(G) #.1, [Z(G)}| = p, y |G/Z(G)| = p por lo tanto
o G'/Z (G) es ciclico, lo cual no puede ser ya que G no es abeliano. Por lo que
-+ G'es abeliano. Si G tiene un elemento a de orden p?, entonces G = {a) y o5
" isomorfo a Z;2. Si G no tiene ningiin elemento de orden p?, sean a,b € G de

' ordéenp, tales que b¢ {a). SIH={q) y K=(0), H G, K QG HK =G
7y HNK = {e}. Por lo tanto G es isomorfo a H x K que es isomorfo a
X Zpe W e '
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3.2 Grupo de los Cuaternios.

Sea @ el conjunto de los elementos (z,y) tales que z pertenezca a las clases
de congruencia médulo 4, ¥ pertenezca a las clases de congruencia mddulo
2.

Las clases de congruencia médulo 4 sélo contiene cuatro elementos y la
indicaremos mediante los simbolos 0, I, 2, 3, las clases de congruencia
médulo 2, s6lo contiene dos elementos y los indicaremos mediante los simbolos
0, 1. Por tanto Q consta de los siguientes elementos:

{@.0), (L0 Z0), 3,9), @1), LI, &1). 3D}

Definamos ahora en @) el producto de la siguiente manera:

(zi, 1) (152;2;'2) = (m + T2, U1 'f;?jé) si 4, = 0.

(?Bz,?ll) (332,3!2),“—“ (z1 — $72,yl + 12) sign=1,1=0.

(mhyl)(m‘z:y?): (5"'1—-'_'324‘5,3}14‘92) sigr=1,2=1L

Probermos que @ es un grupo bajo -Ia operacion definida anteriormente.

Sean .(:::l,y;)r', (:tg, _312) ; t:n;;, 1), tres elementos de @, veamos que
(1) (a2, )] @ar10) = (1,90 (o 20) ()]

Si Y = y2 = 0 se verifica }a 1gualdad ya que de ambos lados es ignal a
(11 F$2+$3,y;+y2+y3) -

Siyy = =1 tamblén se verifica la igualdad, ya que de ambos lados es

Jigual a (z; — T2 + 23 + 2, Yy ?13) .

Sl yl =1, Y2 = 0,
[(xlayl) (12,!!2)] ('53:J3) = (z1 - 32— 23,1 + Y2+ ya)
= (21, 0) [(z2,32) (x5, 3)] st y3 = 0.

[(z1,93) (2,020 (53,38) = (@1,90) (22, ) (5, 35)
o ' o= (3:1_3;_2'_373+§=yl+y2+y3) st y3 = 1.
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Sip =0, Y2 = 1

() + 22— z3, 91 + 32 + 13)
(1, 11) [(2, 1) (w3, 93)] siys=0.

((z1,31) (72, 92)] (73, 93)

= (z1+22 — T3+ 2L+ e+ )
(z1,71) [(z2, %2) (z3,78)] stya=1

[(z1, yl_) (z2, 30)] (%3, 43)

I

.. se cumple la igualdad.
- Sea (z,y) un elemento de @, se tiene que 7
'- (:]:,'y) (ﬁ,ﬁ) = (IE,y) = (ﬁ ﬁ) 33,?,[

en consecuencia () tiene un elemento unidad que es (0,0). Ademss, dado

cualqmer elemento {z,7) de Q siernpre podremos encontrar otro elemento

(') de Q tal que (=) («',/) = (0,0)- Siy =0, (",¥) = (—2,9) y i
y=1 (") =(z+2,y)

~Como ¢ Cumple con (1) (2) y (3) de la definicion 1, tenemos que Q es
uzi grupo.

Q no es un Erupo abehano ya que si @ = (1, 0) y b= (1,1} sc tiene:

Ca= @O E1) = @1 £0.0) = (1L1) [1L0) <o

S H = () [Q:H] =

orden 4. Como b 'ab # a, tendremos que b~ 1ab =a

2 por lo tanto H < @ y b“ ab € H es de
8 = a™!; por otro lado

7 ab ba ~(ba)a, = a%a, b= (ab) a, ba = (ab) a a? yba = (ab)a®.

: Asf G’ consta de IOS-SIguler_ltes eletnentos:
{c a, @*, a* i b, ab, a®h, a’b}

Obsérvese que G estd generado pm los elementos. @ ¥ b, los cuales cumplen

 las s:gmentes 1e1ac:1ones

at=HW=c¢c bab '=a1 vh? =4a? .

E e R ) s
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Como b* = a? conmuta con a y b, a® € Z(Q), por otro lado como
ab = a®ba, (ab)® = (ab) (ab) = a (a®h)b = b? por lo tanto ab es de orden 4,
como a2b = ba?, (a%h)° = §* y a2 también es de orden 4, por ltimo como
(a%0)” = {a? (b)) = (ab)® = b?, a®b es también de orden 4.

Por lo tanto de los ocho elementos de @, {a, b, b~'ab, ab, ah, a®b} son de
orden 4 y a* de orden 2.

SiS < Qy|S =4, S es ciclico porque en caso contrario S tendrfa dos
elementos de orden 2. Cada subgrupo S de @ es normal porque si |S| = 4,
[@:S] =2y en consecuencia S < Q. Si S| =2, S = {e,a?} C Z{Q). Como
@ no es abeliano G/Z (@) no es ciclico y |Q/Z(Q)] = 4 lo cual implica
que |Z (Q)| = 2 por lo tanto % (Q) = {1,a?}. Como G/Z (Q) es abeliano,
G' < Z(Q) y ya que @' # e porque @ no es abeliano, @' = Z (Q}.

Si S, T son dos subgrupoes de @ tales que |S| = |T] = 4 y por consiguicnte
maximales ST = Q y {ST| = |S] |T}/|S N T} entonces |[SNT| =2 y por lo
tanto SNT =Z (Q).

Entonces () es un grupo no abeliano (no ciclico) de orden ocho con todos
sus subgrupos normales propios cfclicos.

A este grupo se le conoce como el Grupo de los cuaternios.

Se prueba facilmente que si G es un grupo generado por dos elementos =
y z que satisfacen las relaciones 2! = 2* = e, 22 = 22, z7'zz = 2%, entonces
G es isomorfo al grupo de los cuaternios.

Teorema 106 Si A = 28),}3:(_01 é)GGL(Q,C’)y

G = (A, B), enlonces G es isomorfo a Q, el grupo de los cuaternios.

Demostracion. GG no es un abeliano ya que

~i 0 i 0
AB—(O i)#(o_i)_m.
2 (-1 0 s (1 0Y_
A'(D w])yA_(ﬂl)_I'

- e i .

o e e R AR
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s (0 i[O -1 i 0\
A-B “(i 0)(1 0 )_(0 —i)‘BA

Como A-B* = BAyB? = A*, BT'AB - A’ = Ay B'AB = A7! = A%
Sean H = {A) y K = (B). Entonces HK = {I, A, A?, A%, B, AB, A’B, A*B}
y KH = {I,B,B* B* A BA,B*A, B3A} veamos que HK = KH. Como
A? = B% A% = A?A = B?A, A’B = B?B = B3, por otro lado B~1AB = A%,
lo cual implica que AB = BA® = BB?A = B3A yB*AB = B*B*A = BA.
Por lo tanto HK = KH es un grupo y G = HK.

Entonces G = {I, A, A%, A%, B, B3, AB, BA} esungrupo no abeliano,
generado por A y B, los cuales satisfacen las siguientes relaciones: A* = I,
A2 = B%y BAB~! = A3 = A~!. Por cousiguiente G es isomorfo al grupo de
los cuaternios. =

3.3 Generalizacion de los Cuaternios.

Si'M es un grupo ciclico de orden 2*~'.conn > 3 y M = {(a). Por un teorema
de Halder sobre extensiones de grupos, se tiene que existe un Unico grupo ¢,
de orden 27 con M < @, y necesariamente M < @),. Ademés Q,/M = (bM)
y se cumplen las siguientes relaciones:

'a2n—l _ 1] bQ — a2n—2 y babul — a_l_

Como (0, = M U Mb, entonces cada elemento de Q. es dela forma a't? con
D<i<2" -1 y0<j<2

(02)2 : (azn—-?)z :- ag.gnr—z _ agn—l _ 1‘

es decir 2 es de orden 2.

Siz = a'h, 2° = (a'b)’ = a'b-a'b = a't’b 'a'b = a'bPa = b2, lo que
mmplica que cada elemento de ¢, que no estd en M es de orden 4, por lo
tanto 82 = 2" ° es el tinico elemento de (). de orden 2.
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Para cada n > 3 el grupo anterior @), se llama Grupo de los Cuaternios
Generalizados. Los elementos a2 y b generan un grupo isomorfo a los
cuaternios.

9i n =23, Qs = @ que es el grupo de los cuaternios.

En virtud de las observaciones anteriores podemos enunciar el siguiente
teorema.

Teorema 107 Paran > 3, el grupo Q,, de los cuaternios generalizados de
orden 2* tiene un tnico subgrupo de order 2. Sin > 3, @, sdlo tiene un
subgrupo cfclico de orden 2! y los elementos de Q,, que no pertenecen a M
lienen orden 4.

Se probard més adelante que si G es un p — grupo finito con un tnico
subgrupo de orden p, entonces G es ciclico o G es un grupo cuaternio genera-
lizado.

3.4 Grupo de las Simetrias del cuadrado.

Si e es la rotacién del plano alrededor del centro del cuadrado con H = (a}
y b es la reflexién del plano sobre £, con K = (b} (figura 3.1}, se puede
probar que H K son todos los movimientos rigidos del plano que dejan fijo al
cuadrado.

Dg = HK es un grupo de orden 8, lamado el Grupe Diedrico de
orden 8.

Como [H| =4, {Dg: H] = 2 en consecuencia H <« Dgy HN K = {c},

- donde e es la identidad en 2. Siendo a la rotacion del plano alrededor del

i:exltro del cuadrado y b la reflexién del plano sobre £, entonces ab # ba
por lo tanto el grupo diedrico de orden 8 no es un grupo abeliano.

Se cumple también que a® = ¥? = ¢, b 'ab y « € H ticoen el mismo
orden y como b~lab # @, b~'ab = @® y ab = ba®, por otro lado b! = §
entonces bab = a® y ba = a°b. Entonces Dy estd formado por los siguientes

ocho elementos:

{e, a, a’, a®, b, ab, a®b, a"b}.
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Figura 3.1:

Como a? conmuta con ¢ y b, entonces a? € Z (Dg) y {e,a%} C Z(Dj).
Razonando como en ¢l caso de los cuaternios se tiene que {e,a?} = Z(Dg) y

4 (Dg) = Dy, ysi S,T son dos subgrupos de Dg de orden 4, SNT = Z (Ds)
-y a2, b, ab, a?b, a3b son elementos de orden 2, y (ab)? = (ab) (ab) = aa’b? =

att? = e, por otro lado a®b = a?(ab) = (ab)a® en consecuencia @® cs de

orden 2. Entonces en Dg hay cinco elementos de orden 2 y dos de orden 4.

Por lo tanto Dg es un grupo no abeliano, generado por los elementos a y b,
con a de orden 4 y & de orden 2, los cuales cumplen las siguientes relaciones

at=0=e y b7 lab=bab = o

Si8 = {e,a®’} y T ={eb} como S§=Z(Dg), ST es un subgrupo
de orden 4 con ST = {e, a2, b, a®h} que resulta normal en Dy, ademds

T 9 8T y T no es normal de D, porque a~'ba = a%ba = ba® ¢ T. Por lo
- tanto Dy tiene subgrupos que no son normales y subgrupos normales que no

son ciclicos ST. -

Se puede mostrar facilmente que si G es un grupo generado por los e-
1

lementos z, z tales que & =22 =1 y z7'zz = x*, entonces G es isomorfo a




L T L 1

CAPITULO 3. GRUPOS DE ORDEN P, P2, I® Y PQ. 27

Dy es un ejemplo que hace ver en general que no se cumple que st M, N
son subgrupos de G tal que N < M y M <1 G, no necesariamente N < G.

3.5 Grupos de orden p®.

Teorema 108 Cualquier grupo G no abeliano de orden 2° es isomorfo a @
o a Dy

Demostracién. Sea G un grupo no abeliano de orden 8. Si G tiene al
menos un subgrupo S cfclico de orden 4, § = {a), sea b ¢ S tal que 7' = (b).

Si para todo elemento b ¢ S, el orden de bes 2, ya! = ¢, ? = ¢
asi e, a, a2, a3, b, ab, a®bh, a®b, son ocho elementos diferentes de G, por lo
tanto ST = G = {e, a, a?, a3, b, ab, a?, a®b}, como S < G, si ba = ab,
be Z(G), a € Z(G) y G resultaria abeliano, lo cual no puede ser, entonces
ba # ab y en consecuencia b~'ad = ¢®. Tenemos por lo tanto que:

1. G es un grupo no abeliano de orden 8.
2. G estd generado por los elementos a y b.
3. at =0V =1yblab=a"

Por consiguiente G es isomorfo a [Dy.

Si existe b € 5, tal que b es de orden 4, se tiene que G tiene dos subgrupos
SyT deorden 4, con § = {(a) y T = {b), tales que a* = 1, b* = 1 y
G = ST = {e, a, a*, d® b, ab, a®b, a®}. Como § 9 G, b 'ab=10a o
b-lab = a, si blab = a, ab = ba y G resultarfa abeliano, lo cnal es una
contradiccién, por lo tanto b~ 'ab = a3,

Por otro lado | Z (G) | = 2y G/Z (G no es ciclico, ya que de lo contrario ¢
resultarfa abeliano, como |G/Z (G} | = 4, cada elemento de G/Z (G) # Z (G)
es de orden 2, como aesdeordend, a ¢ Z(G)y aZ(G) # Z(HG),
entonces (aZ () =2 (G) por lo que a? € Z(G). Como 6 es de orden 2
y el tinico elemento de G de orden 2 es o esto implica que b* = a*. Por lo

: t_:_mto:

- 1. G es un grupo no abeliano de orden 8.

2. G estd generado por a y b.

————
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3. a'=e b =¢a?=0yblab=2d’.
Por consiguiente G es isomorfo a los cuaternios.

Consideremos ahora G un grupo no abeliano de orden p®, con p un primo
impar. G no contiene ningin elemento de orden p® ya que de lo contrario
G serfa ciclico y en consecuencia abeliano, supongamos que G tiene un
elemento a de orden p?, asi a” = 1. Si A = {a), A < G. Como |A| = p?,
se tiene que |G/A| = p. Sea b € G tal que b ¢ A, luego G/A = (GAb) y
(bAY’ = A, entonces b” € A, como [G: Al =p y A, Ab, AV?, Ab3,. .. AP,
son las diferentes clases laterales derechas de A en G, (G se puede ver como
la unién de estas clases laterales derechas, si = € G, = € AV para alguna 7,
con 0 < j < p—1, lo cual implica que = = ¥, por lo tanto a y b generan
aG. ,
 Como A 4G, blab=a"con 1 <7 <p?—1 yaqueG noes
abeliano, continuando por induccién & Jabi = o™ y bPab® = a™", como
W € A, b Pab’ = a de donde a” = a en consecuencia 7P = 1 (modp?) y
1? = 1 (mod p} . Considerando el teorema de Fermat 7P = 7 (mnod p) por lo
que r = 1 (mod p), para alguna s, escribamos 7 =1+ sp < p* entonces
0<s<p ypis, porlo tanto (s,p) = 1. Como la siguiente congruencia
sz = 1 (mod p) tiene solucién, tomemos 7 > 1, tal que js = 1(mod p), y

bigh? = g7 = q(t+er)i

Como p>j > 2, (1+sp) =1+ jsp -+ p’m,

—i i J i isp+p? j -
biaht = g7 = a(]—!—sp)] = gltisprotm _ Gl4isp _ alt?

Como (j,p) =1,c=b ¢ A, con ¢ 'ac=a'*? asi G estd generado por a y
c y se tiene que ¢? € A. Como ¢ estd en A, ¢ = @, y como ¢ no es de orden
p*, ¢ es de orden p, por lo tanto ¢? = a*P.

 Porotrolado a esdeorden p?* y |Z(G)| =p, porloque a ¢ Z(G)
lo cual implica que aZ(G) # Z{(G) y (aZ(G)) = Z(G), por lo tanto
a? € Z(G).

1 1

Ya que ¢"lac = a'*?, c7latc = """ esto es a¥c = ca(MP) = cata®?,
y considerando que -a? € Z (G) obtenemos:

(Cdj")2 = (CQU) (c’a“) = C((L“C) o' = Ccau(l-i-p)au — 22 qP
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(Cﬂu)a = (Cau) (Cau) clatataPea® = c*a acata"?

— CQGucaua a“PatP — 3au{l+2)a3up
continuando por induccidn,

(ca®)P = Mtz Ho-gu’ . Pt . pour

 ya que1+2+Z“»+---+p~lzlJ%lll es un miiltiplo de p puesto que p
" es impar.

Por lo tanto {ca *)? = ¢Pa™* = 1. Ademds, como b, 'ab; = a® (b~'ad) a ™",
se tiene que si G es un grupo no abeliano de orden p®, conpun primo y a € G,

de orden p?, G estd generado por los elementos a y b los cuales cumplen que:
a” =1, =1yb'ab =a"*?.

Como un dltimo caso supongamos que G no tiene ningun elemento de
orden p?. Como Z(G) es de orden p, pues de lo contrario, si fuera de or-
den p? o mayor, el grupo serfa abeliano, G/Z (G) es un grupo de orden
- p?, (necesariamente abeliano) y no ciclico, por lo que G/Z (@) estd gencra-
do por dos elementos z, y de orden p. Si en el homomorfismo canénico
¥ : G — G/Z(G) se tiene que ¥ (a) = =, y ¥ (b) = y, entonces a? = 1,
P =1 a'btab=a,b]j=c€ Z(G).

G = ({a b} UZ(G)) de hecho si g,h € G, g = a™0’2 con z € Z{G)y
h=a b5 "con £ € Z(G), tendremos que gh = a"ba” b zz,sie = 1,
gh = hg y G resultaria abeliano, entonces c#£ 1y & = 1

~ Como G/Z(G) es abeliano ¢ZhZ = hZaZ, y ahZ = haZ si y sélo si
a v abe Z porloquece Z{G)ycomo |Z(G)| = p, {¢) = Z(G) por lo
tanto G = {a, b, o)y tendremos las siguientes relaciones:

aﬂ:_,l, bf’:'l, e’ =1, ab=bac, ca = ac, cb = be.
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Teorema 109 Sean H y K grupos y ¢ un homomorfismo de K en Aut(H),
stk € K, h € H y denotamos @ (k) h = h* y definimos en G = H x K el
producto (hy, ki) (he, k2) = (hlhg‘ ,kiks), G resulta un grupo con (e, ¢) como

idéntico y ((h‘l)h_l ,k_l) el inverso de (h k).

El grupo G del teorema anterior se llama el producto semidirecto de H
por K reslizado por ¢ y se denota como H v, K.

Siguiendo la notacién del teorema anterior, si h € H, k ¢ K e identifi-
camos (h,1) con h y (1,k) con £k se tiene que khk™! = h¥.

Se puede observar que si ¢ es el homomorfismo-trivial, es decir si A* = h,
para toda h € H, entonces el producto (hy,k:) (ha, kz) = (hihg, kika), ¥
Hwn, K=HxK.

Teorema 110 Dados K, Q grupos y ¢ : Q@ — Aut (K} un homomorfismo,
entonces G =K My, Q) es un producto semidirecto de K por Q realizado por
.

Construccién de grupos de orden p* con p un impar.

Sea p un primo, K = {a,¢) un grupo abeliano elemental de orden p?, sea
@ = (b) un grupo ciclico de orden p. Sea ¢ : @ —» Aut (k) ~ GL(2,p) un

homomorfismo definido por ¢ {6} = [ 1 0

|
Se tiene entonces que a® = ac y ¢® = ¢, el conmutador @®a™' es ¢ y

G = K ®, Q es un grupo de orden p* con G = {a,b,c}, donde a, b y c,
cumplen las siguientes relaciones: -

=1,0=1"=1,c=ab,y [a,b=1=[ch.

Si p esun primo impar, GG es un grupo no-abeliano de orden 8 isomorfo a
- Dg.

Sea p un primo impar, K = (a) un grupo ciclico de orden p?, Q = (z)
un grupo ciclico de orden p. _

El grupo Aut (K) es el producto directo de los subgrupos {8} y {a) de
orden (p—1) y p respectivamente con «{a) = a'*?. (Ver [7], Teorema

Sip: Q@ — Aut(k) es el homomorfismo tal que ¢ (z) = e, entonces
el grupo G = K ™, Q es no abeliano de orden p’ y tienc las siguientes
relaciones: zF =1, 0 =1 y zaz~! = af = al+r.
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3.6 Grupos de orden pq.

Teorema 111 Si G es un grupo de orden pg, con p y q primos y p < q,
entonces G es clelico 6 G no es abeliano

Demostracién. Supéngase que G es un grupo abeliano, sean b € G de
orden p y a € (7 de orden ¢, entonces ¢ = ab es de orden pg y G resulta ser
un grupo ciclico. m

Teorema 112 Sean p y g primos con p < q y G un grupo no abeliano de
orden pg. Sean a € G de orden p y b € G de orden ¢, si K = (a) y H = (),
entonces:

1. HaG. -

2 G=HK

9. HOK = {e}.

x-{. af =e, 0 =e

5 alba=bconl<r<qg-—1.

6. 7P = 1(inod q) y en este caso pl(g—1).

Demostracién. Sean d,b € G, a de orden p ¥ b de orden ¢, como
= (b), H 9 G. Es claro que G = HK, como (p,q) =1, HN K = {e}. Ya

que H <G, aba=b"paraalgunar con 0 <r < g—1,si 7 =0, b seria
~la identidad, si 7 = 1, ba == ab y el grupo resultaria abeliano, por lo tanto

l<r<g-—1.
Demostremos por 1nducc16n sobre m, que & ™ba™ = b™". Para m = 2 :

a"%a? = o (aba)a =a "0"a = (a 'ba) = () = 4"
Si @ ™ba™ = b, |

a:—_rrlz—lbam-fl %_a_l (a._mbdm) a = a—Ibr."'a - ((l—“lba)rm — (b,.),.m _ b,.m+1‘

'_.-Por lo tanto ya que el orden de a es p, para m = p. b = aPbha’ = ¥’ lo
~cual implica que d™"b~1 = e y como el orden de bes g, ¢ | " — 1 entonces

77 =1 (mod g) ypl (g~1). =




CAPITULO 3. GRUPOS DE ORDEN P, P?, PP Y PQ. 32

Corolario 113 Sean p y g primos conp < g. Si G es un grupo de orden pg
ypt{g—1), entonces G es abeliano y por lo tanto ctclico.

SiG=Huva, Ky H=Hx {e}, K = K x {e} entonces se ticne que

o 1. Ha G, K aG,
. 2. HE=G,

3. HAE = {e}.

" Inversamente si G es un grupo, I y K son subgrupos de G y se cumple:
1. HaG, HK =Gy HNnK = {e},

2. Sip: K — Aut(H) es tal que (k) es la conjugacion en H por
k, es decir @(k)h = k"'hk para cada h € H, entonces ¢ es un
homomorfismo, y '

RETE 3.8 G=Hoq, K.
s 4 G ~ G y se dice que G es producto semidirecto de H y K.

En virtud del teorema anterior si pyvgsonprimoscon p<q ypl(g—1),
podemos construir un grupo no abeliano de orden pq.

‘Teorema 114 Séa.n_p y g primos, tal que p < qyp | (9 —1). Enlonces
eziste un grupo no abeliono de orden pq.

. Demostracién. Sean K = {a) es un grupo de orden py H = (b) un
grupo de orden g, entonces los Aut (1) es un grupo ciclico de orden {g — 1).
Sea f ¢ Aut(H) tal que f(b)=b"con 1l <71 <g—1y 1P =1(modgq),
entonces es claro que f es de orden p.

Sea p : K — Aut (H) tal que ¢ (a®) = f*, entonces ¢ es un homomor-
fismo y G = H <, K es un grupo no abeliano de orden pg. m

Se puede proba_r Sl (1 es un grupo no abeliano de orden pg, entonces G,
" es isomorfo-a G. '

—,




Capitulo 4

p-Grupos.

Teorema 115 Sea G un grupo finito y p un ndmero primo. G es un p-grupo
'si y sdlo si el orden de G es una potencia de p.

Teorema 116 Si G es un grupo abeliano de orden |G} y p un primo que
- divide a |G|, entonces G tiene un elemenio de orden p.

Demostracién. Sea G un grupo abeliano y p un primo tal que |G| =
para algin m, con 1 <.m € Z. La demostracion es por induccién sobre m.
Es claro que el primer paso de la induccién es cierto. Tomemos z € G de
“orden ¢ > 1. Si p | t, entonces =/ tiene orden p y el teorema se cumple. Si
p1t, por ser G.un grupo abeliano y (z) <1 ¢, G/(z) es un grupo abeliano de
orden |G|/t = pm/t y m/t debe ser un entero ya que p{ t. Por hip6tesis de
_induccién G/{z) contiene un elemento z de orden p. Como el homomorfismo
- natural ¢ : G = G/{z) es un epimorfismo, existe y € G tal que ¢ (y) = z,
- “de donde el orden dey es un multiplo de p, csto es, ord (y) = k = ps para
- a]guna s € Z. Por lo tanto y*/? tiene orden p y en consecnencia G tiene un
~“elemento de ordenp. ® -

Si G es un grupo a € G,-¢l subconjunto [a] = {zaz~'|z € G} se llama la
. “.clase de con_]ugacujn de a en G. El conjunto formado por todas las clases de
- conjugacién es-una particién de G, entonces G = U [a] Si a es finito y C es

el subconjunto de G formado por un elemento de cada clase de conjugacién
~en G, entonces :

61 = §“| la}| = Z[G Co (a)].

acl acC
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Teorema 117 (De Cauchy). Si G es un grupo finito, y p un primo gque
divide al orden de G, entonces G tiene un elemento de orden p.

Demostracién. Podemos suponer que G no es abeliano. |G| = pm.

La demostracion es por induccién sobre m. Si m = 1, el teorema es cierto.

81z € Z(G), la clase de conjugacion de z en G es [z] = {z}. 51 C es el
subconjunto de G formado por un elemento de cada clase de conjugacién de
G y €' es el subconjunto de G formado por un elemento de cada clase de
conjugacién con més de un elemento, C = Z {(G)UC' y Z (GYNC' = @. Por
lo tanto |G] = |Z(G) ]|+ 3 [G: Cg(a)]. Stz e C’, 1 < |Cq(x)| porque 1,

acC’
x € Co(z) y = # 1, ademds como Cg (z) 5 G porque = ¢ Z (G) se tiene que

1 <|Ce(z)| <|G].Sip]||Ca(x)}, |Cq(z)]| = pk con k < m y por hipttesis
de induccién Cg (z) C G tiene un elemento de orden p. Sup6ngase que para
toda = € €', p { |Ce ()] como |G| = [G: Cg ()] |Ce (z)| ¥y p 1 |Ce ()],
entonces p | [G : Cg ()] para toda z € C'. Como

IG1 =12 (&) + D[ Ca ()]
el
v |Gl, |Ce (z) | son divisibles por p, entonces el |Z (G)| también, por lo
tanto por el teorema anterior el Z (G) C G contiene un elemento de orden p.
||

Teorema 118 5i G # 1 es un p-grupo finito, entonces Z (G) # 1.

Demostracién. Considerando que |G| = |Z(G)| + 2. [G : Ce ()],
|G] = p™ para alguna m > 1 y que p |[G : Ce(x:)] entonces p | |Z (G)|
y dado que |Z (G)| > 1, |Z (G)] es por lo menos p, por lo que debe haber
un elemento £ e tal que z € Z(G). Por lo tanto Z(G) #1. m

Teorema 119 Sea G un p-grupo finito. Si H 5 G entonces H 5 Ng(H) y
cada subgrupo mazximal de G es normal y tiene tndice p.

Teorema 120 §i G es un p-grupo finito con p un ndmero primo, si H <1 GG
y tiene orden p, enlonces H estd contenido en el centro de G.

Demostracién. Como |H| = p, H = {a} para algiin a € G, sabemos que
el mimero de conjugados de a es el fudice de su centralizador y es uno o una
potencia de p. Pero en este caso el mimero de conjugados de a es cuando
més p— 1. Por tanto la tunica posibilidad es el uno. Entonces a € Z (G) y
por lo tanto HC Z(G). m
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Teorema 121 Sea G un grupe y H <1 G. Si tanto H como G/H son p-grupos
entonces G es un p-grupo.

Teorema 122 See G un p-grupo finito de orden p°.
a) 8i0 < k < n, entoneces G contiene un subgrupo normal de orden p*.
b) Si H < G tal que |H| = p°, entonces existe un subgrupo de orden p™*!
2 el cual contiene a H.

Demostracién. (Demostracién de (a) por induccién sobre n.
{ Sin=1, G esdeorden py {1} es el subgrupo de orden p®. Supongamos
: que para alguna k > 1 todo subgrupo de orden p* tiene un subgrupo normal
de orden p*~!. Sea G de orden p**!, como Z (G) # 1 existe un elemento x
! de orden p en Z (G) . Si (z) = H, entonces H <1 G de orden p, por lo tanto
podemos considerar el grupo cociente G/ H y

IG/H| = |GI/|H| = p** [p =",

por hip6tesis de induccién G/H tiene un subgrupo normat M de orden p*~!.

Dado que ¢ : G — G/H es un homomorfisino, entonces por el Teorema
de la Correspondencia existe un subgrupo ¥ de G talque f C N 9 G y

N/H = M pero
p*~! = |M| = |N|/|H| = |N|/p

entonces |N] = p* por lo tanto N es el subgrupo normal de G' de orden p*.
(b) Si H < G tal que |H| = p®, entonces por el primer tcorema de Sylow
H es un subgrupo normal de al menos un subgrupo de orden p**!. =

Lema 123 Seanz,y € G. 5i fanto x como y conmutan con [z, y] , entonces:

: a) |z, y]" =[&", y] = [z, y"] para todan € Z.

i a(n—1)/2

b) (zy)" =y, z] Z™y" para toda n > 0.

Teorema 124 Si G es un p-grupo finito con sdlo un subgrupo de orden p y
mds de un subgrupo ciclico de fndice p, entonces G es isomorfo a Q, el grupo

de los cuaternios.
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Demostracién. Supongamos que ¢ tiene més de dos subgrupos ciclicos
de indice p. Sea A < G, de Indice p, entonces A <4 G. Por consiguiente si
z € G, Az € G/A que es un grupo de orden p y se tiene que z¥ € A. Sean

= {a) y B = (b} distintos subgrupos de G de fndice p. Como A y B son
normales en G, entonces AN B = D es un subgrupo normal de G.

Como A y B son distintos subgrupos normales maximales de G, se tiene
que AB = G, de donde |G : D] = |A}|B|/|AN B||An B| = p*. Entouces G/D
es abeliano y ' < D.

Como G = AB,siz € (7, z = a"b* para alguna r,s € Z, perosiy € D,
y=a" =b" yr =gyparacadaz € G,y ¢ < D < Z(G). Entonces
para cada z, y € G, [y, 2}’ = [v, 2], pero P € D < Z (G}, por lo
que [y,z]’ = 1, y se tiene que {(zy)’ = [y, :v]p(p —1/2 zPyP. Si p es impar, p
divide p(p— 1) /2 y (zy)? = aPy®. Por otro lado si G [p] = {z € G : 27 = 1}

y G? = {27 : = € G}, entonces ambos son subgrupos y [G : G [p]] |G”|.

Por consiguiente |G [p]| = [G: G?} = [G: D)[D : G*) = p?, y G [p] con-
tiene un subgrupo £ de orden p?; que es abeliano elemental, entonces G
contiene més de un subgrupo de orden p, lo cual no puede ser, por lo tanto
p=2.

St p = 2, tencmos queD c? GZ<Z(G) [(G:D) =4 ylya*=1
para toda z, y € G, (zy)* = [v.2]° 2

Como D = {a?) y G* = (a'}, |G[‘7]] =[G:GY=IG:D]|D: G =8
Si G [2] tiene sdlo un subgrupo ciclico de orden 4, entonces contendrfa més
de un elemento de orden 2, lo cual no puede ser, hay por consiguiente dos
subgrupos ciclicos (u} y (v) de orden 4 en G [2]. Si a* # 1, podriamos tomar
() < (a®) < Z(G), y {u)(v) seria un subgrupo abeliano de G, pero (u}{v)
contiene al menos dos elementos de orden 2, lo cual es una contradiccién, por
lo que a = 1, se sigue que como |[D] =2y |G} =8, G es isomorfo a Dg 0 @,
pero @ el grupo de los cuaternios tiene més de un subgrupo de indice 2, por
lo tanto G es isomorfo a los cuaternios. @

Teorema 125 Sea U(Zym) = {[a} € Zom|a es impar}. Sim > 3, enlonces
U (ng) = (["‘I] 3 [5}) jad Z2 X Z2ﬂl—2.

Corolario 126 Sea G un grupo con elementos z, y tales que x tenga orden
27 conm > 3. i = 2%, yry ! = z', entoncest = +1 o L = £14 271,

Teorema 127 Si un p-grupo finito G de orden p* tiene un dnico subgrupo
de orden p, enfonces G es ciclico o G es un grupo cuaternio generalizado.
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Demostracién. (Por induccién sobre n).

Sea p® el orden de G es claro que si n =1 G es un grupo ciclico. Consi-
deremos entonces n > 1 y p un primo impar. Por induccién un subgrupo H
de fndice p es cfclico y no puede haber otro subgrupo de indice p, al menos
que G sean los cuaternios, el cual es un 2-grupo, por lo tanto G sélo tiene
un snbgrupo de fndice p, el cual es maximal, si & no fuese ciclico, {z} es un
subgrupo propio de G para cada z € Gy {z) < H, por lo que G < H lo cual
cs una confradiccién.

Sea G un 2-grupo. Si G es abeliano con un nico subgrupo de orden p,
se tiene que G es ciclico.

Supongamos que G no es abeliano y sea A un subgrupo normal maximal
de G. Como A tiene s6lo un elemento de orden dos, A es ciclico con A = {a).
Ademi4s A tiene fndice 2 ya que de lo contrario si |[G/A| > d y si Ab € G/ A tal
que (Ab)® + e, entonces b* ¢ A. Consideremos H = {a,b?) < {a,b) < G.Si H
es abeliano, entonces &% centraliza A, lo cual es una contradiccion, entonces
H 1o es abeliano y por hipétesis de induccién debe ser la generalizacién de
los cuaternios. Podemos por consiguiente asumir que $ab™? = a~!. Como
(@) < G, bab~! = a’ para alguna 1, y se tiene que:

ol =bab =1t (bab‘l) bl =ba'h = (babﬁl)i = (a‘)f = a.'-?,

con i = —1(mod2?) donde 2° es el orden de a. Nétese que ¢ > 2, para
A £ Z(G). Pero no existe tal congruencia; si e > 3 por el teorema anterior
esta congruencia no tiene solucién; si ¢ = 2, entonees -1 no es un cuadrado
médulo 4, por lo que (Ab)* = e para todo Ab € G/A. Si [G/A] > 4, existen
elementos cy d conc, d, c™'d ¢ Ay con {(a,c}, {(a,d) ¥ {a,c'd) subgrupos
propios de (7, ninguno de elios puede ser abeliano, porque de lo contrario ¢,
d 0 ¢ 1d centralizarfan a A, entonces los tres grupos son la generalizacion de
los cuaternios y como cac™! = a™! = dad™?, ¢7'd € C; (A}, lo cual es una
contradicién, por lo tanto A = {a) tiene fndice dos en G.

Tomemos & € G, tal que $* € {a}, entonces existe r < n — 2 tal que
b? = a¥, si es necesario cambiemos a por otro generador de {a) para obtener
el resultado que deseamos.

Como (a) < G, bab™' = @' para alguna ¢, pero G sélo tiene un elemento
de orden 2, entonces por el corolario anterior { = £1,s1t =1, ab = ba, &
serfa abeliano y en consecuencia ciclico, por lo tanto { = -1y G = {a,b),
donde:

—1 A; —
a® =1, bab ' =a7, B =d".



CAPITULO 4. P-GRUPOS. 38

S6lo falta probar que r = n—2, pero t = —1, entonces 2" = —2" (inod 277},
Io cual implica que 2"+ =0 (mod2*!),porloquer=n—-2. &

Teorema 128 Sea G un grupo finito de orden p®, con p un primo yn 2 3.
Si para alguna m € Z, con 1 < m < n, @ tiene solo un subgrupo de orden
p™, entonces G es ciclico.

Demostracion. Sea U < G tnicodeorden p™, 1 <m < n. Sim=n-—1
cada subgrupo propio de G estd contenido en un subgrupo méaximal! y como
G sélo tiene un subgrupo mdximal si z ¢ U, (z) = G, ya que si (z) S G,
entonces {z) C U lo cual es una contradiceion, por lo tanto G es ciclico. Esto
prueba el teorema para n = 3 y paran > 3 con m = n — 1. Procedamos
ahora por induccién sobre n. Supongamos que 2 < m < n - 1, sea /; un
subgrupo de G de orden p™ ! que contenga a U/, como U es el unico subgrupo
de orden p™ en U/, por hipétesis de induccién, U; es ciclico en consecuencia
U es ciclico.

Luego cada subgrupo de G de orden p o p? esta contenido en un subgrupo
de orden p™, como I/ es el tnico subgrupo de ese orden y es ciclico, entonces
G s6lo tiene un subgrupo de orden p y uno de orden p%, pero un p— grupo que
contenga sélo un subgrupo de orden p es ciclico o un cuaternio generalizado,
y este 1iltimo tiene mds de un subgrupo de orden 2%, por lo tanto G es ciclico.
[ ]

Teorema 129 Sea G un p — grupo. Cada subgrupe de G de orden p? es
ciclico si y solo si G tiene sdlo un subgrupo de orden p.

Demostracién. Supongamos que cada subgrupo de & de orden p? es
clclico y que G fiene dos subgrupos de orden p, como el centro de G es no
trivial uno de los subgrupos de order. p estd contenido en el centro de G, y
el producto de estos dos subgrupos es un subgrupo no ciclico de orden p?, lo
cual es una contradiceion. Por lo tanto G tiene sélo un subgrupo de orden p.

Inversumente, supongamos que  sélo tiene un subgrupo de orden p.

Si G tuviera alguin subgrupo no ciclico de orden p?, entonces G tendrfa al
menos dos subgrupos de orden p, contradiciendo que G sélo tiene uno, por
lo tanto cada subgrupo de G de orden p? es ciclico. @

[,
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Teorema 130 Si G es un grupo de orden p™ con p un primo y para algin m,
con 1 < m < n, todos los subgrupos de G de orden p™ son ciclicos, entonces
G es ciclico, excepto cuando p = 2, m = 2. Fn este dllimo caso G también

puede ser un grupo cuaternio generalizado.

Demostracién. 51 m > 2, como cada subgrupo de & de orden p™ es
ciclico, entonces todo subgrupo de G de orden p? es ciclico. Por lo tanto &
sélo tiene un subgrupo de orden p, lo cual implica que G es ciclico o un grupo
cuaternio generalizado; pero un cuaternio generalizado es un 2-grupo, por lo

tanto si p > 2, G es ciclico. =

ESTA TESIS NO SALY
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Capitulo 5

Nc-grupos finitos .

Definicidn 131 Un grupo G es un Nc — grupo si G no es ciclico y todos
sus subgrupos normales propios son ciclicos.

En este capitulo estudiaremos la clase de los N¢— grupos solubles finitos.

Teorema 132 Sea G un Ne-grupo finito. Si G es nilpotente, cnlonces G es
un p-grupo.

7). ne

Demostracién. Supdngase que |G| = p{'ph? - - - pl» con pr, pa, -+ -, Ps
primos diferentes y s > 1.

Por cada 1 <i < s el p; subgrupo de Sylow de G es normal y por lo
tanto ciclico.

Como G es producto directo de sus subgrupos de Sylow, G resulta ser un
grupo ciclico lo que es un absurdo, por lo tanto s =1 y G es un p-grupo. =B

Corolario 133 Si G es un Ne-grupo finito, entonces G es un p-grupo o G
no es nilpofente.
Un Ne— grupo finito y soluble pertenece a alguna de las siguientes clases:

C, = La clase de los p — grupos abelianos.

C> = La clase de los p — grupos no abelianos.

40
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C3; = La clase de los grupos no nilpotentes.

Teorema 134 Si G es un Ne-grupo finito y soluble, entonces G’ es ciclico.

Demostracién. Como G es soluble, existe N < G tal que G/N es
?4’:

abeliano lo que implica que G' £ G y como G’ ¢s normal en G, entonces G’
es ciclico. m

Teorema 135 Sea G un Ne¢ — grupo finito. 51 G € C, enfonces G es iso-
morfo a Z, x Z, para algin primo p.

Demostracién. Como G es producto directo de subgrupos ciclicos, se
tiene que G es isomorfo a Z, x Z,, porque en caso contrario G tendria un
subgrupo normal propio isomorfo a Z, X Z, que no es ciclico. a

Ei teorema anterior nos dice que los (nicos p — grupos abelianos finitos
que son Nc — grupos son los grupos abeliano elemental de orden p*.

Teorema 136 Sea G un Ne—grupo finito Si G € Cy entonces G es isomorfo
al grupo de los cualernios.

Demostracién. Sea |G| = p® con n > 3. Como G no es ciclico, tiene
al menos dos subgrupos de orden p"~!, que resultan normales en Gy por
consiguiente ciclicos.

7 tiene solo un subgrupo de orden p. En efecto, ya que cada subgrupo
de G de orden p estd contenido en un subgrupo maximal M de orden p**
que es normal y por consiguiente ciclico, se tiene que H < & porque H es
caracteristicoen M y M < G.

Entonces si G tuviera dos subgrupos de orden p, G tendria un subgrupo
normal de orden p? isomorfo a Z, x Z, que no es ciclico. lo que contradice
que G es un NC — grupo.

Como G liene sélo un subgrupo de orden py al menos dos subgrupos de
orden p"~!, G resulta isomorfo al grupo de los cuaternios. =
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Teorema 137 Si G es un Ne-grupo finilo no nilpotente, enionces G liene
sdlo un subgrupo normal mazimal.

Demostracién. Supongamos que G tenga dos subgrupos normales ma-
ximales IV y N, entonces G = NNy y como Ny y Ny sou nilpotentes por
ser ciclicos, se tiene que G es nilpotente, lo cual es una contradiceion, por lo
tanto ¢ tiene sélo un subgrupo normal ma>imal. =

Teorema 138 5i G es un Ne-grupe finito y G € Cs, entonces G/G' es un
p — grupo clclico o abeliano elemental de orden p°, para algiin primo p.

Demostracién. Supdngase que G/C’ no es ciclico. Sea H/G' un sub-
grupo no trivial de G/G’, H/G' < G/G’' lo que implica que H ;J G v como

H es ciclico, H/G' es ciclico, por consiguiente G/G’ es un Ne — grupo finito
y abeliano, por lo tanto G/G’ es isomorfo a Z, x Z,.

Supéngase que G/G'es ciclico y sea N el tnico subgrupo normal maximal
de G, ' < N < Gy [G: N]=p, para algiin primo p.

Como |G/G'| = |G/N| IN/G|, p | |G/G’|. 8i un primo ¢ divide a |G/(],
existe H/G' < G/G' tal que |G/G': H/G'] = ¢. Como H/G' a G/,
entonces H < G y [G: H] = g, lo que implica que # es normal maximal
en G, por lotanto H =N, p=¢q y G/’ resulta un p — grupo. =

Teorema 139 Si G es un Nec-grupo soluble no nilpotente, entonces G es
supersoluble.

Demostracién. Como G’ es ciclico y G7G’ es supersoluble porque es
abeliano, entonces G es supersoluble. m

Teorema 140 G es un Ne-grupo finito, soluble no nilpolenie si y sdlo si G
es una exlension no nilpotente de un grupo ciclico finito N mediante un grupo
ctelico de orden p y N el dnico subgrupo normal mazimal de (.

Demostracién. Supdngase que G es un Ne — grupo finito. soluble no
nilpotente. Sea N el tnico subgrupo normal maximal de G. Como G os
soluble, |G/N| = p con pun primo. Si 7T = G/N, G resulta ser una extension
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no nilpotente de un grupo ciclico finito N mediante el grupo ciclico T de orden
py N el tinico subgrupo normal maximal.

Inversamente, supdngase que N es un grupo ciclico, H un grupo de orden
p con p un primo y sea G un grupo no nilpotente tal que N <« G, G/N ~ H
y que N sea el inico subgrupo normal maximal de .

Como /N y N son solubles, se ciene que G es soluble.

Si -:&J {, entonces B < N y en consecuencia R es ciclico, por lo tanio

GG es un Nc¢ — grupo finito, soluble no nilpotente. ™

Teorema 141 Si G es un Ne-grupo finite, soluble no nilpotente y N el tinico
subgrupo normal mazimal de G, entonces |G/N| es un primo p y p es menor o
igual e todos los divisores primos de | N y menor o igual e todos los divisores

de |G].

Demostracién. Como G es soluble, |G/N} = p con p un primo. Como
G es supersoluble, si p, es el menor primo que divide al orden de G, entonces
G tiene un subgrupo M de fndice p,; que resulta normal en G.

Como |G : M] = p; entonces M es normal maximat, por lo tanto M = N

yps=p m
Teorema 142 @ es un Nc-grupo finilo, soluble no nilpotente si y sdlo si se
cumplen las siguientes dos condiciones:

(1) G es producto semidirecto de un yrupo ciclico M (no trimal que coincide
con el G'), con un p-grupo clclico H y p es un primo tal que p | M.

(i1) P < Z{G), N = MH? = M x H" y N es el iimeo subgrupo normal
mazimal de G.

Demostracion. Sea /¥ el tinico subgrupo normal inaxiinal de G, se tiene
que:

(1) [G : N] = p con p un primo.
(2) G/G’ es un p-grupo {Teorema 135) .
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3) ptiG.
Supongamos que p | |G'). |Gl = p'k, pt k y k > 1. G’ ticne
un subgrupo M de orden k, porque G es ciclico lo que implica que
[G':M]=p". M <G porque M car G' y G' < G.
Como G/G' ~ G/M /G'{M y tante G/G’ como G’'/M son p—grupos
se tiene que G/M es un p-grupo.
Ya que G/M tiene un tinico subgrupo normal maximal, G/M es ciclico
lo que implicaque &' < M y M =(G".
Como k = [M| =G| v ptk, es decir, p{ |G| se tiene una contradic-
cién porque habfamos supuesto que p | {G'}.

(4) G =G'H.

Sea H un p--subgrupo de Sylow de G. Como |G/G’| =P, |G| = |G'|p*
yeomo pt|G'],G=GH. Yaque (' <« Gy G NH= {1}, Gesel
producto semidirecto de G’ por H.

(56) H es un p—grupo ciclico.
Como G/G' es ciclico y

G GH _H

e ~ = H
€4 &4 G'nH !

se tiene que H es ciclico.

(6) H? < Z ().

En efecto como H es ciclico, H? < Cg (H), ademds, H” < N porque
[G:N] =p,ycomo G < N por ser N el tinico subgrupo normal
maximal de G, se tiene que H? < U (G'}). Como G = G'H. entonces
HP < Cp (G) = Z(G).

(7) N =G'HP = G' x HP.
Como G’ y HP son normales en G, entonces G'HP < (' y va que
G'nH ={1},
iG'Hi_ IG'H|  |H]| _lﬁ_ B
GHY " [GrHY) [He] ER TP

fr
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porque H es cielico, por lo tanto [G: G'HP] = p y como G'H? < N,
entonces N = G'H? = (' x HP.

Hemos demostrado que si G es un Ne-grupo finito, soluble no nilpo-
tente, entonces se cumple (7) y (i) .

Inversamente, supongamos que se cumplen (i) y (2).

Como el p-subgrupo de Sylow H de G no estd contenido en N, H no es
normal en G y por lo tanto & no es nilpofente.

Como G/N y N son solubles. G es soluble.

Sea R < G, entonces B < N ya que N es el iinico subgrupo normal
maximal de G y como N = G' x H¥, se tiene que R es ciclico, por lo tanto

G es un Nc-grupo. 8

Un ejemplo de un Nc-grupo finito, soluble no nilpotente es el grupo de
todas las permutaciones del conjunto A = {1,2,3}, denotado por S3. De
hecho sip y g son primos conp>¢q y ¢f{p—1), el grupo no abeliano de
orden pg es un N¢ — grupo.
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