UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

QUINTAESENCIA: UN MODELO PARA EXPLICAR
LA EXPANSION ACELERADA DEL UNIVERSO

T E S | S
QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE
e F | S i C (0]
P R E S8 E N T A

o CHRISTIAN,STEPHAN-OTTO ATTOLIN!

DIRECTOR DE TESIS:

DR. AXEL DE LA MACORRA PETTERSSON.

<0108 £
s M

.

%
‘/.
5

; CIAS 2001
FACULTAD DE CIEN
SECCION ESCOLAR
ION E5Y

———



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



VERADAD NACJONAL
AVEN"MA DE
MEIXICO

M. EN C. ELENA DE OTEYZA DE OTEYZA
Jefa de la Divisién de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presenle

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis:
"Quintaesencia: un modelo para explicar ia expansidén acelerada del universo"

realizado por  STEPHAN-OTTQ ATTOLINI CHRISTIAN
con ndimero de cuenta 95504403 , pasante de la carrera de Fisica.

Dicho trabajo cuenta con nucstro voto aprobatorio.

Atentamente

Director de Tesis

Propictario
DR. AXEL DE LA MACORRA PETTERSON QA<
Propietario )

DRA. DEBORAH DULTZIN KESSLER
Propictario

DR. HERNANDO QUEVEDO CUBILLOS
Suplente

DR. GADRIEL GERMAN VELARDE

Suplente
DR. MANUEL TORRES LABANSAT

Consejo Departamental de Fisica

:é"&b“w“ lh !m“%\ T LIlIYCIAS
DRA. PATRICIT@M@N‘ME‘N [ ———

Coordinadora de Licenciatura PR




Quintaesencia: un Modelo para Explicar la

Expansion Acelerada del Universo.

Christian Stephan-Otto Attolini

22 de Junio de 2001



Dedicatoria

A mi hermana Camille y mis papds Amalia y Erwin, por hacerme sentir tan querido.
A mis abuelas Nani y Oma, por su carifio.
A Diego, Nacho y Santiago. Por su ternura, su comprensién y su compaiifa.

A los amigos de la facultad: Enrico, Juan, Julio, Javi, Pablo, Luis, Laurita, Maite,
Raxl, Ttzam, Ivén, Oliva, Benjamin, Horacio, Nettel, Adolfo, Pepe, Tathali, Birbara,
Daniel, Lorenza, Liliana, Alexis, Gustavo, Isabel, Carlos y Gabo; por todo lo que no

tiene que ver con la ciencia.

A Diego Durazo, Roberto Moreno, Susana Salinas, Clyde Sdnchez, Pivel Ramirez,
Antia Halpert, Yossi Maaravi, Nieves Ehrenberg y Gustavo Rugeles.

A los grupos Burbusodas, Liquit’s e Iguaz, por hacerme parte.

A FErika, Ivonne, Beatriz y José Alejandro Attolini.

A mi padrino Enrique Fernéndez.

A Francisco Herndndez Acevedo, por las clases que me hicieron dedicarme a la fisica.

A Mayra.



Agradecimientos

Agradezco especialmente al doctor Axel de la Macorra, por sus ensefianzas y apoyo.

A los doctores Deborah Dultzin, Hernando Quevedo, Gabrie]l Germén v
Mamuel Torres. Por la atencidn prestada y las valiosas contribuciones que hicieron

de ésta una mejor tesis.

Este trabajo se llevé a cabo dentro del proyecto 3275P-E del Consejo Nacional de
Ciencia y Tecnologfa, al cual agradezco por haberme becado como tesista dentro de

dicho proyecto.



Indice General

Dedicatoria
Agradecimientos

indice General

fndice de Figuras

fndice de Tablas
Introduccién

1 Observables Cosmolégicas

2 Relatividad General
2.1 EcuacidndeEinstein . . . . .. ... . .. . o e
2.2 FEcuacionesde Movimiento . . . . . ... .. ... ... .. . 0oL
23 BouacibndeEstado . . . .. .. ... L e

24 SoluCiones . . . . .. . e e e e e e e e e

3 Constante Cosmolégica
3.1 Propiedadesdeun Universoeon A. . . . . . . .. ... ... ... . ...,

3.2 Universo con un Término de Constante Cosmolégica no Constante

il

i

vii

15
15
16
17

18

10
20
21



4 Campos Escalares
41 Ecuacidnde Campo. . . . . . v o i e e e e e e e e

4.2 Tensor de Bnergia-Momento . . . . .. .. ... .ottt

5 Quintaesencia
5.1 Ecuaciones para Quintaesencia . . . . . .. . . ... ... ...

52 Femomenmologia . .. ......... ... .. ... . o .

6 Modelos con V o X
6.1 Motivacién para un potencial ¥V o< L
6.2 Andlisis cualitativodel sistema . . .. .. ... L. Lo oL
621 ElAndlisis. . . . .. ... . ... e e
6.2.2 Redefinicién de algunos pardmetros . . . .. .. ... . ... ...,
6.3 Restricciones fisicas sobre los potenciales . . . . .. ... ... ... ....
6.4 Ejemplos numéricos de algunos potencialeseconn>0 . . . ... ... ...
6.4.1 Comportamientoconn=1 ... ...................
i

6.4.2 Comportamientoconn=% .. ... .. .. ... ..........

6.4.3 Comportamientoconn=2% ... ...................

7 Conclusiones
7.1 Panorama Cosmolgico . . . . . . . . . L i e e e e e

7.2 Un Modelode Quintaesencia . . . . .. . .. .. .. ...

A Apéndice A
A.l Ecuaciones de RodamientoLento . . . . .. .. .. .. ... .. ......
A.2 Obtencién de las Condiciones de Inflacién . . . . . .. .. .. ... .. ..
A.3 Inflacidén a Partir del RodamientoLento . . . . .. .. ... ... .....

Ad Obtencidnde N(2) ... . ... . . ... . . . .

24
24
25

27
27
28

33
34
35
35
38
39
42
42
51
52

o7
57
58



B Apéndice B 63

B.1 Obtencién de la FEcuacidn de Campo’ . . &« . v v v i it it v e et e 63
B.2 Obtencién del Tensor de Energla-Momento . . . .. .. ... .. ...... 64
C Apéndice C 65
Cl Perfodo I. . . . .. e e e e e e e e e 66
C2 Perfodo II . . . . . . .. . . e e e e 67
C3 PerfodoIII. . . . . . .. . . . . e 69
Cd Perfodo IV . . . . . . . . . e e 69
D Apéndice D 71
1



Indice de Figuras

1.1

1.2

1.3
1.4

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10
6.11
6.12
6.13
6.14

Datos de BOOMERANG que apuntan hacia un universo plano. . . . . . . 9
Los datos de BOOMERANG y MAXIMA junto con las simulaciones para

un universo cerrado, planooabierto. . . . ... ... .. Lo L. 16
Restricciones sobre €3, y Qs desupernovas. . . . . .. ... ... .. 11
Tridngulo de vadores O, Qe ¥ Qa- - - o o o 0 c 0 00 13
Perfodos caracterizados por el desarrollode O, . . . . . . . ... ... ... 36
Rango de aceleracidn del universo. . . . . . . . . .. . ... oL, 39
Planofasez —yparan=1 ... ... .. ... ... .. .. 43
Qovs. Neonn=1. ... ... ... it 44
Evolucibn dez paran=1.. . ...« . .« v+ . e e Ve e e . 45
Bvolucién delnz paran=1. .. .. ... ... . ... ... 45
Evolucidndeyg para = 1. . . . .« 0 v i i e e e e e e e e e e 46
Evolucidndelnyparame=1.. . . . . . . . . Lottt i 46
Evolucibnde H/H; paran=1. . . . . .« . i i i i i it i iie v e 47
Evolucibn deIm{H/H;)paran=1 . . ...« .. .. v v, 47
Bwlucidnde e paran=1.. ... . . ..« . .., 48
Evolucibn de v, paran=1. . . . . .. . . .. ... ... v 49
Bvolucidn de A para = 1. . . . . ¢ v o v i e e e e e e e e e 49
Bvolucidnde L/ A paran=1. . ... ... ... .. .. .. i uuie..n 30

vi



6.15 Evolucin del sistema con n = 1 para distintas condiciones iniciales. . . .. 51

BB Wep VE. T« o v i i e e e e e e e e 54
B.17 Wy VB, T o v o i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 54
.18 wy ve. Sy . L e e e e 55
6.19 Evolucién de las constantes de acoplamiento. . . . . . . .. . .. ... ... 56

vii



Indice de Tablas

1.1 Valores experimentalespara 2, y 24 - . - . . . . ... Lo 8
6.1 Soluciones numéricas para distintasn. . . ... .. ... ... ... .. .. 41
6.2 Soluciones permitidas par Hy y S2e0 con z; fija y y; variable para n=1. . . . 51
6.3 Solucién numéricacon n=18/7. . . .. . . .. . ... 52
6.4 Solucién muméricaconm=2/3. . . ... ... ... Lo 53

6.5 Soluciones permitidas por Hy y (e con z; fija y y; variable para n=2/3. . &3

D1 nentérminosde N, Npyw. . .. ... .. o o 72

viii



Introduccion

Nuestro universo cambia constantemente, a todas las escalas y en una gran variedad de
formas. Es por medio de la ciencia que la humanidad ha aprendido sobre esta gama
de cambios, satisfaciendo una curicsidad natural y a la vez generando conocimiento. El
saber mds sobre su entorno ha ayudado al hombre a mejorar su existencia y a entenderse
de manera mds completa, sin embargo, su curiosidad parece no tener limites, al abordar
temas como la naturaleza de los constituyentes de la materia o el nacimiento y la vida
del universo. Aungue involucran preguntas antiguas, los temas anteriores son totalmente
vigentes en la actualidad y, por lo visto, lo serdn por mucho tiempo. Los griegos supusieron
que la materia se componia de cuatro elementos: agua, tierra, fuego y aire; lo cual muestra
que ya se preguntaban sobre la primera de las cuestiones anteriores. Recordemos también
que algunas cosmogonfas, como la maya o la hindd, son ejemplo de cémo el hombre se ha
contestado preguntas sobre el origen y la evolucién del universo.

Vivimos una época en la que la ciencia avanza velozmente en todas sus ramas. La
tecnologia le proporciona contfneamente datos junte con nuevas formas de andlisis y man-
eras de comunicar los resultados de una investigacién. Asi que el nuestro es un momento
importante, pues las condiciones favorecen la solucién de problemas en la frontera del
conocimiento. El caso de la cosmologia es un ejemplo claro, pues recibe constantemente
informacién proveniente de las observaciones astrondmicas y con ésta desarrolla nuevas
teorias, a la vez que verifica las existentes. Esta informacién experimental puede ser, por
ejemplo, Ja dada en forma de mapeos en diferentes longitudes de onda. Desde el mapeo
en microondas del fondo de radiacién ¢dsmico hasta las observaciones de radiacién vy, que

hablan de eventos extremadamente energéticos.

La cosmologfa tiene como pilar el modelo del big bang (gran explosién), también

llamado modelo estdndar de la cosmologia. El cual propone que el universo se encuentra



en expansiém y, por extrapolacién sobre esta caracteristica, que tuvo comienzo en una
singularidad en donde se concentraba toda la energia que lo constituye. El astrénomo
Edwin P. Hubble fue el primero en cuantificar la razén entre la velocidad a la que se
alejan los objetos celestes y su distancia a la tierra, la cual resultd ser una constante (ley
de Hubble). Este dio la pista del universo en expansién ya que, como en un pastel en el
que se alejan las pasas unas de otras al inflarse en el horno, los objetos celestes ubicados en
todas direcciones con respecto a la tierra, presentan un corrimiento al rojo que indica su
alejamiento. Adem4s, al tener una ley vélida en todas las direcciones, tenemos una razén
para pensar en la isotropfa y homogeneidad del universo. Evidencias de otros tipos son
también indicios de que esta conclusién es correcta. Por ejemplo, las fluctuaciones, con
respecto a la posicidn, del fondo de radiacién cosmico en microondas, que son menores a
una parte en 10°. Por lo anterior podemos decir que nuestro universo es adecuadamente
descrito por un modelo que tome en cuenta la expansién, la homogeneidad a gran escala

¥ la isotropia.

E! modelo cosmolégico estdndar presenta, ademds de importantes logros, ciertos
problemas. Entre ellos se encuentran el de la curvatura y los del horizonte, la homo-
geneidad y Ia sobreproduccién de monopolos, entre otros. La problemdtica antes descrita
ha propiciado la formulacién de modelos complementarios al estindar. Tenemos como
ejemplo a los modelos que incorporan distintos agentes que modifican la densidad total
de energfa de una manera tal que la dindmica del universo se ve afectada. Uno de éstos
es el modelo inflacionario, cuyas propiedades se describen en la seccién 3.2. Este modelo
tiene, como principal caracterfstica, el propiciar un crecimiento exponencial del factor
de escala durante una etapa temprana del universo gracias a la presencia de un campo
escalar, el modelo estdndar no es desechado sino tomado como base por lo que ambos son
equivalentes en etapas posteriores. Gracias a la inflacién se logran resolver algunos de los
problemas del modelo esténdar como el de la curvatura o el del horizonte.

Otro ejemplo es el modelo que considera un término asociado al vacio de cardcter
constante llamado consiante cosmoldgica. Este término propiciard un cambio en las ecua-
ciones que rigen el comportamiento del universo, de tal forma que el factor de escala
presentard un desarrollo distinto al que tiene en el modelo estdndar, ya sea sufriendo una
aceleracidn positiva o un cambio nulo. Este comportamiento no es posible al considerar

inicamente los campos de radiacién y materia tomados en cuenta por el modelo estdndar,



La constante cosmolégica surgié del requerimiento de un universo estdtico (capftulo 3).
Sin embargo, las observaciones de objetos celestes con corrimiento al rojo descartan esta
posibilidad. Existen evidencias recientes de que el término asociado al vacfo podria con-
tribuir de forma significativa a la densidad total del universo siendo la contribucién de
dicho término de aproximadamente 7/10 del total [1, 2]). No obstante, los mecanistmos que
suponemos se dieron en la etapa de nucleosintesis restringen la densidad asociada al vacfo
a un valor muy por debajo de la densidad asociada a la materia en esa época, de hecho
se tiene como limite 1/10 [3, 4]. Entonces nos encontramos con una incongruencia, ya
que aun cuando la constante cosmoldgica tuviera la magnitud de la densidad critica, este
valor es 120 érdenes de magnitud menor que la masa de Planck, la cual podria suponerse
da la escala “natural” que esperariamos para una constante fundamental. Queda abierta
la opcidén de que la energfa asociada al vacio provenga de un término dependiente del
tiempo, el cual podria ser originalmente del orden de 1z masa de Planck, despreciable en

la etapa de nucleosintesis y de magnitud considerable actualmente.

Como ejemplo de lo anterior contamos con ciertos modelos que incluyen, ademds de
los campos considerados en el maodelo estdndar, un campo escalar ¢ distribuido de forma
homogénea en el universo. Este campo se desarrolla segiin un potencial de autointeraccién
y estd acoplado solamente de forma gravitacional a los otros campos presentes. Los
anteriores son los llamados modelos de guintaesencia y tendrdn como consecuencia el
afectar la dindmica del universo. Tomaremos enr cuenta que un campo puede adquirir
propiedades de autointeraccién como efecto de una transicién de fase. Asf es posible que
el campo escalar que nos Interesa aparezca en cualquier momntento de la vida del universo.
Este proceso tendrd una escala de energfa caracteristica de la transicidn de fase que lo

provocd.

En este trabajo se presenta un modelo de quintaesencia con las caracterfsticas nece-
sarias para cumplir con las restricciones dadas por observaciones recientes que implican
que el universo es dominado por energia tipo vacio ¥ que se expande acelersdamente. En
un principio el campo escalar tendréd una densidad de energfa considerable comparada
con la critica, luego entrard a una etapa en donde dicha densidad es despreciable, la cual
llamaremos efapa de escalamiento y que incluird el proceso de nucleosintesis cumpliendo
con su restriccién. Finalmente a densidad crecerd hasta el valor 7/10 sugerido por las

observaciones, generando una aceleracién positiva del universo.



El presente texto se encuentra organizado de la siguiente manera: después de la
Introduccién tenemos el capitulo 1, en donde se habla de las observables cosmolégicas
que describen el estado del universo, el cual resulta ser muy parecido a uno plano que
se expande aceleradamente y es homogéneo e isotrdpico. En dicho capftulo también se

mencionan fos problemas del modelo estdndar de Ia cosmologia.

En ¢l capitulo 2 se establecen las ecuaciones de movimiento que relacionan la ge-
ometria del espacio-tiempo con €l el tensor de energia-momento correspondiente a los
campos presentes en el universo. También se introduce la ecuacién de estade que da la
relacién entre la presién y la densidad de un fiufdo perfecto que supondremos llena el uni-
verso. Después se muestran algunas soluciones del sistema de ecuaciones, gjemplificando

las distintas evoluciones del universo que se dan al cambiar su composicién.

En el capftulo 3 se habla de la motivacién para incluir un término tipo constante
cosmoldgica asf como de las propiedades de un universo en el que éste estd, presente. Tam-
bién se muestra la dindmica dada por un término similar pero dependiente del tiempo, el
cual estarfa asociado 2 un campo escalar con potencial de autointeraccién. Se determi-
nan las condiciones para que éste genere una expansién acelerada del universo, dando las

caracteristicas de los modelos inflacionarios.

La ecuacién de campo de uno escalar es presentada en el capitulo 4, también se
muestra el tensor de energia-momento y la ecuacién de estado que describen el desarrolle

cosmoldgice de un campo escalar.

En el capftulo 5 se describen los distintos modelos de quintaesencia segiin su compor-
tamiento, dado por las ecuaciones diferenciales que los rigen, que son a la vez establecidas
en dicho capitulo. Ei pardmetro variable A serd de utilidad en Ia clasificacién de los mode-

los ¥ nos dard uns pista para la seleccidn del modelo especifico con el que trabajaremos.

De los modelos de quintaesencia se elige el correspondiente a un potencial de autoin-
teraccion V = AM" 420 con n > 0, las constantes AJ*" y » serdn explicadas en la
seccién 6.4.2. Este modelo tiene la cualidad de actuar como la energfa asociada al vacfo
requerida para tiempos grandes, ademds de ser casi imperceptible en etapas previas, lo
cual lo hard compatible con nucleosintesis. En el capitulo 6 presentamos las motivaciones
para estos modelos, luego se describen sus propiedades al hacer un anélisis cualitativo de

las ecuaciones de quintaesencia para este caso particular. Después se enumeran las res-



tricciones de cardcter fisico sobre los potenciales de esta forma, por tltimo presentamos

ejemplos numéricos con distintas n.

En el capitulo 7 se encueniran las conclusiones generales acompaiiadas de un breve

resumen sobre la situacidn actual de la cosmologia.

Los apéndices muestran procedimientos que por claridad no son incluidos en el texto.



Capitulo 1
Observables Cosmoldgicas

Existen diferentes tipos de observables que nos dan informacidn sobre la historia y es-
tructura del universo. Estas son las llamadas observables cosmoldgicas y en base a ellas
es que las implicaciones tedricas son comprobadas. Hemos mencionado ya el fondo de
radiacién en microondas, que es el remanente de una etapa del universo en la cual sus
constituyentes se encontraban en equilibrio térmico debido a la alta taza de interaccién
predominante. También tenemos informacién sobre fondos de otras naturalezas como el
fondo en infrarrojo, de rayos X y de radiacidn «v, entre otros. La expansién del universo es
otra de ellas. Las densidades relstivas entre materia, radiacién, materia oscura, etc. son
también cuantificadas. Otros datos con importancia para la cosmologia son la abundancia
de elementos ligeros (D, *He, *He, " Li, etc.); la proporcién entre bariones y fotones (n, el
nimero baridnico) y la distribucién de la materia a diferentes escalas (galaxias, ctimulos,

supercimulos, etc.).

En ¢l modelo del big bang es posible caracterizar la evolucidn del universo segiin
la energia promedio. En un principio existe una situacién extremadamente energética,
por lo que la materiz es inestable y entonces es la radiacién la que predomina como
constituyenie del universo. Al expandirse éste la densidad de energfa de sus componentes

-4
se diluye, la radiacién lo hace de la forma: p,. = pyo (o—“o—) mientras que para la materia

tenemos: pm = Pmo ( %) {esto se explicard en el capitulo 2). Al diluirse la materia més
lentamente que la radiacién llega un momento en que la primera domina la densidad total

de energia, esto después del punto en el cual las dos densidades de energia se iguslan y



que denominaremos con el subindice r = m (por ejemplo, la densidad de energia queda

definida por py~m para dicho punto).

Podemos definir varios pardmetros para describir el estado del universo. Estos son
los llamados pardmetros cosmoldgicos, que contardn con el subindice 0 al representar su
valor actual y entre los cuales estédn:

e Pardmetro de Hubble: definido por H = ;%% en donde a(t) es el factor de escala que
se presenta en la ecuacién {2.2). Hubble encontré una constante al estudiar este
pardmetro, sin embarge, el analisis de lag observaciones actuales conlleva a dudar

del cardcter constante de éste, lo cual debe ser tomado en cuenta en los modelos

tedricos. El valor obienido de las 1iltimas observaciones es Hy = 100h¢—"8— prY; Mpc con
hg = 0.71 = (.07 segiin [5].
¢ Pardmetro de desaceleracidn: estd definido por ¢ = —a—g}a@ y es positivo &i el

universo tiene una aceleracién negativa y negativo si la aceleracidn es positiva.

e Pardmetro de densidad: denominado §2 es el valor que surge al comparar la densidad
total a la correspondiente a un universo plano, llamada critica. Est4 dado por la
expresién 2 = £, en donde p = 3 o5 exactamente la densidad critica. SiQ > 1
el universo es cermdo (k= 1), 51 £ < 1 el universo es abierto (k=—-1) ysiQ =1
el universo es plano (k = 0). Existen indicaciones tedricas que nos hacen pensar en
que no es solamente la materia (asociada a una ,,) quien contribuye, sino que hay
diversas posibilidades como uns aportacién debida a la constante cosmoldgica 24,
esto para explicar la preferencia por una 2 = 1 sefialada por razonamientos teéricos
y, Yltimamente, por evidencias arrojadas por los experimentos BOOMERANG y
MAXIMA-1 [5).

Si los pardmetros mencionados son conocidos entonces podemos calcular cantidades
como la edad del universo o caracteristicas como si éste es plano, cerrado ¢ abierto.
Entonces ia fenomenologia que surge de la relatividad general estard determinada. Sin
embargo la precisién de los experimentos actuales es insuficiente para descartar a alguno
de los modelos existentes, por ejemplo: en el caso de {2 se tiene un rango amplio de valores
al haber varios métodos para calcular el valor actual de dicho pardmetro. De [6] podemos

extraer algunos de los rangos obtenidos para presentar la siguiente tabla;



| Método e 2
Hy vs. = < 0.7
diagrama de Hubble con SNe Ia | < 0.3 ~ 0.7
densidad de luminosidad xM/L | 0.1-0.4
fraccién bariénica 0.15-0.35
evolucién de ctimulos ~z 0.3
pico actstico CBR. (1 4 0.12)-0, (1 + 0.12)-Q,
lentes gravitacionales < 0.8
recuento 0.15-0.45 {k = ~1)
0.2-0.4 {k = 0)
0.6-0.8

Tabla 1.1: Valores experimentales para €, y (4

de agui podemos ver que los experimentos favorecen una § formada por £, =
0.2—-0.4y 24 = 0.6 — 0.8 para un universo plano. Esto nos lleva a pensar en la posible
existencia de una densidad de energia asociada al vacic cuya aportacién a la densidad
total es distinta de cero, lo cual tendrd importantes consecuencias sobre la dindmica del

universo.

Hablemos ahora de los resultados de experimnentos que han sido desarrollados con el

fin de esclarecer las interrogativas sobre (0.

La radiacién de fondo en microondas puede ser analizada mediante su espectro an-
gular de intensidad, asi es posible determinar de qué manera se encuentra distribuida la
materia en el espacio y comparar con las predicciones provenientes de los diferentes mo-
delos existentes. Un universo abierto propiciard estructuras aparentes més pequefias que
uno plano, puesto que las geodésicas en este caso son divergentes. En cambio el universo
cerrado tendrfa como huella estructuras aparentes de mayor magnitud por la convergen-
cia de sus geodésicas. Esto es mostrado en la figura 1.1 que toma en cuenta los datos
experimentales de BOOMERANG y los compara con simulaciones, de ella se infiere que

el universo es muy parecido a uno plano.

El anélisis de la anisotropia del espectro de intensidad puede hacerse mediante la
expansién del mismo en armdnicos esféricos [8]. Si consideramos a e como el vector que



25°
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Figura 1.1: Aqui se comparan los datos de BOOMERANG con las simulaciones para un universo
cerrado, plano o abierto (caracterizados por superficies correspondientes a cada geometria). Las
distancias entre las estructuras aparentes en la observacién experimental son del orden de 1° ¥
se asernejan mds al simulacién del universo planc ubicado en la parte central inferior. La imagen
fue extrafda de [7].

define la direccidn de observacidn llegamos a la siguiente expresidn:

6_?9 = ;atmytm(e)' (1'1)

La relacién entre el orden £ de un multipolo y la escala angular es aproximadamente
# 2 1/¢ (con # en radiznes). Los modelos tedricos indican la presencia del pico actstico
principal en £,,c, ~ 380 para un universo abierto (Q, = 0.35, 24 = 0}, £pico ~ 220 para
uno plano (§1,, = 0.35, 2 = 0.65) ¥ £pico ~ 130 para uno cerrado (2, = 0.35, Qp = 95),

lano
co

m+
ponde al pico actstico principal para universo plano [9). En la figura 1.2 identificamos

entonces al valor experimental £, obtenido de BOOMERANG y MAXIMA como uno
que implica un universo plano [10]. Un anélisis reciente de los datos de BOOMERANG

ano

esto es consecuencia de la expresién aproximada £, ~ — en donde £, colTes-

apunta hacta el valor £,,,213* 13 [11], quedando inclufdo el valor £, ~ 220 asociado al

universo plano. Es importante remarcar que el modelo plane es consistente con el modelo
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inflacionario {12}, del cual hablaremos posteriormente y que propone soluciones exitosas

a los problemas del horizonte y de la curvatura que en breve presentaremos.

8000 T T Y T T T v
----- Modeio Abierte  Ipico=380 {Im=0.35 {2a=0.00 h=0.65
i Modelo Cerrado  Ipico=130 Q2m=0.35 QA=0.95 h=0.654
——ModeioPlano  lpico=220 Dm=0.35 {la=0 65 h=0.65
6000 | ©  Boomerang%7 ]

B Boomerang98
O Maxima-1

Figura 1.2: Los datos de BOOMERANG y MAXIMA junto con las simulaciones para un

universo cerrado, plano o abierto. La imagen fue extraida de {10].

Las observaciones de supernovas con alto corrimiento al rojo proporcionan un método
para determinar si el universo se expande aceleradamente (1, 2. Este consiste en comparar
la relacion entre la distancia (calculada a partir del inverso de la magnitud aparente) con
el corrimiento al rojo, para supernovas lejanas, frente a la misma relacién para supernovas
cercanas. Esto se hace mediante un pardmetro ¢ con d = distencia y z = corrimiento ol
rojo. Si una estrella lejana presenta un valor mayor para este cociente que el encontrado
en las cercanas, quiere decir que ha habido una aceleracién positiva, puesto que el universo
se expandié con menor velocidad en tiempos pasados. Lo anterior es debido a que la luz
proveniente de una supernova con z mayor partié de la fuente en un pasado més lejano.
Las distancias d encontradas por uno de los grupos que se han dedicado a recopilar este
tipo de datos son 10 a 15% mds grandes que lo esperado en un universo con densidad
de materia correspondiente a £, = 0.2 sin presencia de la energfa del vacfo [1}. Los
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resultados encontrados por otro grupo restringen los valores tanto de ), como de {14, lo

cual se ve en la figura 1.3.

<
a
0 = agsariens |
? eveniual recolaps
Universo o%
1l pl;&:ig c(:)on - %,
0 1 2 3
Qpm

Figura 1.3: La restriccién generada por las observaciones de supernovas, con corrimiento al rojo
entre 0.35 y 0.85, sobre el plano 2y, — 24 es ilugtrada en esta gréfica. Al tomar en cuenta la
condicién de un universo plano encontramos una lfnea de confianza en que Q) =~ 0.3 y f2,, = 0.3.
También es importante notar que el universo planc sin contribucién del vacfo 24 = ¢ queda

descartado para este método. La irnagen fue extraida de [2].

Observacién de ctimulos de galaxias: existen tres tipos de observaciones de este tipo
que ayudan a determinar la densidad de materia [9], en el primero se mide la razén entre
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masa y luminosidad de }a muestra més grande posible {ciimulos de galaxias hasta ahors)
para luego muitiplicar por la luminosidad total del universo. El tamafio de los cimuloy
considerados ha sido de 1 — 2 Mpc de radio con masas del orden de 2 ~ 10 x 10" masas
solares. El segundo es el de la razdn entre la densidad de bariones y la densidad total de
masa. Lo que se hace es comparar el total de cantidad de materia interestelar (emisora
de rayos X) y materia estelar (luminica) con el total de la masa presente en un cémulo.
Después se toma en cuenta la cota sobre el pardmetro de densidad de bariones dada por
el modelo estdndar del big bang (5 = 0.045) para que al obtener la observacién de
;—;f se tenga el pardmetro de densidad para materia. Un tercer tipo es el que compara
la cantidad de cimulos observada a distancias grandes {corrimientos al rojo de z = 1)
con la observada a distancias pequefias. Si el universo es dominade por masa (Q,; ~ 1)
presentard mayor rapidez en la evolucién de la densidad de cimulos. Sin embargo, los
resultados experimentales muestran poca diferencia entre la densidad de cimulos en z =2 (
y en z = 1, lo cual implica que el universo tiene una densidad de masa menor a la
correspondiente a Q,, = 1. De los resultados obtenidos tras utilizar las tres técmicas

anteriores se infiere {1, =~ 1, la tabla 1.1, muestra dichos resultades.
3

Para resumir lo anterior es posible referirnos al llamado fridngulo cdsmico que co-
rrefaciona en [a misma gréfica a tres de los posibles componentes de ©: un término
geométrico ({y = -(a—(t‘)%},), un término correspondiente a la densidad de materis (£, =
8—".:—?,%!1) ¥ un término que representa a la energfa del vacio (fis = 3%;), esto considerando
£ + O + 24 = 1 que es consecuencia de la llamada ecuacién de Friedmann (2.4) que se
presentard en el capitulo 2. En la Figura 1.4 se muestra lo obtenido al reunir resultados

de la radiacién de fondo en microondas, cimules y supernovas lejanas.

Del andlisis de tales observaciones se induce que el nuestro es un universo con ge-
ometrfa plana £, = 0, a la vez que se ve la consistencia con los resultados de la tabla
para m ¥ 2, (tabla 1.1).

Las observables cosmoldgicas determinan el estado del universo para distintas etapas,
sin embargo, no todas las observaciones encuentran explicacidn en el modelo estdndar de la
cosmologia. Este tiene en su haber importantes logros, ya que explica de manera elegante
varias de las caracterfsticas de nuestro universo, pero fracasa en la explicacién de ciertas

cuestiones, mencionaremos algunas de éstas [13, 14]:
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Figura 1.4: Aqui se muestran las regiones permitidas para 1 = {2, + 82 + $24 tras el andlisis de
tres diferentes tipos de observaciones: CMB corresponde a la radiacién de fondo en microondas,
SN a las supernovas lejanas y también se incluye el resultado para cimulos. La imagen fue
extrafda de [9].

s Problema de la curvatura: la curvatura del universo depende de §2 de la siguiente
forma: & o {§ — 1]. Las evidencias experimentales muestran que €l valor actual
de §) se encuentra entre 0.8 y 1.2 [6]. Este rango implica que para etapas iniciales
del universo del orden del tiempo de Planck (£, ~ —1;,1;-) se debid haber cumplido
[§2 — 1] < 107%. EI modelo estdndar no cuenta con una explicacién adecuada para
esta gran similitud entre la densidad inicial y la densidad critica, que obliga a tomar

k = 0 y restringe nuestro universo a uno plano.

s Problema del horizonte: el estudio del fondo de radiacién en microondas muestra
que el universo era homogéneo e isotrépico con fluctuaciones menores a una parte
en 10° cuando su edad era de aproximadamente 10° afios, Las regiones observables
que en ¢ ~ 10° estaban causalmente desconectadas son unas 10% por lo que es
dificil de explicar la similitud entre regiones que no pudieron haber interactuado.
Las regiones desconectadas causalmente se encuentran separadas por uns distancis
lamada horizonfe causel que puede tomarse burdamente como proporcional a 1, de
ahi el nombre de este problema.
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e Probleme de le homogeneidad: por las observaciones astronémicas sabemos que a
gran escala nuestro universo es sumamente homogéneo, sin embargo en otras escalas
nos encontramos con inhomogeneidades como las estrellas, las galaxias o los cirulos
de galaxias. El modelo estindar de la cosmologia no nos da ninguna pista sobre €l
origen de estas inhomogeneidades.

o Problema de lo astmetria baridnica: al existir materiz y antimateria en el universo
podrfamos pensar que éstas se encontrarian en equilibrio en términos de la densidad.
El modelo estdndar no presenta una justificacién para gue la materia sea la que
constituye casi completamente el total de la densidad bariénica. También entra
en este apartado la dificultad para explicar la desproporcién entre el nimero de

bariones y el mimero de fotones 2¢ ~ 1679,

Hemos caracterizado entonces al universo por medio de los pardmetros cosmolégicos.
Por otro lado, tenemos que el modelo estdndar es exitose hasta cierto limite impuesto por
los problemas recientemente descritos. Uno de los objetivos actuales de la cosmologia es
dar solucién 4 los problemas del modelo estdndar y generar un modelo que se adecie a

los valores de los pardmetros cosmolégicos de crigen experimental.
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Capitulo 2

Relatividad General

2.1 Ecuacion de Einstein

Para describir la evolucién del universo es necesario entender la dindmica que rige a sus
componentes. Para esto la relatividad general ofrece una ecuacidn de carnpe que puede
ser vista como un anélogo tensorial a la ecuacién de Poisson, ya que relacions un término
construido con a lo més las segundas derivadas de un tensor de campo con otro asociado
a las fuentes. Para cumplir con los principios de covariancia general y de equivalencia, la
ecuacién debe de poder ser deducida a partir del tensor métrico g,. ¥ sus derivadss. Esta
ecuacién, llamada ecuacidn de Einstein, determinard la geometrfa del espacio-tiempo al
relacionarla con el tensor de energfa-momento generado por los campos presentes en el

universo y tiene la siguiente forma:
. oL
Ruw — 5 Ry = Guo = 88G T + Agp (2.1)

Aqui hemos adoptado la convencién de que los indices en letras griegas corren de 02 3 y
los indices latinos van de 1 a 3. Estos iiltimos se usardn para referirse a las coordenadas
espaciales mientras que el {ndice 0 se refiere a la coordenada temporal. Una maners
de obtener la ecuacién anterior es suponer un principio variacional en donde la accién
8 = Syravt Seampos’ &5 constante bajo pequetios cambios del tensor roétrico. Mencionemos

ahora sus componentes: G, s el tensor de Einstein, compuesto por el tensor de curvatura

SLa actién gravitacional estd dada por Syrav = — azy [ @'2v/ =g (R + 2A) mientras que la dada por
los campos presentes en el universo e8 Seampos = 2 campos J ' 2/=g Loampos
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de Ricci, que es la contraccién del tensor de Riemmann? (R, = R%,_)} y por el término
—%’R,g,,,, en donde aparecen g,,,, el tensor métrico, y R que es el escalar de Ricci, obtenido
al contraer el tensor de Ricci (R = R*,). Encontramos también al tensor de energfa-
momento T, multiplicado por 8 veces Ja constante de Newton G y al término constante

Agy., el cual explicaremos posteriormente.

La dindmica generada al tomar la ecuacién de Finstein quedard determinada al
utilizar para. ésta una méirica de méxima simetrfa que represente un espacio con secciones
isotrépicas homogéneas. La métrica Robertson-Walker cumple con estas condiciones, el
intervalo asociado se escribe de la siguiente manera:

dr?

1—kr?

ds® = dt* — a;z(t)( + rdf* + r?sin’ 6d¢2) (2.2)

en donde ¢ es la coordenada temporal, mientras que r, 8 y ¢ son las coordenadas espaciales.
a(t) es el factor de escala v k la constante de curvatura del espacio, qne puede ser -1, 0 6

1, correspondiendo a un espacio abierto, plano o cerrado, respectivamente.

Al tensor de energia-momento total lo componen los tensores de energia~momento
de los campos fundamentales presentes como son, por ejemplo, el de radiacién o el de
materia. Sin embargo podemos hacer una simplificacién en donde se usard el tensor de
energia-momento de un fluido perfecto, el cnal cumple con las restricciones que pedimos
para el universo pues presenta las mismas simetrfas que la métrica y es isotrépico en las
coordenadas espaciales. Este tensor estard definido por:

Tpv = (P + P)U;;Uu - g,wp (2-3)

en donde U, = (1,0,0,0) es la cuadrivelocidad, p la densidad y p la presidn asociadas al

fluido perfecto que supusimos llena el universo.

2.2 Ecuaciones de Movimiento

De la ecuacién de Einstein se pueden deducir dos ecuaciones independientes provenientes

de las componentes 0 —0 e i — ¢ y una dependiente que se deriva de las dos anteriores. Al

YE! tensor de Riemmann est& dado por RY, g = 8,T% 4 — 0%, + I%,,T%, ~ I, ;T%,, en donde el

sfmbolo de Christoffel tiene la forma I, ¢ = (1/2)¢" (88800 + Balfes — B2 gas)-
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sustituir los valores del tensor métrico para un espacio homogéneo e isotrépico {métrica
Robertson-Walker) y formular un tensor de energia-momento del tipo del de un fiuido
perfecto encontramos las ecnaciones de movimiento. En cada una de ellas se muestra de
qué maners depende este pardmetro de la abundancia y naturaleza de los elementos que
constituyen al universo y son las siguientes:

Eif k  Br@

2 3 = 3 ol (2.4)
i a k
2=+ S+ =—8Gp (2.5)
d{p a®) d{a®)
= — 2.6
da P de (26)

en donde p= Y p; y p= 3. p: con i = materia, radiacién, vacfo, etc. La primera de las
anteriores es la llamada ecuacién de Friedmann para la cual, a partir de este momento,
tomaremos k = 0 al considerar las evidencias experimentales de que nuestro universo es
muy parecide a uno planc como se vio en el capftulo 1. Es importante hacer notar que

estas tres ecuaciones no son independientes, sélo dos de ellas lo son.

2.3 FEcuacion de Estado

Hemos supuesto que un fluide perfecto llena el universo, sin embargo es necesario decir de
qué manera cambia. Entonces, la densidad de éste dependerd del tiempo (p(t)), al igual
que su presién (p(t)) y serd necesario determinar de qué forma se relacionan estas dos
variables. La manera en que se logra esto es mediante el pardmetro de proporcionalidad
w que nos lleva a la ecuacién de estado:

p=wp (2.7)

sin olvidar que p y p son dependientes del tiempo. El valor de w nos dird cdmo se
comporta tal flufido, estando definido por la microfisica de los constituyentes de éste.
Asi se puede probar que w = % representa un comportamiento tipo radiacién, w = 0
serd el correspendiente a la materia tipo polvo y w = —1 a la epergla del vacfo, de Ia
cual hablaremos m4s adelante. Es importante aclarar que w puede también depender del
tiempo, ya que es probable que el universo sea dominadeo por distintos tipos de materia,

con w # 0, % en diferentes etapas o que alguno de éstos presente una w cambiante.
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2.4 Soluciones

Ahora mencionaremos las soluciones para iz edad del universo, la aceleracién y el factor de
escala segin el pardmetro de la ecuacidn de estado w. Encontrando distintas propiedades

dinédmicas del universo cuando es dominado énicamente por materia o tinicamente por
radiacidn.

De las ecuaciones (2.4) y (2.5} en conjunto con la ecuacién de estado (2.7} se puede

obtener una relacidn entre el sigho de & y w de la expresién:

&= —ﬂqp(l +3wla (2.8)

resultando que un universo con aceleracién negativa corresponde a una ecuacién de estado
en donde w > —L. Para el caso en que la aceleracién es positiva tenemos w < —3 y con

w = —3 el universo no presenta aceleracién.

De la ecuacién (2.6} y la ecuacién de estado se puede obtener

a w31 +w)
P=pyg (—) (2.9)
Gy

la cval nos da, junto con la definicién de densidad critica p, =
de Friedmann al tomar k = 0:

= er 2 definida por la ecuacién

t 3 l-’l—w
a=ag (tp) (2.10)

§ ]
para el universo dominado por materiz y 8 a = ap ({‘o-)

la cual se reduce a o = ay (3‘3) :
para el dominado por radiacién, asf mismo encontramos una relacién entre ¢l pardmetro
w y Ia edad del universo en términos del pardmetro de hubble:

2

=3 rw

—— (2.11)

de donde vemos que para un universo dominade por materia: #; = %HU‘ !; para uno
dominado por radiacién: #, = 1 Hy ! y en el caso del dominado por la energfa del vacfo:

o =00
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Capitulo 3
Constante Cosmologica

El desarrollo de la teorfa de Ja relatividad general de Albert Einsteinr tuvo un gran impacto
al ser utilizada para resolver el problema de la geometrodindmica de nuestro universo,
esto debido a que los primeros resultados de esta aplicacién contradecian la idea del
universo estdtico, aceptada tradicionalmente en occidente. Esta incongruencia ideoldgica
dio lugar a que Einstein buscara introducir un término capaz de generar una dindmica
de tipo estacionario, el cual tendria que ser consistente con las simetrias e hipStesis de
la relatividad general, por lo que serfa un miltiplo del tensor métrico, el cual podria ser
sumado al tensor de Einstein, generando un nuevo tensor que cumplirfa con las mismas

restricciones.

En la ecuacién de Einstein (2.1) nos encontramos con el término de constante cos-
moldgica (Ag,,), éste puede ser visto como una contribucién de energfa “inherente” al
egpacio si estd en el lado izquierdo de dicha ecuacién o como la aportacién debida a un
campo cuyo tensor de energfa-momento, de forma Agy., si se encuantra en ¢l lado derecho.

en este caso se se sumaria tensor de energfa nomento orginal generando un nuevo tensor:

T‘;w = T;w + A.q;w (31)

sin importar la interpretacién que se de a la constante cosmolégica encontramos el mismo

comportamiento del universo.
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3.1 Propiedades de un Universo con A

Ahora revisemos algunas propiedades de un universo en el que existe un término de
constante cosmolégica distinto de cero. Por ejemplo, si pensamos en el caso extremo en
que el universo esti dominado por la energia del vacio, tenemos el tensor de energfa-
momento:

le = Agu (3.2)

que implica 1a relacién pp = —pa en donde podemos ver que se cumple w = —~1, lo cual
habifamos identificado con un universo dominado por la energia del vacfo al presentar la
ecuacién de estado. El modelo del universo que cumple con que el término de constante
cosmoldgica es el inico presente es el llamado modelo de de Sitter o anti de Sitter con
A> 06 A <0, respectivamente. Sabemos que nuestro universo no es de este tipo ya que
contamos con todo tipo de evidencias de la existencia de materia, desde los mapeos en

rayos X hasta el tomar en cuenta al mismo planeta Tierra.

Podemos también considerar un universo en el gue ademds de radiacién y materia
aparece la contribucién a la densidad de energia asociada al vacio. Una nueva densidad,
formada por la original y la del vacio quedard definida por: 3 = prm + pa = Orm + 503,
en donde prm estd dada por pm st el universo es dominado por materia y por p. si es la
radiacién la que domina, mientras que la presién serd: f = Py + PA = Py — s_:& en la
que Pram SeT8 Pm 0 p, 81 domina la materia o la radiaci6n, respectivamente. En ambas A
es la constante cosmoldgica. Al sustituir 7 y § en las ecuaciones de campo (2.4) y (2.5) y

restar la segunda a la primera encontramos Iz relacién:

@ 4nG &G
2= 5 A 3 A B wrm +1) (3.3)

de donde podemos inferir lo siguiente: si pp = prm (% Wrm + %) el universo presenta una
aceleracidn nula del factor de escala, valores por debajo de éste para py conllevardn & una
aceleracién negativa y los superiores a una positiva. Asf que la inclusién del término de
constante cosmolégica afecta la dindmica del universo de forma que un universo cerrado
puede expandirse indefinidamente o uno abierto colapsarse, esto debido a que 1a relacién
entre & y A (3.3} no depende de la constante de curvatura k del espacio.

El valor que debe tener p, para corresponder a la situacién estética (a = 0) es, segin
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la ecuacién 2.4, el siguiente:

k &G
PA = a‘j — Prm T (3'4)
que en el caso del universo plano se reduce a:
8w
PA = Prm —3= (3.5)

Al considerar un universo plano en donde & = Q,, + {2, se puede llegar, a partir

de las ecraciones de movimiento (2.4, 2.5 y 2.6), a la siguiente expresién para la edad del
universo [15]:

2 i 1+0)?
tq = -3"H° Q‘\ in (mﬂj-i?i (3.6)

de donde podemos ver que una contribucién del vacio a la densidad de energis nos permite
alcanzar edades del universo mayores a Hy ', lo cual era imposible, como vemos en la

ecuacién (2.11), con los modelos previos en donde sélo aparecian radiacién y materia.

3.2 Universo con un Término de Constante Cosmoldgica

no Constante

Hasta el momento hemos hablado solamente de las razones que dieron Iugar a un término
cosmolégico constante, ahora mencionaremos un problema causado por la desproporeién
entre la magnitud que las observaciones permiten para la constante cosmoldgica y las es-
calas energéticas fundamentales. Si dicho término es de naturaleza intrinseca al universo,
entonces podriamos esperar que la densidad de energfa del vacio sea del orden de la masa
de Planck a la cuarta potencia: p, = E;T\c'? ~ (8x)*M},. Sin embargo, la densidad pa
estd acotada por la evidencia experimental de forma que no excede la densidad critica
sctual pg ~ 10712 ML, 1o cual geners, una discrepaneia de al menos 120 6rdenes de mag-
nitud. Otro problema es ¢l que encontramos al comparar el valor actusl del pardmetro de
densidad asociado a la constante cosmolégica: Qg = 0.7 [2] con la cota sobre el mismo
determinada por los mecanismos de nucleosintesis: 2, (NS) < 0.1 [3]. Para evadir dichos
obstdculos se considera la presencia de un término de constante cosmoldgica “no constan-
te”, el cual podria evolucionar de manera que se cumplieran las condiciones mencionadas.

Un candidato que puede presentar el comportamiento requerido es un campo escalar (de
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espin 0}, al cual pos referiremos como ¢ y que se desarrolla segin un potencial de au-
tointeraccién V{y). La existencia de campos de este tipo es contemplada en el modelo
esténdar de las particulas elementales, tenemos por ejemplo al campo de Higgs, presun-
tamente responsable de asociar mass a las partfculas masivas. Algunos de los problemas
del modelo estdndar, como el del horizonte y el de la curvatura, se verdn resueltos al
tomar en cuenta un campo escalar gracias al cual se dard un proceso llamado inflacidn.
Este se caracteriza por presentar una aceleracién positiva del pardmetro de escala a(t) en
etapas iniciales del universo, lo cual genera que las regiones causalmente conectadas en la

actualidad correspondan a regiones més pequeiias en épocas tempranas.

La dindmica de un universo en el cual existe un campo escalar estd dada por las

ecuaciones que se presentan en el capitulo 4. En particular:
P+3HG+ V'(p) =0 (3.7)

que es la ecuacién de movimiento del campo escalar v en donde V'(y) = %V((p), tiene
propiedades interesantes como el permitir la mencionada etapa de inflacién. Para verificar
esfo pensemos en un régimen en donde ¢ es despreciable en relacién a los otros términos

y llamémoslo redamiento lento.

Las ecuaciones vilidas en este régimen son las llamadas ecuaciones de rodamiento

lento y son las siguientes, segin el desarrollo de la seccidn A.1 del apéndice A:

IHp = -V'(p). (3.8)
2_ 081G
H' === —"V(p) (3.9)
que 2l tomar la definicién de la masa de Planck reducida (ME, = 87G} quedan como:
3HG = —V'(¢) (3.10)
Vie)
2
H'= 3 (3.11)
Para tener un estado inflacionario se deben cumplir las condiciones (apéndice A
seccién A.2):
M} (V'(sa))’
— =] K1 3.12
5 \Vv) (312
MZ, V" ()
— <1 3.13
3 Vip) (318)
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las cuales son utilizadas en el apéndice A seccién A.3 para llegar a la situacién inflacionaria.

Ahors tomemos la siguiente definicién para cuantificar el gran desdoblamiento ex-

ponencial que sufrird a(f) en el periodo de inflacién:

a(tfinal)
al(t)

CON t4i,q refiriéndose al momento en que cesa. la inflacién, o sea, en el cual las condiciones
{3.12) ¥ {3.13) no son satisfechas.

Nit)y=Io (3.14)

Un sencillo procedimiento (apéndice A seccién A.4) nos lleva a:
1 M~ Vv

N{p) = ME [P " V—,({% dip (3.15)
que por la primera condicién de rodamiento lento {3.12) implica N 3> O(1), Io cual nos
habla de que duranie el proceso de inflacién, gobernado por las condiciones de roedamien-
to lento (3.12 y 3.13), el pardmetro de escala crece en varios 6rdenes exponeciales, Esta
propiedad del tratamiente bajo la aproximacién de rodamiento lento es dtil para resolver
algunos de los ya mencionados problemas del modelo estdndar (capitulo 1): el del hor-
izonte es evitado al haber un periodo de inflacién del universo pues tendriamos que el
horizonte causal de etapas tempranas contendria las regiones del universo observable que
parecen estar causalmente desconectadas {16]. El problema de la curvatura queda resuelto
al considerar lo siguiente: veamos que para un universo plano la ecuacién de Friedmann

(2.4) se reduce a:

a2 8rG  BxG [¢*

en donde se ha tomado la expresién para p en términos de las energfas potencial y cinética
que serd mostrada en (4.13). La suposicién problem4tica de que el término de curvatura es
idénticamente cero puede ser omitida al considerar que el término %} serd el dominante en
la ecuacién de Friedmann (2.4) durante €l perfodo inflacionario puesto que serd comparado

con el término f-; con k constante ¥ a creciendo rdpidamente.

Asf queda ejemplificada la ventaja que tiene el introducir campos escalares en lag
teorfas cosmolégicas, lo cual nos sugiere que un mayor desarrollo de estos métodos puede
traer consigo consecuencias favorables en la resolucién de algunos problemas de la cos-
mologia como son la falta de una explicacién para la aparente aceleracién actual del
universo o la discrepancia. entre ia densidad asociada al término de constante cosmolégica

y la escala de Planck, la cual es la escala natural para una constante fundamental.
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Capitulo 4

Campos Escalares

4.1 Ecuacion de Campo

El formalismo lagrangeano de la teorfa de campos nos dice que para un campo escalar
w(t,x) real, con potencial de autointeraccién V (¢} ¥y que solamente estd acoplado gre-
vitacionalmente a los otros campos, se tiene la siguiente densidad lagrangeana (para un

caso generalizado a cualquier sistema de coordenadas):
1
L=329"8pde=V(e) (41}
La accidn generalizada es :
S = fd‘x\/—,qﬁ (4.2)
Para describir la evolucién de un sistema lagrangeano hacemos uso del principio de la

accién estacionaria 45 = 0 en donde 45 es el cambio de la accidn al hacer una pequefia

variacién sobre :

o(z) + ¢(z) + bp(z) (4.3)
que se anularé en en la superficie I'{(?) que delimita a una regién
dp(z) = 0 en T(Q). (4.4)
Asi que 45 nos queda, segiin el procedimiento mostrado en la seccién B.1 del apéndice B:
— dL ac
65 = | d'zv=g {F=60+ s (B
[ at=v=a 50+ 5 501}
v=gk) 9 0(v/=gL) )
= - 4.5
fo= (5 - =g “9
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lo cual por e! principio de la accién estacionaria implica:

B/5E) 8 3(/5C), _
dp oo 0Eag) )P (+6)

que reconocemos como la ecuacidn de campo.

En especial pars un campo escalar, con un lagrangeano de la forma (4.1}, obtenemos

la siguiente ecuacién de campo cuando adoptamos la métrica de Robertson y Walker (2.2):
G+3He+V'(p)=0 (4.7)

en donde “ ' ” significa diferenciacién con respecto a ¢ y H es el pardmetro de Hubble.

4.2 Tensor de Energia-Momento

Ahora veamos que el tensor de energia-momento esta dado porx:

2 Oo/Z3E) _ 0 A/ah)
V=g g+ Oz " B(Bag*)

segiin el desarrollo llevado a cabo en la seccidn B.2 del apéndice B en donde se reconoce a

T, = (4.8)

Ty segiin su definicién despuéds de haber visto los efectos sobre la variacién de la accién

al hacer una variacién en el tensor métrico.

Para el caso especifico en que el lagrangeano es el de un campo escalar, como el que
se uestra en (4.1), tenemos:

1
T = 8,000 + 9| — 5900000 + V(0)} (4.9)

que en un espacio descrito por la métrice de Robertson y Walker ¥ en donde el campo
escalar estd distribufdo de manera homogénea e isotrépica (8 = 0} se reduce a:

T = - (3= V(o)) (4.10)

Ti=—ga (%(i’? - V(‘P)) (4.11)

Tenemos también una expresién en coordenadas generales para el tensor de energia-
momento de un fluido petfecto con densidad de energia p, presién p y cuadrivelocidad
U, = (1,0,0,0) 17]:

Tw = (p+p)UU, — gup (4.12)
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1o cual por el principio de la accién estacionaria implica:

Av—=gL) 3(yv/=9£)
dp 3:6“ N

gue reconocemos como la ecuacion de campo.

AV Al I (4.6)

En especial para un campo escalar, con un lagrangeano de la forma (4.1), obtenemos

la siguiente ecuacién de campo cuando adoptamos la métrica de Robertson y Walker (2.2):

$+3HG+ V() =0 (4.7)

e n

en donde significa diferenciacién con respecte a ¢ y H es el pardmetro de Hubble.

4.2 Tensor de Energia-Momento

Ahors veamos que el tensor de energfa-momento esta dado por:

7o _2 {5‘(\F§£)__i a(v’—_yﬁ))}
BT V—gt ag 8z% " 8(dagm)

segiin el desarrollo llevado a cabo en la seccién B.2 del apéndice B en donde se reconoce &

(48)

Ty segin su definicién después de haber visto los efectos sobre la variacién de la accién

a} hacer una variacién en el tensor métrico.

Para el caso especifico en que el lagrangeano es el de 1n campo escalar, como el que

se muestra en (4.1}, tenemos:

1
Tow = Bupdop + _q,,u{ - ig“"anqoa,aga + V({p)} (4.9)

que en un espacio descrito por la métrica de Robertson y Walker ¥ en donde el campo
escalar estd distribufde de manera homogénea e isotrépica (8;¢ = 0) se reduce a:

Too = @ — (%@2 - V(w)) (4.10)

Ty = —gi; (%v‘”‘ - V(w)) (4.12)

Tenemos también una expresién en coordenadas generales para el tensor de energfa-
momento de un Auido perfecto con densidad de energfa p, presién p y cuadrivelocidad
U, = (1,0,0,0) [17]:

Tw = (p+ )V UL — guop (4.12)
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de donde, al asociar el término 1¢? con la energia cinética y considerar a la vez las

ecuaciones 4.10 y 4.11, encontrameos que:

pw = E,: + V((,D)
pe=E.—V(p)

Por lo anterior se pueden establecer las relaciones:

1
E. = E(pv? +p¢)

Vig) = %(F’v - Py)

y tambien Ia ecuacién de estado p, = wyp, de donde:

W, = =
o Ec+V{p)

Po _ B~ V(‘P)

(4.13)
(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Para el caso en que V() = constente la energia cinética es cero y recuperamos

la ecuacién de estado p, = —p, correspondiente a un universo cuyo tensor de energfa-

motnento es puramente del tipo del asociado 2 la energfa del vacfo (modslo de de Sitter).
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Capitulo 5
Quintaesencia

En la Introduceion revisamos los valores experimentales actuales de la densidad de mate-
riayde la asociada al vacfo. Es sumamente interesante el que sea {24 quien aparentemente
domine, con un valor cercano a 0.7, sobre Q, con valor aproximado 0.3. La razén que
nos lleva a considerar al término asociado a la energfa del vacfo es la aparente aceleracién
actual del universo. Para que tal dindmica sea posible es necesaria la inclusién, en el mod-
elo cosmoldgico, de un factor que presente presién negativa. Un campo de quintaesencia
w estd definido como uno que tiene dependencia temporal, inferactiia sélo de forma grav-
itacional con Jos demds campos presentes en el universo y evoluciona segin el potencial

V(). Ademés deberd presentar una presién negativa (o sea, un pardmetro w, < 0).

Un candidato para dar identidad a Ia quintaesencia es un campo escalar ¢, que
como vimos en el capitule 3 puede comtribuir de tal manera que se de la expansién
acelerada del universo. En lo consiguiente nos referiremos & las cantidades ligadas s
la quintaesencia con el subindice . La densidad total, por ejemplo, estard conformada
POT fiotat = Pm + Prad + Pe ¥ €] parémetro de densidad asociado a la quintaesencia serd
Q,.

5.1 [Ecuaciones para Quintaesencia

Los modelos de quintaesencia obedecern tanto las ecuaciones de movimiento (2.4,2.5 y

2.6) como la ccuacién de campo escalar (3.7). Como ya hemos mencionado, partiremos
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de que la restriccién de Friedmann de un universo plano se curnple. Ei sistema resultante

regird la dindmica del campo escalar en el contexto cosmolégico.

Es 1til transformar dicho sistema de ecuaciones, de tal forma que las soluciones sean
ficilmente visualizadas mediante un plano fase. El cambio de variables que se hace es el
sigutente:

¢ _ Vi) 5.1)

T = e =Y T/
JOH M Y= M

y la restriccién de Friedmann para un universo plano queda como:

Py 2 2 _
_“_N3H3M,2,, +z°+y 1 (5.2)

en donde p, = pp, + prag €5 1a densidad de un fluido barotrépico que llena el universo, sea
éste radiacidn o materia o una mezcla de las dos. Ahora, utilizando la definicibn de x y
y ¥ reconociendo a p, = 3H? M},, expresaremos a (), en términos de estas dos variables:

Q, = zt+ y2 (5.3)
que, como vemos de (5.2), debe cumplir: €, < 1.

También es prictico tomar la dependencia del factor de escala mediante el cambio
de variable V = Ina/a; y dejar al sistema en términos de N. Las ecuaciones resultantes

después de implementar los cambios mencionados son:

TNy = =3z + \/';—)‘yz + :1':% ('Y'r(l - -9+ 23:2) (5-4)
3 3

yv =~ \[ﬁ"zy +y5 (11— 2"~ ¢") + 227) (5.5)
3

Hy = —-H§ (11 = 2% — %) + 227) (5.6)

en donde AM{(N) = - M p;%’(gf, mientras que ¥, = 1 + w, da la ecuacién de estado para p,
Y Py

5.2 Fenomenologia

Habfamos mencionado la condicién para un universo con expaunsién acelerada p-+3p <0
proveniente de la ecuacién (2.8). En este punto es necesario que definamos el pardmetro
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de aceleracién:
p+3p _ 3y-2

(n -2 37,-2
cuya construccién muestra la comparacidn entre la cantidad p, 4 3p, y la cantidad g+ 3p,

a

(5.7)

en donde g = p, +p,. Esto con el fin de saber si el universo sufre una aceleracién positiva

{ < 0), una negativa de menor magnitud que la del fluido barotrépico (0 < @ < 1), una

negativa con mayor magnitud (o > 1) o una aceleracién idéntica a la del fluido barotrépico
(o =1). En términos de Q,, v, ¥ v, ¢l pardmetro a queda como:

‘ T —Ye

=1-3Q, £ 5.8

@ (Ps,r”’ -9 ( )

Del sistema de ecuaciones diferencizles mencionado podemos decir que tendrd un

comportamiento dependiente de A y la constante -y, solamente. Si consideramos el caso

particular de una X constante, los puntos criticos serén los siguientes [18] ( para los cuales

se anulan T, ynv Yy Hy ):

(%)= (0,0, (1,0), (-1,0), (% -5 y(““;\/g———""%;”“’) (59

Para la situacién general en que A depende de N, los puntos anteriores serdn impor-
tantes en el limite asintético en que A(N) se aproxima & un valor determinado. De hecho,
serd 1itil hablar del comportamiento del sistema dependiendo del valor asintético de A(N)

para épocas tardias, queddndonos tres casos que explicaremos como se hace en {19}:

* )\ = constanie # 0

Los potenciales que presentan A = ~Mp;¥ = c tienen la forma V =be™? (by ¢
constantes). Podemos entonces utilizar las soluciones criticas (5.9) en donde vernos
que los primeros tres puntos criticos son inestables, mientras que los otros dos son
estables bajo ciertas condiciones.

El cuarto requiere de A2 < 6. El comportamiento del sistema en esta situacién es tal
que §2, = 1 para tiempos tardios. Esto nos habla del dominio del campo escalar y,
entonces, de una posible expansién acelerada, la cual dependerd del valor de -y, = 533
segiin la relacién (5.7).
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El quinto punto critico necesita A* > 3, resultando que en este caso Q, = %} ¥
Yo = Yy en etapas tardias. Al tener una ecuacién de estado equivalente a la del fuido

barotrdpico el campo escalar no puede ser causante de una expansién acelerada [18].

e A0

Los potenciales que cumplen con esta condicién son del tipo V = ap™ con n > 0.
Al analizar el sistema formado por las ecuaciones (5.4), (5.5) y (5.6) en el lfmite en
que A es infinitamente pequena, encontramos gue los términos asociados a ésta son
despreciables y por lo tanto: -3 < %ﬂ < 0 para todos los valores de =, y ¥y ¥, lo

cual nos lleva a:

TN Hy

—=—@+77) <0 (5.10)
yv _ Hy
v - H >0 7 (5.11)

que implica una evolucidn de z hacia el minime z = 0 y de y hacia su méximo
y¥ = 1. Entonces tenemos una £, — 1, por lo tanto, dicho término domina en
este tipo de universo, para tiempos grandes. As{ mismo encontramos que, bajo este

régimen (A < 1), el pardmetro de aceleracién a = —3,7_’2_2 es siempre negativo, lo

cual conlleva a la expansidn acelerada del universo.
e A= o00

— A no oscilante

En este caso el sistema se reduce a uno en que sélo los términos proporcionales

a A estén presentes. La dindmica estard regida por las ecuaciones:

IN = Jg)\yz (5.12)
3
YN = ~\/;)\xy (5.13)

en Jas que vemos que, para [z| y |yi no muy pequefios, el signo de A determinard
la direccién del cambicen z (A> 0= 2y >0y A <0 = zy < 0}). En ambos
casos el signo de ¥ es negativo, por lo que y — 0, lo cual, en algiin momento,
causard que la simplificacién que hicimos a las ecuaciones (5.4} y (5.5) deje de

ser vélida. Ahora veamos que con la condicién obtenida |z| > |X|y? a variable
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T sigue la relacién ZX = —(3 4 -H;;E) < 0 por lo que se aproximaré de manera
absoluta a cero, al igual que y. El quinto de los puntos criticos mencionados
en (5.9) representard la solucién asint6tica, es importante recalcar que por
su dependencia de A no llegard 2 un valor constante. Entonces, el sistema
terminard arrojando un valor para 7y, cada vez més cercano al de -, lo cual
generard una dindmica en Ja que el universo evoluciona sin aceleracién positiva.
Este tipo de potenciales {por ejemplo V = e 6V = e~**) hacen que el
pardmetro de aceleracién se aproxime, después de poco tiempo, a 1, indicando
que el campo escalar dicta una evolucién similar a la que se da cuando no esté
presente. Para obtener una expansidén acelerada en tiempos recientes el campo

deberd tener un origen tardio, lo cual nos hace desechar esta posibilidad [19].

A oscilanie

Los potenciales que se encuentran dentro de esta categoria son tales que es
posible hacer una expansién en series de potencias de ¢ alrededor del mfnimo,
al que tomaremos en ¢ = ( sin pérdida de generalidad. Al guedarnos con el
término dominante (puesto que la oscilacién es alrededor de cero} tenemos que
V = V0" en donde n es la menor potencia de 1a serie y debe ser un mimero par
positivo para que el potencial sea acotado por abajo y su derivada sea cero en
el minimo. Entonces A = —Mp;% oscila entre 0o y —oo debido a la oscilacién
de ¢ alrededor de cero. En el limite asintético tenemos una evolucién H « -}
por lo que, para contar con una {1, constante, los pardmetros ¢ = snr-Mm b
y= 73}:’-%” deben ser tales que ¢, ™/ o 1 para que z y y sean constantes u
oscilen. Ahora escribamos y = BF[[G(#)] y © = AR|G(t)) en donde F; y F,
son funciones oscilatoriag arbitratrias, que dependen del tiempo mediante un
argumento desconocido G(t); A ¥y B son constantes. Calculando las derivadas

con respecto a N nos queda:

_dF, Gy
Ty = dG —F;" T, (514)

w=3aw T
en donde el subindice N significa diferenciacién con respecto a .

Debido a la naturaleza oscilatoria de F; (i = 1,2) tenemos que {F7) = ((5%)%)
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Yparax y -

(wh) = %2 Gy ") (5.16)
(@h) = (G¥ o). (5.17)

En el lfmite asintético en que A ~ oo podemos utilizar las ecuaciones (5.12) y

(5.13), junto con el resultado anterior, para encontrar:

¥ _ 2
que nos lleva a:
2 2n
(Yo) = —a7 = (5.19)
1+ g’% 247

Ahora podremos ver que £, tendrd el siguiente comportamiento asintético:
para 7y, > Yy tenemos {1, — 0, para vy, < 7y, tenemos , = 1y si 7, = W
tenemos {1, -+ constante (con 0 < congtante < 1). También reconocemos que
un campo cuyo potencial posee n = 2 evolucionars como materia (v, =1} y
con uno en el que n = 4 lo hard como radiacién (v, = 3).

La condicitén sobre 5, para una expansién acelerada segin el pardmetro o en
términos de £, ¥, ¥ ¥, (5.8) es la siguiente:

¥
Yo < Vo "’Qw 3 (5.20)

De donde vemos que para {3, = 1 ¥ 7, = m se tendr4 la restriccién v, < %

Asi concluimos que en el caso de una A oscilante serdn los pardmetros Q, 7y
¥ v, quienes dardn la posibilidad de un universo en expansién acelerada segin
la relacién (5.20).
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Capitulo 6

Modelos con V (-,}n

En el capftulo 5 (seccidn 5.2) se mencioné la posibilidad de que un modelo con V' o ;1,-,—
presente una expansidn acelerada del universo. En este capitulo trataremos este tipo de
potenciales més a fondo para corroborar que dicho modelo puede generar un universo
como ¢! observado en la actualidad, ¢l cual aparentemente tiene una aceleracién positiva,

El capftulo se encuentra organizado de 1a siguiente manera: comenzamos hablando de
las motivaciones para los potenciales de Ja forma V o< ,‘—:; {secci6n 6.1). Luego presentamos
un andlisis del comportamiento del sistema de ecuaciones diferenciales que nos permite
identificar 1a dindmica de dichos modelos al dividir el proceso en cuatro perfodos y obtener
expresiones de algunos pardmetros en forma analitica como, por ejemplo, el momento en

que aparece el campo de quintaesencia {seccién 6.2).

A continuacidén, en la seccidén 6.3, se consideran restricciones ffsicas como el ifmite
§%, < 0.1 de la etapa de nucleosintesis, la necesidad de un pardmetro de la ecuacién de
estado wyy < —0.7 y la necesidad de un pardmetro de densidad §2,0 = 0.7, las cuales, junto
con el andlisis cualitativo, sirven para determinar los valores de n posibles. Encontramos

que para {2, = 0.25 tenemos n ¢ 1.25 — 2.1 y también n < 2.75.

La seccién 6.4 tiene el objetivo de presentar las soluciones numéricas de tres casos
particulares: n = 1, 18/7y 2/3, de los cuales los primeros dos son producto de la seleccién
de cierto juego de los nimeros asociados al grupo de norma SU(N.): N, Ny y v que, al
igual que los del modelo estdndar, no pueden ser determinados por primeros principios;

el tercero muestra el caso en que el potencial V() es obtenido como consecuencia de la
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condensacidn de las particulas cargadas de un grupo de norma, el cual coincidird tanto en
la constante de acoplamiento como en la escala de energia con las de la gran unificacién de
los grupos de norma del modelo estdndar. En este tltimo caso encontramos que es posible
explicar la expansidn acelerada del universo mediante un potencial del tipo predicho por

las teorias de gran unificacidn.

i

6.1 Motivaciéon para un potencial V 7

Tenemos dos principales motivaciones que nos sugieren elegir a los modelos con potenciales
de la forma V o ¢ con n > 0. La primera es que su comportamiento es adecuado para
coincidir con las observaciones actuales, las cuales muestran que el universo parece estar
aceleréndose. Como vimos en la seccidn 5.2 dichos modelos presentan una A — 0 y tienen

un desarrollo en que la situacién final es 1a de un universo acelerado.

La segunda motivacién proviene de las teorfas de supergravedad en las que modelos
de este tipo pueden aparecer de manera natural. Consideraremos el caso en el que el
potencial es generado por los campos fundamentales de un grupo de norma no abeliano
SU(N,). Dichos campos estarn desprovistos de masa en un principio, situacién que
cambiar4 al decrecer la escala de energfa caracterfstica del universo y crecer la constante
de acoplamiento del grupo de norma. ' Los campos fundamentales de dicho grupo se
condensarén cuando se alcance la escela de energfa de condensacidn At en que las
interacciones de norma entre sus particulas asociadas se vuelven fuertes. Por debajo de
esta energia no quedan campos fundamentales libres. Parametrizamos a los condensados
Q€ en términos de un campo escalar ¢, en donde @ y @ son los campos fundamentales
de SU(N,). El campo escalar ¢ estd dado por ¢? =< QQ >, nétese que el campo ¢ tiene
dimensiones de masa. Por andlisis dimensional tomamos a 1a escala A, ]2 Unica relevante

para el fenémeno de condensacién, como €l valor natural para ;.

El potencial V() tiene origen er el superpotencial de Afleck y Seiberg W () aso-
ciado al grupo de norma [20] en el cual N, es el ntimero de colores, Ny el de fermiones y v

el de los campos generados dindAmicamente, o sea los que aparecen con la condensacién de

$Es prudente aclarar que las A, (con 2 = ¢, GU) de las que hablaremos se refieren a escalas de energfa
y 1o tienen relacidén alguna con la constante cosmoldgica A que tiene unidades de densidad de energfa.
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las particulas cargadas [21]. La forma en que se obtiene V(i) se muestra en el apéndice

D. Tenemos entonces la expresién:
V=AM 42 o (6.1)

de donde observamos que los pardmetros libres son v, N, ¥ Ny, los cuales determinan la

4v
7l 2,

potencia de ¢ a través de n =

Buscaremos también conectar lo anterior con la fisica de la gran unificacién [21, 22].
Asi estaremos relacionando los modelos de quintaesencia con teorias basadas en un origen
comun de las fuerzes fundamentales de! universo. Una de las consecuencias de trabajar
con dichas teorias es que la “constante” de acoplamiento depende de la evolucién de la
escala de energfa tipica del universo. Lo que haremos serd relacionar la escala de energla
Ao = /2 P4 que tomamos como valor para ¢, con la escala de energia de gran

unificacién Agy, esto por medio de la expresién [21]:
- 1
A= Agy e Mocu (6.2)

en donde §; = %; = %;—f—ri es el coeficiente de la funcién 8 de Gell-Mann en primera
aproximacién (one-loop) [23]. Tomaremos Ay = 10'°GeV y gz7 = %1 [24]. Para esbozar
el desarrollo de la constante de acoplamiento g del grupo de norma asociado al campo
escalar incluimos la figura 6.19 al final del capitulo, que muestra el desarrollo en términos
de la energia de dicha constante y de las constantes de acoplamiento gy, g ¥ g3 del modelo

estindar.

6.2 Analisis cualitativo del sistema

6.2.1 El Analisis

Para dilucidar la fenomenologia de un universo en el que existe un campo escalar cuyo
potencial de autointeraccién es como los recientemente descritos, es necesario resolver el

sistema de ecuaciones diferenciales para los modelos de quintaesencia presentado en el
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capitulo anterior:

3 3
Ty = —3z + \/;,\y” +35 {(v,(1 - 2* — y*) + 227) (6.3)
3 3 2 b3 2
Yy = — L—,)\xy-;-yi (% (1 — 2% = y%) + 227} (6.4)
3
Hy = -Hs (7 (1 — 2* — ) + 257) (6.5)

Este no tendré en general soluciones analiticas, por lo que para entender el compor-
tamiento del sistema de ecuaciones diferenciales, dividiremos la evolucién del mismo en
periodos dados por los distintos términos doininantes en cada. caso y que asociaremos al
desarrollo del pardmetro de densidad Q, (figura 6.2.1). En el A}:‘Séndice C se muestra el
andlisis de cada perfodo. El comportamiento de las ecuaciones diferencisles estard fuerte-
mente determinado por el pardmetro A, para el andlis de éstas se tomard la condicién
inicial A, > 1, lo cual corresponde a w; < Mp; que es consecuencia de pensar que el
campo no aparece en los inicios del universo en que la energia caracteristica era la de

Planck sino mucho después, cuando la energia tipica del universo es mucho menor.

I (IT IIT v

Q,

N

Figura 6.1: Desarrollo de €1, con respecto 2 N mostrando los cuatro periodos. El perfodo I
presenta una duracén exagerada para facilitar la exposicién. El final del perfodo IV est4 dado
por £, = 0.7 que es el valor actual sugerido por las observaciones para este pardretro. (En este

caso se utilizé un potencial de la forma V{p) « ¢~ !).

Durante el perfodo I encontramos que se curnple la relacién (ver seccién C.1 del

36



apéndice C}:
22y = g? 4y (6.6)
por lo que 2, = z? + y* es constante para esta etapa. También vemos que y — 0 por lo
que Lpp = \/I? + ¢7, en donde el subindice 1 indica el final del perfodo I y el comienzo
del IL.
De considerar la ecuacién 6.5, despreciando los términos cuadriticos, tenemos la
solucién para H:
H=H e (6.7)
Esta funcién serd tomada como vélida para los periedos I, I y 11 en los que transcurre
pricticamente todo el proceso.

Es importante notar que este perfodo termina cuando el primer término de la ecuacién
para yn (ecuacidn 6.4) es comparable al segundo, lo cual sucede rdpidamente en términos

de N puesto que A y y decrecen, en un principio, proporcionalmente a A; > 1.

El periodo II estd caracterizado por levar a la variable ¥ a su minimo valor, el
cual serd de importancia al calcular posteriormente la V total. Este valor minimo es el

siguiente (ecuacién C.23 del apéndice C):

-4_%& 33/4
Ymin = Yy (2‘/- nm ‘\f P{) (68)

Podemos verificar que ymm <€ 1 puesto que H; < Mpr. A partir de este momento la
evolucién de y estarg dada por {ver seccién C.2 del apéndice C):

¥ = Ymin 82-77N (69)

lo cual se cumple también para todo el perfodo IIL

Durante el periodo 1T se da un decrecimiento en 2, dado por:

Qi
O+ (1= 020

Q, = (6.10)

el cual nos dard informacién importante sobre la N para la cual {0, < 0.1 {(Nyy;), condicién

que tiene implicaciones cosmoldgicas que serdn revisadas mds tarde.

El perfodo IIT tiene relevancia puesto que presenta un escalamiento (encontrado en

la literatura como sceling) en el cual se da un incremento de varios érdenes de magnitud
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del factor de escala sin que las condiciones fisicas, como la densidad de energfa asociada
al vacfo, sean alteradas drésticamente. Para este perfodo tenemos que el pardmetro A
puede ser considerado constante ya que A o (y H)*™ cuando y H = constante, todo esto
segiin la seccién C.3 del apéndice C.

El periodo IV es €l que presenta el crecimiento final que lleva a Q, al valor 0.7,
consistente con las observaciones actuales. Durante este perfodo A deja de sex constante
¥ la dinidmica se hace més complicada (ver seccidn C.4 del apéndice C), sin embargo,
el desarrollo de otros pardmetros, como el de aceleracién, ilustrardn la situacién en los
ejemplos numéricos.

6.2.2 Redefinicion de algunos pardmetros

Antes de comenzar la descripcién de las propiedades para distintas n es preciso redefinir
ciertos pardmetros que fueron introducidos en 1a seccién 5.2. Esto con el fin de expresarlos

en términos de = ¥ y, lo cual serd de utilidad al analizar su evolucién,

El pardmetro 7, definido por 4, = w, + 1 toma la forma:

-2

Py Pe Py 4
Yo=—"T+1= = - (6.11
“ oy Po V{p) +¢?/2 )
y en términos de 7 y y es:
2g2
Y= G (6.12)

El pardmetro de aceleracién o se encuentra definido por la ecuacién (5.8) en términos
de 1y, Ve ¥ Qp = 2 + % (5.3). Al sustituir la expresién para 7, presentada en el pérrafo
anterior nos queda:

Iyy (2 22_'7’7)
a=1-—'— -z 6.13
-2\ Y (6.13)

Como se vio en la seccién 5.2, la aceleracién del factor de escala a{f) depende del
signo del pardmetro o.. Es posible, segin la expresién (6.13), determinar una regién en el
plano fase z — y para la cual el universo es acelerado. Esta estd dada por:

3 22—
0> 1~ —"T— (,2—x2-————7) 6.14
3y, — 2 Y Y (6.14)
y toma la forma sobre en el plano z—y que se muestra en la figura 6.2 cuando consideramos

7y = 1 puesto que v, es la correspondiente & la materia:
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Figura 6.2: La zona para la cual el universo se acelera es la delimitada por abajo por la expresién

0=1-3(y® — z?) pues se ha tomado v, = 1.
6.3 Restricciones fisicas sobre los potenciales

En la seccidn 6.2 se menciond una forma de caleular la duracién total Niger en términos
del valor minimo Ymin (s, ¥z, n, Mpr, vy, ¥) mostrado en la ecuacién 6.8. Esto es posible
porque durante la mayor parte del proceso y crece de manera exponencial. Ademds serd
necesario tomar en cuenta que el universo es dominado por radiacién antes del valor M-,
para después ser dominado por materia, por lo tanto v, = 4/3 para N < N, ¥ v, =1
para N > N,_p. El valor que tomaremos para N,_,, serd 9.6 ¥ que corresponde & un
parimetro de Hubble H,_r, = 2.6889 x 10~%GeV {8]. Asf, la expresién en términos de
Ymin DXL Ny es:

2 Niem 3
Neotad = 3 ((1 ~3 ) Inyy — Zln ymm) (6.15)

CON YrninTi, ¥in 2, Mpy, o, /). Hemos de suponer también que el valor actual de y es uno
que corresponde a una Q, = 0.7 ¥ 2 una 7y, < 1/3, lo cual en conjunto implica que de
manera aproximada xy < 0.3 ¥ yo > 0.8 que nos permite elegir 4 = 0.3 y y, = 0.8.

La discrepancia entre el valor numérico y el analitico obtenido de la expresidn anterior

es pequefia, como ejemplo tenemos que para n = 3:

Niotat (numérico) = 33.050 (6.16)

Niotat (analitico) = 33.095 {6. 17)
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Por otro lado, el valor g,,;» puede ser utilizado para determinar el valor inicial H,.
Esto gracias a que tanto y como h tienen un desarrollo exponencial, creciente y decreciente,

respectivamente. Asf que gracias a la relacién 22~ = & se obtiene:
™

4
Ho o Y7

(Mm yD) 2, , =
H; = TR (33—/2 —,;%— (=i + ¥;) Mp (6.18)

que nos proporciona ademés una forma de calcular analiticamente cantidades que podemos

poner en términos de H; como son ¢; y p:,‘?.

Durante la etapa cosmoldgica de nucleosintesis es necesario, segdn el modelo esténdar,
que la densidad de energia asociada al vacfo no exceda cierto lfmite. Un término de éste
tipo propiciarfa una abundancia primordial de *He menor a 1a observada, esto debido a que
provoca un incremento de la duracién de 1a nucleosintesis que permite que més neutrones
decaigan por decaimiento 8 [3]. Asf se determina el limite Q,{N,,) < 0.1 [25, 3, 4] que se
traduce en una restriccién sobre la Niniaa de nuestro modelo, puesto que consideraremos
que ,; puede tomar valores mayores a (.1. Ahora recordemos el resultado del perfodo 11,
visto en la seccién anterior, en donde se muestra una funcién Q,(N) que corresponde a la
bajada inicial de este pardmetro desde su valor inicial hasta un valor menor a 0.1 (véase
la figura 6.2.1). Dicho lapso serd sumado a la N que da inicio al perfodo de nucleosintesis
para asegurar que, aunque el campo escalar aparezca antes de Ny, al llegar a dicha etapa
su contribucidn a la densidad total de energia esté por debajo del lfmite mencionade.

Al tomar como el rango de energias caracteristico de nucleosintesis a E,, ~ 0.1 —
10MeV {15} tenemos que N, estard entre 19.9 y 24.5. Si consideramos una §,; menor a
0.98 ésta sufrird una bajada a 0.1 en Nyyjogs = 3 por lo que 19.9 — 27.5 es el intervalo de
valores no permitidos por la restriccidn sobre N dada por nucleosintesis. Nétese que este
es un caso conservador y que la condicién sobre las N permitidas puede ser relajada al
tomar valores menores de {3,;. De hecho, si {},; < 0.1, no existe restriccién alguna.

El pardmetro w,, que da la ecuacién de estado para el campo escalar {ver ecuacidn
4.17), es restringido por las observaciones de supernovas lgjanas. El limite para este
pardmetro es wyg < —2/3, sin embargo, es 1itil considerar en su lugar we; < —0.7 [26], en

donde w,s es la constante que llevarfa al universo & un desarrollo como el dado por una

SLos valores de NV serdin reportados en valor absoluto pues nos referimos solamente a etapas antetiores
del universo que por la definicién N = In (a/ay) presentan valores de NV siempre negativos.
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w,, dependiente del tiempo. Veamos su definicién:

wer = f da Q,{c} w,(a) _ [dN eV Q,(N) w,(N)
© J da $2,(a) JdN eV Q,(N)

recordando que N = lo %. La razén para esta nueva definicién es que la restriccién de

origen experimental es dada en términos de una w, constante (12, 27, 26].

(6.19)

La solucién numérica de diferentes ejemplos nos dard informacién sobre las n que
son excluidas por las distintas restricciones. Se tendrd presente el cambio en v, de4/3 a1
en N,—m. Serd necesario ademds, para todos los ejemplos, que ciertas condiciones fisicas
dadas por métodos observacionales sean respetadas, éstas son: Hy = (1.4932 1 0.2137) x
1012GeV = h B.7564 x 1075 Mgy, en donde iy = 0.7 +0.1 [5] ¥, considerando un unjverso
plana: Qg = 0.7+ 0.1 (tabla 1.1).

Los resultados en pardmetros relevantes para la determinacién de n son presentados
en la tabla 6.1. Estos provienen de la solucién numérica de las ecuaciones de quintaesencia
cuando las condiciones iniciales son: z; =0 y y; = 0.5 que implican Q; = 025, v =1y
el valor H; (o H;), distinto para cada caso, causante de una situacién final de Hy y $2.0
consistente con las obgervaciones.

h H; {en GeV) p,i,- (en GeV) | ag W0 Waf Nistat
2/3 | 1.16x107® [ 7.00x 10°% | ~1.02 | —0.9662 | —0.9781 | 12.96
1 343x10~% | 3.81x 1075 | —0.93 | —0.9310 | —0.9542 | 16.96
5/4 |7.31x10°% |555x%10°° | ~087|—0.8960 | —0.9295 | 19.63
13/10 1 1.95 x 10-% | 9.06 x 10~% | -0.86 | —0.8879 | —0.9236 | 20.15
19/10 ) 9.74 x 10~ | 2.03 x 1072 | —0.64 | —-0.7854 | —0.8456 | 25.52
2 463 x 10-%2 [ 441x10°2 | -0.60 | —0.7666 | —0.8305 | 26.33
21/10 | 1.95 x 107%' | 9.06 x 107* | ~0.57 | —0.7466 | —0.8135 | 27.16
18/7 {1.70x 10-'® | 2.68 ~0.37 | —-0.6555 | —0.7325 | 30.41
3 3.41 x 10°'¢ | 37.92 ~0.20 | —0.5749 | —0.6513 | 33.05
31/10 | 1.10 x 10~'% | 67.99 ~0.17 | —0.5577 | —0.6320 | 33.61

Tabla 6.1: Resultados de soluciones numéricas de modelos de quintaesencia con V' o wl" para

distintas n.

Finalmente, de la restriccién dada por ¢l limite sobre ), durante nucleosintesis

41




tenemos que n no puede estar en el intervalo 1.25 — 2.1 {ver tabla 6.1). De la restriccién
sobre wey tenemos que n < 2.75, como se ve en la figura 6.16 que se muestra al final
del capitulo y en donde se grafican los valores de w,y con respecto a n, ia misma gréifica
para wey 10s da la restriccién n < 2.5 (figura 6.17). El que la restriccién proveniente
de wyp sea més estricta que la impuesta por w,s es debido a que la segunda toma en
cuenta el desarrollo previo de w, que, como veremos en la figura 6.12, presenta valores

més negativos de wi.-

6.4 Ejemplos numéricos de algunos potenciales con

n>{

6.4.1 Comportamiento conn =1

Como primer gjemplo de un potencial consistente en una potencia negativa de o tratare-
mos numéricamente el caso de V = Al¥" 472, 0 sea: n = 1. En la seccién 6.1 men-
clonamos que los potenciales que considerarfamos tendrian origen en la condensacién de
las partfculas de un grupo de norma, en el caso particular de n = 1 la combinacién que
produciria el potencial serfa: N, = 1, Ny = 5 y v = 1 en donde N; es el niimero de
colores del grupo de norma, Ny el de fermiones y v el de los fermicnes que se condensan
para producir a las partfculas escalares. Estos mimeros no pueden ser determinados por
primeros principios pero dicha eleccién queda al mismo nivel que la de la cantidad de
campos en el modelo estdndar de particulas elementales [21].

Recordemos que los rangos permitidos que determinamos en la seccién 6.3 restringen

an alos intervalos 0 — 1.25 y 2.1 — 2.75, por lo que n = 1 es permitido.

Las condiciones iniciales que tomaremos en este caso son: ; =0y 3 = 0.5 (S =
0.25}, entonces tendremos que para coincidir con hy = 0.7 y Sl = 0.7 necesitamos
H; = 3.43 x 10-3GeV, el valor inicial del pardmetro de Hubble serd el que ajustaremos
para que, ya definidas n y Q1 = 0.7, ¢l sistema evolucione congeniando con la situacién

fisica actual.

Este ejemplo muestra también: ,o,.:_ = 3.81 x 10-5GeV, A, = 1.90 x 10-%GeV, oy =
—0.93, wp = —0.9310, wey = —0.9542 y Neotat = 16.96.
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Para las mismas condiciones iniciales {z; = 0, ¢ = 0.5 y H; = 3.43 x 167%GeV),
que hacen coincidir la sclueién numérica con hy = 0.7 y 2,0 = 0.7 experimentales, la
caracterfstica esperada de la aceleracién final del universo es reconocida en el plano fase
z — y (figura (6.3). En éste se observa gue }a regién en que el universo es acelerado
es alcanzada por la trayectoria antes de cruzar el circulo que define el estado actual
Qo = 7 + y3 = 0.7, el cual aparece trazado en lineas cortas de la misma manersa que el
circulo 24 = 1.

Figurs 6.3: Plano fase z — y para n = 1. Los valores iniciales son z; =0 y 3 = 0.5.

Aur cuando hemos hecho un andlisis cualitativo del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (secci6n 6.2}, no es sencillo determinar, basdndonos en éste, el desarrollo en detaile
de los distintos pardmetros. El andlisis es suficiente para esbozar el comportamiento gene-
ral del sistema, sin embargo, algunas cantidades, como el pardémetro de aceleracién a, son
extremacdamente sensibles a los cambios relativos entre T y y. Los resultados numéricos
son entonces de gran utilidad, puesto que de éstos podemos obiener graficos de cualquier
parimetro que definirdn con precisién la situacidn fisica en cada caso.

e 0, Ahora presentaremos la evolucién de 2, (figura 6.4) lo cual nos ayudard a
dar un mejor seguimiento al desarrollo del sistema en general ya que es posible
interpretar a 1, como el cuadradoe de la norma de los puntos (z,y) presentados en
el plano fase, Podemos observar que la descripcién analftica de la seccién 6.2 es
consistente con el desarrolio numérico. El Hlamado periodo I no aparece debido a su
corta duracién. El perfodo 11, la calda de Q, ocurre en N ~ 0 — 2.5, Vemos que
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la etapa de escalamiento o perfodo I1I se da en V = 2.5 — 15 aproximadamente. El
cuarto y ltimo perfodo se da entre N ~ 15 y Ny = 16.96. En el gréfico descrito
observamos que los perfodos I, II y TV son cortos en comparacién con el IT1, de
ah{ concluimos que las trayectorias visibles en el plano fase z — y (figura 6.3) son
seguidas con rapidez y el sistema permanece con {z, y¥) muy cercanc a cero durante
casi todo su desarrollo.

15
0.8
0.6
Q,
0.4
- k
0 — - J n
) 5 10 15 20

Figura 6.4: Desarrollo de §2,, con respecto 2 IV para n = 1. La Ilfnea horizontal corresponde a
Qp = 0.7 y la vertical nos da la Ny = 16.96.

e 1: De la definicién z = %ﬁ%ﬂ e identificando la raiz de p, (p, = 3H2M$,) en el
denominador, podemos decir que 1a variable z nos da la contribucién por parte de la
rafz de la energia cinética asociada al campo escalar 55 en comparacién con la rafz
de la densidad crftica. En la. etapa de escalamiento esta contribucidn es despreciable,
como vemos en la figura 6.5, y no es sino en las fases inicial y final que percibimos
dicha aportacién.

Para entender més a fondo el desarrollo seguido por z es ilustrativo consultar un
gréfico semi-log (figura 6.6). De ahf podemos reconocer el cambio en v, al ser el
universo primero dominado por radiacién y luego por materia. Esto se traduce en
un cambio de la pendiente en el grifico semi-log pues la evolucién de x en dicha
etapa estd dads por una exponencial cuyo exponente es proporcional a «y,, como se

vio en la seccién 6.2.
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Figura 6.6: Evolucién de Inz paran =1.

s y: En contraposicién con la variable £ notamnos que la variable y nos da informacién
sobre la contribucién del potencial del campo escalar comparada con la densidad
critica (y = 93/%;—::). Por esto es natural que el pardmetro de densidad €2, tenga la
forma z2 + ¢, que da cuenta tanto de la contribucién cinética como de la potencial
a la energfa asociada al vacio.

Durante la cafda de 2, ¥ Ia etapa de escalamiento {periodos I1 y 111 respectivamen-
te), la variable y es précticamente despreciable (6.7), lo mismo que la variable z,

por lo que se podria decir que el universo no resiente la inclusién del campo escalar
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durante esta etapa. Al igual que z, la variable y retoma importancia al final del
proceso (N = 16.96).

Figura 6.7: Evolucién de y para n =1,

El desarrollo de ¥ es, como se dijo en la seccién 6.2, exponencial para casi todo el
proceso (ver figura 6.8). También se observa el cambio de pendiente debido a la

dominacién de radiacién primero y materia después en el universo.

j

-5

-10
In(y)
-15

-20

25

Figura 6.8: Evolucidn de Iny para n = 1.

s H: Ahora describiremos el desarrollo del pardmetro de Hubble, el cual determina
el valor de la densidad critica mediante la relacién p, = 3H2ME,. Er las gréficss
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normalizamnos H a 1 en Nygigu al presentar la evolucién de H/H; . Habfamos
mencionado que H decrecfs exponencialmente durante todo el proceso. Esto es
evidente en la grafica para InH/H; (figura 6.10) y corrobora la aseveracién hecha
en la seccidn 6.2 que propone H = H; e~ 37V,

Figura 6.9: Evolucién de H/H; paran = 1.

0
_5[
In(H/H) 4
-15
—20[

-25 1

Figura 6.10: Evolucién de In (H/H;) paran = 1.

e o: Una de las motivaciones principales para investigar la inclusién de un término de
quintaesencia es la aparente aceleracién del universo vista experimentalmente en el
alejamiento de supernovas distantes, lo cual fue mencionado en la Introduccién . Asf

que consideraremos como una de las caracterfsticas necesariag de nuestros modelos
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que el universo sufra una aceleracién positiva en la actuealidad, o lo que es lo mismo:
ep < 0. En la figura 6.11 se muestra el resultado numérico para o, su progreso es
tal que entra en el rango de aceleracidn positiva del universo en momentos apenas
anteriores al actual. @ es 1 durante casi todo el proceso lo cual es muestra de que
el universo se estd desarrcllando como uno dominado por materia o radiacién a
excepcidn de las breves etapas inicial y final.

Figura 6.11: Evolucién de . La lnea wertical corresponde Nyg v 1a horizontal & o = 0,
recordemos que el universo es acelerado positivamente cuando o est4 por debajo de este valor.

® 7, La ecuacién de estado para el campo escalar es p, = (v, — 1)p,. Si 7, es menor
a 2y p, domina sobre las demds componentes de p el universo es positivamente
acelerado (ver ecnacién 2.8). Ep la figura 6.12 se encuentra marcada Ny con
tal de evidenciar que el valor actual de 7, es menor & %, 0 sea que cumple la
restriccién observacional asociada a supernovas lejanas [26], el valor numérico actual
es Yoo = 0.0690 segin la tabla 6.1.

e A: Como ya hemos dicho, éste es un pardmetro importante para el andlisis del
comportamiento de las ecuaciones diferenciales para quintaesencia. FEs segin la
comparacién de los términcs en ésias que se dan distintas dindmicas. Fl punto
importante aquf es que existe un perfodo de escalamiento debido a que en esa etapa
A es de cardcter pricticamente constante. En la figura 6.13 podemos observar dicho

comportamiento, mediante lo cnal verificamos que el anglisis cualitativo de la seccidn
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Figura 6.12: Evolucién de 7, = w,+ 1. Se muestra Nyge,r con el fin de resaliar que la condicidn
para Ja aceleracién positiva del universo es satisfecha (v, < %) ¥, més ain, la restriccién dada

por supernovas lejanas {7, < %)

6.2 es correcto. También mostramos el grafico para 1/) {(figura 6.14) para dar cuenta
de la etapa inicial en donde A > 1.

Figura 6.13: Bvolucién de A paran =1,

Ahora identificaremos el papel que juega el tomar distintas condiciones iniciales. En
el andlisis cualitative, seccién 6.2, se probé que la cantidad inicial z7+y7 = £, es relevante

puesto que es el radio de la trayectoria circular seguida en un principio sobre el plano fase
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Figura 6.14: Evolucién de 1/A para n = 1.

T — y. Entonces, tomando distintos valores podemos inspeccionar el comportamiento
general del sisterna en términos de dicha variacién de las condiciones iniciales. La figura
6.15 ilustra como las diferentes trayectorias siguen un desarrollo similar, esto en el sentido
de que entran en la zone de expansién acelerada del universo cuando \/?7;, la magnitud
de los puntos {z,y), es aproximadamente 0.6. Recordemos que la condicién experimental
que fijamos para el pardmetro de densidad es @y = 0.7 ¥ que ésta es satisfecha para
nuestros ejemplos. Todas las trayectorias de esta figura cumplen, ademés, conr las demés
condiciones, como coincidir con el valor actual del parémetro de Hubble ¥ no comenzar

dentro de la etapa de nucleosintesis.

Ahora veamos que al fjar z; == 0 y variar y; tenemos un rango no despreciable
de valores iniciales en y que cumplen con los requerimientos mencionados, los demss
pardmetros quedardn fijos con el valor que lleva a sus valores actuales centrales para
z, = 0y % = 0.5. Ahora, para determinar la influencia de las distintas y;, se extienden
las condiciones dadas por los valores experimentales a las regiones determinadas por sus
Ifmites: Hy = (1.49324 0.2137) x 10-*GeV [5] y Q0 = 0.7 £ 0.1 (ver tabla 1.1) ¥ no es
sino cuando éstos son sobrepasados que se determina que un juego de valores iniciales no
es satisfactorio. De la solucidn numérica concluimos que si y; se encuentrs en el intervalo
0.39 — 0.66 Ios resultados permanecen dentro de los rangos experimentales permitidos
(ver tabla 6.2), en términos de (2, el intervalo anterior puede ser expresado como una
varigcién del 40 % sobre Q,; = 0.25. La figura 6.18 del final de este capftulo muestra
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Figura 6.15: Evolucién del sisterma con n = 1 para (x;, w:)=(—0.3536,0.3536), (0,0.5),
(—0.6123,0.6123) vy (—0.6892,0.6892) correspendientes a Q,; = (.25, 0.5, .75 y (.95 respec-

tivamente.

como al variar {2,; tenemos evoluciones diferentes de w,, al final del proceso, de forms
que valores mayores de Q; implican valores menores de wyy. Para los potenciales con n
mayor que la permitida por los Hmites dados por las restricciones fisicas, tenemos que una
§2, > 0.25 puede hacer que el resultado caiga dentro de los valores experimentales. Esto
trae consigo la desventaja de que necesitamos valores de £, cada vez més grandes, o sea,
que el campo escalar comience su evolucién dominando a los otros campos presentes en

el universo.

Iy,- Hp {en GeV) | Qe
0.39 { 1.2982 x 10~*2 | 0.6119
0.66 | 1.7031 x 10~%2 | 0.7974

Tabla 6.2: Resultados de solnciones numéricas para distintas #; con ;3 = 0y con n = 1. Los
valores experimentales permitidos son Ho ~ 1.2795 — L7069 x 10~ GeV y 040 ~ 0.6 — 0.8.

o

6.4.2 Comportamiento con n = 3.’7

Ahora ejemplificaremos con caso particular en que No =8, Ny =1 yvr=1. Lan que

obtenemos es chfv, + 2 =12, Los resultados numéricos dan lo siguiente:
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F: H; {en GeV) | Alen GeV) | ag Wipo Weaf [ Ntotulw
| 18/7 | 1.70 x 107 | 1.34 ~0.37 | —0.6550 | ~0.7325 | 30.41 |

Tabla 6.3: Resultados de Ia solucién numérica para V = Af 42 ) con n = 18/7.

El resultado es un modelo de quintaesencia que cumple con las restricciones n ¢
1.25 — 2.1 y n < 2.75 dadas por nucleosintesis y el requerimiento de w,y < ~0.7. Al igual
que en el caso de n = 1 no nos es posible determinar por principios fundamentales a los
pardmetros Ne Ny y v.

6.4.3 Comportamiento con n = %

Aun después de haber restringido lag posibles 7 para los medelos con V o ‘Pi,, nos
quedamos con un amplio espacio de opciones. En los primeros dos ejemplos se escogib n
segiin los pardmetros libres v, N, y Ny. Como mencionamos en la seccién 6.1 relacionare-
mos 8l signiente ejemplo con las teorfas de gren unificacién: serd necesario considerar un
modelo para el cual 1a energia con la que aparece el campo escalar de quintaesencia pueda
ser asociada a la energia de gran unificacién mediante la expresién A, = Agy e_m
{ecuacién 6.2). Tenemos, del anélisis presentado en la seccién 6.2 y Ia expresién 6.18, una
manera de calcular analiticamente y en términos de =, la escala de energia caracterfstica
del modelo de quintaesencia:

34 Hy \TR (4 e #
=7z (” mﬁ) (5575 - +v?)) M (6.20)
Y

por lo que al igualar las expresiones 6.2 y 6.20 para A. encontraremos una n particular
que cumple con ambas relaciones. Con lo anterior hemos reducido en uno el nimero de
pardmetros libres.

St tomamos N, = 3 y v == 1 encontramos que la igualdad anterior se cumple cuando

N; = 6.0182 y n = (0.6747, o sen que estamos en coincidencia con n = 2/3 dado por

n= N:'_"N’ + 2 al tomar N, = 3, Ny = 6y ¥ = 1. De la misma igualdad obtenemos la

cantidad A; = 3.02 x 10°3GeV como la escala de energia tipica del universo en la que
aparece el campo de quintaesencia.
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Entonces tenemos un modelo de quintaesencia que concuerda con uno de los resulta-
dos de 1as teorias de gran unificacién. Al resolver numéricamente el ejernplo con n = 2/3

encontramos 1o siguiente:

n | H; (en GeV) | Afen GeV} | ag Wen Wet Ncomt]
2/3 | 116 x 10-% [ 3.50 x 10~ | -1.02 | —0.9662 | ~0.9781 | 12.96 |

Tabla 6.4: Resultados de 1a solucién mumérica para V = Al"4v2 2 conn = 2/3.

en donde podemos ver que la escala de energia A, es muy parecida a la obtenida al

igualar Ias expresiones 6.2 y 6.20.

Ahors veamos que una y; en €l intervalo 0.385 — 0.65, consistente con una O ; dentro
del intervalo 0.15—0.42, nos lleva 2 una situacién compatible con los valores experimentales
de Hy y §l,0 tomando en cuenta sus rangos de incertidumbre. Al igual que en el caso de
n =1, Q,; permite variaciones de un 40% de su valor, o sea que no es necesario un fine

tunning de las condiciones iniciales (ver tabla 6.5).

(v [H (ncev) [90 |
0.385 | 1.2791 x 10~* | 0.6073
0.650 | 1.7096 x 10-*? | 0.8000

Tabla 6.5: Resultados de soluciones numéricas para distintas y; con z; = 0 y con n = 3/2. Los
valores experimentales permitidos son Hy ~ 1.2795 — 1.7069 x 10~%2GeV y Q,0 ~ 0.6 — 0.8.
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-0.65

Figura 6.16: wey con respecto a n, Ja restriccién wey < —0.7 nos da n < 2.75.

Figura 6.17. w,, con respecto a n, la restriceién wyp < —2/3 nos da n < 2.5.
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Figura 6.18: Desarrollo relativo de w, y §2, para n = 1, recordemos que la época actual
es correspondiente 8 Qyp = 0.7. Las gréficas a), b), ¢}, d), e) y f) corresponden a 0y =
0.05,0.1,0.25,0.5,0.75 y 0.9, respectivamente.
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g crece

Ac A;:u
—
ia energia crece

Figura 6.19: En esta gréifica se muestra una aproximacién burda de la evolucién en términog
de Ia energia de las constantes de acopiamiento g1, g2 y g3 del grupe SU(3) ® SU(2} ® U(1)
del modelo estdndar de pariiculas elementales y g del grupo SU(N,} asociado al campo de
quintaesencia. En Agy ias constantes coinciden y A, es 1a escala de energia de condensacidn.
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1 Panorama Cosmolégico

Los logros del modelo estdndar de la cosmologia se ven limitados por ciertos descubrimien-
tos experimentales como pueden ser la evidencia de que nuestro universo es muy parecido
a uno plano {10] o las observaciones de supernovas lejanas que apuntan hacia la expansién
acelerada del universo {1, 2]. La solucién a egtas discrepancias requiere de la inclusién
de términos en la densidad de energia distintos a los considerados por el modelo cos-
:ﬁolégico estdndar. Como ejemplo tenemos a los modelos inflacionarios, en los que se da
un crecimiento exponencial del factor de escala en una etapa temprana del universo, la
cual es causada por la presencia de un campo escalar sujeto a un potencial de interaccién.
Gracias a esta inflacién inicial se solucionan problemas como el del horizonte causal y el
de la curvatura. Los modelos con una constante cosmoldgica son tarnbién ejemplo de la
modificacién de los componentes de la densidad total de energia. En éstos, la dindmica del
factor de escala se ve afectada en todas las etapas del universo gracias a una aportacién
del vacio a la densidad de energfs, entonces se puede lograr una expansion acelerada o un
universo estético, lo cual es imposible si se consideran solamente Ios componentes del uni-
verso contemplados cominmente. El problema que surge en este caso es que la magnitud
de densidad de energia aportada por la constante cosmol6gica es restringida ser menor
que la densidad critica, lo cual genera una discrepancia de 120 érdenes de magnitud con
la magnitud “natural” que esperarfamos que debiera ser del orden de la masa de Planck.

Entonces surge la necesidad de incluir un término asociado al vacfo no constante, un
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campo escalar que evoluciona segin un potencial de autointeraccién de tal forma que et
obstdculo mencionado pueda ser evadido. Los de este tipo son los denominados mode-
los de quintaesencia. El objetivo de esta tesis es presentar un modelo de quintaesencia

consistente con las observaciones recientes de parimetros cosmoldgicos.

7.2 Un Modelo de Quintaesencia

El andlisis del sisterna de ecuaciones diferenciales que describe la evolucién del universo
fue llevado a cabo para el caso especifico de un potencial consistente en una potencia
negativa del campo escalar. Primero de manera cualitativa, de donde reconocimos un
comportamiento tal que el desarrollo del universo no se ve afectado por el campo escalar
sino hasta épocas muy posteriores a su aparicién. El beneficio que obtenemos es que,
durante la mayor parte del proceso, el sistemna presenta un periodo de escalamiento en
donde la densidad de energia asociada al campo es despreciable. En éste el factor de
escala tiene un crecimiento de varios Srdenes de magnitud como el que tendrfa sin la
presencia del campo escalar, por lo tanto se puede considerar que dentro de dicho lapso se
da la nucleosintesis, satisfaciendo con esto la condicién que ésta conlleva que no permite
valores mayores a 0.1 para {2,. Al final del escalamiento ¢l campo de quintaesencia se

hace relevante, lo cual es consistente con la 2, = 0.7 sugerida. por las observaciones.

El siguiente paso fue trabajar con soluciones numéricas del sistema de ecuaciones
diferenciales. Las diferentes potencias negativas n dan resultados distintos en la du-
racién total del proceso y en la densidad de energia asociada al campo en el momento
de su aparicidén, ya que se han fijado los valores actuales de ciertas cantidades fisicas
como el pardmetro de densidad 2,0 en 0.7 £ 0.1 y el valor del pardmetro de Hubble con
hg = 0.7 £0.1, indicados por experimentos recientes [3]. Encontramos entonces que, pars.
satisfacer todos los requerimientos y tomando el valor razonable Q,; = 0.25, la poten-
cia negativa del campo de quintaesencia n queda restringida a los intervalos 0 — 1.25 y
2.1 — 2.75. Asegurando con esto que el campo escalar no comienza su influencia en la
etapa de nucleosintesis y que su ecuacién de estado es la que lleva a una expansién acel-
evada del universo como la que se induce de la observaciéon de supernovas lejanas. Para
valores mayores de n son requeridos valores mayores de £2,; si queremos concordar con la

situacidn observacional, o sea que necesitamos que el campo escalar sea, para n mayor,
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més dominante al momento de su aparicién en el universo.

Como ejemplos particulares presentamos n =1, 2/3 y 18/7. El primero es producto
de considerar que el campo escalar puede ser originado por un grupo de norma con niimero
de colores N; = 1, niimero de fermiones Ny = 5 y niimero de campos que se condensan
v = 1 y muestra el comportamiento sugerido por el andlisis cusalitativo. El segundo es
dado por la seleccidn del nlimero de colores N, = 8 y el ntimero de fermiones Ny =1 para
¢l grupo de norma, el modelo obtenido también cumple con las restricciones fisicas. El
tercero es motivado por las teorias de la gran unificacidn, esto con el fin de ligar & 1a fuerza
generada por el campo escalar con el posible origen comiin de las fuerzas fundamentales
de la naturaleza propuesto las teorias de supercuerdas. En este caso se encuentra, gracias
al andlisis efectuado tanto numérica como analiticamente, que el desarrollo de Ia energfa
a partir de la época de gran unificacién puede ser ligado al desarrollo del campo escalar
cuya escala de energia inicial es justamente la de la gran unificacién. Asi que hemos
presentado un conjunto de modelos que coinciden con la aceleracién positiva del universo
en donde la escala de aparicién queda determinada en términos de N, Ny y v. En estos
modelos no existe el problema del ajuste fino de las condiciones iniciales puesto que es
posible variar Q0 en un 40% sin perder la coincidencia con los valores experimentales de
los pardmetros cosmolégicos medidos hoy en dia.

Finalmente, es importante notar que los tres modelos que presentamos cumplen con
las condiciones dadas por métodos observacionales, de hecho es posible encontrar una in-
finidad de modelos con diferente n que son posibles segiin las restricciones experimentales.
Los criteries para elegir una n especifica deberdn provenir de argumentos fisicos de otra
indole, como podria ser el andlisis a detalle del comportamiento del grupe de norma que

genera €l campo.



Apéndice A

En este spéndice se desarrollan los procedimientos que complemenian lo dicho en el

capitulo 3.

A.1 Ecuaciones de Rodamiento Lento

Al tomar la ecuacién de campo:
P+3He+V'(p) =0 {A.1)

y considerar que el término ¢ es despreciable con respecto a los demds llegamos a la
ecuacion:

IHY = -V'(p). (A.2)
& la que nos referiremos como la primera ecuacidn de inflacidn.

Para un universo plano la ecuacién de Friedmann ( ecuacién 2.4 ) se reduce a:

2 8rG  8rG [ ¢?
=== =r—(%+V(<p)) (A3)

@2 3°773
en donde hemos tomado la expresién para p mostrada en la ecuacién 4.13: p= %’ +V{p).
Ahora consideremos que el término cinético, bajo la condicién de expansién acelerada

positivamente p + 3p < 0 (ver ecuacién 2.8), puede ser ignorado al compsararlo con el
término potencial pues dicha condicién implica ¢? < V{g), queddndonos:

t 871G
H = %= =2V (p) (A.4)

a la cual llamaremos segunda ecuacidn de inflacidn.
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A.2 Obtencién de las Condiciones de Inflacién
Hemos hecho una aproximacién que consiste en despreciar ciertos términos de las ecus-
ciones (A.1) y (A.3). Esto es posible al hacer las comparaciones:

¢ < 3H¢ (A.5)
1
3¢ < V(%) (A.6)

que nos llevaron a las ecuaciones simplificadas:

3Hp = -V'(yp) (A7)
Vie)
2 _
=3, (A8)
Ahora podemos sustituir (A.7) y {A.8) en (A.6) para obtener:
Lo V'(sp))2
GM”‘ (V ©) <1 (A.9)

que es la primers de las condiciones de inflacida.

Luego podemos elevar (A.7) al cuadrado y derivarla, de tal forma que al sustituir
con (A.8) nos quede:

4+t = e
W) Vip)  T3V(y)
lo cual, al tomar en cuenta (A.5), (A.6) y (A.7) se puede reducir a:

2 » "
@ ¢ _ V) (A.10)

)

0 sea, a la segunda de las condiciones de inflacién.

A.3 Inflacién a Partir del Rodamiento Lento

Un universo acelerado positivamente cumplird con:
50 (A.12)
@

Ahora hagamos que dicha restriccién quede en términos de V() y H. Tomemos en cuenta

i.
dt

a
a

priwzero que:

) _fa-@ (A.13)

a?
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1o gue nos lleva a:

i_dfa a\?
-—=_12 - Ald
a di (a) * (a) (A-14)
y utilizando la definicién de H:
S=H+H >0 (A.15)
Entonces: i
—g5 <1 (A.16)

Ahora, derivando con respecto a £ la ecuacién (3.11} y sustituyendo con la definicién

para ¢ dada por (3.10), obtenemos:

H M V()
B Ma (W) (A.17)

Por Io que, al considerar la ecuacién (A.15) junto con Ja condicién (3.12) se da lo siguiente:

H
~m <« 1 (A.18)

asf que tenemos asegurado el cardcter inflacionario.

A.4 Obtencién de N(t)

a(t fin d) j‘ﬂ(hmu) 1 ftfan.z dal
= = — = — ot
N =i =0 A = g

trinat & ttinal 1 P V((p)
= —dt = f Hdt = —f —=—=d A.19
[ a t M'FZ’I Wtinal V‘(W) ? ( )

En donde se utilizé la aproximacién de rodamiento lento (ecuaciones 3.10 y 3.11 ) para el

ultimo paso.
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Apéndice B

En este apéndice se muestran los procedimientos para encontrar las ecuaciones utilizadas

en el capftulo 4, los célculos se basan en [8] y [17].

B.1 Obtencién de la Ecuaciéon de Campo

Comencemos viendo que:

9 BTFE), , _ D A/THL),  v=gL) @
A I R T R A

ahora, utilizando 326 = §(day) y sustituyendo en la ecuacién

55 = [n iz 3(‘/_05 +a§3‘({3_)ﬁ)5 8u0)} (B.2)
nos queda:
55 = fd‘ { gim%(ag‘éﬁ?)}a +jd"x\/—“aia 359‘(/3_’)3)5 ). (B3)

El segundo término es cero por el teorema de la divergencia de Gauss en cuatro dimen-

siones, que transforma la integral de la siguiente manera:

J/TEE) _a(v=gL)
f T e oty a(a,.cp) b0t = | o ) (B.4)

ya que d¢ = 0 en ['{(2).
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B.2 Obtencién del Tensor de Energia-Momento

Consideremos una pequefia variacién del tensor métrico tal que sus primeras derivadas

sean cerc al evaluarlas en infinito. El cambio en la accién es entonces el signiente:

HV=9L) 5 o OVTIL) oo o
o5= /-tf H g g 0™ + Zay 3(0ag™) 8(3a9")} {B.5)
Ahora veamos que:
(v=g E) o (J_ £), < w  O/=GL) 8
3-73“{ G g"") b= B:r:a B(B.g") B ) 0 T B 3(Ong™) Jz> 8g™ (B.6)

lo cual, al considerar que 32-8g™ = §(8,¢*") y sustituir en (B.5) nos lleva a:

¢« 0(/—9L) 8 0(v=gL) o 3 5(\/—5) o
ds = [d e~ sag gw))}a fa*‘x 5 W)a(aag 3} (B7)

El segundo término de la ecuacién anterior puede ser simplificado, gracias al teorema de

Gauss en cuatro dimensiones, a la integral de superficie:

d(y—g£) "
» Pzl T Sy 3(0ag™) (B.8)

que se hace cero puesto que las derivadas de ¢* son idénticamente cero si z° — oo.

La definicién del tensor de energia-momento estd dada por:
58 = f d"z%\/——gagﬂ"rw, (B.9)
f

asi que haciendo uso de (B.7) cuyo segundo término ya vimos que ¢s cero, llegamos a la
expresién:

3(y/=3L) _ 9 ,d(y=gL)
Ty = \/—{ g™ T Fzo 3(B.9™) 1 (B.10)
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Apéndice C

En este apéndice se presenta el anélisis del sistema de ecuaciones diferenciales para quin-

taesencia en €l caso del potencial V{y) = At 42 o~m.

MN) es un pardmetro que, como ya vimos, es crucial en la evolucién del sistema,
puesto gue compara mediante un cociente & V'(ip) con V(@) y es adimensional segin la
definicién A(N) = —Mp,%f)l. Para el caso de cualquier potencial de la forma V{p} =
™", tenemos A = n%ﬂ. Ahora veamos que ¢{/N) puede ser expresado en términos
de variables directamente relacionadas con las ecuaciones diferenciales al considerar la
definicién de la variable y (v = 4v) y la expresion V(y) = Af*® &7 ™. Asf,

después de sustituir obtenemos:

o= ;—'p 3 H;Mp (C.1)

SONON

Por lo anterior, €] valor de A estard dado en términos de y y & por:

también tenemos que:

2/n 2fn
y H ) Mp;
A=nl|= e — C3
(y.') (Hi @i (©3)
lo cual implica un valor inicial:
Mp
)\; =7 2 (0.4)

Es mediante este pardmetro que la influencia de ¢, sobre el sistema se hace presente,
tomaremos como condicién inicial @, < Mp; lo cual nos dard, segiin la expresién C.4, una
A L

Ahora podemos comenzar con el andlisis del sistema de ecuaciones diferenciales:
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C.1 Periodo I

El primer segmento, o Perfodo I, est4 caracterizado por el dominio de los términos pro-
porcionales a A (A; 3> 1)} en las ecuaciones diferenciales 6.3, 6.4 y 6.5, que al despreciar

o = \/g,\yz (C.5)
3
yn = —\/;Azy (C.6)

Hy = -—Hg (fy.,(l -z -y + ‘2:52) (C.7

otros términos quedan como:

si dividimeos la ecuacién C.5 entre la C.6 obtenemos:

LA = TNE = —yNY = constanie {C.8)

Yn T

ahora, de lo anterior tenemos:
ZNT+yny =0 (C.9)

lo cual puede ser integrado para dar:
z* + y* = constante’ (C.10)
que al tomar las condiciones iniciales z; ¥ y¥; nos deja con:
oyt =1 +yl (C.11)

Entonces tenemos que los puntos (z, y} forman una trayectoria en el plano fase z — y
que es un circulo de radio 1/z? + y? que se recorre en el sentido de las manecillas del
reloj puesto que Ty es siempre positivo ¥y yy es de signo opuesto al de z, el cual va de
negativo a positivo o es siempre positivo. Sin importar qué valores z; y u tengamos,
en algin momento de esta trayectoria y es peguefia, al igual que X o (y A)Y*™ y las
condiciones para que los términos considerados dominen se rompen pues ﬁky” se hace
comparable con —3z + 3 {y,{1 — z? — ¥®) +22%) (ver ecuacién {6.3)). Llegamos asf al
final del Perfodo 1, los valores z;r ¥ yyr serdn los finales para este perfodo e iniciales para
¢l perfodo I1. Esta convencién de nomenclatura serd seguida para todos los perfodos. Al
ser yrr < 1 tenemos, por la condicién z? + y? = 7?7 + ¢2, que o171 = /77 + 4.
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Tenemos entonces que el periodo I termina con la condicién aproximada
3
ey o (3 5m) (C.12)

en donde hermos despreciado los términos cuadriticos en z y y. Al darse exactamente esta

condicién obtenemos el valor aproximado de y;;:

i
(YL S (5-3,) )
yn-(H”) (n Vel (3-3n) )™ (.13)

En todo momento es posible hacer una simplificacién en donde se desprecien los

términos cuadriticos en z ¥ ¥, acotados superiormente por 1 gracias a la restriccién de
Friedmann {5.2). Entonces, de la ecuacién 6.5 tenemos que la solucién aproximada para
h{N} es ls dada por la ecuacién diferencial:

3
HN = —Hg’)’f,- (014)
que es fAcilmente reconocible como la exponencial decreciente:
H = He 3N, (C.15)

En este perfodo y decrece ripidamente pues yx es del orden de [A y | > 1, lo cual
implica que cuando la condicién final del perfodo 1 es alcanzads tenemos N € 1y
podemos considerar H = H; para todo el perfodo, asf que Hyy = H; y:

L {1 3 @ e
=yt (2 fe2 2 {32 i 6
Yir =y (n 22 + ¥ (3 2%) Mm) (C.16)

que al sustituir con la expresién en términos de y; y H; para ¢; (C.1) queda como:

~3__
_ A (B=3n) o V8 H T
Yrr =y, 3 (=i + 3;'.')2 v o (C.17)

C.2 Periodo II

Ahora tenemos una situacién en donde las ecuaciones a considerar son:

Ty =~z (3 - g (1 (1 —a* — %) + 25%)) (C.18)
3 3
y~=—\[§z\xy+y§v», (C.19)

67



dado que para h ya hemos encontrado una expresién aproximada valida para todos los
perfodos (C.15).

La ecuacién diferencial en z tiene, en este perfodo, la siguiente solucién:

= T
- VI + (1 —1%) eV
I Fi§

(C.20)

en donde hemos considerado v, = 4/3, correspondiente al universo dominado por ra-

diacién que es el que supondremos para el comienzo del proceso descrito.
Por lo anterior, 2, toma la forma:

Qs

= G T a-aer

(C.21)

puesto que yrr € 1y Qurr = 2%, = N

Al inicio de éste periodo y es decreciente por lo que su minime se da cuando la
ecuacidon diferencial C.19 es igualada a cero puesto que posteriormente serd el segundo
término, que es positivo, el que dominari en el cambio de y, causando su crecimiento.
Tenemos entonces que Ymin corxresponde a la condicién X z57 ~ \/—g 7y, €n donde se toma

z = x5 de la expresién C.20 y dado que la condicién es slcanzada con N < 1.

Tenemos entonces:
Ymin = Y; 9 n \/—z—.?—q-—i 7‘ M_P] .
que en términos de y; ¥ H; queds, sustituyendo con ¢; de (C.1):

3
e (3w [H o
ym”'! y| 2ﬁ nm MPI ( . )

El mfinimo ymis es alcanzado rdpidamente y la ecuacién C.19 es pricticamente:

3
In=35 N (C.24)
que tiene como solucién a la exponencial ¥ = Ymmmei™¥. Esta solucién serd vélida por
el resto del perfodo II ¥ para los posteriores. De hecho, serd mediante la misma que
daremos un valor analitico para Ny ya que el lapso en que i no tiene dicha solucién es
despreciable.
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C.3 Periodo II1

Las ecuaciones que caracterizan esta etapa son:

Iy = —I (3 - g— '77) + \/g/\yz (C.25)

3
Un =Y E T (0.26)

3
Hy=-H 7, (C.27)

en donde el segundo término de la ecuacién .25 serd ignorado en un principio.

T
yH = constante y, durante este perfodo, A o« (yH)¥™ (ver ecuacién C.3) puede ser

tomado como una constante.

Del sistema simplificado anterior podemos ver que E“,‘—' = —x 1o cual implica que

La soluciones al considerar que en un principio y < 1 som:

=2y e"(a_% ™IV (028)
y=ymred ™V (C.29)
H = Hyyy 6_% "N (030)

En algin momento el segundo término de la ecuvacién C.25, proporcional a y?, domina
sobre los demds ya que y crece exponencialmente mientras que x decrece. En esta segunda

parte del pericdo I la funcidn seguida por z es una exponencial creciente:
z = constante e*M" {C.31)

ya que A es considerada constante.

Al estar creciendo z y y llegaremos a la situacién final del periodo III, que ésta estd
dada por el momento en que Q, = z* + 3? comienza crecer hacia su valor final (ver figura
6.2.1).

C.4 Periodo IV

El periodo IV serd simplemente el dado por el crecimiento final de ©,. La importancia

de esta etapa reside en que A dejard de ser constante puesto que ¥ ya no crece como
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una exponencial sino que lo hace mds lentamente, esto debido al término negativo y

proporcional a A de la ecuacién para yu:

yv = —\/gAzy + y;—’ (W1~ 2% ~ o) +22%) (C.32)

entonces A o (y h)*/™ decrece y la situacién al infinito es la regida por las ecuaciones:
¥ gl

Iy =~ (3 - g» (R(1-2*—-yH) + 2.172)) (C.33)
yn = yg (1 (1 —2* — y*) + 22%) (C.34)

entonces, como y —+ 1 y z — 0 el sistema tiende asintéticamente a: z; ~ 0y yy ~ 1.
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Apéndice D

En este apéndice se deriva el potencial V(i) a partir del superpotencial de Affleck y
Seiberg W{p).

El superpotencial W{¢) estd dado por [20}:

A\
W= o) () 1

en donde N y N} son los niimeros de colores y de fermiones del grupo de norma, respec-
tivamente, A, es la escala de energia en que los campos se condensan, b = (3N, — Ny} es
el coeficiente de la funcién 8y Q y @ los campos fundamentales. Tomemos

det < Q@ >= T, 2 (D.2)

v es lg fraccidn de los Ny campos que se condensard cuando la interaccién se haga fuerte
(1 < v < Ny} y los Ny — v restantes son tales que p; = A, asi que nos queda:

3+N~T
W = (N. — Ny) (é“c“-ﬁ*“) (D.3)

N,

FeFy

Abhora calculemos W, = @W/Bp pata sustituir en la expresién para €l potencial
escalar dado por supersimetria global V = [W,,[* [28]:

o Syowy W -

T = (V= ) AT B (D.4)
= AL gy TR (D.5)

que al elevar al cuadrado da:

G+ (v
Wol2 = A T 42 o7 (D.6)
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lo cual al identificar V = |W,|* = cle ¢ nos da:

V=At 42 o (D.7}
con i = N:—”N -+ 2. En el caso en que todos los campos se acoplan Ny = v nos queda:
NN,
o= 2F¢:Tﬁf

A continuacién presentamos los valores de n para las combinaciones de N, Ny y v

que utilizaremos:

EEARAE
1 11 |5 |1
18/7]8 |1 [1]
2/3 |3 |6 |1]

Tabla D.1: n en términcs de N, Ny y v
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