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INTRODUCCION

Sca £ 5 B una aplicacién cubriente, cs decir, una aplicacidn con-
tinua v sobre con la propiedad que para cada ¢ € E existe una vecindad
U C E de z tal que p~*p(IF) es la unién de abicrtos ajenos U,, donde
aigin U, esigual a U y tal que pf;, cs un homeomorfismo con su imagen
p(U}. Es resultade bien sabido que si o: [ — B es una trayectoria con-
tinua y # € p~{ce(0)), cntonces existe una inica trayectoria ciz: [ =+ E
que levanta a ¢, es decir, tal gue plag(f)) = aft), ¥ que cmpieza en
es decir, tal que e (0) = .

Si pedimos que la aplicacidn cubriente sea punteada,
(E,z4) 5 (B, b)),

puede mostrarse que la asignacion que a cada trayectoria cerrada, cs
decir, a cada o T = B con a(0) = by = (1), asocia e, (1), determina

una funcidén punteada
Az (mi(B,bo),0) = (p~*(ba), zo)-

Mas adn, en caso de restringlr nuestra atencidén a ((-espacios cu-
brientes, donde G es un grupo discreto fijo, es decir, a aplicaciones
cubrientes que Ltambién son el cociente bajo una accién libre de ¢ an
E, se obtiene de esta manera un morfismo de grupos A: (B, b) * G

que hace exacta la siguiente sucesion:

Pe A
) —e—m f-.'}(E,.’i."[)] —_— T.'I(B,bo) — G — 0
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Bl resultado principal en este contexte es que s1 Ca(B, b} denota el
conjunto guc consiste de las clases de isomorfismo punteado de los G-
espacios cubrientes (E, o) = (B, by). entonces |a asignacién que a cada
(G-espacie cubriente asocia el morfisme de grupos A: 7 (B, &) = &,
determina una biyeceién de conjuntos, entre (8, by) v el comjunto de
todos tos morfismos de grupo de »;(B) cn &

Obsérvese que si consideramos a G como un grupo topoldgico dis-
creto, el conjunta [Q{B, k), Glo que consiste de las clases de homotopia
punieada de las aplicaciones continuas del espacio de trayectorias ce-
rradas de 13, £{B, by), en G, estd en biveccion con el conjunte de todas
las funciones de m1{8) en & que mandan al neatro cn el neutro.

I2n este trabajo mostraremos que si Ko (B, by) denota ¢t conjunto de
las clases de omeorfismo punfeedo de los haces G-principales sobre B,
bajo cicrtas condiciones en I, por ejemplo B paracompacto, se tendra

una funcion:
A I(G(-B: bo) - ].(Q'(B: bﬂ)- wﬁn}r (G c)]x

tal que la siguiente sucesién es Hy-ezncta

(1) - : 0B, by)
£2(3) ;
o
a6) o
HG.e) - UE.zo) - QB bo)
A o
', 7 P
G E - B

donde A = A(E B B).
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Por dltima mostraremos que si {5, by) os un espacio bien punteade

A corresponde a la funcidn:
9 {(Bv bo], (BG’ *)J - [[Q(B} bo),tu‘bo), (Q(BG) *)! L.\J‘)]

a través de biyecciones naturales:

Kc(B bn) [(Q(B bﬂ,;d-’bo,.' LG CJ
(B, bﬂ)i“JbD ), (G, e)] —= [(8(B, &) ) Who ) (Q’BG ), w

donde BG denota el espacio clasificante de G.
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Si X v ¥ son dos espacios topoldgicos, el espacio de las aplicaciones
continuas con dominic X y codominio Y, con la topologia compacto-
abierta, lo derotamos por ¥'X, donde por la topologia compacto-abicrta
entendemos aquella que tlene por subbase a los subconjuntos de la
forma {f: X > Y | f(K) C U} donde U C ¥ es un abitoy K ¢ X
es un compacto arbifrario.

Es conocide ¢l siguiente resultado

Proposicién 1.1. Sean X, Y y Z tres espacios topoldqices con Y de
Haussdorff y localmente compacto. Entonces, la asignacion f — f

determing una biyecerdn
ZXXY = (Z)’)X

donde si f: X x ¥ — Z, entonces f: X — ZY esta definida como

fe) ) = flay)-
Demostracidn. Una demostracidn de esto puede encontrarse en [1 O

Sif,g: X — Y son dos aplicaciones, decimos que f es homotdpica
n g, sl existe una aplicacidn H: X x 1 — Y tal que H(z,0) = f(z)
v H(z,1) = g(z). En este caso escribimos Hy: f ~ g: X = Y o
stimplemente f =~ g. Decimos que f: X — Y es nulhomoidpica si f es
homotépica a ¢: X 2 Y donde ¢, os la aplicacién constante con valor
y para alggna y € Y.

Si X v ¥ son espacios topoldgicos. se tiene una relacién de equivalen-

cia en Y¥ definida como, f: X — V esta relacionadacon ¢: X = Y



si f ~ g Al conjunto de las clases de equivalencia de Y¥ bajo esta
relacién lo denotamos por [X,Y]. A la clase de equivalencia de una
aplicacién f: X — Y la Hamamos clese de homotopia de f v la deno-
tameos por [f] € [X,Y].

Tenemos entonces una categoria Toph que tiene por objetos a los
espacios topoligicos y donde [A, Y] cs el coujunto de merfismos entre
dos espacies X y Y.

Sean f: X — Y ¥ g: ¥ — Z dos aplicaciones continuas. Decimos

que la sucesidn de aplicaciones
(2. xLy sz

es una suceston If-exacta si se cumple que la composicién g o f es
homotépica a la aplicacidn constante ¢, para alguna zp € Z y slempre
que se tenga una aplicacién ¢ W — ¥ tal que la composicidn g o
es homotdpica a la misma constante ¢, entonces existe una aplicacién

WX talque foth >~

f g
X—Y—2Z

A $ .\_/(
I g
W

Si observamos que para cada espacio W, la sucesién (2) induce una

sucesion de funciones
w,x] 5wyl 5w, Z),

donde f.{[%]) = [f o +], entonces X 5 ¥ & 7 es una sucesion H
exacta si y sdlo si imf, = {lo] | e ([wi) = [z]} para iodo espacio
W.
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Por un espacio punteado entendemos una pareja (X, o), donde X es
un espacio topoldgico y zq € X es un punto. Sean (X, zq) ¥ (¥, o) dos
espacio punteados, si f: X — Y es una aplicacién con la propiedad
Flze} = w0, decimos que f es una aplicacidn punieade y escribimos
f: (X, z0) = (Y,%0). Denotamos como (Y, 40) %% € ¥* al subespa-
cio que consiste de aquellas aplicaciones de X en Y que son punteadas.

Decimos que dos aplicaciones punteadas f,g: (X, z) — (Y. 7o) son
homotdpicas como aplicaciones punteadas, si cxiste una homotopia
H: f =~ g: X x1 = ¥ con la propiedad adicional H(zo,f} = 1
para toda t € 7. A una homotopia como esta la llamamos homotopfa
punieada y escribimos Hy: f ~ ¢: (X,z9) = (Y, ) 0 también [ ~
g{rel z5). 5t una aplicacién f: (X, %) — (Y, ys) es homotdpica como
aplicacién punteada a la aplicacién constante ¢y (X, 20) = (Yiu),
decimos que f es nulhomidpica como aplicacion punteade v escribimos
J = 0 (rel 2).

Como antes, se tiene una relacién de equivalencia en (Y, yo){¥%0)
delinida como, f esta rclacionada con g si f ~ g (rel z3). Al con-
junto de las clases de equivalencia bajo esta relacidn lo denotamos
como [(X, 20}, (Y, %0)]- A la clase de equivalencia de una aplicacién
punteada f: (X, %) = (Y,y) la denotamos por [flo ¥ 2 [gy]s por
0 € [(X, %), (¥, 30)}

Tenemos entonces una categoria Soph, que tiene por objetos a los
espacios punteados y donde [(X, zo), (¥, yo)} es el conjunto de morfismos

entre dos espacios (X, z¢} v (Y, 2a).



3 HoLoNGMIA HOMTOPICA EN FIBRACIONES

Sean f: {X,3) = (L) v g: (Y.5) — {4, ) dos aplicaciones

punteadas. Decimos que la sucesion
(3} xhvy &z

cs una sucesidn Lg-ezacta st se cumple que gof o 0 {rel z3) y para cada
aplicacidn @: (W,wg) > (Y ye) tal que goyp = O{rel. wmp) existe una
aplicacién punteada ¢ (W, wg) - ¥ £X, zo) tal que f o4 ~ ¢ (rcd wy).
Si observamos que para cada espacio punteado (W w), la sucesion de

aplicaciones punteadas {3) induce uua sucesicén de aplicaciones
, 2 , e e o s
[(H(:! wﬁ)x (szﬂ}} - {(VV': wﬂ): (} i yﬁ)] g_> 2_“" :wﬂ}: {Z ZO}}:

donde f.{[¢"ie) = [f o ¥}u, entonces X 5 ¥ 4 7 es una sucesion Hy-
exacta si y s6lo si imf, — {{@ly | g.{[zl} = tz5]o = 0} = g, {0} para
todo espacio punteado {W), ui}.

Denctemos por Gely a la categoria gue iiene por objetos a los con-
juntos punteados, es decir, a las parejas (4, 0) donde A es un conjunto
¥ 0 € 4; y por morfismos a las funciones /1 A — B tales que f{0] = 0.
Sea (W, wp) un espacio punteado, decimos que (W, wy) es un H-cogrupo
si el funtor

AWy}~

Taph, - Gilg
(X.zo) v~ {HWow), (X, zdl

toma valores en la categoria de grupos, es decir, (W, wg), (X, zp}] tiene
estructura de grupo con { como peutro ¥ st f: (X, 2} — {X7, 25} s
una aplicacion punteada, lz foncidn inducida [ [(Wwn), (X, zu)] =

HW, wg), {X', z3)] es un morfismo de grapos.
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Proposicién 1.2. Sea (W, wq) un espacio punieado. Entonces, (W, wp)

es un H-cogrupe sty solo s1 ensten dos eplicaciones punteadas

M (VV, wg) = U‘V VI wy Vv U.Jo)
Y
v (Wwe) — (W, up)
tales que los siguientes diagrames conmutan salve homotopfa punteada

(idw,Curg)  (Cug.idw)

W Wv W WvW — W — Wviv

M 1 = l il v \‘.‘ idtv l/
vidur [ i @
wf

WvW —WvWvw

(aicya ) {iduy &)
WyvW —W-—WvIW

\ Curg /
donde (W v W, wo v ug) = (W U W/ e} U {wo}, {wa} U {wp}).
Demostracion. Ver [1]. 0
Por definicidn se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.3. Sea (W, wy) un H-cogrupo. Entonces,

es una sucesion Ig-cxacie de espacios y aplicaciones en Toph,, si y

s6lo si lo sucesion inducida de grupos y morfismos de grupos

[I:VV? wo): (-X: Z{])] L‘} [{PVS 'LU(]), (}: yﬂ}] i-} [{‘V) wD]s (Zy Zg)],



10 TToLONOMiA HOMTOPICA EN FIBRACIONES

e5 una sucesidn cxacte de grupos en el sentido wswal, es decir, im(f,) =

ker{a.).

Si (W, ) y {W', wp) son dos H-cogrupos, y f: (W, wg) — (W', w))
es una aplicacidn punteada, decimos f es un morfismo de H-cogrupos

sl el siguiente diagrama coninuta salvo homolopie punieada:

W WyvW
H ~ ]
£

fuf
¥ o l
W — Wv W

Si (W, ) y (W', wg) son dos H-cogrupos, denotamos por
(W, o} (W', )]

a [a calse de morfismos de H-cogrupos que son homtdépicos a través de
una homotopia IT; donde #f; es un morfismo de H—cogrupos para toda
tel

Tenemos entonces una categoria Heogr que tiene por objetos a los
H-vogrupos v donde [(W, wo), (W', 2})]7 es el conjunto de morfismos
entre dos H-vogrupos (W, wo) y (W', wy).

De manera dual, si (X, zy) es un espacio punteado, decimos que

{X. 2q) es un H-grupo st el funtor

[ %,z0l}

Toph, - Sely
([‘V, ”b‘.?(]) — (l(”’ wﬂ]: {X': xﬂ)]r 0)

toma valores en la categoria de grupos.
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Proposicién 1.4. Sez {X,zo) un espacio punteads. Entonces, (X, 1)

es un H-grupo si y sélo si existen dos aplicaciones punteadas

pr (X x X, (@0, 20}) = (X, %0)
Y

L (X)IU} —+ (X‘JZO)

tales que los siguicntes diegramas conmuian salve homotopin punteada

axidy \cxonldk) wdyecg}
AxXxX — XxX XXX —XxX
o RN O

i
X xX X
{midx} {idx )
X x X = Y - X x X
X

Demaostraerdn. Ver [1]. C

Si (X, 2o} ¥ (X', 75) son dos H-grupos, y 1 (X, %0} — (X', 2f) es
una aplicacién punteada, decimos f es un morfismo de /1-grupos si el

siguiente diagrama conmuts salvo howotopia punteada:

XxX ‘o x
IXIi Ty

“J ?
XX — X!

Si{X,z0) ¥y (X', ry) son dos H-grupos, denotamos por

[(X,zo), (X', )i
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& la calse de morfismos de H-grupos que son homtdpicos a través de
uns homotopia H, donde H, es un morfismo de H-grupos para toda
tel

Tenemos entonces una categorla Hgr que tiene por objetos a los H-
grupos y donde [(X, zo), (X', z4)]7 es el conjunto de morfismos entre
dos H-grupos (X, xe) ¥ (X", z3).

Sea X un espacio punteado con punto basico zo. Al espacio (X, zq)H)
lo denotamos como P(X, xq) v lo lamamos el espacio de irayectorias
de X. Se tiene que l2 evaluacion e;: P{X, xy) — X, que a cada ele-
mento « de P{X, 1) le asocia el elemento a{1) € X, es una aplicacién
punteada y que es suprayectiva si X es conectable por trayectorias 1.

Notemos que fa fibra de la aplicacidn e;: P(X,xq) — X, es decir
e;"zy), es fgual al conjunto de las trayectorias o en X tales que
a1} == zp. A una travectoria con esta propiedad la llamamos lezo en
X. Al conjunio de todos los Tazos en X, lo denctamos come G{X, z0),

o5 decir

Q(X,2q) = {a: 1= X | a(0) = 26 = (1)}

Proposicién 1.5. Fl asignamienio que ¢ cade espacio punteado (X, zqy)

asocia el espacio ($3(X, 59),w,) v @ cada aplicacidn punteada
Fi (Xm0 = (X' 2))

asocia la aplicacidn

~Puede verse que st X es también localmente conectable por travectorias, Ja

evaluacidn e, : P(X, x) -+ X cs ablerta. por 1o que es una identificacion.
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Qf): (UX, 70), Wao) = (QUX, 70), w2)
definida por
QfHa)(t) = flalt)).

define un funtor

Tophy Hgr
(X, z0) — (QX, o), W)

Demostracidn. Ver [1]. O

Para cada espacio punteado (W, wq) denotamos como (E(W, wo}, %)
al cociente de W x I entre su subespacio W x {0} UW x {1} U{wp} x 1

¥ lo llamamos la suspensidn reducida de 1W.

Proposicion 1.6. Bl asignamiente gue a cede espacio punteado (W, wy)

asocia el espacio {L(W, wy), #}, define un funior

Foph, - Hrogr
(W, wa) —— (E(W, wo), %)
Demaostracidn. Ver [1]. 0
81 consideramos a los funtores £ 3y © como funtores de Topi, en

Taph,, se sigue de la Proposicion 1.1 que €2 es adjunto izquierdo de I,

es decir:

Proposicién 1.7. Si (W, wy) y (X, z0) son dos espacios punteados, se

tiene una biyeccion natural:

(W, wo), (X, xo) wzg)} 2 [(E(W, wo), %), (X, 70))]
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Demaostracign. Consideremos un espacio punteado (W, wg) ¥ notemos
que si restringimos la biveccién de la Proposicion 1.1 entre los conjuntos
{(XH% 3 XW=L al subconjunto (X, zp), we, )%, el subconjunto de
XWx correspondiente es el de las aplicaciones /: W x I = X con la
propicdad f(w,0) = f(w,1) = F(u,t) = zo.

Por la propiedad universal de la topologia cociente se tiene que una

aplicacion continua f: W x I — X tal que
Flw, 0y = flw, 1) = flwy. )~z
determina biunivocamente una aplicacién puntcada

Fi (W, 00), «) = (X, Zo).

De esto se sigue facilmente el siguiente resultado.

Proposicién 1.8. &

es una sucestdn Hy-ezacle de espacivs y aplicaciones en Toph,. en-

tonces la sucesion
X, z0) 2 Q) 2% (2, 2)
tambien ez Hy-exacia.

Sin > 0, denotamos por 8 al subespacio del cspacio euclidiano

R™1 que consiste de los vectores de norma uno. En [1] se muestra



PRELIMINARES 15

que {§%, 1) es homeomorfo como espacio punteado a (£#{8P, 1), «) para

toda n > 0. Sc concluye que si » > 0 tenemos un funtor

Tophy &

(X, 20) — {(8™ 1), (X, o))
donde Gt denota la categoria de grupos. Al grupo [(87, 1), (X, x0)] leo
denotamos como (X, 2¢) ¥ lo llamamos el n-édstmo grupe de homo-
topia de (X, xp}

Se sigue facilmente de la proposicidn 1.7 o] sipuiente resultado.

Proposicion 1.9. Sea (X, zg) un espacio punteado. St n > 1 se fiene

un somorfismo natural

Wn(xi xo) = FR—tI:Q;(}:: IU): Wrn)
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Sca (B, b) un ospacio punteado y consideremos la evaluacién
Cg: P(Bvb()) — Bt

definida como e; (@) = «{1). Si consideramos una trayectoria a: I — B
tal que a{0} = by. Entonces, la aplicacién &: 1 — P(B, by} definida
como &(t){s) = o{ts). levanta ¢ & o través de e, es decir, e; 0 G = &.
Ademas &(0) ¢s igual a la trayectoria constante en B con valor by.

Mas generalmente, si «: I — B es una aplicacin arbitraria y w €
ey H{e(0)}, es decit w{l) = a0}, se tiene que existe &, I — P8, &),
un levantamiento de o, con ta propiedad &.(0} = w. En efecto, si
w(Z g<s g Bt

{4) Fu{t)(s) =
n(2s+t—2) H<s<1

entonces & o (1) = @{H)(1) = alt) ¥ du{0}{(s) = wis).
2.1. Fibraciones de Hurcwicz.

Definicidn 2.1. Sea p: E — B una aplicacién. Si existe una apli-

cacion:

{3 U B xp B = {{a,z) € B x E| «(0) = plx)} = F,

et

donde B' x g I tiene Ja topologfa de subespacio del producio B' x E,
con las propledades:

(i} p(Fle, z{8}) = lt),

ity I'{c, 2){0) = =,
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se dice que F 'i) E 5 Bes una fibracidn de Hurewicz.

A {5} se le llama aplicacidn de levantamicnto de trayectorias de p.
Sihe B, ap i{s) sele llama la fibra de p sobres b. A los espacios & y
B se les Hama, espacio total v espacio base de la Gbracidn de Hurewicz,

respectivamente.
Se tiene el siguiente resultado.

Praposicion 2.2. 51 B es un espacto punteado y conectable por trayec-
torias, enfonces la aplicacion ey P(B, b)) — B, es una fibracidn sobre
B, con el espacio de lazos de B como fibra y ron eapacio total contraible.

A esta fibracion la lHamaremos fibracién candnica sobre B.

Demeostracién. Sea T definida como T{e,w}(t) = &.,{t), donde &., fue
definido en (4). Se verifica facilinente gue I tiene las propiedades de-
seadas.

Para ver que P{B, by) cs contraible, considercmos la homotopia,
H:P(B, bg) x I — P(B, ba),

con H{o,t}{s} = als{l —1})}. Entonces H{e,0) = a y H{a, 1)} =
why, donde wy, es la trayectoria constante con valor by. Asl, H esla

contraccidén buscada. a

St p: E = B es una fibracidn de Hurewicz, quercimos mostmar gue

i S ESB
es una sucesion H-exacta paratodad ¢ B, donde jy: (B}~ Ecsla
inclusién de 1a fibra de p sobre b en E. Para ¢llo obsérvemos primero
que, por definicién de p71{(8), po jo = - Consideremos ahora una

aplicacidn w: W — F que cumple que pog > ;. S1I: Wx1 — Bes



Fizraciones DE HUREWICZ 19

una homotopia con H(w,0} = poglw) y H{w,1) = b, la existencia de
una homotopia H: Wxl— Etal que I?(w, 0) = @lw) y po f}(w, 1) =
H{w, 1} = b, seria suficiente y necesario para asegurar la existencia de

una aplicacién 9: W — p71{8) tal que ¢ ~ j; o .

p_i(b)fLF o _p,_ B

* ~ % ~
S .
¥ \\ D)

W

Para ello bastaria definir : W — p1{8) como ¢(w) = H{w,1),
entonces 4 o jy e

La existencia de una tal homaotopia H se sigue del siguiente resultado.

Proposicion 2.3. Unas aplicacion p: £ — B es una fibracidn de Hurewicz
st, y solp ;1 p tiene la siguiente propiedad:

Dada une homaotopiu H: Wx1 — B y una aplicecisn @: 1 —

E, donde W es cualquier espacio topoldgico, fal que H{w, ) =

p o wlw), existe una homolopia H:Wx1 5 E ta que

ff(w, 0) = ¢{w) ypoH = H. {ver diegrama, donde jp(w) =

{w,0})

(PLH) W E

7

. - b
Jo H ®

- ¥

Wx]—28
H

A este propiedad se le Hama Propiedad de Levantamiento de Homo-
topias (PLH)
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Demostracidn. Supongamaos primero gue p: £ — B es una fibracién
de Hurewicy, con aplicacion de levantamienio de trayectorias . Sea
W x| -+ B una homotopia y ¢: W — E una aplicacidz ial que
H{w,0) = pop(w). Si definimos H: W x1 5 E como H(w,1) =
D Hy, w{w)}(é}, donde H,, es la trayectoria en B definida como H,{i} =
Hwr, ), se tiene entonces gue A es la homotopfa deseada, pues 17 (s, 00y —
T{H,, ¢{w})(0) = ¢l{w) vy po H(w,?) = H,(i) = H{w.t). Para ver que

H es una aplicacién continua, notemos que la composicidn
{w, t) = (Hy, p(w), 1) = (T Ao, @(w)), t) = T{Hey, ¢ ())()

es jgual a H , ¥ aue la aplicacién de W en B! definida como w — H,,
es continua por la Proposicién 1.1

Supongamos ahora que p: E — B tiene la propiedad (PLII). Si
H: (B*x5E)xI — B csta definida como {1 (o, 2. §) = aft), v v: Blxg
E — E eomo glo,z} = 7, se tiene que po oo, z) = plz) = aB) =
H{a,z,0), por lo que existe una aplicacién H: B! xg E x 1 - E tal
que Hla,z.0) = z v po H(a,7,1) = o{f). La ilamada aplicacion
adjunte T': B! xg E —+ E7, inducida por la Proposicidn 1.1 ¥ definida
como I'{a, 2}{t) = 7 {ex,w,t), es una aplicacién de levantamicnto de

travectorias. 0

De esla proposicién v de las observaciones anteriores a clla, se con-
cluve que si p: f£ = B es una fibracién de Hurewicz, p~'{) &g
B es una suceston A-exacta para toda b € B

Verémos ahora que si p: ' — 1 es una fibracidn de llurewice, la

sucesion

QU (b)) 2 (B, 1) 2 (5. 8)
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también es H-cxacta para toda b € B vy z € p~!{). Para ello necesita-
mos de unt Lema. Obsérvese que ¢ste nos Jda una propicdad equivalente

a la Propiedad de Levantamiento de Homotopias (Proposicidn 2.3).

Lema 2.4. Sex p: E — B unu fibrecidn de Hurewicz. Supongamos
gue tenemos dos aplicaciones G, G W x | — E y que ezisten dos

homotopias
G Glywqey = Glwsyey Wx {0} I E
L4
HipoGeupoG:WxIxlo B

con pe Glw,0,8) = H(w,0,£). Entonces existe una homotopia
H:QxG:WxIxIE
que levanta H, po H = H, ¥ que extiende o G, H{w,0,t) = é(w, 0,8).
Demostracion. Consideremos ¢l conjunto A C [ x I tal que 4 =1 x
{0} L {0} x L'yl x {1}. Se tiene cntonces que las aplicaciénes G, G’ y
G definen una nueva aplicacién A: W x 4 — E definida como
Glw,s) sif=0
h(w,s,8) =  G{w,0,8) sis=0
G'lw,s) sit=1

Sea £ (Ix LA} - (IxLIx {0}) un homeamorfisrno de parejas,
es decir, un homeomorfismo del cubo, con la propiedad de que la re-

striccidn v = §|, 1 4 = T x 1 es un encaje con imagen I x {0}. Si
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7: A —1Ix1cslainclusidn, ya que pe b = H o {id x 7}, se ticne un

diagrama conmutativo:

feduyr e
WxIx {0} —e- WxA—uE

r
Jja i »
¥

WxIx]—s—WxIxI B

ity ®

Por la prapiedad PLH de p, se tiene que existe una aplicacidn H:Wx
IxL— F, talque podl — Ho(idw x & ") vy Hojo = ho(idy x v

La aplicacién H = H o {idy % &) es la homotopia deseacs. L

Proposicion 2.5. 5 p: £ — B es une fibracion de Hurewicz, en-
tonces las sucesiones:

Ju 4

pHD)° £ B

y
, 2) )
Ofp '(b),7) —= QUE, 7} —> B, b)

son H-ezactas para toda b€ B yz ep '(B).

Demostrzcion. Ya probamos que st p: £ — B es una fibracién de
Hurewicz entonces ¢ 1(b) A E5E os H-exacta para toca & € B.
Probemos ahora que también Q(p~1(b),z) 2 QE. ) &) 0(13,5) es
H-exacta pura todadbec By z € p '(b}.

Notemos primero que la composicidn $3(p) o £2(7) evaluada en cual-
quier laxo w € Q(p~*(b),z) sicmpre toma el valor ws, pues po j, = c;.

Supongamos ahora que @: W — Q(F, 2z} cs una aplicacién tal que
Q(p)op ~ ¢, ¥ sea H': WxI = Q(B, b} una bomotpla con B (s, 0) =

Q(p) o p{w} vy H'(w.1) = wy. Si consideramos la aplicacion H: W x
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I %1 — B, definida como H{w,s,¢) = H'(w,s){t) y tomamos las
aplicaciones G, &: W x I — E definidas como G(w, s} = = = G*(w, s)
y G: W x {0} x} — E definida come G(w, 0, ) = o{w)(t), por et Lema

2.4 existe una aplicacién H:W x1xI1=E tal que
H(w,s,0) =5 = H(w,s,1),
H(w,0,t) = o(w)(t) ¥
p(H(w,s,)) = H'[w, s)(2).

Dela igualdad H(w, s, B=z= H{w, s, 1) se sigue que H'w, s)(t) =
ﬁ(w,s,t) define una aplicacién H": W x 1 = Q(E,x). De las otras
propiedades de H se tiene que

H(w,0) = olw) v
QN H (w, 8)) = H'(w, s).

Por 1ltimo, notemos que como p(H"(w, 1}(2}) = H'(w, 1){t) =5, Ia
asignacion w -+ H"{w, 1} define una aplicactén ¢: W - Q{p~1(h},z)
v entonces, H": ¢ ~ Q(4;) o o |
Nota. Observemos que el Lema 2.4 implica facilmente que p: E -3 B
es una flbracién de Hurewicz, si ¥ sélo si p tiene la siguiente propiedad:

Dada una homotopia I7: W1 — B yuna aplicacién ¢: W —
E, donde W es cualquier espacio topoldgico, tal que H{w, 0] =

poplw), existe una aplicacién dnica salvo homotopia H:Wx
{— F tal que H(w,0) = o(w) ypo H=H.
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2.2. Holonomia Homotdpica.
S1 tenemos una sucesion de aplicaciones (resp. aplicaciones pun-

leadas)

fiz fi1 fi fivt
e Xiy — 2 Xy o s Ny —— -

decimos que esta es una sucesién H-eracte larga (resp. Hy-exacta

larga) si para toda 2 la sucesién de aplicacienes

fo1 . i
Xig — = X;— = X

es una sucesién H-exacta (resp. He-exacta).
Definiremos ahora una aplicacién A: Q(B,b) — p~1(b} que nos per-
mite ensamblar las sucesiones Q(p (1), x) n) UE, ) i) Q(B,b ¥

I s
o1 (® <> E 5 B, en una susecién H-exacta larga.

Definicién 2.6. Sea p: ££ — B una fibracién de Hurewicz y 2 € E.
SiT es upa aplicacidn de levantamiento de travectorias de p, se tiene

que para toda w € B, p(x)), U{w, z)(1) € p7'(p(z)). En electo,
p(T{w, z)(1)) = w(1) = p(z).
A la aplicacién:
Arz: Q(B,p(z)) = p ' (p(z)) definida como  Ap,(w) = Tlw, z)}(1),
se le Nama holonomic homotdpica de p en = respecto de T

Proposicion 2.7, Sea p: F -+ B una fibracidn de Hurewicz y o €

E. Si A es la holomomie homotopica de p en  respecto de cuolguier



HolLonoMin HomMoToriCA 25

aplicacion de leventamienio de troyectomas de p, lo siguienie es un

sucesién H-ezacta large

(Jy{z))

(6) Qp~{p(z)),z) — QUE. z) B B, p(z))
A _/
( dpicy F
“Hp(e)) —— E B.
Demostracién.
Js(x)

H -exactitud de Q(B, p(x)) A p~Hplz)) =5 E:

Sea I' una aplicacién de levantamiento de trayectorias de p. Con-
sidérese la siguiente homotopla H: &{B,p(z))x] = E definida como
Hw,t) =T (w, z)(z). Entonces, H: ¢; = jpiz) © Ara.

Supongamos ahora que ¢: W - p7'(p(x)) es una aplicacién tal que
Jot=y © @ es homotdpica a la aplicacidn constante ¢.. FEntonces, ex-
iste H: W xI —+ E tal que H{w,0} = z v H{w,1) = 1 © @lw})
Si observamos que pe H{w,0) = plz) = po H{w,1) concluimos que
podemos definir H': W — (B, p{z)) como f'(w){t) = po H{w,1).
Mostraremos que Aprz o H' =~ . Para ello consideremos las aplica-
ciones 7, G*: W x [ — E definidas como G(w, s) = D(H'(w},z){s) ¥
G'w,s) = Hiw,s), G: W x {0} x I = E constante con valor z € E
y H: W x 1%l — B, definida como H{w,s,t} = H'(w,s). Por el
Lema 2.4, existe una homotopia H: W xIx 1 — E tal que I = po H,
Hy: O~ @y Hw,0,t) =z Yaque po H(w, 1,£) = p(x), pedemos
definir la aplicacién K: W x I — p (p(z}} como K(w,1) = H(w, 1,1).
Entonces, K{w,0) = Glw,1) = Ar. o H'(w) y K(w, 1) = G, Q) =
wlw), es decir, K : Arze H ~ .

H-ezactitud de QE, z) it ) OB, p(x)) g P plz)):
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Mostraremos primero que la aplicacién Ap. o Q{p) es homotdpica
a la aplicacién constante ¢.. Para ello considerense las aplicaciones
G, G : YFE, x)xI — F definidas como G(w, ) — w(s), y como G'{w, 5) =
T{S¥{p)(w), )(s), ¥ tomese la aplicacion G: QUE,z) x {0} xI =+ E
constante con valorz € F y H: Q(E,z) x I x [ — B, definida como
H(w, s,t) = p(w(s)). Porel Lema 2.4 existe una aplicacion H: Q(E, )%
Txl = E talque H=poH, H: G~ G y H(w,0,t) = z. Ya
que po ﬁ’(w, 1,8) = p(zx), H induce una aplicacién K : QEz)xI »
p~ (p(z)), definida como K(w,t} = H(w,1,%). Entonces, K: ¢, o~
Are o Xp): QE, ) - 57 (p(a)).

Supongamos ahora que ¢: W — Q(B, p{z)) es una aplicacién tal que
la compuosicién Apr © @ ¢ homotdpica a la aplicacién constante .., y
sea G: W x 1 - p~{p(z)) una homotopia con G{w,0) = Ap; ow(w) ¥
G, 1) = z. Observamos que tenemos aplicaciones jo G: W x I = F
vy H: W x1x1— Bdonde H(w.1,3s) = @(w)(s), tales que po(jo
GYw, t) = pla) = p(w){0) — H(w,1,0). TPor la propiedad de levan-
tamiento de homotopias de p, existe una aplicacion H:WxIxl-+E
tal que IT(w,4,0) = j o G(w,t) y po H(w,t,5) = p(w)(s). Defini-
mos 11 W — Q(E, z) como v{w)(s) = H{w,0,s), entonces (Qp) o
$(w)}(s) = 2lw)(s), es decir, 2(p) 09 = .

El resto se sigue de la Proposicién 2.5 O
Nota. Mas adelantc cn la Proposicién 4.9 encontraremos, para un
tipo especial de fibraciones p: &/ — B, un espacio X ¥ una aplicacién
w: B — X tal que la sucesion E B B B X es H-exacta.

Ya que [a Proposicion 2.7 se cumple cuando A es la holonomia re-

specto de cualguier aplicacidn de levantamiento de trayectorias de p,



HoLonoMia HoOMOTSPICA i

&5 natural preguntarse si existe alguna relacién entre cualesquiera dos

tales aplicaciones.

Proposicién 2.8. Sea p: E — B una fibracion de Hurewicz yz € E.
Si

Ars drvg QURB, plz)y = p~Hp(x))
son las holonomias homotdpicas de p en & respecto de dos aplicaciones
de levantamiento de trayectorias I y [ de p, respectivamente, entonces

éstas son homotdpicas.

Demostracién. En efecto, por la definicion de A es suficiente mostrar
que las aplicaciones IT:B' xp Ex1 o E, donde f(a, z,8) =
Fla, z){s} y ['(a, 7, 6) = (e, 2}(s), son homotpicas a través de una
homotopia. H: B'xg ExIx1 -» E con la propiedad p{H (e, x, 3, 1)) =
afs). Esto altimo se sigue, tomando en el Lema 2.4 a G como f,a6

como IV, é({)‘, .0ty =z v Hle z,5,1) = als). il

Nota. Observemos que en la prueba pasada se muestta gue dos aplica-
ciones de levantamiento de trayectorias de p son homotdpicas a traves
de una homotopia H,: B! xg £ x 1 — E' donde H, es una aplicacién

de levantamiento de trayectorias de p paratodat € L.

Definicidn 2.9. Sea p: £ — B una fibracidn de Hurewicz v z € K.
A la clase de homotopia [1A] € [(UB, p{z)).p  (p(z))}, donde A es la
holonomia homotépica de p en » respecto de cualquier aplicacién de
levantamiento de trayectorias de p, se le llama holonomic homotdpica

depen z.
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2.3. Fibraciones de Hurewicz punteadas.

St p: E — B es una fibracion de Hurewicz y z € E, definimos
la holonomis homotépica de p en £ como un elemento del conjunto
[UB.p(z}), pHp(z))l. Ya gne los espacios (2{(H,p(z)) v p~Hplz})
tienen puntos ditinguidos aaturalmente, wpey ¥ x respectivamente,
sefialaremos condiciones suficientes para gue una fibracién de Hurewice

tezga su holonomia homotdpica come un elemento en e conjunto
(8B, p(x)}, wpia), (07" (p(2)), 2

Definicion 2.10. Sca p: F — B una aplicacidn. Si existe una apli-
cacion de levantamiento de travectorias de p que icvania trayecto-
rias constanles en trayectorias constantes, es decir, con la propiedad
T{ws,z}{(t) =z, parafoda b € B, T € X v ¢ € |, donde w;, denota la
travectoria coustante con valor & € B, decimos que p es une fbracidn
de Hurewice regulor y que U es una aplicacidn de levantamiento de
trayeciorios regular de p.

Sea p: {E,zy) — (B, b) una aplicacién punieada. Si ' es una aphi-

cacidn de levantamiento de trayectorias de p con la propiedad
T{ey,, £ ){2) = 2o, para foda t € 1,

decimos que p es una fibracidn de Hurewicz punteada y que [ es una
aplivecion de levantamiento de irayeclorius punieada de p
Es inmediato que si p es fibracién de Hurewicz regular v p ¢s una

aplicacidn punteada, p es una fibracidn de Hurewicz punteada.

Er cuanto a la existencia de fibraciones con aplicacién de levan-

tamiento de travectorias regular, se muestra en [4} que Loda fibracién de
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Hurewicz sobre un espacio métrico tiene una aplicacion de levantamien-
te de trayectorias regular. También Brown muestra cn {2}, siguiendo al
ya citado articule de Hurewicz, que un haz localmente trivial con base
paracompacta tiene una aplicacién de levantamiento de trayectorias
con algunas propiedades adicionales, entre elias, que levania frayecto-
rias constantes en frayectorias constantes. En la préxima sectidn se

hard una demostracion de esta ditima afirmacién.

Teorema 2.11. Sip: (F,zo) — (B, by} es una fibracion de Hurewicy
punteada ¥ Arg,: QUB, bt — p~{bo) es la holonomia homotdpica de
p en xg respecto de I', donde I es una aplicacion de levantamiento
de trayectorias punteade de p, entonces Argq, es una aphcocidn pun-
teada, es decir, Ap i) = ro. Mds adn, si [ y IV son aplice-
ciones de levantemiento de troyectorias punieadas de p, entonces A,
¥ Ape g, s0n homotdpicas como eplicaciones punteadas de {S2(B, by}, way, )
en (p™ (bo), 70).
También, la sucesion

(7} Q2(42, bo)
ﬂ{"l".xo) /Jl
(

. iy Qpi
Qlp™* (86}, o) —== UE, z0) — (13, &)
A1".-w|-} /

¢
p_l(ég) ', E B

LY
Al

es unae sucesion Hy-ezacta large.

Demestracion. Que la aplicacidon de levantamiento de brayecioriss T
sea punteada, es decit, Ar ()8} = Py, x0)(¢) = x4 para toda

t ¢ I, es equivalente a que Ar ., sea una splicacién puntcada.
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La demostracion de que Ay o, ¥ Ar g, Son homotdpicas como aplica-

ciones punteadas de {Q(B, by), wn,) en (07 (8g), o) ¥ que la sucesién

i} oz}
p o), 7o) > Q(E, 20) — B, bo)
/\I‘.:u /l

—
P b > E - B

es Hg-exacta larga, son identicas a las demostraciones que va hicimoes.
Para ello basta notar que sip: (&, 2o} — (B, by) s una aplicacidn pun-
teada, es equivalente tener una aplicacién de levantamiento de travec-
torias punteada de p, & gque se cumpla la siguiente propiedad andloga
a (PLi])
Dada una homotopia punteada H,: (W, ws) — (B, by} ¥ una
aplicacién punteada ¢: (W, wp) —= {(F,z¢), donde (W, wy)
es cualquier espacio punteado, tal que H{w, 0) — po o),
existe una homotopia puntcada H,- (W,wg) = (E,zq) tal
que H{w,0) = ¢(w) y po H = H, {ver diagrama, donde
Jo{w) = (w,0)).

(PLH,) w L» E
Jn [ L l 2
W x f e B
141 resto se sigue de la Proposicidn 1.8 1

Nota. Observa que st p: E —+ B es una fibracién de Hurewicz regujar
v ' es una aplicacidn de levantamiento de trayvectorias regular de p,

la Proposicién pasada se cumple de un modo mas general, es decir, se
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tiene una sucesién Hp-exacta:

2B, b)
§HAr} .

;
Qfp~1(8), ) sl(i}—a- QE,z) ——Ei- (B,
A J
(’_

pl(b)¢ . F B

paratodabe By x € pl{b).

Definicién 2.12. Sea p: (E, z9) — (B, by) una fibracidn de Hurewicz

punteada. A la clase de homotopia punteada

Mo € [(QUB, bp), wee), (o™ {bo), Zo)],

donde A es la holonomia homotépica de p en zg respecto de cuazlguier
aplicacidn de levantamiento de trayectorias punteada de p, se le llama

holonomia homotopica punieda de p.

Corolario 2.13. Sip: (E,15) — (B, by} es une fibracién de Hurewicz

punteadn, se tiene una sucesion eracta de grupos de homotopie

(8) 773(81 bU}

- J
s

g " e
wa{p Hbo), 2¢) — 772(-‘3 xp) ——= ma(B, bp)

B
(__,___
w1 (p{bo), To) — ™ (E, To) —— 71(B, by)

donde "M, es la holonemia homotdpica punteada de p.
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Demeostracién. Si aplicamos el funtor [(81,1), —] a la sucesién (7) ded

Teorema 2.11, el resuliado se sigue de la Proposicidn 1.9. d

De esto se concluye también ficiimente el siguiente corolario que
puede ser Gtil para caleular los grupos de homotopia de algunos espa-

cioa.

Corolario 2.14. Sea p: (E,5) — (B, by) wna fibracién de Hurewicz

punieada y supongamos que Tn(F5, 20} = 0 para foda n > (. $
[Mo € [((B, bu), wso ), (7 (B5), 20)]

es la holonomia homotdpica punieada de p, la aplicacion inducida
At Tnpi{B, bo) = ma(p™H(By), 7a)

es un tsomorfismo de grupos pere tode 1z > ()

2.4. Cofibraciones.
Lo que haremos ahora serd introdicir un concepto dual al de fibracidn
de Hurewicz, para poder decir cuando una fibracion de Hurewics es un

fibracién de Hurewicz punicada.

Definicion 2.15. 51 X es un espacio topoldgico y 4 € X, decimos

que A = X es una cofibracidn si se cumple la siguiente propiedad:

S1f: XN oWy H.AxI -» W son dos aplicaciones con-
tinuas donde W es un espacio topeldgico arbitrario, existe
una aplicacién H: X x T — W tal que H(z,0) = f{z) ¥
H(a,t) = H(a,f) paratoda a € Ay £ C L.
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wf
;
\ ‘\fi\
N
A xI X
jo
i

Jmid) 1

Axl A

Jn

Si (X, xp) es un espacio purteado decimos que (X, z¢) es un egpacio

bien punteado si {zg} — X es una cofibracidn

Obseva que el concepto de cofibracién es dual al concepto de fibracion
de Hurcwicz. Para tener esto mas claro notemos que £ 2 B es una
fibracidn si v =dlo si se cumple la siguiente propiedad:

Si f: W — Xy H: W -5 B' son dos aplicaciones con-
tinuas donde W es un espacio topoldgico arbitrario, existe
una aplicacién H: W — F' tal que ¢, 0 }:-—I(w) = flw) ¥

p'o H{w) = H{w) para toda w & W

w

\\_
H
4
e

B

Puede cncontrarse asi el concepto dual al de aplicacion de levan-

tamiento de trayectorias:
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Una aplicacidn A = X es una cofibracidn si v sdlo si cxiste
una retraccidn de X xTen 4 x FUX x {0}, es decir, una
aplicacién
r: XxI—-> AxIUX x {0}
tal que v(a.t) = (a,t) para toda (a,#) € A x 1y r(z, 1) —
(z,0) para toda {z,0) € X x {0}.
Se tiene el signiente lema que entre otras cosas permite mostrar que

[a aplicacién H de la Definicion 2.13 es dnica salve homotopia.

Lema 2.16. Sea A ~ X wna cofibracidn. Supongamos que tenemos

dos aplicaciones f{’, H: X x1W ¥ gue existen dos homotopias

~— r

~ X 0 I W
. x {0} xI—

X x{}

¥

~ H

Axl

H: H cAXIx1-> W

Axl

com H(c,0,5) = Gla,0,s) para toda a € A yi € 1. Hnionces erisie
una homolopia
G:HeH:XxIx1—=W

fal que é(:r,O. 5y =G{z.0.5) y é[a {.5) = H{a,t, s) para lode a € A.

Demostracion. 8t A <+ X ¢s una cofibracidn entonces A x ¥ X x I
también es una cofibracién puessiz: U x1— X x {0} U A x T es una
retraccion, 7 xider X % Ix T — X x §0} xTUA x I x I también es una
retraccion.

Esto implica que s1 G: X x {0} x[ 2 Wy H: X xIxI = W

son aplicaciones continuas tales que G(a. 0,5} = H(a,0, s} para toda
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a £ Ay s € 1 existe una aplicacidn G: X xIx1— W tal que
Gz, 0,5) = G(z,0,5) y Glo,t,5) = H(a,t,5) paratodaz € X,a € A
¥ &, t € 1. Utilizando la misma idea que en ¢l Lema 2.4 se concluye lo

deseado. O

En [8] podemos encontrar el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Sea p: (E,z) — (B, ) une fibracién de Hurewicz y

A=y X una cofibracidn. Entonces, st tenemos dos eplicaciones
frAXIUX x {0} = F

¥

H:- Xx1- 8

tales que po f(e,t) = H{a,t) para toda (a,8) € AxIypo flz,0) =
H(z,0) para tode (z,0) € X x {0}; existe une aplicacién H:XxI—E

tal que

=

AxTUX x{0}
ypo;ff[:z,O] = H(z,0) pura tode (z,0) € X x {0}.

Se concluye inmediatamente lo siguiente.

Teorema 2.18. St p: (E, 20} = (B, by) es una fibracidn de Hurewicz,
se cumple lo siguiente propiedad:
Dada una homotopia punieade Hy: (W, wo) — (B,by) v una
aphcacién punteede @: (W.we) — (F,1p), donde (W, wg)
es un espacio bien punieado, tal que H(w,0) = po ¢(w),
existe una homoetopla punteada ﬁ}: {(Wowe) = (E,zy) tal
que H(w,0) = p(w) ypo H =H.
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Si X es un espacic topolégico contraible, es decir, si existe una ho-
motopia Hy: E — E tal que Hy(z) = z ¥ Hh{z) = =, para toda r
en X, donde H; no es necesariamente una aplicacidn puatcada para
toda ¢ € I; puede mostrarse que los grupos de homotopia de X son
todos cero. Ahora mostraremos que bajo otras condiciones en (W, up)
también

[, ), (X, 70)] = 0
Si & es un grupo, decimos que & actua bajo lo derecha en un conjunto

X si existe una aplicacién
pAXxGE=X

con las propiedades
(i) pl(z,e) = r para toda z € X, donde & € & es el elemento nentro.
(i) plu(x, g),h) = p(z,gh) paratodaz e Xy g.h € G
Si G s un grupo que actua por la derecha en un conjunto X, tenernos
una relacién de equivalencia en X definda come, z esta relacionado
con y st existe ¢ C G tal que p(r, g) = y. Al espacio cociente por esta
relacién de equivalencia lo Hamamos el especto de orbitas de X por la

accion de (3.

Teorema 2.19. Sea (X, 1) un espacio bien punteado. St (¥, y,) es

un espacio punteade arhitrario. se tiene una acridn

12 [(X, mo), (¥, 0)] x mu(Y, g0) — [(X, %), (¥, el

Lu funcidn que o cada clase de homotopia punteada en [(X, 7o), (Y, 10)]
asocia la clase de homotopfa no punteade de sus representantes deter-

minae ung biyeccion entre el espacio de orbites del congunio [(X, 2o}, (Y, ¥o)]
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bajo la accidn de m(Y,y) v ef conjunite de aplicaciones punieadas de

(X, 730) en (¥, w) salvo homotépia (no puniceda,.

Demostracién. Sea f: {X, zo) — (¥,v) una aplicacién punteada y
«: 1 = Y una trayectoria en ¥ tal que 0(0) = yo = o(1). Como
{X,%y) un espacic bien punteado existe una apliacion I X x I = ¥ I
tal que H(z,0) = f(z) y H{xo,t) = alt). Se muestra facilmente del
Lema 2.16 que la aplicacién p([flo. [a]o) = [Hi)o esta bien definida y
que se tiene asi una accién de 7, (Y, wo) en [(X, z0), (Y. vo)].

Notemos ahora que por definicion u{ flo, {@o) es homotdpica (no
punteadamente) a f. Reciprocamente, si f,¢: (X, 20} —= (Y,v) son
dos aplicaciones punteadas y H: X x[ — ¥ es una homotopia (no pun-
teada) tal que H{z,0) = f(z) y H(z, 1) = g{z), entonces u([flo, [Hzo)o) =
[g)e. donde H,(t) = H{zp,t). Se concluye que el espacio de orbitas del
conjunto [(X, zp), (¥, %0)] por la accién de m,(Y, o) esta en biyeccién
con el conjunto de aplicaciones punteadas de {X, ) en (Y, yg) salvo

homotépia {no punteada). |

Nota. Observa que si ¥ es un espacio conectable por trayectorias en-
tonces el conjunto de aplicaciones punteadas de (X, zq) en (Y, yy) salvo

hematépia (no punteada) es igual a [X, Y.

Proposicidn 2.20. Sea (X, 30} un espacio puniendo. 51 X es una

espacio contraible, los grupos de homotopia de (X, z) son cero:
Tl X, 20) =0 para fodan > 10.

Demaostracidn. St f: (8, 1) — (X, ) es una aplicacién punteada,

sabemos que como X es contraible, existe una homotopia H: §* %1 —
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X con H{z.0) = zp. 5i definimos la aplicaién F: §” x I -+ X como

Ty gt Q 'E fz+fi—f}1
Flz,t) =

Her{i=t1] = %
z+(1=— . - 2. —
H{z 0= 2l + (1 -1 - 1) si}<pici <1

puede verse que F' esta bien definida y que es una homotopia punteada

de f en ¢g,. d

Corolario 2.21. Sea (X, zq) un espacio punteado. §i X es contraible,

para fode espacio bien punteads (W, wqy) sc fiene que
[(W, w), (X, 20)] = 0.
Demaostracion. Por la Proposicién 2.20
=1 (X, zg) = 0.

Par el Teorema 2.19 [(W, wy), (X, z¢)] esta en biveccidn con el con-
junto de aplicaciones punteadas de (W, wy) en (X, zp) salvo homotopia
no puntcada. Como X es contraible se tiene que [W, X] = 0 de lo que

se concluye que [{W, w), (X, z0)] =0 ]



3. BEauivaLeENCcIA HOoMOTOPICA FIBRADA

Sip: (E,xg) — {B,by) cs una fibracién de Hurewicz punteada, hemos

asociade canénicamente a p un clemente en el conjunto

I.(Q(B| be), U-"bo}: (p_L(bﬂ}r $g)!,

el cual dnicamente depende de {B, 5;) v del tipo de homotopia punteda
de la fibra {p~H(dy), 2o} A este clemento io llamamos holonomia ho-
motdpica punteada de p.

Lo que harainos akora serd definir una categoria de fibraciones sobre
un espacio fijo {B, by), ¥ con fibra del tipo de homotopia de otro espacio
fijo (F, #); observar que bajo cierta equivalencia en los objetos de esta
categoria, se determina un conjunto Lig.a(B,beJo: y mostrar que la
asignacién

fbracidn ~+ holonomin homotdpice,

se realizaria en una funcién de conjuntos
Ley(B, bo)o ™% [(Q(B, bo), way). (F x)].

3.1. Categoria de fibraciones y su holonomia homoidpica.

Sean (13,8} v (F, +) dos espacios punteados. Denotemos por
LepniB.boje
& la categoria que tiene por objetos a las parejas
({(Bimo) B (B.b)p~ () B P),
donde (E, z5) 5 (B, By} es una fibracidén de Hurewicz ¥
po: (97 (b}, @) = (K %)

33
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una equivalencia homotépica punteada. FEstos objetos son llamados
fibraciones sobre (B, by}, con fibra del tipo de homotopiu de (F,+). Alos
chietos de £ (B, Bg)p que cumplen ademds que p es una fibracién de
Hurewicz regular {resp. punteada) les lamamos fibraciones regulares
(resp. punteadas) sobre (B, by}, con fibra del tipo de homolople de
(F,+). Los morfismos entre dos ohjetos (E & B.p~i{(h}) & F) y
(B ? B, k) % F) son las aplicaciones punteadas ¢: & - B
tales que p' 0 = py pyo wl 1 (bo) = po: (P71 (%), 20) = (F ). En

diagramas:

Pty
E—— E'  tal que P {ba) ——pt (b}

Ai/; ;\:/Q

Los objetos de esta categoria los denotamos simplemente como
F<+E5B.

SikF s EBA By P E Z B son dos objetos, decimos que
éstos son homotdpicamente equivalenles fibre ¢ fibra sl existen mor-
fismos ¢o: F — F v «: E — E., y homotoplas H: Ex1 = £ v
H': F' x1 — F', tales que las aplicaciones - E > Ey H: ' - F/,
definidas como Hy(z) = H(z,t) y Hi(z} = H'(z,t), respectivamente,
son morfismos en nuestra categoria que cumplen Hy: ¢yop = idg ¥
Hi:poyp = idp. A ¢ lallomamos equivalencia homotépica fibrada v

1 s inversa homoetdpica.
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Definicién 3.1. Se define la holonomia hometdpics de wna fibracién

sobre (B, by) con fibra del tipo de homotopia de (F, %),
((B,20) B (B, bo), 07" (bo) & F),
como la clase de homotopia
po o ] € (B, o), F,

donde [X] € [Q(B, ), p " (bo)], es la holonomia homotdpica de p en x4
como fué definida en 2.9.

Si £ E 3 Bes una fibracién punteada sobre (B, b)) con fibra
del tipo de homotopia de {F), «). definimos su holonomia hemotdpica

punteadn como la clase de homotopila punteada

[?)0 o A]U € [{Q(szﬂ)rwbt!}'- (F *)]:

donde [Alg € (2B, bg), W), {7 (B0). %0)], es 12 holonomia homotépica

punteada de p como fué definida en 2.12.

Proposicidn 3.2. 5t dos fibraciones (resp. fibraciones punteadas) so-
bre (B,by) con fibra del tipe de homotopic de (F, %) son homotdpr-
camente equivalentes fibra ¢ fibra, sus holonomias homoldpicas son

wquales.

Demostracidn. Demostraremos la afirmacién para fibraciones puntea-
das. El caso no punteado se hace de manera similar.

Sea ¢ una equivalencia homotdpica fibrada de F — E 5 B en
Fer54pB v % su inversa homotopica.

Observemos que si [': B! xg E —+ E' es una aplicacién de levan-

tamiento de trayectorias punteada de p ¥ definimos o, T (B x5 B') %
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I > E', como @[, 2, 8} = o[, v(z'})(5)), se tiene que

(e 2',0) = po (),
P (oD ro5) = F @ 2.5 = a(s) ¥

Q*r(fﬂzo, Irﬂa t) = xa!

v 51 [V es una aplicacidn levantamiento de trayectorias de P/, entonces
la aplicacion 1V: (B %5 E') x I — E’ definida como L'(a,2’,5) =

(e, ') (5), cumple

f"[a, =0 =2,
pol'(a,2,s) =als) ¥

f(wxm x:)r t) = IB-

Consideremos aplicaciones punteadas Hj: E' — E' que cumplen
Hl: porr ~idg (rel. we) v plo Hy =p. Aplicando ia versién punteada
del Tema 2.4 enando G es ignal a T, & es iguat a T, G{a, 7, 0,1) =
H{(z') y H{o, 7', 5, 1) = als), obtenemos una aplicacién H: B x g E’ x

T x T — F con las propiedades

Hy:p T T,
H(o,7',0,%) = H](7'),
voHla, x5t =als) ¥y

Hlaty,, 24, 8) = 5.
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La restriccion de & a (B, by) X {za} x {1} %I determina una homo-
topia punteada de (w + ¢, I(w, z5)(1)} en A como aplicaciones pun-
teadas de ($(B, bo), ws,) en (7'~ (be), ), pues p(H(w,z), 1,1)) = by y

Hlwz,, 5. 5) = 3.

Si observarmos que @, I'(w, o) (1) = ¢ o Ar{w), se concluye que
Ar 2 0 Apz (B, by), why) — (77" (8g), 7).
Por lo tanto

PyoAp = ppopodp X pyoir: (B, by), way) = (F,+).

En [7], Schén muestra que 1a familia de fibraciones sobre (B, by) con
fibra del tipo de homotopia de (F, %), determina un conjunto cuando
consideramos a ésta bajo la relacién dada por equivalencia homotdpica
fibrada. A este conjunto lo denotaremos por Lg,y(B,6)% Por la
Proposicidn 3.2, la asignacion que a cada [ibracién, asocia su holonomia
homotopia, respecto de cualquier aplicacién de levantamiento de travee-

torias. determina una funcidn de conjuntos:

At Lipay (B by} — [Q(B, bo), #1]

?Podamos considerar a Lig o {B, by} como una coleccion de fibraciones sobre #,

una por cada clase de fibraciones equivalentes,
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Denatemos por Leg,, (B, by)p al conjunto de las fibraciones punteadas
sobre (H, 6y) con fbra del tipo de homotopia de (F, %) bajo la relacidn
de equivalencia homotdpica fibrada.

Por la Proposicion 3.2, la asignacién que a cada fibracidn punteada,
asocia su holonomia homotopia punteada, respecto de cualquier apli-
cacidn de levantamiento de trayectorias punteada, determina una funcién

de conjuntos:

Aot Lipw (B, bo)s — [(Q(B, bo),wey), (F, +)

Notemos que sc tiene un cuadrado conmutalive:

Lige) (B bo) [, Bo), £]

J !

An
-

Lirw (B, bYe — [(QUB, bo) . wao), (£, %)]

3.2. Fibracidén inducida.

Consideremos una aplicacién punteada f: (B',8,) — (B, &), ¥ una
fibracién sobre (B, by) con fibra del tipo de homotopia de (¥, +). F i}
E % B . Construiremos una fibracién sobre (B',5)) con fibra del tipo

de homotopia de (F, =):

f
X

(e el o ) 2R,

a la cual Namaremos fibracion sobre (B, b)) inducida por p ¢ través de
£
£

Consideremos primero la aplicacién punteada

(£, (B 20)) = ({0 2) € B'xE | f(¥) = p(z)}, (8, 30)) T3 (B, 8)
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donde f p(d',z) =¥. Si f*: f*E — E estd definida como (', 3) —~ z,

de la definicidn de f*E se sigue que el siguiente diagrama conmuta

2
f'E—F

o) |

B — B
i

Como (fp)~ey) = {85} x p~ (), podemos observar que f* se res-
tringe a un homeomorfismo en las fibras (f*p) ' {b) vy p~1(d,). por lo
que tenemos una equivalencia homtdpica punteada f*po: {f*p) (b)) =
F definida como fopo(by, z) = pelx).

Por tltimo notemos que f*p: f*E — B’ es una fibracion de Hurewicz.
Si consideramos una aplicacién I' de lavantamicnto de trayectorias de
p, se tiene que f(a(t)) = p(l'(f o o, 2){t}), por lo que podemos definir

la aplicacién
U Bl%g f*E > f*E'
como
fT{e, (0, 2))(1) = (alf),[(f 0 a, 2)(8))},

De las propiedades que cnmple T se sigue que
FT(e, (&, 2))(0) = (¥,2)
ol T{e, (¥, 2))(2)) = of2)-

Se concluye pues, que f*I" es una aplicacion de levantamiento de

trayectorias para f*p.
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Proposicién 3.3. Sea F <y 8% Buna fibracidn puteada sobre (B, by)
con fikra del tipo de homotopia de (F,+). Entonces, la fibracién in-
ducida por p @ lraves de uno aplicacion purdeada f: (B, 5} = (B, &)

es punteada.

Demostracidn. ST es una aplicacion de levantarniento de trayectorias

punteada de p, sabemos que la aplicacién
FP:Blxg ["E— f*E!
definida como

fT(e, (5, =)() = (o{t), T(f o @, 2){(1)),

es una aplicacién de levantamiento de trayectorias de f*p. Si en suma
[{wy, z)(t) = xparatodab € B,z € p~1{b) vyt € I {resp. [(wyy, o)(£) =
Tp para toda t € 1) es Inmediato que f*1" tiene la misma propiedad. U1

Veamos ahora cuan similares deben de ser dos aplicaciones
. !t
E ER] 3
J.g7 (B, b)) = (B, bo)
para que las [ibraciones inducidas a travéds de ellas sean equivalentes.

Proposicién 3.4. Sea F <> F 5 B une fibracidn punteadu solbre

(B, bo) con fibra del tipo de homotopia de (F, «). Si
K: f=g: (B.b) — (B, &)

es una homolopic punteada, las fibraciones inducidus por p a través de

5 ¥ ¢ son equivalentcs.
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Demostracidn. Sea ' una aplicacién de levantamiento de irayectorias
punteada de p. Sean w1 f'E - ¢"E y ¢ 9"E — [ F las aplicacicnes

definidas comno
@V, z) =/, T (V). (1))

b

w{t',y) = (O, TR (69, 9)(1)),
donde /{': B' > B'y K': B — Bison K'(¥){(s) = K(¥.s) y K'{¥)(s) =
K{p,1—s)
Mostraremos siguiendo las pruebas del Lema 2.4 v de la Proposicidn
2.3, que  es una equivalencia hemotdpica fibrada con inversa .
Definamos las aplicaciones H': f*EXIxI 2> By h: ffEx A= FE
como H'(V.z,5t) = K{H,1 -3}y
T(K'"{H), z)(1 ~ s) sit=0
AV, x,8,t) = { D(K' (), 2)(1) sis=0
T(R'(), D(K'(), 2)(1)(s) sit=1
Entonces poh = H'l;p, 4
Si consideramos la aplicacién H': PEx1x]— F definida como
H'H 2, 8,1) =

F(H' (0,2, ¢ p: L8 s 1), =) b (2, v (s (6, 1)), 0)) )(pz(ﬁ(syf})),

donde p,: I x I — 1 denota la proyeeeidn en la i-€sima coordenada. Se

puede observar que

po H'(Y,z,5,8) = H'(V,z,5.1) = K(5,1 — s).
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De este modo, se tiene que FI'[Z)’,:C, 1.t) € pTiH{f{F)), mas H' in-
duce una aplicacion H: f"E x 1 -+ f*E, definida como H{¥,z,t) =
{b’? EJ(brlx: lat)}

Se observa gue

HE 2,0y — (§,T(K'(F),x)(0)) = (¢, z)

H(p, 2, 1) = (¥, T (), TE#).2) (1) 1) = ¢ o o/, 2)

Comeo [ es una aplicacion de levantamiento de travectorias punteada
v A} es una aplicacion punteada, se tiene que T{K (#), 5), 2o} (£) = 2,

de lo que se sigue la igualdad
por o que H,; es punteada. Por i]timo, observemos que
f.ptl o H:]pr—l(ﬁa) - f‘Po-

La conlinuidad de & sc ve de su construccion.

La existencia de la otra homotopia se signe de manera andloga. []

Nota. Obsérvese que en la prueba anterior se muestra que si N
E % Bes una fibracién y b5 son dos puntos en B, dada una trayec-
toria que los une, una aplicacién de [evantamiento de trayectorias de
p nos da una equivalencia homotdpica entre las fibras p~1(8) y p~1{#).
La propicdad de levantamiento de homotopias nos perite pegar las
equivalencias homotépicas de las fibras p71(4,) ¥ p~ (8.} eu caso de
que las curvas que unen a b, ¥ &, dependan continuamente de 5 € X,

es decir, cuando se tenga una homotopia I7: X x T — B. La condicidn
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adicional en [' nos perntite qire esta cquivalencia honotdpica sea pun-

teada.

De las Proposiciones 3.3 y 3.4 se deduce que si £ — ' 5 s B es
una fibracion punteada sobre {B’,4) con fibra del tipe de homotopia
de [ F, «), la asignacidn que a cada aplicacién punteada F: (B, b)) —
(B',hy) asocia la fibracion inducida por pf a través de f, se realiza en

una funcién de conjuntos:
r T4 I 2 .
(B, ba), (B, by)] == Lepay(B. bo)o-

La siguiente Proposicidn relaciona la holonomia homotdpica de la
fibracién inducida par p’ a través de f, con la holonomia homotépica

de p'.

Proposicién 3.5. Sea F <« E' 5 B une fibracidn punteada sobre
(B', b)) con fibra del tipo de homotopia de (F, ). Si[A]y es la holonomis
homotdpica punieada de 1, el siguente cuadrade conmuta:

-
L

[{B,bo), (8}1 bE‘I)] T L(F,-t)(b‘:bﬂ)ﬂ

P
[y l Mo

[(ﬂ B bﬂ) E“"]bu SZ(B] {"b’)] _'A'-_b r(Q{B$ ‘!’[1)1wb0)! (F'! ::t)}?

donde U flo) = Ao ¥ Allflo) = Ao flo.

Demostracidn. Observemos quesi T B'lx o B! — F'les una aplicacién
de levantamienlo de (rayeeiorias punteada de ¢, enfonees la aplicacién

indueida {'T: B' x4 [*F — (f*£'}, definida como

(9) T, (0 e (1) = (a (). T(f oo 2)(2)),



es una aplicacion de levantamiento de travectorias punteada de [*p.
51 en (9) evaluamos cuande « es un lazo, = ¢l punto bésico de E°
¥ t es ignal a uno, se tiene que f* o Apr = A ¢ Q(f), por lo que
(mao Ar) o Q(f) = (moo f*)o Apr = (f'py 0 Ager)- o



4. Ke(B.by)

.. . . . ]
En esta seceion considerarcnios una clase do aplicaciones & = B,
donde F tieng estructura de G-espacio ¥ B es ¢l espacio de drbitas

E/G. Por una propiedad de trivializacién local que pedimos, se tendrd

que estag aplicaciones tienen levantamicnto de trayectorias punteado.

4.1, Haces G-principales.

Un grupe topoldgice (G s un conjunto que ticne estructura de grupo
abstracto y de espacio topolégico, relacionadas con la restriceién de
que las aplicaciones (x,y) — 2y ¥ = — 27! {0 equivalentemente que la
aplicacién (x, y) — zy~!) son continuas. Si G es un grupo topoldgico y
E es un espacio topologico, decimos que G actin por la devecha en E o
que E es un G-espacio, si existe una aplicacion continua g2 ExG — F
que tiene las propiedades, plr, oh) = u{u{z, g), b} v pi{z, &) = z donde
¢ € G es cl clemento neutro del grupo. Denotaremos a p{z, g) como
x - g; asi, las propiedades anteriores se ven como z- {ghy=(a-g)-h ¥
=2

L& accién de un grupo G por la derecha en un conjunto £ determina,
una relacidn de equivalencia en £ definida como z ~ y si ¥ solo si existe
g Gtalque y = z-4¢. A las clases de equivalencia determinadas
por esta relacidn las llamaremos drbitas bajo la accidn de G en E. al
conjunto formado por estas lo denotamos como £/G. Paracadaz € E
Hamamos érbita de = bajo lu accidn de G en E, a la Orbita bajo la

accion de G en E determinada por ol elemento 3.

&1
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Definicidn 4.1. Sea F un C-espacio v p: (£, 20) — (3. 5) upa apli-
cacién punteada. Decimos que F 5 B es un haz principal, si se tiene

la, siguicente propiedad:

Existe una cubleria abieria A = {[/o},ez de B, y para cada

o £ = un homeomorfismo
Go: p L =+ Uy x G
dela forma @, = {p], 1, ), donde
Pa: p Wa =G

es tal que ¢, (- g) = (x) - g, ¥ se cumple que Y, () = e
siempre que xg € p~' 0, 3.
A log espacios £ ¥ BB los llamamos espacio fofal y espacio base del
haz, respectivamente. A & le llamamos grupo esfructural del haz. A la
cubterta A la lamamos cubierta {rivializedore del haz v a cada pareja

(Ue, o) trivializacién local

Notemos que st £ -5 B es un haz principal con grupo estructural G,
las drbitas de la accidn de & en F son homeomarfas a . Para esto
obsorvemos que cada £ & F determing un encaje candnice de G en £
a través de x, j.: G —+ E, definido como 7.{g) = £ - g. Entozces, j, es
un homeomorfisme con su imagen, es decir, con la drbila por z bajo la

accidn de G en K. En efecto, si (I, ¢) es una trivializacién local con

3N0teﬁ; que esta GHima vondicide es Wunecesana, $ d,lwe) F e entonces
Fo: p Wa — Uy x G definida como @alr) = (plz} ¥alT)tn(z) 1) cumple o

requerido.
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p(z) € U, debido a la propredad . (z - g) = ¥.(z)g, se ticne que

#1000 Pre

polp(z)) —— {pa) X G — G

&
G p(z)"'g
es inversa de J..

Sea B un espacio punteado, con & su punto bésico, v sea G un grupo
topoldgico. Consideremos la categoria que tiene por objetos a los haces
principales con espacio base B v grupe estructural G, £ 5 B, donde
E es un espacio punteade con punto bdsico 2. A estos objetos los
lamamos haces G-principales sobre B.

Los morfismos entre dos haces G-principales sobre B, E -5 B y
E' % B, son lus aplicaciones punteadas @: E — F' tal que po® = p

y P{z - g) = @(z) - g. Se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 4.2, 53 $: F — E' es un morfismo entre dos haces G-
principales sobre B, E 5 B y B' 55 B, entonces ® es un isomorfisme,
es decrr, enste un morfismo V. E' — E de haces G-principales sobre

B, tal gue oy = ide y Vo yp =1dg.

Demostracion. Sean {(U,, o)} ¥y {(Ua, o))} familias de trivializaciones
locales de E' v £’ respectivamente, donde {U,}, es una cublerta de B.

Si definimos las aplicaciones continuas
foimgho®ep U, xG U, x G,

éstas son de laforma fo(b, g) = (b, fa(b, g}} donde Falbgh) = fulb, gk

Entonces las aplicacionces g,: U, x G —= U, % & definidas como

9a(b,0) = (5. 7a(5. 9)) = (b, Fulb€)"'g)
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cumplen también que §,(b, gk} =— Ga(b, )k ¥ son inversas de las apli-
caciones fo.

Fisto nos muestra que ¢, o g, 0 ¢, es inversa de ®|,-1g, ¥ como las
funciones iuversas son iinicas, las aplicaciones asi definidas determinan
una inversa global de €. Este inverso es un morfismo de haces porque

%0;1 oguo‘.rr"’a(‘,‘{’- : g) = ((p;l QG L‘D;(J)) g D

Tcorema 4.3. Sea E 2 B un haz G-principal. Supongemos gue te-
nemos una familia de trivializaciones locales de p {(U,, ©,) ez, donde
{U, }yez &5 una cubierta locafmente finila de B. §i existe una familic
de aplicaciones continuas, {p,: B -+ R},c= , feles que p, cs positiva en
U, y ecero en B\U,, entonces eriste une aplicacidn de levantemiento de

trayectories regular dep, T': Bl xpg ks + E', con lo propicdad adicienal
T,z - g}(£) =T, x){L) - ¢

Demaostracidn. Si (U, @) ¢s una trivializacidn local de F % B, podemos

definir una aplicacion

o

- Ui XUE

ti g alt), ()

ol

con las propiedades:
(@) Cule,2)(0) ==
(1) p(T{a, 2}(t)) = aft)
(i) To(er,z- g)(t) = Tvle, z){t) - ¢
(iv) Fyl(wp, 2)(t) = 2,
donde U x F denota el subconjunto abierto de aquellas parcjas (n, z) €

B! x5 F tales que ofl) C {/.
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L
<A

Athora, st {{U,., @)}, son trivializaciones locales de E 5 B, pode-

nmos definir una aplicacion

r"r:l‘--- Bl

I“'r"'J"Ia" i EI:

con las propiedades
() Ts el z){0) = 2
(1) Ty rde, 28} = )
{6 Doyl 2 - @8 = Toy o (o z}(t) - 9
(V) o, s (0, 738} = 2,
donde

ﬂi}

. g, 1 :
V= U™ 0D

1 1

A--nUE Y0 B, B

denota, el subconjunto ablerto de aquellas parejas (o,z) € B' xp E

i—1 1

tales que ef[*=1,%]) C U, para toda i = 1,--- ,n. Para ello basta
definir

P’Tl: ¥ (O‘., .'L‘) (t) = (p;;l(a(t}': ﬂ’m ("f}}

site(0,2]

. PP ,
I R [ORTON (NOR M o CLES RN o)) ) B

sit € [y 2l

2
Do, aefonal(t) = o3 (a(r),m ( gt (A2, o (01D, o)) - ))

i el o2
sif € ==, .
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Sea {{U,, 94} ez una familia de trivializaciones locales de p tales
que {U, Y,z s una cubierta de £ localmente finita, y consideremos
una familia de aplicaciones continuas {g,: B Rjyex , tales que oy
es positiva en U, ¥ cero cn BAUL,.

Notemos que la familia
{‘({}'L,“','}‘n : {71! e :ﬂf(’n} Z E ﬁnito}

s una cubierta de B’ X p &£, Yomemos una subcubicrta {Vs} localmente
finita v supongamos ademss que esta familia esta bien ordenada.

81 construimos con ayuda de {p,} una familia de aplicaciones con-
tinuas {ry: B — R} tales que 73 es positiva en V; v cero en BN\,
definimos

T:BxgE—F!
LTI

T, 2)() — o3 (a{tl; b ( o C NN (Ol CLRNRMIE) ) IO )) ?

it € [f—q, &}, donde V3, < --- < ¥, son todos aguellos abiertos de

nuestra cubiersa {Vi} que conticren a o y

23 176{e)

fp=mg L %0
’ 2;1 73, (O’)
Por lo antes observado T' cumple las propiedades requeridas. &

4.2. Haz (-principal inducido.
Al igual que en la categoria de fibraciones, s f: (B B} > (§3, by)
s una aplicacion punteada v E 5 B es un haz G-principal sobre B,

induce ur haz (-principal sobre B’ de la siguiente manera:



o
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Definimos primaero la aplicacion puntcada
(FE, (B, w0)) = ({1 3) € B x B | FI§) = p(e)}, (b, 70)) ¥ (B,8))

como (f p)(¥,z) = ¥. Entonces, la accidn de G en E induce una accién
derecha de G en f*F como {¥,z) - g = (I, 2 - g), la cual es libre por
cumplir lo mismo la ariginal.
Sea A = {U,}aez una cublerta abierta de B, y g, p U, 2 Uy G
homeomorfismos con v, = (p[p_mﬂ o), donde . (x - g) = walz) - 9.
Como f es contimua, f*A = {f7{Us)}oes es una cubierta abierta
de B’. Observemos ahora que fF*A &5 una cublerta tnivializadora de

fE Iy B, pues las aplicaciones
P pa: Fp (7)) = [, x G
definida comeo
froa(d ) = (¥, valz))
son homeomorfismos con inversas (0, g) = (0, ' (f(¥'),¢)) Ademds
F¢a ™ (FPlyp rp 100y ¥e)

donde (- g) = () - ¢-
Esto muestra que =8 T} B’ es un haz G-principal sobre 8. A dste

lo llamaremos el fiaz G -principal sobre B' inducido por p o travéds de f.

Proposicion 4.4. Sea F 2 B un haz G-principal que selusface las
hipotesis del Teoreme £.9. S Hy: f ~ g: (B, 8) — (B,b) es una
homotopia puateeda, los haces sobre B' mducidos por f y por g son

{zomorfos.
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Demoestracidn. Por el Teorema 4.3 existe una aplicacidn de levantamiento

de trayectorias punteada I' de p con la propiedad
Clenz - g) () =T, 2){t} - g
Si definimos 12 aplicacidon
& frE—og'F
COIo
$(b,) = (b, T (Hy,2)(1))

donde Hy es la trayectoria cn B definida como fp(f) — Hy(b). Se
tiene entonces que §*po ®(h, ) = b = (f*p)(b,x), es decir, ¢l siguienic
cuadrado conmuta

J'E—g'E

!’:x /Q'P
BJ

¥ @b, - g) = (b, V(7l, 2 - 9)(1)) = (. T(H, 2)(1)) - g = B{bz) - g-

Se tiene asi que @ cs un morfisino de haces G-principales sobre B.

Par [a Proposicién 4.2, ¢ es un isomorfismo. O

Para. realizar como una [uncidn de conjuntos 2 la asignacidn que a
cada aplicacién punteada asocia el haz inducido de un haz fijo, necesi-
tamos que los objelos de la categoriz de haces G-principales determinen
un conjunto cuando consideramos a estos salvo isomorfisme. Para con-
seguir esto nos restringiremos a algunos objetos de nuestra categoria.
La Proposicién 4.5 mas abajo, nos iedica que obtenemos la misma

categorfa en mrchos de los casos.
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Definicién 4.5. Sea E % B un haz G-principal sobre B. Decimos
yue E & B es de tipo numerable punteads si existe una cubierta tri-
vializadora de p localmente finita, 4 = {Ui}icz, con © C N, y una
familia de aplicaciones continuas, {p:: B — I}z, tal que p'(0,1] =
U, p1(bo) =1y 2, ps(b) = 1 para toda b e B.

Observemos que un haz de tipo numerable punteado cumple con las
hipétesis del Teorema 4.3. Se sigue que todo haz de tipo numerable
punteade tiene una aplicacidn de levantamiento de trayectorias regulax

con la propiedad adicional

Ployz-g)(t) =T{a,2)(t) - ¢

Proposicion 4.6. Sea E -5 B un haz G-principal sobre un espacio
normal y 2-numerable. Entonces F 5 B es de fipo numerable pun-

teado.

Demostracidn. Sea {W;};c=r una cubierta abierta trivializadora de B.
Come B es normal y 2-pumerable, existe un refinamiento {Vi},cz de
{W;};ez localmente finito con &' € N. Observemos quc podemos
supener ademds que b; inicamente pertenece a un V;, digamos Vi, pues
v, # ¥}

donde V; es tal gue by € V), ¥ esta nueva cubierta cumple lo deseado.

de nos ser asi, definimos otra cubierta como {V, U {V\{}

Nuevamente por ser B normal, existe una particion de la unidad

suhordinada s la enhietta {V[},.=, es decir, una familia de aplicaciones

continuas {g: B —+ I},cz tal que supp(p,) == {= € B[ p(b # 0} v,
},.- Z; p‘il:bJ = 1



Se &iene que {I; := p7'(0, 1]}ic= s una cubierta trivial localmente
finita de B v que la familia {p;: B — I}icz es tal que U; = o7 *(0,1] ¥
S p(B) = 1. Ademas p1(Bg) = | putes by solamente pertenecea V. O

Proposicién 4.7. 51 £ 2y B es un haz G-principal de fipo numera-
ble punteado, entonces el haz G-principal inducido por une aplicacicn
punteada f: (B. b} — (B, ¥]) @ través de p es de tipo numerable pun-

teads.

PDemeostracion. See {L} una cubierta iivializaedora de B’ localmente
finita y numerable, y sez {g;: B — [} una familia de aplicaciones tal
que p7(0,1] = U pi(Bh) = 1y 32, p:(B) = 1 para toda b € B'. Hemos
probado va, que {f1U;} es una cubierta trivializadora del haz inducido
a través de f. Esta cubleria es inmediatamente numerable. Para ver
que también es localmente finita tomemos b € B, ¥ notemos que existe
una vecindad ¥ de (b} € BG que intersecta a wn mimero finito de
elementcs de la cubierta {L;}. Entonces, 'V intersecta a un ndsmero
tinito de elementos de {o*U;}

Por iltimo, tenemos que la familia de aplicaciones {pi: B -+ I}
definidas como g, = p; o i, ticnen las propiedades g} —!(0,1] = @'V,
p1(Bo) = pr{pe(*)) = 1y 22, i{b) = 32, pi(2(B)) = 1 para toda b € B.
Esto muestra que f°£ % Besde tipo numerable punteada. &

En la Proposicidn 5.5 mas adclante se muestra que la clase de haces
(-pripcipales de tipo numerable pusteado determina un coxjunlo si
consideramos a ésta bajo la relacidén de equivalencia dada po: isomor-

fismo de haces. Devotamos por K¢ (B, by} a este conjunto.
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Ya que los haces G-principales de tipo numerable punteado satisfacen
las hipétesis del Teorema 4.3, de la Proposicién 4.4 v 4.7 se sigue que
si £/ % B’ es un haz G-principal de tipo numerable punteado, la
asignacién que a cada aplicacion punteada f: (B, by) — (&, b]) asocia
el haz G-principal inducido por ¥’ a través de f, se realiza en una

funcidn de conjuntos:
. Tgt .
[(B,80), (B, bp)] ~*+ K(B,bo).

4.3. Holonomia homotépica de haces G-principales.

Definiremos ahora la holonomiz homotdépica de los haces G-principales.
Notemos primero que si E % B es un haz G-principal de tipe numer-
able punteado, de acuerdo con nuestra definicién de estos objetos, E es
un espacio punteado con punto bdsico zy ¥ por ¢l Teorema 4.3 existe

una aplicacién I de levantamiento de trayectorias punteada de p.

Definicion 4.8. Sea £ 5 B un haz G-principal que satisface las hi-
pétasis del Teorema 4.3, por ejemplo, p de tipo numerable punteado; v
sea I' una aplicacion de levantamiente de trayectorias punteada de p.

A la clase de hormotopia punteada de la aplicacidn
Ar: (QUB, by), wyy) > (G, e)
definida como
Ar(w) = 1o (Dlw, 2o)(1)},
la llamamos holonemia homotspice del haz G-prineipel p, donde
Foyt G — 07 ()

es el encaje canénico de & en £ a través de xg, es decir, jzfg) = zy-9-
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La independencia de la eleccion de la aplicacidn de levantamicnto de
trayectorias punteado en esta definicidn, se debe al Teorema 2.11.

También del Teorema 2.11 se sigue ¢l siguiente resultado.

Teorema 4.9. Sea F 5 B un haz G-principal que satisface las hi-
votesis del Teoreme 4.3, por ejemplo, p de tipe numerable punieado;

entonces la siguiente es une sucesion Hy-ezacta larga:

e e Q3B Bg)
(A} y;

;

4 o
G, e) —2b (B, 70) =2 (B, bo)
A S
P
c— - E : B,

donde [A] es la holonomia homotdpice de p.

S1 (X, zg) es un espacio punteado, denotamos por xp{ X, xp) al con-
janto [(8% 1), (X, zq)]. Notemos que si G es un grupo abstracto, en-
tonces el conjunto #o(G,e) tiene estructura de grupo inducida por la

estrucura de H-grupo de (G, €).

Tevrema 4.10. Sea E 5 B un haz G-principal que satisface las hi-

pétesis del Teoreme 4{.3, por ejemplo, p de tipe numerchble punieedos;
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entonces s¢ frene une sucesion eracta larga de grupos:

E—S{B: bo}
S

A

m{G, e} . Tl B\ 2p) S mp( B, bp)
A J

.‘{

i . Ae
m (G e} — m{E o] — m (B, h) — 10(G.e)
donde [X)g es fa holonomis homoidpica de p.
Mids audn;

(i) 81 E es coneclable por rayectorias
B, b)) 33 7(G,e) = 0

es una sucesidn erecte de grupos.

(i1} St G es un grupo topoldgico discreto los grupes wo(G,€) y G son

isomorfos y entonces
te A
'ﬂ'](E, &'(]) — 71_1{.8, ho) *"; G
es una sucestdn eracta de grupes.

Demostracién.

H-ezactitud de 71 (E, 50} 3 m {8, by) — 7ol e):

Como p satisface las hipotesis del Teerema 4.3, podemos considerar
una aplicacién [ de levantamienio de irayectorias de p. No es difieil

ver que st esta aplicacién es la construida en la prueba del Teorema

4.3, catonces

).['l {SB(B, bg),".u’{,o} — {C, E}
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es un morfismo de H-grupos (ver [2]). Se sigue que la sucesién
£i{p) A
QE, z0) —= UB, by) —— (G,e)

es una sucesidn Hy-exacta de A-grupos ¥ morfismos de H-grupos por

Io que la sucesién inducida
wa(QUE, 7o)~ wo(QB, bo) — m(C,e)

es una sucesion exacta de grupos.

Como se tienen isomorlismos de grupos
(B, To) = wo(UE, To)
m1 (B, bg) 22 mo(C2 B, by)
se concluye que
e Ar.
w1 B 29) —e 71(B, by) —> 7o)

63 una sucesion exacta de grupos.

Supongamos ahora que E es conectable por trayectorias, es decir,
o [E ) Ig) = (.
Como
Ap Jzg
UB, &) — G — F
es una sucesion Hyg-exacta, se tiene que

{Ar,} = Jup, {0) = m0(G, €} =

70 Q(B, bg) 5 m0(G.e) 75 0
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por lo que la sucesion
A
m (B, b)) — m(G,¢) — 0

¢S Utna sucesion eoxacta de grupos.

Puede observarse facilmente que si G es un grupo topolégico disceto

(G, ) —— &
Slo —— f(=1)

es un isomorfismo de grupos. Se tiene entonces una sucesidn exacta de

grupos
Pe A
WI(E!:EO) - "Tl(B:b‘J) — .
El resto se sigue del Corolario 2.13. a

De este Teoremma obtenemos inmediatamente los siguientes resultdos,

Corolario 4.11. Sea E 5 B un hoz G-principal que saiwface las hi-
potesis del Teorema 4.3, por efemplo, p de tipo numerable punteado.
Supongamos que E es un espacio contratble,

Se tiene enlonces que

(G, e} sin>(
Tn-1(B, bo) =

wlG,e) sin=0
en particufar, 5t G es un grupo topoldgico discretlo

0 stm>1
?TR(B$bU) C‘_\f
G stn=1
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Bemostracion. Como E es contraible, por Ia Proposicién 2.20 se tiene
que #o{E,zp) = 0 para toda n > 0. Por el Teorema 4.10 se concluye

que
T4l (B. bo) 2 5 (G. e] sin>0

Como F es coniraible, también es conectable por trayectorizs. Por el

Teorerna 4.10 se ticne que

T[z(B, bg) = ‘:TQ{G, BJ.

Corolario 4.12.

, 0 sin>1
T(8%, 1) &=

Z sin=1

Demostracién. Considera la aplicacién exp: & — S! definida como
exp(t) — e™*. No es dificil mostrar que exp es un haz Z-principal,
por la Proposicion 4.6 exp es un haz Z-principsal de tipo numerable
punteado. El resultado se sigue entonces del Corolario pasado pues B

es contraible. O

Teorema 4.13. Sea E & B un haz G-principal que satisface las hips-
tesis del Teorema 4.3, por ejemplo. p de tipo numerable punleado. Su-
nongamos que E es un espacio contraible y que (G, e) es bien punteado.

5i {Mg es Io heloncmic homotdpica de p, enfonces

A (Q(B' b@):wﬁa) — {G: !3)
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es un morfismo de H-grupos y une equivalencis hometdpce punieade.

En particular,
At {(W o), (B, bo), wag )] — [(Woaa), (Ge)]
es un isomorfismo de grupos para tode espacio punteado (W, wg).

Demostracidn, En la demostracion del Teorema 4,10 va habfamos no-
tado que A ¢s up morfismo de H-grupes. Como E cs contraible y (G e)

os bien punteado, se sigue det Corolario 2.21 que
[(G? '3)} (E? 3‘0)] =0= E(G? G)‘ (Q(Ea 3;0}1 wro)]

Se sigue entonces de la sucesicn Hy-exacta det Teorema 4.9 que ten-

emos una biyeccldn de conjunios (realmente un isomorfisino de grupos)
(G, ). (B, bo), )] 5 [(G,€), (G )]
por lo que podemos encontrar ung aplicacidén
PG ey = (B, by), i}

tal que Ar o p o 1de (el e
Se tiene que la siguiente composicion de funciones entre conjuntos es

la identidad:

Ara

(@.€). (G, e}] 5 (G, &), (18,50}, wno)} 5 [(Goe). (G, )

H

Corme Ar. es una funcion biyectiva se concluye gue también la com-

posicién p, o Ar, s ta ldentidad. De esto dliimo se sigue que

Fr R /\1‘ = idﬂ{B.bg} (!‘E}. bg)

{a
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Supongamos ahoraque E % By £/ Py B son dos haces G-principales
de tipo numerable punteado y que ¢: E' — ' es un isomorfismo entre
ellos. Si [ es una aplicacion de Icvantamiento de trayectorias pun-
teada de p, entonces I': B! xp ' — E! definida como I{e, 7){F) =
P, p~*{x}}(£}) es una aplicacidn de levantamiento de trayectorias

puateada de p’. Si notamos que o j;, = jo entonces

M) = iy T T (w, 2o} (1))
= (@0 z) (T U (w0, ) (1))
= o (Tl ) (1)) = Ar{w).

donde jy, {resp. Jm ) es el encaje canémico de G en E {resp. £') a
través de zg (resp. 2;), es decir, 7,,(g) = zo- ¢ {resp. iz {g} = z - 9).

Se ticne entonces que la asignacién que a cada haz G-principal sobre
B de tipo numerable punteado asccia su holonomia hemotépica, se

realiza como una fancién de conjuntos:
Ka(B,by) % {(Q(B, bo), wio): (G, €)]

Teorema 4.14. Sea E 5 B un haz G-principal que satisface las hipé.
tesis del Teorema {.3, por ejemplo, p de fipo numerable punteado. Si
[Xa es lo holonomie homoldpice de p' tenemos un cuedrado conmuta-

fivo:

[(B b0}, (B', 8)] KG(J?, bo)

-
(B, bo). wao)s (B ) )] — [(UD, ), ne), (G, )]

donde A {[flo} = (Ao flo
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Demostracién. Consideremos [fio € {(B, %), (B, bg)lo ¥ sea I una apli-
cacion de levantamicnto de trayectorias punteada del haz G-principal
E Py B'. Sidefinimos f*T: Bixpf*E —= f*E" como f*T{e, (b,2')(t) =
(a), T(f o @, a’)(t)), hemos visto que fT es una aplicacién de levan-
tamiento de trayectorias punteado de f*p.

De la igualdad
Arl@) = 350 (o (b0, 50)(0))
= S I 0w, ()
= )qr c Qf((,u')

[l

se concluye la conmutatividad.
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Existen varias formas de mostrar la existencia de un haz G-principal

B 5 B tal que
(10} Ke{(B, b)) = [(B. &). (B, b))

para todo espacic adecuado (B, bg).

Lo que haremos ahora sera constrmr para cualquier grupo topoldgice,
un haz G-principal que cumple con (10) siempre que (B, ) es un
espacio bien punteado.

Por dltimo, bajo clertas ¢ondiciones en G, por ejemplo G discreto,
encontraremos una relacién entre los grupos de cohomologia de (B, by)
con coclicientes en G ¥ la holonomia hemotdpica de cualquier haz G-

principal sobre (B, bg).

5.1. Construccién del Haz G-Principal Universal de Milnor.
Si G es un espacio topolégico, definimos el espacio C(G) como sigue:
Como conjunto, C(G) es el producto cartesiano 1 x & bajo la relacién
de equivalencia {¢,g) ~ (5,A} sit =0 = 5. A la clase de equivalencia
de un elemento (4, g) € I x G la denotamos por [£,¢] si t # 0, ¥y por
[0,G] si t = 0.
Damos a C{G) la topologia mas pequedia tal que las siguienies apli-
caclones
(i) €(G) ™3 I donde pry([t, g} =t y P {[0.Gl) = 0
(i) C{GIND, Gl =8 G donde prg([t. g]) = g
son continuas.
La topologia que damos a (G cumple inmediatamente la siguiente

propiedad:

71
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Lema 5.1. Una base pern la topologia de C(G) consiste de lps siguien-

tes subconjuntos:

i) {t.glceCl@)| D<a<t<b<1lyge G}
(i) {[t,g) e C(G) | O<a<t<b<lyge U}, donde /] C G esun

abicrio arbitrario.
TEII emos entonces

Lema 5.2, 8 X es un espacie fopoldgico y f: X — C(G} es una

funcidn, entonces [ es continug 51, ¥ solo g,
xhe)y=1 g
FHE@ND,G) AN 6 S 6,

son conbinuas,

Consideremos ahora ¢l espacio punteado

(EG. ([L,e,---, [0,GL---) = %),
donde EG es el subespacio del producto [], ., C{G} definide como
(100 [ty gl ---) € EG

si un mimero finito de las ¢; no son cero ¥ se cumple que 3, & — 1.
Entouces, si E 2 B es un haz G-principal sobre B de tipo numerable
punteade, podemos definir aplicaciones ¢;: E — C{G) como é;{x) =
[2: 0 plz), () sl poplz) # 05 ¢ul2) = [ 0 p(2), G] 81 pr o p(z) = 0,
donde ¢,: p~IU;, — L, » (7 son trivializaciones locales de p. Las aplica-

ciones ¢, que son continuzas por el Lema 3.2, determinan una aplicacidn
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continua @4 E — EG como pa(x) = {¢{x), - .dulzx},-+). quees
punteada pues py{by) = 1y ¢ylzg) = e

Definimos una accion derecha libre de G en EG como

(Eziaglll Tt :[tuglgr"') 8= (511‘919E,“‘ r[thgzg]:”')

La accion asi definida es continua porque las aplicaciones {7} —
C{@) v G — C{G) definidas como [t, gl = [t.gh] con h € G fijo,
v k= [t gh] con [t,g] € C(G) fijo, respectivamente, son continuas
por ¢f Lema 5.2. Ademds galz - ¢) = @a{2) + 9 Dues las aplicaciones
1 p~ U, = G son tales que (r - g) = ¥z} - g.

Si BG es ignal a EG/G con la topolegia cociente ¥ po: EG — BG
¢s la aplicacién inducida, se sigue de la igualdad 3.z - g) = Ba{z} - ¢
que si pel[l,€],0,¢], -} = pe(*) es consideradv como punto basico
de BG, existe una funcién punteada 041 B — B(Y, tal que el siguiente

diagrama conmuta

FA
E— EC
pi lpc
B pye BG

La continuidad de @4 se debe a que p es una identificacién. A esta
aplicacién la Hamamos aeplicacidn clasificante del huz B B B respecto

de lo cubierta tranabzedora A.

Proposicién 5.3. Sea & un grupe topoldgico. Entonces E{B) % BG
es un haz G-principal de tipo numerable punteado con espucio total con-
tratble. A este hoez lo llamaremos haz G-principal universal de Milnor

y ol espacio BG espacio clasificante de G,
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Demostracion.
E(B) S BG es un haz G-principal de tipy numerable punieada:
Solemente nos falta ver la tovializacién local. Consideremos la cu-
bierta abietta {U; = {pe({|t:;, gi]}iex) € BG | t; # 0}}ien ¥ notemos
que pg (U;) = {[t., &))ien € EG | {; # 0}. Definimos las aplicaciones

v P (Ug) > Uy x G
Camo

@, (I, g:]er) = (pa(([Li, 65])sen) g5)

Estas aplicaciones son continuas porque pc ¥ prg: [, g;] = g; son
contimias. Ademnds, son biyeeciones porque son suprayectivas y porque
dos elementos en la misma fibra de pe coinsiden si alguna de sus coor-
denadas bien definidas g; son iguales, es decir, donde # # 0.

Mostraremos que ¢, es un homeomorfismo observando que las aph-
caciones y; son ablertas, para lo que es suftciente mostrar que las apli-
caciones pr;: C(G\0,G] = G v ps son abiertas. En efeclo, por un
lado, ta aplicacidn cociente inductda por una accién de un grupo siem-
pre es abierfa; asi pg es abjerta. Para ver que prg: C(GW[0,G] = G
es ablerta notemus que los abiertos de C(G)\[0, G] son de la forma

pry V) noprZ (U) donde U ¢ G y V C I son abiertos. Pero
pre(pry V) Nprg! (L)) = U

por 1o que prg: CIGN0, 7] — 7 es abierta.
Por dltime notemos que la proyeccidon prp: C{(G) — [ determina

un conjunto de aplicaciones continuas {p;: BG — [} definidas como
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pi(([&, Gl)iew) = t;. Estas aplicaciones satisfaven que p;' (0,1] = U,

3, ) =1y pilbe) = 1.
Para una prueba de que EG os contraible ver {3). a

Como EG es contraible, podemos concluir lo siguiente.

Teorema 5.4. 51 G es grupo topolégice,

.G, €) st >0
Tt1 (BG, ps(*)) =
stn =1

(8% 1),(G. ¢)

¢n particular & G es un espacio topoldyico discreta,

0 sin>]
T (BG. po(¥)) =
G sin=1
Demostracién. Este resultado se sigue del Corolario 4.11. J

St E 5 B es un haz G-principal sobre B con aphcacion clasifi-
cante 24 respecto de una cubierta trivializadora 4, poedemos delinir
una aplicacién ¥, £ — @3 EG como ¢a(z) = (p(z), g4(z)). dende

WL EG 2 B es el haz inducido de pg a través de 4.

Por la Proposicion 4.2, ya que hpgoths = p y @alr-g) = da(r) g,

N .. - . . S
se tiene que el haz G-principal £ 5 B es isomotfo a ¢4 EG ==
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Proposicién 5.5. §i F 5 B es un haz G-principal sobre B, son e-
gquevalenies las siguientes afirmactones:
a) E A B es de tipo numerahle punleadn.
(1] Eriste una aplicocidn punicede v: B — BG tal que
£ 5 B es isomorfo a " EG 7% B.

Demostracion. Nosotros ya mostramos después del Lema 5.2 que st
# 2 B es de tipe mumerable punteado entonces existe la aplicacién
punteada ¢: B — BG con la propiedad requerida.

El reciproco se sigue de la Propésicidn 1.7 que asegura gue el hax
inducido de un haz de¢ tipo numerable punteado es de $ipo numerable

punteado y de Ia Proposicior 5.3. C

Tor la Proposicién 5.5 la familia de los haces G-principales de tipo
nuinerable punteado sobre un espacio B determina un conjurto, al que
va denotamos por Ka{i}, by), cuando consideramos a esta familiz bajo
l relacidn dada por isomorfismoe de haces. Por la Proposicidn 4.6, si B
es normal y 2-numerable Ko(B, by} es el conjunto que determinan las

clases de isomorfisino de los haces C-prineipales sobre B.

Proposicidn 5.6. Sea (B, b) un espacio bien punteado. Tenemos en-
tonces cue la funcidn gue represents a lu asignacidn que g coda opli-
covidn punteade f: {B,by) -+ (BG.#) asocia el haz G-principal in-

ducido por pg a través de f:
[(B, 50, (BG, +)] ¥ K{13.bo),

es una bigeccion de conjuntos.
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=1

=

Dermostracidn. Por la Proposicion 5.5
((B, bo), (BG. #)} 2 K(B,b)

es una funcién sobre.

Supongamos ahora que
ftg: (B:bﬂ) - (BG, *)

son dos aplicaciones punteadas tales que los haces inducidos por pg a
través de ellas son isomorfos. Si E 5 B es un haz G-principal que es

isomorfo a f*pe ¥ a ¢*ps se tienen entonces dos aplicaciones punteadas
i 1:’/'1 (E'.! IU) — (EG, *)
tales que
) wlz-g)=v(z)- gy v(z-g)=viz) gy
(i) pgep=fopypcoh=gop.
Como ¢(x-g) = wlz) - g ¥ Pz -g) = ¥(z) - g, se tiene que ¢ y
determinan dos aplicaciones punteadas
‘10", @"/"‘3 (Ba bﬂ) - (EG! )F)
tales que peo ' = fyps ot =g.
Si observamaos que por el Covolario 2.21 tenemos que
(B, bo), {FG,*)] = 0,
pues E(G es contraible y (B, &) es un espacic bien punteado, se corcluve

que [¢'lo = [¥'js- Entonces

o = pe ([¥'lo) = peu{#lo) = lglo-

]
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Definicién 5.7. Sea (B, by) un ¢spacic bien punteado. Si & 2+ B es
un haz G-principal de tipo mumerable punteado Hamamos s la tGnica
clase de homotopia [yl € [(B, b}, (BG, «}] tal que p es isomorfo a
¢*FG, la aplicacion clasificante de p.

Proposicidn 5.8. Sea E B B un hez G-principal de tipo numerable
punteade. Si(B.by) y {E,xo} son espacios bien punteados, lu sigutenie

es una sucesidn Hy-exvacta larga:

- Qz{B: bﬂ)
£2A) J
. () £}
QG.€) — 0 QE, 50) 2 OB, by)
A
¥ r @
¢e— —F ——>»pB— "~ BCG,

donde (s es la holonomic homotdpica de v y [plo es la aplicacidn

clasificante de p.

Demosiéracion.

Hy-ezactitud de F Z B3 BG:

Observemos primero que como £ 5 B es de tipo numerable pun-
teado exdste una aplicacién clasificante p. Como (L, zg) es un espacio
bien punteade vy EG es un espacio contraible, de!l Tearsma 2.19 se sigue
que [(E, z), (EG, %)} = 0. Notemos ahora que ¢ o p ~ 0 (rel. o) pues
hay un diagrama conmutativo

@
F— EG

i
! i

Pl .LPG
B—"‘;"BG
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¥ tenemos que 0 = pe.((Flo) = [v o plo-

Cousidermos ahora un espacio punteado (W, wy) y una aplicacidn
Fr(Wowe) = (B,by) con la propiedad @ o p ~ 0 (rel. wo). Como
EG 8 BG es un haz de tipo numerable punteado, por la Proposicién
4.3, EG %8 BG tiene una aplicacién de levantamiento de trayectorias
punteada, ¥ segin Ja prueba de In Propesicién 2.11 podemaos levantar
una homotopia punteada Hy: ¢y = @ o fi (W,we) = (BG,pe(*})
a una homotopia punteada I;Q(W‘ we) — (EG,#) con la propiedad
ﬁ’o = . ¥ pof;'g = H,.

Siw: 9 EG — E es un isomorfismo de haces G-principales sobre
B, entonces la aplicacion : (W, wq) — (E, zo) definida como op{w} =
P f{w), Hi(w)} cumple que poy = f.

El resto se sigue del Teorema 4.9. |

Notemos que ¢} Teorema 4.10 se sigue también de los Teoremas 5.8
v 5.4.

Teorema 5.9. 5i G es un grupe topoldgico tal que (G, ¢) es un espacio

bnen punteado, entonces
At ((BG, pe{#)), Wpgia)) — (G €)

es una egqurvalzncia homotdpice punteads. donde |A)y es la holonomia
homotdpice de EG ™S BG.

Demostracién. Ver ¢l Teorema 4.13. |

El siguiente l'eorema muestra escencialmente que Ia funcién holonomia

Ka(B. ) 2% [(Q(B, bo), wio)s (G, €))

ESTA TESISNO SALY
DELA RIBLIOTECA
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corresponde, salve isomorfisios natyrales, a la funcidn £ que a cada
morilsmo asocia la correspondiente aplicacidn entre los espacios de la-

Z05.

Teorema 85.10. See G un grupo topoldgico. 5 (B,&) y (G, e) son
espacios bien punteados, se Hene un diagrema conmutativo:

Ag

Ko{l, ) —— ——— (@B, to)in), (G o]
(8.0}, ( B’G Pe(*))] — [(QUB. bo). toy,), (UBG, pal*)); wa)]

Demostracion. La conmutatividad se sigue del Teorema 4.14. Las

biveccidnes se probaron en los Teoremas 5.6 v 3.9. d

5.2. Grupos de Cohomologia.

En esta tltima parte entenderemos por un CW-complejo punteado
a una pareja (X, xq) donde X es vn CW-complejo numerable v zp una
O-célula de X1. Entonces (X, zg) es un espacio bien punteado y todo
haz G-principal sebre (X, xy) es de tipo numerable punteado.

Es conocido el siguiente resultado. Ver por ejemple [11.

Teorema 5.11. Seq A un grupe abeliono fintlamente generado.

Exziste una familic

{(K‘(A! ‘TI.J *)? qﬁn}ﬂ}ﬂ

donde (K (4, n), %) es un CW-complejo punteado con estructure de H-
grupo tal que

0 simsn
Wm(K{A.ﬂ} *) =

A stm=n

“Para las definiciones de CW-complejo numerable ¥ n-célula ver [1).
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y donde
t: (UI{A n + 1), %), w.) = (KA}, )

es un morfismo de H-espacios y una equinalencia homeotdpica punieada.
Los espacios (K (A, n),») son llamadoes espacios de Eilenberg-Mae

Lane de tipa (A, n). La familic

{(I{(Ae ”’)! *)? qu}u}{l

se conoce come especiro de Eilenberg-Mac Lane .

St A es un grupo abeliano finitamente generado, por el Teorema

pasado tenemos una familia de funtores

Fophy ——————= Or

(H’—, T.Uﬁ) o i{”';: u"ﬂ)j\ {I{(Ar TE.), *)]

donde Bt denota la categorfa de grupos. Al grupo [(W, wp), (K (A, n), +3]
lo denotamos como H™ {11, wy; 4) v lo llamamos n-ésime grupe de co-
homologia de (W, wy) con coeficientes en A®

Al morfismo de grupos
Q01T (W, g A) = B QW ), way: A)

inducido por el funtor { ¥ por el morfismo de H-grupos ¢, lo Hamamos

morfismo de lazos en cohomologie.

homotdpica. Puede mostrarse gue si (W, wq) €5 un CW-complejo punteado cntonces
estos grupos coinciden con los grupos de chomologia singuiar (Ver [1]} ¥y gque si
{W. 1) es un espacic paracompacto v de Hausdorf! comnciden con los grupos de

cohamologia de Chech {Ver [4]).
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Se tiene la siguiente caraclerizacion de los espacios de Eilenberg-Mac

Lanc en la categoria de los espacics CW-complejos punteados .

Teorema 5.12. Sea A un grupe ebeliano finitamente generado. Si
(X, x0) es un espacio CW-complejo punteado , tal que

0 sm#in
Tlm{X:IQ) =

A sim=n
ef funtor

Tophy — — - Br
(W, wo) v [(W,w0), (X, )

es naturatmente isomorfo af funtor H2{W, wo: A).

Demostracidn. Ver [1]. O

Por este Teorema, si (X, x3) ¢s un espacic CW-complejo punteado tal
que

0 sim#An
ﬁm{}(: "50) =

A sim=n

decimos que (X, z¢) es un espacio de Eilenberg-Mac Lane de tipo (4, n).

Teorema 5.13. Sea (& es un UW-grupe® que como grupo adstracto es
abeliano y finitamente generado. 8i (G es un espacic discreto, entonces
(BG. =) es une espacte de Bilenberg-Mac Lane de tipo (G, 1).
Si (B, by) es un espacio bien punteado, podemos concluir que se tiene
una biyeccidn.
Ko(B,bo) = H'(B, bs: G)

Sver [6].



GRUPOS DE COHOMOLOGIA 3

y entonces un cuadrade conmtaiive que relectona la funcion holonomia

con el morfisme de lezos en cohiomologia

Ko(B. b . (B.b0), 100, (G, €)
HI i
I:II(B, bu,G) T Hz(Q(Ba bO))wbu;G)

Demostracion. En [§ se muestra que (B, ~} es un espacio CW-complejo
punteado bajo la condicidon de que G sea un CWegrupo. Por ¢ Teo-
rema 5.4 se sigue que (BG, *) es un espacio de Eilenberg-Mac Lane de
tipo (G, 1).

El resto se sigue del Teorema 5.10. O

De la misma forma se Liene:

Teorema 5.14. Seu & es un CW-grups y A un grupe abstracto gbelianc
y finttamente generado. Si G es un espacio de Eilenberg-Meac Lane de
tipe (A,n), entunces (BG, %) es una espacio de Eilenberg-Mac Lone de
tipo (A,n + 1}.

St (B, o) es un espocio bien punteado, pedemos concluir gue se tiene
une biyeccion.

Ke(B,be) 2 B1(B, by; A)

¥ entonces un cuadrudo conmutativo que relacione la funcidn holonomis
con el morfismo de lazos en cohomologia

A

Ko(B o) B o). ). (G )]
i !

AT B, boi A) - A HQUB b))
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Sefalemos tres casos importantes:
(7 = Z (Cubrientes regulares con ciclica infinita)

Tenemaos para todo espacio bien punteado (B.bg) una biyeccidn
Kz{(B, by) = HY(B, bo; Z)

v ui cuadrado conmutativo que relaciona la funcién holonomia con el

morfismo de lazos en cohomologia

L(B bo} - — {QAB. bo), wau (Z.0)]
1z, 50,2)

~ B2(0(B, b), YA

G = E» (Haces vectariales lineales reales)

Tenemos para todo espacio bien purteado (B, b)) una biveccidén
K (B, be) = H(B, bg; Zo)

v un cuadrado conmutativo que relaciona [a funcidn holonomia con el

morfismo de lazos en cohomologia

r A *
Kz,(B.bo) —— [{QB, bo},wba),(zg, 0}
H;
H'(B, by; Zy) —— H* (OB, bDI\W-’JmZ2)

G = §* {Haces vectoriales lineales complejos}
BEn el Corolarioc 4.12 se muesira que S! s un espacio de Eilenberg-
Mac Lanede tipo (Z,1). Tenemos entonces para todo espacio bien

puuteado (B, by} una biyeceién

K5:(B, bo) % HY(B, by Z)
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y un cuadrade connwtativo que relaciona la funcion holonomia con el
morfismo de Jazos en cohomologia
) Ao
Ksl(ﬁf: by) —— [(SUB, b0}, ), (§',0)]
o . ]
H2(B, by; Z) " QU B, by}, wag; Z)



REFERENCIAS

(1] M. Aguilar, 8 Gitler, G. Prieto, Topologia algebraica, Un enfoque homotdpico,
Primera Edicién, MeGraw-Hill, {1098},

(2] Edgar Brown Jr., Twisted tensor products, I, Annals of Mathematics, 69, No.
1, 223-246 (1959},

[3] Alhercht Dold, Pertittons of unity in the theory of fibrations, Annals of Math~
ematics, 78, No. 2, 223-255 (1963).

{4] Peter J. Huber, Homotopical Cohomology and Cech Cohomology, Math. Anaalen
144, 73-76 (1961).

{5] Witold Hurewicz, On the concept of fiber space, Proc. N. A. S., 41, 956-961
(1955).

[6] John Milnor, Construction of universal bundles, /I, Annals of Mathematics, 63,
No. 3, 430-436 {1956).

[7. Rolf Schon, The Browntan classification of fiber space, Arch. Math., 39, 350-363
(1982).

18] George W Whitehead, Elements of Homotopy Theory, Springer-Verlag, (1978).



	Portada 
	Contenido

	Introducción

	1. Preliminares

	2. Fibraciones y Holonomía Homotópica

	3. Equivalencia Homotópica Fibrada

	4. KG(B,bo)
 
	5. Grupos de Cohomología y Holonomía Homotópica

	Referencias


