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INTRODUCCIÓN 

Sea E ..!!..> B una aplicación cubriente, es decir, una aplicación con

tinua y sobre con la propiedad que para cada x E E existe una vecindad 

U e E de x tal que p-¡p(U) es la unión de abiertos ajenos U" donde 

algún Ut es igual a U y tal que plu, es un homeomorfismo con su imagen 

p(U). Es resultado bien sabido que si ex: 1 -+ B es una trayectoria con

tinua y :c E p-l (0:(0)), entonces existe una única trayectoria Ox: 1 --+ E 

que levanta a a, es decir, tal que p(a,(t)) = a(t), y que empieza en '", 

es decir, tal que a,(O) = x. 

Si pedimos que la aplicación cubriente sea punteada, 

(E, xo) .!., (B, bol, 

puede mostrarse que la asignación que a cada trayectoria cerrada, es 

decir, a cada a: 1 --+ B con a(O) = bo = a(I), asocia a,,(I), determina 

una función punteada 

Mas aún, en caso de restringír nuestra atención a G-espacios cu

brientes, donde G es un grupo discreto fijo, es decir, a aplicaciones 

cubrientes que también son el cociente bajo una acción libre de G en 

E, se obtiene de esta manera un morfismo de grupos ,\: nI (B , bo) --+ G 

que hace exacta la siguiente sucesión: 

p. Á 
O ~ ,,¡(E,xo) ~ 7f¡(B,bo) ~ G ~ O 
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El resultado principal en este contexto es que si CG(B, ho) denota el 

conjunto que consiste de las ciases de isomorfismo punteado de los G

espacios cubrientes (E, xo) -4 (B, bo), entonces la asignación que a cada 

G-espacio cubriente asocia el morfismo de grupos A: 1rl(B,bo) --+ G, 

determina una biyección de conjuntos, entre CG(B, bo) Y el conjunto de 

todos los morfismos de grupo de "1 (B) en G. 

Obsérvese que si consideramos a G como un grupo topológico dis

creto, el conjunto [fl(B, bo), G]o que consiste de las clases de homotopía 

punteada de las aplicaciones continuas del espacio de trayectorias ce

rradas de B, n(E, bo), en G , está en biyección con el conjunto de todas 

las funciones de Íll(B) en G que mandan al neutro en el neutro. 

En este trabajo mostraremos que si Kc(B, bo) denota el conjunto de 

las clases de isomorfismo punteado de los haces G-principales sobre B, 

bajo ciertas condiciones en B, por ejemplo B paracompacto, se tendrá 

una función: 

A: Kc(B, bol -> [(,,(B, bo),w,,), (G, e)], 

tal que la siguiente sucesión es Ha-exacta 

(1) ,,'(B, bol 
n().) ) 

( nu) D(p) 
,,(G,e) ~ O(E.xo) ~ O(B,bo) 

). ) 

J p 
G c...e --'----- E ----'--~ B 
( 

donde A = A(E -". B ). 



I~1'ROD¡ T(,C¡ÓN :! 
~~~~--------------------------

Por último mostraremOt; que si (El ba) es un espacio bien p'ILnteado 

A corresponde a la función: 

0: [(B, bol, (BO, .)J -+ [(0(B,bo),wbo)' (0(BO, *),w.)J 

a través de biyecciones naturales: 

Ao 
Ko(B,bo) , [(0(B,bo),wbo)' (O,e)J 

111 111 
[(0(B, bol, Wbo), (O, e)J -¡;-+ [(0(B, bol, Wbo), (0(BO, *), w.)), 

donde BO denota el espacio clas.ficante de O. 



1. PRELIMINARES 

Si X y Y son dos espacios topológicos, el espacio de las aplicaclolH's 

continuas con dominio X y codominio Y, con la topología compacto

abierta, lo denotamos por Y x 1 donde por la topología compacto-abierta 

entendemos aquella que tiene por sub base a los subconjuntos de la 

forma {J: X --> Y I f(K) e U} donde U e Y es un abierto y K e X 

es un compacto arbitrario. 

Es conocido el siguiente resultado 

Proposición 1.1. Sean X, Y Y Z tres espactos topológzcos con Y de 

Haussdorff y localmente compacto. Entonces, la aszgnación f 1---1- ¡ 
determina una biyecczón 

donde si f: X x Y --+ Z, entonces f: X --+ Z}' esta definida como 

J(x)(y) = f(x, y) 

Demostración. Una demostración de esto puede encontrarse en [1}. O 

Si f) g: X --+ Y son dos aplicaciones, decimos que f es homotópzca 

a g, si existe una aplicación H: X x 1 --> Y tal que H(x, O) = f(x) 

y H(x,l) = g(x). En este caso escribimos H,: f '" g: X --> Y o 

simplemente f '" g. Decimos que f: X --> Y es nulhomotópica si f es 

homotópica a Cy: X --+ Y donde Cy es la aplicación constante con valor 

y para alguna y E Y_ 

Si X Y Y son espacios topológicos, se tiene una relación de equivalen

cia en Y x definida como, f: X --+ Y esta relacionada con g: X --+ Y 

5 
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si f -:= g. Al conjunto de las clases de equivalencia de yX bajo esta 

relación lo denotamos por [X, Y]. A la clase de equivalencia de una 

aplicación j: X -+ Y la llamamos clase de homotopía de j y la deno

tamos por [j] E [X, Y). 

Tenemos entonces una categoría 'I'op~ que tiene por objetos a los 

espacios topológicos y donde [X, Yj es el conjunto de mornsmos entre 

dos espacios X y Y. 

Sean f: X --+ Y Y g: Y -+ Z dos aplicaciones continuas. Decimos 

que la sucesión de aplicaciones 

(2) . X1.y-"+z 

es una sucesión H -exacta si se cumple que la composición 9 o f es 

homotópica a la aplicación constante Czo: para alguna Zo E Z y siempre 

que se tenga una aplicación rp: W -+ y tal que la composición 9 o cp 

es homotópica a la misma constante czo , entonces existe una aplicación 

,p: W -+ X tal que jo,p "" <p. 

f 9 
X--Y--Z 

Si observamos que para cada espacio VV, la sucesión (2) induce una 

sucesión de funciones 

[W,X] 4 [W,Y] '"+ [W,Z], 

donde j.([JI']) = [j o,p]' entonces X 1. y -"+ Z es una sucesión H
exacta si y sólo si imj. = {[<p] I g.([<P]) = [e.,]} para todo espacio 

W. 
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Por un espacio punteado entendemos una pareja (X, xo), donde X es 

un espacio topológico y Xo E X es un punto. Sean (X, xo) y (Y, Yo) dos 

espacio punteados, si f: X --+ Y es una aplicación con la propiedad 

J(xo) = yo, decimos que J es una aplicación punteada y escribimos 

J: (X,xo) -+ (Y,yo). Denotamos como (Y,yo)(X,Xo) e Yx al subespa

ciD que consiste de aquellas aplicaciones de X en Y que son punteadas. 

Decimos que dos aplicaciones punteadas J, g: (X, xo) -+ (Y, Yo) son 

homotópicas como aplicaciones punteadas, si existe una homotopía 

H: J :::= g: X x 1 -+ Y con la propiedad adicional H(xo,t) = Yo 

para toda t El. A una homotopía como esta la llamamos homotopía 

punteada y escribimos H,: J :::= g: (X, xo) -+ (Y, Yo) o también J :::= 

9 (rel xo). Si una aplicación J: (X, xo) -+ (Y, Yo) es homotópica como 

aplicación punteada a la aplicación constante cyo : (X, xo) --+ (Y, Yo), 

decimos que f es nulhomtópica como aplicación punteada y escribimos 

J :::= O (rel xo)· 

Como antes, se tiene una relación de equivalencia en (Y, Yo)(X,xo) 

definida como, J esta relacionada con 9 si J :::= 9 (rel xo)· Al con

junto de las clases de equivalencia bajo esta relación lo denotamos 

como [(X,xo),(Y,yo)]. A la clase de equivalencia de una aplicación 

punteada J: (X, xo) -+ (Y, Yo) la denotamos por [J]o Y a [ey,]o por 

O E [(X, xo), (Y, Yo)]. 

Tenemos entonces una categoría 'IoP~o que tiene por objetos a los 

espacios punteados y donde [(X, xo), (Y, Yo)] es el conjunto de modismos 

entre dos espacios (X,xo) y (Y,Yo). 
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Sean J: (X,xo) --+ (Y,Yo) y g: (Y,Yo) --+ (Z,zo) dos aplicaciones 

punteadas. Decimos que la sucesión 

(3) 

es una sucesión Ho-exacta si se cumple que 90f ~ O (rel xo) y para cada 

aplicación \O: (W,wo) --+ (Y,Yo) talque go\O:oeO(rel. wo) existe una 

aplicación punteada 'Ij;: (W,wo) --+ (X,xo) tal que Jo 'Ij;:oe \O (rel wo). 

Si observamos que para cada espacio punteado (W, woL la sucesión de 

aplicaciones punteadas (3) induce una sucesión de aplicaciones 

[(W, wo), (X, xo)] 1+ [(W, wo), (Y, Yo)] ~ [(W, wo), (Z, zo)], 

donde J.(['Ij;]o) = [J ° 'Ij;]o, entonces X !., Y.4 Z es una sucesión Ho-

exacta si y sólo si imJ. = ([\O]o I g.([\O]o) = [e.,]o = O} = g;-l(O) para 

todo espacio punteado (W, wo). 

Denotemos por Seto a la categoría que tiene por objetos a los con

juntos punteados, es decir, a las parejas (A, O) donde A es un conjunto 

y O E A; Y por morfismos a las funciones J: A --+ B tales que J(O) = O. 

Sea CliV; wo) un espacio punteado, decimos que (vV; wo) es un H -cogrupo 

si el funtor 

[(W,wo),~l 
Top~o 6e~ 

(X, xo) f------->- ([(w, wo), (X, xo)], O) 

toma valores en la categoría de grupos, es decir, [(w, wo), (X, xo)] tiene 

estructura de grupo con O como neutro y si f: (X, xo) ---* (X', x~) es 

una aplicación punteada, la función inducida J.: [(W,wo), (X,xo)]--+ 

[(W,wo), (X',Ía)] es un morfismo de grupos. 



PRELIMINARES 9 

Proposición 1.2. Sea (W, wo) un espacio punteado. Entonces, (W, wo) 

es un H -cogrupo si y sólo sz ex?'sten dos aplicaciones punteadas 

¡.¡: (W,wo) -'> (W V W,wo V wo) 

y 

v: (W, wo) -'> (W, wo) 

tales que los siguientes diagramas conmutan salvo homotopía punteada 

" W---WvW 

" ¡ 
¡Nidw 

! idwv~ 
WvW~WvWvW 

(v,idw) (idw,v) 
WvW~W-WvW 

~+~ 
W 

donde (W V W,wo V wo) = (W U Wj{wo} U {wo}, {wo} U {wo}). 

Demostración. Ver [1]. o 

Por definición se tiene el siguiente resultado. 

Proposición 1.3. Sea (W, wo) un H -cogrupo. Entonces, 

es una sucesión Ha-exacta de espacios y aplicaciones en '.!oP~oJ si y 

sólo si la sucesión inducida de grupos y morfismos de grupos 

[(W, wo), (X, xo)l!:. [(W, wo), (Y, Yo)] 4 [(W, wo), (Z, zo)], 



10 HOLONOMÍA HOMTÓPICA EN FIBRACIONES 

es una sucesión exacta de grupos en el sentido usual, es decir, im(f*) = 

ker(g.). 

Si (W, wo) y (W', w~) son dos H-cogrupos, y f: (w, wo) -+ (W', w~) 

es una aplicación punteada, decimos f es un modismo de H -eogrupas 

si el siguiente diagrama cunmuta salvo homoLopía punteada: 

" W~WvW 

Ij ~ jIvI 
pi 

W'-W'VW' 

Si (W, wo) y (W', w~) son dos H-cogrupos, denotamos por 

a la calse de momsmos de H-cogrupos que son homtópicos a través de 

una homotopía H t donde H t es un morfismo de H -cogrupos para toda 

tEL 

Tenemos entonces una categoría jjcogt que tiene por objetos a los 

H-cogrupos y donde [(W, wo), (W', w~)IH es el conjunto de mor!ismos 

entre dos H-cogrupos (w, wo) y (W', w~). 

De manera dual, si (X, xo) es un espacio punteado, decimos que 

(X, xo) es un H -grupo si el funtor 

[-,(X,x,)[ 
'roP~o 6elo 

(w, wo) f--->- ([(w, wo), (X, xo)j, O) 

toma valores en la categoría de grupos. 
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Proposición 1.4. Sea (X, xo) un espacio punteado. Entonces, (X, xo) 

es un H -grupo si y sólo si existen dos aplicaciones punteadas 

¡t: (X x X, (xo, xo)) -+ (X, xo) 

y 

v: (X, xo) -+ (X, xo) 

tales que los siguientes diagramas conmutan salvo homotopía punteada 

p.xidx 
XxXxX-XxX 

(v,idx) (idx ,v) 
XxX~X-~XxX 

~+/ 
X 

Demostrac,ón. Ver [11. o 

Si (X,xo) y (X',x~) son dos H-grupos, y f: (X,xo) -+ (X',x~) es 

una aplicación punteada, decimos J es un morfismo de H -grupos si el 

siguiente diagrama conmuta salvo homotopía punteada: 

" XxX~X 

Ixl ¡ :' JI 
X'xX'----X' 

Si (X, xo) y (X', xo) son dos H-grupos, denotamos por 

[(X, xo), (X', x~)IH 
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a la calse de modismos de H-grupos que son homtópicos a través de 

una homotopía H t donde Ht es un modismo de H-gTUpoS para toda 

tE 1. 

Tenemos entonces una categoría .fjgt que tiene por objetos a los H

grupos y donde [(X, xo), (X', x'O)]H es el conjunto de mornsmos entre 

dos H-grupos (X, xo) y (X', x~). 

Sea X un espacio punteado con punto básico Xo- Al espacio (X, xO)(I,O) 

lo denotamos como P(X) xo) y lo llamamos el espacio de trayectorias 

de X. Se tiene que la evaluación el: P(X, xo) --+ X, que a cada ele

mento a de P (X, xo) le asocia el elemento a( 1) EX, es una aplicación 

punteada y que es suprayectiva si X es conectable por trayectorias l. 

Notemos que la fibra de la aplicación el: P(X,Xo) --+ X, es decir 

el-lexO), es igual al conjunto de las trayectorias a en X tales que 

Q(l) = Xo_ A una trayectoria con esta propiedad la llamamos lazo en 

X. Al conjunto de todos los lazos en X, lo denotamos como Q(X; IO), 

es decir 

n(x,xo) = {a: 1 -+ XI atO) = xo = a(l)} 

Proposición 1.5. El asignamiento que a cada espacio punteado (X, IO) 

asocia el espacio (f2(X, xo),wxo ) ya cada aplicación punteada 

J: (X,xoJ -+ (X',x~) 

asocia la aplicación 

1 Puede verse que si X es también localmente conectable por trayectorias, la 

evaluación el: P(X, xo) ----+ X es abierta, por lo que es una identificación_ 



PRELIMINARES 13 

definida por 

(2(J)(a)(t) = j(a(t)). 

define un juntor 

'rOP~o ' 5jgt 

(X,Xo) f-----+ ((2(X,xo),wx,) 

Demostración. Ver [1]. o 

Para cada espacio punteado (W, wo) denotamos como (E(W, wo), *) 

al cociente de W x 1 entre su subespacio W x {O} U W x {1} U {wo} xl 

y lo llamamos la suspensión reducida de IV. 

Proposición 1.6. El asignamíento que a cada espaczo punteado (W, 'Wo) 

asocia el espacio (E(W, wo), *), define un juntor 

'rOP~o ' 5jcogt 

(W, wo) f-----+ (E(W, wo), *) 

Demostración. Ver [1]. o 

Si consideramos a los funtores n y E como funtores de 'IoP~o en 

'I0PÍJo, se sigue de la Proposición 1.1 que n es adjunto izquierdo de E, 

es decir: 

Proposición 1.7. Si (W,wo) y (X,xo) son dos espacios punteados, se 

tzene una biyección natural: 

[(W, wo), ((2(X, xo), wx,)] ~ [(E(W, wo), *), (X, xo)] 
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Demostración. Consideremos un espacio punteado (W, wo) y notemos 

que si restringimos la biyección de la Proposición 1.1 entre los conjuntos 

(X1)W y X WxI al subconjunto (n(X,xo),wxo)(W,wo), el subconjunto de 

X WxI correspondiente es el de las aplicaciones f: W x 1 -+ X con la 

propiedad f(w, O) = f(w, 1) = f(wQ, t) = Xo-

Por la propiedad universal de la topología cociente se tiene que una 

aplicación continua f: vV x 1 --+ X tal que 

f(w, O) = f(w, 1) = f(wo, t) = Xo 

determina biunívocamente una aplicación punteada 

o 

De esto se sigue facilmente el siguiente resultado. 

Proposición 1.8. Si 

es una sucesión Ho-exacta de espacios y aplicaciones en 'I'oPiJo: en

tonces la sucesión 

n(J) n(g) 
n(X, xo) --"+ n(Y, Yo) --"+ n(Z, zo) 

también es Ho-exacta. 

Si n 2 O, denotamos por §n al subespacio del espacio euclidiano 

lRn +1 que consiste de los vectores de norma uno. En [1] se muestra 
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que (SlI , 1) es hom.eomorfo como espacio punteado a (E"(§O, 1), *) para 

toda n > O. Se concluye que si 11. > O tenemos un funtor 

'rOP~o <5t 

(X, xo) f----->- [(5",1), (X, xo)] 

donde <5t denota la categoría de grupos. Al grupo [(5",1), (X, xo)] lo 

denotamos como 1Tn (X,XO) Y lo llamamos el n-észmo grupo de homo

tapía de (X, xo). 

Se sigue facilrnente de la proposición 1.7 el siguiente resultado. 

Proposición 1.9. Sea (X, xo) un espacio punteado. Sz n > i se tzene 

un zsomorfismo natural 



2. FmRAcloNES y HOLONOMÍA HOMOTÓPICA 

Sea (E, bo) un espacio punteado y consideremos la evaluación 

e,: P(B, bol -> B, 

definida como el(a) = 0:(1). Si consideramos una trayectoria a: 1 ~ B 

tal que ,,(O) = bo. Entonces, la aplicación a: 1 -> P(B, bol definida 

como a(t)(s) = ,,(ts), levanta a" a través de e" es decir, e, o a = ". 
Además a(O) es igual a la trayectoria constante en B con valor bo. 

Mas generalmente
1 

si Q: 1 ---t B es una aplicación arbitraria y w E 

e,-'(,,(O)), es decir w(l) = ,,(O), se tiene que existe aw : 1 -> P(B,bo), 

un levantamiento de al con la propiedad Qw(O) = w. En efecto, si 

(4) aw(t)(s) = {W(22~t) 
a(2s + t - 2) 

o < s < 2-t 
- - 2 

2-t < S < 1 
2 - -

entonces e, o iiw(t) = aw(t)(l) = ,,(t) Y iiw(O)(s) = w(s). 

2.1. Fibraciones de Hurewicz. 

Definición 2.1. Sea p: E --+ B una aplicación. Si existe una apli-

cación: 

(3) r: B' XB E:= ((a, x) E B' x E I a(O) = p(x)} -t E', 

donde Bl x B E tiene la topología de subespacio del producto BI x E, 

con las propiedades: 

(i) p(r(", x)(t)) = a(t), 

(ii) r(a,x)(O) = x, 

17 



18 FIBRACIONES y HOLONIMÍA HOMOTÓPICA 

se dice que F 4 E ..!+ B es una fibración de Hurewicz. 

A (5) se le llama aplicación de levantamiento de trayectorias de p. 

Si b E S, a p-'(b) se le llama la fibra de p sobres b. A los espacios E y 

B se les llama, espacio total y espacio base de la fibración de Hurewicz) 

respectivamente. 

Se tiene el siguiente resultado. 

Proposición 2.2. Si B es un espacio punteado y conectable por trayec

torias, entonces la aplicación el: P(B, ba) --+ B, es una fibración sobre 

B 7 con el espacio de lazos de B como fibra y con espacio total contraible. 

A esta jibración la llamaremos fibración canónica sobre B. 

Demostración. Sea r definida comO r(",w)(t) = Qw(t), donde Qw fue 

definido en (4). Se verifica facilmente que r tiene las propiedades de

seadas. 

Para ver que P(B, bo) es contraible, consideremos la homotopía, 

H: P(B, bol xl -+ pes, bol, 

con H(a,t)(s) = ,,(s(l - t)). Entonces H(", O) = " y H(a,l) = 

Wbo 1 donde Wbo es la trayectoria constante con valor ba • ASÍ, H es la 

contracción buscada. o 

Si p: E -+ B es una fibración de Hurewicz, queremos mostrar que 

p-'(b) ~ E.!+ B 

es una sucesion H-exacta para toda b E S, donde jb: p-l (b) '-+ E es la 

inclusión de la fibra de p sobre b en E. Para ello obsérvemos primero 

que, por definición de p-l(b), po jb = Cb- Consideremos ahora una 

aplicación \O: W -+ E que cumple que p o \O '" Cb. Si H: W x 1 -+ S es 
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una homotopía con H(w, O) = p o <p(w) y H(w, 1) = b, la existencia de 

una homotopía H: W x 1-) E tal que H(w, O) = <p(w) y poH(w, 1) = 

H(w, 1) = b, sería suficiente y necesario para asegurar la existencia de 

una aplicación,p: W -) p-l(b) tal que '1' "" j,o,p. 

Para ello bastaría definir ,p: W -) p-l(b) como ,p(w) = H(w,l), 

entonces H: '1' "" j, o,p. 

La existencia de una tal homotopía H se sigue del siguiente resultado. 

Proposición 2.3. Una aplicación p: E -+ B es una fibración de Hurewicz 

si, y sólo sz p tiene la siguiente propiedad: 

Dada una homotopía H: WxI -+ B yunaaplicaczónt.p: lV-+ 

E, donde W es cualquier espacio topológico, tal que H(w, O) = 

p o '1'( w), existe una homotopía H: W x 1 -) E tal que 

H(w, O) = <p(w) y poH = H. (ver diagrama, donde Jo(w) = 

(w,O)) 

(PLH) 

A esta propiedad se le llama Propiedad de Levantamiento de Homo-

topías (PLH) 
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Demostración. Supongamos primero que p: E ---7 B es una fibración 

de Hurewicz, con aplicación de levantamiento de trayectorias r. Sea 

H: W x I -+ B una homotopía y <p: W -+ E una aplicación tal que 

H(w, O) = po <p(w). Si definimos H: W x I -+ E como H(w, t) = 

r(Hw, <p(w))(t), donde Hw es la trayectoria en B definida como Hw(t) = 

H (w, t), se tiene entonces que H es la homotopía deseada, pues H (w, O) = 

r(Hw, <p(w))(O) = <p(w) y po H(w, t) = Hw(t) = H(w, t). Para ver que 

¡¡ es una aplicación continua, notemos que la composición 

(w, t) H- (Hw, <p(w), t) H- (r(Hw, <p(w)), t) H- r(Hw,<p(w))(t) 

es igual a H, y que la aplicación de W en BI definida como w 1---7 HWl 

es continua por la Proposición L l. 

Supongamos ahora que p: E -+ B tiene la propiedad (PLH). Si 

H: (B'xBE)xI-+BestadefinidacomoH(a,x,t) = a(t),y<p: B1xB 

E -+ E como <p(a,x) = x, se tiene que p o <p(a,x) = p(x) = atO) = 

H(a,x,O), por lo que existe una aplicación H: BI XB E x 1 ---7 E tal 

que H(a,x,O) = x y poH(a,x,t) = a(t). La llamada aplicación 

adjunta f: B I XB E --+ El, inducida por la Proposición 1.1 y definida 

como r(a, x)(t) = H(a, w, t), es una aplicación de levantamiento de 

trayectorias. o 

De esta proposición y de las observaciones anteriores a ella, se con

cluye que si p: E --+ B es una fibración de Hurewicz: p-l(b) 4 E -4 
B es una sucesión H -exacta para toda b E B. 

Verémos ahora que si p: E --+ B es una fibración de Hurewicz, la 

sucesión 

ü{P-'(b),x) '!Y!I ü(E,x) ~ Ü(B,b), 
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también es H-cxacta para toda b E B Y x E p-l(b). Para ello necesita

mos de un Lema. Obsérvese que este nos da Ulla propiedad equivalente 

a la Propiedad de Levantamiento de Homotopías (Proposición 2.3). 

Lema 2.4. Sea p: E -7 B una jibración de Hurewicz. Supongamos 

que tenemos dos aplicaciones G, G' : IV x 1 -+ E Y que existen dos 

homotopías 

G: Glwx{o}::= G'lwx{o} : W x {O} x 1 -+ E 

y 

H: poG::=poG': W x 1 x 1 -+ B, 

con po G(w, 0, t) = H(w, 0, t). Entonces existe una homotopía 

H: G "" G': W x 1 xl -+ E 

que levanta H, po H = H, Y que exizende a G, H(w, 0, t) = G(w. 0, t). 

Demostraczón. Consideremos el conjunto A e 1 x 1 tal que A = 1 x 

{O} U {O} x rur x {l}. Se tiene entonces que las aplicaciónes G, G' Y 

G definen una nueva aplicación h: 'VV x A -+ E definida como 

!
G(W.S) sit=O 

h(w,s,t) = G(w,O,t) si s = ° 
G'(w,s) sit=l 

Sea~: (r x I,A) -+ (r x 1,1 x {O}) un homeomorfismo de parejas, 

es decir, un homeomorfismo del cubo, con la propiedad de que la re

stricción 1/ := ~IA : A -+ 1 x 1 es un encaje COn imagen 1 x {O}. Si 
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j: A --+ 1 x 1 es la inclusión, ya que p o h = H o (id X j), se tiene un 

diagrama conmutativo: 

idw xv h 
Wxlx {O} ~~- WxA ~ E 

jo r [idX] ¡ P 

WxlxI~WxIxI~B 
idwx~ H 

Por la propiedad PLH de p, se tiene que existe una aplicación H: W x 
- -

Ix 1 -+ E, tal que poR = Ha (idw X el) y Rojo = ha (idw X v- l ). 

La aplicación R = Ro (idw x ~) es la homotopía deseada. O 

Proposición 2.5. Si p: E --+ B es una fibración de Hurewicz, en

tonces las sucesiones: 

y 

<l(j,1 n(PI 
!1(p-l(b),x) ~ !1(E,x) ~ !1(B, b) 

son H-exactas para toda b E B Y x E p-l(b). 

Demostración. Ya probamos que si p: E --+ B es una fibración de 

Hurevvicz entonces p-l(b) 4 E -4 Bes H-exacta para toda b E B. 

Probemos ahora que también !1(p-l(b),x) ~ !1(E,x) ~ fl(B,b) es 

H-exacta para toda b E B Y x E p-l(b). 

Notemos primero que la composición !1(p) ° !1(jb) evaluada en cual

quier lazo w E n(p-l(b),x) siempre toma el valor Wb, pues po jb = Cb_ 

Supongamos ahora que rp: W --+ nCE:x) es una aplicación tal que 

!1(p)01" '" Cw, y sea H': WxI -+ fl(B,b) unahomotpíacon H'(w,O) = 

!1(p) ° I"(w) y H'(w,l) = Wb. Si consideramos la aplicación H: W x 
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1 x 1 --+ B, definida como H(w, s, t) = H'(w, $)(t) y tomamos las 

aplicaciones G, G': W x 1 --+ E definidas como G(w, $) = X = G'(w, $) 

y G: W x {O} xl --+ E definida como G(w, O, t) = <p(w)(t), por el Lema 

2.4 existe una aplicación H: W x 1 x 1 -+ E tal que 

H(w, $, O) = X = H(w, $, 1), 

H(w, O, t) = <p(w)(t) y 

p(H(w, $, t)) = H'(w, s)(t). 

De la igualdad H(w, $, O) = X = H(w, s, 1) se sigue que H"(w, s)(t) = 
H(w, $, t) define una aplicación H": W x 1 -+ OlE, x). De las otras 

propiedades de H se tiene que 

H"(w, O) = <p(w) y 

O(p)(H"(w, $)) = H'(w, $). 

Por último, notemos que como p(H"(w, l)(t)) = H'(w, l)(t) = b, la 

asignación w r+ H"(w, 1) define una aplicación..p: W --+ O(P-l(b),x) 

y entonces, H": <p "" O(j,) o..p. O 

Nota. Observemos que el Lema 2.4 implica facilmente que p: E -+ B 

es una fibración de Hurewicz, si y sólo si p tiene la siguiente propiedad: 

Dada una homotopía H: WxI --+ Byunaaplicaciónt.p: W--t 

E, donde W es cualquier espacio topológico, tal que H(w, O) = 

pot.p(w), existe una aplicación única salvo homotopía H: WX 

1 --+ E tal que H(w,O) = <p(w) y poH = H. 
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2.2. Holonomía Homotópica. 

Si tenemos una sucesión de aplicaciones (resp. aplicaciones pun

teadas) 

decimos que esta es una sucesión H -exacta larga (resp. Ho-exacta 

larga) si para toda i la sucesión de aplicaciones 

es una sucesión H -exacta (resp. Ho-exacta)_ 

Definiremos ahora una aplicación A: Q(B,b) -+ p-l(b) que nos per

mite ensamblar las sucesiones Q(P-l(b),x) ~ Q(E,x) ~ Q(B,b) y 

p-l(b) A E.4 B 7 en una suseción H-exacta larga. 

Definición 2.6. Sea p: E --+ B una fibración de Hurewicz y x E E. 

Si r es una aplicación de levantamiento de trayectorias de p, se tiene 

que para toda w E Q(B,p(x)), r(w,x)(l) E p-l(P(X)). En efecto, 

p(r(w,x)(l)) = w(l) = p(x). 

A la aplicación: 

Ar,x: Q(B,p(x)) -+ p-l(P(X)) definida como Ar,x(W) = r(w,x)(l), 

se le llama holonomía homotópica de p en x respecto de r. 

Proposición 2.7. Sea p: E --+ B una fibración de Hurewicz y x E 

E. Si A es la holonomía homotópica de p en x respecto de cualquier 
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aplicación de levantamiento de trayectortas de p, la siguiente es un 

sucesión H -exacta larga 

(6) 
f2Up(:z:)) fl(p) 

n(p-l(p(x)),x) _ n(E,x) - n(B,p(x)) 
, ) 

( 
J1' (<<) p 

p-l(p(X))LC --~ E --- B. 

Demostración. 

H-exaetitud de n(B,p(x)) ~ p-l(p(X)) j~) E: 

Sea r una aplicación de levantamiento de trayectorias de p. Con

sidérese la siguiente homotopía H: n(B, p(x)) xl -+ E definida como 

H(w, t) = f(w, x)(t). Entonces, H: ex", jp(x) o Ar,x' 

Supongamos ahora que <p: W -+ p-l(p(X)) es una aplicación tal que 

jp(x) o i.p es homotópica a la aplicación constante ex. Entonces, ex

iste H: W x [ -+ E tal que H(w, O) = x y H(w, 1) = Jp(x) o <p(w). 

Si observamos que p o H(w, O) = p(x) = po H(w, 1) concluimos que 

podemos definir H': W -+ n(B,p(x)) como H'(w)(t) = po H(w, t). 

Mostraremos que Ar,x o H' :::::: <p. Para ello consideremos las aplica

ciones C,C': W x 1 -+ E definidas como C(w,s) = f(H'(w),xo)(s) y 

C'(w,s) = H(w,s), G: W x {O} xl -+ E constante con valor x E E 

Y H: W x 1 x [ -+ B, definida como H(w,s,t) = H'(w,s). Por el 

Lema 2.4, existe una homotopía f¡: 'VV x 1 x 1 -+ E tal que H = po f¡, 

H,: C '" C' y H(w,O,t) = x. Ya quepoH(w,l,t) =p(x), podemos 

definir la aplicación K: W x 1 -+ p-l(P(X)) como K(w, t) = H(w, 1, t). 

Entonces, K(w, O) = C(w, 1) = Ar,. o H'(w) y K(w, 1) = C(w, O) = 

<p(w), es decir, K: Ar,x o H' "" <p. 

H-exaetitud de n(E,x) ~ n(B,p(x)) "!:; p-l(p(X)): 
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Mostraremos primero que la aplicación Ar,x o n(p) es homotópica 

a la aplicación constante Cx. Para ello considerense las aplicaciones 

G, G': n(E,x)xI -> E definidas como G(w, s) = w(s), y como G'(w, s) = 

r(n(p)(w),x)(s), y tómese la aplicación (j: n(E,x) x {O} x 1 -> E 

constante con valor x E E Y H: [l(E, x) x 1 x 1 --+ B, definida como 

H(w, s, t) = p(w(s)). Por el Lema 2.4 existe una aplicación N: n(E,x)x 

1 x 1 -> E, tal que H = p o N, N,: G '" G' y N(w,O, t) = x. Ya 

que po N(w, 1, t) = p(x), H induce una aplicación K: n(E,x) xl -> 

p-l(P(X)), definida como K(w, t) = H(w, 1, t). Entonces, K: ez '" 

Ar,z o Q(P): n(E,x) -> p-l(P(x)). 

Supongamos ahora que 1": W -> n(B,p(x)) es una aplicación talque 

la composición Ar,x o cp es homotópica a la aplicación constante Cx, y 

sea G: W x 1 -> p-l(P(X)) una homotopía con G(w,O) = Ar,z Ol"(w) y 

G (w, 1) = x. Observamos que tenemos aplicaciones j o G: W x 1 -> E 

Y H: W x 1 x 1 -> B donde H(w, t, s) = I"(w)(s), tales que po (j o 

G)(w, t) = p(x) = l"(w)(O) = H(w, t, O). Por la propiedad de levan

tamiento de homotopías de p, existe una aplicación ¡¡: W x 1 x 1 --+ E 

tal que H(w, t, O) = jo G(w, t) y po H(w, t, s) = I"(w)(s). Defini

mos..p: W -> Q(E,x) como ..p(w)(s) = H(w,O,s), entonces (n(p) o 

..p(w))(s) = I"(w)(s), es decir, Q(p) o..p = 1". 

El resto se sigue de la Proposición 2.5 o 

Nota. Mas adelante en la Proposición 4.9 encontraremos, para un 

tipo especial de fibraciones p: E --+ B, un espacio X y una aplicación 

r.p: B --+ X tal que la sucesión E .!..,. B -4 X es H -exacta. 

Ya que la Proposición 2.7 se cumple cuando). es la holonornia re

specto de cualquier aplicación de Ievantaniiento de trayectorias de p, 
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es natural preguntarse si existe alguna relación entre cualesquiera dos 

tales aplicaciones. 

Proposición 2.8. Sea p: E...., B una fibración de Hurewicz y x E E. 

Si 

son las holonomías homotópicas de p en x respecto de dos aplicaciones 

de levantamiento de trayectonas r y r' de p, respectzvamente, entonces 

éstas son homotópicas. 

Demostración. En efecto, por la definición de A es suficiente mostrar 

que las aplicaciones r,r': B I XB E xl...., E, donde r(a, x, s) = 

r(a,x)(8) y r'(a,x,s) = r'(a,x)(s), son homotópicas a través de una 

homotopía, H: B I XB E x 1 xl...., E con la propiedad p(H(a,x, s, t)) = 

o:(s). Esto último se sigue, tomando en el Lema 2.4 a G como r, a G' 

como r', 8(0, x, O, t) = x y H(a, x, s, t) = a(8). o 

Nota. Observemos que en la prueba pasada se muestra que dos aplica

ciones de levantamiento de trayectorias de p son homotópicas a través 

de una homotopía H t : BI XB E x 1 -+ El donde H t es una aplicación 

de levantamiento de trayectorias de p para toda t E L 

Definición 2.9. Sea p: E -+ B una fibración de Hurewicz y x E E. 

A la clase de homotopía [Al E [rl(B,p(X)),p-l(p(X))], donde A es la 

holonomía homotópica de p en x respecto de cualquier aplicación de 

levantamiento de trayectorias de p, se le llama holonomía homotópica 

de p en x. 
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2.3. Fibraciones de Hurewicz punteadas. 

Si p: E --+ B es una fibración de Hurewicz y x E E, definimos 

la holonomía homotópica de p en x como un elemento del conjunto 

[n(B,p(x)),p-l(p(x))]. Ya que los espacios n(B,p(x)) y p-l(P(X)) 

tienen puntos ditinguidos naturalmente, Wp(x) y x respectivamente, 

señalaremos condiciones suficientes para que una fibración de Hurewicz 

tenga su holonomía homotópica como un elemento en el conjunto 

[(n(B,p(x)), Wp(x)) , (p-l(p(X)), x)]. 

Definición 2.10. Sea p: E --+ B una aplicación. Si existe una apli

cación de levantamiento de trayectorias de p que levanta trayecto

rias constantes en trayectorias constantes, es decir 1 con la propiedad 

f(Wb, x)(t) = x, para toda b E B, x E X Y tEr, donde Wb denota la 

trayectoria constante con valor b E B, decimos que p es una jibración 

de Hurewicz regular y que r es una aplicación de levantamiento de 

trayectorias regular de p. 

Sea p: (E, xo) -+ (B, bol una aplicación punteada. Si f es una apli

cación de levantamiento de trayectorias de p con la propiedad 

f(w""xo)(t) = xo, para toda tEr, 

decimos que p es una fibración de Hurewicz punteada y que r es una 

aplicación de levantamiento de trayectorias punteada de p 

Es inmediato que si p es fibración de Hurewicz regular y p es una 

aplicación punteada, p es una fibración de Hurewicz punteada. 

En cuanto a la existencia de fibraciones con aplicación de levan

tamiento de trayectorias regular, se muestra en [5] que toda fibración de 
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Hurewicz sobre un espacio métrico tiene una aplicación de levantamien

to de trayectorias regular. También Brown muestra en [2], siguiendo al 

ya citado articulo de Hurewicz, que un haz localmente trivial con base 

paracompacta tiene una aplicación de levantamiento de trayectorias 

con algunas propiedades adicionales, entre ellas, que levanta trayecto

rias constantes en trayectorias constantes. En la próxima sección se 

hará una demostración de esta última afirmación. 

Teorema 2.11. Si p: (E,xo) -+ (B,bo) es una fibración de Hurewicz 

punteada y Ar,x,: rl(B, bol -+ p-l(bo) es la holonomía homotópica de 

p en XQ respecto de r, donde r es una aplicación de levantamiento 

de trayectorias punteada de p, entonces Ar,xo es una aplicación pun

teada, es deczr, Ar,xo(wbo) = XQ. Más aún, si r y f' son aplica

ciones de levantamiento de trayectorias punteadas de P, entonces Ar,xo 

y Ar',xo son homotópzcas como aplicaciones punteadas de (f2(B, bo), Wbo) 

en (p-l(bo),xo), 

También, la sucesión 

(7) rl'(B, bol 
!1(..\r,,..o) ) 

--------~------~ 
( n(j) n(p) 

rl(p-l(bo),xo) ~ rl(E,xo) ~ rl(B,bo) 
..\r,xo ) 

~------"---
( 

J P 
p-l(bo) LC ---'---_, E ------~ B 

es una sucesión Ho-exacta larga. 

Demostración. Que la aplicación de levantamiento de trayectorias r 
sea punteada, es decir, Ar,x,(w,,)(t) = f(w,o> xo)(t) = Xo para toda 

t E 1, es equivalente a que Ar,xo sea una aplicación punteada. 
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La demostración de que ).r,xo Y ).r',xo son homotópicas como aplica

ciones punteadas de (D(B,bo),wbo) en (P-l(bo),xo) Y que la sucesión 

( 
J P p-l(bo) CL __ ~, E --~ B 

es Ho-exacta larga, son identicas a las demostraciones que ya hicimos. 

Para ello basta notar que si p: (E, xo) -+ (B, bol es una aplicación pun

teada, es equivalente tener una aplicación de levantamiento de trayec

torias punteada de p, a que se cumpla la siguiente propiedad análoga 

a (PLH) 

Dada una homotopía punteada H,: (W, wo) -+ (B, bol Y una 

aplicación punteada <p: (W, wo) -+ (E, xo), donde (W, wo) 

es cualquier espacio punteado, tal que H(w, O) = po <p(w), 

existe una homotopía punteada H,: (w, wo) -+ (E, xo) tal 

que H(w, O) = <p(w) y po H = H, (ver diagrama, donde 

jo(w) = (w, O)). 

(PLHo) 

El resto se sigue de la Proposición 1.8 o 

Nota. Observa que si p: E ~ B es una :libración de Hurewicz regular 

y r es una aplicación de levantamiento de trayectorias regular de p, 

la Proposición pasada se cumple de un modo mas general, es decir, se 
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tiene una sucesión Ho-exacta: 

n2 (B, b) 
O(Ad ) 

( oCj) O(p) 
n(p-l(b),x) ~ n(E,x) ~ n(B,b) 

"( ) 

( j p 
p-l(b) c<--__ E --_ B 

para toda b E B Y x E p-l(b). 

Definición 2.12. Sea p: (E, xo) -> (B, bol una fibración de Hurewicz 

punteada. A la clase de homotopía punteada 

[.\10 E [(n(B, bol, Wb,), (p-l(bo), xo)], 

donde A es la holonomía homotópica de p en Xo respecto de cualquier 

aplicación de levantamiento de trayectorias punteada de p, se le llama 

holonomia homotópica punteda de p. 

Corolario 2.13. Si p: (E, xo) -> (B, bol es una jibrac,ón de Hurewicz 

punteada, se tiene una sucesión exacta de grupos de homotopía 

(8) 7I"3(B, bol 
A. ) ------------( 

J. p. 
1i"2(p-l(bo)'xo) - 7I"2(E,xo) - 7I"2(B,bo) 

A. ) 

donde [.\10 es la holonomía homolópica punteada de p. 
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Demostración. Si aplicamos el funtor [(5" 1), -] a la sucesión (7) del 

Teorema 2.11, el resultado se sigue de la Proposición 1.9. o 

De esto se concluye también fácilmente el siguiente corolario que 

puede ser útil para calcular los grupos de homotopía de algunos espa-

cios. 

Corolario 2.14. Sea p: (E, xo) --> (B, bol una fibración de Hurewicz 

punteada y supongamos que 1rn (E, IO) = O para toda n > O. Si 

[A]o E [(!1(B, bol, Wb,) , (p-l(bo), xo)] 

es la holonomía homotópica punteada de p, la aplicación inducida 

es un isomorfismo de grupos para toda n > O 

2.4. Cafibraciones. 

Lo que haremos ahora será introdicir un concepto dual al de fibración 

de Hurewicz, para poder decir cuando una fibración de Hurewicz es un 

fibración de Hurewicz punteada. 

Definición 2.15. Si X es un espacio topológico y A e x, decimos 

que A y X es una cojibmción si se cumple la siguiente propiedad: 

Si f: X --> W y H: A x I --> W son dos aplicaciones con

tinuas donde W es un espacio topológico arbiLrario, existe 

una aplicación H: X x I --> W tal que H(x, O) = f(x) y 

H(a,t) = H(a,t) para toda a E Ay t E L 
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Si (X, Xo) es un espacio punteado decimos que (X, Xo) es un espacio 

bien punteado si {Xo} '-+ X es una cofibración 

Obseva que el concepto de cofibración es dual al concepto de fibración 

de Hurewicz. Para tener esto mas claro notemos que E ~ B es una 

fibración si y sólo si se cumple la siguiente propiedad: 

Si f: I'V --+ X Y H: W --+ El son dos aplicaciones con

tinuas donde W es un espacio topológico arbitrario, existe 

una aplicación N: W --+ El tal que eo o N(w) = f(w) y 

pI o N(w) = H(w) para toda w E W 

Puede encontrarse así el concepto dual al de aplicación de levan

tamiento de trayectorias: 
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Una aplicación A 4 X es una cofibración si y sólo si existe 

una retracción de X x 1 en A x I U X x {a}, es decir, una 

aplicación 

r: X x 1 ---+ A x 1 U X x {O} 

tal que r(a, t) = (a, t) para toda (a, t) E A x 1 y r(x,l) -

(x,O) para toda (x,O) E X x {O}. 

Se tiene el siguiente lema que entre otras cosas permite mostrar que 

la aplicación H de la Definición 2.15 es única salvo homotopía. 

Lema 2.16. Sea A y X una cafibración. Supongamos que tenemos 

dos aplicaciones R, H': X x 1 --+ lV y que existen dos homotopías 

G: NI '" Ñ'I : X x {O} X 1---+ W 
Xx {O} Xx{O} 

y 

H: NI '" Ñ'I : A. x 1 x 1 ---+ W 
AxI AxI 

con H(a,O,s) = G(a,O,s) para toda a E A Y tE 1. Entonces existe 

una homotopía 

G: N", Ñ': X x 1 x 1 ---+ W 

tal que G(x, 0 . .5) = G(x, 0 . .5) y G(a, t. s) = H(a, t, s) para toda a E A. 

Demostración. Si A 4 X es una cofibración entonces A x 1 4 X x 1 

también es una cofibración pues si r: X x 1 --+ X x {a} u A x 1 es una 

retracción, T X idI : X x 1 x 1 --+ X x {D} x IU A x 1 x 1 también es una 

retracción. 

Esto implica que si G: X x {O} xl ---+ W y H: X x 1 xl ---+ W 

son aplicaciones continuas tales que G(a. O, s) = H(a, O, s) para toda 
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a E A Y s E 1, existe una aplicación G: X x 1 x I -+ W tal que 

G(x,O,s) = G(x,O,s) y G(a,t,s) = H(a,t,s) para toda x E X, a E A 

Y s, tE!. Utilizando la misma idea que en el Lema 2.4 se concluye lo 

deseado. o 

En [8] podemos encontrar el siguiente resultado. 

Teorema 2.17. Sea p: (E, xo) -+ (B, bol una fibración de Hurewzcz y 

A <-+ J'\ una cofibración. Entonces¡ si tenemos dos aplicaciones 

J: A x I U X x {O} -+ E 

y 

H:Xxl-+B 

tales que po 1(a, t) = H(a, t) para toda (a, t) E A x I y p o 1(x, O) = 

H(x, O) para toda (x, O) E X x {O}; existe una aplicación H: X x 1 -+ E 

tal que 

HI =1 
AxIUXx{O} 

y p o H(x, O) = H(x, O) para toda (x, O) E X x {O}. 

Se concluye inmediatamente lo siguiente. 

Teorema 2.18. SIpO (E,xo) -+ (B,bo) es unafibración de Hurewicz, 

se cumple la siguiente propiedad: 

Dada una homotopía punteada H,: (W, wo) -+ (B, boJ Y una 

aplzcación punteada <p: (W,wo) -+ (E,xo), donde (W,wo) 

es un espacio bien punteado, tal que H(w, O) = po <p(w), 

existe una homotopía punteada H,: (W,wo) -+ (E,xo) tal 

que H(w,O) = <p(w) y po H = H. 
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Si X es un espacio topológico contraible, es decir, si existe una ho

motopía H,: E --+ E tal que Ho(x) = x y H,(x) = Xo para toda x 

en X, donde Ht no es necesariamente una aplicación punteada para 

toda t E 1; puede mostrarse que los grupos de homotopía de X son 

todos cero. Ahora mostraremos que bajo otras condiciones en (w, wo) 

también 

[(W, wo), (X, xo)] = O 

Si G es un grupo, decimos que G actua bajo la derecha en un conjunta 

X si existe una aplicación 

p.:XxG--+X 

con las propiedades 

(i) ¡.t(x,e) = x para toda x E X, donde e E G es el elemento neutro. 

(ii) ¡.t(¡.t(x, g), h) = ¡.t(x, gh) para toda x E X Y g, h E G. 

Si G es un grupo que actua por la derecha en un conjunto X, tenemos 

una relación de equivalencia en X definda como, x esta relacionado 

con y si existe 9 E G tal que f.L(x,g) = y. Al espacio cociente por esta 

relación de equivalencia lo llamamos el espacio de orbitas de X por la 

acción de G. 

Teorema 2.19. Sea (X, xo) un espacio bien punteado. Si (Y, Yo) es 

un espacio punteado arbitrario1 se tiene una acción 

¡.t: [(X, xo), (Y, Yo)] x 7[1 (Y, Yo) --+ [(X, xo), (Y, Yo)]· 

La/unción que a cada clase de homotopía punteada en [(X, .1:0), (Y, Yo)] 

asocia la clase de homotopía no punteada de sus representantes deter

mina una biyección entTe el espacio de oTbitas del conjunto [(X, xo), (Y, Yo)] 
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bajo la acci6n de 11"1 (Y, YO) Y el conjunto de aplicaciones punteadas de 

(X, xo) en (Y, Yo) salvo homotópia (no punteada). 

Demostración. Sea j: (X, xo) --+ (Y, Yo) una aplicación punteada y 

a: 1 --+ Y una trayectoria en Y tal que arO) = Yo = a(I). Como 

(X, xo) un espacio bien punteado exi::>te una apliación JI: X x I ---t Y 

tal que H(x, O) = j(x) y H(xo, t) = a(t). Se muestra facilmente del 

Lema 2.16 que la aplicación J.l([flo, [ajo) = [Htlo esta bien definida y 

que se tiene así una acción de ,,¡(Y, Yo) en [(X,xo),(Y,yo)]. 

Notemos ahora que por definición J.l(IJ]o, ["]0) es homotópica (no 

punteadamente) a j. Recíprocamente, si j, g: (X, xo) --+ (Y, Yo) son 

dos aplicaciones punteadas y H: X xl -+ JI' es una homotopía (no pun

teada) talque H(x,O) = j(x) y H(x, 1) = g(x), entoncesJ.l(IJ]o, [H,,]o) = 
[g]o, donde Hx,(t) = H(xo, t). Se concluye que el espacio de orbitas del 

conjunto [(X, xo), (Y, Yo)] por la acción de "¡ (Y, Yo) esta en biyección 

con el conjunto de aplicaciones punteadas de (X, xo) en (Y, Yo) salvo 

homotópia (no punteada). O 

Nota. Observa que si Y es un espacio conectable por trayectorias en

tonces el conjunto de aplicaciones punteadas de (X, xo) en (Y, Yo) salvo 

homotópia (no punteada) es igual a [X, Y]. 

Proposición 2.20. Sea (X, xo) un espacio punteado. Si X es una 

espacio contraible, los grupos de homotopía de (X, xo) son cero: 

"n (X, xo) = O para toda n > O. 

Demostración. Si j: (5n ,1) --+ (X, xo) es una aplicación punteada, 

sabemos que como X es contraible, existe una homotopía H: §n X 1 -+ 
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X con H(z, O) = XD. Si definimos la aplicaión F: S" x 1 -+ X como 

. O < tz+{1-t)l < 1 
SI _ Iltz+{l t)lll - '2 F(z, t) = {XD 

H(II;;:¡:-:l:ll' 211tz + (1- t)lll - 1) sq <:: 1I:::g-:¡:11 <:: 1 

puede verse que F esta bien definida y que es una homotopía punteada 

de J en cxo ' o 

Corolario 2.21. Sea (X, xo) un espacio punteado. Si X es contraible: 

para todo espacio bien punteado (W, wo) se tiene que 

[(w, WD), (X, XD)] = o. 

Demostración. Por la Proposición 2.2Q 

7rl(X,XD) =0. 

Por el Teorema 2.19 [(w, WD), (X, XD)] esta en biyección con el con

junto de aplicaciones punteadas de (w, WD) en (X, XD) salvo homotopía 

no punteada. Como X es contraible se tiene que IW, X) = O de lo que 

se concluye que [(W, WD), (X, XD)] = O o 
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Si p: (E, xo) -> (B, bol es una fibración de Hurewicz punteada, hemos 

asociado canónicamente a p un elemento en el conjunto 

el cual únicamente depende de (B, bol y del tipo de homotopía punteda 

de la fibra (p-l(b,),xO)' A este elemento lo llamamos holonomía ho

motópica punteada de p. 

Lo que haremos ahora será definir una categoría de fibraciones sobre 

un espacio fijo (B, bol, Y con fibra del tipo de homotopía de otro espacio 

fijo (F, *); observar que bajo cierta equivalencia en los objetos de esta 

categoría, se determina un conjunto L(F,*)(B, bo)o; Y mostrar que la 

asignación 

jibrac1,ón.-.....¡. holonomía homotópica, 

Se realizaría en una función de conjuntos 

L(F,.)(B, bolo ~ [(0(B, bol, Wb,). (F, * )]. 

3.1. Categoría de fibraciones y su holonomía homotópica. 

Sean (B, bol y (F, *) dos espacios punteados. Denotemos por 

!C;(F,.)(B, bolo 

a la categoría que tiene por objetos a las parejas 

donde (E, xo) l't (B, bol es una libración de Hurewicz y 

39 
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una equivalencia homotópica punteada. Estos objetos son llamados 

fibraciones sobre (B, bol, con fibra del tipo de homotopía de (F, * l. A los 

objetos de "'(F,.)(B, bolo que cumplen además que p es una fibración de 

Hurewicz regular (resp. punteada) les llamamos fibraciones regulares 

(resp. punteadas) sobre (B, bol, con fibra del tipo de homotopía de 

(F, *l. Los morfismos entre dos objetos (E .!+ B,p-l(bol ~ Fl Y 
p' p~ 

(E' "'-t B,p'-l(bol '" Fl son las aplicaciones punteadas 'P: E -+ E' 

tales que p' o 'P = P y p~ o 'Plp-' (bol'" Po: (P-l(bol, xol -+ (F, *l· En 

diagramas: 

~ 

E-E' tal que 

Los objetos de esta categoría los denotamos simplemente como 

FyE.!+B. 

Si F "-+ E -4 B Y F y El -4 B son dos objetos) decimos que 

éstos son homotópicamente equivalentes fibra a fibra si existen mar

fismos 'P: E -+ E' Y -,p: E' -+ E, Y homotopías H: E x 1 -+ E Y 

H 1
: E' x 1 ---7 E', tales que las aplicaciones Ht : E ---+ E Y H;: E' -t E', 

definidas como Ht(xl = H(x,tl y H;(xl = H'(x,t), respectivamente, 

son morfismos en nuestra categoría que cumplen H t : 'if; o cp ::::::: idE y 

H~: cp o 'if; ~ idE ,. A cp la llamamos equivalencia homotópica fibrada y 

'Ij; su inversa homotópica. 
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Definición 3.1. Se define la holonomía homotópica de una. fibración 

sobre (B, bol con fibra del tipo de homotopía de (F, *), 

como la clase de homotopía 

[Po o A] E [0(B, bol, F], 

donde [A] E [0(B,bo),p-l(bo)], es la holonomía homotópica de p en Xo 

como fué definida en 2.9. 

Si F ¿, E .E, B es una fibración punteada sobre (B, bol con fibra 

del tipo de homotopía de (F¡ *)¡ definimos su holonomía homotópica 

punteada como la clase de homotopía punteada 

donde [A]o E [(0(B, bol, Wbo), (p-l(bo), xo)], es la holonomía homotópica 

punteada de p como fué definida en 2.12. 

Proposición 3.2. Sz dos fibraciones (resp. fibraciones punteadas) so

bre (B, bol con fibra del tipo de homotopía de (F, *) son homotóp'

camente equzvalentes fibra a fibra, sus holonomías homotópzcas son 

zguales. 

Demostraczón. Demostraremos la afirmación para fibraciones puntea

das. El caso no punteado se hace de manera similar. 

Sea c.p una equivalencia homotópica fibrada de F y E ...!+ B en 

F y E' 4. B y 1j; su inversa homotópica. 

Observemos que si r: Bl X B E -+ El es una aplicación de levan

tamiento de trayectorias punteada de p y definimos I'.r: (BI XB E') x 



42 EQUIVALENCIA HOMOTÓPICA FIBRADA 

1 -+ E', como lO.r(a, x', 8) = 1O(r(a, ,p(X'))(8)), se tiene que 

lO.r(a,X',O) = IOO,p(X'), 

P'(IO.r) (a, x', 8) = p'(IO.r(a, x', 8)) = a(8) y 

y si r' es una aplicación levantamiento de trayectorias de p', entonces 

la aplicación r': (B I XB E') xl -+ E' definida como r'(a,xl,s) = 

r'(a,x')(s), cumple 

1"(a, x', O) = x', 

p'or'(a,x',s) =a(s) y 

Consideremos aplicaciones punteadas H¡: E' -+ E' que cumplen 

H¡: ipo'l/J ~ idE, (rel. wo) y p' oHt = p. Aplicando la versión punteada 

del Lema 2.4 cuando G es igual a lO.r, G' es igual a 1", G(a, x', O, t) = 

H¡(x') y H(Cl'., x', 5, t) = 0:(8), obtenemos una aplicación iÍ: B I XB El X 

IxI --+ E' con las propiedades 

ÍÍt : ifJ*f ::: r': 
H(a, x', O, t) = H;(x') , 

p' o H(a,x', s, t) = a(s) y 
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La restricción de H a n( B, &0) x {zo} x {l} x 1 determina una homo

topía punteada de (w H lO,r(W, xo)(l)) en Ar' como aplicaciones pun

teadas de (O(B, &0), Wbo) en (¡/-' (&0), xo), pues ¡/(H(w, xo, 1, t)) = &0 Y 

H(wxo ' X~,.'3) = 3;~. 

Si observamos que 1O,r(W, xo)(l) = lO o Adw), se concluye que 

Por lo tanto 

o 

En [7], Sch6n muestra que la familia de fibraciones sobre (B, bol con 

fibra del tipo de homotopía de (F, *), determina un conjunto cuando 

consideramos a ésta bajo la relación dada por equivalencia homotópica 

fibrada. A este conjunto lo denotaremos por L(F,.)(B, bo)2 Por la 

Proposición 3.2, la asignación que a cada fibración, asocia su holonomía 

homotopía, respecto de cualquier aplicación de levantamiento de trayec

torias. determina una función de conjuntos: 

1\: L(F,.)(B,bo) -; [n(B,&o),F] 

2Podemos consIderar a L(F,*l(B,bo) como una colección de fibraciones sobre B, 

una por cada clase de fibraciones equivalentes. 
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Denotemos por L CF,*) (E, bo)o al conjunto de las fibraciones punteadas 

sobre (B, bol con fibra del tipo de homotopía de (F, *) bajo la relación 

de equivalencia homotópica fibrada. 

Por la Proposición 3.2, la asignación que a cada fibración punteada, 

asocia su holonomía homotopía pU!lteada, respecto de cualquier apli

cación de levantamiento de trayectorias punteada, determina una [unción 

de conjuntos: 

Aa: L(F,.)(B, bolo --+ [(ü(B, bo),w,,), (F, *)] 

Notemos que se tiene un cuadrado conmutativo: 

A 
L(F,.) (B, bol [Ü(B, bol, F] 

j A, t 
L(F,.)(B, bolo ~ [(Ü(B, bol, w,,), (F, *)] 

3.2. Fibración inducida. 

Consideremos una aplicación punteada J: (B',b~) --+ (B,bo), Y una 

libración sobre (B, bol con fibra del tipo de homotopía de (F, *), F ¿, 
E.!!t B . Construiremos una fibración sobre (B', b~) con fibra del tipo 

de homotopía de (F, *): 

a la cual llamaremos fibración sobre (E', b~) inducida por p a través de 

f· 
Consideremos primero la aplicación punteada 

(J' E, (b~, xo)) := ({(b', x) E B'xE I f(b') = p(x)} , (b~, Xo)) 4 (B', b~) 
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donde f"p(b',x) = b'. Si 1': rE -t E está definida como (b',x) H 3:, 

ele la definición de r E :-le sigue que el siguiente diagrama conmuta 

/" 
1'E~E 

/"p ¡ ¡ p 

B'-B 
f 

Como U'p)-l(bó) = {bó} xp-l(bo), podemos observar que l' se res

tringe a un homeomorfismo en las fibras U'p)-l(bó) y p-l(bo), por lo 

que tenemos una equivalencia horntópica punteada j'"po: (j'"p)-l (b~) ---7 

F definida como j'Po(bó, x) = Po(x). 

Por último notemos que 1'p: l' E -t B' es una fibración de Hurewicz. 

Si consideramos una aplicación r de lavantamiento de trayectorias de 

p, se tiene que f(a(t)) = p(fU oa,x)(t)), por lo que podemos definir 

la aplicación 

Como 

fT(a, (b', x))(t) = (a(t), fU o a, x)(t)), 

De las propiedades que cumple r se sigue que 

fT(a, (b',x))(O) = (b',x) y 

f'p(fT(a, (b', x))(t)) = a(t). 

Se concluye pues, que j"f es una aplicación de levantamiento de 

trayectorias para j"p. 
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Proposición 3.3. Sea F <4 E 1+ B unafibraciónputeada sobre (B, bol 

con fibra del tipo de homoiopía de (F, *). Entonces, la fibración in

ducidapoíp a troves de una aplicaciónpunieada f: (BI,b~) ---+ (B,ho) 

es punteada. 

Demostración. Si r es una aplicación de levantamiento de trayectorias 

punteada de p, sabemos que la aplicación 

definida como 

rr(a, (b', x))(t) = (ex(t), ru o a, x)(t)), 

es una aplicación de levantamiento de trayectorias de j*p. Si en suma 

r(Wb, x)(t) = x para toda bE B, x E p-l(b) Y tE 1 (resp. r(Wb" xo)(t) = 

Xo para toda t E 1) es inmediato que rr tiene la misma propiedad. O 

Veamos ahora cuán similares deben de ser dos aplicaciones 

j,g: (B',b~) -+ (B,bo) 

para que las fibracion€s inducidas a través de ellas sean equivalentes. 

Proposición 3.4. Sea F y E -4- B una fibración punteada sobre 

(B, bo) con fibra del tipo de homotopía de (F, * ). Si 

K: j '" g: (B',b~) -+ (B,bo) 

es una homoiopía punteada, las fibraciones inducidas por p a través de 

f y 9 son equivalentes. 
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Demostmción. Sea r una aplicación de levantamiento de trayectori<L-'i 

punteada de p. Sean <p: rE --t g' E Y 1/1: g' E --t r E las aplicaciones 

definidas como 

<p(b', x) = (b', r(K'(b'), x)(l)) 

y 

VJ(b', y) = (b', r(K'(b'), y)(l)), 

donde !(': B' --t BI Y K': B --t B I son K'(b')(s) = K(b', s) y K'(b')(s) = 

K(b', 1- s). 

Mostraremos siguiendo las pruebas del Lema 2.4 y de la Proposición 

2.3, que i.p es una equivalencia homotópica fibrada con inversa 1/J. 

Definamos las aplicaciones H': r E x 1 x 1 --t B Y h: f' E x A --t E 

como H'(b',x, s, t) = K(b', 1 - s) y 

¡f(K'(b')' x)(l- s) si t = O 

h(l/,x,s,t) = r(K'(b'),x)(l) si s = O 

f(K'(b'), f(K'(b'),x)(l))(s) si t = 1 

Entonces po h = H'l j - ExA ' 

Si consideramos la aplicación H': f* E x 1 x 1 --+ E definida como 

H'(b', X, s, t) = 

f ( H' (b', x, ~-l (PI (~(s, t), - ))) ,h (b', X, V-I(PI(~(S, t)), O)) ) (P2(~(S, t))), 

donde Pt: 1 x 1 --+ 1 denota la proyección en la i-ésima coordenada. Se 

puede observar que 

po iÍ'(b',x, s, t) = H'(b',x, s, t) = K(b', 1 - s). 
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De este modo, se tiene que H'(b',x, l,t) E p-l(f(b')), mas H' in

duce una aplicación H: rE xl --> rE, definida como H(b',x,t) 

(b', Ñ' (b', x, 1, t)). 

Se observa que 

H(b',x,O) ~ (Y,r(K'(b'),x)(O)) = (Y, x) 

H(b',x, 1) = (b', r(K'-l(b'), r(K'(b'),x)(l))(l) =..p o '{i(b',x) 

Como r es una aplicación de levantamiento de trayectorias punteada 

y K, es una aplicación punteada, se tiene que r(K(lfo,s),xo)(t) = xo, 

de lo que se sigue la igualdad 

H(b~,xo,t) = (b~,h(b~,xo,V-l(W,t),O))) = (b~,xo), 

por lo que H t es punteada. Por último, observemos que 

La continuidad de H se ve de su construcción. 

La existencia de la otra homotopía se sigue de manera análoga. O 

Nota. Obsérvese que en la prueba anterior se muestra que si F 4 
E -4 B es una :libración y b,b' son dos puntos en B: dada una trayec

toria que los une, una aplicación de levantamiento de trayectorias de 

p nos da una equivalencia homotópica entre las fibras p-l(b) y p-l(b'). 

La propiedad de levantamiento de homotopías nos permite pegar las 

equivalencias homotópicas de las fibras p-l (bx ) Y p_l (~) el! caso de 

que las curvas que unen a bx Y b~ dependan continuamente de x EX) 

es decir; cuando se tenga una homotopía H: X x 1 -+ B. La condición 
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adiciona.l en r nos permite que esta eqlliv.tlencia homotópica sea pun

teada. 

De las Proposiciones 3.3 y 3.4 se deduce que si F 4 El ~ B' es 

una fibración punteada sobre (E', b~) con fibra del tipo de homotopía 

de (F, *), la asignación que a cada aplicación punteada J: (B,bo) --+ 

(B I
, b~) asocia la fibración inducida por p' a través de f, se realiza en 

una función de conjuntos: 

[(B, bol, (B', b;)] ~ L¡F,.)(B, bolo. 

La siguiente Proposición relaciona la holonomía homotópica de la 

fibración inducida por p' a través de f, con la holonomía homotópica 

de p'. 

Proposición 3.5. Sea F <---)- E' ~ El una jibración punteada sobre 

(B', b~) con fibra del tipo de homotopía de (F, *). Si [.\]0 es la holonomía 

homotápica punteada de p', el sigmente cuadrado conmuta: 

TE' 
[(B, bol, (B', b~)] L(F,.)(B, bolo 

nI I~ ,. 
[(\1(B, bol, Wbo)' (\1(B'), Wb,)] ~ [(\1(B, bol, Wbo)' (F, *)], 

donde ,,([J]o) = [\1(f)]0 Y )..([J]o) = [A o J]o. 

Demostración. Observemos que si r: B11XB,E1 -7 E/I es una aplicación 

de levantamiento de trayectorias punteada de p', entonces la aplicación 

inducida J*r: B I X B rE' -t (1'" EI)l, definida como 

(9) rr(o:, (b, x'))(t) = (Q(t),r(J o fr, x')(t)), 
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es una aplicación de levantamiento de trayectorias punteada de ¡"'p'. 
Si en (9) evaluamos cuando o: es un lazo; x' el punto básico de El 

y t es igual a uno, se tiene que f' o Arr = Ar o Q(J), por lo que 

(Po o Ar) o Q(J) = (Po o f') o Arr = U'Po o Arr). O 



4. f{,,(B. bol 

En <,sta sección considcraremm; una clase de aplicaciones E .!:¡. B. 

donde E tiene estructura de G-espacio y B es el espacio de órbitas 

E/C. Por una propiedad de trivialización local que pedimos, se tendrá 

que estas aplicaciones tienen levantamiento de trayectorias punteado. 

4.1. Haces G-principales. 

Un grupo topológico G es un conjunto que tiene estructura de grupo 

abstracto y de espacio topológico, relacionadas con la restricción de 

que las aplicaciones (x, y) I--t xy y x I--t x- 1 (o equivalentemente que la 

aplicación (x, y) >-+ xy-l) son continuas. Si G es un grupo topológico y 

E es un espacio topológico, decimos que G actúa pOi la derecha en E o 

que E es un G-espacio, si existe una aplicación continua ¡.t: E x G -7 E 

que tiene las propiedades, ¡t(x, gh) = ¡t (¡t (x, g), h) Y ¡t(x, e) = x donde 

e E G es el elemento neutro del grupo. Denotaremos a J.L(x, g) como 

x· g; así, las propiedades anteriores se ven como x· (gh) = (x· g) . h Y 

x·e =x 

La acción de un grupo G por la derecha en un conjunto E determina 

una relación de equivalencia en E definida como x rv y si y sólo si existe 

9 E. G tal que y = x . g. A las clases de equivalencia determinadas 

por esta relación las llamaremos órbztas bajo la acción de G en E, al 

conjunto formado por estas lo denotamos como EjG. Para cada x E E 

llamamos órbita de x bajo la acción de G en E, a la órbita bajo la 

acción de G en E determinada por el elemento x. 

51 
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Definición 4.1. Sea E UIl G·espacia y p: (E,xo) -+ (B,bo) UIla apli· 

cación punteada. Decimos que E ...!+ B es un haz principal, si se tiene 

la siguiente propiedad: 

Existe una cubierta abierta A = {UO}OE2 de B, y para cada 

Q E S un homeomorfismo 

de la faTIna 'Po = (plp-'u
Q 

,1/Jo), donde 

es tal que 1/Jo(x' g) = 1/Jo(x) . g, y se cumple que 1/Jo(xo) = e 

siempre que Xo E p-1UCt- 3. 

A los espacios E y B los llamamos espacio total y espacio base del 

haz, respectivamente. A G le llamamos grupo estructural del haz. A la 

cubierta A la llamarnos cubierta trivializadora del haz y a cada pareja 

(Un, <Po.) trivialización local. 

Notemos que si E ~ B es un haz principal con grupo estructural G, 

las órbitas de la. acción de G en E son homeomorfas aG. Para esto 

observemos que cada x E E determina un encaje canónico de G en E 

a través de::e , J.r;: G --+ E, definido como ix(g) = x· g. Entonces, j'j; es 

un homeomorfismo con su imagen, es decir? con la órbíta por x bajo la 

acción de G en E. En efecto, si (U1 cp) es una trivialización local con 

3Notemos que ~ta última. condición es innecesaria. Si "\Í>",(xo) 1=- e entonces 

rpet.: p-lUO/ -t Ua :x G definida como ¿pO/(x) = (P(X),¡f\.(X)'o/",(XO)~l) cumple lo 

requerido. 



p(x) E V, debido" la proPIedad Vio(x, g) = 1/Jo(x)g, se tiene que 

",1/,-1 (p(J:)) pro 
{p(x)} X G ~ G -~G 

es inversa de jx-

Sea B un espacio punteado, con bo su punto básico, y sea G un grupo 

topológico. Consideremos la categoría que tiene por objetos a los haces 

principales con espacio base B y grupo estructural G, E -4 B, donde 

E es un espacio punteado con punto básico Xo- A estos objetos los 

llamamos haces G-principales sobre B. 

Los morfismos entre dos haces G-principales sobre B, E -4 B Y 

E' 4 B, son las aplicaciones punteadas ~: E ---7 E' tal que p' o <P = p 

y i!>(x . g) = i!>(x) . g. Se tiene el siguiente resultado. 

Proposición 4.2. S't <I>: E --+ E' es 'Un morfismo entre dos haces G

principales sobre B, E -4 B Y E' ~ B, entonces <P es un isomorfismo, 

es deczT, exzste un morfismo W: El --+ E de haces G-princzpales sobre 

B, tal que i!> o 1/J = idE, Y 'Ji o 'P = idEo 

Demostracrón. Sean {(Uo, 'Po)} Y {(Vo, 'P~)} familias de trivializaciones 

locales de E y E' respectivamente, donde {Uo:}a es una cubierta de B. 

Si definimos las aplicaciones continuas 

éstas son de la forma ¡"lb, g) = (b,lo(b, g)) donde ¡"lb, gh) = ¡o(b, g)h. 

Entonces las aplicaciones 90:: Ua x G ---7 Ua x G definidas como 
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cumplen también que yo(b,gh) = yo(b,g)h y son inversas de las apli

caciones fa' 

Esto nos muestra que rp;;l o go. o rp~ es inversa de cfllp-1u" y como las 

funciones inversas son únicas, las aplicaciones así definidas determinan 

una inversa global de 1>. Este inverso es un morfismo de haces porque 

'P-::,' o go o 'P~(x· g) = ('P-::,' o go o 'P~(x)) . g. O 

Teorema 4.3. Sea E -4- B un haz G-principal. Supongamos que te

nemos una familia de trivializaciones locales de p {(Up 'P7) }'1E::::¡ donde 

{U-y h'ES es una cubierta localmente finita de B. Si existe una familia 

de aplicaciones continuas, {P7: B ---+ R}1'ES , tales que PI es positiva en 

U-y y cero en B\Ur, entonces existe una aplicación de levantamiento de 

trayectorias regular de p, f: B l XB E -+ El, con la propiedad adicional 

r(a,x· g)(t) = r(a,x)(t)· 9 

Demostración. Si (U, rp) es una trivialización local de E -4- B, podemos 

definir una aplicación 

ru 
U' Xu E --~, El 

con las propiedades: 

(i) ru(et,x)(O) = x 

(ii) p(ru(a,x)(t)) = a(t) 

(fu) ru(a,x· g)(t) = ru(et,x)(t). 9 

(iv) rU(Wb,X)(t) = x, 

donde U1xUE denota el subconjunto abierto de aquellas parejas (a, x) E 

BI X B E tales que a(I) e U. 



IJ,\CES G·PIUNCIPAI,ES 

Ahora, si {(U')'., 'P,),,)}~=l son trivializaciones !oca!C's de E .!> B, pode· 

mas definir una aplicación 

V')'I.··.'"I" 

con las propiedades 

(i) fo,,,",oJa,x)(O) = x 

(ii) p(fo>," ,o,,(a,x)(t)) = a(t) 

(iii) f o,,. ',0 .. (a, x· g)(t) = fo>,. ',o .. +,(a,x)(t) , 9 

(iv) f o" ',O,,+,(Wb,X)(t) = x, 

donde 

"" '= (U[O,~1 n .. , n U['~',*l n .. , n U["~' ,1]) n BI x E 
V')'I •• '"In· '"11 1. ')'n B 

denota el subconjunto abierto de aquellas parejas (a,x) E BI XB E 

tales que a(['~I,;D e Uo. para toda i = 1,'" , n, Para ello basta 

definir 

f 0>, ',o .. (a, x)(t) = 'P:;,I(a(t), ,po, (x)), 

si t E [O 1], , n ' 

f w ,o" (a, x)(t) = 1':;,1 (<>(t), ,po, ('P:;,I(a(~), ,po, (x))) ), 

si t E [1 1], 
n' n ' 

['", ,0 .. (a, x)(t) = '1':;,' ( a(t), ,po, (-- ''P~.' ( a(~),,p,, ('P~,' (a(;), ,p" (x))) ) .. ) ), 

si t E ['-1 l], 
n ' n 
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Sea {(U1'7 'P1')}l'E3 una familia de trivializaciones locales de p tales 

que {U1' }1'E3 es una cubierta de B localmente finita, y consideremos 

una familia de aplicaciones continuas {P1': B --+ lR}7E=: , tales que P-r 

es positiva en Uf y cero en B\U-y-

Notemos que la familia 

{V"" .. ,7. I {-y" ... , 1'n} e =: finito} 

es una cubierta de El x BE. Tomemos una subcubierta {Vj} localmente 

finita y supongamos además que esta familia esta bien ordenada. 

Si construimos con ayuda de {Pi} una familia de aplicaciones con

tinuas {T,: B --+ lIl1.} tales que T, es positiva en V, y cero en B1\V" 

definimos 

como 

si t E [ti-¡l ti], donde V5r < ... < V5m son todos aquellos abiertos de 

nuestra cubierta {Vj} que contienen a a y 

Por lo antes observado r cumple las propiedades requeridas. O 

4.2. Haz G-principal inducido. 

Al igual que en la categoría de fibraciones, si f: (B', boj --+ (R, boj 

es una aplicación punteada y E -4 B es un haz G-principal sobre B, f 
induce un haz G-principal sobre B' de la siguiente manera: 



HAZ G-PItISCIPAI. l;.;nOC!DO SI 

Definimos primero la aplica.ción punteada 

U'E, (b;,:<o)):= ({(b',x) E D' x E 1 f(b') = p(x)), (b;,xo)) c.r (D',b;) 

como (f~p)(b', x) = b'. Entonces, la acción de G en E induce una acción 

derecha de G en f' E como (b', x) . 9 = (b',,, . g), la cual es libre por 

cumplir lo mismo la original. 

Sea A = {U.}.E3 una cubierta abierta de B, y 'Po: p- 1U. -t U. x G 

homeomorfismos con 'Po = (plp-'{lo ,1/).), donde ·'¡;.(x· g) = 1j1o(x) . g. 

Como f es continua, f'A = U-1(U.)).E3 es una cubierta abierta 

de B'. Observemos ahora que FA es una cubierta trrvializadora de 

f' E c.r B', pues las aplicaciones 

definida como 

son homeomorfismos con inversas (b',g) -t (b', 'P;;I(J(b'),g)) Además 

donde 1/J.(x· g) = 1/Jo(x) . g. 

Esto muestra que f* E q E' es un haz G-principal sobre B. A éste 

lo llamaremos el haz G-principal sobre B ' mducido por p a través de f. 

Proposición 4.4. Sea E !+ B un haz G-principal que sat'tsface las 

hzpóteS!s del Teorema 4.3. Si H,: f '" g: (B',%) -t (B,bo) es una 

homotopía punteada, los haces sobre E' mducidos por f y por 9 son 

isomorfos. 
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Demostración. Por el Teorema 4.3 existe una aplicación de levantamiento 

de trayectorias punteada r de p con la propiedad 

r(a,x· g)(t) = qa,x)(t)· g 

Si definimos la aplicación 

<1>: f'E-+g*E 

como 

<I>(b,x) = (b,r(H"x)(l)) 

donde H, es la trayectoria en B definida como H,(t) = H,(b). Se 

tiene entonces que g*po <I>(b,x) = b = U*p)(b, x), es decir, el siguiente 

cuadrado conmuta 

f'E~g*E 

r\ f..p 
B' 

y, <I>(b, x . g) = (b,r(Hb,x . g)(l)) = (b,r(Hb,x)(l))· g = <I>(b,x)· g. 

Se tiene así que el> es un mornsmo de haces G-principales sobre B. 

Por la Proposición 4.2, ~ es un isomorfismo. o 

Para realizar como una función de conjuntos a la asignación que a 

cada aplicación punteada asocia el haz inducido de un haz fijo, necesi

tarnos que los objetos de la categoría de haces G-principales determinen 

un conjunto cuando consideramos a estos salvo isomorfismo. Para con

seguir esto nos restringiremos a algunos objetos de nuestra categoría. 

La Proposición 4.6 mas abajo, nos indica que obtenemos la misma 

categoría en muchos de los casos. 
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Definición 4.5. Sea E l'; B un haz G-principal sobre B. Decimos 

que E ~)- B es de tipo numerable punteado si existe una cubierta tri

vializadora de p localmente finita, A = {UihE=':, con S e N, y una 

familia de aplicaciones continuas, {p,: B --+ I},EE, tal que p;-'(O, 1I = 

U" p,(bo) = 1 Y L,P,(b) = 1 para toda b E B. 

Observemos que un haz de tipo numerable punteado cumple con las 

hipótesis del Teorema 4.3. Se slgue que todo haz de tipo numerable 

punteado tiene una aplicación de levantamiento de trayectorias regular 

con la propiedad adicional 

r(o<, x· g)(t) = r(o<, x)(t) . 9 

Proposición 4.6. Sea E 4 B un haz G-princzpal sobre un espacio 

normal y 2-numerable. Entonces E 4 B es de tipo numerable pun

teado. 

Demostración. Sea {WihE::::' una cubierta abierta trivializadora de B. 

Como B es normal y 2-numerable, existe un refinamiento {VihE:::: de 

{Wi}iE::::' localmente finito con '2' e N. Observemos que podemos 

suponer además que bo únicamente pertenece a un Vi, digamos VI, pues 

de nos ser así, definimos otra cubierta como {V,} U {v,\ {bol I \~ ¡f Vj }. 

donde Vj es tal que bo E V;, y esta nueva cubierta cumple lo deseado. 

Nuevamente por ser B normal, existe una partición de la unidad 

subordinarla a la cubierta fV.}~ES, es decir, una familia de aplicaciones 

continuas {p,: B --+ IhEE tal que supp(p,):= {x E B I p,(b) # O} e V, 

y L, p,(b) = L 
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Se tiene que {Ui := pi l (O, 1]}iE2 es una cubierta trivial localmente 

finita de B y que la familia {Pi: B -+ I},E3 es tal que Ui = pillO, 1] y 

Li Pi(b) = 1. Además PI(bo) = 1 pues bo solamente pertenece a Vi. O 

Proposición 4.7. Si E' ~ B' es un haz G-principal de tipo numera

ble punteado, entonces el haz G-principal inducido por una aplicación 

punteada f: (B, bol -+ (B', /fa) a través de p es de tipo numerable pun

teado. 

Demostración. Sea {Ui } una cubierta tivializadora de B' localmente 

finita y numerable, y sea {Pi: B' --+ I} una familia de aplicaciones tal 

que pillO, 1] = Ui, PI(b~) = 1 Y LiPi(b) = 1 para toda b E B'. Hemos 

probado ya, que {j-IUi } es una cubierta trivializadora del haz inducido 

a través de f. Esta cubierta es inmediatamente numerable. Para ver 

que también es localmente finita tomemos b E B: Y notemos que existe 

una vecindad V de 'P(b) E BG que intersecta a un número finito de 

elementos de la cubierta {Ui }. Entonces, ip~lV intersecta a un número 

finito de elementos de {'P-IUi}. 

Por último, tenemos que la familia de aplicaciones {p~: B --+ I} 

definidas como P~ = Pi o cp) tienen las propiedades Á-1(O, 1] = cp;lUi ¡ 

p;(bo) = PI (PG(*)) = 1 Y LiÁ(b) = LiPi('P(b)) = 1 para toda b E B. 
r' Esto muestra que f* El ~ B es de tipo numerable punteado. O 

En la Proposición 5.5 mas adelante se muestra que la clase de haces 

G-principales de tipo numerable punteado determina un conjunto si 

consideramos a ésta bajo la relacÍón de equivalencia dada por isomor

fismo de haces. Denotamos por KG(B, bol a este conjunto. 
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Ya que los haces G-principales de tipo numerable punteado satisfacen 

la.') hipótesis del Teorerna 4.3, de la Proposición 4.4 y 4.7 se sigue que 

si E' 4. E' es un haz G-principal de tipo numerable punteado, la 

asignación que a cada aplicación punteada f: (B, bol ---> (B', b~) asocia 

el haz G-principal inducido por p' a través de j, se realiza en una 

función de conjuntos: 

[(B, bol, (B', b~)l !4 Kc(B, bol. 

4.3. Holonomía homotópica de haces G-principales. 

Definiremos ahora la holonomía homotópica de los haces G-principales. 

Notemos primero que si E -4 B es un haz G-principal de tipo numer

able punteado, de acuerdo con nuestra definición de estos objetos, E es 

un espacio punteado con punto básico Xo y por el Teorema 4.3 existe 

una aplicación r de levantamiento de trayectorias punteada de p. 

Definición 4.8. Sea E -4. B un haz G-principal que satisface las hi

pótesis del Teorema 4.3, por ejemplo, p de tipo numerable punteado; y 

sea r una aplicación de levantamiento de trayectorias punteada de p. 

A la clase de homotopía punteada de la aplicación 

Ar: ([¡(B, bol, Wb,) ---> (G, e) 

definida como 

la llamamos holonomía homotópica del haz G-princzpal p, donde 

es el encaje canónico de G en E a través de Xc, es decir, jxo (g) = Xo' g. 
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La independencia de la elección de la aplicación de levantamiento de 

trayectorias punteado en esta definición, se debe al Teorema 2.1l. 

También del Teorema 2.11 se sigue el siguiente resultado. 

Teorema 4.9. Sea E J+ B un haz G-principal que satisface las hi

pótesis del Teorema 4.3, por ejemplo, p de tipo numerable punteado; 

entonces la siguiente es una sucesión Ho-exacta larga: 

( f!(j) f!(p) 
Q(G,e) ~ Q(E,xo) ~ Q(B,bo) 

, ) 
( J P 

G c'------'---_ E ----'---_ B, 

donde [A] es la holonomía homotópica de p_ 

Si (X, xo) es un espacio punteado, denotamos por 1ro(X, xo) al con

junto [(SO, 1), (X,xo)]_ Notemos que si G es un grupo abstracto, en

tonces el conjunto 1ro(G,e) tiene estructura de grupo inducida por la 

estrucura de H-grupo de (G, e)_ 

Teorema 4.10. Sea E -4 B un haz G-principal que satisface las hi

pótesis del Teorema 4.3, por ejemplo, p de tipo numerable punteado; 
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entonces se tzene una sucesión exacta larga de grupos: 

( . 

7I"3(B, bol 
) 

J. p. 
7I",(G,e) - 7I",(E,xo) - 7I",(B,bo) 

Á. ) 

( . 
J. p. l. 

7I",(G,e) - 7I",(E,xo) - 7I",(B,bo) - 7I"o(G,e) 

donde [Ajo es la holonomía homotópica de p. 

Más aún; 

(i) Si E es conectable por trayectorias 

Á 
"'1 (B, bol "> 7I"o(G, e) --> O 

es una suces'/,ón exacta de grupos. 

63 

(ii) S, G es un grupo topológico dzscreto los grupos 7I"o(G, e) y G son 

isomorfos y entonces 

71"1 (E, eo) 471"1 (B, bol ~ G 

es una suceszón exacta de grupos, 

Demostración. 

H -exactztud de "'1 (E, xo) 4 "1 (B, bol --> 7I"o(G, e): 

Como p satisface las hipótesis del Teorema 4.3, podemos considerar 

una aplicación r de levantamiento de trayectorias de p. No es difícil 

ver que si esta aplicación es la construida en la prueba del Teorema 

4,3, entonces 

Ar: (D(B,bo),Wbo) --> (G,e) 
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es un morfismo de H-grupos (ver [2]). Se sigue que la sucesión 

n(p) >'r 
D(E,xo) ~ D(E,bo) ~ (G,e) 

es una sucesión Ho-exacta de H-grupos y morfismos de H-grupos por 

lo que la sucesión inducida 

1To(D(E,xo) ~ 1To(D(E,bo) - 1To(G,e) 

es una sucesión exacta de grupos. 

Como se tienen isomorfismos de grupos 

1Tl(E,xo) S; 1To(D(E,xo) 

1Tl(E, bol S; 7ro(D(E, bol 

se concluye que 

es una sucesión exacta de grupos. 

Supongamos ahora que E es conectable por trayectorias, es decir, 

7ro(E,xo) = o. 

Como 
>'r j",o 

D(E,bo) ~ G ~ E 

es una sucesión Ho-exacta, se tiene que 

im(Ar.) = jxo. '(0) = 1To(G, e) : 

1ToD(E, bol ~ 1To(G, erj~ O 
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por lo que la sucesión 

Á, 

1f1 (B, bol ~ 1fo(G, e) ~ ° 
es una sucesión exacta de grupos. 

Puede observarse facilmente que si G es un grupo topológico disccto 

1fo(G,e) ~ G 

Iflo f---->- f ( -1) 

es un isomorfismo de grupos. Se tiene entonces una sucesión exacta de 

grupos 

p. ..\. 
1f¡(E,xo) ~ 1r¡(B,bo) ~ G. 

El resto se sigue del Corolario 2.13. D 

De este Teorema obtenemos inmediatamente los siguientes resultdos. 

Corolario 4.11. Sea E -'+ B un haz G-prmcipal que sal!sface las hi

póteszs del Teorema 4.3, por ejemplo, p de tipo numerable punteado. 

Supongamos que E es un espado coniraible. 

Se tiene entonces que 

si n > O 

si n = O 

en particular, si G es un grupo topológzco discreto 

{

O SI n > 1 
1rn (B, bol ~ 

G Sln=l 
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Demostración. Como E es contraible: por la Proposición 2.20 se tiene 

que 7rn(E,xo) = O para toda n > O. Por el Teorema 4.10 se concluye 

que 

Como E es contraible, también es conectable por trayectorias. Por el 

Teorema 4.10 se tiene que 

1r¡(B,bo) ~ "o(G,e). 

o 

Corolario 4.12. 

si n > 1 

si n = 1 

Demostración. Considera la aplicación exp: IR. --+ §I definida como 

exp(t) = e2rit. No es dificil mostrar que exp es un haz Z-principal, 

por la Proposición 4.6 exp es un haz ::E-principal de tipo numerable 

punteado. El resultado se sigue entonces del Corolario pasado pues 1R 

es contraible. o 

Teorema 4.13. Sea E 4 B un haz G-principal que satisface las hipó

tesis del Teorema 4.3, por ejemplo; p de tipo numerable punteado. Su

pongamos que E es un espacio contraible y que (G, e) es bien punteado. 

Si [.-\]0 es la holonomía homoiópica de p, entonces 

.\: (rl(B,bo),Wb,) -+ (G,e) 
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es un morfisrno de H -grupos y una equzvalcncza homotólnca pu.nteada. 

En particulaT, 

A: [(W, 1Uo), (¡¡(B, bO),Wbo)]--> [(w, wo), (G, e)] 

es un isomorfismo de grupos pam todo espacio punteado (W, wo). 

Demostración. En la demostración del Teorema 4.10 ya habíamos no

tado que A es un morfismo de H-grupos. Como E es cOlltraible y (G, e) 

es bien punteado, se sigue del Corolario 2.21 quc 

[(G, e), (E, xo)] = O = [(G, e), (¡¡(E, xo),wxo )] 

Se sigue entonces de la sucesión Ho-exacta del Teorema 4.9 que ten

emos una biyección de conjuntos (realmente un isomorfismo dü grupos) 

[(G, e), (¡¡(B, bo),wbo)] ~ [(G, e), (G, e)] 

por lo que podemos encontrar una aplicación 

p: (G, e) --> (íl(B, bol, w",,) 

tal que Ar o p '" ida (rel e). 

Se tiene que la siguiente composición de funciones entre conjuntos es 

la identidad: 

[(G. e). (G, e)] -4 [(G, e), (¡¡(B, bol. Wbo)] :>:¡ [(G,e). (G, e)1 

Como Ar* es una función biyectiva se concluye que también la com

posición p* o Ar* es la identidad. De esto último se sigue que 

pO Ar '" idoCE.bo) (rel bol. 

o 
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Supongamos ahora que E 1+ B Y El '!!..r B son dos haces G-principales 

de tipo numerable punteado y que r.p: E --+ E' es un isomorfismo entre 

ellos. Si r es una aplicación de levantamiento de trayectorias pun

teada de p, entonces r': BI XB E --+ El definida como r'(a,x)(t) = 

¡?(f{a,,,,-l(x)){t)) es una aplicación de levantamiento de trayectorias 

punteada de p'. Si notamos que íp o jxo = jx.~ entonces 

Ar-(W 1 = iro -1 ('1'-1 (r(w, x~l(l))) 

= ('1' o jXo)-l (<p-I(r(w, x~)(l))) 

= j;o'(r(w,x~)(l)) = Ar(w). 

donde j" (resp. ú,l es el encaje canónico de G en E (resp. E') a 

través de Xo (resp. xb), es decir, jxo(g) = Xo' g (resp. j",(g) = xb' g). 

Se tiene entonces que la asignación que a cada haz G-principal sobre 

B de tipo numerable punteado asocia su holonomía homotópica, se 

realiza como una función de conjuntos: 

Ka(B,bo) ~ [(O{B,bo),wbol,{G,el] 

Teorema 4.14. Sea E J+ B un haz G-principal que satisface las hipó

tesis del Teorema 4.3, por ejemplo, p de tipo numerable punteado. Si 

[Alo es la holonomía homotópíca de pi tenemos un cuadrado conmuta

tivo: 

TE' 
[(B,bo), (B', Ya)] Ka(B,bo) 

nJ ¡~ 
[(O(B, bol, Wbo), (O(B', bb),wo;)J ~ [(rl(B, bo),w",), (G, e)] 

donde A.([fJo) = [A o f]o. 



HOLONO:-'liA I[O~OTÓI'ICA 69 

Demostrac,6n. Consideremos [!lo E [(B, "o), (B', b~)lo Y sea l' una apli

cación de levantamiento de trayectorias punteada del haz G-principal 

E' t. B'. Si definimos j"l': B1xBj" E' -+ f' En como j"r(", (b, x')(t) = 

(,,(t), ru o ", x')(t)), hemos visto que rr es una aplicación de levan

tamiento de trayectorias punteado de rp'· 

De la igualdad 

Ardw) = j¡;;,xóIU'r(w, (bo,x~))(t)) 

= i/(r(J o w,r~)(t)) 
o 

= Ar o 0.f(w) 

se concluye la conmutatividad. o 
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Existen varias formas de mostrar la existencia. de un hah G-principal 

E' 4 E' tal que 

(10) Ko(B, bol 9! [(B, bol, (E', b~)] 

para todo espacio adecuado (E, bol· 

Lo que haremos ahora será constrmr para cualquier grupo topológico, 

un haz e-principal que cumple con (10) siempre que (E, bol es un 

espacio bien punteado. 

Por último, bajo ciertas condiciones en G, por ejemplo G discreto, 

encontraremos una relación entre los grupos de cohomología de (B , ba) 

con coeficientes en G y la holonomía homotópica de cualquier haz G

principal sobre (E, bol. 

5.1. Construcción del Haz G-Principal Universal de Milnor. 

Si G es un espacio topológico, definimos el espacio C(G) como sigue: 

Como conjunto, C(e) es el producto cartesiano 1 x e bajo la relación 

de equivalencia (t,g) ~ (s, h) si t = O = s. A la clase de equivalencia 

de un elemento (t, g) E 1 x e la denotamos por [t, g] si t i O, Y por 

[O, e] si t = O. 

Damos a C (e) la topología mas pequeña tal que las siguientes apli-

caciones 

(i) C(e) I"¡ 1 donde pr¡([t, gl) = t Y pr¡([O. el) = O 

(ii) c(e)\[o, e] ""f e donde pro([t, gl) = 9 

son continuas. 

La topología que damos a C(G) cumple inmediatamente la siguiente 

propiedad' 

71 
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Lema 5.1. Una base para la topología de C(G) consiste de los siguien

tes subconjuntos: 

(i) ([t,g] E C(G) I O:S a <t < b:S 1 Y g E G} 

(ii) ([t,g] E C(G) I O < a < t < b:S 1 Y g E U}, donde U e G es un 

abierto arbitrario. 

Tenemos entonces 

Lema 5.2. Si X es un espacio topológico y J: X -+ C(G) es una 

función, entonces f es continua si, y sólo si, 

X .4 C(G) "'fI y 

r'(C(G)\[O, Gil 4C(G)\[0, G] ~ G, 

son continuas. 

Consideremos ahora el espacio punteado 

(EG, ([1, el,··· , [O, G],···) = *), 

donde EG es el subespacio del producto I1iEN C (G) definido como 

([t" g,L· .. , [ti, g,j, ... ) E EG 

si un número finito de las ti no son cero y se cumple que ¿i ti = l. 

Entonces, si E 4. B es un haz G-principal sobre B de tipo numerable 

punteado, podemos definir aplicaciones <Pi: E -+ C(G) como <Pi(X) = 

[Pi o p(x), \Oi(X)] si p, op(x) '1" O Y <p,(x) = [p, o p(x),G] si Pi op(x) = O, 

donde !.pz: p-I U~ --+ Ut x G son trivializaciones locales de p. Las aplica

ciones <Pi¡ que son continuas por el Lema 5.2, determinan una aplicación 
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continua ipA: E -) Ee corno ipA(:¡:) = (",¡(x),," ,,;,(:1:),"'), que es 

punteada pues p¡(bo) = 1 Y ,j;¡(xo) = e. 

Definimos una acción derecha libre de G (lIl EG como 

([t¡, g¡], ... , [t" g,], . .. ) . 9 = ([I¡, 9¡9],' .. , [t" g,g], . .. ) 

La acción a..o;;Í definida es continua porque las aplicaciones C(G) -7 

e(e) y e --+ e(e) definid" como [t,g] --+ [t,gh] con h E e fijo, 

y h --+ [t, gh] con [t, g] E e(e) fijo, respectivamente, son continuas 

por el Lema 5.2. Además ipA(X . g) = ipA(") . 9 pues las aplicaciones 

W,: p-¡U, --+ e son tales que Vi,(X' g) = w,(x) . g. 

Si Be es igual a Ee le con la topología cociente y PG: Ee --+ Be 

es la aplicación inducida, se sigue de la igualdad ¡3a(X' g) = ipQ(X) . 9 

que si PG([l, e], [O, e]," .) = PG( *) es considerad" como punto básico 

de BG, existe una función punteada yA: B ~ sr;, t.al que el siguiente 

diagrama conmuta 

9A 
E~Ee 

P ¡ ¡ Po 

B~BG 
9A 

La continuidad de 'PA se debe a que p es una identificación. A esta 

aplicación la llamamos aplicación clasificante del ha.z E -4 B respecto 

de la cubierta tnvwlzzadora A. 

Proposición 5.3. Sea e un grupo topológico. Entonces E(B) "'} BG 

es un haz G-prmcipal de tipo numerable punteado con espacio total con

tra'lble. A este haz lo llamaremos haz G-principal universal de Milnor 

y al espacio BG espacio clasificante de G. 
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Demostración. 

E(E) ~ EG es un haz G-principal de tipo numerable punteado: 

Solamente nos falta ver la trivialización local. Consideremos la cu-

bierta abierta {Uj := {pa(([ti,gi])'EN) E EG I tj # O}}jEN Y notemos 

que Pa'(Uj ) = {([t"g'])iEN E EG I tj # O}. Definimos las aplicaciones 

'Pj: Pa'(uj) -+ UJ x G 

como 

Estas aplicaciones son continuas porque PG y pre: [tjJgjJ!---7 gj son 

continuas. Además, son biyecciones porque son suprayectivas y porque 

dos elementos en la misma fibra de Pe coinsiden si alguna de sus coor

denadas bien definidas 9i son iguales: es decir: donde ti =F O. 

Mostraremos que i.pJ es un homeomorfismo observando que las apli

caciones 'Pj son abiertas, para lo que es suficiente mostrar que las apli

caciones pra: C(G)\[O,GI-+ G y pa son abiertas. En efecto, por un 

lado, la aplicación cociente inducida por una acción de un grupo siem

pre es abierta; así pa es abierta. Para ver que pra: C(G)\[O, Gl -+ G 

es abierta notemos que los abiertos de C(G)\[O, Gl son de la forma 

pr¡'(V) n pra' (U) donde U e G y V e 1 son abiertos. Pero 

por lo que prG : C(G)\[O,G] -+ G es abierta. 

Por último notemos que la proyección prI : C(G) -+ 1 determina 

un conjunto de aplicaciones continuas {Pj: EG -+ I} definidas como 
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flj(([t" G])'EN) = tr Estas aplicaciones satisfacen que fl;' (0,1] = U" 

I:, p,(b) = 1 Y p,(bo) = 1. 

Para una prueba de que EG es contraible ver [3]. 

Como EG es contraible, podernos concluir lo siguiente. 

Teorema 5.4. Sz G es grupo topológ'ico, 

sz n > O 

{

7rn (G, e) 
7rn+l(BG,pc(*» S; 

[(SO, 1), (G, e)] S'l n = O 

en pa.rticular BZ G es un espacio topológico disc7'eto, 

si n > 1 

si n = 1 

Demostración. Este resultado se sigue del Corolario 4.11. 

o 

o 

Si E .!..t B es un haz G-principal sobre B con aphcación claslfi

cante 'PA respecto de una cubierta trivializadora A, podemos definir 

una aplicación 'lj;A: E --> 'PÁEG como 'lj;A(X) = (p(X),I'A(X», donde 

¡pÁEG <,?~ B es el haz inducido de Pe a través de rpA. 

Por la Proposición 4.2, ya que 'PÁPG o 'lj;A = P y 'lj;A(X . g) = li'A(X) . g, 

se tiene que el haz G-principal E ~ B es isomorfo a rpÁEG ~ B. 
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Proposición 5.5. Si E -4 B es un haz G-principal sobre B ¡ son e

quivalentes las siguientes afirmaciones: 

(i) E J'., B es de tipo numerable punteado. 

(ii) Existe una aplicación punteada 'P: B -+ BG tal que 

E J'., B es isomorfo a 'P' EG ~ B. 

Demostración. Nosotros ya mostramos después del Lema 5.2 que si 

E .!!t B es de tipo numerable punteado entonces existe la aplicación 

punteada 'P: B -+ BG con la propiedad requerida. 

El recíproco se sigue de la Propósición 4.7 que asegura que el haz 

inducido de un haz de tipo numerable punteado es de tipo numerable 

punteado y de la Proposición 5.3. D 

Por la Proposición 5.5 la familia de los haces G-principales de tipo 

numerable punteado sobre un espacio B determina un conjunto, al que 

ya denotamos por Kc(B, bo), cuando consideramos a esta familia bajo 

la relación dada por isomorfismo de haces. Por la Proposición 4.6, si B 

es normal y 2-numerable KG(B, bo) es el conjunto que determinan las 

clases de isomorfismo de los haces G-principales sobre B. 

Proposición 5.6. Sea (B, bo) un espacio bien punteado. Tenemos en

tonces que la función que representa a la asignación que a cada apli

cación punteada f: (B, bol -+ (BG, *) asocia el haz G-principal in

ducido por Pe a través de f: 

[(B, bol, (BG, *)1 I~ KG(B, bol, 

es una biyección de conjuntos. 



Dcmostmción. Por la Proposición 5.5 

[(B,bo),(BG,_)]".!f Ko(B,bo) 

C8 una función sobre. 

Supongamos ahora quc 

1,g: (B,bo) --+ (BG,-) 

son dos aplic:aciollcs punteadas tales que los haces inducidos por Pe a 

través de ellas son isomorfos. Si E .!..-,. B es un haz G-principal que es 

isomorfo a FpG y a g*Pa se tienen entonces dos aplicaciones punteadas 

<p, 1/;: (E, xo) --+ (EG, -) 

tales que 

(i) <p(x· g) = <p(x) . 9 y 1/;(x' g) = "Ij;(x) . g; y 

(ii) Po o <p = 10 p y Po o1/;= 9 o p. 

Como <p(x· g) = <p(x) . 9 y 1/;(x . g) = 1/;(x) . g, se tiene que <p y 1/; 

determinan dos aplicaciones punteadas 

<p',1/;': (B,bo) --+ (EG,*) 

tales que Pe o ¡p' = f y Pe o 'ljJ' = g. 

Si observamos que por el Corolario 2.21 tenemos que 

[(B, bol, (EG, *)] = O, 

pues EG es contraible y (B , ba) es un espacio bien punteado, se concluye 

que [<p']o = [jb']o· Entonces 

[J]o = Po. ([<p']o) = Po.([jb']o) = [9]0. 

o 
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Definición 5.7. Sea (B, bol un espacio bien punteado. Si E -4 B es 

un haz G-principal de tipo numerable punteado llamamos a la única 

clase de homotopía ["Jo E [(B, bol, (BG, *)J tal que p es isomorfo a 

rp* EG, la aplicación clasíficante de p. 

Proposición 5.8. Sea E -4 B un haz G-pTincipal de tipo numerable 

punteado. Si (B, bo) Y (E, xo) son espacias bien punteados; la siguiente 

es una sucesión Ho-exacta larga: 

. ( O(j) O(p) 
[¡(G,e) ~ [¡(E,xo) ~ [¡(B,bo) 

Á ) 

j 

donde [.\Jo es la holonomía homotópica de p y ["Jo es la aplicación 

clasificante de p. 

Demostración. 

Ho·exactitud de E -4 B -'+ BG: 

Observemos primero que como E -4 B es de tipo numerable pun

teado existe una aplicación clasificante 'P. Como (E, xo) es un espacio 

bien punteado y EG es un espacio contraible, del Teorema 2.19 se sigue 

que [(E, xo), (EG, *)J = O. Notemos ahora que" o p '" O (rel. xo) pues 

hay un diagrama conmutativo 
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y tenernos que O = PG.([í'lO) = ['1' opio. 

COllsidermos ahora un espacio punteado (W, wo) y una aplicación 

f: (w, wo) -> (B, bol cou la propiedad '1' o P '" O (rel. wo). Corno 

EC ~ BC es un haz de tipo numerable punteado, por la Proposición 

4.3, EG ~ BG tiene una aplicación de levantamiento de trayectorias 

punteada, y según la prueba de la Proposición 2.11 podemos levantar 

una homotopía punteada H,: cpel') '" 'P o f: (W,wo) -+ (BC,PG(*)) 

a una homotopía punteada H,(W, wo) -+ (EC, *) con la propiedad 

Ho = c. y po H, = H,. 

Si ;¡;: ¡p" BG -+ E es un isomorfismo de haces G-principales sobre 

B, entonces la aplicación'¡': (w, wo) -+ (E,xo) definida como ,¡,(w) = 

;¡;(f(w), H¡(w)) cumple que P o 1/) = f· 
El resto se sigue del Teorema 4.9. o 

Notemos que el Teorema 4.10 se sigue también de los Teoremas 5.8 

y 5.4. 

Teorema 5.9. Si G es un grupo topológico tal que (G, e) es un espacio 

bzen punteado1 entonces 

es una equzvalencia homotópzca punteada. donde [A]o es la holonomía 

horno tópica de EC ~ BC. 

Demostración. Ver el Teorema 4.13. o 

El siguiente Teorema muestra escencialmente que la función holonomía 

[{e(B, bol ~ [(O(B, bo),wbo)' (C, e)1 

ESTA TESIS NO SAL!" 
DE LA BIBBOTECA 
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corresponde, salvo isomorfismos naturales; a la función O que a cada 

morfismo asocia la correspondiente aplicación entre los espacios de la-

zos. 

Teorema 5.10. Sea G un grupo topológico. Si (B, bol Y (G, e) son 

espacios bien punteados; se tiene un diagrama conmutativo: 

A, 
Kc(B, bol , [(O(B, bol, Wb,), (G, e)J 

1I 1I 
[(B,bo), (BG,PG(.))J ~ [(O(B,bo),wbol, (O(BG,PGH),w,,)J 

n 

Demostración. La conmutatividad se sigue del Teorema 4.14. Las 

biyecciónes se probaron en los Teoremas 5.6 y 5.9. O 

5.2. Grupos de Cohomología. 

En esta última parte entenderemos por un CW-complejo punteado 

a una pareja (X, IO) donde X es un CW-complejo numerable y Xo una 

O-célula de X 4
• Entonces (X,xo) es un espacio bien punteado y todo 

haz G-principal sobre (X, xo) es de tipo numerable punteado. 

Es conocido el siguiente resultado. Ver por ejemplo [IJ. 

Teorema 5.11. Sea A un grupo abeliano jinitamente generado. 

Existe una familia 

donde (K(A, n), *) es un CW·complejo punteado con estructura de H· 

grupo tal que 

,,=(K(A, n), *) S< { : 
sim:f;n 

sim=n 

4 Para las definiciones de CW -complejo numerable y n-célula ver [1]. 
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y donde 

r!>,.: (íl(1((fl,n+l),o),w.) -+ (1((A,n),o) 

es un morjü5mo de H -espacios y una equivalencia horno tópica punteada. 

Los e"pacios (1((A, n), o) son llamados espacios de Eilenbe'y-Mac 

Lane de tipo (A, n). La. familia 

{(K(A, 11,), o), r!>,,},,>o 

se conoce como espectro de Eilcnbe1g-.Mac Lane . 

Si A es un grupo abeliano finitamente generado, por el Teorema 

pasado tenemos una familia de funtores 

~op~o ' I1)t 

(W,wo) e---->- [(W,u>o)], (I«A,n), 0)1 

donde Q)t denota la categoría de grupos. Al grupo [(W, ViO)], (/((A, n), 0)1 

lo denotamos como fIn(lF, Wo; A) y lo llamarnos n-ésimo grupo de co

homología de (W, wo) con coeficientes en A 5 . 

Al morfismo de grupos 

inducido por el funtor [2 y por el morfismo de H-grupos 1Jn lo llamamos 

morfismo de lazos en cohomología. 

5Lo que nosotros estamos definiendo aquí son los llamados grupos de coholTIología 

homotópica. Puede mostrarse que si (W, wo) es un C\V -complejo punteado entonces 

estos grupos coinciden con los grupos de chomología singular (Ver [1]) y que ::;i 

(TV, wo) es un espacio paracompacto y de Hausdorff comciden con los grupos de 

cohomología de Chech (Ver [..JoD. 
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Se tiene la siguiente caracterización de los espacios de Eilenberg-Mac 

Lane en la categoría de los espacios G\V-complejos punteados. 

Teorema 5.12. Sea A un grupo abeliano finitamente generado. Sí 

(X, xo) es un espacio CW-complejo punteado 7 tal que 

el juntar 

{

O sim-l-n 
1Cm (X,XO) "" A 

S'lm=n 

Top~o ; ®, 

(W, wo) e----.- [(W, wo), (X, xo)1 

es naturalmente isomorfo al Juntor f¡n(w, Wo: A). 

Demostración. Ver [11. o 

Por este Teorema, si (X,xo) es un espacio CvV-complejo punteado tal 

que 

si m -¡ n 

si m=n 

decimos que (X,xo) es un espacio de Eilenberg-Mac Lane de tipo (A, n). 

Teorema 5.13. Sea G es un CW-grupo6 que como grupo abstracto es 

abeliano y jinitamente generado. Si G es un espacio discreto; entonces 

(EG, *) es una espacio de Eilenberg-Mac Lane de tipo (G,I). 

Si (B,!Jo) es un espacio bien punteado: podemos concluir que se tiene 

una biyección. 

Kc(E, bol "" HI(E, bo; G) 

'Ver [6J. 
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y entonces un cuadrado conmutativo que relaciona la función holonomía 

con el morfismo de lazos en cohomolog-iu 

Ao 
1(a(B,bo) - [(n(B,bo),wb,), (C,e)J 

ID ni 
f¡l(B, bo; C) ----;;-->- f¡'(n(B, bol, W"; C) 

Demostración. En [6J se muestra que (BC, *) es un espacio CW-complejo 

punteado bajo la condición de que G sea un CW -grupo. Por el Teo

rema 5.4 se sigue que (BG) *) es un espacio de Eilenberg-Mac Lanc de 

tipo (C, 1). 

El resto se sigue del Teorema 5.10. o 

De la misma forma se tiene: 

Teorema 5.14. Sea G es un CW-grupo y A un grupo abstracto abeliano 

y jinitamente generado. Si G es un espacio de Eilenberg-Mac Lane de 

tipo (A, n), entonces (BC, *) es una espaclO de Eilenberg-Mac Lane de 

tipo (A, n + 1). 

Sz (B, ba) es un espacio b'ten punteado, podemos concluir que se tiene 

una biyección. 

y entonces un cuadrado conmutativo que relaciona la función holonomía 

con el morfismo de lazos en cohomología 

Ao 
1(a(B, bol ~ [(n(B, bol, w,,), (C, e)J 

ni ni 
f¡n+l(B, bo; A) 7 f¡n+2(n(B, bol, W"; A) 
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Señalemos tres casos importantes: 

G = 2 (Cubrientes regulares con cíclica infinita) 

Tenemos para todo espacio bien punteado (B:bo) una biyección 

K,(B, bol "" f.¡I(B, bo; 2) 

y un cuadrado conmutativo que relaciona la función holonomía con el 

morfismo de lazos en cohomología 

A, 
Kz(B, bol ~ [(D(B, bo),wb,), (2, O)] 

111 111 
f.¡I(B, bo; 2) ----;:;- f.¡'(D(B, bol, Wb,; 2) 

G = Z2 (Haces vectoriales lineales reales) 

Tenemos para todo espacio bien punteado (B, bo) una biyección 

y un cuadrado conmutativo que relaciona la función holonomía con el 

morfismo de lazos en cohomología 

A, 
K,,(B, bol ~ [(rl(B,bo),wb,), (22, O)] 

m 10 
f.¡I(B, bo; 2,) ----;:;- f.¡'(rl(B, bol, Wb,; 2:,) 

G = §I (Haces vectoriales lineales complejos) 

En el Corolario 4.12 se muestra que §I es un espacio de Eilenberg

::VIac Lane de tipo (Z,l). Tenemos entonces para todo espacio bien 

punteado (B, bo) una biyección 
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y un cuadrado conmutativo que relaciona la. fundón holonomía con el 

morfismo de lazos en cohomolog,ía 

Ao 1 
Ks,(B, bol - [(I1(B, bo),wbo)' (§ ,O)] 

In ~ 
f¡2(B, bo; Z) ~ f¡3(I1(B, bol, Wbo; Z) 

o 



REFERENCIAS 

[1] M. Aguilar, S. GiUer, C. Prieto, Topología algebraica, Un enfoque hornot6pico, 

Primera Edición, McGraw-Hill, (1998). 

[2J Edgar Brown Jr., Twisted tensor products, J, Annals of Mathematics, 69, No. 

1,223-246 (1959). 

[3] Albercht Dald, Partitwns oi umty in the theory oi fibrat1Ons, Annals of Math

ematics, 78, No. 2, 223-255 (1963). 

[41 Peter J. Huber, Homotopical Cohomology and Ceeh Cohomology, Math. Annalcn 

144,73-76 (1961). 

[5J Witold Hurewicz, On the concept of fiber space, Proc. N. A. S., 41,956-961 

(1955). 

[6] John Milnor) Construction oi universal bundles, 1I, Annals of Mathematics, 63, 

No. 3, 430-436 (1956). 

[71 Rolf Sehan, The Browman classificat10n of fiber space, Arch. Math., 39, 359-365 

(1982). 

[8] George W Whitehead, Elements of Homotopy Theory, Springer-Verlag, (1978). 


	Portada 
	Contenido
	Introducción
	1. Preliminares
	2. Fibraciones y Holonomía Homotópica
	3. Equivalencia Homotópica Fibrada
	4. KG(B,bo) 
	5. Grupos de Cohomología y Holonomía Homotópica
	Referencias

