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CURVAS HORIZONTALES EN CANALES A RÉGIMEN SUBCRÍTICO 

PRÓLOGO 

Esta tesis fue realizada para cumplir con el requerumento que se hace a todos los estudIantes de nivel 
lioenciatura en la Facultad de Ingelllería de la UNAM. Es sabido que el conocimiento es algo que se 
encuentra en constante expansión, cada vez más rápida, siendo las universidades el lugar Ideal para que el 
nuevo conocimIento se fonnahce y se adapte de manera que pueda ser transmitido a las generaciones que 
sIguen. Si blen esa es tarea esencIalmente de investigadores y profesores, los alumnos, con nuestra poca 
expenencia, tambIén podemos hacer pequeñas contribuciones a ese avance, lo cual se da a través de las tesis 
de }jcenciatura. Contribuir con una aportación acadénuca puede ser mas útil para los fines de la universIdad 
que dar dinero y es una forma de retribuir la formación que uno recibió como estuchante El objetivo de la 
tesis es que el egresado tenga una idea de cómo llevar a cabo una investIgación, ya sea a nivel bibliográfico 
y/o práctlCO~ que tenga la capacl(iad de interpretar sus resultados y generar conclUSIones con cnterio propio 
(claro, con la guía de un director de tesis para eVItar desvaríos), eso le servirá en su ejercicio profesional, aun 
si no se dedica propiamente a la investigación o a actividades académicas. 

La tesis en este caso es una breve investigación a mvel bibliográfico y de aplicación sobre los temas 
que se menCIonan en el título, enfocados especialmente a tratar de dar lUla SolucIón actualizada a un 
problema, pequeño pero significatlvo dentro del área de la hIdráulica de canales. 

INTRODUCCIÓN 

La mayoría de los libros rusponibles en México, que de alguna manera pueden contribuir a lograr los 
objetIvos de ésta tesis, son de las décadas de los años cmcuenta y sesenta, así que para contar con 
informaCión más actualizada se recurre también (como se puede constatar en la Bibliografía) a revIstas y 
publicaCIones de las áreas de Ingeniería Hidráuhca y Mecánica de FlUIdos, las cuales hasta nuestros días se 
siguen publicando. Estas reVIstas publican artículos que son seleccionados entre muchos que son propuestos 
cada año por investtgadores de todo el mundo Según exphca una de las publIcaCIOnes, se da preferencia a 
los artículos que contribuyen con nuevo conocuruento, el cual es fácil de aplicarse en forma mmedIata al 
diseño y construcción de todo tlpo de obras hIdráulicas. 

El desarrollo de esta tesis es exclUSIvamente en el ámbito teónco y de aplIcación, haCIendo referencia 
a los experimentos de otros autores. Se desechó la opCIón de realIzar programas expenmentales para 
construIr un modelo de canal artificial de sección cualquiera, debido a la falta de presupuesto y 
especialmente por la enorme cantidad de tIempO que suele tomar la realización de teSIS basadas en modelos 
experunentales. 

Tomando en cuenta que una tesis muy elevada y compleja podría resultar caSI mútil para cualqUIer 
estudiante o ingeniero por su poca aplicabilidad, se procura exponer todo de manera dIrecta y sencilla para 
que esta tesis le resulte fácil de entender a cualqUIer estudIante de mgenieria CIVIl 

1. ASPECTOS GENERALES 

I.l Planteamiento del problema 

El mseño en la fngenieria Hidráulica toma en cuenta todas las variables y fenómenos conocidos y 
mas o menos cuantificables que mfluyen en el comportannento del agua y por tanto en la operación de los 
dJstmtos sistemas hIdráulicos. En la HidráulIca de Canales se diseñan y construyen, entre otras, las 
conduccIones conocidas como canales que son básicamente carnmos con dueccIón específica que el agua ha 
de seguIr y en los cuales la superfiC1e libre del líqUIdo se mantIene en contacto pennanente con la presión 
atmosfénca. Los canales se construyen de acuerdo con el gasto º que han de conducIr, el uso que se les dé, 
las condiciones topográficas. el espacio rusponible, material de excavacIón, etc, por mencIOnar algunos 
factores que influyen en el trazo y fanna de los canales 
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El trazo de lU1 canal conlleva caSI mvanablemente a la necesidad de hacer uno o más cambios en la 
dirección de flujo, ya sea en un plano vertical (que seria un cambio brusco o gradual en la pendiente de 
plantilla del canal So), en un plano horizontal o una combinación de ambos. Las características del flujo a 
través de una curva o cambio de duecóón son notablemente dlstmtas de las del flujo en línea recta 

El cambio de dUecClón en un plano honzontal es claramente visible cuando se observa el canal 
según la vista en planta. ya que puede ser de manera abrupta o gradual Cuando es de manera abrupta, lUla 

línea imaginaria a la mitad del cauce, representativa de la dIreccIón de desplazamiento efectIvo del agua y 
llamada eje del canal, modifica su curso en un vértice dado con el ángulo (.f) ) definido entre la dirección 
anterior y la nueva rurección Por otro lado, el cambio gradual de dIreccIón implica que no hay un vértice de 
cambio de dirección sino una trayectona curvilínea de cuyos extremos es tangente el eje del canal antes y 
después de la curva. A su vez el cambio abrupto de dirección puede descomponerse en varios vértices que 
impliquen cada uno lU1 cambio menor, de manera que dos, tres, cuatro o la cantidad de vértices que sean, den 
en suma el ángulo total de cambio de dIrección horizontal en el canal. SI el número de vértices en que se 
divide Wl cambIO abrupto es muy grande, se tiende a la forma gradual, que geométncamente Implica un 
número infmito de lados. 

El agua es un fluido relativamente pesado (alta densidad), por tanto con inercia grande y un cambio 
de dirección horizontal implica un cambio total en su estado de mOVImiento, pasando de un mOVImiento 
rectilíneo a uno curvilíneo. Esto provoca un reajuste de los vectores de velocidad de todas sus partículas De 
observaciones experimentales en régimen subcritico se sabe que las velOCIdades tienden a ser mayores en el 
interior de la curva cuando ésta mICla: la distnbuclón de velOCIdades longitudmales gradualmente se va 
reacomodando durante toda la trayectona cUfVllínea hasta que las velocidades mayores quedan en el flanco 
exterior del canal, de manera que se compensa la desproporción debida al aceleramJento imcial en el flanco 
interior y se mantiene la contmUldad del gasto circulante Algunas de las medJciones de la velocidad 
longitudinal hechas por Lien (1999) 10 muestran esquemáticamente en la figura 1.1 

Q 

VelOCidad longttudinal v 

Q 

Figura 1.1 Evolución del perftl transversal de la velocidad longitudinal 
a lo largo de una curva (vista en planta) 

Sobre el comportamiento de las líneas de velocidad longltudmal v puntual en lUla curva, SIlva (1999) 
hizo pruebas con flujo subcritico en canales artificiales y encontró que el comportamiento es distinto de 
acuerdo con la sinuosidad. Para esto la smuosldad está defimda como el cociente de la distancia entre dos 
posiciones de un canal a lo largo de su línea mecha, sobre la dlstancl3 en línea recta entre las dos posiCIones, 
de manera que una trayectona rectIlínea tiene sinuosidad Igual a uno, es decir 
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donde 
; sinuosIdad (adImensional) 

le longltud a lo largo de la línea media del canal entre 2 puntos. 
Ir longItud en línea recta entre los mismos 2 puntos. 

(l.l 1) 

La diferencia de comportamiento es más visible entre dos condiciones extremas de poca y alta 
sinuosIdad En la primera, la tendencia del líquido de mantener su estado de movimiento hace que sus líneas 
de corriente se acumulen en el flanco interior de ia curva, lo que compensa notablemente la tendencia a la 
sobreeievac¡ón característica en las curvas horizontales. Por otro lado la misma inercia del fluido en ei caso 
de alta sinuosIdad (bajo radio de curvatura) hace que ías imeas de corriente se encuentren con ia pared 
extenor del canal, lo que las obliga a retomar la dirección paralela al eje del canal, esto explica que la 
wbreelevación se ve aumentada conforme disminuye el radio de curvatura (figura 1.2). 

En cuanto a la distribución vertical y horizontal de la velocidad longitudinal ( v ) el lector puede tener 
referencIa de múltiples autores acerca de la fonna aproximadamente parabólica que tienen dependiendo de 
las condiciones de flUJO, con la característica de valer cero Junto a las paredes y planttlla del canal. 

Se podría afinnar que la aparición de un componente vectorial de aceleración adIcional llamado 
aceleracIón centrifoga es la principal causa de que el flujo en curvas horizontales sea distinto del de 
trayectorias rectilíneas. El fenómeno de la aceleración centrífuga es una característica fisica común a todo 

cuerpo con masa dIstinta de cero que siga una trayectoria curvIlínea. Toda aceleración está dada por dv 
dI 

(vanación de la velOCIdad en un lapso de tiempo). La velocidad es un vector, por tanto, hablar de su 
variación es hablar de un cambiO en su magnitud y/o en su dirección y/o en su sentido. En el caso del canal 
curvo la aceleración centrifuga aparece princlpaimente por ei cambIO en la dirección de la velocidad 
longitudinal del agua 

Una trayectoria curvilínea se puede representar como un fragmento de crrcunferencia con sus 
respectivos radIO y centro de circunferencia, mientras más aguda sea la curva menor es el radio característICO 
(una trayectona rectilínea tIene radio de curvatura infinito) y la aceleración centrifuga siempre está en 
dIrecCIón ortogonal a la trayectona y en sentido opuesto al centro de curvatura 

El componente de velocidad que induce el vector de aceleración centrifuga a~ es también en 

dIrecclón radIal respecto de la curva, obligando así a las partículas de agua a desplazarse transversalmente 
respecto del eje del canal La velOCidad radial o transversal ( u ) solamente haría que el fluido se deSVIara de 
la trayectona cUfVllmea, para esto la pared extenor y el bordo bbre del canaltmpiden tal desplazamiento y 
confinan al líquido dentro del canal Si el canal no tiene un bordo libre lo suficientemente grande, la 
sobreelevación del agua provocada por ésta velocuiad hace que desborde; en cambio, si el bordo libre es 
relativamente grande, el agua no desborda pues su sobreelevación está linritada por la cantidad de energía 
que trae consigo. Al quedar el agua restringida por el bordo libre a no alejarse más del centro de la curva, el 
perfil de velOCIdad transversal u se modifica e mvierte gradualmente hacia el fondo del canal, de manera que 
las partículas cercanas a la superficie se desplazan al exterior de la curva, mientras que las partículas 
cercanas al fondo del canal se desplazan al interior. Esto significa que la velocidad transversal se equilibra a 
sí misma dividiendo su perfil en dos partes, la primera es aquella de los vectores que apuntan en sentido 
contrano al centro de cutvatura y la segunda aquella de los vectores que apuntan hacía el centro de curvatura, 
es decIr, la velocidad transversal u no desaparece pero el agua tampoco se sale del canal. Este flujo en 
direCCión radial se conoce como flUJO secundano. 

El flujo secWldario debe de ser tomado en cuenta ya que, como se verá más adelante, provoca pérdidas 
de energía de un orden similar a las debidas al flujo rectIlíneo, a pesar de tener un perfil de velocidades 
menores. 

Como se observa en la figura 1.3, las líneas de corriente del flujo secundario tienen fonna parecida a 
círculos concéntricos defonnados según la geometría del canal 
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~~~ 
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I 
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I Alta sinuosidad 

corrrente 

Figura 1.2 Distintas condiciones de sinuosidad, vistas en planta 

La sobreelevación Mi mencionada, es provocada por la velocidad transversal y sIgnifica un aumento 
del nivel del agua en el lado extenor del canaL Como se observa en la figura 1 4, la sobreelevac¡ón conlleva 
a una depresión al interior de la curva por simple conservación de la materia. 

Si se considera a su vez el componente de velOCidad tangencial (longitudinal) a la curva que tlenen 
todas las partíc~'>" del agua, la suma de vectores da por resultado un flujo helicoidaL El fluy' ~ .. " ~,')idal tiene 
el aspecto de una ~ espiral y es más fáCil de observar si ai agua se le deja caer momentáneamen.. ;>.';00 líqUIdo 
colorante al imclo de una curva. 
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Figura 1.3 Esquema representativo de la evolución del campo vectorial de velocidades transversales 
u o flujo secundario 

El flujo helicoidal es de mterés porque Su presencia agrega términos referentes al esfuerzo cortante y 
al cambio en la cantidad de movmúento radtal a las ecuaciones de movimiento, los cuales influyen a su vez 
en la sobreelevacién del agua. 

Por otro lado, Junto con la redistribución de velocidades tangenciales que se menClona antes, este flujo 
'I-,"'1,coidal induce una fuerte turbulencia en el agua debida al cambio de dirección. misma que para el canal es 
lID factor de desgaste en sus superficies y junto con la sobreelevación constItuyen un factor de resistencia al 
avance 
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Bordo 
lIbre 

t 
t 

b 

r, 

T 

Figura 1.4 Esquema representativo de la sobreelevación en un canal curvo 

En la figura 1 5 se muestran los perfiles aproximados que adquieren las velocIdades de mterés 11 y v. 

Q 
Eje del canal o 
li.'1ea med1a. 

Figura 1.5 Esquema representativo de la distribución de la velocidad 
longitudinal v y de la velocidad transversal u. 

En la figura 1 6 se esquematiza la forma del flujo hehcOldal de una partícula de agua. 
Dependiendo de la geometría del canal, de su pendiente transversal y de la velocidad del agua en una 

curva, es posible que se dé otro fenómeno debido al flujo secundano conocido como separaCIón de fluJo en 
la pared interior del canal, como su nombre lo mdlca, el gasto circulante puede llegar a desprenderse 
totalmente de la pared interior del canal, especialmente si la aceleraczón centrifuga es muy alta por tanto es 
un fenómeno más característico del flUJO supercritico que del subCritlCO 

Cabe mencionar que todas las variables dunensIonales que se manejan en esta tesis así como las 
ecuaciones en que se usan, están consideradas en umdades del 'Jistema InternacIOna! por ser las mas 
convenientes 
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v 

Figura 1.6 Representación gráfica del flujo helicoidai 

Dos parámetros importantes que se consideran en la hidráulica de canales y que en esta tesis se 
mencionarán en varias ocasiones son: 

Número de Reynolds 

Re = ~hV,,!. 
r¡ 

(1.1.2) 

donde Íf es la VIscosidad cmemátlca, Rh el radio hidráulico (magnItud que toma en cuenta la fanna 
del canal), V", la velocidad mecha obtenida del tirante hm sobre el eje del canal y la ecuación de continuidad 

El número de Reynolds es lUla referencia de los efectos de las fuerzas viscosas y de gravedad con 
relación a las fuerzas de mercla internas del flujo Según SOlelo (l976) los rangos para el número de 
Reynolds son. 

Flujo laminar 
FluJo de transición 
FluJo turbulento 

Re< 500 
500 < Re < 2000 

2000 < Re 

En otra de sus obras bibhográficas, Sole/o (1974) proporcIona la gráfica para detennmar la viscosidad 
cinemática para el agua a presión atmosférica igual a la del nIvel del mar y para un amplio rango de 

temperaturas. Por ejemplo para 1ll1a temperatura de 200 e la viscosidad cinemática es 1] = Ixl 0--6 m2/s. 

Número de Fraude 

(1.1.3) 

donde A es el área hidráulica y T el ancho de la superfiCIe lIbre 
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El número de Fraude es un indicador de la proporción entre las fuerzas de merCla en la dirección del 
desplazamiento neto del agua y las fuerzas gravitaclonales que la afectan (su peso) En el flujo subcritico 
tienen más preponderanCia las fuerzas gravitacionales y el fluJo se ve relativamente lento, mientras que en el 
régimen supercritlco dominan las fuerzas merciales y el fluJo se ve relativamente rápido 

El número de Fraude siempre es mayor o igual que cero y los mtervalos son 

FaCíor de {'ncc¡ón 

FluJo SUbCritlCO (lento) 
FluJo crítico 
FluJo supercrítico (rápido) 

Fr< 1 
Fr= 1 

Fr > 1 

En adelante se manejará como factor de fricción a f (de Darcy-Weisbach), el cual depende de las 
condiciones de flujo, por tanto, al analizar dlstmtas seccIOnes transversales de un canal f va cambiando de 
valor Es sabido que el factor de fricción depende directamente del número de Reynolds, aunque no se ha 
podido obtener exclusivamente de ecuaciones de movulllento, sino que se han tenido que crear fónnulas a 
partH de observaciones expenmentales. En este texto se consideran como apropiadas las fórmulas que 
originalmente desarrollaron dIstintos autores para el fluJo uniforme 

Para la zona laminar se tiene como buena aproximación que. 

donde e es el factor de Chezy 

r_8g_24_2417 
. - e' - R~ - VrnR, 

Para la zona de tranSiCión vale la eCüación de ColebíOok y \Vlllte· 

1 [12R, Re.} I 
. J = 210g ---¡: + O 6375 ) 

(1 1 4) 

(1.1.5) 

k s es la rugosidad eqUivalente que definen los autores de la ecuación l 1 5 Y que se puede consultar en 

la referencia de SOlelo (1976) 
Para flUJO turbulento se tiene la fórmula de Nlkuradse para tubos adaptada a canales, parecida a la 

ecuación 1 1.5 

(l 1 6) 

Las ecuaciones 1 1 4, 1 1 5 Y 1 1 6 son sólo algunas de las varias que distintos autores han propuesto. 
Las mas precisas suelen inclUir gráficas y solución por tanteos Dado que en la mayoría de los casos las 
condiciones de flujo en canales son de flUJO turbulento, se puede aplicar alguna de las vanas fórmulas 
desarrolladas para estos casos. La más sencilla es la de Manning - Stnckler: 

. 8 
asuvez f.::::-.F 

e' 

(1 1.7) 

n es el coeficiente de Manning con valores entre O 009 Y hasta 0.5, dependiendo del matenal de las 
paredes y plantilla del canal. El factor n se puede obtener consultando las tablas que de ese factor existen en 
casi cualquier libro de Hldráubca de Canales. La ecuación 1.1.7 no depende chrectamente del número de 
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Reynolds, así que la fórmula 1.1.7 se puede considerar limitada a condiciones de presión cercana a 1 
atmósfera y temperatura ambiente, por lo cual las variaciones en la viscosidad cinemática no provocan un 
error sIgnificatIvo. Además, en el coeficiente de rugosidad (obtenido experimentahnente) ya está implicita la 
relación entre el canal y la viscosidad del agua. 

No está dentro del alcance de este texto profundizar en detalles sobre la manera de obtener el factor 
de friCCIón, es por eso que se ha seleccionado la fónnula más sencilla 

En la práctica se procura evitar los cambios bruscos de dtrección, ya que traen consigo mayores 
pérdldas de energía y mayor desgaste de las paredes del canal (por los fenómenos descritos). así que lo más 
común es que se construyan cambios graduales de dirección 

Muchos L'1vestigadores 'ha..l1 hecho pequeños avances en el estudio de canales horizontalmente 
curvos, sin embargo, hasta nucios del siglo XXI la naturaleza del fenómeno no ha sido de! todo entendida y 
resulta dIficil analizarlo matemáticamente. 

Se conoce como curva horizontal al cambIO gradual de drrección horizontal, y específicamente es el 
caso que mteresa en ésta tesis. En adelante se hará referencia a ella simplemente como curva, ya que no se 
hará más alución a curvas en plano vertical o combinadas. DebIdo a que el flujo en curvas llega a ser 
sumamente complicado de estudiar debido a la cantidad de variables que intervienen en su comportamiento, 
se tendría que hacer un verdadero tratado de varios tomos para poder analizar todos los casos y condiciones 
que tienen que afrontar los ingenIeros hidráulicos. Por tanto se decidIó reducir el objetivo de ésta teSIS al caso 
de curvas de canales con flujo en régImen subcrítico. El caso de flUJO subcrítico tiene un detalle de interés y 
es la formación de un ligero remanso aguas arriba de una curva, el cual se explica con más detalle más 
adelante 

1.2 Importancia de la solución 

No es de esperarse que ias pérdidas de energía y sobreelevación por flujo en curvas sean. muy 
grandes, más que en conducciones de megaproyectos donde se manejan enonnes gastos, sin embargo 
conocer de manera veraz cada parte de un sistema puede favorecer el llegar a soluciones y alternativas de 
problemas mayores que resueltos de manera empírica podrían derivar en situaciones de mayor riesgo o costo 

La importancia de entender mejor los temas de esta tesis radica especialmente en el hecho de poder 
describIr con más claridad y precisión el comportamiento de una estructura hIdráulica común desde antes de 
construirla y verla fíSIcamente en operación, o lo que es lo nusmo, poder predecIr con menor mcertidumbre 
Esta pOSIbilidad es importante en lo referente al diseño, pues éste se vuelve de mejor calidad en cuanto a que 
se ajusta más a la realidad, además de que puede evolucionar en el sentido de una mayor optimización, que 
es a fin de cuentas 000 de los intereses permanentes de tedas las mgenierias 

La necesidad de un modelo matemático más precISO está más bien dada por lo importante que resulta 
el tener un método racional para describir cualquier fenómeno natural que un ingeniero enfrenta. 

1.3 Objetivo del trabajo 

Con esta tesis se pretende hacer en principio una revisión del Estado del Arte, es decir, repasar la 
manera en que actualmente se trata el asunto del flujo en curvas de canales artificiales de cualquier sección 
transversal y con flujo en régimen subcritico, algl.UlOS de los métodos que existen, qué hipótesis se hacen, 
cuáles son las vanables que se consideran y qué tan racionales o empíricos son los métodos aplicados a los 
dos fenómenos de mayor interés (sobreelevación y las pérdidas totales de energía). Una vez revisado el 
estado del arte, se hace un análiSIS de una metodología alternativa a las del capítulo anterior y a partir de ella 
se estructura la manera de aplicarla buscando dar buena descripción y predicción de los fenómenos de 
:interés, es decir otro método, el cual es la esencia de esta tesis. Este método está basado en planteamientos 

::ncos de autores con buena experiencia en hidráulica de canales. El desarrollo se lleva a cabo en funna 
escrita y con el complemento de esquemas y figuras necesarias. Después, para una mejor comprensión, se 
propone un ejemplo numérico lo más realista posible, en el cual se aplica la metodología alternativa 
desarrollada. 
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Postenonnente se exponen conclusiones y observaciones de la teoría propuesta, su factible aplicación, 
las restricciones que se encontraron, las dificultades que conlleva, así como las recomendaciones que 
parezcan más apropiadas, con base en los resultados del ejemplo numénco, entre otras cosas Esta sección de 
conclusiones es la más importante por ser lo que da sentido y vahdez a toda la tesis. 

104 Aplicación de los resultados 

Una tesis de hcenciatura tiene muy baja probablhdad de trascender más allá de una biblioteca y de 
estar entre miles de tesis que rara vez serán revisadas antes de que el papel en que están nnpresas se ponga 
totalmente amarillo y la tesis se eche a perder por la humedad del ambiente, sin embargo, siempre cabe la 
posibilidad de que a alguIen le sirva En este case, mi tesis puede serie útil a a!gú.n estudiante de i..ngeniería 
el"!! que quiera complementar su conocimiento en los temas que aquí se reVIsan y/o como punto de partida 
para hacer una investigación más a fondo, con más información y nuevos conocimientos que suIjan al 
respecto en la posteridad, apoyados por las nuevas faclhdades que brmde la tecnología (como la 
computación) a la investigación, lo que en el futuro podría generar otra tesis. 

Por otro lado y momentáneamente más Importante, esta tesis puede serIe útil a algún ingeniero 
hidráulico que tenga que diseñar un canal curvo para diversos usos, como abastecimiento de agua potable, 
evacuación de aguas residuales, desalojo de aguas de immdaciÓIl, etc, y que quiera contar con mayor 
referencia que las recomendaciones aplicadas en la actualidad (Fstado del Arte), específicamente si quiere 
tener una idea de planteaITÚentos más raCionales y conclUSIOnes mas recientes que han obtenido autores e 
investigadores dedicados exclusivamente al área de la Ingelllería hIdráulica De esta manera, el ingemero 
puede hacer un diseño que se ajuste más a la realidad y eVitar así la necesidad de aplicar criterios muy 
conservadores, que generalmente son consecuencia de un escaso entendimiento del funcionamIento práctico 
de aquello que se está diseñando, además de que los cntenos muy conservadores suelen ímplicar mayores 
costos en la construcción. Dicho en otras palabras, puede ahorrar dmero en lo que haga, que es 10 que le da 
sentido a la ingeniería 

También puede servir como un cmeno adicional para la revisión de un canal curvo ya diseñado o 
inclusive ya construido, para el cual se quiera prever su comportamIento ante un cambio en las condiciones 
de operación, ya que después de todo, muchas áreas de la ingemería civil (si no es que todas) no tienen un 
criterio único de solución y dIseño para cada tipo de problema. 
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2 AVANCES SOBRE EL TEMA (Estado del arte) 

:U Algunas características del flujo helicoidal en curvas horizontales 

El flujo espiral en canales fue observado primeramente por Thomson (1876) quien hizo una breve 
desCriPCIón a primera vista del fenómeno y desde entonces varios estudios se han hecho al respecto. Según 
Chow (1959) las características de este fenómeno se deben esencialmente a: 

./ Fncc¡ón en las paredes del canal, lo que causaría mayores velocidades cerca de la línea media o 
eje del canal, que junto a las paredes de éste, donde por definición la velocidad es nula. 

,/ fuerza centrffoga, la cual aparta a las partículas del movimiento meramente longitudinai y es 
también responsable de la sobreelevación . 

./ La presencia de un pequeño componente verncal de velocidad (w) al inicio de la curva y que 
favorecería el inicio del flujo secundario. 

Si se observa el flujo espiral hacia aguas abajo, se verá que es en el sentido del reloj si la curva 
horizontal está dirigida a la izquierda yen sentido contrario si lo está a la derecha. Si la curva es seguida por 
1U1 tramo recto largo, el flujo espiral persiste por una distancia considerable. 

La mejor manera de analizar el flujo en curvas horizontales es medlante el sIstema de coordenadas 
cilíndricas r (coordenada radial), e (coordenada longrtudinal curvilínea), y z (coordenada vertical) por ser 
con este sistema con el que las ecuaciones se complican menos. Para tramos rectilineos anteriores y 
posteriores es más conveniente un sistema rectangular con x (coordenada ]ongitudjna] rectilínea), y 
(coordenada transversal) y z (coordenada vertical). 

De los trabajos preVIos de Shukry (1950), Chow (1959) menciona algunas observaciones que hizo de 
los factOíes que influyen en la mtensidad del flujo secundario (representado por la configuración de la 
velocidad transversal u). 

Si todas las líneas de corriente se mantuvieran paralelas (yendo en trayectoria curvilínea) al eje 
longttudinal (), la proyección de todos los vectores de velocidad absoluta sobre la sección seria nula, pero 
como no se mantienen paralelas sí existe el flujo secundario durante la curva. En condiciones de régimen 
subcritico se dedujo que 'u' es mayor con bajo número de Reynolds y viceversa con alto valor del número de 
Reynolds. Esto último quiere decir que el estado laminar hace al liquido más propenso a generar flujo 
secundano, en contraposición a la menor tendencia que hay con flujo turbulento; También se observó que u 

r 
decrece gradualmente si se incrementa la proporción ...i- = radio de curvatura en la línea media del canal I 

b 
r 

ancho de plantilla y prácticamente alcanza un valor despreciable a partir de que ...i- = 3.0; u decrece confonne 
b 

la proporción ~~ = tirante promedio en la sección / ancho de plantilla aumenta; u aumenta ~entras mayor 
h 

sea el ángulo de desviación total que produzca la curva, de manera que desde ~ = O (tramo rectilíneo) a 
180' 

-~ :::: O 5. u se incrementa casi al doble de Jo que se incrementa para el rango de 0.5 a 1.0. 
180' 

El flujo espiral ocurre tanto en cauces de nos como en canales artificiales, sin embargo. puede casi no 
existir SI la fricción debida a la rugosidad de las paredes y plantilla del canal es muy aha, lo cual es común en 
ríos anchos. 
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2.2 Pérdidas de energía 

2.2.1 Ocurrencia 

La existencia de un flujo secundario adicional en las trayectorias curvIlíneas hace que las pérdidas 
netas de energía se vean incrementadas Dicho en otras palabras, el factor de frIcción característico del fluJo 
awnenta. Para esto es importante que el lector reconozca la diferencia que existe entre el coeficiente de 
rugosidad y elfactor de /rzcclón El coeficIente de rugosuiad es un número que representa las asperezas de 
las paredes y plantilla de un canal (o de una tubería en el caso de conductos a presión), y proporcIona una 
referencia de la resistencia que éstas mducen ai ñUJo Por otro lado ei factor de ji'leclón es también un 
número adimensionai que representa la resistencIa y pérdIdas de energía totales que afectan al fluJo y además 
de la rugosidad y parámetros geomérncos del canai, consIdera ¡as condicIones de flujo dadas por el número 
de Reynolds. 

Respecto de las pérdidas de energía Chow (1959) menciona los planteamIentos que hizo Muller (1943) 
acerca del comportamiento de la línea de energía en curvas honzontales, tanto para régimen subcríuco como 
supercritico. Resulta interesante el comportamiento del perfil de la superncie libre del agua sobre el eje del 
canal (la línea media del canal) con la respectiva linea de energía que fue observado (figuras 2 1 Y 2 2) por 
Mü/ler (1943) en pruebas experimentales. 

'- .. -. 

----------
-f--------------~ __ _ 

y, 

Arco 

• Q 

I VISla en planta 

Ligero aumento del tirante 
a la entrada de la curva, 

-. Linea de energía 

Longitud de arco 1, :::: [} . y< 
..... , 

I Flujo subcrítico I 

Figa¡¡ra 2.] Formación de reman.so en régimen subcrítico con tirante superior al normal 
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- Línea de energía 

I a) Flujo supererruco 

Pequeño salto hidráulico 
consecuencia del cambio de régimen. 

Después del salto hidráulico prevalece 
. ....;,. comportannento similar al subcrítico. , .~~ 

-:::=-~~ ----__ < __ ~;:=~~~=;:: -~ _. '. _. _ / Linea de energía 

.. --+-- --- ~ "- / I ------__ ~ ____________ - .. _ 1" 
I -----_=:::::::_~ . - ¡. '1 y, 

i ---------~~.- .. - .. - .. -. 
So I -=~~ 

-

=====~~Jl.=~:::::::~====~~-~C-::O-:::~-~--~ i -'0_ .. 
! ! - ..... _-~ 
i~ i' ---_ 

Lon:~~~r==-------==~Q_ 
! b) Flujo subcritico cercano al critico 

Figura 2.2 Fonnación de remanso en régimen cercano al crítico y supercrítico 
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La fomación de un ligero remanso a la entrada de una curva se observa cuando hay régimen 
s:ubcrítico como consecuencia del ,freno que provoca el aumento en las pérdidas. 

En el caso de régimen supercritico (figura 2.2) el agua ingresa a la curva con alta velocidad, no 
obstante, la pérdida de energia adicional impide al agua mantener sin problema su estado inicial, por lo que 
hacia el final de la curva se da la fonnación de un ligero remanso que hace que el agua que el agua 
parcialmente se frene y entonces continuar más o menos como inició ya que el gradiente vuelve a ser menor. 
Por último~ en el caso de régimen supercritico cercano al crítico, se presenta antes de la curva un pequeño 
st.1ito hidráulico inducido por el mismo freno que provoca la curva para continuar aguas abajo el 
ooffiportamimto ~imilar al de r~gimen subcritico. 

Cuando el régimen es supercrítico se observo que la alta velocidad longitudinal v hace que el agua, 
antes de adoptar la trayectoria curviiínea del canai, se Impacte inicialmente con la pared exterior del canal y 
rebote hacia la otra pared aguas abajo. Esta situación que se repite a lo largo de la curva se ve como ondas 
cruzadas, una especie de pequeños saltos hidráulicos en régimen supercrítico, fenómeno que en régimen 
subcritico práctícamente no existe y que en el supercritico incrementa las pérdidas de energía. La figura 2 3 
da una leve idea de 10 mencionado 

1-------
Frentes de onda 

'lf~Q 
fe \ ___ h Max 

_ .. h Min 
___________________________ J 

Y.igura 7.;J O.odas ~r~z~d;¡.s ~IJ régilDCJ' .supen~.r.ít.iC9 (vi.sta eJ.l phtlJta) 

Regresando al régimen subcrítIco, se presentan ahora algunos procedimientos comúnmente usados 
P .. lt:3 ~.!Iti.1j~r Ja_s p~r9i9aS de eDergj~, 

2.2.2 Chvw (1959) 

C~msid~raciones e hipót~is 

• 

• 

La pérdida total de energía debida a la trayectoria curvilínea es rurectamente proporcional a la carga de 
vel:;x:j$d- J9TIgjtp-dm~J 9SiJ tJj.udo. 
Método básicamente empínco 

Modelo matemático 

Chow (1959) considera que la pérdida total de energía se conoce multiplIcando a la carga de velocidad 
por un factor ¡; 

v' 
he =./C ~-

2g 
(22J) 

r h .9 
El factor ~ depende de ...E.. ,- -- yel nlÍmero de Reynolds Re, es decir de cuatro variables, para 

b b'180' 
IQ "",,1 S'l usa ~I grupo d~ gráficas obtenidas experimentalmente por el mismo Shukry (1950) y que Chow 
(1959) retoma y expone en su libro. El coeficientelc se obtiene en principio a partir de dos de las variables y 
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posteriormente se ajusta de acuerdo a las otras dos, yendo de una gráfica a otra y haciendo las 
intetpolaciones necesarias hasta cerrar en un solo valor, 

Obsenrsciones y Comentarios 

El lector puede consultar las gráficas y un ejemplo en la referencia correspondiente para conocer más 
sobre la aplicación del método, Es un método tedioso por lo tardado que resuha estar interpolando en las 
pequeñas gráficas y porque se requieren al menos cinco o seis iteraciones para llegar a resultados 
conc1uyentes Por otro lado las gráficas son muy irregulares como para ajustarlas a ecuaciones, menos aún a 
un algoritmo para computadora que abarque el método completo y que lo haria más rápido. Otra observación 
es que el método se basa exclusivamente en gráficas obtenidas empíricamente, lo que hace que su exactitud 
sea dudo!m cuando se aplica en canales a condiciones muy distmtas a las de los canales usados para generar 
el método, ya que en éste último caso el flujo fue con números de Reynolds pequeños. 

2.2.3 Escriba, R D, (1988) 

Consideraciones e hipótesis 

• Las pérdidas por curvas horizontales SQl1 pequeñas . 
• Las pérdidas de energía totales son iguales a las pérdidas en flujo rectilíneo en el mismo canal pero con 

rugosu:lad ligeramente mayor, 

Modelo matemático 

Cualquier método que se utilice para cuantificar las pérdidas en tramos rectilíneos oonsidera el factor 
de rugosidad un poco mayor Uno de los más comunes es la fónnula de Manning. Por ejemplo, un canal de 
hormigón de tamaño regular con un gasto entre 5 y 15 metros cúbicos por segundo con curvas quebradas 
angulosas frecuentes de unos 10° en cada desvío, puede implicar un valor de n = 0.0155. en circunstancias 
que el mismo canal recto tendría n = 0,0135. aproxunadamente. En los codos (cambios bruscos de dirección 
de 90 grados), en caso de que se les quiera calcular individualmente, se pueden tomar valores de k.5 
(coeficiente de pérdidas por accesorio) iguales a los de las tuberías, 

La fónnula de Marming: 

donde 
S(I pendiente kmgitudlnal de la piantilla, 
R" radio hidráulIco, 
n coeficiente de Manning. 
Vm velocidad longttudinal media, 

Observaciones y Comentarios 

(22.2) 
n 

Se trata de un método muy práctico y de fácil aplicación. pero con pobre sustento teórico y 
experimental. Hace falta por lo menos una ecuación o gráfica que justifique el incremento en el coeficiente 
de rugosidad. pues de otra manera se queda en el mero criterio de quién 10 aplique sin más fundamento que 
su propia aprecIación. 
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2.2.4 USBR (1988) 

Consideraciones e hipótesis 

• 
• 
• 

• 

Método puramente empírico. 
Las pérdidas de energía son directamente proporcionales a la carga de velocidad. 
Las pérdidas de energía son directamente proporcIonales al producto del ángulo total de la curva por un 
coeficiente más o menos constante. 

r 
El cociente radio de curvatura entre el ancho de la superficie libre del agua i fue generalmente mayor 

de 5 Y hasta 22.1 en los canales en que se hicieron mediciones y se obtuvo el coeficiente de pérdida kc 
recomendado 

Modelo matemático 

Los análisis hechos por el US Bureau 01 ReclamatlOn mostraron que la pérdida de energía por curvas 
horizontales he se puede expresar como un coeficiente igual a kc veces la suma de los ángulos de defleccián 
r.8 en un tramo y por la carga de velocidad h<~ es declr 

(223) 

Se encontró que las pérdidas por flujo curvilíneo horizontal se aproximaban lo suficiente cuando se 
consideraba kc = O 001; Por tanto, se puede usar la expresión 

(224) 

Cuando se tiene una curva con ángulo de 45° con Wl3 velocidad de 3 mis, se obtiene hc= 0.0206 m. 
Si ocurren cuatro ángulos sucesivos de 22.5°, LS = 4 x 22.5° = 90° Y velOCIdad Vm = 3 mis, da una 

pérdida neta hc~ 0.0412 m. 
Pérdidas de energía del mismo orden se obtienen si se usa la figura 2.4. Ésta se usa con ei número de 

Froude de la sección inmediata aguas arnba de la curva Se sube desde el eje de las abscisas hasta encontrar 
la cwva que relaciona al tirante medio y el ancho de plantilla correspondientes también a la misma sección y 
se continúa horizontalmente al eje de las ordenadas para conocer el factor de fricción el. que se multiplica 
por la carga de velocidad hv (ecuación 2.2.5). 

(22.5) 

La diferencia entre los resultados de la ecuación 2.2.5 y el método gráfico de la figura 2.4 está dentro 
de un rango de 0% a 20% -. '...Jecto al valor de la ecuación. 

Observaciones y Comentarios 

Igual que el método de E.scnba, el del USBR es muy sencillo y puede ser válido por lo práctiCO que 
resulta. especIalmente si se realizan proyectos con muchas curvas y cambios de dirección que de otra manera 
implicarían un lento análisis curva por curva. Sin embargo, el mismo USBR deberla de complementarlo, ya 
que resulta difícil aceptar que el coeficiente kc sea SIempre igual a 0.001, pues es evidente que las pérdIdas de 
energía no dependen exclusivamente del cambio total de dirección del agua. Por ello, el uso del método está 
totalmente restringido a canales similares a los usados en las pruebas del uSBR. 

21 



F ABIO STIRNThIANN Curvas horizontales en canales a régimen subcrítico 

0.6 

0.4 

no 
v .• 

01 

0.08 

0.06 

h./b ~ 0.0625 

h./b . 0.125 

0.2 0.4 0.6 0.8 

Fr 
1.0 20 

Figura 2.4 Gráfica del USBR para cuantificar pérdidas de energía en canales rectangulares a 
partir del número de Froude (Zipparo y Hasen (1993» 

De la figura 2.4 
hm tirante promedio en una sección transversal, 
T ancho del canal rectangular, 
Fr número de Froude, 
eL coeficiente de pérdida por curva de 90°. 

2.2.5 Rozuvskii (1961) 

4.0 

Rozovslat (1961) fue uno de los primeros autores que estudiaron con detalle el problema de flujo 
subcríuco en curvas honzontales en canales y es normal que autores posteriores a él hagan alguna mención 
sobre sus trabajos. Rozovslai (1961) considera la cuestión de las pérdidas de energía desde el punto de vista 
de gradientes. Como el lector recordará, un gradiente está dado por un coclente de diferenciales con una 
dirección específica. Confonne hay un desplazamiento (variación en el denominador) en esa dirección, el 
numerador va cambiando de valor. Por ejemplo si se hace referencia a un gradiente de temperaturas de rula 
fuente de calor" al alejarse una rulidad longitudmal de la fuente, la temperatura dIsminuirá en una vez la 
magnitud del gradiente. El concepto de gradiente es aplicable en medios continuos, como el flujo en canales 
abiertos Las pérdIdas de energía se pueden visualizar como variaCIones en la columna de agua 
representativa de la energía total del fluido por cada unidad de desplazamiento, ya sea en dirección 
longitudInal, transversal o mcluso vertical, yeso son sus gradientes. Una vez que se tiene definido el sistema 
de coordenadas a considerar y el significado de los ejes, se pueden trazar los gradientes correspondientes. 
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Consideraciones e hipótesis 

1'1 Las pérdidas de energía por flujo longitudinal en curvas son Iguales a las de tramos rectos. 
111 Se agregan las pérdidas por flujo transversal en fanna de un gradiente transversal S' '. 
!lI El gradiente transversal S" depende directamente del número de Froude Fr y del tirante promedio h", e 

inversamente del radio de curvatura r c. 
(1 El gradiente total es igual a la suma del gradiente longitudinal más el graruente transversal 

Modelo matemático 

El mismo Rozovslar (1961) llegó a la siguiente ecuaCIón para curvas horizontales en canales 
rect~ngt!!ares relativamente a.."tJ.chos 

donde 
S" gradiente de energía debido a la circulación transversal, 
g aceleración gravitatoria, 
e factor de Chezy, 
hm tirante medio en una sección transversal, 
re radio de curvatura del eje del canal, 

V_m _ Fr número de Fraude = -
-I¡,ghm 

Vm veiocldad promedio dei flujo 

(226) 

En esta ecuación se observa la proporClOoahdad directa entre la pérdida de energía y el COCIente 
profi.md.idad - radio de curvatura, así como el número de Froude (indIcador de la relación entre la velOCIdad y 
la atracción gravitatoria). Al aumentar la rugosidad, aumenta S" ya que disminuye el factor de Chezy 

Observaciones y Comentarios 

El mayor problema que implica usar el modelo matemático de Rozovskll (1961) radica en la forma de 
valuar el factor de Chezy e, pues en este caSQ se requiere conocer el esfuerzo cortante a lo largo de la 
trayectona curvilínea De hecho el mismo Rozovsku (1961) concluyó en los años sesenta que el problema de 
pérdidas de energía en curvas horizontales no podía considerarse aún resuelto y que requeria w..ayor estudio, 
esto debido principalmente a las limItaciones existentes en cuanto a las mediciones experimentales de los 
esfuerzos cortantes. Probablemente sea valido utihzar las fónnulas para cuantIficar e que expone Sotelo 
(1976) a partir de otros autores. 

Hasta donde se obtuvo referencia, el modelo de Rozovslai (1961) sí tiene un sustento teórico y no 
solamente empírico 

2.2.6 Comparación experimental de métodos 

Para precisar la magnitud del mcremento de resistencla se han propuesto varios métodos a lo largo de 
la segunda mitad del siglo XX, los cuales van desde ajustes sencillos a factores de fricción, (a¡u.stes que son 
determinados tJ-" forma empírica) hasta fónnulas complejas con base en ecuacIODf'" ,,- -'Orenciales 
dependientes de variables que tienen que ver con la geometría del canal y las condiciones de H'-]O, todo esto 
para predecir cuanta energía se perderá en una curva horizontal. Sin embargo los resultados que dan los 
distintos métodos suelen ser notablemente clistmtos, además de que más allá de las condiciones en que fueron 
desarrollados o probados, su confia:bllidad es desconocida. 
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James (1994) hizo una revisión de varios métodos, para lo cual establece en principio el criterio de 
comparación a seguir Para demostrar el efecto de las curvas en el transporte por canales y para proveer una 
base de comparación con tos otros métodos, consideró inicialmente un escenario en el cual solamente hay 
pérdidas por fricción y el flujo es longitudinalmente unifonne. 

En general~ el gasto está dado por la ecuación de continuidad. 

O~AV - . (2.2.7) 

Para flujo unifonne e ignorando las pérdidas que no sean por fncción, el gradiente de energía puede 
ser representado por la pendiente de la plantilla Sr: en dirección longitudinal, y la velocidad Vm puede ser 
esti..ttt..ada usalldo la ecuación de Marnü.'1g con el factor de fricción f de Darcy-\Veisbach. 

Rh radio hidráulico de la sección transversal, 

S" pendiente de plantilla, 

f factor de mcción. 
Con So conocida, la medición que se hace es del tirante medio hm• de donde se obtienen el área, 

perímetro mojado y tirante. 

111 Método del servicio de conservación de los suelos (SeS) (1963) 

(2.2.8) 

El ses propone que para conocer las pérdidas en canales ondulados honzontalmente se haga un ajuste 
al coeficiente de Manning n de acuerdo con la sinuosidad del canal multiplicando a n por un número fijo, el 
cual depende de 

((; smuosidad (adimensional), 

le longItud a lo largo de la línea media del canal entre 2 plUltoS. 
Ir longitud en línea recta entre los mismos 2 puntos. 

!:' :::: 1.0 
n 

n' 
- ~ 1 15 
n 

t,' ~ 1.30 
n 

para c; < 2.2 

para c; ¿ 2.5 

(!.l.l) 

(2.2.9) 

(2.2.10) 

(2.2.11) 

n' es el coeficiente de rugosidad ajustado. Debido a que n es proporcional a -)7, a la corrección hay 

que sacarle raíz cuadrada cuando se use la ecuación 2.2.8. 
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• Método linearizado del ses (1991) 

Si se traza una gráfica con las correcciones del método anterior del ses, se observan discontinuidades 
m los límites de los rangos de sinuosIdad establecidos, con la consecuentes ambigüedad e incertidumbre. 
Para resolver ese problema, posterionnente el mismo ses emitió otro método linearizado 

n' (f')Yz -= - =0.43,+0.57 
n V 

para, <2.7 (2.2 12) 

para q ~ 2.7 (2.2 13) 

dondef es el factor de Darcy-Weisbach ajustado. 

• Método de Toebes y Sooky (1967) 

A partir de resultados experimentales en un canal con sinuosidad de 2.09 estos dos autores propusieron 
un ajuste al factor de fricción f Por abajo del valor crítico del número de Froude, el ajuste depende 
exclusivamente del radio hidráulico de acuerdo con la expresión 

f' 
f = 1.0 + 6.89Rh (2.2.14) 

No es de esperarse que esta ecuación tenga valIdez general ya que está basada en resuhados 
experimentales generados a partir de un valor ún~co de sinuosidad. 

• Método de Leopold et aL (1960) 

Este grupo de autores presentó una relacIón gráfica entre dos cocientes, el primero es el del esfuerzo 
de frontera adicional inducido por la curvatura del canal entre el esfuerzo de frontera asociado con la fncción 

longitudina12; el segundo cociente es el del ancho del canal entre el radio de curvatura medio b Su 
T o ~ 

relación queda expresada en la ecuación 2 2.15. 

~ = 2.632. (!J.-I- o 526 
'ro re) 

(2.2.15) 

Esta ecuación se aplica para régimen subcrÍtlco y parece ser especialmente buena para números de 
Froude en tomo a 0.5, sin embargo, existe la dificultad de cuantificar los esfuerzos cortantes que no 
especifican en la referencia. James y Wark (1992) facilitaron la SOlUCIón desarrollando una relación entre los 
esfuerzos cortantes de frontera con los gradientes de energía a partir de la ecuación 2.2.15, de donde 
concluyeron un ajuste al factor de fricción como SIgue 

l' = 2.632. (!J.-I + 0.474 
f re) 

(2.2.16) 
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De acuerdo con la ecuación 2.2.16, l' podría ser menor de 1.0, lo cual no es nada realista ya que f no 
I 

puede reducirse, así que 1.0 debe ser tomado como el valor mínimo. Esta anomalía surgió probablemente del 

hecho de que la relación entre ~ y !!..- presentada por Leopold et al (1960) está basada en solamente 4 
ro re 

puntos de datos experimentales, por lo que requiere mayor investigación a futuro para pequeños valores de 
b 

r, 

• Método de Mockmore (1944) 

Mockmore analizó datos de modelos de canales y nos para cambios de drrección entre 90Q y 1800 Y 
propuso lUl modelo matemático basado en la ecuación 

h, =1 2!)V'; 
,r, 2g 

(2.2.17) 

he energía perdida en una curva horizontal (mayor que la pérdida sola por fricción). 

A partir de las ecuaciones 2.2.17 y 2.2.8 James y Wark (1992) concluyen otro método de ajuste al 
factor de fricción mediante la ecuación 

/'=/ + MRh 

Lr, 

donde L es la longitud de la curva en la línea media del canal. 

• Método de Agarwal el aL (1984) 

(2.2.18) 

Agarwal (1984) desarrolló un análisis de regresión sobre datos preViamente publicados de canales 
aluviales para definir una corrección a las pérdidas por curvas horizontales. La corrección se realiza 
propiamente sobre la velocidad calculada para el tramo recto inmediato aguas arriba. la cual se modifica de 
acuerdo con la ley de resistencia de Ranga Raju (1970), ley obtenida exclusivamente para ríos. La velocidad 
as! obt..enida se divide entre 

tp = 2.16. 1.-;:·042 

y resulta: 

( )
--465 ( )'""( )'-38 l. = Re ..!.... .!!... r, Fr'·'" 

R 1800 h b 
m 

donde 
Re número de Reynolds definido en el capítulo 1, 
8 ángulo del cambio total de dirección debido a la curva, 
hm tirante medio. 

(2.2.19) 

(2.2.20) 
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No se consideró necesario avenguar la ley de resistencia de Ranga RaJu (1970) debido a que esta tesis 
se enfoca más a canales artificiales y a que los resultados que genera el método de Agarwal (1984) son poco 
precisos, lo cual podrá constatarse más adelante 

• Método de Ckang (1983) 

Chang (l983) derivó un modelo analítico general para las pérdIdas por unidad de longitud del canal 
asociadas con el fluJo transversal. Para seCCIones rectangulares con flujo uniforme la forma más sunphficada 
del modelo de Chang (1983) es 

donde 
S" gradiente de energía asociado al fluJo transversal, 
S gradiente de energía total, 
S' gradtente de energía asoc13do al flujo longitudmal (fnecian) 

(2221) 

SI por otro lado se conSIdera que una forma de ajustar el factor de fricción! de Darcy-Weisbach es 
mediante la proporción del gradiente asociado al flujo longitudinal sobre su diferenCIa respecto al 
transversal. Se tIene 

f' S' 
I S'~S" S'-S"; , , S' /)" 1 ~" 

S' 

(2222) 

SI se considera flujo umfonne, S' es Igual a la pendiente del canal So y S" se obtiene de la ecuación 
2.2 21 El método es aphcable cuando la circulacIón secundaria se considera completamente estableclda_ 

• Método de Chang modificado (1984) 

El agua al entrar en una curva suele requem una distanCia considerable para establecer el flUJO 
secundario del todo y su decaimiento se da ya en la zona rectllinea aguas abajO de la curva SI sigue otra 
curva, hay una tendencia a que la circulacIón transversal sea brevemente en la superficie del agua y haCia el 
interior de la curva mientras se Invierte y establece en sentido contrano Por todo esto, el gradiente de 
energía aSOCiado a la circulación secundana debe ser menor al que se predice asumiendo siempre flUJO 
completamente establecido Para esto el mismo Chang (J 984) propuso un modelo matemático para predecir 
la fonnaóón y decaumento del flUJO transversal y que el lector puede conocer a detalle en el SiguIente 
capítuio de ésta tesIs. 

James (1994) simphficó lo propuesto por Chang (1984) y lo redujo a aswrur flUJO unifonne en una 
serie de meandros, esto le pennit¡ó calcular un factor de corrección D, el cual se aphca al graruente 
transversal obtemdo con la ecuación 2.2.2 L La correcCión está basada en la hipótesis de Chang (1984) de 
que el patrón del flujo secundario es constante durante su formación y decaimiento, según la expresión 

donde 

l/' 
D::::-----.!!!· 

l/' 

u' velocidad radial superficial correspondIente al flUJO transversal completamente fonnado, 
u 'm velocidad radial superficial promedio durante toda la curva 

f' 
I 11- n,\''' i 

, S') 

(22 23) 

(2224) 
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D es un valor menor de 1, por lo que hace menos distinta a f' de l nonnal 

2.2.7 Prueba, 

Los métodos de predicción mencionados fueIon aplicados a tres grupos de canales en tres lugares 
distintos y ninguno de los grupos fue usado en el desarrollo de cualquiera de los métodos. Uno de ellos fue 
probado en WaHingford, UK y consistió en un canal trapecial como se muestra en la figura 2.5. 

S'muaS/dad = 2 37 
4 curvas 
Pendiente de plantilla = 0.00073 

Figura 2.5 Esquema del canal usado para la comparación de distintos métodos 

Las demás pruebas fueron en la UniversIdad de Aberdeen y en un laboratorio del US Anny Corps of 
Engineers. Cada uno de los métodos descritos fue aplicado en forma iterativa para predecir el gasto 
circulante y el gradiente total de energía, haciendo simultá.'leamente el ajuste del factor de fricción f de 
acuerdo con el número de Reynolds 

La figura 2.6 muestra la comparación entre valores medidos y calculados de gasto circulante para 
distmtos tirantes (la relación entre gasto y tirante que se presente es dependiente de las pérdidas de energía 
que se den a lo largo del canal) en el modelo de la figura 2 5 

Grupodc 
Solo I ses I T~"'& I L<opold lA."",," I Modonore I eh ... I ~-, I !-Ses 

datos fricción (l963) Sooky (1960) (1984) (1944) (1983) modif1c:OOo (1991) 
(196" (1984) 

SERC 954 638 14.60 1335 15.97 33.69 536 119 736 
; ··237 

'hcr'= 1980 7.34 884 761 J629 51 73 23 &4 391 894 

>" 221 

Aba"= 11 90 5.24 269 12.&4 3057 4612 27.71 913 736 
~ =24 - 286<; 618 16.07 12.68 43.63 37.42 3427 1078 618 
~-306 

USACE 37.30 14.53 450 11 70 4.79 30.13 6.19 16.29 1768 
~dw 20.2J 

lJSACE 10.&9 11.01 13 09 1032 25.81 2059 1617 461 777 
ang<No 950 

Todos los 1617 727 1022 11 36 2280 39.43 19.04 571 8.07 

"''''' 7.38 

Cuadro 2.1 Resumen de porcentajes de error absoluto en las predicciones de las pérdidas de energía con 
distintos métodos. 
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El porcentaje de error en cada predicción se calculó con la ecuación 

donde Qp gasto predicho, 
Qm gasto aforado 

(2225) 

Los promedios de los valores absolutos de porcentaje de error para cada grupo de datos y para todos 
los datos juntos están enhstados en el cuadro 2 1 de acuerdo con el método aphcado 

0.09 

~/SJ I 
0.08 

0.07 

0.06 

1

1 
I! Dato~~f~~=; ~:~~~~11 

. Chang 
ses 
s e s lmeanzado 
Mockmore 
Agarwal el al 
Chang modlficado 
Toehes and Sooky 
Leopold et al 

0.05 ~-_-...;...---+_-- . __________ ._ -r-

0.04 "--f--

0.03 

_.-
0.02 .-

0.05 0.06 007 008 0.09 

'--'~~---l 

.. - _._------, -/. 

-' ." 

0.10 

~L.L--/-__ ¡ __ _ 

.-' 

O.lI 0.12 

I 

.-

o 13 01 

lh..I 
~ 

Figura 2.6 Gráfica comparativa de los resultados teóricos contra :OS experimentales 
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Se calcularon dos valores para algunos de los datos del USACE con el método del ses debido a que 
algunas sinuosIdades se encontraban en las dtscontinuidades que tiene el método y por tanto había que 
conocer los resultados de dos ecuaCIOnes Se consideraron los valores en cada lado de la discontinuidad para 
el cálculo del promedto 

De la figura 2.6 se deduce que los tres peores métodos para predicción son el de Mockmore, el de 
Agarwal el al y el de considerar solo pérdidas por fricción con f de tramo rectilíneo. Los tres mejores son el 
de Chang modificado, el de ses y el ses linearizado. Del cuadro 2.1 se observa que los métodos que más 
error generan son el de Chang, el de Agarwal el al y el de Mockmore, incluso superan en error al método de 
considerar solo la fricción En cambio el de ses, el de ses bnearizado y el de Chang modificado dan errores 
bajos 

Observaciones y comentarios 

Es de resaltar la gran precisión del método Chang modificado, propuesto por el mismo James (1994). 
Algo interesante que observó es el hecho de que los dos métodos ses son especialmente precisos a pesar de 
su sunplicidad, lo cual sugiere que ajustar el coeficiente de Manning n con lli1 factor dependiente de la 
sinuosidad es algo razonable, no obstante que las pérdidas en curvas horizontales no son causadas por la 
sinuosidad ~ como tal sino por el ángulo total del cambio de dirección 8 y la longitud de cada curva L (lo 

que de alguna manera tiene implícito el radio de curvatura). 
De los métodos revisados, el de Chang y Chang modificado son los únicos que tienen un fundamento 

teónco. Aunque el planteamiento simplificado de Chang está basado en la suposición de canal ancho 
rectangular, puede ser aplicado a más casos, pues a pesar de esa restricción, demostró en este caso ser 
efectivo en canales trapeciales y eventualmente podría usarse para corregir las limitaciones de los métodos 
del ses. 

La diferencia de resultados entre el método de Chang y el de Chang modificado demuestra la 
importancia de tomar en cuenta las etapas de fonnación y decaimiento de la circulación secundaria. 

2.3 La sobrelevación y e1llerfil transversal de la snperficie libre 

Ahora se exponen algunos métodos comunes para predecir de la $obreelevación. 

2.3.1 Chow (1959) 

Consideraciones e hipótesis 

Quizás el método más detallado para obtener la sobreelevación máxima mencionado en los libros de 
texto es el que expone Chow (1959) 

La distribUCIón transversal de la velocidad longitudinal se puede describir con lo que llama ley de 
mOVImiento de vórlIce libre que ant..eriormente propuso Mockmore (1944) y que básicamente es una ecuación 
que describe el perfil transversal de la velocidad longltudinal de manera inversamente proporcional al radio 
de curvatura 

Chow (1959) afirma que la precisión del método es buena para curvas con :J. ;:: 90° . 

Modelos ma.temáticos 

La predicción de la sobreelevaclón se hace a partir de una ecuación que describe el perfil transversal 
de la velocidad longitudinal superficial y que es la ley de movimiento de vórtice libre: 

v'= ~ (2.3.1) 
r 
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donde 
v' velocidad longitudinal en la superficie libre en la posición r 

r distancia al centro de curvatura, 
O; constante de circulación. 
n es constante en una sección pero no necesanamente en dIreccIón longitudmal Si la ecuacIón 23.1 

se integra a lo ancho de toda la sección transversal y posteriormente se dIvide entre la diferencia de radio de 
la pared exterior y la ¡ntenor del canal, se obtIene la velocidad promedio dada por la expresión 

(2.32) 

donde Yl es el radio de la pared interior del canal almvel de la superficie libre y r2 es el radio de la 
pared extenor también al nIvel de la superficie libre. Para la ecuación 2 3 2 se considera a la velocidad 
superficial como representativa de la velocidad total del flujo. De manera similar se obtiene el tirante 
promedio 

(23.3) 

donde E es la energía específica 
Sustituyendo la ecuación 2 3.1 en la 2.3 3 e integrando 

J'/lE-V'/ )dr f"(E-0." ).dr ',J 2g " '2gr2 ~ n? 
h ~ -_. -- .--- .. ~ --------- ~ E - -- __ o 

m ~_~ ~_~ 2~~ 
(234) 

de manera que el gasto está dado por 

, 0. I r, (. 0.' I( ) O~'h(r-r)~·· n- E-.--jr-r _mm"() 2 " T2 - r¡ lj gr¡r2 

(235) 

Conocidos j(, Q, r2, y r¡ se puede obtener D. y consecuentemente la sobreelevacián total !.Vi m= Para 

esto se considera que la energía específica a lo ancho de una sección transversal es constante E¡-=-E2, es decir 

(2.3.6) 

h¡ es el tirante en la pared interior y h2 es el tirante en la pared exterior, de manera que se obtIene 

(2.3.7) 

El gasto es constante y para conocer la energía específica en la sección transversal de la curva donde 
se presenta la máXima sobreelevaciÓll, se aplica la sigUiente ecuaCIón 
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(2.3.8) 

donde 
Eo energía específica a la entrada del canal, 
E, energía específica en la sección de máxima sobreelevaciÓll, 
S" pendiente de fnCCIÓll obtemda con la fórmula de Manning e igual a la de tramo recto, 
L¡ longitud desde el inicio de la curva y hasta la sección de máxima sobreelevación, 
he pérdida de energía de acuerdo al método gráfico - iterativo que expone Chow (1959) y que fue 

mencionado en la sección anterior. 

Con [J., Re, fe y b para COüOCer L/se reqmere feCümr, a üila tabla qüe el misffiü Chow (1959) e:x.püne 
en su texto y la cual est..á basada en trabajos experimentales. 

Observaciones y comentarios 

Sin embargo, no se muestra suficiente fundamento teónco o de resultados de pruebas hechas que 
sustenten la mayor parte de todo el procedimiento de Chow (1959), es por eso que no se detalla en este texto 
la obtención de L, Si se recurre a una tabla es porque los datos están tan dispersos que resultaría muy dificil 
ajustarlos a una ecuación y más aún a lUl programa de computo. 

2.3.2 Escribá (1988) 

Consideraciones e hipótesis 

Según Escnbá (1988) la sobreelevación A . .11 se debe a la fherza c.."'lltrifuga que expenmen+..a el agua y 
depende explícitamente de la velocidad longitudmal, del radio de curvatura y del ancho de superficie libre. 

El tIrante sobre la línea mecha del canal no tiene variación significativa y mantiene continuidad del 
perfil a superficie hbre como flujo gradualmente variado. 

__________ ~1~· _________________ ~ 

t 
, "H 

t 
., 

r¡ : 
---------------~ 

b 
--._-------_.-"---~-

\)' 

Figura 2.7 Sobreelevaci6n 
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Modeio matemático 

Con aceptable aproximación Escnhá (1988) encontró que 

MI 

2 

T V' 
._---.!!!-

T ancho de superficie libre en tramo recto y que se mantiene en la curva 
/)Ji dIferencia total de nivel en la superficIe libre, entre las dos paredes del canal 

(2.3.9) 

En la ecuación 2.3 9 MI aparece diVIdido entre dos para hacer referencia específicamente al cambio 
de nivel en el lado exterior del canal 

Obsen'Dciones y comentarios 

El modelo es muy senctllo y práctico. Parece lógica la ecuación 2.3 9 (por las vana bIes de las que 
depende), sin embargo algún coeficiente de corrección o de ajuste podría requenrse ya que el 
comportamiento real de los fenómenos dínámicos de fluidos suele no ser tan ordenado como para describirse 
con ecuaciones muy sencillas. No se especifica si M-! es el máximo, sin embargo es de suponerse que así es, 
ya que la velocidad Vm casi no varía a lo largo de la trayectona curvIlínea. 

2.3.3 Gra! - Kozeny (1993) 

.9 

-~~---- 1--------------

-1> º V 

V-l 
-4--- ------------_. _._--

-=1-- -------

'fud-lIh~ _--_ 
v -" - - A 

h .-~ ~h, 
m __ V 

Centro de curvatura 

Figura 2.8 Esquema representativo del modelo de (iraf(l993) 
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Consideraciones e hipótesis 

Gral (1993) considera la diferencia de niveles igual a la diferencia en cargas de velocidad entre la 
orilla extenor y la mterior (figura 2 8). Toda vez que la línea media de la superficie lIbre mantiene la 
continuidad del tIrante que tenía el agua antes de tomar la curva, si las pérdidas de energía no se consideran 
no hay rem3J1SOS y por tanto no se distinguiría si se está en una curva o en un tramo rectIlíneo, viendo 
solamente el perfil sobre la línea media. 

Modelo matemático 

Se asume que la pérdida de energía h, en cada ÜIia de las Ihi6aS de corriente se puede expresar en 
función del gradiente total: 

donde 
S gradIente total para una velocidad VI en una posición r, 

VI velocidad longrtudmal de la ITIlsm3 línea de energía, 

s factor de proporcionalidad, 

L longitud de la curva == f) . r . 

(2.2.6) 

De esta manera 

,,.., ,.., "'n 
\L.L.IJ 

En el último paso algebraico se está suponiendo constante la relación entre la pérdida de energía y el 
producto del factor de proporcIOnahdad e por el ángulo total de la curva -9. 

Cuando r """ re , VI viene sIendo la velocidad en la línea media, la cual a su vez se asume igual a Vm, la 
velOCIdad media obtenida del gasto y el tIrante medio hm a la entrada de la curva 

Así la constante K ::::: V", ",\/rc ElIminando la constante K de la ecuación 2 2.7 se llega a: 

Ir _ , e 
-~I-

ir 
(228) 

(2.2.9) 

,---
v:::::V :~ 

1 m'l 
\1 rI 

(22.10) 

donde r] y r} son los radios exterior e interior de la curva respectivamente. 

Como la sobreelevación está dada por la diferencia de cargas de velocidad en la superficie libre, se 
tiene 
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(23.10) 

Se resta la carga de ! menos la de 2 porque la dlstnbuclón de velocidad que considera Gra} es tal que 

resulta mayor la velocidad al rnterior de la curva Como T = (r2 - 'i) 

(2.3 11) 

El perfil transversal del agua es convexo, de ma..¡era qüe respecto a la lÍt"1ea media se separa en 2 
ecuaciones 

(23.12) 

(2.3.13) 

El resultado es que la diferenCia de niveles es Igual a la suma del sobrenivel mas el subnivel, 
/';}{~MI,+M¡ 

Observaciones y comentarios 

Gral (1993) observó también que la máXima sobreelevaclón se presenta cerca del inicio de la curva 
para régimen subcrítico, mIentras que para el régimen supercritico haCia el final de la curva, lo que es a su 
vez congruente con los lugares en que respectivamente se forman los pequeños remansos de agua Parece 
una buena SUpOSICión que la sobreelevacÍón esté dada por la dIferencIa de cargas de velocidad, solo que no 
siempre sucede que la velocidad mayor está en el lado extenor de la curva, como se verá más adelante. 

2.3.4 French. R.R. (1985) 

Consideraciones e hipótesis 

Cuando se tiene flUJO en una curva, se produce un sobremvel en el talud exterior de ésta con un 
subnivel correspondJente en la parte interior y ambos suman en valor absoluto lo que aquí se ha 
llamado MI y que se cuantifica a partir de la velocidad media Vm, la cual a su \ez se obtiene del tirante 
medio en cada seccIón y la ecuación de continuidad con gasto conocIdo 

French (1985) plantea una solUCión al problema de la sobreelevación en curvas horizontales desde el 
punto de VIsta del bordo libre El térmmo bordo lIbre se refiere a la dIstancia vertIcal entre la parte superior 
del canal o de su recubrimiento y la de la superficie libre del agua prevaleciente cuando el canal trabaja con 
el gasto de diseño en flujo normal y su propósIto es prevemr el derrame por enCima de las paredes del canal, 
por fluctuaciones en la superficie libre del agua causadas entre otros por el paso del líqUIdo a través de 
curvas horizontales. En flUJO curvIlíneo se consIdera una sola velocidad promedio Vm representativa de la 
carga de velocidad 
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Modelo matemático 

(2.3 14) 

donde 
b ancho de plantilla, 
re radio de la curva al centro del canal, 
b¡ altura del bordo libre mínima necesaria para evitar el desborde. 

Observaciones y comentarios 

Prácticamente eS el mismo modelo que el de Escribá (1988), la única diferencia es que se toma el 
ancho de plantilla b en lugar del ancho de superficie libre T. 

Según el mismo French (1985), la ecuación 2.3.14 siempre subestima el valor de b¡ debido a su 
suposición sobre la velocidad media, y que en algunos casos, esta ecuación puede tener un error respecto de 
la realidad de hasta un 50% 

2.3.5 Grashof (1985) 

Consideraciones e hipótesis 

Grashof(1985) desarrolló su propuesta para cuantificar la sobreelevación a partir de la segunda ley del 
movimiento de Newton aplicada a cada línea de corriente en su paso alrededor de la curva, de esta manera 
llegó a que el perfil transversal de la superñcie del agua está dado por lUla curva de forma logarítmica. 

Modelo matemático 

donde 

v' r 
/';h ~ 2.3 -"-log-

g " 

Vm velocidad media representativa del flUJO total, 
!Jh diferenc13 de tirante entre la línea de comente ubicada en el radio r y la línea media en re, 
r ramo de alguna línea de corriente en la curva" 
re ramo de la línea media del canal, 
g aceleracIón graV1tatoria 

(23.15) 

La fonna de perfil transversal que genera la ecuación 2.3.15 se muestra en la figura 2.9 en lUl ejemplo 
de canal con radio medio de 9.5 m y velocidad media de 4 mis. 

Observaciones y comentarios 

Algo que no considera este modelo matemático ni los dos anteriores es la posible rnterdependencia 
entre la sobreelevación y las pérdidas de energía; es de suponerse que las pérdidas de energía tranqwhcen al 
agua y atenúen la sobreelevación. El perfil que genera la ecuación 2.3.15 es más o menos SImétrico y parece 
que la sobreeIevac¡ón se desarrolla en forma casi instantánea al iniciar la curva 
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----------------~84'~8,_--------
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-O 08 I 

-O 10 J __ 

O 1 02 03 04 

Distancia radial a la linea media [m1 

Figura 2.9 Perfil transversal según la ecuación 2.3.15 

2.3.6 Woodward (1980) 

Consideraciones e hipótesis 

r 
" ____ J 

La velocidad del flujo es por defimción igual a cero en las paredes y en ia plantiíla del canal Ai 
considerarse el ancho b del fondo del canal y no el ancho de la superficie hbre T se restrmge el modelo a 
canales rectangulares y trapeciales de pequeño talud 

La velocIdad máxIma Vm= es al centlo del canal y de ella depende la sobreelevación total. La 
velocIdad varía en forma parabólica entre los taludes y el centro 

Modelo matemático 

Al aplicar la segunda ley de Newton a estas SUpOSIciones, Woodward (1980) llegó a la ecuación 
23.16. 

(2.3.16) 

Ob$enraciones y comentarios 

Cómo obtener la velocidad Vmax es una impreciSión que Woodward (1980) no aclara, podría pensarse 
en la superficial o en la máXllTIa de la distnbuclón vertical de v. 

No se especifican mtervalos (de gasto, de rugOSIdad, de radio de curvatura, de sección transversal del 
canal, etc.) dentro de los cuales éste y los dos métodos anteriores sean suficientemente exactos, por 10 que 
hasta cierto punto se les puede considerar mcompletos. 

En las ecuaciones 2.3.14, 2.3.15 Y 2.3.16 no aparece la densidad del fluido ni el tirante medio como 
variable, lo cual Significa que no se consideran la masa ni el volumen que circulan; en otras palabras, da lo 
mismo cualquiera que sea el fluido y la cantidad que circule ya que el resultado es el mismo, lo cual está lID 

poco fuera de la lógica. 
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Hasta el momento no existen reglas fijas que detennmen el radio mínimo de curvatura para el cual se 
puede Ignorar cualquier consideración de sobreelevacián en el diseño y operaclón del canal Algunos autores 
hicieron la afirmación de que el efecto de las curvas es despreciable cuando el radio de curvatura al centro 

r 
del canal es mayor que tres veces el ancho de plantilla b > 3 , afirmación que parece insuficiente pues no 

consIdera el gasto ni el fluido que circula, ni tampoco su velocidad (importante aún si se trata de régimen 
subcritico) 

2.3.7 Comparación analítica de métodos 

Determmar ei gasto de un canal abierto es muy iInporta..l1te para la hidrología ya que es un parámetro 
pnmario cuando se hacen análisis come la curva masa. También es necesario para calcular distribuciones de 
energía y fuerza, coefiCientes de retardo, aportaciones de agua y famación de sednnentos, Los aparatos 
usados comúnmente para aforar el gasto son aquellos que obtIenen el valor de la velocidad en cualquier 
posiCIón de una sección transversal y que se basan en la fuerza del fluido o aquellos que miden una carga 
diferenclal (como el canal Parshall)} se basan en el tirante critico y otros más que ftmcicman con principies 
eléctncos, magnéticos y ópticos. 

Apmann (1973) hizo un planteamiento interesante que sirve para detennmar el gasto circulante en 
régimen subcritico a partir de la sobreelevaclón que se presente en las curvas horizontales de un cauce, 
planteamiento que es de utilidad para el análisis de ríos, especialmente si son muy caudalosos como para 
aforarlos volumétricamente. 

En su método de estimación, Apmann (1973) emplea marcas del nivel del agua así como datos 
topográficos del cauce El principio que considera es que la sobreelevación está relacionada con la carga de 
velocidad y la geometría de la cunra. El método sirvió a su vez para comparar otros métodos referentes a la 
sobreelevación. 

Consideraciones e hipótesis 

;;. Balance de fuerzas 
Se considera que son 3 las acciones que influyen en el movirmento curvilíneo y que juntas inducen la 

sobreelevaclán en un tramo curvilíneo r . dfJ unitario 

./ Fuerza centrifUga - Actúa hacia afuera de la curva y es consecuencia de (a inercia del liquido que 
tiende a hacerlo salir de la trayectoria de la curva 

.¡" Componente radJC11 del esfoerzo cortante - Actúa hacja afuera en la plantilla del canal oponiéndose 
al senttdo del movimiento espiral en la zona mas profimda del flujo . 

./ Fuerzas de preSIón - Supuestas hidrostáticas y cuya resultante actúa hacia el centro de curvatura 
dado que es mayor la altura del triángulo de presiones en la pared exterior que en iá. ímenor. Para 
esto hay que recordar que se analizan las fuerzas sobre el agua, no del agua sobre su entorno. 

Modelo matemático 

El equilIbrio queda entonces como sigue 

donde 
p densidad del liquido [kgIm'j 
v velocidad longitudinal 

T r componente radial del esfuerzo cortante 

(2.3J7) 
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p presión (ludrostática), dada por ei tIrante y el peso específico [N/ml) 
No entra la variable ,9 porque como se menCIonó, se trata de un traIllO r· dB fijo unitario 

SI ahora se integran por separado los ténninos respecto al eje z, resulta el pnmero 

ovh) dh 
~---=r-

Or dr 
(2318) 

debido a que el tirante h solo varía en función de r. 

(2.3 19) 

donde v m es el componente longitudmal de la velocidad media a lo [argo del tIrante, 

1 r' S = --2 j¡ v 2dz coeficiente para promediar v2
, pues se mtegra a lo largo de la altura z y se divide entre 

hV
m 

(t 

el tirante h, algo parecido al ajuste que se hace con el coeficiente de Boussinesq, debldo a 

que en la práctica v; no es exactamente igual al promedio obtenido integrando. 

Para: el esfuerzo cortante se asume una distribucIón lineal a lo largo del eje vertical Este esfuerw se 
genera en el fondo del canal y en la superficie libre vale O, por lo que el único término representativo es 

r cr:::: componente radIal de esfuerzo cortante en el fondo del canal que queda dividiendo entre h como lm 

valor fijo para una misma sección y ya no requiere integrarse respecto a z. Es decir 

(2320) 

Ahora se dlV1de todo entre r 

(2321) 

En este paso Apmann (1973) encontró el problema de la falta de ecuaciones matemáticas que 
describan adecuadamente las distribuclones de velocHiad y de esfuerzo cortante en una curva, ecuaciones 
necesarias porque ambas cantidades varían espacialmente, para poder mtegrar la ecuación 2 3.21. Para dar 
una solución al problema, Apmann (1973) considera una ecuación que parece dar llil:a buena estimación de 

O y que propuso Chow (J 959) 

(2.3.22) 

K constante van Kannan = O 4 

v .. ::=o '-'-' , velocidad al cortante 
,p 
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Por otro lado la componente radial del esfuerzo cortante es 

Tor :;::;tanifJ'Tot (23.23) 

donde t/J es el ángulo entre el componente radial y el esfuerzo cortante total T o, proyectado en plano 
horizontal Según Rozovslai (I 961) el resultado se puede aproximar con la expresión 

_1 ."" _11!!. Tor-~anrj; ~ol-" T ol (2.3.24) 
r 

donde T 01 es el componente longrtudinal del esfuerzo cortante total en plantilla, que por su poca diferencia el 

autor confunde con T () . 

Figura 2.10 Esfuerzos cortantes 

Ahora se sustituyen las ecuaciones 2 3.22 Y 2.3.24 en la ecuación 2.3.21, además de no considerar 'fo sino su 

equivalente en velocidad al cortante v; p 

: = [1 +(11+ ;, tU ~ 
I.~_~ ___ J 

V
W 

(23.25) 

W viene siendo el coeficiente de resistencia, vanable a lo largo de la curva. A pesar de las 
simplificaciones, la presencia y compleja variabilidad espacial de la distribución del esfuerzo cortante hace 
aun ddícil usar la ecuación 2.3.25, por lo que Apmann (1973) hace wia consideración rrIás. y es la de que se 
ignore momentáneamente la variabilidad del coeficiente de resistencia W. Para poder continuár el desarrollo 
algebraico se aplican dos artificios 

• W, que funciona como factor de corrección, es supuesto simplemente igual a 1. 
• Se dividen ambos lados de la igualdad entre la velocidad media elevada al cuadrado, v,,,l, como sigue: 

(2.326) 

(2.3.27) 
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dh es a 10 largo de la dirección radial la vanaclón del tirante que, para la diferencia entre radio extenor 
e interior en la superficie libre r2 - r¡, es Igual a!1H Del otro lado de la Igualdad queda una integraL Es 
importante que el lector sepa que la W que se maneja en este planteamiento es la máxima que aparezca 
durante toda la trayectona curvtlinea 

(2.3 28) 

/!'H 
Al cociente 4~ue se encuentra al lado inlulerdo en la ewac¡ón 2 3.28 se le Düede llamar 0 :::: --, ..- V 2 ,/ . 

m/ 
g 

SI se considera ia ecuación de continuidad º ::: A· V",y se sustituye en esta últIma Igualdad, se llega a 

(2329) 

Para obtener 0, Apmann (I973) consideró que el comportamiento del flUido en curvas horizontales 

podría depender del número de Reynolds Re. de la rugosidad del canal, del ángulo total de la curva S, del 

b R 
cociente de curvatura. _. ,del cociente _lJ , del número de Froude Jir y del ancho d~ plantílla del canal b A 

re hm 

partir de estas variables y los datos experimentales de más de setenta modelos usados en pruebas hechas por 
doce autores previos (Cuadro 2 2) obtuvo una ecuación que da un valor de El y que en la medida de lo 
posible satisface a todos los datos expenmentales 
Cuando los datos parecían dIspersarse fueron correlacionados estadísticamente y la relación numérica entre 

el coeficiente El y las variables más importantes fue determinada calcula..'1do la suma de los cuadrados de las 

desV1aciones entre los datos medidos experimentalmente y los datos obtenIdos de la 0 más actualizada, así 
se fue ajustando la ecuación final Un problema seguía siendo la poca informaCión dtsponible acerca de las 
distribuciones de esfuerzos cortantes 

Fuente I Sección transversal Angulo total [) Número de pruebas 
BlUf et al. Cauce natura] 95" 4 

Denzler Rectangular 9G" 27 
lppen Trapecial 60" 6 

Leopold el al Poligonal 50" 2 
Parsons Cauce natural 143" 1 

Rozauskii Rectangular lSG" 2 
Poligonal 90" 1 

Shukry Rectangular 180" 10 
Yarnell Rectangular 280" 6 

Yen Rectangular 90" 16 
Eskinazi Rectangular 360" 1 

Wattendorf Rectangular 300" 1 
Van Cordier Rectangular 9()" 1 

Cuadro 2.2 Fuentes de datos experimentales para la obtención de e según Apmann (1973) 

Otra suposición importante es que Vm no varia longitudinalmente, lo que hace más fácil de mtegrar a la 

ecuación 2 3 28, pues v m :::: Vm La ecuación que representa el mejor ajuste que se obtuvo es 
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v 2 
~J_ 

Grashof(1875) 
AH - --~ln -

g '1 
V' b Woodward (1920) 

AH ~ -----.!!!_- -

g Y, 

3 Vm
2 b Joebes y Douma (1942) 

AH --
2 g r, 

( I Ippen (1960) 

2 

~. 
- - -- ----

Pe II + b 2

, J 
121~ 

Hl 

-
V 2 r 2 _r 2 

Mi ::;:; -- -~- -~--) 
lppen)' Drmker (1962) 

2g r2r1 

Iili ~ V';~{2(Jr~_16r" +[( 4r; -IJ'¡n 2r,:':'2]} 
Woodward (1920) 

21: b b' b' 2r,-h 

Cuadro 2.3 Ecuaciones previas que ayudaron a la obtención de la ecuación 2.3.30 

Apmarm (1973) verificó las bondades de su método en una corriente fluvial natural en el estado de 
New York cerca de BuffaJo en un tramo de 3700 metros. Se levantó la topografía con detalle y se tomaron 22 
curvas para las cuales en el mapa se midió el radío de curvatura y los radios correspondientes a las paredes 
del canal natural, así como el ángulo total de cada curva y la sobreelevacién MI rnáxuna generada en cada 
lUla, de esta manera se pudieron aplicar las ecuaciones 2 3.29 Y 2.3.30 para conocer el gasto circulante Se 
eliminaron resultados que eran plCOS absurdos En general sí se presentó una tendencia a una media con 
vananza baja, excepto para sobreelevacíones menores de 7 6 cm, que dan resultados muy pequeños para 10 
que debieran y para aquellos casos en que el agua rebasó momentáneamente el nIvel de la pared lateral Para 
complementar el trabajo expenmental se hicieron mediCiones aphcando el método Sección - pendiente y se 
observaron resultados muy similares a los que se obtIenen con el método aquí desarrollado. Según Apmann 
(1973) el error de este método es menor del 8%, mientras que el grupo de datos usados para desarrollar el 
método (cuadro 2.2) tienen un error aproxImado del 12% 

2.3.8 Observaciones y comentarios 

Como puede observar el lector, la vananza de los result2ldos en la figura 2.11 es baja; La razón de 
haberlo mencIOnado en esta tesis es que si el método es bueno se puede usar al revés, para predecir ~H a 
partIr del gasto conOCIdo En cuanto a la apbcaóón, ésta se hace en un cauce natural y el error fue 
relativamente bajo, lo que hace pensar que el método es confiable en canales artificiales. Aunque no se 
cuente con el gasto conocido de antemano, el hecho de que el conjunto de datos expenmentales de distintas 
curvas (o meandros) del mismo río tengan una tendencIa clara a un valor hace pensar que el método no es un 
simple tanteo. 

Dado que la figura 2 11 muestra bastante exactitud del método de Apmann (1973), es de suponerse que 
entre las fórmulas anteriores la de Grashoj (1875) y Woodward (1920) ya estaban aproximadas por su fonna 
iogaritmica. 

Las ecuaciones 2 3 20 y 23.30 son W1a buena forma de darle la vuelta al problema de cuantIficar los 
esfuerzos cortantes 
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:3 DESARROLLO TEÓRICO 

Por ser la sobreelevación y las pérdidas de energía los principales problemas que atañen al flujo 
subcrítIco en curvas horizontales, en este capitulo se describe de manera detallada una alternativa 
metodológica a lo mencionado en el capítulo anterior que permite predecir estos dos fenómenos. 

3.1 Sobreelevación 

Para tratar la cuestión de la sobreelevación se aplicará la teoría propuesta por los profesores Chien 
Len Yen y Ben ChIe Yen (l971). 

3.1.1 DesarroHo de ¡as ecuaciones 

Can las ecuaciones de movimiento de Reynolds para flujo turbulento estable en coordenadas 
cilíndncas se puede describir la configuración del perfil de la superficie libre del agua que avanza en una 
curva horizontal, tanto en dirección longitudmal como en dirección radial. 

Sistema de coordenadas: r longitud radIal en un plano horizontal de referencia. 
B ángulo que representa la dirección longItudinal curvilínea. 
z cota o altura respecto al mismo plano de referencIa 

La forma en que Rouse (1959) expuso las ecuaciones de movimiento de Reynolds es la siguiente: 

donde 
p presión media, 

p densidad del fluido, 

g aceleración gravitatoria, 

11, v, w componentes de la velocidad media del flujo a lo largo de los ejes coordenados r, B y z, 
respectivamente 

Se puede observar que las ecuacIones anteriores no son tan complicadas como parecen La ecuación 
3.1.1 SIgnifica que la variacIón de la carga de presión y de la carga de posición respecto de la coordenada 
r, más el gradiente de la velocIdad radial multiplicado por la matnz de velocidades, dependen 
directamente de los esfuerzos cortantes ortogonales a r y del esfuerzo axial en rurec,ción de r. La forma es 
sumlar en las ecuaciones 3.1.2 Y 3.1.3, solo que en la ecuación 3.1.2 en lugar de r es raO y la velocidad 
es la longitudmal y en la ecuación 3 1.3 es z y la velocidad vertical w 

Las ecuaciones dIferenciales que descnben los esfuerzos existentes en el flujo curvilíneo horizontal, 
tanto nonuales como tangenciales(cortantes), San. 
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2 
GU jl __ ~p'U2 

ur (314) r B, ( 
uv UW) 

::: J.1 GZ + ~aiJ - p'v'w (31.8) 

(
av JI) ., 

2¡11 --+- -pv re (j r 
(315) r rO 

= p( Qv _ ~ + __ ~~~ ! _ p'u'v 
ar r rae) (3 I 7) 

donde 

GW - p'w? 
{)z 

r r; esfuerzo cortante sobre el plano ¡ - j, 

jJ viscosIdad dmámlca del fluido, 

(3 1 6) (aw uu) 
f1 '", + '"' - p'u'w 

ar cz 

'u, 'v. 'w fluctuaCIOnes turbulentas respecto de u, v y w respectivamente. 

(3 1 9) 

Como la ecuaciÓn 3.1 1 está refenda a la dirección radial r j se puede obtener de ella el valor de S, j 

pendiente transversal de la superficIe libre Para esto se plantea la mtegral de la variación en las cargas de 
presión (tIrante, en ~l caso de canal) y de posición, porque son ellas dos las que determman la pendiente 
transversal. 

J,.iJ(Pm I "J,.(Pm } [(P. 18z, (l'o )oz"J :;:-- -- t,gzfz::::: -;;:- - .. +gz z- ---+gz1 1-,;-- ---+gzo --
Z, (ly P or z p \ P ) or P ar 

donde 
OZ 

pendiente transversal de la superficIe libre en cualquier posiCión de una sección transversal, ar 
z ú coordenada vertical del fondo del canal, 

z) coordenada vertical de la superficie libre, 

Po preSión al fondo del canal, 

P1 presIón en la superficie libre, P1 :::; O, 

a z 1 variación del nivel de la superficie a lo largo del eje radIal e igual a .. )',-. 
iJr 

(3.1.10) 

Para el paso anterior se aplicó ia regia de leibniz Al extraer la denvada parcJa! de la mtegral hay 
que restar la función valuada en los limites de la mtegral y mulllphcada por sus derivadas parCIales 

Por otro lado, la integral del cuarto término a la derecha en la ecuación 3 1 1 queda 

1 J '. a ( T) 1 J '. o -- r rZ .dz:= - - '[ 
r '. OZ P P '. 3z 

·dz (31 11) 

donde T n es el componente del esfuerzo cortante 7:
0

, perpendicular al eje a y proyectado en el 

plano r - z Ese esfuerzo cortante en la superficie libre del agua es despreciable y al fondo en Zo es igual a 

(3.1 12) 
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donde fj; es el ángulo de desV13ción del vector de velocidad media del agua respecto de la dirección 

longitudinal del canal en un plano horizonta1. La existencia de este ángulo se debe a que hay un 
componente de velocidad transversal durante la curva. 

Por otra parte se define a la velocidad del cortante como 
iTo 

v~ = 1-. Sustrtuyendo esta variable y la 
~\/ p 

ecuación 3.1.12 en la ecuación 3.1.11 el resultado es 

(3.1.13) 

Ahora se sustituye el resultado de la ecuación 3.1.10 Y de la 3 1 13 en la integración de la ecuación 3 1.1 

a J"(p) oZ¡ (po )OZo 1 J"[ a ( u;) u~ a ( T,.)] ~ -+gz ·dz-gz¡-+ ~+gzo -=- ~ r~ --+~- r- ·dz+ ay', p ar p ar r '. ar p p rae p 

, J"( Bu v' Bu BU) - v~ . Sin rp + - u - + -- - v --,~ - ID - • dz 
z~ or r roe OZ 

(3.1.14) 

La presión se considera hidrostática. de manera que E:::: g(Zt - z); Po:::: g(Zt - zo) y con esto se 
p p 

desarrollan los ténnmos de la izquierda en la ecuación 3,1.14 come sig'.ls 

B fZI vZ 1 g--z] dz-gzl~-+ ar Zo ar 

2] no varia respecto de z pero sí respecto de r, lo mismo que Zo, si la plantilla del canal tiene pendiente 
transversaL 

Bz, 
-z).~-=Sgh 

o or r 

el último resultado es lo que va a la izquierda en la ecuación 3.1.14. h = (z¡ - zaJ es el tirante local en 
cualqUler POSIción radial de una sección transversal 
Así la ecuación diferencial que describe a la pendiente transversal de la superficie libre del fluido es 

1 {I f'[ a ( (¡ J ,,; a ( T, JJ ' r",( au v' au auJ } Sr::z::- -j, ~ r......L- --+- r.JJL ·dz-v .. 'SIDtP+ 1 -U-+--V-,--w-·dz 
ghr"Gr p p rao p '. Gr r roO iJz 

(3.1.15) 
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La ecuación 3.1.15 resulta aun muy compleja, así que J.lcn Yen y Oe Yen (1971) elIminan vanos 
términos, de los cuales, por su propia expenenCla y la de otros autores, saben que suelen tener valores muy 
pequeños con respecte de otros témlll1cs de la mIsma ecuaCIón y por tanto casi no mfluyen en el valor 
total de S,. La forma más simphficada es la ecuación 3 1 ! 6 Y resulta 

1 {, í" ( v' () u) } Sr = --- - v: . Sin ¡ji + ----- v---.:; ~ ·dz 
gh Zo r ro B 

(3.1.16) 

donde h es el tirante en la pOSIción r. 
Como la comparación entre canales, así como la (".onstmcc!ón de gráficas, se hacen usaTldo 

cocientes, la ecuación 3 1 16 se puede reacomodar distribuyendo h. agregando V /ti Y extrayendo r como 
factor cornÍtJ.1.. Resulta entonces 

s, =!~ L 2 ':f",-)' . sin'" + ¡,,{ 2[( -"-)' - -" 8(~J d(~)l 
2gr 1 hlVm )';';; lVm Vm ae h 

(3 1.17) 

donde V m es la velocidad media del longItudinal 

3.1.2 Modelos experimentanes 

El trabajo expenmentaI de Ven Yen y Chien Yen (1971) se realizó con 2 modelos de canales, cada 
uno consistente de 2 curvas como se muestra en la figura 3.2 

El pnmer canal era de sección trapecial con base menor b = 1.83 m, taludes k = 1 Y paredes de 
concreto bien acabado, lo mIsmo que la plantilla (figura 3 1). 

Para el segundo canal se construyeron las paredes separadas 2 33 m y se colocó una plantilla de 
arena fina. Se hizo circular agua hasta que la forma de la plantilla se estabiliZó y con las lecturas hechas de 
la topografía resultante se retIn) la arena y en su lugar se puso mortero, de manera que se mantuviera fija 
la forma de canal fluvial natural y sobre él se trabajó (figura 3.3) 

. ->--: 
h"" 1 83m 

Figura 3.1 Modelo de canal con 
sección trapecial 

Todos los flujos para los cuales se tomaron 
regIstros de la superficie libre en dIstmtas secciones 
de ambos canales fueron dentro del régimen 
subcritico (número de Froude < 1) 

Tanto en el cómputo teórico de valores del 
tirante en una sección transversal, como en las 
mediciones experimentales, se consideraron 3 
secciones transversales en cada curva que fueron a 
n/8, a n/4 y a 3n/8 (considerando que la curva 
completa es de 4n/8). 
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~----

/ 

Figura 3.2 Vista en pianta del modelo experimental de llera Yen y Chien Yen 

\ 
._~\ 

• 234m 

Nivel micial de la plantilla 

Figura 3.3 Topografía y sección transversal resultantes en la primera curva el 
modelo de cauce natural 
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3.1.3 Análisis de ecuaciones 

Del planteamIento teónco se llegó a la ecuación 3 1 17. Esa ecuación se puede separar en 3 partes 
para analizar ]a Importancia de cada ténnino 

r v. ( )
, 

-2- - ·smljJ 
h Vm 

c. 

El primer término representa el efecto del componente radial del esfuerzo cortante sobre la 
pendiente transversal de la superficie libre El segundo refleja el efecto de la aceleración centrípeta 
resultante del cambio de duecclón de la velocídad longttudma! y el tercero la eX1stencia de una velocIdad 
transversa! a lo largo de la curva de! ca11a! y su variablhdad en rurección vertical 

Por lo que Sr se smtetlza en la expresión 

v' S =c m 
r r 2gr 

(3.118) 

(3 1 19) 

Para distintas pOSICiones transversales y dlstmtos ángulos de la curva, rlen Yen y Chlcn Yen (1971) 
se apoyaron en la mtegraclón numérica utthzando los valores medidos de velocidad media del flujo Vm, de 
los componentes u, v y del esfuerzo cortante, para calcular los valores de las 3 e (coeficientes de 
pendiente transversal de superficie libre) y analizar su comportamiento. Los resultados se muestran en las 
figuras 3.4 y 3 5. 

Lo más destacable de dichas figuras es el hecho de que Cr2 , término referente a la aceleración 
centrípeta, es el que más peso tiene en S~, mientras que ('rl casi no pmta, es decir, el esfuerzo cortante 
transversal casi no influye en la pendiente transversal de ninguno de los dos modelos. es tiene 
Importancia secundaria en el modelo de C::l'lCe natural, prmclpalmente donde la inclinación transversal de 

la plantIlla es máxrrna, en !!.. . Cd depende de la variabilidad de la velocIdad transversal a lo largo de la 
4 

curva y esa variabilIdad es mayor cuando la topografía de la plantilla no es constante. 
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Figura 3.4 Coeficientes de pendiente transversal resultantes para modelo de sección trapecial 
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Figura 3.5 Coeficientes de pendiente transversal resultantes para modelo de cauce natu.al 
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Corno Sr es el valor de la diferencia en el nivel de la superficie hbre del agua por cada unidad de 
desplazamiento radIal, se aplica la ecuación 3.1.20 para conocer la diferencia de mvel entre 2 posiciones 
de una sección transversal, como sigue 

(3.1 20) 

donde 
r(; radlo al eje de! ca.'1a!, 
r coordenada radial del punto considerado, 
bJ¡ diferencia de nIvel entre dos puntos localizados en r y re_ 

Si se deja la mtegral al lado derecho del signo de igualdad y el resto al lado izquierdo, se obtiene un 
cociente adimensional 

donde 
AH diferencia total de nivel en la superficie libre, entre las dos paredes del canal, 
r 1 radio interior del canal en la superficie libre. 
r] radio extenor del canal en la superficie libre, 
T = r2 - 7} , ancho de superficie libre, Igual a b si el canal fuera rectangular. 

(3.1.21) 

A pesar de que C. es adimensional, impltca una re1aciÓll directa entre /lH y V m. 

r 
Una vez que se multiplican ambos lados de la ecuación 3.1.21 por la relación ....E.. para considerar el 

T 
radio de curvatura y el ancho de la superficie libre, se separa la ecuación 3.1.21 en dos partes. 

es teónco 

re, r], r2 y T son poco variables. e y toda la integral se 
resuelven para cualquier sección transversal usando 
integración numérica. 

C. expenmental 

Vm es cuantificable en cualquier tramo recto a partir del 
gasto conOCIdo y la ecuaCIón de continuidad; !lH se mide 
fácilmente en cualquier sección, lo mismo que T. 

3.1.4 Resultados obtenidos 

2g 

La figura 3.6 muestra la comparación entre lo medido y loteérico en cuanto a Cs 

Lo interesante de la gráfica de la figura 3.6 es el hecho de que es en el canal trapecial se mantiene 
más o menos constante. es comienza a desarrollarse en el tramo recto a O.2rc de distancia aguas arriba de 
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la curva y se establhza casI inmediatamente que entra el agua a ella El decaimiento micia poco antes de 
salir de la curva. La gran ventaja de este comportaffilento es el hecho de que por ser r. un valor 
adimenslOoaJ, es generahzable para canales trapeciales no muy angostos (esto último por el efecto pared 
que tendría mayor importancia en canales muy angostos) Los autores Llen Yen y rhien Yen (1971) 
consideran a partir de la figura 3 6 que ese valor es 2 2 

6.0 ,......,.--r--,.....-,---,---..,----,---.,.--..,---,---....,.---, 

5.0 

4.0 

·s 3.0 

í II!I
O 

Sección Tra¡xrial - calculado l 
I Sección Trapecial - mero ClOnes I 
I @ Sección flUVial - calculado 

o Sección fluvial - mediciones ..... ~~~; ........ . 
ci . .. ··0 

...........•...... ...- ............. ~ ........•. 
... 

··0·. 
TrapeCIal .•.•.••..... 

2.0 

1.0 

o 
-1).50 0.0 

Tramo recto cntre curvas 

0/16 0/8 30/16 0/4 50/16 3 O/ 10/16 0/2 

Curva honzontal 
~I 

Figura 3.6 Comportamiento del coeficiente de sobweelevación, teórica y experimentalmente 

V'"j' V' T es ·_·!!L·-:::::2 2~··-;::;: 1 
2g r, 2g r, 

(3.i22) 

3.1.5 Observaciones y comentarios 

La concordancia entre lo teórico y lo medido en la figura 3 6 demuestra que el planteamiento 
teónco se ajusta a la realidad. En el modelo de cauce natural el factor e se hace más pronunciado donde 
la plantilla del canal está más inclinada transversalmente (en la sección 1t/4), lo cual no es de extrañar ya 
que la ecuaCión 3.1 21 no oblIga a que la dtferencia de tuantes entre la pared interior y la exterior del canal 
sea a nivel de la superficle libre, sino que puede ser al nivel de plantilla. Es de suponerse que en el modelo 
con plantilla indinada haCia afuera de la curva, el fluido se acumule más en el lado exterior que en el 
interior debido a la fuerza centrifuga y por tanto aunque la plantilla se haya deformado libremente para 
compensar ese desplazamiento aun se puede ver una sobreelevación al nivel de superficie libre. Eso se 
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refleja en el hecho de que el factor Cr3 sea más rmportante en el modelo de plantilla deformada que en el 
de plantilla horizontal, pues hay más desplazamiento en el modelo de cauce natural. 

De esta manera se tiene una ecuación sencilla y sustentada de fácil aplicación (ecuación 3.1 22). Es 
de suponer que éste mismo resultado es aplicable a canales de sección rectangular por ser de 
comportamiento más simple que los canales trapeciales y porque la ecuación 3 1.22 depende del ancho de 
superficie libre T, no del ancho de plantilla b. El problema de la sobreelevación en canales artificiales con 
plantilla transversalmente horizontal parece estar resuelto, por lo menos en canales 10 suficientemente 
anchos para considerar despreciable el efecto de pared y en régimen subcrítico. Esto último porque la 
ecuación 3.1.22 fue probada por el autor de esta tesis usando el Excel dando más de 35 combinaciones 
aleatorias de gasto Q, ancho de plantilla b y tirante medio h", y Se observó que en algunos casos, desde un 
valor de 1.4 en el número de Froude ia sobreelevacíón superaba ei doble dei tirante medio, es decir, el 
agua se desprendia de la pared interior del canal, lo cual no se puede asegurar que suceda en la realidad ya 
que el efecto de las ondas cruzadas (característico dei régimen supercritico) mencionado en el primer 
capítulo, puede inflUIr en este comportamiento de manera no analizada en este trabajo. 

3.2 Pérdidas de energía 

Para el problema de pérdidas de energía que se presenta en una trayectoria horizontal curvilínea, se 
considera que la teoría del profesor Howard H. Chang (1983) da una buena descripción del fenómeno, así 
como ecuaciones fimdamentadas para predecirlo. 

3.2.1 Causas de las pérdidas de energía 

Chow (1959) Y otros autores concluyeron de sus experimentos que las pérdidas totales de energía 
debidas a ia circuiaclón en curvas horizontaies son de orden similar a las pérdidas que experimenta la 
misma corriente de agua en el mismo canal en la zona rectilínea pero con la rugosidad incrementada. 

Las causas de pérdidas de energía en curvas horizontales son. 

a) FriccIón interna del líquido (agua) debida a la circulaCIón secundaria, 
b) ReSIstencia en la frontera de/líqUIdo y el canal, asociada con los esfuerzos cortantes transversales. 
c) PérdIdas por turbulenCia, generada al separarse el fluido de alguna de las paredes del canal, esto en el 

caso de curvas muy agudas (de radio relativamente pequeño) yJo velocidades altas. 
d) Pérdidas por turbulencIa generada a partlr de pequeños saltos hIdráulzcos ocurrentes en zonas al 

ruterior de la curva con alto número de Froude, ya que los tirantes son menores y las velocidades 
pueden ser muy elevadas. 

Las 2 primeras causas son de mterés, ya que las otras 2 son más bien caracteristIcas de flujo en 
régimen supercrítico 

3.2.2 Modelo analítico 

El modelo analítico de Chang (1983) micia de la siguiente manera: 

(3.2.1) 

P representa la pérdida de energía por unidad de longitud en el canal por unidad de tiempo, que en 
el caso de flujo curvilíneo es igual a la suma de la pérdida por flujo longitudinal P' más la debida al flujo 
transversal P' '. 
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Las unidades de P son [~-;.l unidad de energia .J 00ule) por cada metro longitudinal por cada 

segundo transcurndo, esto debIdo a que las pérdidas no dependen de una masa estática de agua, sino 
dinámica. así que la interpretación que hay que dar a estas unidades es joules perdidos en un tramo 
recorrrdo en un lapso de I/empo. 

tiene 
Por otro lado, ya que las pérdidas dependen del líquido de que se trata y del gasto que circula, se 

P' ~ rQS' 

donde 
r peso específico del líquido. 
Q gasto cIrculante 

(322) 

S' gradiente de energía IongitudmaL 
S ' gradiente de energía transversal. 

P" - rQS" (3.23) 

Tanta S' como S" tlenen unidades (mlm], lo que significa metros perduios de columna de agua por 
cada metro honzontal recorndo, en dIrección longrtudinal y transversal, respectlvamente_ Todas las 
vanables involucradas son escalares, así que la ecuacIón 3.2 1 también da por resultado una cantIdad 
escalar. Al sustItuir las ecuaciones 32 2 Y 3.23 en la ecuación 3 2.1, oQ es el factor común, por lo que la 
suma resultante es S' + S" Ambos gradientes no son cantidades vectoriales en igual dirección, S111 

embargo se pueden sumar ya que afectan directamente, de manera hneal y mutuamente independIente en 
la columna de agua representativa de la línea de energía Lo que interesa entonces es obtener el valor de 
ambos gradientes (y y Q deben de ser conocidos de antemano para cualqmer SIstema de canales que se 

quiera analizar) 
El punto de vista que asume C'hang (1983) es que el total de energía que pIerde el ¡Zurdo es Igual al 

trabajO que reahza mbre el entorno y esto se exphca pnmero analizando un tramo rectIlíneo Para esto se 
plantea la integral que representa la potencia por unidad de longitud. 

l'~ fVdF (324) 

donde 
V vector de velocidad medm del flUido [mIs] 
F fuerza por lillldad de longitud de! canal [N/m] 
F es el total de fuerzas que en su avance ejerce el fluido sobre las paredes y plantilla del canal y que 

éstos responden con esfuerzos cortantes debidos a la fnccIón 
Se reemplaza ahora el vector velOCIdad por la componente de velOCidad longitudInal v porque es en 

esa dirección donde se reflejan el total de pérdidas y porque es la componente más representativa de la 
velocidad total. 

La fuerza por umdad de longItud se reemplaza por su eqUivalente, es decir 

donde 
z coordenada vertical, 
y coordenada transversal en tramo rectiIineo, 
r peso volumétrico del líquido 

(3.25) 
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La interpretación que se da para entender la ecuación 3.2 5 es la siguiente: En este caso las fuerzas 
de fricción en conjunto que experimenta el fluido llevan implícita una aceleración que se opone a su 
movimiento (hay que recordar que la segunda ley de Newton dice F = ma). El fluido para mantener su 
gasto constante responde con otra fuerza de igual maguitud, llamada 11F, de donde bz· Ay es el área de 

cualquier sección transversal, que multiphcada por el peso volumétrico da por resultado la masa 
(multiplicada a su vez por la aceleración graV1tatoria) del fluido por unidad de longitud del canal. Por otro 
lado, una aceleraclón siempre implica transformación y/o transmisión de energía en la mecánica 
newtontana, así que aunque S no tiene unidades de aceleración, sí lo representa ya que con esta pérdida (o 
transmisión) de energía es que el fluido compensa la aceleración contraria, producto de la fricción. 

tiene 
Sustituyendo la ecuación 3.2.5 yel componente de velocidad longItudinal en la ecuación 32.4, se 

donde 
v velocidad longrtudinal, 
S gradiente total, 
dz diferencial de tirante h, 
dy diferencial del ancho del canal. 

(3.2.6) 

La doble integral a lo ancho y a lo alto del canal da el área transversal que multiplicada por la 
velOCIdad, da por resultado el gasto total º. De esta manera se obtiene una ecuación con la fonna de las 
ecuaciones 3.2.2 y 3.2,3 y que es 

p~ ¡QS (3.2.7) 

5," (el gradIente por flujo longitudmal) se puede obtener de fónnulas comunes cuya efectividad ya 
está aceptada en la actualidad, como es el caso de la fónnula de Mannrng. 

A continuación se desarrolla la ecuación 3.2.4 para P"~ pérdida de energía por flujo transversal en 
trayectona curvilínea. Ahora la aceleración está dada por la aceleración normal en la direcCIón 
longitudmal y la aceleración gravItatona en la dirección vertical 

donde 
u componente transversal de la velocidad total, 
w cornponente vertical de la velocidad to+..a1, 
p densidad del liquido. 

(3.2.8) 

El componente vertical de la velocidad w es muy pequeño y el trabajo realizado por el ascenso y 
descenso del nivel del agua se puede considerar mutuamente anulado, así que w es prácticamente igual a O. 

Aunque en la ecuaCIón 3.2.8 pareciera que no hace falta el valor de ningún esfuerzo cortante, en 
realIdad éste y la rugosidad influyen directamente en la distribución no uniforme de los dos componentes 
de velocidad u y v que interesan 

En la figura 3.7 el lector puede darse una idea de cómo se distribuyen u y v. De las distribuciones de 
velocidad la que resulta más dificil de describir con ecuaciones apropiadas es la distribución vertical de la 
velocidad transversal debido, entre otras cosas, a su cambio de sentIdo. 

Ademas de la forma de la distribución de las velocidades, el lector debe de lmaginar que las 
magmtudes varían en dirección transversal y longitudmaL 
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3.2.3 Distribución de ia velocidad longitudinal 

La velocidad longitudma\ varía en dlrección vertlca\ y radiaL Para ia distnbuclón radial se considera 
la fonna que obtuvo Od.{!aard (1981) 

donde 
Vm velocidad longitudmal promediada de toda la distribución vertical en la posicIón r, 
re radio de la línea mecha del canal, 
h tirante en la pOSición r, 
hm tirante en el eje del canal, 
V", velocidad longitudmal media del flmdo 

(329) 

DIstnbución 
transversal de la 
velocidad 
longitudinal Distribución verileal de la 

velocidad longitudinal. 

velocl<lad transversal. 

Figura 3.7 Distribución de los componentes de la velocidad 

, , 

--~--- .~ 
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Aunque no se profundiza en los estudios de Odgaard (1981) debido a que están muy enfocados a 
cuestIones de granulomctría de ríos, resulta interesante revisar el comportamiento gráfico de la ecuación 
3.2.9 que Odgaard (1981) propuso de sus trabajos experimentales 

20 ~~~~-~----~-------------l 

195 r (m) 

19 

185 

18 I -~: ~=-=:~~~~---<o/ Fr -0.96 
-~--~---_.----i'!; 

17 5 .------.-.-----lo: 
---~----~l> 

17 

165 
V m (mIs) 

16+---~--_----~--~--__i 

3.112 3.113 3114 3.115 3.116 3.117 3118 

I ': _r ___ (m=)=_-_~_ 
185 

~--~---
18 -----_.~---....., ... 

175 
-------->' I Fr -0.95 

17 

~ 
165 

Vm (mis) 
16 

3084 3.085 3.085 3086 3.086 3087 3.087 3.088 3.088 
5 5 5 5 5 

Figura 3.8 Vista en planta que muestra la inversión en la forma del perfil 
transversal de la velocidad longitudinal v,.. cerca del régimen crítico. 

Al asignar distintos valores de gasto, tirante medio y ancho de plantilla (considerando sección 
rectangular) para generar en computadora una cantidad n - ésima de combinaciones posibles, se observó 
que cuando el número de Froude vale aproximadamente 0.96 se da una inversión en la fonna del perfil 
transversat de velocidad media V m Dicho en otras palabras, para condiciones de régimen subcritico la 
velocidad longitudinal tiende a ser mayor cerca de la pared interior del canal curvo mientras que en 
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condiciones de régimen supercrÍtlco sucede lo contrario; la frontera de regímenes (Fr = 1) casi coincide 
con el punto de inversión 0.96. El análisis es sobre la ecuación 3.2 9, la cual a su vez es el reflejo de los 
trabajos experimentales de Odgaard (1981) Lo mencionado se puede visualizar mejor en la vista en 
planta de la figura 3.8 

" ___ o _____ _ 

02 - ---- ------ .. 

Figura 3.9 Perfil vertkal de velocidad longitudinal según 
Zimmermann y Kennedy (1978) 

La figura 3 9 muestra la 
forma de la distnbuc¡ón 
vertical de la velocidad 
longitudinal v que genera la 
ecuación 3.2 10 para un 
gasto y tirante 1ll11tariOS 

El primer caso corresponde a 
un factor de friccIón baJO 
0.005, el segundo caso a j 
medio O 05 Y tercer caso a j 
alto 0.5 
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Los perfiles de velocidad vistos en planta de la figura 3.8 corresponden a un ejemplo de canal con 
un gasto de lO m'/s, ancho de plantilla igual a 3 m y radio de curvatura al eje del caual de 18 m. Eltirante 
medio en el primer caso es de 1 07 m y número de Froude Fr = 0.96, mientras que el tirante medio en el 
segundo caso es de 1 08 m con número de Froude ¡i} = O 95. De esta manera el lector puede observar 
cómo cambia la forma de la distribución de velocidades. 

No debe de sorprender la mclmación tan pronunciada de los perfiles de la figura 3.8, ya que en 
ambos casos la escala del eje de las abscisas ha sido incrementada para que se visualicen mejor las 
tendencias Evidentemente no se está considerando en estas gráficas el efecto de pared que se explica más 
adelante. 

Para la dtstribución vertical de la velOCIdad longitudmal Zimmermann y Kennedy (197&) obtuvieron 
una ecuación que genera perfiles similares a los obtenidos por varios autores en distintas mediciones 

(3.2 10) 

donde f es el factor de fi:icc¡ón de Darcy-Weisbach. 

La variable Vm no debe de causar confusión, se trata específicamente de la velocidad longitudinal 
promediada vert1calmente y que no varia con la profirndidad, por lo que no proporciona la velocidad 
puntual en toda una sección transversal, así que puede ser vista como una variable requerida en la 
ecuación 3 2.10 Y cuya distribución transversal es una referencia de cómo varía en dirección radial v. Una 
vez que se establece la posición radial de interés, el valor de v obtenido de la ecuación 3 2.10 sí es la 
velocidad puntual longitudmal en cualquier punto a lo largo del tirante loca1. 

3.2,4 Efecto ó. pareó 

No se especifica el valor de 
B, así que su valor es a 
criterio de quien aplique la 

Figura 3.10 Efecto de pared sobre la velocidad longitudidai 
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En la cercanía de las paredes laterales del canal, v tiene un decaImiento brusco hasta ser nula en la 
superficie de la pared Para esto, Z¡mmermann y Kennedy (1978) sugieren seguir la misma ley de 

decaimiento 3.2.10, sólo que en Jugar de .: se maneja la distancia ortogonal a la pared e P yen lugar de Vm 
h D 

se usa la v máxima en la cercanía de las paredes, es decir la última v obtenible con 32.10 usando 

z 
- (figura 3 lO). 
h 

Debido a que la velocidad transversal u depende en parte de la velocidad longitudinal v, también se 
ve drásticamente disminUIda en la cercanía de las paredes por el efecto de pared. 

3.2.5 D;stribütÍón de la velocidad transversal 

La velocidad transversal II tiene un patrón de comportamiento notablemente más comphcado que la 
velocidad longitudmal (figura 3 11), no solo no varía hnealmente a lo largo del eje vertical, SlIlO que sus 
extremos no son 19uales, mIentras que al fondo del canal vale casi cero, en la superficie libre está cerca de 
su valor máximo y en sentido contrario al que tiene cerca de la plantina . 

,---------- .. .... _- .. - -------

i 

Figura 3.11 Forma de la distribución de la velocidad transversal u sobre la linea media del canal 
(vista de sección transversal) 

Hasta ahora las ecuaciones que mejor descnben la dIstribución de la velOCIdad transversal a lo 
largo del eje vertical z y a cualqUIer radio r son las que desarrolló Klkkawa (1976) 
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(3.2.11) 

(3.2.12) 

(3.2.13) 

Donde v. es la velocidad de cortante y 1( es la constante de von Kannan 0:= 0.4 en fluidos 
homogéneos. 

Las ecuaciones 3.2.11, 3.2.12 Y 3.2.13 generan un perfll de velocidad muy similar al de la figura 
3 11 con valores regulares de factor de friccIón. (Si se usan valores absurdamente altos se genera también 
un perfil absurdo, si el factor de fricción vale cero, el perfil no se reduce a cero en el fondo del canal). 

A pesar de lo larga que llega a ser, la ecuación 3.2.11 no es tan complicada COmo parece, ya que no 
involucra muchas variables distintas ni operaciones muy complejas (como variables - exponentes, etc). El 
asunto se complica especialmente al sustituir !.as distribuciones transversal y vertical de la velocidad 
longitudinal (ecuaciones 3.2.9 y 3.2.10) considerando además el eftcto de pared, junto con la distribución 
de la velocidad transversal (ecuación 3.2 11) Y todo en la ecuación 3.2.8 para resolver así la doble integral. 
Se hicieron las sustituciones en la ecuación 32.& pero el tamaño de la doble integral hacía sumamente 
complicado resolverla y con gran probabilidad de cometer errores, sin embargo es ese el modelo analítico 
que descnbe de manera precisa las pérdidas de energía por flujo transversal. 

3.2.6 Hipótesis adicionales 

Debido a que un grado de exactitud demasiado refinado haría poco práctica y por tanto poco 
aplicable la teoría sobre pérdidas de energía por 10 complejas que serían las ecuaciones, es necesario hacer 
algunas hipótesis que simplifiquen el método 

I. Solo se consideran secciones rectangulares o trapeciales simétricas anchas, de manera que 
transversalmente casI no varian la velocidad longitudinal v ni \a transversal u, V m = V m y no hace 
falta considerar la ecuaCIón 3 2.9 

U. La hipótesis anterior lleva a que la zona afectada por el efecto de pared en la proximidad de las 
paredes de! ca.rla! sea proporcionaLmente muy pequeña, por 10 que se desprecia ese efecto y la 
distribUCIón transversal de las velocidades u y v es UDlfonne respecto a su comportamiento en la 
línea media del canaL 

In Cuando se requiere el ancho del canal para integrar se maneja el ancho de superficie libre l' y los 
radios interior r¡ y exterior r2 que de eUa se generen por ser a ese nivel donde se presenta la 
sobreelevación. No se consIdera la variación vertica1 por taludes. Para tabulaciones de parfunetros 
hldráuhcos si se distingue entre ancho de superficie hbre y ancho de plantilla. 

IV El tirante medio se sigue considerando sobre el eje del canal (r = ro). aun si se puede suponer que la 
sobreelevación Junto con el desplazarruento lateral en la curva cambien ligeramente su posición. 

Se considera que las hipótesis no restringen mucho la aplicabilidad de la teoría que aquí se 
desarrolla, por lo que se conserva alta exactitud en el método por desarrollar. 

62 



F ABIO STIRNIMANN Curvas horizontales en canales a régimen suocnllCo ----

3.2.7 Alternativa simplificada 

Chang (983) propone como hIpótesIs adiclOnales que la distnbución vertical de la velOCIdad 
transversal u sea lUla línea recta y que 00 hay sobreelevación a 10 largo de la curva, por lo que llega a 
ecuaciones mucho más slmplrficadas. A partir de las de Klkkawa (1976), Chang (1983) obtiene una forma 
mucho más simplificada para la velocidad transversal, que es 

(3 214) 

Para las pérdidas por flUJO transversal, Chang (1983) simplificó la ecuacIón 3 2.8 hasta obtener la 
ecuación. 

(32.15) 

La ecuación 3 2 15 expresa que las pérdIdas transversales son directamente proporcionales al 
cociente tirante memo hm entre radio de curvatura re, al número de Froude y a la rugosidad del canal Las 
ecuaciones 3.2.14 y 3.2 15 vIenen siendo parte de lo que llama modelo simplificado No se puede 
considerar muy apropiado el modelo simplIficado por despreciar la sobreelevación en flujo curvilíneo 
horizontal, la cual es, Junto con las pérdidas de energía, uno de los dos fenómenos princIpales que 
caracterizan a ese tipO de flUJO. La ecuación 32 14 reqUiere el valor de la velocidad de cortante v *, la 
cual no es dificil de cuantificar si se considera un comportamIento similar al flujo unífonne en cuanto a 
esfllerzos cortantes en el perímetro mOJado. 

3.2.8 integración 

P"~ fVdF 
r 2 h ( V 2 J ~f f piu-+wg dzdr 

r l o < r 
(3.2 8) 

Se requiere resolver la integral doble antenor El pnmer paso es recordar que la velocidad vertical 
es despreciable w ;::; O . Ahora se obtendrá u de las ecuaciones de Kikkawa (1976) 

Sustrtuyendo las ecuacIOnes 32.12 Y 3 2.] 3 en la ecuaclón 3.2 11 Y desarrollando 

u = lSh Vm [_ lS +1. ("-)' J
l

,,-)2 ln(,,-)_L2SV. (,,-)2 ln'("-)+ 1 25v. (,,-)2 ln("-)-~ 625v~ (,,-)2 + o.44V.] 
r Te S4 2 h h h Vm h h Vm h h Vm h Vm 
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sustituyendo en la ecuaCIón 3 2 8 

~ r1" P"~ 37.5h V
m

[(0.44V. _!2)+(~ _ 06251'. X-=-)' +(1.25V. -IX-=-)' ln(-=-)- 1.25v. (-=-)' InZ(-=-)]dzdr 
,,0 r r Vm 54 2 Vm h Vm h h Vm h h 

Recordando que la distnbuciÓt1 vertical de la velocidad longitudinal según Ztmmermann y Kennedy (1978) 
está dada por 

(3.2,10) 

Ya que no se considera variación transversal de la velocidad longitudinal v m ;:: Vm 

d 1.131 d fa .. h .. d Z Llaman O m ~ --:=- Y agregan o un etor unrtano - para que la pnmera mtegral sea respecto e - , se 
~f h h 

sustItuye la ecuación 3.2.10 en la doble integral y resulta 

~rI>~(~11)' ~(~n(~~~·_5~~5H3~5 _33t·nJ +( <I~:~V'_375X~)2 ~~)-46:~V'W2m'wxndr 
~ ~------------------------y----------------------~) 

Constantes ~ 
extraíbles de 
la doble 

Términos que se mtegran respecto de E 
h 

integral. Término que se integra 
respecto de r 

DebIdo al tamaño de la integral, es necesario separarla en dos para poder continuar 

II! Integración de los términos dependientes de !-. 
h 

Debido al factor agregado ~ los línutes de la integral son O y 1 en lugar de O y h. 
h 

'---~vr--~ 

2 

'-------,y~---' 

J 4 

El tercer y cuarto ténmnos requieren integración por partes que no Se incluye aquí por ser un paso 
elementaL 
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[e6t'_5jFJ[~f (375 2344V'J(zf~' l' 
í ~ , --~~~ +2~~V~~_h _~+(4G 88"' __ 37 5)A_~V~A' 

2 + m 2 + 3m V V __ m m 

m m 

" 

Valuando todo de O a 1, se obtiene O como resultado parcial de la primera mtegración 

__ o 

m m 

Aunque los términos que se integraron respecto de ~ dependen de h Oa cual a su vez depende de r), no se 
h 

genera un error por realizar las dos integrales por separado ya que la mtegral respecto de la diferencial 

{*)es la primera que se realIza y una vez que su resultado se valúa en los extremos (de O al), 

h' 
desaparece la variable h y la segunda rntegral ya solo depende de 2" y se resuelve a contrnuaclón. 

r 

III Integración de lGS términos dependientes de r 

El término que se integra respecto de r es 

Ya que h no es constante en dirección transversal, hay que considerar a la ecuación 3.1 22, la cual descríbe 
la sobreelevación como sigue 

v' T 
1-"', -, = Mi (3 1 22) 

g r, 

donde T = (r, - r, Jes el ancho de superficie libre y Mi = 2(h, - hm ) = 2(hm - h,) es la 

sobreelevación. El subíndice 1 significa junto a la pared rntenor y el 2 junto a la pared extenor (Figura 
U2) 
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OSMf 
OSMf 

-.(-- - _TIL T/2 
.;z- -c. ----

Figura 3.12 Sección transversal de canal con sección 
trapecial 

Como una ley que descnba el perfil transversal del agua se propone la ecuación 3 2 16 

(3 2 J 6) 

La ventaja de la ecuación 3 2 16 es que de la pared Intenor a la linea medIa el segundo térmmo le resta a 
hm y le suma en la segunda mitad (no se requieren dos ecuaciones), generando además un perfil convexo 
Mi se obtIene de la ecuacíón 3 1 22, la cual se sustItuye y resulta 

h (3.2.17) 
re g 

La ecuación 3.2.17 es muy útil ya que no depende de los radios interior y exterior y la vanable r aparece 
una sola vez, 10 que facihta la integracIón hm sigue siendo el tirante sobre el eje del canal 
Sustituyendo la ecuación 3.2 17 en los términos que se integran respecto de r, se obttene 

Para faci1Itar los siguientes pasos se hace un cambio de las vanables· 

22h V' 
Q:::: __ fE _.m. 

r, g 

así la integral se simplifica y resulta 

l" 2 dr dr dr, ,dr, 2 dr i"( 2 '2)dr ( ,)dr, : h -+a--ar-~+adr-2ar-+ar -: h -ar+ar ~-+a-2ar -+adr: 
r[ m,2 r e r2 e r c,2 r¡ m e e r 2 

G r 
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o y 00 se sustituyen en la integral total y se obbene 

1(165v 5625Y m \ (375 2344u V m \ ( 4<.~' V _ \' 007<" r _ \'1 
X ".c--" --_.- - + -' --"-'-' Il--'''--J+I-':'=s' +375 i __ ,, __ . 1 -=1--"--' I 1 (32 18) II V", 54 }2+mJ l 2 V", J 2+3m \ Vm )\2+3m) V", \2+3m) J 

El gradiente transversal se obtiene dividiendo entre el gasto y el peso específico, como sigue 

X[(!~5V. _ 562~X--"'-)+(375 _E44u.I(~)+(_ 46881'. +37.5X~ y _93.75v,(~ Y] (3.2.19) 
Vm 54 2+m 2 Vm ) 2+3m Vm 2+3m) Vm 2+3m) 

La ecuación 3.2.19 tiene aun el detalle de que requiere el esfuerzo cortante (en la velocidad de 
cortante), para esto se requiere otra ecuación que cclnplemen.te este modelo rnate.. • ..átloo. 

Para dar solución a esta cuestión se retoma la ecuación 3.2. ¡ 1 de velocidad transversal que obtuvo 
Klkkawa (1976), 

" o 3..72" V [[()44V. _!2.J + (-,- _ 0.625 v. )("-)' + [~-l)(~.)' In("-) -~("-)' In' ( "-)] 
r m V., 54 2 V.. h V., h h Ji", h \ h 

Como se consideran canales anchos, u casi no varía transversalmente y se maneja sobre la línea 
medra del canal. Pensando en la condlción de frontera que es la superficle libre donde z = h r = re h = hm, 
U se reduce a: 

Donde u ' es la velocidad transversal en la superficie libre sobre el eje del canal. Si se despeja la velocidad 
del cortante, resulta 

(3220) 

De esta manera se obtiene la velOCidad al cortante que completa a la ecuación 3.2.19. Ahora hace 
falta conocer la velocidad transversal en la superficie lIbre y para esto se desarrolla otro modelo 
matemático que da solución al problema en una sección posterior. 
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3.2.9 :Pruebas realizadas y resultados obtenidos 

Para comprobar la exactItud o inutilidad del modelo analítico aquí planteado, Chang (1983) utilizó 
ID modelo de canal con varias curvas en su trayectoria que se construyó en Ft Collins, Colorado. Las 
;urvas del canal se sometieron a minuciosas mediciones, 2 de ellas (la 6 y la 7) para distintas 
::ombinaciones de tirante medio - radto de curvatura, y se obtuvo el gradiente por flujo transversal S", 
:anto experimental como con la ecuación 3.2.19 (no se consideró necesario incluir aquí más detalles sobre 
~1 modelo experimental). Se compararon 3 fuentes de resultados: 

.,:.. Datos obtenidos del modelo experimental. 

.:. Datos obtenidos del Inwelü anaHtico general (ecuaciones 3.2.8 a 3 2.11) 
.. :.. Datos obtenidos del modelo analítico srrnplificado (ecuaciones 3.214 Y 3215). 

La comparación gráfica de los resultados obtenidos se puede consultar en la figura 3.13, de la cual 
se observa que el modelo analítlco da resultados con buena aproxllnaclón a la realIdad. El modelo 
simplificado, sin embargo, no genera un error tan grande como era de suponerse 

S"/S 
I i 

i I ",----r 
~r-IIIIIID);a;¡to~s~e~xpeq;;;;ri¡,;m;;e;;;n;¡;taI;¡e;;;S~deCkl¡;a~Cu:;;;rv;;;at6;:-. -l----~i --,~, .. <~ .. , Í--.----i- ----co--!F''=----¡ 

I::!. Datos experimentales de la Curva 7. " ./" ! B ! ' 

,X ! I Iti Curva del modelo simplificado ~_ .. ,. ..... =: 4----+------+,--
aplicado en la curva 6 ~... ' 

L..:-____ --' --r I I 
..... ',... 1 I 

--~/--~L---_T--~_+-----+-----_+----~ 

,,1' ' _ -' -' I 
, ..... , [' 

,,'" I . ..... . Curva del modelo analíUco 

,-- ." ~ "\, _.'_."-' +--
/">. /' ~ I i I 

/' ./A I 

, ; ./' -' __ 1 --tr----J 1

1

. Curva del modelo analítico 

a,. ~~. I::!. ,general aplicado en la curva 7 
v' 

. , I i I i I I I I I U 1 I , , , I I n I 1 I I r 

0.0 0.00033 0.00166 0.002 0.00233 0.00266 0.001 

Figura 3.13 Comparación entre las tres fuentes de datos 
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3.2.10 Modelo matemático con la variación gradual de pérdidas 

Como complemento a la teoría de "Pérdidas de Energía" para flujo transversal y hehcOldal 
establecidos en los subcapítulos antenores, se desarrolla ahora también a partir de los trabajos del profesor 
Chang (1984), un modelo matemático adyacente que considera la formación y decaimiento graduales del 
flujo transversal, lo cual siempre sucede en la práctica aún 51 las caracteristlcas de la curva (radio, ancho, 
rugosidad. etc.) son umfonnes. Sí el arco total de la curva es relativamente breve, el estado de movimIento 
espiral y flujo transversal estables no se alcanza, por lo que resulta muy Importante complementar los 
planteamientos hasra ahora hechos. 

3.2.11. Consideraciones e hipótesis 

El modelo matemático que se desarrolla es para flujo curvllíneo honzontal en las sIgUIentes 
condiciones: 

• Estable (al entrar en la curva) 
9 Régimen subcrítico 
• Distribución hidrostática de la presión del líquido sobre las paredes del canal 
1:1 Se consideran algunos planteamientos para flujo ulllforme en cuanto a la dIstrIbución de esfuerzos 

cortantes 

Otra consideración Importante es que las ecuaciones que se desarrollan son aphcables siempre y 
cuando no se llegue a producir separacIón entre el líquido y la pared interior de la curva, lo cual en general 
se cumple si el régimen es subcrítico. Hay que recordar que aún no hay un enteria preclso para predeclI 
esa separación, s10 embargo estudios experimentales hechos por Shukry y Bagnold (1952) denotaron que 
la separación de flujo suele no presentarse siempre que el cociente raruo de curvatllra entre ancho de 

plantilla del canal ';o. sea mayor que 2 
b 

3.2.12 Perfil de flujo longitudinal 

El perfil longltudmal se puede describir a partir de sus pérdidas de energía, considerando un 
comportamiento similar al de flujo uniforme. 

(3221) 

donde 
z elevación de la plantIlla del canal, 
S gradiente total de energía. 
El coefiCIente a que ha de llevar la carga de velocidad es igual a 1 
El gradiente total de energía se separa a su vez en gradiente por flujo longitudinal S' Y gradiente por 

flujo transversal S": 

s ~ S· + S" (3.2 22) 

Para el gradiente por resistencia longitudinal hay varias opCIones, una de ellas es la ecuación de 
Darcy-Weisbach, como sigue 

(32.23) 
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donde R.¡¡ es el radio hidráulico O también la ecuacIón de Manning 

n'V' m 
S'= --------.¡¡ 

R /3 
h 

donde n es el coeficiente de Manning. 
De manera que el perfil queda descrito por 

(3.224) 

(3.2.25) 

Siendo régimen subcrítico, el recorrido del perfil hidráulico se hace con el método de incrementos 
finitos de aguas abajo a aguas arriba. Si bien S" es cuantificable a partir de 3.2.19, aún se reqUiere un 
parámetro que dé referencia de la formacIón y decaimiento del flujo transversal, de otra manera se le 
consIderaría SIempre completamente establecido, lo cual no es correcto. 

3.2.13 Variación espacial de la velocidad transversal 

A través del comportamiento de la velocidad transversal se puede cuantificar correctamente S' '. 
Rozovslai (1961) desarrolló la ecuación dinámIca para la velocidad radial siguiente: 

Ou Ou Gil v' e ( OuJ v-+IJ-+OJ-~--gS +- 1'-
roO Or oz r raz OZ 

donde 
v componente longitudinal de la velocidad, 
u componente transversal (radial) de la velocidad, 
w componente vertical de la velocidad., 
r coordenada radial, 
z coordenada vertical, 
Sr inclinación transversal de la superficie del fluido (agua). 

(3.226) 

El lado izquierdo de la ecuación 3.2.26 viene siendo el primer renglón de la matriz jacobiana de ia 
función vectorial de variable vectorial, Campo vectorial de todos los componentes de velocIdad del flUJO, 
identificado por su viscosidad dinámica ji. Aunque no se muestre la función vectorial completa, se 
verifica que la velocidad transversal u depende directamente de la velocidad longitudinal v, pues éste es el 
pnnclpal componente dinámico del agua. 

Los componentes transversal y vertical de la velocidad son pequeños respecto del componente 
longitudinal, por lo que su producto por las diferenciales del componente transversal son mucho mas 
pequeños, de manera que para simplificar se desprecian esas multiplicaclOnes. 

En adelante se considera a la ecuacIón 3.2.26 en el eje del canal a nivel superficial, por considerarse 
ahí la velocidad suficientemente representativa del comportamiento del flujo, así que los componentes de 
velocidad son ahora exclusivamente de la velocidad superficial. Para esta última consideración hay que 
recordar que lo que interesa es tener una referencla de la !ormaclón, estabilización y decaimiento de la 
velOCidad transversal y la superficIe libre es una buena referencia. A partir de ella se puede calcular, con 
las ecuaciones de K¡kkawa (1976), la velocidad u en cualquier profundidad. 
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Con la IllpóteslS de que durante el creCImwnto y deCaimIento de la circulación radial el perfil de 
velocidad transversal mantiene su fonna, Rozovskn (1961) demostró que de la ecuación 3 2 26 el ténnmo 
a la derecha evaluado en la superficie del agua se puede aproximar como una función de la fncción en ei 
canal, mediante la expresión 

E-(!1 8:, 'L -1C f ~'v' 
8z oz ) ,2 h m 

donde 
K constante de Kannan, 
v' veioCldad longitudinal en la superncie y a 10 largo dei eje del canal, 
u' velocidad transversal en la süpemcie y a lo largo del eje del cfulal 

(3.2.27) 

Sustituyendo la ecuación 3227 en la ecuación 3 226 Y quitando los términos despreciables se 
obtIene 

,du' Vol f u'v' 
v--=--gS -K -

rdB re r "0,,: 2 hm 
(3228) 

donde solo queda un COCIente de denvada y ésta ya no requiere ser parcial. 
Un artIficio algebraico para qUItar la variable v' y en su lugar manejar una v3nable más fáCil de 

conocer, que es Vm , consiste en sustrtuir la ecuacIón propuesta· 

v' 
If/ = --- (3.2 29) 

Vm 

en la ecuación 3.2 2& Simultáneamente, la pendiente transversal del agua se puede describir 
dividiendo la ecuación 3.1 22 entre el ancho de superficie libre, dado por la expresión 

s, AH Vm' 
ti = 1 1. 
T 

(3230) 

Dividiendo todos los cocientes de 3.2 28 entre v' y sustituyendo las ecuaciones 3 2 29 Y 3 2 30 en la 
ecuación 3.2 28 se llega a la expresión 

despejando 

K .L" 
h

m 
'2" 

Si en \a ecuación 3 232 se considera la condición de frontera .. d!!~ 
r,dO 

(3.2 31) 

(3.232) 

= 0, es decir, cuando el flUJO 

transversal ya se haya establecido, se puede entonces conocer el parámetro entre paréntesis, en la forma 
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(3.2.33) 

Se podría discutir que ese parámetro es vanable a la entrada y a la salida de la curva, pero se trata 
solo de un valor frontera que nO peIjudlca el objetivo del modelo matemático, ya que la principal ecuación 
3 2.32 sigue manejando dtferencial de la velocidad transversaL 

Retomando las ecuaciones de Klkkawa (1976) que describen el perfil de distribución de la velocidad 
transversal u, 

q,(~)=-ls[(~)' ln(~)-H~)2 + :~] 

~2(~)= 1;[(~)21n2(~)_(~)21n(¡;)+H~)2 -~~J 

(3.2.11) 

(3.2.12) 

(3.2.13) 

se puede obtener la velocidad u' para el eje del canal al nivel de superficie libre, en cuyo caso 
vm ~Vm' z=h, h = hm y u = u', lo cual elimina todos los logarittnos y reduce las ecuaciones de 

Kikkawa (i97ó) a ia expresión 

!'~- = hm [8.333333- ~6.9375J 
Vm 'e V", 

(3.2.34) 

Ahora se hacen las mismas consideraciones que hizo Rozovskli (196l) para sustituir la velocidad de 
cortante, ya que lUlO de los objetivos de lo que aquí se expone es que no se requiera medir esfuerzos 
cortantes en su aplicacIón. 

El esfuerzo cortante medio sobre la frontera en flujo llllifonne se define como 

T o = yR h S o 

y la fórmula de Darcy-Weisbach para canales, en función del radIo hidráulico, resulta 

De esta ecuaCIón es fácil despejar RhSO y sustituir en la ecuación 3.2.35. 

'o::::: r f V': 
8g 

(3.2.35) 

(3.2.36) 

(3.237) 

Al diVIdir entre la densidad y aplicar raíz cuadrada, se obtiene la velocidad al cortante en la forma 
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,--:¡- ,'7 17 V 
v*::: I'_~=.I'~V :::-i- -_!:!

-: p! 8· ,2 2 
(3238) 

La consideración más notable en lo anterior está en aplicar ecuaciones del flujo tmifonne a un flujo 
que no lo es~ lo cual es congruente si se considera que la pérdida adicional de energía debida al flujo 
transversal, hace que se llegue antes al tirante uniforme al trazar el perfil hIdráuhco hacia aguas arriba y de 
ahí el flujo arriba ya es totalmente unifonne (siempre que las condiciones del canal no vuelvan a cambiar 
y que el tirante al final de la curva sea menor que el tJrante normal) La ecuación 3 2.38 es sustituible en la 
ecuaóón 3 2 34 para obtener la expresión 

Los números decimales se sustituyen por cocientes de enteros, ya que son números racionales. 

Haciendo algunos movimIentos algebraIcos y multIplicando ambos lados por" it , resulta 
,2 

donde el conjunto de ténnmos a la izquierda del signo igual es IdéntICO a los térmmos de la 

ecuación 32.33, asi que este úkimo resultado va en la ecuación 3 2 32 en lugar de l\l' _1;1), como sigue 

(3 2 39) 

Una ecuación diferencIal hneal de primer orden donde la vanable dependIente es 11' Y la 
independiente es B. La solución general para esta ecuacIón diferencial (que puede verificarse en cualquier 
libro de ecuaclones diferenciales) es 

./ (10 
. 2 3 

5 

9K 

-) 'lJ K i 1 ] [J K '1 1 f V - --<b I - -_,'" 
_: __ -----.!!!.-e h,. 2 )d~.e h.,._) 

2 re 

donde ds redB incremento de arco. 

(32.40) 

La constante e es de la mtegral indefinida De acuerdo con las condiciones de frontera, la velocidad 

transversal inicial 1I~ aparece en el punto donde imeia la curva yen ese momento los demás ténninos de la 

ecuación 3.2 40 desaparecen porque el radio de curvatura tiende a illfmito y d B ::: O , así que e :::: U ~ 
La ecuacIón 3 2 40 aphcada en forma Iterativa, proporciona la variación espacial de la velocidad 

transversal a lo largo de la línea medIa del canal, dependiente de Vm, de j y de hm- además del incremento 
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ds. A diferencIa de la ecuación 3.2.19, la ecuación 3.2.40 se aplica recorriendo el perfil de arriba a aguas 
abajo, ya que no se puede partir de conocer donde tennina de dispersarse la velocidad transversal, pero sí 
se puede conocer donde inicia su formación, que es al inicio de la curva en el sentido del flujo. 

Una vez que el agua sale de la curva, el radio de curvatura es infinito y la ecuación 3.2.40 se reduce a 

(3.2.41) 

CU2...lldo se analiza con el método de incrementos finitos, ds se puede considerar dx en un tramo 
rectilíneo aguas abajo de la cur.'3., a 10 largo de! cual se dispersa el flujo Lransversal. 

La ecuación 32.41 Lrnphca que el decaimiento de la velocidad transversal inmediatamente después 
de la curva sigue una ley exponencial (numero e) para la cual la rapidez de decaimiento está directamente 
relacionada con el factor de fricción f e inversamente con el tirante medio del flujo h",. 

La ecuación 3.2.40 es el complemento de las ecuaciones 3.2.19 y 3.2.20, con lo que queda completo 
el modelo matemático que describe simultáneamente sobreelevacién y pérdidas de energía en cada sección 
de un canal curvo. 

3.2.14 Detalle del modelo matemático y propuesta de solución 

Si se observa la ecuación 3.2.19 se deduce que todos los términos se hacen cero en el tramo 
rectilíneo (donde re, rl y r2 valen infinito), eso quiere decir que el gradiente transversal vale 
mstantáneamente cero aguas abajo de la curva horiz.on:tal, lo cual significaría que el flujo secundario 
desaparece de manera también instantánea al tenninar el agua de recorrer la curva, mientras que en la 
práctica nunca sucede así sino que hay llll tramo de disipación de la velocidad secundaria, por tanto, el 
gramente transversal también desaparece gradualmente. Este detalie cunosarnente no lo menciona Chang 
(1984), sin embargo si en lugar de considerar al radio de curvatura infinito (como es en la realidad) se 
conSIdera que el radlO de curvatura se mantiene aguas abajo de la curva exclusivamente para la ecuacIón 
3 2 J 9, el gradiente transversal presenta un patrón de decaimiento similar a los resultados experimentales, 
esto debido a que el gradiente transversal depende Implícitamente de la velocidad transversal u' a través 
de la velocidad al cortante v* y la velaculad transversal sí conSIdera radIO mfinito aguas debajo de la 
curva en la ecuaclón 3.2.40.1. Es de suponer que eso haya hecho Chang (1984). 

3.2.15 Experimentos realizados y resultados obtenidos 

Chang (1984) utilizó los datos experimentales que obtuvieron Yen (\972) e lppen (1962) de sus 
modelos de pruebas. Yen (1972) utilizó un canal con dos curvas de 900 de dirección opuesra y separadas 
427 metros así como sección transversal trapec1al con base menor igual a 1.83 metros y taludes de 450

, 

coeficiente de Manning n == 0.0103, pendiente del canal So = 0.00072, hm = O 156 metros, velocidad medla 
Vm = 0.70 mis y número de Froude = 0.58. Yen (1972) hizo mediciones para chstintas condiciones de flujo 
subcrítico y posterioTIllente Chang (1984) aplicó el modelo analítico y comparó sus resultados teóricos 
con los experimentales de Yen (1972). La comparación para illla condición de flujo se observa en la figura 
3.14 

Como se observa en la figura 3.14, además de la buena concordancia entre lo experimental y lo 
teórico en cuanto a la velocidad transversal, la variación espacial del cociente velocidad transversal 

u' 
superficial sobre velocidad media es significativa, es decir, considerarlo constante seria un notable 

Vm 

error. 
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Figura 3.14 Modelo experimenta! de curvas opuestas con tramo rectilíneo y resultados obtenidos 

Después de salir de la pnmera curva, la velocidad transversal decae gradualmente en el tramo recto 
Al entrar a la segunda curva de dirección opuesta, el flujo transversal se revierte rápidamente y empieza a 
acelerarse en dirección contraria hasta alcanzar un valor constante cuando el flujo transversal se ha 
estabilizado y el cociente es igual a O 15. 

Otras comparaciones se realizaron con los datos de Ippen (1962). El modelo experimental fue un 
canal de concreto con sección trapecial simétrica y talud igual a 2, ángulo de la curva de 60° con entrada y 
salida rectilíneas, n de Manning = O O 1 En este caso se hicieron mediciones de esfuerzos cortantes en las 
fronteras con ayuda de un tubo de Pitot, luego se obtuvo el esfuerzo cortante medio r o de la secclón como 
el promedio de los medidos en una sección en todo el perímetro mojado. 
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Fi2;Ura 3.15 Comparación de resultados del modelo experimental de curva de 600 

El mismo esfuerzo pero en fonna teórica se obtuvo a partir del gradiente total de energía 

(32A2) 

La figura 3.15 muestra la comparación entre esfuerzos medidos y calculados en una de las 
mediciones de flujo SUbCritlCO llevadas a cabo. 

De la figura 3.15 se observa que la velocidad transversal comienza a crecer al iniciar la curva y 
comienza a decaer al final de ella. La velocidad transversal no llega a estabilizarse debido a la insuficiente 
longitud de curva. Como se observa, la ocurrencia de circulación transversal produce un incremento en el 
gradiente de energía total, incremento atribUIble primeramente al gradiente de energía transversal ya que 
el gradiente longitudinal se mantiene más o menos estable. 

Las secCIones para el cortante máximo son hacia la salida de la curva (en concordancia con el 
gradiente máximo) yaguas abajo de ella persisten esfuerzos cortantes relativamente altos en una distancia 
considerable. 
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3.3 Medida de atenuación: Pendiente transversal de plantilla 

SOleto (1976) expone, a partlT de trabajos previos, una deducción teónca de la forma que ha de tener 
la plantilla de! canal de tal manera que se atenúe la sobreelevac¡ón Según Henderson (1966) se puede 
mantener la superficie libre práctIcamente horizontal transversalmente 51 se da a la plantilla del canal una 
pendiente transversal apropiada que haga que el gasto por unidad de ancho de plantilla sea uniforme 

q~Vh (33 1) 

donde q es el gasto unltano La ecuación 33 1 es en principIo válida para canales rectangulares y 
trapeciales de bajos talud 

Por otro lado la ley de vórtIce hbre dice que la velocidad longltudlDal en la curva es inversamente 
proporcional al radio de curvatura en la posición de mterés, es decir 

(332) 

O: es la constante de proporcionalidad == Vr = Y:.zr2 

Considerando pérdidas de energía cercanas a cero se puede aplicar la ecuación de la energía total HT 
entre una posición aguas arriba de la curva muy cerca de ella y una sección dentro de la curva y se obtiene 

(3.33) 

El subíndice 2 denota parámetros en la pared exterior de la curva, que es 
sobreelevación y z es la cota de la plantilla respecto del nIvel antes de la curva. 

donde más se VIsualiza la 

Combinando las ecuaciones 3.3 1 y 3 3 2 se tiene que 

Constante ~ 'L ~ i1. ~ ~ 
D. r dr 

(3.34) 

La energía total H T es mas o menos constante transversalmente, así que su derivada respecto de la 
dirección radial es igual a O, por eso la ecuación 3.3.5 es Igual a 0, es decir 

dHT ~ ci ( z ~ h+ V') ~ dz + dI, ~ O ~ dz + df. ~ ~ d!. +~_ h.2 )dh ~ O 
dr drl 2g dr dr dr dh dr dr dr 

D 
. dz . 

espejando -, se nene 
dr 

(33.5) 

(3.3.6) 
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Según la ecuación 

Curvas horizontales en canales a régimen subcritico 

dz 
33.6 si se tiene régimen subcrítico (Fr < 1), - < 1 es decir, la plantilla es 

dr 
descendiente hacia el exterior de la curva (y al revés en régimen supercritico) lo cual se visualiza en la 
figura 3.16. Sustituyendo las ecuaciones 3.3.1 y 3.3.2 en la ecuación 3.3.3 y despejando z se llega a 

z=H T - h+- =HT - ~+-'--'-( V'] ( v'r'J 
2g V,r, 2g r 

(3.37) 

La ecuación 3.3.7 describe el pe:rñl transversal de la plantilla, pero no se aplica porque el Ill1smo 
Sotelo (1976) considera que les resultados que proporciona para régimen subcritico son exagerados (algún 
factor de correr-_ó.ón podria hacer falta). 

=======~~;;:::::::::::::::::::::-" /jl!l ha de ser menor 
~ /, 

/ 

,1 ¡ Centro de curvatura 
Q 

Figura 3.16 Representación gráfiea del tipo de solución al problema de 
sobreelevación según la ecuación 3.3.6 

Si el lector revisa nuevamente la parte de este texto llamada "integración" recordará que para 
mtegrar el gradiente transversal y considerar el efecto de la sobreelevación se utilizó la ecuación 3.2.17. 

La ecuación 3 2 17 se dedujo a partir de los trabajos teóricos y 
experimentales de Croen Len Yen y Ben Ch1e Yen (1971) El lector puede 
observar que la ecuación no hace referencia alguna a un nivel de plantilla 
necesario, solamente tirantes, así que el autor de esta tesIS propone que la 
sobreelevacién que da esta ecuación sea aplicada al revés para mantener 

así el tirante medIO hm y atenuar la sobreelevación 

.. _-~Y"::'-- -
Las líneas continuas representan la sección 
transversal original y las punteadas la 
sección invertida aproximada. 

--
Figura 3.17 Inversión de la superficie Ubre y la plantilla 
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La figura 3.17 muestra Como el autor piensa que podría haber una solución, el perfil con 
sobreelevac¡ófl se lIlVlrtlÓ para que esa fuera la fonna de la plantIlla y el fondo honzontal pasa a ser la 
superficie libre, de esta manera se mantendrían el tIrante medIO h", y los demás tirantes que se tenían con 
la forma original y la pendiente transversal e11 la superficie libre sería nula. Las paredes pasan a ser 
verticales en el caso trapecial para que el área hldráubca se lTIcremente lo menos posible Aunque desde el 
punto de vista algebraiCO parece factible, ésta es solo una teoría y requiere de pruebas experimentales para 
ver que tan diferente se comporta el agua cuando se trata de mverflr su comportamiento. 
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3.4 Aplicación del Excel paso a paso 

][. Datos requeridos 

1>1 Material con el cual está hecho todo el perímetro mojado; esto determina el coeficiente de 
Mannmgn 

11 La geometria del canal. Como el método está pensado para canales trapeciales y rectangulares, 
es necesario conocer el ancho de plantilla b y el talud k de las paredes laterales. 

iJ Gasto circulante Q. 
La I?endiente longitudinal de la plantilla 
So Esta últür..a puede ser no urllfonne, en 
cuyo caso habría que conocer las 
posicIOnes donde varia. 

1!1 La distancia d entre la posición a partir 
de la cual se inician las iteraciones y el 
final de la curva horizontal que se va a 
analizar. Por tratarse de régimen 
subcritioo, la iteración del perfil 
hidráulico inicia en una posición aguas 
abajo de la curva. 

111 El tirante aguas abajo de la curva hmo con 
el cual se inicia el método depende de lo 
que siga aguas abajo (otro cambio de 
dirección, tramo rectilíneo, una descarga, 
etc.) puede ser el tirante critico, 
tendiendo así al normal, etc. 

L d 

__ ---r-----------;hmo 

El tirante aguas arriba de la curva h,n con 
el cual se concluye el recorrido. Este 
parámetro es necesario porque en una 
posición dada aguas arriba se podría 
requenr un hrante específico y con este 

Figura 3.18 Vista en planta representativa 
de datos requeridos 

método se puede lograr que el tirante y la 
posiCIón requendos coincidan. 
El ángulo total de la curva (). 
El radio de curvatura re de la circunferencia representatlva de la curva horizontal 
acepta tanto radio de curvatura constante como variable. 

El método 

H. Obtención de tirantes característicos 

• Tirante CrítICO - El tirante crítico depende del gasto circulante Q y de la geometría del canaL 
Para el tIrante critico en cualquier canal se cumple la ecuación dedUCIda de considerar el punto 
de inflexión en la gráfica energía específica vs tirante. 

Q' AS 
-=-
g T 

(3.4.1) 

Para el canal de sección trapecial (si es rectangular k = O) Y se obtiene 

Q' (h + kh~)' h;, 
g b+2kh" 

(34.2) 
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No es posible despejar h cr de la ecuación 3.42 así que se obtiene de manera iterativa 
despejando parcIalmente la ecuación 3_4 2 

(34.3) 

Con los demás datos conocidos, se propone un valor de hJ en la ecuación 3 4 3 Y se obtiene hra, 
que es el valor del tirante crítico actualizado e Igual al hór de la sigUIente iteración En diez iteraciones 
ya se tiene liIia exactitud de nueve cifías decmlales. 

• Tirante norrnai - Ei tirante nonnai depende de ¡as condiciones de fluJo y se obtiene de la 
ecuación de Manmng 

En sección trapecial vale 

Despejando parcialmente a hn resuita 

" Qn k 3 

. S 21 
. , ¡J/3 

J(L+_kh,lhJ'3_ 
(b + 2h,k' + l)'í 

(HA) 

(345) 

(H 6) 

Igual que como se hace con el tirante crítico, se propone un valor de hnen la ecuación 3A.6, con 
los demás datos conocidos, así se obttene hna, que es e! valor del hrante normal actualizado e igual al 
hn de la sigulente iteración. En dIez iteraciones ya se tiene una exactitud de nueve cifras decimales y 
en Excel no es problema programar ambos grupos de Iteraciones 

IH. Parámetros geométricos e hidráulicos 

La tabla se inicia calculando todos los parámetros geométricos necesarios para determinar la 
energía específica y los gradientes longltudmal y transversal en cada sección del canal. En cada 
iteración se hace un recorrido completo desde la sección inicial hasta el tirante o posiCIón deseada 
(ésta última establece la longitud total recornda) 

Longitud recorrida 

m 
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11 El contador detennina el número de 
seccIOnes sucesivas a lo largo del canal para 
las cuales se hacen todos los cálculos dentro 
de una iteración; en Excel se pueden hacer 
para el número de secciones deseado. Se 
recomiendan cien secciones para garantizar 
que se recorra toda la curva. 

11 La longitud recorrida es el parámetro que 
sirve para indicar de donde a donde hay que 
conslClerar radio de curvatura. 

!lI La carga de posición z, de la plantilla se 
reñere a la sección inIcial. 

[Ir[r r 
C\ ..... .¡.."""'~ , 

= Al ura.."-..e medio se le !1arna hm Y es 
representativo de toda una sección en los 
parámetros hidráulicos. (recordar que hm es 
sobre el eje del canal). Se debe de programar 
hm de tal manera que cuando se alcance el 

Figura 3.19 Vista representativa en planta 
de la secuencia de secciones 

tirante final deseado deje de incrementarse. 
Conviene tener una colunma de talud k, ya que así se puede ajustar los radios r1 Y Y:; en cada 
sección de acuerdo con la sobreelevación generada. 
Vm es la velocidad obtenida a partir de la ecuación de continuidad con el tirante hm. 

El número de Froude permite comprobar la existencia de régimen subcrítico. 
IR El número de Reynolds permite verificar que existan condiciones de flujo turbulento, 10 cual 

casi siempre se cumple. 
El cambio de una sección a otra está dado por un incremento porcentual en el tirante medio de la 
sección ya conocida. Para tener alta precisión se recomiendan incrementos del orden de a.."l 
0.4%. 

IV. Pérdidas de energía 

Las sigUientes coluI1lllas de la tabla corresponden a: 

SI la pendiente de plantilla longitudinal So es variable, se debe de agregar una colurrma So, antes de 
S '" de otra manera siempre se ha.-rá referencia a 1.L11 valor fijo de So. 

11 El gradiente longitudinal S', se obtlene de la fórmula de Manning (ecuación 32.24) con la 
velocidad, el coeficiente de rugosidad y el radio hidráulico a la 2/3 ya conocidos. 

13 El gradiente transversal S", corresponde al obtenido para la misma posición en la iteración 
anterior En la pnmera iteración todos los gradientes transversales valen cero. 
El gradiente total S es igual a la suma de los dos gradientes anteriores y Sm es el promedio entre el 
gradiente total de la sección anterior y la actual. 

iiI La distancia entre la sección anterior y la actual está dada por LU.. al sumarla con todas las 
AA anteriores se tiene la longitud recom·da del inciso anterior. 

(3.4.7) 

111 he es la pérdida en cada sección y es igual al producto del gradiente total y AA. . 
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El factor de Chezy e es necesano para deterrnmar el factor de [ficción j y se obtlene de la 
fónnula de Manmng-Strickler para fluJo turbulento mencionada en el capítulo 1 

y el factor de friccIón l 

, 
JI Ó e ~ " 
n 

(1 L7) 

(l 1 4) 

Obtener el factor de fflcclón de esta manera Implica una de las hipótesIs más importantes que se 
hacen, de aplIcar la fórmula 1 1 7 para flujo umforme almque no sea el caso en todo el canal 

V. Flujo transversal 

• 

• 

• 

La velocidad transversal, como se explicó antes, solo se requiere conocer en la superficIe libre y 
sobre el eje del canal, 

(34 8) 

A diferencia de la ecuación 3.2 40, en la ecuación 3.4.8 no hay que mtegrar y es que en su lugar se 
manejan mcrementos de arco As muy pequeños 
La ecuación 3.4.8 requiere f, Vrn y hm promedios entre la sección anterior y la actual ('onfrano a 
la ecuaCIón de gradiente fransverw{, la ecuaCIón de velocIdad transversal 34.8 se aplica de 
arriba a aguas abajo Imclando en la sección cIen. por lo tanto en T'.Xcel la seCCión antenor 
corresponde a la fila znferror en lo~ tres promedIOS 

r--~-c- -------------cc---------.. -
promedio promedio promedio promedio 

f " 
m I 

u' , 
mis 

Para el ajuste posterior de los radios extenor e rnterior se requiere el ancho de superficie libre T 
promediado 
Es bueno agregar columnas con los radios lllterior, medio y exterior del canal que dependen de la 
columna longitud recornda para que, fuera de la curva horiwntal, indiquen un valor de radio 
infinito e rnfluyan en la veloCI<Iad transversal u,' y en el gradiente transversal S" Los radios 
interior y extenor son a nIvel de superficIe libre y se valúan restando y agregando respectivamente 
la mitad del ancho de superficIe libre actualizada y sumando en ambos casos la mitad de la 

b 1 ., 1 1 'fT+MH .. d so ree evaCIOTI iota por e talud ------- a re, es deCIr, SI se ajustan e acuerdo a la 
2 

sobreelevación y al tirante medio. La figura 3.20 muestra el ajuste para el radio interior. 
Si el radio de curvatura es vanable, se deben de programar en el Excel las columnas de los ramos 
para que de acuerdo a la longitud recorrida se ajusten a su valor actualizado 
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T 
, 2 , 
," ~'/ 

'~¿J1~: 
, k MI 
, 2 
I rl ... 

Figura 3.20 Esquema de ajuste al radio interior TI 

VI. Sobreelevación y velocidad de cortante 

11 La sobreelevación se cuantifica donde la trayectoria es 
curvilínea. Se consIdera la velocidad promedio Vm y el 
respectivo ancho de superficie libre T. 

(3,1.22) 

Para conocer el gradiente transversal se necesita la velocidad al cortante. la cual se obtiene a 
partir de la velocidad transversaL 

(3.2.20) 

111 El factor requerido para la distnbución vertical de la velocidad longitudinal es 
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VII~ Gradiente transversal 

lI'l Dado que la ecuación de S" (3 2.19) es muy larga, conVIene separarla en términos que solo se 
sumen o se multiphquen La siguiente numeración es un ejemplo de cómo se pueden agrupar los 
términos de la ecuación y la forma que se usará en el ejemplo. 

I'V~~l_~ + 
g~ '1 r

2 

o 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

lilI El resultado final de cada Iteración es la columna de gradientes transversales actualizados 
correspondientes a las cien seCClOues del canal anahzadas. Esos gradientes se usan como los 
inictales en la siguiente IteraCión Cuando dos iteraciones dan valores prácticamente Iguales se 
consIdera que el método ya ha convergido 

Viii. Gráficas 

= De la últuna IteraCIón se pueden trazar algunas gráficas que ayuden a visualizar distintas 
características del flujo a lo largo del canal, lo cual en Excel resulta sencillo realizar Las 
gráficas que se recomiendan son: 

x y 

Longitud recorrida Sobreelevación &-! 
Longrtud recorrida Velocidad transversal u ' 
Longitud recorrida Gradiente total S 
Longitud recomda TIrante hm 

Nota - Para la correcta aplicación del método, es bueno que el lector recuerde sus conocimientos 
básIcos de perfiles hidráulIcos 
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b I 1'1·1 nanfe,m¡¡ento i i i i 
~-- 1 i --- 1 - 1 -1 i 1 I 

---
~_~e capítt..llo se propone un ejemplo numérico en el cual se aplica la metodología desarrollada 

;a:!~?~~r~~~ pro~~to ~t----_·-
- 1 1- - T 
~~ al espacio disponible, se requiere construir una curva horizontal para un canal artificial con 
~jo cn~~gunen subcritioo. Es neces~o simular y conocer el comportamiento hidráulico de este 
tramo particular de la conducción para hacer el diseño más apropiado. 1 1 

1~-·--'7-'-"'·_'_OO---
Pendiente longitudinal S </ - O 0001 

En las figuras 4 1 Y 4.2 se especifican mas características del canal. 
-------~--- I I I-r-

i --- . 

-
___ o ----- -----f----- f--- _1.. 

- ------,----- ----- ¡----1--
---~ 

Viscosidad cinemática del agua = 0.000001 
2 

_==_--=-1 _ _ __1 _____ Gasto <,1.."'. 
'!'../'-- \-----¡----t- --

_]0.5 m /s 

~ + n~ 0.015 I = Coeficiente de Manning , 
~t?~ -~t~--::~ , 

1 __ w=\ ~ ~ 

=----=---- -- +~ ~----~ + 
11 Talud - 1.0 

; 
f--

-~ChOdePlanblla b - 5.0' ro 
-- ¡ Planúlla ~ o.oooi I , 
t-- -

1 I 
1-- t~ra 4.1 Sección transversal del canal trapecial 
¡---I ---¡- 1 1 

--
I I 

--+~- ¡---- -

I ---1-- , 1 
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-----~---+--+- ------+------.-h~ _____ i~ ~~ +----~g~:c~-;~lt~~:I-31 ~~ 59-W:adOS 

¡ ----+---- ------ ---,--

~.------------- .. -t4_____--- ----.~~-------- ,---. ----, -.- ---¡--- ------~ __ o' ;----

, , 

I -1--- r===~- _______ ----== _____ .. __ -_ 
----r...-<--.".----

Línea media 

, ,/"",:::-.... -_.~----j 
--¡;'m final 0= 1.00~- '--------." Radl0d-;--:~turar,> 20/ 
". __ ._--- -.-~- -+------ -- -- ----------,------, , 

-.-.. -----,-1------- ---+-
.. _-,,-- ~;- - ----+-

------·--·7~------· -~---- , 

,--------I-J- ---~. ----- i -- -- - +--------;---- ,~~---, - ------i 
I I \, 

-c--!-

"'1 0,---

___ L 
J)btanela a la CLtrVUi 

50 m 

~ 

-: }-~,~~ ~ I::.~ -~ J-< 
' , , 

i==-\~_:.--_~ __ ' _; - ~--.. ~ _ ~. " .. ,-~/f-' ",,_,¡ º_ ._ 
\ I ! / I hm ¡mela! = h critico en m __ -------\_-1,---.,--- ___ , _._ -------t------' _______ • ___ " --_ ---__ - ----¡---_¡ ---.. _ _____ _ ___ _ 

'1= ' ' -_. __ ._-_\\ -_.:~-==--- ::~- '~.- :' ---~ ---~ ¡~ :~- }/~= ~II ---~-.-
, , 

~. ..~ ~ ~;=~J-~-:/-//;/=-l •. =---; --. -
-------~.-

I Figura 4.2 Vista en planta del canal I 
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_f4.2 AP~~CACI~N DEL rÉTODO ITERATIVO --

r- ----F+ ¡--I --i~- ~ I 1---1 
--- ---

,1 __________ ._ _...L-____ ~ 

=r --+-1 --+-1 ==::¡ + i I~ --+,--+--1 

1------ I -1 !Radio hidráuhco R h - 1 279 m - ----- -- ---+--- . ---- Gradi~te longttudinal S' - 000:.:01:-+"------1-----+----+----1 
--- - __ VelocIdad en tramo recto V"", - O 7"S"5'-+rnJ--cs---+----t-----t---j 

----r-~~~~~~~~_F~-_+--~--+--__1 
T rrante normal h" = 1.929 ID 

r_-=_-_-_-_~_-1t-~--------1i------~--~-1--__ -__ -__ -_-_-+r--~== ___ ~_::::F.:r=-::0:2M:=::====~====:===:=------__1 
~_rn~~mcs P~'?~!$!1cr ~~!ID!~-::-~ ,----:-=0-+-:-::::-:--1-==-+' --;O=_C-+==-+-;;-;;=;;-+==-1 

N ~ O 714 O 729 0728 0.728 0_728 0.728 0.728 O 728 0728 0.728 

~"-t-= ~O,7~ _ O 7~_7_2_8-1_0_7_2S_I-0_7_2_8-1_0_7_2_8_f_0_-7_2_8-+_0_72_s-+_o_7_28-j 

JterneJOncs para obtener el tuante nonnal I-=o;;--!I-;-;;;;;;-+-;- :::cc--I-~~-I-",,=-J 

- f. t: ~i 1-: ~rEH~-r--H~-tr:- : :~: I : ~~~ r-¡~ : ~~~ :::~: 
r- a == 3906 98 la es una parte constante de la ecU3Clon 3 4.6 Y corresponde a térrnmos que no 

__ .~ _ ~_~~ --= . _ jcarnb_~_diurante todas las lteracl~es 

6.4 1% '" Porcentaje de incremento de h para las Iteraciones 

I I I I I 
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4.4 ANÁLISIS DE GRÁFICAS GENERADAS Y RESULTADOS 
OBTENIDOS 

• Las gráficas obtenidas son el resultado de 6 IteraCiones o recorndos entre la posIción mlclal aguas 
debajo de la curva horizontal y la posición en la cual se alcanzó el tirante final especIficado 
1ll1clalmente 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

En la gráfica Longitud fecornda vs Gradiente total se aprecia cómo se comporta el gradiente a lo 
largo del canal y cómO en cada IteraCión, donde se consIderan los gradientes transversales del 
recorrido anterior, la curva se va desplazando hasta estabilizarse y lo mIsmo sucede con los 
resültados nmnéficos. La fanna de las cm-vas se parece a la de las curvas que obtuvo Chang (1984). 
Algo similar sucede en las curvas de velocidad transversal sobre el eje del canal u', y además ésta 
presenta un decaimiento nonnal aguas debajo de la curva 
El perfil hidráulico tiende a tirantes mayores, a consecuenCia de mayores pérdIdas, 10 que aumenta 
el remanso 
En la gráfica de sobreelevación se observa que las curvas se estabilizan y no Ilegan a la distancia 
que se encontró en la primera iteración (o recomdo), es decir, como las pérdidas de energía son 
mayores, el tirante requendo aguas amba de la curva se alcanza en menor distancia que si no se 
consi.deran las pérdidas de energía por flUJO curvilíneo 
Una vez que se alcanza el tirante fmal se repiten los valores de la sección aicanzada hasta que ei 
contador de secciones analizadas llega a cien o al numero de secciones que se le haya aSIgnado 
revisar, esto eVita analizar zonas no especificadas aguas amba 
Mientras que el tirante fmal en la pnmera IteraCión se alcanza a los 82 5 metros, el tirante final en 
el sexto recorrido se alcanza a los 72 4 metros 
La sobreeJevaclón también se ve atenuada confonne se consideran las pérdIdas de energía, así que 
para conocer el bordo libre mímmo requerido hay que sumar a lo obtenido en la gráfica de perfil 

hidráulico la mitad de los valores obtenidos de sobreelevaclón , es deCir hm + llH . 
2 

Se observa que la sobreelevaclón máxima es de cerca de 14 cm, lo que significa que en el lado 
extenor de la curva el nivel del agua llega a unos 7 cm 
Debido a que el gradiente transversal varia en la zona intennedia de la Iteración (porque se micia 50 
metros aguas abajO del canal) en la mayoría de las hojas de Excel no se alcanza a visualizar (la 
impresión de todas las tablas reqUiere cerca de 50 cuartillas). 
En el ejemplo expuesto el valor del gradiente transversal llega a ser del orden de un 35% del 
gradiente longItudinal, 10 cual significa que no es despreclable 
La zona de máxima sobreelevación es haCia el final de la curva según muestran las tablas y gráfica 
generadas. 
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

);>- Se hizo una revisión general del flujo en curvas horizontales de canales abiertos a régimen subcritico. 
)- Se hizo la revisión y analizó la comparación de algunos métodos ingenieriles más cotmmes para 

cuantificar los fenómenos de interés en el flujo subcritico en curvas horizontales. 
~ Quedó fonnalmente establecido un método iterativo que describe de manera detallada el perfil del 

agua, o de eualquier otro fluido de densidad sh't'Jlar, a !o !a.rgo de una Clt.rv<! horizont..aL 
» La teoría aplicada proporciona valores puntuales congruentes de pérdidas de energía por flujo 

longitudinal y por flUJO transversaL 
)o La máxima sobreelevaciÓll se presenta hacia el finai de ia curva en contraposición al tirartt.e medio 

máximo. 
~ La sobreelevacióo descrita a lo largo del perfil permite la construccióo más económica del bordo libre. 
» Al diseñar el canal se deben de estimar estos cambios en elevaciones para que el canal funcione de 

manera apropiada y sin situaciones de caos. 
);> Las perdidas de energía por flujo secundario son considerables y sí son capaces de modificar el perfil 

1000gitodinal. 
~ En la medIda de lo posible se fundamentó matemática y experimentalmente lo realizado en esta tesis, 

lo cual da sustento a estas conclusiones. 
:;. Hace falta desarrollar un método de ff¡cil aplicación en la oompotadora para obteoel con mayor 

exactitud el factor de fricción en cualquier sección trnnsversal de Wl canal en condiciones no 
unifonnes. 

}> Au.."1que las ecuac!O!!es no parecen tener problema en cuanto a 13 inversión del fenómeno de 
sobreelevacién, se requieren trabajos expenmentales para ver la congruencia con la realidad. 

>- Respecto a los esfuerzos cortantes considero que harían bien más investigaciones en el futuro para 
conocerl<>s con mayor precisión, especialmente para cuestiones de recubrimiento del perimetro 
mOJado. 

:;. Mayores estuclios podrian hacer el método aplicable a régimen supercrítico una vez que se pueda 
integrar en las ecuaciones el fenómeno de ondas cruzadas. De esta manera se puede ampliar el 
método. 

~ La aplicabilidad de lo logrado en esta tesis es gracias al avance que existe hoy eo dia eo la 
computación. pues aplicar el método a mano resulta sumamente tedioso y nO valdría la pena en la 
mayoria de los casos, debido a que por lo general los efectos de las curvas horizonlales pueden 
sobrestimarse con fórmulas empíricas. 

~ Es una tarea permaoente de todos los ingenieros el poder descnbir de fonna siempre más realista y 
precIsa cualquier fenómeno de su interés. 
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SIMBOLOGÍA 

a, a' variables temporales de integración 
A área hidráulica 
G c aceleración centrifuga 
a coeficiente de energía 
B alcance del efecto de pared 
b ancho del plantilla 
o/ aitura de bordo iibre 
e constante de la integral indefiniáa 
Cl. coeficiente de pórdida por curva de 90° (USBR) 
C cceficiente da Chezy 
el' coeficiente de pendiente transversal Sr 
es factor de sobreelevaciÓD. 
D factor de corrección de James 
d distancia de punto de inicio de iteraciones al final de la curva 
E energía específica 
Eo energía específica inicial 
El energía específica en la sección de máxima sobreelevacián 
ep longitud afectada por erecto de pared 
ti factor de proporcionalidad de Graf 
F fuerza por unidad de loogitud 
Fr número de Froude 
f. l' ooeficiente de Darcy-Weisbach ¡ ajus"tado 
¡; cceficiente de pérd!das totales del texte de Chow 
JOR variable temporal del método de Agarwal 
i/J ángulo de desviación del vector velocidad media del agua respecto de la dirección Icngitudinal del 

canal proyectado en un plano horizontal 
rp factor de corrección a la velocidad 
g aceleración gravitatoria 
y peso específico 
Hr carga hidráulica total 
h tÍrante en una POSiCIón específica 
&i sobreelevaclón total 
¡:jh diferencia de tirante respecto de hm 

hcr tirante critico 
h" tirante normal 
h" carga de velocidad 
hm tirante medio en la sección 
he carga perdida por curvas horiacntales 
K constante de ven Kannan, que en fluidos homogéneos vale 0.4 
k talud en canal trapecial 
kv coeficiente de pérdidas por accesorio 
k.: coeficiente de pérdidas por curvas, según el USBR 
ks coeficiente de rugosidad de Nikuradse 
K constante de proporcionalidad del método de Graf 
J. longitud de la curva 
L¡ longitud del iniCIO de la curva a la sección de máxima sobreelevación 
1, longitud a lo largo de la linea media del canal entre 2 puntos 
ir longitud en línea recta entre los mismos 2 puntos 
LLt distancia entre dos secciones transversales 
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m variable tempera! de i'1tegración 
JI viscosidad dinámica del flUido 

TJ viscosidad cinemática 
n coeficiente de Manning 
n coeficiente de Manning ajustado 
Q gasto circulante 
Qp gasto circulante predicho 
Qm gasto circulante aforado 
q gasto umtario 
o vanabietemporai, ecuación 2 3 29 
Pm perímetro mOjado 
P pérdida de energía por unidad de desplazamiento por umdad de tiempo 
P' pérdida de energía por umdad de desplazamiento por uTIldad de tIempo en dIrección de B 
P" pérdida de energía por umdad de desplazamiento por umdad de tiempo en dirección de r 
Po presión al fondo del canal 

PI presión en la superficie libre, p, = O 
P presión media 
p densidad del fluido 
Re número de Reynolds 
Rh radio hidráuhco 
r radIo de curvatura 
re radio de curvatura al eje del canal 
r 1 radio de curvatura de la pared i.tltenor 
r2 radio de curvatura de la pared exterior 
So pendiente longitudinal del canal 
S' gradiente de energía longitudinal 
S" gradiente de energía transversal 
S gradiente de energía total 
Sm gradiente total promeruo entre dos secciones 
Sr pendiente transversal de la superficie del fluido (agua) 
s longitud en arco 
(J', esfuerzo normal en direcCión I 

T ancho de superficie hbre 
r b esfuerzo cortante adicional inducido por trayectona curvilínea 
T r. T or componente radial de esfuerzo cortante I en plantilla 
T o esfuerzo cortante total 
T 01 componente longitudinal del esfuerzo cortante total 
B eje (coordenada) longItudinal cUfVllíneo 
u componente de la velocidad media del flUJO a lo largo del eje coordenado r 
v componente de la velocidad mecha del flUJO a lo largo del eje coordenado B 
w componente de la velocidad mecha del flujo a 10 largo del eje coordenado z 
'u fluctuación turbulenta respecto a u 
'v fluctuación turbulenta respecto a v 
'w fluctuación turbulenta respecto a w 

v velocujad longitudinal en la superficie hbre 
u velocidad transversal en la superficie y a lo largo de la línea central 
u 'm velocidad radial superficial promedio a lo largo de toda la curva 
Vm componente longitudinal de la velOCidad promedlada a lo largo del tIrante 
Vm velOCidad promedIO a partir de la ecuación de contmmdad 
Vmax velocidad longitudinal máxima en ill1a sección 
f) ángulo total de la curva 
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W coeficiente de resistencia 
y tirante hidtáulico 

z o coordenada vertical del fondo del canal 

Zt coordenada vertical de la superficie libre 
z coordenada vertical 

&] ~ S, variación del nivel de la superficie a lo largo dal eje radial 
8r 
~ vari..abletemporal, ecuación 3.2.28 

Q C<lIlstante de circulación de la ley de vórtice libre 
t; sinuosidad (adimensional) 

¿; ~ ~.~ eh v'dz ~ coeficiente para promediar V' hv! Jo 

~ 
& 

variable temporal de las ecuaciones de Kikkawa 
variación en plantilla de cauce natural 
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