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Prefacio

La configuracién del Hexagrama, surge como toda una recopilacién de resul-
taclos a través de mads de tres siglos, encontrando su fuente de inspiracién en
Blaise Pascal quien en 1640, obtuvo el teorema que lleva su nombre, que en
su versién generalizada establece que un hexdgono estd inscrito en una cdnica
st ¥ solo si las intersecciones de sus pares de lados opuestos estdn alineados;
es decir, un hexdgono abcedf con vértices a, b, ¢, d, e, f es concénico si y sélo
si la interseccion de los lados ab y de, be y ef . ed y fa estan en una linea. A
dicha recta se le conoce como recta de Pascal del hexdgono antes mencionado

y constituye el primer elemento de nuestra configuracién.

Casi dos siglos después de que Pascal demostrara dicho teorcma, Steiner
se¢ planted una pregunta muy interesante: al considerar todos los drdenes
ciclicos posibles de seis puntos fijos sobre una cénica, generamos 60 diferentes
hexdgonos (como el abedef, abdeef, etc), entonces jla recta de Pascal que
cada uno de ¢stos hexdgonos genera a partir de los mismos puntos tomados en
diferente orden, es la misma?; asi, lo que Steiner demostré, fue que tomando

seis puntos fijos sobre una cdnica en todos los drdenes ciclicos posibles, se

9



10 UN ANALISIS GEOMETRICO COMBINATORIO DEL HM

obtienen exactamente 60 rectas de Pascal diferentes.

Luego Steiner mismo y Kirkman, encontraron 80 diferentes ternas de rec-
tas de Pascal que se intersectan, 20 de estos puntos de interseccidn fueron
encontrados por Steiner, y que por ende reciben el nombre de puntos de
Steiner, y los 60 restantes fueron encontrados por Kirkman, por lo que los
llamamos puntos de Kirkman. Mas adelante, Pliicker demostré que existen
15 conjuntos de 4 puntos de Steiner que son colineales y Cayley por su cuen-
ta, demostrd que existen 20 ternas de puntos de Kirkman que son colineales,
constituyendo asi, las rectas de Plucker y de Cayley, respectivamente. Final-
mente Salmon demostrd, que existen 15 conjuntos de cuatro rectas de Cayley
que son concurrentes, recibiendo estos puntos de interseccidn el nombre de

puntos de Salmon.

De manera que en esencia, cousideramos como la configuracion del He-
xagrama Mistico, a la que resulta de los 95 puntos y 95 rectas mencionadas
arriba prestando una especial atencién a la parte teérica de dicha estructura

que otros maternaticos como Veronese y Hesse, enriquecieron.

Asi, el presente trabajo, a través de un enfoque combinatorio, tiene co-
mo objetivo e] observar diferentes propiedades geométricas y combinatorias
que posee la configuracion del Hexagrama Mistico, con el fin de caracterizar
dicha estructura a partir de cada una de las partes que la componen, cuya

motivacién principal es la de llevar a caho un trabajo introductorio para su
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posterior aplicacién en el estudio de invariantes de la configuracién.

Procederemos entonces de la siguiente manera: estructuraremos a los
elementos del hexagrama en diferentes niveles, los cuales son establecidos de
acuerdo a la manera en que son construidos, es decir, consideraremos en el
primer nivel a las rectas de Pascal, luego a los puntos de Steiner y Kirkman,
etc, para dar una representacién del hexagrama como reticula geométrica

parcial.

En este sentido resulta importante mencionar que llevaremos a cabo una
serie de pasos a lo largo del trabajo para lograr alcanzar nuestro objetivo; el
primero de ellos serd el andlisis de la notacidn elegida para designar a cada
uno de estos 190 elementos, que nos permita recopilar la informacidn sobre
las rectas o bien los puntos, a través de los cuales cada elemento es generado,
para de esta manera encontrar para cada pareja de elementos del Hexagrama

su supremo, © bien su infimo, ¢n ¢l caso de que existan.

El éxito para obtener esta representacién del hexagrama dependerd en
gran medida de la siguiente meta por alcanzar: dar una representacion del
hexagrama como geometria combinateria parcial, que estard determinada a
partir de ciertos conjuntos que por sus caracteristicas, contienen la informa-
cién fundamental de la estructura completa v que por lo tanto hemos decidido

llamarlos cerrados, al hacer una analogia con los cerrados en una topologia.
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En csta representacién nos interesara en gran medida el comportamicnto
que tiene cada uno de los cerrados que representan a los diferentes elementos
del hexagrama y la informacién geométrica y combinatoria que podamos
recuperar de estos; de igual manera volveremos a plantearnos la pregunta al
respecto de la forma en que podamos saber de dénde proviene cada uno de
los elementos de la configuracién para calcular cada uno de los cerrados. Serd
de gran relevancia en esta ctapa, el estudiar o inclusive crear, algoritmos que

nos proporcionen ia informacién que la notacién quizds no nos proporcionara.

Cabe mencionar que muchas de las preguntas planteadas a lo largo de la
tesis, con adecuaciones, va han sido respondidas, algnnos otras no, por lo que
a manera de un pequeiio proyecto de investigacion, trataremos de encontrar
algunas de esas respuestas, que nos resulten satisfactorias en concordancia

con las necesidades que dicho andlisis requiera.



Introduccion

El objetivo de esta tesis al hacer un analisis de la configuracién del Hexagrama
Mistico de Pascal (HAM), desde un punto de vista geométrico y combinatorio
es formar parte de un trabajo introductorio para una posterior aplicacién de
la Teoria de Invariantes a través del dlgebra de corchetes, que nos permita
caracterizar a dicha estructura.

En el primer capitule llevaremos a cabo la construccién de la configu-
racién del HM en en el plano proyectivo sobre un campo k con char(k) # 2
v 1| > 7. Introduciremos la notacién que emplearemos para cada una de
las 95 rectas y 95 puntos que conforman al H A4, haciendo una combinacién
entre la propuesta por Salmon [3] y por Rodolfo San Agustin [4]; hare-
mos también un breve andlisis de las propiedades e informacién geométrica
que dicha notacién nos proporcionard, debido a la complejidad que dicha
estructura posce.

En este capitulo estudiaremnos también el Teorema de Veronese que re-
sulta de gran importancia debido a que nos da una caracterizacién de tipo
combinatorio de la configuracion del HM, ya que descompone a dicha es-

tructura en seis configuraciones de Desargues ajenas. Veremos ademnds un

13
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algoritmo dado por Rodolfo San Agustin para encontrar dichas componentes
arguesianas.

En el segundo capitulo, haremos un andlisis de las condiciones que nos per-
mitan realizar una representacion de la configuracién del HAM como reticula
geométrica parcial, estructnrando a sus 190 elementos en diferentes niveles
de acuerdo a la forma en cada uno de éstos fueron construfdos.

En el tercer capitulo realizaremos la representacién de la reticula geo-
métrica parcial del HAM como geometria combinatoria parcial, través de
la construccion de los conjuntos cerrados correspondientes a cada elemento
del HAM. Para lograr dicho objetivo, comenzaremos con algunas nociones
basicas incluyendo el estudio de la representacién de una reticula geométrica
conie geometria combinatoria para posteriormente aplicarlo con eiertas ade-
cuaciones a nuestro caso: el parcial.

Construiremos en este tercer capitulo, un algoritmo para encontrar a
los cerrados de algunos elementos de la configuracién del HAM y en base
a este algoritmo obtendremos un resultado muy interesante a cerca de esta
estructura, por lo que compararemos este resultado con el obtenido a través
de 1a aplicacién de un algoritmno ann no publicado de Rodolfo San Agustin
con herramienta de Teor{a de Gréficas.

Haremos finalmente, un planteamiento de preguntas abiertas que se re-

copilaran a través de los resultados obtenidos a lo largo de! presente trabajo.



Capitulo 1

Construccién del Hexagrama

En este capitulo llevaremos a cabo la construccién de la configuracién del
Hexagrama Mistico baséndonos esencialmente en las notas de Salmon (3],
asi como la tesis doctoral de San Agustin [4]. Introduciremos ademas la
notacién que emplearemos a lo largo de la tesis, observando las propiedades
de cada uno de los elementos del Hexagrama y analizando la infermacidn
geométrica que podemos obtener de dicha notacién.

La construccién del Hexagrama, serd realizado en el plano proyectivo

sobre un campo k con char(k) # 2y [k| > 7.

Observacién 1.0.1. Dado que no podemnos tener una clara diferencia enire
entre conjugados arndnicos (distincidn que serd de gran utilidad para identi-
ficar mds adelante ciertos puntos en la configuracidn), la primera restriccion
es para evitar obtener la configuracion del Plano de Fano y ls segunda re-
striccidn, es tnicamente para tener garantizada la ezistencia de un ndmero

suficiente de puntos sobre cada recta de P2k}

15
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Notacion 1.0.2. Lg siguiente notacidn serd empleada en la primer parte de

este capitulo:
(i) P\, Py, ..., Ps son seis puntos no ordenados en P2(k).

(ii) (a,b,c,d, e, f), representa al ordenamiento ciclico, sin omisicn ni repeti-

cidn, de los puntos P, ..., F;.

(iii) abedef es la palabra que denotard al herdgono formado o través del

ordenamiento de los puntos, como arriba.
{iv) ab =0 denotard la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos a y b.

{v) La interseccidn de las recias dadas por las ecuaciones ab=0 y de = 0

es el punto denotado por (ab, de).

Observacién 1.0.3. Dados los seis puntos Py,..., Ps, tenemos 2 = 60
diferentes maneras de ordenarios dihédricamente, por lo que es posible obte-

ner 00 diferentes hexdgonos.

Ahora, si consideramos todas las rectas que se pueden forman a partir
de los puntos Py,..., 5%, tomando parejas no ordenadas F,P;, tendremos

C3 = 15 rectas a las cuales denotaremos lados fundamentales.

Cada lado fundamental es intersecado por los otros 14 lados fundamen-
tales de la siguiente manera: 4 lados que pasan por el punto F;, 4 por el
punto F; y otros 6 en puntos distintos de los seis originales. Asi formamos

Ci, — 6C? = 45 puntos nuevos, que llamaremos puntos fundamentales.
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De esta manera, cada hexdgono abedef tienc asociados tres puntos fun-
damentales: {ab,de), (bc,ef) v (cd, ef) que corresponden a la interseccién de

los lados opuestos en dicho hexdgono.

1.1 Rectas de Pascal

Blais Pascal, encontrd en 1640, la condicidn necesaria para que un hexdgono
esté inscrito en una circunferencia y mas adelante se llevé a cabo la genera-

lizacién de dicho teoreina que hoy en dia lleva su nombre:

Teorema 1.1.1 (Pascal). Un hezdgono estd incrito en una cénica si y sélo

si las intersecciones de sus lados opuestos son colineales.

Dicho de otra manera: un hexigono abedef estd incrito en una cdnica si

y solo si (ab, de), (be,ef) ¥ (cd, fa) son colineales.

Demostracion. Ver las notas del libro de George Salmon (5], O0

Figura 1.1: Teorema de Pascal

Definicion 1.1.2. La recta de teorema 1. 1.1 es la recta de Pascal del hezdgone

abede f .
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Observacion 1.1.3. La pregunta natural que surge ¢ raiz de este teorema y
fa observacion 1.0.5, es si oblenemos la misma rects de Pascal, teniendo los
mismos seis puntos fijos, pero cambiando el ordenamiento para formar los
otros 59 hexdgonos diferentes. La respuesta, debida a Steiner, es no, pues de
hecho por cada uno de estos 60 hexdgonos, obtenemos una recta de Pascal

diferente.

Notacién 1.1.4. De acuerdo a Salmon [5], denotaremos a la recta del teo-

rema 1.1.1 con el simbolo

ab ed ef
(1.1) de fa bc}

Observacion 1.1.5. Lo que en primer instancia observamos de esta no-
tacion, es que cn cada enirade lenemos un lado fundementel y que cada
columna contiene una pareja de lados fundamentales opuestos, asi que cada
columna represenia ol punto de interseccidn de los lados fundamentales op-
uestos contenidos en ésta. De esta manera sugicre [a notacidn, como es de
esperurse por st interpretacidn geomélrica, que se representa a lo misma rec-
ta de Pascal aungue llevemos a cabo permutaciones entre columnas completas
o bien renglones completos.

Por otro lado, vemos gque en cada renglén aparecen los seis puntos a,b,c,d, e
y [ sin omision ni repeticidn, por lo que si consideramos un lado fundamen-
tel Ty en un rengldn, en el otro aparecerdn los lados Tz y yw donde por
supuesto z #y y w # T (pucs st no, formarian al mismo lado ry), asi como

un tercer lado Im, en la misma columna de zy, donde I,m ¢ {z,y,z,u}.
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Asi, si tenemos los seis lados fundamentales que forman una recte de Pas-
cal, tenemos detertninado de manera inice el acomodamiento de renglones y
columnnas, respetando por renglones el que se encuentren los los seis elemen-
tosa, b, c,d, e, [ y que por columnas, los lados correspondan geométricamente
a lades opuestos, considerando el lado fundamental Im debajo del lado zy,
donde z # x # w y z # y # w. Por cjemplo, si tuviéramos los elementos
ab,cd,ef ,fa, bc y de, colocamos el renglin: ﬂ_b (id ij} y los lados funde-
mentales fa , bc , de, estardn debajo de los elementos ed, ef y ab correspon-

dientemente, parae formar la recla de Pascal:

ab cod ef
(1'2) de fa bc}

1.2 Puntos de Steiner

Teorema 1.2.1 (Steiner). Las rectas de Pasca

] ab cd ef ed af be
de fa be [ cf eb ad

ab ed ¢f
o b ad } son concurrentes.
Demostracidn. Ver las notas del libro de George Salmon {3]. O

Definicién 1.2.2. El punte de concurrencia del teorema 1.2.1 es un Punto

de Steiner del hezagrama mistico.

Notacion 1.2.3. Denotaremos al punto de Steiner del teorema 1.2.1 a través

del arreglo:

ab cd ef
(1.3) de fa be
cf be ad
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Observacién 1.2.4. . Las tres perejas de renglones que son posibles
considerar en el arreglo anterior, representan a las tres rectas de Pascal
que se intersecan para formar al punto de Steiner en cuestidén, por lo
que las propiedades del arreglo que representa e una recte de Pascal,

segtin vimos en la observacion 1.1.5, son heredadas.

2. 5i consideramos una recta de Pascal representude con la notacién de
Salmon, podemos completar de manera tinica @ une mairiz de 3 x 3 que
represente a un punic de Steiner, agregando tnicamente los dos puntos
Jaltantes del conjunto de los seis elementos que deben aparecer en cada

columna.

3. Por la observacidn anterior, lenemos que dada una recta de Pascal,
eziste una unice manera de completar el arreglo pare formar un punto
de Steiner, por lo que en cada recla de Pascal hay un solo punto de

Steiner.

Daremos ahora un resultado mas obtenido por Steiner, a partir del cual
obtendremos un punto inas de Steiner v que guarda una gran relacion con el

punto de Steiner del teorema 1.2.1.

Teorema 1.2.5. Las rectas de Pascal ab de o }, ed of be}y of be ad

ed fa be ef cb ad ab de «f

son concurrenies.

Demostracion. Ver las notas del libro de George Salmon (5}, d

}
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Observacién 1.2.6. (i) Bl punto de Steiner del teorema anterior y el
punto de Steiner del teorema 1.2.1 son conjugados armdnicos respecto
@ nuestra cdnica original C. Ahore bien, dado un punto de Steiner
podemnos encontrar al punto de Steiner que es su conjugado armdnico,

transponiendo el arreglo como en una mairiz de 3 x 3.

(i1) Dado que en cada recta de Pascal hay un solo punto de Sleiner, que

es el punio de concurrencic de tres rectas de Pascal y fenemos sesenta

rectas de Pascal, entonces fenemos %—D = 20 punios de Steiner en el

Hezagrama.

1.3 Puntos de Kirkman

Kirkman encontré otras ternas de rectas de Pascal que se intersecan y que

son diferentes a las ternas encontradas por Steiner.

Teorema 1.3.1 (Kirkman). Las rectes de Pascal

ed af be ab od ef
cf bd ae cf ae bd

ab of ef
de fo be |’

} son concurrentes.

Demostracién. Ver las notas del libro de George Salmon {5}, 0

Definicién 1.3.2. El punto de concurrencic del teoreme 1.3.1 es un punto

de Kirkman del Hexagrama Mistico
Notacién 1.3.3. Denotaremos al punlo de Kirkman del teorema 1.3.1 a
iravés de la matriz:

ab od ef

de Ja be

cf bd ae
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Observacién 1.3.4.  [f. Como en el caso de la matriz correspondiente o
a los puntos de Sleiner, las tres parejus de renglones que se pueden
Jormar en el arreglo que representa a un punto de Kirkman, correspon-
den a cada una de las ires rectas de Pescal que se intersectan en dicho
punto y por ende hereda las propiedades de las rectas de Pascal sobre
la posibilidad de iniercambiar el orden de cualquier renglon o columna

completa dejando la matriz invariante.

2. A diferencia de le notacion asignada paru el punto de Steiner, la matriz
que representa a un punto de Kirkman tiene solo una columne en la
que no se repite ninguno de los seis puntos a, b, ¢, d, e, f. Liamaremos a
esta columna, que de alyunae manera caraceriza a un punto de Kirkman,
columna marcada dedo quc en los casos en los que sea necesario
colocaremos una linea horizontel sobre esta columna (lal y como lo

hace Salmon).

3. En cada recte de Pascal hay tres puntos de Kirkman''

4. Por la observacidn anterior y al tener sesenta rectas de Pascal, que a
, . . 60)(3
través de ternas se intersecan en puntos de Kirkman, lenemos 1—0%-(—1 =

60 puntos de Kirkman en el Hezagrama.

la demostracion de esta observacién puede verse en la tesis de Gabricla Frias ( [3]).
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1.4 El Teorema de Descomposicién de Veronese

Recordemos que en la configuracion del Hexagrama tenemos 15 lados fun-

damentales, de los cuales en el teorema 1.3.1 consideramos a los lados:

cf bd ae
por lo gue falta considerar los lados fundamentaies: ac,ad, be,bf,ce y df, con

ab cd ef
ab,cd, ef,ed, af, be, fe,bdy ae, que forman el punto de Kirkman K; = de fa be },

los cuales, por la observacién 1.1.5, tenemos determinada de manera tnica a

la recta de Pascal footnotesize o = ac be df }
bf ad ce

Inversamente, dada la recta de Pascal o, al considerar a los seis la-

dos fundamentales que la constituyen, tenemos que los lados fundamentales

restantes: ab,ae,af, be, bd, cd, cf, de, ef, forman exactamente tres rectas de Pascal

tomando los diferentes acomodamientos posibles; estas tres rectas de Pascal

ab cd ef de af bc ab cd ef
de afd be |’ of bd ae cf ae bd

sabemos que se intersectan en el punto de Kirkman K.

501! }, que por el teorema 1.3.1

Asi, st de manera general, denotamos por K, a un punto de Kirkman

dado por el teorema 1.3.1, podemos establecer la correspondencia de Hesse:
Definicién 1.4.1.

(1.4) K,+~—7

es la correspondencia de Hesse entre puntos de Kirkman y rectas de

Pascal en el hezagrama.

Ahora bien, dada la correspondencia anterior, inencionaremos un teorema
que representa una de las mds importantes contribuciones de Veronese con

respecto a la teoria del HAA.
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Teorema 1.4.2 (Descomposicién de Veronese). La configuracion de pun-
tos de Kirkman y rectas de Pascal del Hetagrama Mistico, se descompone en

seis configuraciones arguesiunas 2,
Demostracion. Ver la tesis de Rodolfo San Agustin [4). a

Este teorema, dota a la configuracion del Hexagrama de una importante
propiedad que entre otras cosas, nos permite estudiarla por “pedazos” que
poseen la propiedad proyectiva de Desargues, ya que al existir diversas con-
figuraciones de tipo (103), gracias a la correspondencia de Hessc, se tiene
cstablecida la propiedad combinatoria que caracteriza a la configuracién de
Desargues®

Con ¢l objetivo de analizar en el tercer capitulo, la configuarcién de De-
sargues a las que pertenecen ciertos elementos del Hexagrama, mencionare-
mos un algoritmo que nos permita identificar cada confignracion arguesiana,
basdndonos en la demostracién del teorema 1.4.2 dada por San Agustin [4],
en ¢l que a partir de una recta de Pascal o obtenemos a las otras nueve rectas
de Pascal y los diez puntos de Kirkman que sc encuentran en la configuracién

de Desargues de o.
Algoritmo 1.4.3.  [. Consideremos la recta de Pascal o

2. Asociamos por la correspondencia de Hesse, el punto de Kirkman K,

?Las configuraciones que cumplen con la propiedad de Desargues, son denotadas “ar-
guesianas” para evitar la interpretacion que en el espanol sc tiene de las palabras que
comienzan con el prefijo “des” que significa “sin”, al hablar de configuraciones desargue-
sianas

#Esta propiedad fue establecida por Rodolfo San Agustin 1]
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3. Asoctamos al punto K, las tres rectas de Pascal que lo determinan por

el teorerna 1.5.1

4. Repetimos el procedimicento unae vez mds para cada una de las rectas de

Pascal en (5).

5. Al obtener una coleceidn de puntos y rectas en donde cade punto estd
asociadoe, como en (1), o alguna de las rectas de dicha coleccidn, si
repetimos el procedimiento en cualquiera de las rectas ya obfenidas, no

se obtienen puntos o rectas nuevas.

De esta manera obtenemos una configuracién de tipo (103), que es una

figura con:

i) 10 puntos y 1{ rectas tales que
i) Por cada punto pasan 3 rectas y

iti) Cada recta contiene a 3 de los puntos mencionados.

1.5 Rectas de Cayley

En esta seccién veremos que de manera andloga a la correspondencia (1.1},
podemos establecer una correspondencia biyectiva entre las rectas de Cayley
¢, que definiremos a continuacidén y los puntos de Steiner St, a partir del

siguiente teoreimna:

Teorema 1.5.1 (Cayley-Salmon). Los tres puntos de Kirkman esociados

de acuerdo g la correspondencia (1.1) a las rectas de Pascal que concurren en
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un punto de Steiner St, estdn en une recte ¢ que también pasa por el punto

St!, conjugado de St.
Demostracidn. Ver las notas del libro de George Salmon [3]. 0

Sin pérdida de generalidad, podemos decir a partir del teoretna anterior

ab ce df ac cd bf ac bd of
que los puntos de Kirkman de bf ac y, bd af ce 3, f aec be ) yel

ef ae bd ac bLe df ce bf ad
ab ed ef
punto de Steiner de fa  be » cstdn alineados.
cf be ad

Definicién 1.5.2. La recta del teorema 1.5.1, que denolaremos como ¢, sc

denomina recte de Cayley (o recta de Cayley-Salmon) del Hezagrama Mistico.
Ahora bien, por el teorema 1.5.1, tenemos la correspondencia biyectiva:
(1.5) c+— 5t

A partir de esta correspondencia, podemos establecer la notacién para las

rectas de Cayley de la signiente manera:

Notacién 1.5.3. Denotaremos a la recta de Cayley del teorema 1.5.1 a

ab de ¢f
través del arreglo: | od of be
ef be ad

Las entradas de esta matriz corresponden segiin la notacién de Salmon
a las del punto de Steiner St' que siendo el conjugade de St, se obtiene
transponiendo la matriz de! punto 5t. Para hacer la distincidn entre rectas
de Cayley y puntos de Steiner, empleamos la notacién de Rodolfo San Agustin
14], con los paréntesis en lugar de la llave usual a la derecha del arreglo, en

la notacion de Salmon.
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Observacién 1.5.4. Por lu correspondencis (1.2) y la observacién 1.2.6 ,

podemos concluir que tenemos 20 rectas de Cayley en la configuracidn del

HM.

Ahora bien, la siguiente observacién es de gran importancia, debido al
papel central que tendra para los algoritmos, con notacién de Salmon y de
la Teoria de grdficas, que analizaremnos en el tercer capitulo.
ab ed ef
Observacién 1.5.5. 1. Lamatriz asociade al punto de Steiner de fa bc }

c¢f be ad
del teorema 1.5.1, puede ser construida a través de las columnas “mar-

ab ce df ae cd bf ac bd gf
cadas” de los puntos de Kirkman de bf ac 3, bd aof ce b, df ae b

¢f ae bd ec be df ce bf ad
que los caracterizan de manera dnica , una vez considerados los seis la-

dos restantes en su matriz.

2. Hecordando gue lenemos 15 lados fundamentales, los lados que se en-
cueniran en las matrices que representan a los puntos de Kirkman i
que no se encuentran en la matriz del punto de Sieiner y por ende,
tampoco en el punto de Steiner conjugado, son el complemento de los
nueve lados fundamentales de dicho punto de Steiner y su conjugado,
acomodados en diferente orden en cada matriz de los puntos de Kirk-
mans; en el case de la recta de Cayley que estamos considerando, dichos
lados son ce,df,bf, ac,ae,bd. Por ende, ol considerar a la recta de Cayley
que contiene of punto de Steiner conjugedo, neccsariamente en todos
los puntos de Kirkman de esta nueva recte de Cayley, también apare-

cerdn los lados fundamentales complementarios ce, df, 5§, ac, ae, bd,
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aunque esti claro que estas rectas de Cayley son diferentes.

1.6 Rectas de Pliicker

ab od ef ab od ef
Teorema 1.6.1. Los puntos de Steiner de fo be 3, df eb ac },
ef be ad ec of db

ab cd ef ab ed ef
ef ea db 3y df ea cb } esbdn alineados.
ed bf ac ec bf ad

Demaostrecion. Ver la tesis de doctorado de Rodolfo San Agustin [4]. O
Definicién 1.6.2. La recte del teoremna 1.6.1, que denotaremos por pl, es la

recta de Plicker (o recta de Steiner-Pliicker) del Hezagrama.
Observacidn 1.6.3. En el tcorema anterior podemos observar que el renglén
ab cd ef

se encuentra en todas las matrices que estdn asociadas o los cuatro puntos
de Steiner y son ezactamente estos cualro matrices las unicas posibles quc se

pueden fornar manteniendo este rengldn fijo.

De esta manera, tenemos una correspondencia biyectiva entre estas tres
parejas de elementos y la recta de Pliicker que contienc dicho renglén. De esta
manera, la notacién que cligiremos para esta recta de Pliicker serd aquella que
involucre a este rengldn. Asi, a través de la representacién hecha por Rodolfo
San Agustin [4]* de los elementos de Hexagrama en la red de subgraficas de

K¢ , tenemos:

Notacién 1.6.4. Denotaremos ¢ la recia de Plicker del teorema 1.6.1 a

través del 1-factor ®:

“Ver apéndice B
SVer apéndice A
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lab,cd, ef]

1.7 Puntos de Salmon

Teorema 1.7.1 (Teorema de Salmon). Las cuatro rectas de Cayley, aso-
ciades a través de la correspondencia (1.2), a cualro puntos de Steiner coli-

neales de acuerdo al teorema 1.6.1, son concurrentes.
Demostracién. Ver las notas del libro de George Salinon [5). a

Sin pérdida de generalidad, podemos decir a partir del teorcma anterior

ab de «of ab df ec ab of
que lasrectas de Cayley ey =| od fa be |,co=| dc eb af [, c3 =] cd ea
ef bec ad ef ac db ef db

ab df ec

ycg=| cd ea bf | son concurrentes.
ef bc ad

Definicién 1.7.2. El punte de concurrencia del teorema 1.7.1 es un punio

de Salmon del Hezagrama Mistico.

Observacién 1.7.3. Dado que las entradas de estas matrices que represen-
tan a las rectas de Cayley se obtienen al considerar las entradas de las mairi-
ces transpuestas que representan los punios de Steiner del teorema 1.6.1, en
donde dichas matrices son las tinicas que se pueden construir con un renglin
fijo, tendremos que las matrices correspondientcs o las reclas de Cayley que

se intersectan, serén sélo aquellas cuatro que fengan una columna en comin.

e
bE

ac
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Dada la observacién anterior, la notacién que debemos emplear para dicho
punto es sugerente; basindonos de nueva cuenta en la representacidn del H M

con gréficas, por Rodolfo San Agustin, tenemos entonces:

Notacién 1.7.4. Denotaremos al punto de Salmon del teorema 1.7.1 a través
de la grifica tripartita de tipo Ky 4,%: (ac,ad, ac,af, bo, bd, be, bf,ce, cf, de, df], que
es el complemento de la grdfica [ab, cd, ef] del teorema 1.6.1, que considerando
en lo notacidn de Salmon, el hecho de que contamos con 15 lados fundamen-
tales, al tener todas las matrices de las rectas de Cayley tres lados funda-
mentales en comdn, entonces el punto de Salmon estard representado por los

doce lados fundamentales restantes.

1.8 Breve resumen

A partir de las secciones anteriores podemos dar la siguiente definicidn:

Definicién 1.8.1. £l Hexagrama Mistico de Pascal es la configuracion

constituida por:

(i} Sesenta rectas de Pascal, que concurren por ternas en veinte puntos de

Steiner y sesenta puntos de Kirkman

(i1} Veinte puntos de Steiner, cada uno de los cuales estd contenido en una

recta de Cayley y en tres rectas de Pascal

(iii) Sesenta puntos de Kirkman, cada uno de los cuales estdn contenidos

en tres rectas de Pascal y en una recta de Cayley

5Ver apéndice A
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(iu) Veinte rectus de Cayley, cade una de lus cualcs contiene tres punios de

Kirkman y un punto de Steiner

v} Quince rectas de Plicker, cada una de las cuales contiene cuairo puntos

de Steiner

(vi) 15 puntos de Salmon, cada uno de las cuales estdn contenidos en cuatro

rectas de Cayley
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Capitulo 2

El HM como reticula
geométrica parcial

2.1 Definiciones y propiedades basicas

En este capitulo trabajaremos sobre el primer objetivo planteado de dar una
representacién del Hexagrama Mistico (HAM) como reticula geométrica par-
cial. Comenzaremos definicndo una reticula, observando algunas propiedades
de dichas estructuras con el fin de avanzar paulatinamente y deducir las
condiciones que se deben cumplir para llevar a cabo dicha representacion.
De acuerdo a las condiciones que no sea posible cumnplir, es que construire-
mos ¢l concepto de reticula geometrétrica parcial.

Haremos uso de todos y cada unos de los teoremas para la construccidu
del Hexagrama Mistico vistos en el capitulo anterior, para definir de manera
natural el supremo de algunas parejas de elementos del Hexagrama que nos
permita identificar a cada elemento, en base a lospuntos o rectas a partir de

los cuales fue construido, ya que es una informacion importante que queremos

33
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conservar en todo momento.

Definicién 2.1.1. Una reticula L es un conjunte parcielmente ordenado
(COPQO), con la propiedad de que cualquier subconjunto finito S C L tiene

fnfimo y supremo.

Notacién 2.1.2. Para un conjunto {z,y} con dos clementos, denotaremos

a su infimo (inf{z,y}) v supremo (sup{z,y}) a través de zhy y =Vy,

respectivamente.
Asi, A ¥y V cumplen con diversas propiedades:
(o) aVa = a (leves de idempotencia)
(&) aha=a
(8) aVb=1bVa (leyes conmutativas)
(B) ahb=bAa
(7) (aV8)Ve=aV(bVe) (leyes asociativas)
(%) (ahB)Ac=aAlbAc)
() aV{aAb) = a (leyes de absorcidn)

(8) eNaVb)=a

De esta manera, tenemos el siguiente resultado, que nos da la primera

pauta para llevar a cabo la representacion del HA, como reticula.
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Teorema 2.1.3. Sen {L; A,V), un conjunto no vacfo con dos operaciones

binarias que satisfacen {a)-(8) y (&)-6), entonces:
{i) Para cualesquicra a,b€ Liayb=">bsiysolosiapb=a

{ii) Si definimos < como a < b st aVbh = b, < es una relacién de orden

parcial.
(iii) Con < como en (11),(L; <) es una retivula.

Demostracidn. Supongamos aV b = b. Entonces

aAlaVb) por (4)
aAb

a

1l

Inversatnente, si a A b = a, entonces

bV(bAa) por (6)
aVb

b

i

Ahora, definiendo < como en (ii), tenemos que:
1. < es reflexiva por (a).
2a<bybLass=aVb=bybtVa=a<=a=D

Jagbyb<ees=aVb=bybVYc=c<+=aVc=aV(bV¢) =

(aVbd}Ve=bVYec=c+=a<c
Por iltimeo, en (L; <), aV b = sup{a,b}, debido a que:

1. aV b es cota superior de {a, b} por construccion y
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2. d es cota superior de {a,b} <= a < dy b <d <= d=dVd =
{eVd)V(bVd) =(aVd)Vd <= (aVb) <d.

0O

Para las reticulas que no tienen cadenas infinitas de elementos compara-
bles, podemos encontrar un Gnico elemento minimo Of y un tnico eletnento

médximo 1y, respecto a toda la reticula.

Para elementos a y b de un COPO, decimos que a cubre b (¢ < b), cuando
a > b y no hay clementos ¢ talesque a > ¢ > b.
Un 4tomo! de una reticula L con elemento minimo Oy, es un elemenio

que cubre Oy.

Definicién 2.1.4. Unaereticula geométrica es una reticuls L que no tiene

cadenas infinitas y tal que

1. L es atdmica, esto es, cade elemento de L es el supremo de dtomos de

L

2. L es semimodular, es decir, 5i a y b son distintos y ambes cubren a ¢

en L, entonces a\l b cubre tanto a como b

Una de las opciones claras para Hevar a cabo esta representacién por haber
construido al Hexagrama en P2(k) y debido a que a los elementos de P*(k)

podemos estructurarlos como una reticula, es pensar en la configuracién del

'Generalmente denotado como “punto”, decidimos en este caso denctarlo de esta ma-
nera para no confundirlo con un punto de P*(k)
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Hexagrama como una subreticula de P?(k); sin embargo esto no es posible
debido a que para cualquier pareja de rectas o puntos del HAM, no existe
su punto dé interseccién o la recta generada que sean parte de los 180
elementos del HAM.

Ahora bien, otra opcidén seria la de completar con las rectas y los puntos
en P2(k) que sea necesario para poder tener los puntos y rectas que nos hacen
falta para tener una subreticula geométrica de P*(k), sin embargo este pro-
cedimiento no resulta del todo conveniente por diversas razones: tendremos
a los clementos acomodados en dos niveles, que como hemos venido men-
cionando, estructurarlos de acuerdo a la manera en que fueron construidos
forma parte de la informacién fundamental de la estructura del HAM y por
otro lado, las rectas y puntes que tendremos que agregar, no seran ficilmente
distinguibles cuando trabajemos con la representacién que llevaremos a cabo
en el tercer capitulo.

Es por csta razén que dada la definicién y las propiedades a lo largo de
esta seccidn, la manera en que procederemos para dar dicha representacién

serd la siguiente:

1. Dado que al comenzar la construccidn de los elementos del Hexagrama,
las rectas de Pascal contienen mucha de la informacion que utilizamos
al generar los demds elementos, consideraremos a las rectas de Pascal

como los atomos de la reticula geométrica parcial.

2. Definimos para cualquier elemento h; del Hexagrama, hiVh; = h;,
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as{ como h; A ki = h;, es decir, pedimos que se cumplan las leyes de

idempotencia (o reflexivas) de ambas operaciones binarias.

. Definiremos el supremo para todos los elementos que aparecen en los

teoremas para la construccién de la configuracidn del Hexagrama, con-

siderando los siguientes hechos:

a)

Los puntos Steiner, Kirkman y Salmon de la configuracién que
resultan de la interseccidn de tres rectas, quedan determinados
geométricamente de manera tnica al considerar a solo dos de es-
tas rectas, lo que en la construccién de la representacién en una
reticula geométrica nos permitird fundamentalmente cumplir con
la propiedad asociativa y conmutativa de la operacién binaria que

en estos elementos hayamos definido (snpremo o infimo).

Las rectas de Pliicker y Cayley, que son construidas a partir de
cuatro puntos que pertenecen al Hexagrama, quedan determinadas
geométricamente de manera iinica al considerar a solo una pare-
ja de estos puntos, lo que también nos permitird fundamental-
mente, cumplir con la propiedad asociativa y conmutativa de la
operacién binaria que en estos clementos hayamos definido (sipre-

mo o infimo).

Una vez definidos el supremos de parejas de clementos del HA
que de manera natural podiamos hacerlo, determinaremos a través

de las propiedades que dichas operaciones deben cumplir (como
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d)

leyes de absorcién), supremos o infimos de las parejas de elemen-
tos del Hexagrama en las que sea postble, debido a que, aunque
hayamos definido el supremo (o {nfimo) para una pareja de ele-

mentos, quizds no podamos definir su infimo (o supremo).

Las parejas de elementos en el Hexagrama en las que no sea posible
definir supremo o infimo, no tendrin definidas dichas operaciones
en la representacion, debida al interés de cumplir las propiedades
basicas de reticula, asf como nuestro fundamental interés de poder
identificar a todos los elementos del Hexagrama en la representa-
cidn, con solo observar la manera en que dichos elementos fueron

construidos.

Es con respecto a estos dos iltimos incisos que definimos una Reticula

Geométrica Parcial, debido a que solo para ciertas parcjas de elementos

del Hexagrama tenemos definido el supreino o infimo.

2.2 Construccion de la representacion

Para dar esta primer representacién del MM, comenzaremos por utilizar

lo que ya tenemos, es decir, los teoremas cldsicos de geometria proyectiva

vistos en el capitulo 1, que naturalmente son condiciones por cumplir en esta

representacion y continuaremos avanzando, de acuerdo a las necesidades que

vayan surgiendo.

Asli, estructuraremos a los elementos del mismo, en diferentes niveles .
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Esta estructura, llamada jerarquia por Rodolfo San Agustin {4] estd definida

de acuerdo a:
(i) El orden en que se han definido los elementos

(ii) De acuerdo al tipo de elementos que se consideran para dicha

construccion

(iii) Considerando la restriccidn de las operaciones V (1nect o supremo) ¢
A join o infimo de la reticula de subespacios vectoriales en k32 a la

estructura de incidencia del Hexagrama Mistico.

Observacién 2.2.1. Debemos destacar la enorme ventaja que represenia el
estructurar a los elementos del HM por niveles, pues serd mucho mds fdcil
la identificacion de cada objeto representado, analizando los elementos de
{os que proviene en su contruccion y asi, tendremos al mismo liempo,
formadas de manera natural algunas cadenas finitas de elementos

ordenados a través de este criferio.

Consideremos las operaciones \/ ¢ A que actuan sobre parcjas de elementos

{h:, h;) € HM de manera que:
(Q’) V(h,,h_,) = h{th — Hh!‘j € HM tal que h,’j = h,'th

(8) V(hi, hi) = hy, ¥h; € HM (reflexivilidad o ley de idempaotencia)

2Como mencionamos en el primer capitulo, K s un campo con char(k) #2y |k > 7
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{v) 3hi; € HM tal gue V(s hy) = hy; <= V(R hi) = hy; (simetria o ley

conmutativa)

(6) (V(Ri, h;)) V R = V(hi, V(Ry, hy)) (ley asociativa)

(@) Alhi hj) = hi Vhy <= 3hy; € HM tal que by = Iy Ak

(,5‘) AR, i) = hiVh; € HM (reflexivilidad o ley de idempotencia)

(%) 3hi; € HAM tal que A(h;, hy) = hy; <= A(h;j, hi) = hyj (simetria o ley
conmutativa)

(8 (Alhir hy)) Ak = V(li: Ak, h) (ley asociativa)

(€} leyes de absorcién:

o Ah V(hi b)) =R

o Vi, Alhi hy) = Iy

Comenzarcinos entonces describiendo ¢l supremo, de nanera que cumpla
las condiciones dadas arriba y observaremos después las consecuencias de
dicha descripcidn, con respecto a los supremos de algunas otras parejas de

clementos del HA .
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2.2.1 Supremo de rectas de Pascal

Dec acucrdo al Teorema de Steiner 1.2.1, sabemnos que las rectas de Pascal

ab ed ef ed af bc ab ed of SOm COT tes 1
’ " be o concurrentes en ¢l punto

de fa be e¢f eb ad
ab cd ef
de Steiner de fa be , por lo que tenemos definido el supremo para
cf be ad
cualesquicra dos de estas rectas de Pascal, como sigue:
ab cod ef
ab cd ef ed af be
V'( de fa bc} ' cof eb ad }) = de fabe
cf be ad
ab cd of
. ab cd ef ab cd of i
V( de fa bc} * of be ad }) > de fa be
cf be ad
vV de fa be ab cd ef N Zb ‘;_d Ef
’ cof be ad ' cf be ad e la e
cf he ad

Ahora, de acuerdo al Teorema e Kirkman 1.3.1, tenemos que las rectas de

ab cd ef ed af be ab cd ef - .
Pascal de fa be }, of bd ac } of ac bd } son concurrentes en el
ab cd ef
punte de Kirkman de fa be 3, de manera que para cada pareja de
ef bd ae
dichas rectas tencinos definido ¢l supremo como:
V: ab cd ef ed af be N 3‘; ?.: Ez
’ de fa be ' ¢f bd ae of bd ae
V: ab cd of ab cd ef — Zl‘: (‘1:': Ei
’ de fa be ’ cf ae bd of bd ae
V: de fa be ab cd ef — 32 ‘;_: Sf:
' fc bd ac ’ of aec bd of bd ae

Por la observaciodn 1.3.4, sabemos que una recta de Pascal conticne tres

puntos de Kirkman, de modo que basindonos en la recta de Pascal
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32 (t:: {"i },describiremos los otros dos puntos de Kirkman asociados a
esta recta.
b ed ef
f ab ed of ed af be a
V’( of ac bd} ' ac eb fcl}) — de fabo
ac be fd
ab cd ef
V: ab od ef . ab cd of s  de fa be
cl af be df eb ac
ac be fd
b cd ef
f ed al be ab cd ef 2
V'( ac eb fd} T df eb ac}) — de fa be
ac be fd
Y
ab cd ef
V(Zglﬁi}, T.gaf:;})o—r de fa be
ce d fb ce ad
b cd of
ab od ef ab cd ef 2
V'( de af cb} " ce bf ad}) — de fahe
fb ce ad
ab cd of
v(gas) 2ga)) — ke
’ b ce ad

2.2.2 Supremo de puntos de Steiner y Kirkman

De acuerdo al Teorema de Cayley (teorema 1.5.1), sabemos que los puntos

ab ce df ac cd bf ac bd ef
de Kirkman de bf ac %, bd af ce ), df ae bc » y el punto de
cf ae bd ac be df ce bf ad
ab cd ef ab de «of
Steiner de fa be } estdn alincados en la recta de Cayley | cd  af be |,
cf be ad ef bc ad

por lo que para cualquier pareja de estos puntos tenemos definido el

supremo de la siguiente manera:

ab cd ef ae cd bf ab de «of
V: de af be , de bf ac — ed fa be
cf be ad cf ae bd ef bc ad
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ab cod ef ac cd bf ab de «of
\: de af Dbe bd af cc — ed fa be
cf be ad ac be df ef be ad
ab cd of ac bd ef ab de cf
\YE de af be df ae hc — ed fa Dbe
cf he ad ce Db ad ef be ad
ab ce df ae cd bf ab de f
Ve de bf ac bd af ec — cd fa be
cf ac bd ac be df ef be ad
ab ce dl ac bd ef ab de «f
\: de bf ac df aec he — cd fa be
cf ae bd ce bf ad ef Dbc ad
ae ol bf ac bd of ab de cf
V: bd af ce df ac be — cd fa be
ac be df ce bf ad ef Dbe ad

2.2.3 Supremo de Puntos de Steiner

De acuerdo al Teorema de Plicker (teorema 1.6.1), los puntos de Steiner

ab ¢d ef ab ef ab cd ef ab cd of
de fa be df ac ef ea db » y df ea cb } estdanen la
¢f bhe ad or dhb el bf ac ec bf ad

recta de Pliicker {ab, ed, ¢f], de manera que ¢l supremo de cualquier pareja

e estos puntos lo definimos como:

ab ed ef ab cd ef

Ve de fa Dc df eb ac — |[ab,cd,ef]
ec af db cc af db
ab od ef ab cd ef

AR de fa be cof eca db —+  [ab,cd,ef]
cf be ad ed bf ac
ab od ef ab cd of

\"R de fa be df ea cb —  [ab,cd,ef]
cf be ad ec bf ad
ab cd ef ab cd of

Vi df eb ac cf ea db —  [ab,cd,ef]
ec af db ed bf ac
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\:

\VE

ab
df
ec
ab
cf
ed

cd
eb
af

cd
ca

bf

of
ac ,
db
ef
db ,
ac

ab
df
cc

ab
df
oc

cd
ea
bi

cd
ca
bf

ef
db
ad

ef
ch
ad

}) —+ [ab,cd,ef]
}) —s [ab,cd ef]

2.2.4 Supremo de Rectas de Cayley

De acuerdo al Teorema de Salmon (teorema 1.7.1), las rectas de Cayley

(

ab de
cd fa
ef bc ad

be

3

lo que tenernos:

<

ab
cd
ef

de
fa
be

de
fa
be

de
fa
be

df
ebh
ac

df
eb
ac

of
en
db

cf
be
ad

cf
be

cf
be
ad

cC
af
db

ab df

ef ac db
concurrentes en el punto de Salmon [ac,ad, e, af, be, bd, be, bf, ce, cf, de, df], por

ec
dc eb af

ab
cd
cf

ab
cd
ef

ab
cd

|

df
eb
ac

cf
ea

df
ea
be

cf
ea

df
ca
bc

df
ea
be

ab

cd

of
ca bf
ef db ac

ef bc ad

ab df ec
y | e ea bf | son

|ac,ad ae,af,be,bd, be,bice,cf de,dl}

[ac,ad,ae,al be,bd,be,bf ce,cf.de,df]

[ac,ad,ae,af,be,bd he,bf ce,cf de df]

{ac,ad ae,af,be,bd be,bf ce,cf de,df]

[ac,ad,ae,al,be,bd be b ce cfde,df]

[ac.ad ac,al,be,bd,be,blce,cf de,df]
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2.2.5 Supremo de otros elementos del HM

Continuaremos defintendo la reticula parcial con las relaciones dadas en la
seccidn anterior entre elementos del Hexagrama v basandonos en las
propicdades bésicas que se deben cumplir para tener una reticula.

Los clementos para los cnales encontrarcmos su supremo, sera para aquellos
que por transitividad deberian de poderse comparar, es decir, si

a) < g <... < @poy < an, chtonces a; < ap,.

Es importante mencionar que para que csta propiedad basica se cumpla,
debemos respetar todas y cada una de las condiciones que hayan sido
impuestas para comparar cada eleinento aj,a,41.

Para trabajar en esta seccidn, introduciremos la siguiente notacién: sean py;
y p, rectas de Pascal, K|, K, v K,; puntos de Kirkman, 5¢, punto de
Steiner, r, v pl; recta de Cayley v Pliicker, correspondicniemente, y
finalmente, S; un punto de Salmon.

Entonces tencmos que:

1. Dado que p; V pj = K5 si ¥ solo si K,; € p, N p;®, tenemos por las
propiedades (a) y {v) que:

Ky=pVpy=({pVp)Vp;=pVpVp) =pmVIK,, esdecir,

V(Pi, I(,J) — I('J — [\.ij € i

2. Procediendo de manera andloga a 1:

3Consideramos interseccién como conjuntos
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V(pi)Sti) — St; — St, (S 7N

3. Sean St;, K; € p; y supongamos que cualgniera de las dos condiciones

siguientes s¢ cumplen: K € ¢; o bien, St; € ¢;. Entonces

A — piVEiVea) siK;€q
prC‘m{ p: V(St; V&) si St € ¢
{ (mVE)Ve siKi€ea _ { KiVea siK €q

(]J,' V St.‘) VC!' si St,‘ € ¢ - St,-Vc,- s1 Sf.,' € ¢ =Ci1 € dCClI‘,

(P,‘,Ci) — C; = K; € C; 6 5t; € C;

4. Sabemos que I(; V K; = C; si y sélo si K, K; € ¢;, entonces por las
propiedades (3) y (y) tenemos que
Ci V K.' = (I(J V I{,) V I{, = I(, V Kj =i, €8 decir,

(K,’,C,’) — — I(l C
5. Procediendo como en 4, tenemnos que:
(.S't,,',c,-) — ¢ = St E ¢

6. Dado que St;V St; = pl; si y solo si St;, S¢; € pl;, entonces por las
propiedades (&}, (8} ¥ (), tenemos que
pli V St; = (St; V 5t;) V St; = StV St; = pli, es decir,

(St pli} — pli &= St; € pl;

7. Procediendo como en 1, tenemos que:
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10.

11.

12.

(S,‘,(.‘i) — S e= S, € [

Sean St;, K; € p; y supongamos que p; 3 K; € ¢;, entonces por 4 y In
asociatividad de V, sabemos que:

pVea =pVIKiVe) = (VK Ve =K; Ve = ¢, cs decir,

(i) —r <= p; 2 K; € ¢

. De mancra andloga a 8, tenemos gue:

(p,, pl) — pl; &= 351, tal que 1y 3 St; € pl;

Cousideremos St; € pl;, de mancra que Jp; tal que St Y K; =,
cntonces por G v 9, asi como las propiedades (3) y {7y} tenemos:

KV, = KoV (pli v 88) = (K v 56 Vol = poVpl, = ply, es decir,
(I, pl,) — ply <= 351, € plitalqueSt, V K, = pl,

Sean K;, St € ¢, entonces por 4 y 7, ast como la condicidn

(GV So= KV V Si) = (KiVe) VS = 6V 5 = 5;, es deir,
(i, 8,) — S; <= 3c; tal que K, 55 € ¢

Por 3 y 4, asi como la propiedad (y), tencmos que
mVSi=piV(aVS) = (i Vea)VSi=aVS =5 siempre que
(K,ep,y Ki€c) 6 (St; € pi ¥y 5 € &), es decir,

(p,,S,—) — S = (I(, emy K; € C,—) 0 (St,' €Epy S; € C,)
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Debido a que hemos hecho una representacién de los elementos del
Hexagrama en una reticula geométrica parcial, las propiedades que se
cumplen no son enteramente las de reticula geométrica, ya que nos han
hecho falta los supremos e infimos de diversas parejas de clementos del
Hexagrama y por ende, en el trabajo posterior, tendremos que tomar en
cuenta las consecuencias que dichas deficiencias de elementos tendrdn. Sin
embargo, es importante mencionar que nos resulta convenicnte esta
representacién , debido a que podemos identificar a cada clemento del HAM
en todo moniento, aunado a la enorme cantidad de informacién que las
reclas de Pascal nos dardn en nuestro siguiente capitulo, por el hecho de ser

dtomos dentro de la reticula.
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Capitulo 3

El HM como geometria
combinatoria parcial

En este capitulo daremos una representacién del Hexagrama como
geometria combinatoria parecial. Comenzaremos por estudiar alguuas
definiciones y propiedades que caracterizan a una geometria combinatoria
para de este modo, analizar los elementos que serdn necesarios para nuestra

representacion.

Definicién 3.0.2. Una geometria combinatoria es una pereje (X,F),
donde X es un conjunto de punios y donde F s una familia de

subconjuntos de X, a los que llamaremos cerrados' | teles que:
1. F es cerrado bajo intersecciones,

2. No hay cadenas infinitas en F,

1Denotados "Flats” (ver Van Lint), los llamaremos cerrados debido a la analogia con
los cerrados de una topologia

51
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3. F contienc ol conjunto vacio, a todos los conguntos formuados por un

sclo elemento {z},x € X y al propio conjunto X y

4. Para cada cerrado E € F, E # X, los cerrados F que cubren ¢ E en

F, forman una particion en los punlos restantes, es decir:

X—-E=J(F—E)ieVe e X - E,AF € F {que cubre
E)tad quez € E.

Aqui,“F cubre a E” significa que F es un conjunto minimal de F con
respecto a la inclusidn, es decir F, F € F de manera que E € F, pero que
E ¢ G C F no puede ocurrir para ningin G € F.

Asi pues, podemos pensar en ¢l conjunto de cerrados F de una geomnetria
combinatoria, ordenados por inclusion y asi encontrar una serie de
propicdades importantes tal y como se plantea en cl siguiente teorema que
nos sera de gran utilidad para representar a la reticula gemétrica parcial

como geometria combinatoria parcial.

Teorema 3.0.3. Dada una reticule geométrica L con dlomes t € X,

entonces (X, {F, : y € L}) es una geometria cornbinatoria, donde
F,={zeX <y}

Demostracidn. Sea L una rcticula geométrica; definimos los cerrados F,

{como arriba), como los cerrados X de L.

1. F es cerrado bajo intersecciones, puesz Sy v y<zé= 1 <yAz,

entonces Fy = {z € X |ax <y} v Fe={reX|r<z} =
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FENF.={zeX|s<yAz}=Fp,€F

2. No hay cadenas infinitas en F, por construccion, recordando que en la

reticula geométrica tampoco las hay.

3. F contiene al conjunto vacio, a todos los conjuntos formados por un

solo elemento {z},z € X y al propio conjunto X, ya que:

Fo,={z€X|o<0.}=0
F|L={$EJY|IS1L}:X

Fy={ze X |z<y}={y}, Vitomoye X

4. Para cada cerrado F,, € F, todos los cerrades Fy, # X, que cubren a
F., en F. forman una particién en X — F,, i.eVzr € X — F,, A1 F;, que

cubre a F}; tal que z € F,, debido a que:

(i) Primero demostraremos que si z € X — Fy, = no existen Fyy
F, tales que Fy 3 z € F, y ambos cubran a F,. Supongamos que
si, entonces

(eeF,=z<y)ylze F,=z<2)]=xSyAz
=z € F,NF,=F, (pues sino, Fy,NF; € IR R,

(it) Ahora vamos a demostrar que ¥z € X — Fu, 1e VI >y, 3!

F, tal que z € F,, donde F, cubre a F,, donde Fy = Fry,
Ohservemos primero que:
= Fy = Fyy,, cubre afy, <= F,CF,y Fyesen

este sentido, minimal <= w < y=zVw y no oxiste
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zeFy—-Fytalquew <z <zVw ie <= zVw

cubre a w

De manera que basta demostrar que £V w cubre a w. Entonces
consideremos la siguiente cadena;

W= W < Weet < Wieo < ... < un < Oy,

Como x y wy cubren a 0, dado que la reticula ¢s semimodular,
entonces 'V w; cubre a w,. Dado que 2V wy y we cubren a

wy = T Vw; Vw: =2V wy cubre a wy. Inductivamente,

tenemos que z V wy cubre a wy = w

De cste modo, nuestra siguiente meta a alcanzar, serd la de proceder de
manera similar al teorema 3.0.3. considerando ¢l hecho de que la reticula
geométrica con la que estamos trabajando es parcial, por lo que los cerrados
serdn también parcialmente definidos, en el sentido de ¢ue estos conjuntos
podrian tener elementos si pudiésemos completar la reticula parcial a
reticula, y es con este enfoque que hablamos sobre representar al H A como
Geometria Combinatoria Parcial.

Es en este punto en donde cobra sentido el que, como mencionamos en el
capitulo anterior, los Atomos de la reticula son las rectas de Pascal del
hexagramna, pues de esta manera. comne vimos en el teorema 3.0.3, los
cerrados que corresponderdn a los elementos del HAM, aunque

parcialmente, estardn definidos a través de las rectas de Pascal inicamente,
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lo cuat nos resultara conveniente entre otras cosas, para poder trabajar un

poco con respecto al Teorema de Descomposicion de Veronese.

3.1 Cerrados de las rectas de Pascal

Sin pérdida de generalidad, consideremos la recta Pascal:

pPo= ab ed ef}

de fa be
Entonces, dado que definimos a las rectas de Pascal como dtomnos de la

reticula, tenemos por el teorema 3.0.3 que:

Fp={P}
3.2 Cerrados de los puntos de Steiner

Sin pérdida de generalidad, consideremos el punto de Steiner

ab cd ef
St:= de fa bc
cf be ad

Por el teorema 1.2.1, sabemos que este punto es el supremo de los

e 0. __ab ed ef _ed af bec _ab ecd ef .
atomos™: Py = de fa be }’P2- cof eb ad}ypa'— cf be ad }"aS]

por et teorema 3.0.3, tenemos que:

Fg = {Pl,PmPa}
3.3 Cerrados de los puntos de Kirkman
Sin pérdida de generalidad, consideremos al punte de Kirkman

ab cd ef
K:= de fa be
cf bd ae
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Entonces, por ¢l teorema 1.3.1 sabemos que este punto es el supremo de los

iy oo . ab cd eof . od af be _ ab od ef
itomos” Py := de fa be , By = of bd ae y Ps = cf ae bd [°

Entoces, por ¢l teorema 3.0.3, tencmos que:

Fr= {Pq, Ps,Ps}
3.4 Cerrados de las rectas de Cayley

ab de «of
Consideremos la recta de Cayley c:=] cd af be |.
ef bc ae

Por el teorema 1.5.1, sabemos que los puntos que estdn contenidos en dicha

ab ce df ac cd bf ac bd ef
recta son /{j:= de bf ac 3, Ko:= bd af ce }, [{3:= df aec be ) vy

cf ae hd ac be df ce bf ad
ab cd ef
St:= de fa be 3, por lo que para definir el cerrado de esta recta de
cof be ad

Pascal, tomamos la unién de los cerrados de cada uno de los cuatro puntos

que la conforman. Es decir:

Fc = {F‘Kl’ Ff\'zw Ff\':ﬂ FSI!}

En este nivel, la descripeién del cerrado correspondicnte comienza a ser mas
complicada vy es poco manejable recurrir al teorema y hacer el intercambio
de cada letra de manera pertinente para obtener cada uno de los cuatro
puntos de una recta de Cayley dada,; por csto, resulta de enorme
importancia construir un algoritmo para calcular dichos puntos dnicamente

con la recta de Cayley dada.



EL HM COMO GEOMETRIA COMBINATORIA PARGIAL a7

3.4.1 Construccién del algoritmo para rectas de
Cayley

Recordemos que por la Correspondencia de Hesse, tenemos una

correspondencia biyectiva entre tos puntos de Steiner y las rectas de Cayley.

D¢ manera que la notacién de la recta de Cayley proviene de la matriz

transpuesta que corresponde al punto de Steiner que se encuentra en dicha

recta y por lo tanto nuestro problema se reduce en realidad a contruir un

algoritmo, en el cual dado un punto de Steiner, podamos encontrar los tres

puntos de Kirkian que se encuentran en la recta de Cayley a la cual diche

puuto pertenece.

Para construir este algoritmo, consideremos el punto de Steiner y los puntos

de Kirkman del Teorema de Cayley {tcorema 1.5.1}, mencionados al

principio de la seccién.

Denotaremos a la matriz St como la matriz con entradas a;;, es decir

aj =af con a,f € {a,bcde flya#f Vij=12...6

A los puntos de Kirkman que quercmos calcular a través del punto de

Steiner, los denotaremos por medio de la matriz Ky = (b;) donde

n=123.

Ahora bien, por la observacién 1.1.5 sabemos que las columuas de la matriz

correspondiente al punto de Steiner, se forinan tomando la tinica columna

en cada matriz correspondiente a un punto de Kirkman, en la que los seis

clementos a,b, ¢, d, e, f aparecen sin omisién ni repeticion, que como vimos

en la observacién 1.3.4, son una carcateristica de este tipo de matrices. Si
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enumeramos las columna del punto de Steiner por 1,2 y 3
correspondientemente, obtenemos de inmediato una columna en cada punto

de Kirkman, es decir:

U, = ay,donden=1,2,3
. ab b” b]g
Asi por ejemplo para ¢l punto K7, tenemos que K7 = de b by
ef b:n b33
Tenemos ahora que calcular las dos columnas restantes en cada uno de los
puntos de Kirkman; sin pérdida de generalidad nos enfocaremos en el punto
Ky para construir el algoritmo tratande de utilizar argumentos que

funcionen de manera gencral.

Observaciones generales:

I. Dado que las tres posibles parcjas de renglones representan una recta
de Pascal, aparecen los seis elementos a, b, ¢, d, e, f sin omision ni
repeticidn, por lo que al considerar una entrada b; = aff, no vuelve a

aparecer sobre el j-¢simo renglén ni ¢ ni g.

IL. 5i consideramos al clemento b, = «f, que corresponde a los tres
elementos que provicnen de una columna de Steiner, los elementos b;;
con £ # 1 # 7 {es decir, elementos que no estdn ni en la misma
columna ni en el mismo renglén n), contienen a @ o bien 3
{naturalmente no a los dos, si no seria el mismo punto b, ) junto con
las otras cuatro letras restantes.Utilizaremos fuertemente csta

observacién para pasar a la observacién II1.
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I11. Si nos fijamos por ejemplo en la entrada a;; = ab=b;; y la
comparamos con las entradas a; con @ 7 1 # j, vemos que de las
cuatro letras que obtenemos, si omitimos las dos que se repiten (es
decir, a y b), entonces la pareja de letras restantantes coinciden con

las entradas by; con i # 1 # 7, es decin:

ay = aby agy = af — bf entonces climinamos la @ que aparece en
ambas parcjas de letras y por el teoremna 1.5.1, sabemos que este

clemento es el bl,,

ay = ab ¥ az = be — ac por lo que eliminamos la b que aparece en
ambas parejas de letras y por el teorema 1.5.1, sabemos que este

elemento es el bl,,
Y asi continwamos con los elementos azy ¥ @a3.

Ahora bien, para las entradas del primer renglén, si consideramos at
elemento ag, = de y lo comparamos ahora con dichas entradas,

tenemnos que:

agy = de ¥ ayg = cd — ec, por lo que eliminamos la d que aparece en
ambas parejas de letras y por el teorema 1.5.1, sabemos que este

. 1
elomento es el by,

aq = de y a3 = ef — df entonces eliminamos la e que aparece en
ambas parejas de letras y por el teorema 1.5.1, sabemos que este

elemento es el by

Si verificamos esto mismo para los otros dos puntos de Kirkman



60 UN AN ALISIS GEOMETRICO COMBINATORIO DEL HAM

sucede ¢l mismo lenémeno (haciendo algunos ajustes), por lo que en
términos generales podemnos decir que para el punto de Kirkman K,
utilizamos a los elementos an, ¥ @ {que para este caso luncioné para
! =n + 1) con la siguiente regla:

b = Qrs ¥ un SIT #N
rs =

Grs ¥ Uim  en cualquier otro caso

Después de verificar lo que sucede con los otros dos puntos de Kirkman, las
pecuenas correceiones que hay que hacer son en cuanto a una excepeién que
ocurre para ¢l punto de Kirkman K por lo que es mejor concentrarnos en
terminar e definirlo para el caso de K.

Quisiéramos entonces tratar de escribir de una manera sencilla y muy
concreta lo que significa “consiclerar deos parejas de letras, compararlas y
obtener una nueva pareja en donde el elemento que se repite ha sido
omitido™ o dicho formalmente:

Necesitamos un operador §2 con Dom((}) = X x Y ¢ Im(Q2) = Z donde

XYV ZCL=uabede f tal que:

a) Yz, y) = z, es decir, quee mande un lado fundamental en un lado

lindatnental.

b) Siz=af y y = ad, entonces z = Q(z,y} = B9, es decir, que elimine

la letra que se repite.

La respuesta sobre qué tendria que ser €2, la encontramos en la Teoria de

Grupos y naturalmente se trata de automorfismos interiores en el grupo de
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permutaciones pares de S5, toda vez que consideremos a las parejas de
letras en cada entrada de las matrices como transposiciones de dichas letras.
Por el hecho de ser automorfismnos, cumplirdn la condicion a) y dado que
los automorfismos interiores estin dados a través de conjugaciones, cuando
conjugamos con transposiciones en las que se tiene un elemento en comin,
este elernento es “eliminado” después de llevar a cabo el producto de dichas
transposiciones.

Por lo tanto nuestro algoritmo es el siguiente:

i a5y a1z 3
Algoritmo 3.4.1. Dado un punto de Steiner St1= ey 62 an
o3t gz O33

encontramos a la matriz asociada ol punto de Kirkmen
Kio = (bi;),Jo = 1,2,3 a los que estd asociado por el Teorema de Cayley, a

través de los siguientes pasos:

1. Considerar las entradas a;j, ¥ ko donde ljo — kj=1,k > 1

2. Si consideramos cada entrade de las malrices como irasposiciones,
entonces
i sin=7jp

~1 . . .
bmn = X jojoTmn Xjg 5, st ?é Jo ¥ (.?ﬂ ?é 2 ym ?é 1)
Q1ioBmnj;, €7 cualguier olro caso

Ejemplo 3.4.2. Reconstruyamos a los ires puntos de Kirkman del teorema

ab cd ef
1.5.1 a partir del punto del punto de Steiner St= de fo be
¢ be ad

a) Calculemos el punto de Kirkman I,

Consideramos las entradas ayy = ab y ay, = de. Entonces:
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b)

b, =an =ab
bly = apupay) = (de)(ce)(de) = (ce)
bly = ananay’ = (de)(ef }de) = (df)
by, = ag =de
ananay = (ab)(af )(ab) = (bf)
ananay = (ab)(ch)(ab) = (ac)

1
b22

il

1
b2(l

It

by = am = cf
b, = anagpay = {(ab)(eb)(ab) = (ae)
b:lm = (1“(133(11_11 = (ab)(da)(ab) = (bd)

ab ce df
= K= de bf ac
cf ae bd

Calculemos el punto de Kirkman K,

Consideramnos las entradas an = af y ez = be. Entonces:
b} = amanay; = (be}(ab}(be) = (ae)

b, =ais =ed

bly = amansaz = (be)(fb)(be) = (Je)

b, = apanay = (be)(de)(be) = (db)

b, =an=Ja

b3 = aganay; = (be)(bc)(be) = (ce)

b5 = anayap = (af)(cf)(af) = (ca)

b?,.z = a5 = be

by = apapay = {(af){da)(af) =(df)



EL HM COMO GEOMETR{A COMBINATORIA PARCIAL 63

ae cd bf
= K= bd aof ce
ac be df

Calculemos el punto de Kirkinan K,

Consideramos las entradas ayy = ad y agn = be. Entonces:
b, = anayay; = (ad){ab}(ad) = (bd)

b%, = agsanaz; = (ad)(cd){ad) = {ca)

b, =az=ef

b2, = anmanasyy = (ad)(ed)(ad) = (ea)
anazay = (ad)(af)(ad) = (fd)
by = agy = be

by = anamaz = (bc)(cf){be) = (fb)

b3, = amanay = (be)(be)(be) = (ec)

It

2
b22

b?m =3z = ad

ac bd ef
= 3= df ae bc
ce Of ad

En principio pareciera que el algoritmo propuesto depende crt gran medida

del orden en que vayamos tomando las columnas de la matriz que

corresponde al punto Steiner v dada la observacion 1.2.3.2 sobre la

invariancia de la matriz del punto de Steiner al intercambiar renglones o

columnas completas, es natural que surjan una serie de preguntas sobre la

validez de este algorito. Sin embargo, ¢l algoritmo planteado no depende

del orden de renglones o columnas de la matriz, pues seguimos obteniendo

los mismos tres puntos de Kirkman, aunque en diferente orden de aparicidn,
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Proposicién 3.4.3. El elgoritmoe no depende de la eleccion de la matriz

que representa al punto de Steiner.

Demostracion. Dados las tres columnas de Steiner, tenemos |S3) = 3! =6
maneras diferentes de acomodarlas. Por lo que, sin pérdida de generalidad,

cf be ad
otras 5 matrices equivalentes que resultan del intercambio de columnas son

ab ef ed cd ab  ef cd ef ab
Sto= de be fa 3, Sty= fa de be ), Sty= fa bc de },

ab ed ef
si consideramos la matriz del punto de Steiner St;= de fa he }, las

of ad be be cof ad be ad cf
ef ab ed ef cd ab
Sts= be de fa ), Stg= be fa de .
ad cf be ad be of
Si aplicamos el algoritme 3.3.1 a estas wmatrices, obtenenos:
| Pto de Steiner K, I, K
ab df ce bd eof ac . a¢c bf ed
Sty Ei= de ac bf K= ac be fd Ki=bd e fa
cf bd ae bf ad ce ca fd be
cd bf ae df ab ce . ac hd ef
Sty K}= fa e bd K3= ac de bf Ki= &l ae be
be df ac bd of ae ce BbE ad
cd ac b ca ef bd df ce ab
St, Kl=fa db ce Ki=td be ac Ki= ac bf de
be ac df ec ad hf___ bd ae of
- ef ac bd ce ab fd \ bf aec cd
St k3= be df ea k3= bf de ca Ki=cc bd fa
L ad cc bf ac Lf bd df ca be
ef bd ac bf cd ae ce df ab
Stg k= be en df Ki= ce fa bd Ki= bf e« <o
ad bf ce fd be ac ac bd cof

Asi, por la observacion 1.3.4.1, obtenemos exactamente los mismos tres
puntes de Kirkman del teorema 1.3.1.
Ahora bien si intercambiamos los renglones de la matriz del punto de

ab cd el
Steiner, las otras cinco matrices equivalentes son: Sty= of be ad 3,
de fa bc
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of be ad ab ecd of de fa hc

cf be ad
Stu: de fa be

de fa bc de fa be cf be ad
Stg= ab cd ef 3, Sty= of bLe ad ), Stjp= ab cd of >y

ab cd ef
Ahora aplicamos el algoritmo 3.3.1 a estas matrices y obtenemos asf la

siguiente tabla, en donde en la primera columna estén los puntos de Steiner

y sobre el renglén de cada uno, estdn los puntos de Kirkinan que se

obtienen.
| Pto de Steiner | 17 Pto de Kirkman | 2° Pto de Kirkman [ 3" Pto de Kirkman
ab df ce bf c¢d ae ac bhd ef
St- kf: of aec bd ki= ca bLe fd KI= bf cc ad
de bf ac db fa ec de fd be
de bf ac db fa ec ac fd be
Sty KB=ab ce of Ki= ac cd bf K8= bd ac of
cf db ea fd be ac ce bf ad
de ca bf ce fa hd df ea bc
Stq K= cf db ea Ki= fd be ca KJ= ce bf ad
ab ec df ea cd bf bd ac ef
cf ae bd ca be fd bf ec ad
Stio kM= ab dI ce k= bf cd ac K}%= ac bd o
de ca bf ce fa bd df ea bc
cf bd ae df be ca ce bf ad
St ki'=de ac bf Kl'= ce af cbd I\"3“= df ae be
ab df ce bf cd ea ac bd ef

De esta manera observamos que los puntos de Kirkman que obtenemos
intercambiando los renglones, por las observaciones 1.3.4.1, aunque las
columnas y renglones aparezcan cn distinto orden y por 1.1.5, aunque haya
una permutacién entre los elementos que aparccen en “negritas™ en la tabla,
son equivalentes a los puntos de Kirkman que originalmente obtuvimos,
Asi, dado que cualquier otra matriz equivalente a la de Steiner, se obtiene
con uno ¢ la comnbinacién de 12 intercambios entre columnas y renglones, la

proposicién es vilida.
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O

3.5 Cerrados de las rectas de Plicker

Por el teorema 1.6.1, sabemos que los puntos de Steiner en esta recta son:
ab cd ef ab ed of ab ed ef
Sta=de fa be }, Stg= df eb ac },St,, = o ca db } ¥
cf be ad ec af db ed bf ac
ab cd ef
Sts= df ca cb ).
ec ULf ad
Asi, sin pérdida de generalidad, para la recta de Pliicker [ab, cd, e f],

tenemos que:

Flabedef) = Fsto |J Fstg U Fst, U Fsi,
Es importante recordar que, como vimos en el capitulo 1, las matrices de
los puntos de Steiner correspondientes a una recta de Plicker {zy. wz, mi)
son todas aquellas diferentes matrices que se pueden formar con el renglén
fijo zy wz mi, por lo que tenemos entonces un algoritma de “ensavo y
error” que en realidad ne resulta comnplicado, eonsiderando ¢l nimero de

casos posibles que intervienen en este calculo.

3.6 Cerrados de los puntos de Salmon

Como vimos en el teorema 1.7.1, el punto de Salmon
S =lac, ad, ue, af, be, bd, be, b, ce, cf , de, df], proviene de las rectas de Cavley
ab de of ab df ec ab of ed
Cr=|cd fa be |,Cp=| dec ¢b af |,C3=] ¢d ea bf |y
of be ad) ( ef ac db) ( ef db ac)
ab df ecc
Cy =( cd ea b

ef be ad
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De manera que para obtener el cerrado del punto de Salmon 8, es necesario
obtener el punto de Steiner y los tres de Kirkman que se encuentran en
cada una de estas rectas de Cayley y tomar la unién de sus cerrados, para
lo cual necesitamos entonces aplicar primero el algortimo 3.4.1.
Sin embargo, antes de comenzar con este cdiculo, es interesante hacer la
siguiente observacion: Cada una de las cuatro rectas de Cayley es supremo
de tres puntos de Kirkman y uno de Steiner, que a su vez son cada uno
supremos de tres rectas de Pascal, entonces:
Pregunta 1. jel cerrado de Salmon, estard conformado por
4(4)(3) = 48 rectas de Pascal?,
Pregunta 2. ;qué implicacién tiene la cardinalidad del cerrado de
un punto de Salmon, desde el punto de vista geométrico?.
Aplicando a cada una de las cuatro rectas de Cayley el aigoritmo 3.4.1,
llevamos a cabo los cdlculos en la tabla 3.1 de la siguiente pégina,
escribiendo sobre cada renglén al punto de Steiner y los tres puntos de
Kirkman de cada una de las cuatro rectas de Cayley que se intersectan.
Entonces el cerrado del punto de Salmon S, queda definido de la siguiente
IMANera:
4 3 4
Fg= -U1(1U1 K:J)U(Ul Fs,)
=l = =

Asi, vemos que la respuesta a la segunda pregunta planteada es negativa, ya

de bf ac

que por ejemplo: of me bd

}, pertencce a lo cerrados que corresponden a

St k5, K y k.
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Tabla 3.1: Puntos de Kirkman y Steiner para el cdlculo del cerrado de un punto de Salmon

Pto de Steiner

1%" ’to de Kirkman

2¢ Pto de Kirkman

3% Pto de Kirkman |

ab cd ef ab ce df ae cd bf bd ac ef
Sti= de fa bc kl= de bf ac k= bd fa ce Kl= b ce ad }
cf be ad cf ae bhd ac be df
ab cd ef ab cof de bf cd ae ad be ef
Sty= df be ac Ki= df ae bc K!= ad eb «f Ki= bf de ac
ec af db ec bf ad bc af de ae cf db
ab cd ef ab df ce af cd be be ad ef )
Sts= ¢f ea db K3= of be ad K3= bc ae df K3= af ce db
ed bf ac ed af Dbc da bf ce be df ac
ab cd ef ab of de af cd be bd ca ef
Sty= df ea be ki= df be ac ki= bd ea cof Ki= af de be
ec bf ad } ec af hd ] ac bf de } be cf ad }




EL HM COMO GEOMETRIA COMBINATORIA PARCIAL 69

Este resultado resulta muy interesante, porque podriamos encontrar més
rectas de Pascal en comiin. Es por esto, que consideraremos a las gréficas
como un camino alternativo para resolver esta duda, por la facilidad con la
que podremos encontrar a las rectas de Pascal en comin, una vez hechos
todos los calculos.

Partiendo del mismo punto en el que lo hicimos con la notacién de Salmon,
verificaremos cules son las rectas de Pascal que obtenemos en comiin y las

buscaremos dentro de la tabla anteriormeute hecha.

3.6.1 Un algoritmo de teoria de gréficas

Utilizaremos aqui un algoritmo ain no publicado de Rodolfo San Agustin,
para calcular a partir de uua recta de Cayley, las rectas de Pascal que se
encuentran en cada uno de sus puntos de Kirkman y Steiner, que formardn
asi, el cerrado de dicha recta de Cayley v explicaremos brevemente en su
contruccion el por qué de dicho procedimiento, para que resulte natural en
el momento de aplicarlo.

Es recomendable ver el apéndice B donde se construye la representacién del
HM en S(Ks) (la red de subgrificas de K).

Sin pérdida de generalidad, consideremos al punto de Salmon

5 =[ac,ad, a¢, af, be, b, be, bf, ce, cf, de, df], entonces dado que existen
exactamente cuatro subgraficas de tipo 2/3 que su unién nos de la grafica
S, tenemos bien determinadas (andlogamente a como ocurria con la

notacién de Salmon), las cuatro rectas de Cayley del punto 5.
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Una vez determinadas estas cuatro rectas de Cayley, si ¢ es la grafica que
corresponde a una de estas rectas de Cayley, entonces ¢ = St donde St es
el punto de Steiner gne se encuentra en c.

Ahora bien, sabemos que para cada uno de estos cuatro puntos de Steiner
que obtendremnos, tenemos dos factorizaciones que corresponden a los
puntos de Steiner conjugados entre si, por lo que resultara de enorme ayuda
de cada factorizacién, llevar a cabo ¢l cambio de notacidn por la de Salimon
para estos puntos de Steiner y considerar solo aquellas cuatro
factorizaciones que nos resulten en su notacion de Salmon, con un renglén
en comin debido a la correspondencia (1.2) del capitulo 1.

Una vez clegidas estas 1-factorizaciones de cada punto de Steiner, dade que
en la notacidn de Salmon, la matriz correspondiente al punto de Steiner se
formaba a partir de considerar la columna “marcada” de cada uno de los
tres puntos de Kirkman en la recta de Cayley, resulta equivalente a
contener como grafica una de las tres 1-factorizaciones del punto de Steiner
v también, dado que St = ¢ C K, entonces, podemos obtener a cada uno
de estos puntos de Kirkman al considerar 1a unidn de cada wna de las tres
1-factorizaciones con la grafica de recta de Cayley.

De nuevo, resulta mucho muy 1itil escribir en la notacién de Salmon, cada
uno de los puntos de Kirkman calculados, para asi, obtener cada una de las
tres rectas de Pascal que conforman cada punto y escribirlos después como
graficas.

Llevaremos entonces a cabo dicho algoritmo en la figura (3.1) ¥ {3.2) .
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considerando en cada columna (de izquierda a derecha):

1. Las rectas de Cayley ¢;, donde i = 1...,4 que se intersectan en el

punto de Salmon S =l[ac, ad, ae, af, bc, bd, be, bf, ce, cf, de, df]

2. El puuto de Steiner St; que se encuentra en la recta ¢; (que
corresponde enmtonces a la grafica complementaria de ¢;) con su

notacién de Salinon
3. La 1-factorizacidn correspondiente al punto de Steiner 5t;

4. Los tres puntos de Kirkman K;, con j=1,...,3, en la recta de Cayley

¢i, junto con su notacién de Salmon

5. Las tres rectas de Pascal acomodadas por columnas, que se

encuentran en los puntos de Kirkman K
6. Las tres rectas de Pascal que se encuentran en ¢l punto de Steiner St;.

Vemos entonces a partir de dichas figuras que los cédlculos que habiamos
llevado a cabo con la notacién de Salmon eran correctos y que tenemos
cuatro rectas de Pascal en comnin, por lo que tendremos ahora que analizar

S11§ COousecuencias,

3.6.2 Consecuencias del resultado obtenido en el
cerrado de los puntos de Salmon

En base al célculo del cerrado de un punto de Salmon, podemos responder

a la segunda pregunta planteada, pues hemos obtenido un muy interesante
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resultado, que llamarcmos Propiedad ¥:
Dado un punto de Salmon y las cuatro rectas de Cayley que lo contienen,
existen cuatro rectas de Pascal que cortan a cada una de las rectas de

Cayley, en los puntos de Kirkman y Steiner contenidos en clias, cs decir,

Sin pérdida de generalidad, al considerar al punto de Salmon
S =lac,ad,ae,af, be,bd, be, bf, ce,cf, de, df] y las rectas de Cayley que se

ab de «f ab df ec
interscetan en este punto: C; = ol fa be |, Cy=| dc &b af |,
ef be ad ef ac db

Cy

ab cof ed ab df ec
ed ea bf | ¥ Cy=| cd ea bf |, lasrecta de Pascal
ef db ac ef bec ad

Plzde fa bc}’Pzzdf be ac}’P:!:cf ea db}y

cf be ad ec af db ed bf ac
Py = :E .}E)ar ::(Ci } cumplen con que P, 3 St;, K3, K3, K], P, >

3,51, K3, K}, Py 3 K}, K&, Sty, KiyPy 2 K}, K}, K3, St4, donde

St Kje Cieoni=1,2,3,dy j=1,2,3 y cuya interpretacion geométrica,
podeinos verla en la figura (3.3}

Ahora bien, es importante observar la consecuencia que tiene este resultado
con respecto al Teorema de Veronese {teorema 1.4.2), que caracteriza al
Hexagrama Mistico, al tener involucradas rectas de Pascal y puntos de
Kirkman; asi, podemos plantearnos la siguicnte pregunta:

Pregunta 3. Dada una de las rectas de Pascal p; de la propiedad
¥, jexisten puntos de Kirkman o rectas de Pascal en el cerrado
del mismo punto de Salmon, en la misma configuracién de

Desargues?

Supongamos por un momento que s{ existen puntos de Kirkman de la tabla
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anterior en la configuraciénde Desargues de la recta p;, entonces, dado que
la configuracién de Desargues es de tipo 103 y considerando ] hecho de que
todas las rectas de Pascal solo tienen tres puntos de Kirkman, debemos
esperar que esos puntos de Kirkman scan exactamente los mismos tres

puntos de Kirkman de la tabla (3.1) que contienen a la recta de Pascal p;.

De manera que resulta, ademds de interesante, muy importante llevar a
cabo el cilculo de cada una de las componentes arguesianas
correspondientes a cada una de las rectas de Pascal p; y analizar el

resultado obtenido.

Llevaremos a cabo los pasos del algoritmo 1.4.3 que vimos en el capitulo 1,

desglosando por columnas de las tablas (3.2) y (3.3), de la siguiente manera:

1. En cada coluinna deasrrollaremos el algoritmo para caicular los
elementos de las componentes arguesianas de cada recta de Pascal p;

en cada columna.

2. Dado que en cada pase consideraremos a los lados complementarios
del punto de Kirkman o recta de Pascal en cuestién, desarrollaremos
nuestro algoritmo hasta calcular el cuarto punto de Kirkman en la
componente arguesiana, debido a la informacién que podemos obtener

de manera inmediata al llegar hasta este paso.
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Tabla 3.2: Elementos de componentes arguesianas asoctadas a las rectas de Pascal Py y P

_ de fa  be L Of ea hbe
PL= o he -.d} —| Pr= e br .u}
ab  df ce ! @b cf  de
ef ac db | ef  ac  bd
ed bl ae cd  be af
ab  df ce nf  ae  hd ab  «f  ce : aly ol de i ar ha Al of  de
ef  ac bd ed BT ae ed  ae bl el b owe ~d e Al cd e af
ad  of  be b df ce ac .e.f bd ad bf ce ab  de ef ac c¢f bd
K3= Bl ae od Kl= of ad be Ki= cf ad eb Kl= be ne df Kim ec ad bf Ki= ce ad bf
de bc af de bc al de  bc  af be o af di  be ar df  be ae
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Tabla 3.3:

Elementos de componentes argucsianas asociadas a las reetas de Pascal Py y Py

P df  be  ac Py = ef ea db

3= e af bd 15 e M oae

ab  de of ab  dl ce

ef ad be e ad be

ed b  ae cd  be af
at  de [ ef ad bec ab  de of ab dl  ca ef ud be ab df ce
ef bc ad cd bf ae cd bl ae ef be ad cd be af cd  be al
ac  df  be ab  «f de df & be ac bBf  dae abh  df ce de @ bf
Ki= bl an cd K= df  ac  be K= ad fo  be Ki= of ac bd Kl= de ac bf K= ad fe  be
ce bd af cu bl af ce  bd  af he cd  af ef  bd we of bd se
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Asi, en base a este nuevo cdleulo, hemos observado cosas muy interesantes:

1. En la componente arguesiana de cada recta p;, tenemos a los tres
puntos de Kirkman que como ya habiamos visto en la tabla (3.1),

contienen a p;

2. Cada una de cstas cuatro rectas de Pascal de la propiedad ¥,

pertenecen a componentes Argucsianas ajenas.

3. Para cada recta p; de la propiedad ¥, tenemos que todos los puntos
de Kirkman K}, asociados mediante la correspondencia de Hesse,

contienen la columna “marcada” en comun.

Finahnente, como parte de las consecuencias de la propiedad ¥, podemos
pensar en lo siguiente:

.22 _—
Dado que podemos construir =54 = 15 columnas “mnarcadas” distintas y

3t
debido a que tenemos 60 diferentes puntos de Kirkinan, tencmos una
correspondencia 4 : 1, entre las columnas marcadas v los puntos de
Kirkman que podemos construir con cllas.

Ahora bien, a través de la propicdad ¥, hemos encontrado que los cuatro
puntos de Kirkman que tienen la misma columna “marcada”™ se relacionan
con el punto de Salmon que conticnen las rectas de Cayley cn las que esto
puntos se encuentran y recordando que en la configuracién del Hexagrama
tenemos 15 puntos de Salmon, surge la siguiente pregunta:

Pregunta 3: ;Existe una correspondencia biunivoca entre los

puntos de Kirkman, que contienen a la misma columna
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“marcada”, y el punto de Salmon, a través de las componentes

arqguesianas en la propiedad ¥7?
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Figura 3.2: Gréficas del cerrado de un punto de Salmon
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Figura 3.3: Interpretacién geométrica de ia propiedad psi



Capitulo 4

COMENTARIOS FINALES

Para conciuir el presente trabajo, quisera hacer unos breves
comentarios al respecto del interés que tenemos en hacer de este
trabajo, una introduccién para su posterior aplicacién en la
Teoria de Invariantes:

En el articulo de Neil White [7], tenemos descrita la forma en la
que podemos construir el anillo de corchetes en una geometria
combinatoria asi en un médulo sobre su propio anillo de corchetes,
por lo que en el estudio del Hexagram Mistico podriamos hacer
uso de la herramienta que la teoria de anillos conmutativa. De
igual manera, planteamos la posibilidad de hacer esta
representacién, para darle un enfoque con el que Sturmfels [6]
analiza diversas estructuras a partir de sus anillos de invariantes.
Me parece también importante plantear lo siguiente: una
representacion de la estructura del %M como reticula geométrica

parcial, en base a un criterio en el que nuestra prioridad era la de
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conservar la informacién que nos permitia identificar a cada
elemento en base a la forma en que fue construido; creo aiin asi
que si deben existir otras formas en las que podamos llevar a cabo
esta representacion, que aunque en el fondo tengan un sustento
muy parecido a la de la representacion que hicimos, nos podrian
proporcionar otro tipo de informacién, para encontrar nueas
relaciones geométricas y combinatorias en la estructura del HAM.
Este planteamiento resulta importante en tanto que siempre la
biisqueda de alternativas permite, mas alld de hacer un cambio en
la direccién que tomamos, perfeccionar lo anteriormente hecho.
Sin embargo también es inportante mencionar la informacién que
hemos podido obtener en nuestro trabajo ya han surgido una
serie de preguntas sobre la estructura del HAM, y también
pudimos encontrar una serie de respuestas que nos permitan
guiar el rumbo de dicha btisqueda de respuestas.

Haremos entonces un planteamiento de las preguntas que han

surgido como resultado del presente trabajo:

1. ;Existe una correspondencia biunivoca , entre los puntos de
Kirkman que contienen a la misma columna “marcada” y los
puntos de Salmon, a través de las componentes arguesianas

en la propiedad 7

2. ;Cémno se relaciona la anterior pregunta con la propiedad ¥,
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en la bisqueda de una respuesta?

3. Dada una recta de Pascal, jes posible determinar a qué
cerrados corresponde en la representacién del HAM como

geometria combinatoria parcial?

4. ;La respuesta a la pregunta anterior permite que exista una

relacién entre tales cerrados?

5. Una vez llevada a cabo la representacion del dlgebra de
corchetes del H A4, la descomposicién de Veronese
corresponde a la descomposicién en irreducibles de dicha

dlgebra, o bien, a la descomposicién de Hironaka?



Apéndice A

Teoria de Graficas

A.1 Conceptos basicos

Este apéndice tiene como objetivo, dar una pequena introduccién
a la teorfa de graficas, debido a la importancia que tienen las
grificas como una 1til herramienta en el tercer capitulo.

Nos basaremos en gran parte en el apéndice hecho por Gabriela

Frias [3].

Definicién A.1.1. Una grafica G se define como un par ordenado (I, Q),

en donde:
1. T es un conjunto {9, 92, .., ¢} de elementos llamados vértices y

2. Q es una famnilia (wy, wy, ..., W) de elenentos del producto cartesiano

de [' x ', llamadoes aristas

Sim = (g,w) € N, decimos que x ¢s adyacente con y y denotamos a

dicha arista como la palabra no ordenada gw.
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Notacién A.1.2. Para denoier a una grifica G, escribiremos sus aristas

dentro de un paréntesis cuadredo [..].

Definicién A.1.3. Dos ¢ mas aristas que unen al mismo par de vértices
son lamadaes aristas miltiples y una arista que une ¢ un vértice consigo
musmo es llumada un lazo. Una gréfice sin lazos o aristas miiltiples es una

grafica simple.

Definicién A.1.4. 5i G es una grdfica simple, formamos su
complemento G' al considerar el conjunto de vértices G y uniendo dos

vértices o través de una arista siempre que dichos vértices no estén unidos

en G.

Definicién A.1.5. Sea G una grdfice con un conjuntio de vértices V(G) y
una familic de aristas E(G). Una subgrafica G, de G es una grifica cuyo
vértices pertenecen a V(G) y cuyas arites pertenecen a E(G). Una
subgrafica generadora de G, es una grifica que contiene todos los

vértices de (5.

Definicién A.1.6. Una griafica completa es una grdfica en le gue cada
par de vértices es unido por exaclamncnle una arista. La grifica completa

con n uértices es denotada por K,.

Definicién A.1.7. Una grdfica n-partita G, es aquella en la que se puede
dar un particion de sus vértices en n subconjuntos Vi, V,, ..., V, tal que cade
arista de GG tiene un eztremo en V; y otro en V; donde i # j con

4,7 € {1,2,..,n}. Tal particion (V1, V4, ..., Vo), se llama n-particién.
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Definicién A.1.8. Una grdfica n-partita completa G es una grdfica con
n-particion (V1, Vo, ..., V), donde cada vértice de V; es adyecente con cadae
vértice de V; para cualquier pareja 1,7 € {1,2...,n}. 51 (W, W, .., Vi) Si

|Vil = a; con i = 1,...,n, denotamos a la grifica n-partita por Ku) oy, a.-

A las grifica 2-partitas y 3-partitas suelen llamadrsele bipartitas y

tripartitas, respectivamente.

Definicién A.1.9. Un camino en una grifica G es una sucesion
alternada de vértices y aristas {g1, W1, §o;, W2, -, W1, Gn}, epezando y
terminando con vértices, en la que cada arista es incidente con los vértices

que la preceden y la suceden respectivamente.

Definicién A.1.10. Una grdfice en la que a pariir de cualquier vértice
podemos trozar un camino a cuelquier otro, se dice que €3 conexa, y se

dice disconexa, en el case contrario.

Definicién A.1.11. Un factor de una grdfica G, es una subgrdfice
generadora de G que es completamente disconeza. Decimos que que G es la
sumna de factores G, st es unidn disgjunta en gristas y tal unidn es llamnada
una factorizacién de G. Si tenemos una factorizacidn de G en n-factores,
a cada uno de éstos les llamamos n-factor y su unidn es llamada una

n-factorizacién y G es n-factorizable.
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A.2 Propiedades de Kj

Sea A =a,b,c,d,e, f el conjunto de vértices de la grafica completa

K. Un 1-factor de I es un conjunto de tres aristas disjuntas.
Proposicidn A.2.1. Hay quince I-factores distintos en K

Demostracidn. Debido a que en /(s tenemos C2? = 15 aristas, tenemos
entonces 15 manera distintas de escoger 1a primera arista de nuestra
1-factorizacion donde tres de ellas nos forman la misma 1-factorizacion.
Ahora, para escoger la segunda arista de cntre las disjuntas a la primer
arista que tomamos, solo tenemos 2 = 6 aristas para considerar, en donde
dos de ellas pertenecen al mismo 1-factor.

Por lo tanto tenemos (?)(g) = 15 1-factores. O



Apéndice B

Una representacion del HM en
S(Ks)

Consideremos la correspondencia ¢ : HAM — S(K,), donde HM
representard a la reticula de los elementos del Hexagrama
representada a través de la notacién de Salmon. Sin pérdida de
generalidad, consideraremos a algunos de los elementos del
Hexagrama con los que hemos estado trabajando, para lograr una
mejor comprension de la notacién de Salmon y la de Rodolfo San

Agustin.

B.1 Rectas de Pascal

Consideremos la recta de Pascal 3: i.ad Ei }, entonces, tal ¥

como vimos en el capitulo 1, al tener 60 diferentes rectas de
Pascal que estdn en en correspondencia biunivoca con los arreglos

que a través de la notacién de Salmon representan una recta de
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Pascal, en donde lo fundamental son las seis parejas que aparecen
en dicho arreglo, resulta natural pensar en la correspondencia
establecida por ¢ aplicada a una recta de Pascal, de la siguiente

forma:

e ab cd ef
" de fa bc

en donde [ab, cd, ef, de, fa, Ic] representa a la subgrafica de A cuyos

(B.1) } — lab, ed, e f, de, fa, b

vértices son a,b, ¢, d, e, f y sus aristas ab,cd, ef, de, fa y be.

De esta manera, a través de la observacién 1.1.5 podemos definir
¢~ ([ab, cd, ef, de, fa, bc]) como el arreglo de 1 x 2 en donde por
columnas estdn las parejas de letras que no tienen elementos en
comiin y donde por renglones no hay omisiones ni repeticiones de

las seis letras.

B.2 Puntos de Steiner

ab cd ef
Consideremos el punto de Steiner St = de fa be 3, que taly
ef be ad
como vimos en el capitulo 1, es el punto de concurrencia de las

rectas de Pascal p; = 3: ';.: ;E },

)_edafhc __ ab cd ef
2= p b ad [Y PP of be ad

como reticula geométrica parcial, dicho punto de Steiner es el

}, Y que en su representacion

supremo de las rectas de Pascal que lo contienen; por lo tanto:

(B.2) 4(St) = ¢(pi) V &(p2) V &(ps) = [ab, cd, ef, de, fa, be,cf, be, ad)
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Observacion B.2.1. Sabemos que a trevés de esias nueve parejas de letras,
podemos representar a dos puntos de Steiner, en donde uno es el conjugedo
arménico del otro, que a través de la notacion de Salmon identificdbamos a
dos matrices, en donde una era la traspuesta de la otra; de igual manera
sucede en las grdficas, ya que al levar a cabo la factorizacidn de dicha
grdfica, que en términos geoméiricos es obtener cade una de las tres rectas
de Pascal que conforman dicho punto, vemos que {enemos entonces dos
Jactorizaciones diferentes y que por ende, cade una de estas son las que si

determinan de manera tinica al punto de Steiner en cuestion.

Asi, podemos obtener ¢~ !([ab, cd, ef, de, fa,be, cf, be, ad]), de la

siguiente manera:

1. Considerar las dos factorizaciones de la grifica

correspondiente a un punto de Steiner

2. Escribir por renglones las tres aristas que aparecen en cada

una de las tres 1-factorizaciones

3. Hacer los reacomodos necesarios sobre los renglones para
que en cada renglén y columna, aparezcan las seis letras sin
omisién ni repeticién, para respestar la notacién de Salmon

para un punto de Steiner.

Vemos entonces que al llevar a cabo dicho procedimiento,

obtendremos dos puntos de Steiner que son conjugados arménicos
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entre si, asi como las tres rectas de Pascal que determinaran a

cada punto de Steiner.

B.3 Puntos de Kirkman

Como vimos en el capitulo 1, Kirkman encontré otras ternas de
rectas de Pascal diferentes a las de Steiner, que se intersectan en
60 puntos que llevan su nombre; por lo que procediendo de

manera andloga a como lo hicimos con los puntos de Steiner, si

ab ed ef
consideramos al punto de Kirman K = de fa be ), que es el
cf bhd ae
punto de concurrencia de las rectas de Pascal py, = 3‘2 ct.: l‘i },

_cd al bce ab cd ef

P5= ¢f bd ae } YP5= f ae bd }’ entonces:

(B.3) #(K) = ¢{pa) \V #(ps) \V dlpe) = [ab, cd, ef, de, fu,be, o f b, ac)
B.4 Rectas de Cayley

ab de cf
Consideremos la recta de Cayley ¢ =| cd af be | que se
ef bec ad

ab ce df
construye a partir de los puntos de Kirkman K|, = de bf ac },
cf ac bd

ae cd bf ac bd ef
Ks=bd af ce j, 3= df ae bec } y el punto de Steiner
ac be df ce bi ad
ab cd ef
St=de fa bc
¢f be ad
En este caso la regla cambia un poco, ya que si consideramos la

interseccién de las grificas que corresponden a cada uno de estos
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cuatro puntos, naturalmente dicha interseccidn seria vacia; de
manera que para este caso consideraremos a ¢ de la siguiente

manera:

(B.4) é{c) = ¢(I)) /\ (K3) /\¢(1(3) = [ce,bf, ae, df , ac, bd]

Observacién B.4.1. Sebemos que tenemos ¢z = 15 diferentes parejus de
letras, que representan a cada una de las 15 diferentes aristas la grdfica de
K. Ahora bien, vemos que en cade arreglo que corresponden un punio de
Kirkman y por ende en su grifice correspondiente, aparccen lus mismas seis
parejus de letras, aungue cn diferente orden, y forman estas el complemento
de las nueve parejas de letras, o bien aristas, gue corresponden a la
representacion del punto de Steiner St. Es por esto que tenemos la

siguiente importante relacidn:

(B.5) #°(c) = #(St)

Ohbservacién B.4.2. También debemos recordar, como vimos en la
observacidn 1.5.5, que al tener un punto de Steiner y su conjugado
armonico etactamente los mismos lados fundamentales en su arreglo a
través de la notacién de Salmon, entonces los seis lados complementarios
que representardn a estas dos rectas de Cayley, serdn ezactamente los
mismos, por lo que dade una recta de Cayley en su notacidn con grdficas,

en principio no es posible determinar a qué punto de Steincr corresponde.



94 UN ANALISIS GEOMETRICO COMBINATORIO DEL MM

Este problema ha sido recientemente resuelto por Gabriels Areujo y Rodolfo
San Agustin en una reciente nvestigacion atn no publicada, a partir de

grificas que ellos llaman "graficas marcadas?,
g

B.5 Rectas de Pliicker

Dado que no hay una representacidn explicita de las rectas de
Pliicker con la notacién de Salmon, utilizamos desde el capitulo 1
la notacién designada a través de las graficas de la siguiente

manera:

ab ed ef
Consideremos los puntos de Steiner colineales St; = de fa be },

cf be ad
ab c¢d ef ab cd ef ab c¢d ef
Stz = df eb ac 5, Sly= cf ea db } ¥y Sty= df ea <b }, que
ecc af db ecd bf ac ec bf ad

tienen en comin al renglén con entradas ab,cd,ef y que al ser los
unico cuatro posibles arreglos para formar a un punto de Steiner
manteniendo fijo dicho renglén, entonces podemos caracterizar de
manera tinica esta recta de Pliicker (que llamaremos P!), a través
de las entradas de este renglén, y que ademds forma parte de Ia
intersecién de las graficas correspondientes a cada uno de estos

puntos; por lo tanto tenemos:

(B.6)  o(pt) = B(Sts}) A ¢(St2) A d(Sts) A\ &(5ty) = [ab, ced, ef]
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B.6 Puntos de Salmon

Para obtener la grifica que corresponde a un punto de Salmon,

tenemos que llevar a cabo los siguientes pasos:

ab de «cf
1. Consideremos a las rectas de Cayley ¢y =| ed fa be |,
( ef be ad )
ab df ec abb cf ed ab df ec
cpg=| dc eb af |,c3=| cd ea bf | y¢g=| cd ea bf |,
( ef ac db) ( ef db ac ( ef bc ad)

que por el teorema de Salmon 1.7.1, sabemos que son

concurrentes.

2. Mediante la correspondencia 1.2, tomemos al punto de
Steiner que estd en cada una de estas rectas de Cayley,

trasponiendo cada una de las matrices de arriba.

3. Mediante la correspondencia ¢, debemos considerar

é(c1), olea), $(ea) y @lca)-

4. Si S es el punto de Salmon en que concurren las anteriores

rectas de Cayley, entonces:

#(S) = ¢le1) \ ¢lea) \ dlvees) A dlcs) = lac, ad, ae, af, be, bd, be, bf, ce, cf. de, df |
(B.7)
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