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RESUMEN

El objetivo de la tesis es proponer un modelo de doble porosidad con flujo
interporoso transitorio, para la inierpretacién de la respuesta de un trazador en un
yacimiento naturalmente fracturado. En el modelo se utilizé un nuevo parametro, el
cual representa el gradiente de flujo masico que rige la transferencia fractura-matriz
dependiente del tiempo que incluye un factor de forma, utilizando dos casos: bloques
cibicos de matriz rodeado de fracturas y el otro con estratos horizontales altamente
permeables, en contacto con bloques horizontales de baja permeabilidad.

Se definieron nuevas variables adimensionales que facilitan la interpretacion y
eliminan la dispersién resultante de la inversién numérica. La solucion del modelo se
obtuvo en el espacio de Laplace y se invirtié numéricamente a tiempo real, utilizando
el algoritmo de Crump, acoplado con el algoritmo Epsilon que acelera la
convergencia. La solucion calculada por inversion numérica se cdmparé con la
solucion analitica a tiempos adimensionales cortos y largos obtenida para el modelo
propuesto, proporcionando resultados satisfactorios. Con los valores de la inversion
numérica se gener6 la curva tipo del modelo propuesto, la que se construyo con los
grupos de variables adimensionales obtenidos de la solucién analitica aproximada a
tiempos largos. El ejemplo de aplicacion de la interpretaciéon de datos de campo
consiste en gjustar la curva tipo presentada en este trabajo a los datos publicados de
la respuesta observada en los pozos productores del campo Ekofisk cuyas
caracteristicas fisicas son correspondientes a las suposiciones ampleadas en el
modelo, y asi determinar parametros de interés practico como son: el valor “in situ”
de la constante de dispersividad de las fracturas, difusion en la matriz, el tamaiio
~caracteristico de los bloques de matriz y tendencia de fracturamiento en el campo.
Los resultados mostraron que es posible evaluar practicamente la transferencia
fractura-matriz en procesos de inyeccion, tales como contraste de dispersividades y

fraccion de volumen en la matriz con respecto al introducido a las fracturas.



IDENTIFICACION DEL PROBLEMA
Cuando la presion estatica de un yacimiento declina, puede aplicarse un proceso de

disminucion de la declinacién en la presion del yacimiento para sostener una
produccion determinada; en México, un ejemplo de esta situacion el campo Abkatun
perteneciente a la Region Marina Suroeste de PEP, el cual actualmente cuenta con un
sistema de inyeccién de 270 MBD agua en la formacion brecha del Paleoceno, otro
gjemplo se tiene en la Regidn Marina Noroeste, donde se tiene proyectado inyectar
nitrogeno al casquete del Complejo Cantarell. Para optimizar el proceso de inyeccion,
el désplazamiento de fluidos, asi como el disefio oportuno de la explotacién, es
fundamental conocer las caracteristicas del yacimiento, y simular numéricamente
esquemas de inyeccidn a largo plazo que permitan maximizar el valor econémico del
aceite extraido. El interés principal que motivd este trabajo se baso en que es posible
caracterizar de manera importante un yacimiento naturalmente fracturado por fnedio
de la interpretacién de la respuesta obtenida de pruebas de trazadores. Aunque
existen datos de pruebas de trazadores a nivel campo para diferentes tipos de
yacimientos, al momento no hay métodos de interpretacion analiticos para
yacimientos complejos como son los naturalmente fracturados, aiin cuando, existen
métodos cualitativos o de ajustes numéricos de minimizacion con funciones objetivo,
ademas de que en la literatura sélo se han presentado relativamente Iﬁocos modelos.
El objetivo del presente trabajo es desarrollar un “Modelo de Doble Porosidad con
Flujo Interporoso Transitorio para la Interpretaciéon de la Respuesta de Traza:dores
Radiactivos en Yacimientos Naturalmente Fracturados”; el cual consiste en plantear
el modelo, resolverlo, validar la solucion, generar el método de interpretacién cie los
datos de concentracion de la irrupcion de trazador en los pozos productores y obtener

parametros dinamicos del yacimiento en el sitio mismo.



LISTA DE TABLAS
Tabla 1. Tipos de trazadores radiactivos. g

Tabla 2. Coeficientes de difusién experimentales.



LISTA DE FIGURAS

Fig. 1. Dispersion convectiva macroscopica



INTRODUCCION

Para conocer la trayectoria de los fluidos en el yacimiento desde un pozo inyector
hacia pozos productores se utilizan trazadores incorporados en el fluido desplazante.
Un trazador es una substancia que se agrega al fluido inyectado con objeto de
detectar su avance a través del medio en que circula; debe tener propiedades tales
como ser de deteccion facil, no debe interferir con el flujo de fluidos, y requerirse en
concentraciones pequefias. |

La interpretacion de las pruebas de trazadores consisten en utilizar el modelo
adecuado para interpretar la respuesta, la cual consiste en cambios en la
concentracion del trazador contra tiempo en los pozos productores, con objeto de
determinar los parametros del yacimiento que influyen en el flujo de fluidos a través
de la roca de los yacimientos, como son: trayectoria recorrida por el fluido,
coeficiente de dispersion longitudinal, porosidad de la matriz, magnitud del volumen
de hidrocarburos remanente y la intensidad de estratificacion. En yacimientos
naturalmente fracturados es de gran importancia la estimacidn del tamaiio de bloque y
su geometria, ancho de fractura caracteristico y ademas la determinacion de la
magnitud de influencia de cada una de ellas y volumen poroso inaccesible.

El modelo propuesto en este trabajo para representar el flujo de trazadores a través de
los yacimientos considera los mecanismos de transporte de masa mas relevantes que
se presentan en la realidad, como son: dispersion longitudinal del trazador, difusion,
conveccion, decaimiento radiactivo, adsorcion, ritmo de transferencia de masa entré
dos o méas medios pOrosos.

La solucion de muchos modelos de Dispersion-Conveccion por el método de
diferencias finitas son afectados por dispersion numérica, involucran calculos
progresivos donde la solucién a un tiempo dado es dependiente de la solucidn a un

tiempo anterior. La herramienta alterna para resolver los modelos de Dispersion-
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Conveccion es utilizar el método de la Transformada de Laplace, pero en muchos
casos no es posible invertir analiticamente al tiempo real la solucién obtenida, asi que
una vez obtenida la solucidn en el espacio de Laplace se realiza la inversion mediante
algoritmos numéricos los cuales calculan la solucion a cualquier tiempo dado.

Para obtener soluciones analiticas aproximadas generalmente se simplifica la
solucién dada en el espacio de Laplace mediante aproximaciones a tiempos cortos o
largos y en algunos casos a tiempos intermedios y se invierte analiticamente a tiempo
real mediante tablas de inversiones. La solucién analitica aproximada a tiempos
cortos se expresa en funcion de grupos de variables adimensionales con los cuales se
construyen graficas adimensionales, lo que permite una mejor comparacic’m entre la
solucién por inversion numerica con la solucion analitica correspondiente.

Con el objetivo de desarrollar metodologias de interpretacion, se revisaron los
modelos matematicos publicados en la literatura técnica que emplean métodos
analiticos para el problema de Dispersion-Conveccion en yacimientos; los modelos
que utilizan esquemas numéricos para resolver este problema, se discuten
parcialmente en este trabajo, debido a que el tratamiento matematico que se emplea
- en los modelos propuestos es analitico; sin embargo se han tomado en cuenta los
resultados obtenidos.

El presente trabajo esta dividido en seis capitulos, donde el Capitulo 1 trata de los
conceptos bésicos que se utilizaron en este trabajo, en el Capitulo 2 se presenta la
revision bibliografica donde se homogeneizaron los modelos y soluciones
presentadas a las variables adimensionales utilizadas en este trabajo, con el objeto de
identificar modelos particulares resueltos y validar las soluciones a los modelos
propuestos, en el Capitulo 3 se presenian los cuatro modelos propuestos desarrollados
y soluciones para el flujo de trazadores radiactivos en yacimientos, destacando entre
ellos el modelo de doble porosidad para yacimientos naturalmente fracturados,

debido a que se estructurd el problema en forma similar a las soluciones en pruebas
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de presion lo que abre la puerta a un avance techoldgico considerable. El Capitulo 4
presenta la validacién de cada modelo propuesto basado en métodos précticos, el
modelo propuesto para yacimientos homogéneos una vez validado, se utilizd para
validar el modelo para yacimientos naturalmente fracturados, el Capitulo 5 presenta
como aportacion una metodologia de interpretacidn original basada en las soluciones
analiticas para los casos de flujo radial de los cuales se han publicado los datos de las
pruebas de trazadores radiactivos realizadas, asi como datos de la formacion; para
yacimientos homogéneos se utilizaron datos del campo Brassey de Canada y en
‘yacimientos naturalmente fracturados los del Ekofisk de mar del Norte que ha
producido 1250 MMB de aceite y finalmente se presentan las conclusiones y

recomendaciones.
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CAPITULO 1

CONCEPTOS BASICOS

En la extraccidn de aceite de yacimientos depresionados es importante atenuar la
declinacion de su presion mediante la inyeccion de fluidos en forma tal de sostener
una plataforma de produccion. La inyeccion de fluidos requiere mantener frentes de
inyeccién lo mas homogéneos posibles y minimizar la posibilidad de una irrupcién
temprana del fluido inyectado en los pozos productores. '

Durante las operaciones de inyeccion el fluido inyectado se desplazara
preferencialmente en las fracturas o zonas mdas permeables, por lo qué las
canalizaciones o digitacién del fluido inyectado generara un frente de inyeccion y
distribucion incompleta del fluido en todas las capas de la formacién, disminuyendo
asi, la recuperacion final de aceite y favoreciendo la irrupcién temprana de fluidos
inyectados en los pozos productores, lo que a su vez resultan en un incremento de los
costos de operacion debido al manejo de los fluidos adicionales producidos.

El uso de trazadores en el flujo de pozo a pozo proporcionan una medicion directa
del movimiento del fluido en un yacimiento y al mismo tiempo permiten detectar
heterogeneidades. En cualquier proyecto de inyeccion de fluido, las pruebas de
inyeccion de trazadores de pozo a pozo,'y el andlisis adecuado de los datos de la
prueba, provee un medio posible de mejorar la caracterizacion de un yacimiento, los
cuales proporcionan parametros basicos que permiten optimizar las variables de
operacion durante la aplicacién de procesos de recuperacion secundaria y mejorada

de hidrocarburos.
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1.1. Informacion obtenida de pruebas de trazadores radiactivos entre pozos.

Eficiencia volumétrica de barrido. El volumen del trazador inyectado que es
recuperado en los pozos productores proporciona una indicacion de la eficiencia
de barrido. Un volumen pequefio o tiempos de irrupcidn pequefios son indicativos
de una fractura o de trayectorias de alta permeabilidad en la porcién del
yacimiento comprenﬂida entre los pozos involucrados en la prueba.

Trayectorias de alta permeabilidad. La presencia de trayectorias de alta
permeabilidad disminuyen las eficiencias areal y vertical del proceso de
desplazamiento de aceite del yacimiento y causan una irrupcién temprana del
fluido inyectado en los pozos productores.

Direcciones preferenciales de flujo del fluido inyectado. La deteccion en los pozos
productores de los diferentes trazadores marcan direcciones preferenciales de flujo
desde los pozos inyectores hacia los diferentes productores.

Identificacién de pozos inyectores inadecuados. Usando un trazador para cada |
pozo inyector en un arreglo dado, se puede determinar el pozo inyector que causa
una irrupcion temprana en un pozo productor especifico.

Delineacion de barreras al flujo. Al no detectarse la presencia del trazador en el
pozo productor indica que puede existir una discontinuidad geoldgica en la
formacion, o barreras entre los pozos.

Las velocidades relativas de los fluidos inyectados. Si diferentes componentes
quimicos y/o radiactivos son adicionados como trazadores e inyectados en el
mismo pozo, ¢l tiempo de arribo de los diferentes trazadores en un pozo productor
determinado, proporciona una indicacién de la velocidad relativa de los
componentes respectivos.

Acciones correctivas. Antes de iniciar un proyecto de inyeccién de fluido a nivel

de campo, es importante determinar la existencia de heterogeneidades del
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yacimiento que pudieran causar la canalizacion del fluido inyectado y asi poder
aplicar acciones correctivas.
1.2. Unidades de medicion de la radiactividad®®F.
Las mediciones fisicas de radiactividad cuantifican el nimero de particulas por
segundo que emite una fuente radiactiva, mientras que las mediciones biolégicas
describen la cantidad de energia absorbida pdr organismos vivos o parte de ellos.
Las unidades usuales para medir Ia radiactividad son las siguientes:
Curie. Actividad correspondiente a 3.7x10'® desintegraciones por segundo, namero
producido por una muestra de un gramo de radio.
Roentgen. Produce alrededor de 2x10° pares de iones por centimetro cubico de aire,

(1))

Gnicamente se aplica a los rayos “x” o gamma.

Rem (equivalente roentgen para el hombre). Es la cantidad de energia de radiacion
absorbida por un ser humano especificamente. Un rem es la cantidad de radiacién
ionizante que genera un efecto equivalente a la absorcion de un roentgen, cuando lo
absorbe una persona

Rad (dosis de radiacion absorbida). Absorcién de 100 ergios de energia por gramo de

tejido.

1.3. Vida media del trazador radiactivo, t,,,.

Es el tiempo que se requiere para la desintegracion de la mitad de una cantidad
inicial de material radiactivo, es decir el tiempo requerido para que N nucleos
disminuyan a N/2 nucleos. Este fenomeno se considera cuando el trazador radiactivo
tiene una vida menor al tiempo de transito del mismo en la formacion.

Para un trazador radiactivo la concentracion a un tiempo determinado est4 dada por
la ley de decaimiento radiactivo:

N = N, e ™ (1-1)
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En la Tabla 1 se presentan los valores de vida media de los trazadores, usados en la

ingenieria petrolera.

Tabla 1. Vida media de trazadores radiactivos.

Elemento vida media (dias) Tipo de radiacion
Carbono 14 2100000.0 Beta
Niquel 63 34000.0 Beta
Estroncio 90 10000.0 Beta
Tritio 3 4520.0 Beta
Cripton 85 3832.0 Beta
Cobalto 60 1900.0 Gamma
Hierro 55 950.0 Gamma
Cobalto 57 270.0 Gamma
Plata 110 250.0 Gamma
Zinc 65 240.0 Gamma
Sulfuro 35 88.0 Beta
Escandio 46 83.8 Gamma
Indio 192 73.8 Gamma
Cobalto 58 71.0 Gamma
Zirconio 95 64.0 Gamma
Estroncio 85 65.4 Gamma
Antimonio 124 60.2 Gamma
Iodo 125 60.0 Gamma
Acero 59 45.0 Gamma
Cromo 51 28.0 Gamma
Iodo 131 8.1 Gamma
Oro 198 2.7 Gamma

1.4. Tipos de trazadores radiactivos.

Los trazadores que pueden utilizarse para la caracterizacién de una formacién son de
dos tipos: |

A. Trazadores fase agua.

A.1. Agua tritiada (HTO), es uno de los mejores trazadores entre pozos, fiacilmente
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detectable a bajas concentraciones, muy estable, con 12.7 afios de vida media; emite
radiacién beta, baja energia de radiacion, muy seguro no dectectable con
herramientas de rayos gamma, econdmico subproducto de industria nuclear y se
comporta en forma similar al agua.

A.2. Tiocianatos (CNS-), es un excelente trazador, se comporta como un ion cloro en
el yacimiento, puede ser usado tanto comb trazador quimico, 0 como radiactivo
trabajando en forma conjunta con el carbonol4, su costo es moderado.

A.3. Bromuros (Br), existe naturalmente en muchos campos salinos; provoca
problemas con el incremento en la temperatura, es barato.

A.4. Cobalto Hexacianuro (Co(CN)g -, complejo anidnico es un buen trazador
emisor de rayos gamma, estable hasta 100 °C y con una vida media de 5.27 afios.

A.5. loduro (T), es un excelente trazador, se utiliza en concentracion baja en muchos
campos de aceite con agua salada; su costo es muy alto.

A.6. Deuterio (D;0), es una forma no radiactiva del agua; existe en forma naturél, se
requiere en grandes cantidades.

A. 7. Nitrato (NO™), es un trazador idnico, frecuente en el agua producida, esta sujeto
a degradacién quimica y bacterial, se descompone a temperaturas mayores de 82 °C,
puede ser usado para pruebas cortas o bajo condiciones de irrupcion rapida, su costo-
es bajo.

A. 8 Diluyentes fluorescentes (Rodamina/WT) detectable en concentraciones tan
bajas como una parte por millon bajo luz ultravioleta. Tendencia a absorcién en la
presencia de aceite (a la interfase aceite-agua), usado en la identificacion de fracturas
y estratos con agua en un campo de aceite, la fluorescencia del aceite interfiere con la
deteccion, su costo es muy bajo.

A. 9. Acido alcohdlico(C,H;,0OH), es un trazador quimico no radiactivo, compuesto
de alcoholes inferiores metilo, etilo e isopropilo, preferencialmente solubles en agua,

detectables por cromatrografia en bajas concentraciones, sujetos a degradacion
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bacterial, alcohol rutinariamente utilizado en fluidos para tratamientos a pozo. El
alcohol isopropilico es detectado por una cromatografia de gas usando una flama de

hidrégeno como detector, su costo es bajo.

B. Trazadores fase hidrocarburos.

El tritio (CH,). Es inyectado como un gas, usado en combinacién con otros gases
hidrocarburos tienen los mismos beneficios que el agua tritiada, su costo es bajo.

‘Son componentes tanto de aceite como de gas.

Kripton 85. Gas inerte radiactivo, baja absorcion en la roca del yacimiento, su costo

es bajo.

1.5. Constante de decaimiento radiactivo, A.
La constante de decaimiento es una caracteristica del trazador radiactivo utilizado,
por lo que es una propiedad de la substancia y es inversamente proporcib‘nal a la vida

media del trazador, se calcula con la formula siguiente:

in(N, /N) 1n(2)
t ot

vm vm

(1-2)

1.6. Cantidad de trazador a utilizar.

La cantidad de trazador a utilizar es funcion de varios elementos como son:
distribucién de permeabilidades en el yacimiento, gastos de inyeccidn y produccidn,
distancia entre el pozo inyector y productor, concentracién pico, dispersividad,
espesor de la formacién, porosidad, saturacion de agua, método de muestreo, método
del andlisis de muestreo. Esta gobernada por dos limites: la sensibilidad a la
deteccion como limite inferior y la maxima concentracion permisible como limite
superior. La maxima concentracién permisible depende del drea donde se encuentren

los campos y del medio donde se diluya el trazador ya sea en gas o en liquido y son



Cap. 1. Conceptos Basicos SR . 10

valores determinados por asociaciones internacionales o regulaciones federales como
ejemplo se muestra la tabla 2 (Zemel, B.,1995):

Tabla 2. Maxima concentracion permisible.

Is6topo Clase Aire, pCi/ml agua, pnCi/ml
H-3 Agua 1x 107 1x10”

C-14 CcO 2x10°

C-14 CO, 3x 107

C; 14 Componentes 3x 107 3% 107
Co-57 Vida media de 10-100 dias ~ |4x 10~ 6x 107
Co-57 Vida media > de 100 dias 9x 107

Co-60 Vida media de 10-100 dias  [2x10™"° 3x10°
Co-57 Vida media > de 100 dias 5% 10"

1.7. Porosidad, ¢.
La porosidad se define como la relaciéon de volumen poroso conectado entre el

volumen total de roca;

V

¢ = 7” (1-3)
Porosidad de matriz, ¢ ,, .

Es el volumen poroso de la matriz dividido entre el volumen total de la matriz:

6, = Y poross (1-4)

V,

m

Porosidad de fractura, ¢ , .

Es el volumen de fracturas dividido entre el volumen total de la roca, puede

calcularse con la expresion siguiente (Pirson, 1963):

bmf b
¢mfm _¢mm

¢f= 1_¢bm

(1-3)
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donde:
¢mf

porosidad total, adim.

1

b, = exponente de comentacién matriz-fractura, puede ser calculado del método
desarrollado por Gomez usando el registro de microresistividad.

b, = exponente de cementacion de la matriz.

. El factor de formacién de la matriz:

1
¢bm

Ejemplos caracteristicos:

F= (16)

¢, =10 % F =150 y $, =4%; F=1000

En formaciones calcéreas el factor de formacion de la matriz es muy alto (1/F = _¢mb'“

=~ 0) la Ec. 1-4 se reduce a:

o, =0, (1-7)

1.8. Difusion molecular, D,, .

La difusion molecular es un mecanismo de transferencia de masa debido a la
presencia de gradientes de concentracion en el fluido mismo. El coeficiente de
difusion molecular depende de la concentraciéon de la especie que defina la
temperatura y la presion y es una caracteristica de la mezcla, se evalua
experimentalmente. Para utilizar el coeficiente de difusidn molecular en la prediccion
del comportamiento de un fluido en un yacimiento debe ser ajustado para tomar en

cuenta la trayectoria tortuosa de difusidn en los poros de la roca, asi el coeficiente de
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difusiéon molecular efectivo esta dado por:

Dm
D, = Fo (1-8)

En la Tabla 3 se muestran algunos coeficientes de difusién detenﬁinados
experimentalmente por Callahan y asoc. (1999):

Tabla 3. Coeficientes de difusion experimentales en niicleos de arena.

Sustancia 10-6 cm?/s !
Yodo 3.6 '
Pentaflourbenzoato (PFBA) 1.6
Bromo 4.8

1.9. Dispersion.

Cuando un fluido desplaza a otro se presenta el fenémeno de mezclado de fluidos. El
proceso de dispersion de un fluido en movimiento en un medio poroso es el resultado
de la accidén combinada de un fenémeno fisico-quimico, representado por la difusic’m,
y un componente mecanico resultante del efecto de mezclado producido por el
movimiento del fluido. |

La componente de la dispersion producida por la difusién es debida a los gradientes
de concentraciones y se presentaria aun cuando el fluido estuviera estatico; por otra
parte, la componente mecéanica de la dispersion es el resultado de varios factores
tales como la distribucion de velocidades existente dentro del poro, variaciones en el
tamafio del poro, que a su vez modifican las distribuciones de velocidades y las
fluctuaciones de las lineas de corriente debido a la tortuosidad del medio poroso con
respecto a la direccién principal del flujo. Si un fluido sigue a otro en flujo a través
de un medio poroso a un gasto conocido y a condiciones especificas, el problema es
determinar cual sera la concentracidn de la interfase como funcién de la distancia y
el ttempo. Existen dos tendencias a la dispersién, una en la direccién predominante

de flujo se denomina dispersién longitudinal y la otra en direccién normal a ésta,
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llamada dispersion transversal. Cada una de estas direcciones de dispersion esta

caracterizada por un coeficiente de dispersion. El coeficiente de dispersion

longitudinal se denomina D y el coeficiente de dispersion transversal D,, siendo D #

D.

1.10. Dispersiéon convectiva microscopica.

Cuando los fluidos fluyen a través de un medio poroso, ocurre un mayor mezclado en
la direccidén del flujo de lo que se esperaria por difusiéon molecular Unicamente
(Perkins y otros, 1963). Este mezclado adicional producido por el flujo o conveccion
parece ser explicada por la teoria de “celdas de mezclado” como se ilustra en la Fig.
1.

Como se muestra en esta figura, las lineas de corriente individuales 1, 2, 3 siguén una
trayectoria tortuosa a través del medio poroso, la direccién promedio de cada linea de
corriente debe ser en la direccidon promedio del flujo. Suponiendo qué un solvente
viaja inicialmente a lo largo de una linea de corriente y en cada una de ellas con una
concentracién dada. Las concentraciones de solventes asociadas con las lineas de
corriente 1 y 2 entran al poro A, a través de pequefias conexiones porosas. Dentro del
poro A la concentracién de solvente es igualada por difusion molecular de tal modo
que del poro A emerge una concentracion uniforme. El solvente de composicion
alterada asociado con la linea de corriente 2 se mezcla entonces en el poro C con el
solvente de composicion asociada con la linea de corriente 3. En el porc; Cla
difusiéon nuevamente iguala las concentraciones de tal modo que la composicion de
dos solventes es alterada emergiendo desde el poro C a lo largo de la linea de
corriente 2. |

La Fig. 1 también ilustra la mezcla de los fluidos por dispersion convectiva
transversal en la direccion del flujo. Nuevamente considerando las tres lineas de

corriente 1, 2, y 3, pero suponiendo que la linea de corriente 1 inicialmente sélo
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transporta moléculas de solvente. Donde las lineas de corriente 2 ¥ 3 inicialmente
solo acarrean moléculas de aceite. En el poro A, los fluidos de las lineas de corriente
1 y 2 son mezclados y la linea de corriente 2 deja que el poro A transporte alglin
solvente. En el poro C, el fluido de linea de corriente 2 es mezclado con el fluido
libre de solvente desde Ia linea de corriente 3. La linea de corriente 3 deja ahora que
el .poro C transporte algiin solvente. De esta manera, el solvente comlenza a ser
dispersado progresivamente normal a la direccion del flujo. Entonces ocurre la

mezcla entre lineas de corriente 1 y 2 en el poro D, etc.

1.11. Velocidad microscopica radial, v,.

La velocidad microscépica radial es la relacion que existe entre la distancia recorrida
por el trazador dentro de los poros dentro del yacimiento entre el tiempo que tarda en
recorrerla. Su importancia en el proceso de inyeccion de trazadores con51ste en

generar un efecto de conveccién que tiende a modificar las concentrac:ones del

trazador:
v,= o M g (1-9)
t t4 A

Se calcula dividiendo el gasto de inyeccion entre el area perpendicular expuesta al

flujo que constantemente se modifica al avanzar el fluido inyectado:

v o= q = 2 ' (1-10)
2mrh ¢ r .
donde:
q
= 1 1-11
T g | (1-11)

a = constante de inyeccion, LY/T.,
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1.12. Velocidad macroscopica radial, u,.
La velocidad macroscépica es la relacion que existe entre la distancia recorrida por el

trazador en el yacimiento entre el tiempo que tarda en recorrerla.

g =d_d_4 (1-12)
t 4 A _
q
u, = -
" 2nmrh (II 13
Relacion entre la velocidad macroscépica y la velocidad microscopica.
u=vy (1-14)

1.13. Coeficiente de Dispersion Longitudinal, D.
El coeficiente de dispersion longitudinal estd compuesto por el coeficiente de
difusion molecular y la dispersion mecanica. Es funcion esencialmente de la

dispersividad, de la velocidad y del gradiente de concentracién (Bear, J., 1972): -

D=av+ D, (1-15)

1.14. Constante de dispersividad, c.

Es una medida de la tendencia de la roca a mezclar los componentes disueltos
(trazador) en el fluido inyectado.

Si la difusion molecular es muy pequeiia, el coeficiente de dispersién radial puede
suponerse como proporcional a la velocidad radial del fluido (Brigham, 1961):

D, = av, (1-16)

Despejando la constante de dispersividad:

o= D (1-17)
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Substituyendo la velocidad radial (ec. 1-10):

o = P o (1-18)

a

1.15. Variables adimensionales.

Es la combinacién de variables para formar grupos sin dimensiones. La distribucion

de concentracién que se origina en un yacimiento durante la inyeccion depenae de

los parametros de yacimiento tales como: permeabilidad, porosidad, compresibiiidad,

espesor, viscosidad, dimensiones del medio, etc., por lo que es practicamente

imposible graficar el comportamiento del medio en términos de variables reales ya

que su niimero es excesivo. El uso de variables adimensionales permite eliminar la

presencia de valores geométricos del yacimiento, generalizar y facilitar la solucion,

ya que el nimero de variables dependientes es reducido significativamente y tienen

las caracteristicas siguientes:

¢ Son directamente proporcionales a las variables reales.

e Son definidas de tal manera que las soluciones adimensionales no cont:ienen
‘variables reales.

e Las variables adimensionales que se utilizan en pruebas de trazadores son: cémbio
de concentracion, volumen poroso inyectado, de longitud y tiempo.

e Facilidad de solucion del modelo, por ejemplo al transformar éste al espacio de
Laplace la ecuacion diferencial ordinaria resultante es homogénea.

e Para graficar no es necesario introducir valores geométricos del yacimiento.

1.15.1. Longitud adimensional, r,.

Para no involucrar datos de longitudes de nicleos o de yacimientos se utiliza una
distancia de referencia. Las distancias de referencia para flujo radial son las

siguientes: distancia de pozo a pozo o radio del pozo, espesor de la zona fluyente y
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de la zona estancada, ancho de la fractura y tamafio de bloque.

1.15.2. Tiempo adimensional, tp.
En un proceso de inyeccion tradicionalmente los volimenes inyectados see
proporcionan tomando como referencia el volumen poroso del yacimiento.

La expresion que representa el volumen poroso inyectado es:

V.. ) ‘
]=-E (1-19)
vy

Para un proceso de inyeccion radial los volumenes inyectados se proporcionan
tomando como referencia un volumen poroso de yacimiento basado en la distancia

del pozo inyector al pozo productor como radio, el espesor constante y una porosidad

promedio.
qt '
= 1'20
[I) m;hgﬁ ( )

Analogo a las pruebas de presion se observa que asociando el coeficiente de

dispersion sin difusién molecular del medio poroso con el tiempo, se facilita la

interpretacion:
D, _ av,t _apal
Ip = —7 % 7 2 (1-21)

1.15.3. Concentracion adimensional, Cp.

La concentracién adimensional se obtiene al dividir la concentracion en un punto
dado a un tiempo correspondiente entre la concentracién inyectada en forma
constante, Co.

C(r,t)
C

Cplrpstp)= (1-22)

0
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Cuando existe una concentracion constante en el yacimiento previo a la inyeccion,
C,, la concentracion adimensional se define:

C x,t)—C
CD(xD,ID)z—(—C—_—Cl—L (1-23)

1.15.4. Decaimiento radiactivo adimensional, Ap.

Es la relacion que existe entre la velocidad de decaimiento de referencia (longitud de
referencia multiplicando a la constante de decaimiento radiactivo), con respecto a la
velocidad macroscopica del fluido, para flyjo radial:

2
re A A

A, = =
v a

r

(1-24)

1.16. Nimero adimensionales.
Los numeros adimensionales reflejan las relaciones entre las diferentes fuerzas que

intervienen en el fendmeno.

1.16.1. Numero de Peclet radial.

Es un niimero que relaciona las fuerzas de conveccién y de dispersion.

V.ty Ty 1
p Wy _Tw L 1-25
er Dr a aD ( )

1.16.2. Numero de Damkoler, D,.
Es la relacion de la velocidad de transferencia de masa entre dos medios dividido

entre la velocidad del fluido inyectado, para flujo radial es:

D, =— (1-26)
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1.16.3. Numero de Transferencia, Np.
Se define como la relacién entre el nimero de Peclet y el numero de Damkoler, para

flujo radial es:

vrrw
Noo Do v, (1-27)
b= Mr, DM

Vi,

1.17. Adsorcion.

Un fenomeno que ha sido observado repetidamente en la inyeccion de trazadores es
la pérdida de trazador contenido en el fluido inyectado por adsorcion en la roca del
yacimiento. Cuando un bache de trazador se propaga a través del medio poroso, la
orilla del frente pierde trazador graduaimente, la cantidad de pérdida del trazador de
un banco puede ser grande o pequeiia dependiendo de la naturaleza del trazador y la
superficie de la roca. | |

La adsorcion es el fendmeno que se presenta al adherirse una pelicula de trazador a la
superficie de los granos, su espesor es generalmente del orden de 1 a 5 micrones.

Se toma en cuenta cuando el volumen perdido por adsorcion modifica fuertemente la

porosidad inicial:

Ag ~ ”_’i_(f:./_f’ )s (1-28)

f

1.18. Volumen poroso inaccesible, Vpi.

Los fluidos inyectados con trazador no ocupan todo e! volumen poroso conectado en
el medio poroso, el sobrante de volumen poroso es inaccesible al _trazador; Este
volumen poroso inaccesible es ocupado por el fluido inyectado que no contiene
trazador, pero que esta en equilibrio con el fluido inyectado que contiene trazador.

Esto permite que los cambios en concentracion de trazador sean propagados a través
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del medio poroso mas rapidamente debido a que el trazador se propaga a una
velocidad diferente. No todos los poros son accesibles a las moléculas de trazador,
debido a su tamaiio o formacién de puentes.

En experimentos de laboratorio el bache de trazador irrumpid tempranamente, su
velocidad fue mayor que la del bache del fluido sin trazador, solo hay una
exﬁlicacién, el volumen poroso por el que el trazador puede fluir es mas pequefio que

el volumen poroso total del nucleo.

La velocidad interfacial del fluido a través de todo el volumen poroso:

b9 L
49 1 (1-29)
La velocidad del fluido con trazador a través del volumen poroso accesible:
g _L | |
V=—2—=— -
T 130
Porosidad inaccesible, ¢,
v,
6 = 7 (1-31)
Porosidad efectiva al fluido con trazador, 4,
v, -V,
= ; 1-
¢, ” (1-32)

i

Porosidad efectiva al fluido, ¢

VP
b=t (1-33)
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La porosidad inaccesible es:
gl 1| _qit ¢ q |
. =0 — | —_——_ - == ———|=—t—1
¢, =0—9, A[V V:} A[L L} AL[ N (1-34)

donde:
r = factor de tortuosidad, L/L,.



Cap. 2. Revision de la literatura. . 22

CAPITULO 2
REVISION DE LA LITERATURA

Los modelos principales para flujo radial reportados en la literatura se I;ueden
clasificar de acuerdo al yacimiento a través del cual viaja el trazador, como son:
homogéneos, estratificados y naturalmente fracturados. |

La solucion al problema de dispersién-conveccién para flujo radia para los distintos
tipos de modelos, ha sido reportada en la literatura por: |

Para yacimientos homogéneos: Tang y Babu (1979), Moench y Ogata (1981)1 Hsieh
(1986), Tang y Peaceman (1987), Chen (1987), Falade y Brigham (1989). !

Para yacimientos estratificados: Chen (1985), Chen (1986), Ramirez y asoc. (1992) .
Para yacimientos naturalmente fracturados: Chen (1986), Stephenson y asoc..(1989)
y Ramirez y asoc. (1992). Las soluciones fueron obtenidas para diferentes tlipos de

pruebas como son: inyeccion continua, finita (tipo bache) y pico.

3.1. YACIMIENTOS HOMOGENEOS.

Para el caso de flujo radial en yacimientos homogéneos la velocidad es variable, y
por consecuencia el coeficiente de dispersion tambien lo es. La ecuacidon que
describe el comportamiento de un trazador que se inyecta a gasto volumétrico
constante en el pozo de radio ry, a un yacimiento homogéneo, derivada en base a un
balance de materia, es la siguiente: |

1 7 (rDra"C‘(r,I)) . gC (r,t) 2C (r,t)

r Or or " ar - at . (2-1)
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Como la transferencia de masa por difusion es muy pequefia comparada con la
transferencia de masa por conveccion, el coeficiente de dispersion para flujo radial se

considera directamente proporcional a la velocidad radial:

Dr =av, ‘ (2'2)

La velocidad radial microscopica esta dada por:

qg; _4a '
V. = = =
=P, A 7 - (2-3)
donde:
a = 2q7rlh | (2-4)

Substituyendo la Ec. 2-3 en la Ec. 2-2:

aa

D, = , ©(2-5)
Es decir:
rD, = aa = cte. (2-6)

Substituyendo 2-6 y 2-3 en 2-1 se obtiene:

l——{z—-(aa é’C(r,I)J N E_é’C(r,l) _aC (r,t)
r Or or r ar ot

La ecuacidn en flujo radial de dispersion conveccion de un trazador quimico es:

aa 3°C(r,t) a dC(r,t) 9C(r,t)
r or’ r or ot

@7
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2.1.1. Modelo de Dawson y Lanz (1972). |
Dawson y Lanz observaron en laboratorio que las curvas de irrupcion de polimero o
los tiempos de llegada dan valores incorrectos en la adsorcion de polimeros a menos
que se considere el volumen poroso inaccesible. Concluyeron que: |

1) En ausencia de adsorcion, un polimero se mueve en medio poroso mas
rapidamente que un trazador. |

2) La adsorcidn de un polimero medida por el tiempo de irrupcion de la orilla del
frente de un banco de polimero serd generalmente demasiado bajo.

3) Los modelos matematicos y las predicciones de campo desarrolladas sin incluir el

volumen poroso inaccesible tendran error.

El modelo de flujo monofasico de la concentracion de polimeros que propusieron fue

el siguiente: |

5CS+¢QC; 28
ot P ot (2-8)

v(DVC)-V(pvC)=[1-9]

donde:

C = concentracién de polimeros en el fluido, M/L’.
Cs = concentracién de polimeros en el sélido, M/L°.

2.1.2. Modelo de Tang y Babu (1979).

Hasta 1970 no existian soluciones analiticas exactas para el problema de coeficiente

de dispersion dependiente de la velocidad. Tang y Babl fueron précticaménte los

primeros en presentar una solucién analitica para el problema de dispersién para

flujo radial en yacimientos homogéneos. |

El modelo para flujo radial de un trazador quimico en un yacimiento homogéneo en

funcién de variables reales: |

aa 8°1C (r,t) a dC(r,t)y 9C(r,1)
¥ ar? r ar B at

(2-9)
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Condicién inicial: C(r,0)=0
Condiciones de frontera: C(rw, ) =Co
lim C(r,t)=0 (2-10)

La solucién a la ecuacion con las condiciones dadas fue reportada por Hildebrand
(1959) en el espacio de Laplace.

Tang y Babl invierten analiticamente esta solucion aplicando la teoria de variable
compleja y obtienen la solucion exacta en el espacio real en términos de tres
integrales, las que a su vez, dependen de las funciones Bessel Modificadas.

Esta solucién se compard con la solucién aproximada de Raimondi y asociados
(1959) y la solucion numérica de Hoopes y Harleman (1965), concluyéndose de lo
anterior que la solucidn presentada por Tang y Babu reporta resultados excelentes
con respecto a la solucion numeérica. En esta seccion no se presenta esta solucion
debido a que las integrales que la conforman son bastantes complejas y se reqﬁeriria
adicionalmente definir un gran numero de variables involucradas en esta soiucién,
sin embargo, es importante mencionarla debido a que algunas de las soluciones
posteriormente reportadas se han derivado con base en la solucion analitica de Tang

y Babu.

2.1.3. Modelo de Moench y Ogata (1981).

Moench y Ogata reportaron la soluciéon en forma adimensional en el espécio de
Laplace al problema de dispersion radial de un trazador quimico en un yacimiento
homogéneo. La inversién a tiempo real se realizé utilizando el algoritmo de Stehfest
(1970). Los adimensionales de radio y tiempo los definieron en términos de la

dispersividad. 1
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El modelo para flujo radial de un trazador quimico en yacimientos homogéneos es;

__l—aZCD(rD,fD)_l_acn(ro!tD)=aCD(rD’tD); Vog < Fp <0 (2-11)

o érp rp or, at,
Condicién inicial: Cp(rpy,0)=0
Condiciones de frontera: Cp(rpostp)=1
lim Cp(r,.t,)=0 (2-12)
donde:
roo. at C(r,t) . T,
Fp = a_’ tp = PR ’CD(rD’ID)zT’ T'p o = .

La solucion en el espacio de Laplace en términos de la funcién de Airyi es la

siguiente:
ID =100 Aj (rDﬁ(s)+I/4)
N _ e g (YT _ :
C D(rD,S)— < Ai /,6‘(5)+1/4) (2-13)
ﬂ(s)213 -
donde:

B ()= s

1

Las funciones de Airy se calculan utilizando la siguiente expansion en serie para |z|

>1 (Abramowitz y Stegun , 1970): |

Ai(Y):—-m-l e £3)'zi(—l)",q 2 ) | (:2-14)
~ Jry' P L3
donde: |
_[2k +1][2k + 3] [6k 1] . _
A = 216% k1 ’ Ao=1

Todos los elementos del argumento de la funcién Airy son positivos, de aqui 'que la

funcion es monoténica, positiva y tiende rdpidamente a cero.
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La transformada inversa de Ia ec. 2-13 se obtuvo aplicando el algoritmo de Stehfest
( 1970) Los resultados de la inversion numérica fueron comparados con la solucién
al mismo problema presentada por Hoopes y Harleman (1965), qulenes la
desarrollaron a través de un esquema de diferencias finitas. La conclusion de esta
comparacion es que la técnica de inversién con el método de Stehfest utlllzada por
Moench y Ogata (1981) converge a la solucidon numérica. Sin embargo, es 1mp0rtante
hacer notar que la aproximacién de la solucion obtenida depende del valor de N
empleado en la inversién con el algoritmo de Stehfest, y del valor del tlempo

adimensional. '

2.1.4 Modelo de Hsieh (1986).

Hsieh presenta una solucién analitica de tipo integral para el problema de dlspersmn
de un trazador quimico en un acuifero confinado de espesor uniforme y de extensmn
lateral infinita.

1 7 C)(rD, ) 1 3C,(r,,1,) C ,(r,.1,)

7o or? T arD B a1, | - (2-15)
Condicién inicial: Cp(rp,0)=0
Condiciones de frontera: Cp(rpostp) =1 ' i
lim Cy(ry,1,) =0 (2-16)
La solucion en el espacio de Laplace es la siguiente:
o e [ y; (’f)“”j,ﬁ“‘)
C » ("D ,5)= < oy (ﬁﬁ(s(s)-?l_/tl) (2_17)
B (s )" ;

donde:

()= s | |
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La transformada inversa de la Ec. 2-17 es la siguiente:
Cplrp.ty) = Irr_+‘;wesroé_£)("uvs)ds (2-18)
donde:

¥ = numero real

$ = numero complejo.

El cdleulo de la Ec. 2-18 se efectué de la forma siguiente:

rp—r,
~vi, 4+l Do

. _1_ [°2e 2 Ai(Y)Bz‘(Yw)~Ai(Yw)Bi'(Y) ;
Colrostp) =1 f TV [ (Ai(Yw))2 + (B’I'(Yw))2 j!d 1(2_19)

donde: : '
Y- 1—4?31?2 : Vv = 1—4rfov2
a’ s

Las funciones de Airy, Ai(z} y Bi(z) fueron evaluadas con las férmulas reportadas

por Abramowitz y Stegun (1 970). ~

Se utilizan dividiendo el argumento en tres intervalos:

a) Para argumentos Y > 4.8:

1 _ _YJIZ @O —k .
Ai(Y) = \/;Y Z A, (1) ( stz) (2-20)
I _ Eynz o0 2 -k '
Bi(Y) = 3 A, | =137 -
i(Y) N ;) k(_,, J (2-21)
donde: |

Lk+JLk+3] ..... [6k -1] A=

216%k !
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b) Para argumentos de ~5<Y <48:

Ai(Y) = 0.35502805 {(z) - 0.25881940g(z) (2-22)

Bi(Y) = 4/3[0.35502805 f(z) +0.25881940g(2)] (2-23)

donde:

f(z)-——l-i'l—z3 + 1x4 z% + Ixdx7 2+ Y g(Z)=Z+£z"+2xsz7+2xsx82m+...
3! 91 41 7! 10!

c) Para argumentos Y <-5:

Se define Y*=-Y:

Ai (-Y*) = T—%—Y-T[sen (s + %)i (-1 Am(g‘r“}
7 k=0
—[COS (§'+Z—]f (—1)"A“+1(§')_“"]' (2-24)

k=10

Bi(-Y )=7——1\/?——.‘{COS[§'+%)§(-U"Azk(f;‘)_“} |
T k=0

v sen (g' ; ’;—]i (-D* dyy ) (2-25)

La integral de la Ec. 2-19 fue calculada por un método descrito por Longman (1956)
basado en la transformacién de Euler-Bromwich (1942). Hsieh comparé los
resultados de su solucidn semianalitica con los obtenidos a través de métodos
numéricos por Hoopes y Harleman (1965) y llega a la conclusion que .ambas

soluciones proporcionan resultados muy aproximados.
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También reporto la comparacion de la evaluacion de la integral de la Ec. 2-19 con la
inversion numérica de la Ec. 2-17, empleando el algoritmo de Stehfest (1970), que
corresponde a la solucion de Moench y Ogata (1981), encontrando que los result:ados
presentados por estos autores son muy similares a los de la solucion anaiitica
obtenida, sin embargo, se observé que para tiempos adimensionales grandes la

solucion invertida numéricamente presenta dispersion numérica.

2.1.5. Modelo de Tang y Peaceman (1987).

Tang y Peaceman presentaron una solucién analitica para flujo radial de trazadores
quimicos en yacimientos homogéneos para la condicion de frontera interna mixta,
‘con inyeccion continua y tipo bache, estos autores presentaron una solucién
constituida por tres integrales que a su vez, estan en términos de las funciones Bessel
Modificadas. También presentaron una solucion basada en diferencias finitas, para
compararla con la obtenida por medios analiticos. De lo anterior se cdncluye q'ue la
solucion numerica presenta resultados excelentes con respecto a la analitica, es decir,

la dispersion numeérica practicamente es despreciable.

El modelo que representa el flujo radial de trazadores quimicos es la siguiente:

1 ‘azcr)("r)stn) 1 0C , (ry.t,) AC , (rp s ty)

-;.r”:— orty, - s dr,, = a1, (2-26)
Condicioén inicial: Cp(r,.0)=0

.. & 1
Condiciones de frontera: C,(r,,,t,) - ———22L2 (ro0.1p) -1

Fp

lim Cpy(r,,1,) =0 (2-27)

Fp—o®
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La solucion dada es la siguiente:

Colrprs)=2e 7 1 Kus ) (2:28)
s EKH3(§<:)+ SZOKZ."J»(;a)
donde:
2 1 3!2. 2 1 3/2
c=3 ) s 3

2.1.6. Modelo de Chen (1987).
Chen obtuvo la solucién en el espacio de Laplace al problema de dispersiéon para
flujo radial de trazador quimico en yacimientos homogéneos con la <condicic’):n de
frontera interna mixta formulada en base al balance de materia. Invirtié su solucién a
tiempo real por medio del algoritmo de Stehfest (1970):

1 32C,(rp.tp) 1 FC,(rp,tp)  OC,(rp,tp)

o aris o o, | at, (2-29)
Condicion inicial: Cp(rp,0)=0
Condiciones de frontera: C, (rm,t,))—w =1
D i
izﬁ Cp(rp,t,)=0 (2-30)
donde: ;
Py m— ity = A Cy ) s s L
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2.1.7. Modelo de Falade y Brigham (1989). |
Falade y Brigham incluyen en la ecuacion basica que describe el comportamien|t0 de
flujo radial de un trazador en un yacimiento homogéneo, el término correspondiente
a la reaccion quimica de primer orden y a la adsorsion del trazador en los granés de
la roca. Presentaron tres soluciones en el espacio de Laplace, en términos de las
funciones Airy. Las soluciones corresponden a la concentracion del trazador
inyectado baja, moderada y alta, en donde para cada caso se considera distinto
coeficiente de dispersion hidrodindmico, segun la relevancia de los procesos que lo
componern. |

Falade y Brigham consideran tanto la inyeccion continua de trazador como la
inyeccion tipo bache, sus soluciones las invierten numéricamente por medio del
algoritmo de Stehfest (1970) y reportan dos graficas con los resultados, una pélra la
inyeccion continua y otra para la inyeccidn tipo bache. Sin embargo, estos autores no
presentan la comparacion de sus soluciones con datos de campo o con étros modelos

reportados en la literatura, es por esta razon que en esta seccién s6lo se mencionan

brevemente las soluciones reportadas por Falade y Brigham (1989).

2.2. YACIMIENTOS ESTRATIFICADOS. :
Aunque existen pocos modelos reportados en la literatura, en esta seccién se
presentan solo dos modelos para flujo radial a través de yacimientos estratificados; el
primero de ellos es presentado por Chen (1985), quien considera inyeccion coﬁtinua
de un contaminante quimico en un acuifero con un estrato horizontal fluyendo y otro
estrato aportando al primero.

El segundo modelo es una extension del primero y adicionalmente incluyen la opcion

de un contaminante radiactivo, este ultimo también es presentado por Chen (1986).
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2.2.1. Modelo de Chen (1985).

Chen visualizo el problema de flujo radial de un contaminante quimico en un
yacimiento con un estrato horizontal compuesto de dos regiones donde un esltrato
aporta verticalmente al otro y éste aporta radialmente al pozo. Efectuando un baliance
de materia en las dos regiones, Chen obtuvo las siguientes ecuaciones expresadés en

forma adimensional. .

El modelo de flujo radial en la region fluyente:

_]_é’ZCﬁD (ry>tp) _L O‘CﬂD (rb0p) + D.ﬂD¢s &, (0,1,) = éCﬂD(rDstD) .

o o By imb, @ a, (3-32)
Condicién inicial: Cp(ry,0)=0
Condiciones de frontera: Cop(rpostp) =1

i C (7t =0 )

El tercer término del lado izquierdo representa el flujo masico en la superﬁc.i'e de
contacto de la regidn fluyente y estancada.

!
El modelo que representa el flujo lineal de la zona estancada hacia la zona fluyente:

2
O Cp(zptp) _ Xyy(2p0ty) .

D ; 0<zp<oo;tp>0 2.
5D &2 a, Zp D (2-34)

Condicion inicial: Cop(250)=0

Condicion de frontera interna (acoplamiento): C,,(0,1,) =C,,(r,,1,)

Condicion de frontera externa: lim Cyp(zp,tp) =0 (2-35)
Zpn—»o
donde: ' |
r at z D\ Dﬂ_ hﬂ/2 i Vo
Tt feToT BeTgs DemT De T tw =T ety
a= d
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La solucion en el espacio de Laplace es:

— _ L e 4l )Yy ) _
Couw (rp,8) = P € [Ai ((ﬂ(S))HSY,, )] (2 36)

donde:

DﬂD ¢s /; (2_3 7)

N
NDp 2y

B(s)=s+

‘La solucion aproximada que presenta Chen (1985) consiste en utilizar tan sélo el
primer término de la expansion de la serie de la funcién Airy para argumentos ‘muy
grandes. Al substituir la functones Airy se cancelan términos y la funcién resultante
se mvierte con tablas. Con lo anterior y a través de algunos teoremas, se obtiene la
solucion siguiente en el espacio real:

ro oo e 1 D (rnafz _ rmzn |
Cp(ry,t,) = 1}-——:3 2 erfe dx 2-38
D00 rp '[m\lzrx \/x[x—u] ISZﬂD.\/Dﬂ)tD - ( )

donde:

. (2[’})3/2 _rwwz]]z . . zkom __rmsle D,
3

3 4, 4z 4/ Dy |

Esta ecuacion es valida para tiempos adimensionales pequefios que correspondeﬁ atp
<< 4 rpo. ,

Chen invierte la solucién por medio del algoritmo de Stehfest (1970), utilizandd para
el calculo de las funciones de Airy que intervienen en esta ecuacion la sigﬁiente

identidad (Abramowitz y Stegun,1970): ;

Ai(Y) = l\/ZKm[E Y”ZJ (2-39)
zV3 3

K,,;( )= funcion Bessel fraccionaria.
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Chen presenté los resultados de ambas soluciones, la analitica y la invertida
I
numéricamente con Stehfest, concluyendo que las dos soluciones reportan

practicamente los mismos resultados.

2.2.2. Modelo de Chen (1986).

La conceptualizacién de este modelo es muy similar al presentado anteriormente,
pero se considerd el decaimiento radiactivo y la masa adsorbida del contaminante en
los granos de la roca a través de una reaccion de primer orden. ,
Presentd dos modelos matematicos: el primero considera un contaminante radia'ctivo
transportado a través de una region fluyente por dispersion longitudinal y por
conveccion, la condicién de frontera interna es dependiente del tiempo, y el segundo
considera solamente el transporte por conveccion. En esta seccion se describe el
primero de los modelos.

El modelo que representa a la regién fluyente:

_1_ aZCﬂD(’baﬁ)) _ l a:‘ﬂn(’bs"u) + DﬂD¢s A 5(0,1)) _ a:'ﬁo(’"m’o)

LS o) L S Conlit 4 S . (2-40)

Condicion inicial: Cp(ry,0)=0

Condicion de frontera interna: C i (rpostp) = €727

Condicion de frontera externa: iiﬂrg Coap(rpstp)=0 (2-41)

El modelo que representa la region estancada del yacimiento:

D, ZEnlarto) 5, (21, = Tntiete) (2-42)
Iz ag,

Condicion inicial: C,p(2p,0)=0

Condicién de frontera interna (acoplamiento): C,,(0,£,)=C ,(rp.15)

Condicién de frontera externa: lim Cp(zptp)=0 (2-43)

A Rl
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donde:

La solucién para la zona fluyente en el espacio de Laplace es:

— 1 el ai(ee))r) ]
C (rp,$) = S+_’1D e ? l:Ai ((,B(S))‘”Yo) (2,44)

Idonde:

DﬂD¢s 0

B(s)=s+ A, + NEE ‘ (2-45)

zﬂD¢ﬂ‘\DsD

A tiempos adimensionales cortos se substituyen la funciones Airy " por
aproximaciones, se cancelan términos y la funcion resultante se invierte con tablas.
Con lo anterior y a través de algunos teoremas, se obtiene la solucién siguiente a

tiempo real:

C o (rpty) = fﬂern_{me-wfe" erfc 1 Dﬁn(’om"'mm)z dx (i—46)
m Tpslp r, o \/x[x—u] 182],,)\/Dso’o

Las soluciones para tiempos intermedios y largos se obtienen aplicando el algoritmo
de Stehfest u obteniendo los limites a tiempos cortos o largos del parametro s de
Laplace, con lo que se simplifica la solucion y es posible invertirla analiticamente .

Si la constante de decaimiento es igual a cero, la solucion dada por la Ec. 2-46 se
reduce a la Ec. 2-38 que es la solucién analitica aproximada para tiempos cortos

reportada por Chen (1985).
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2.3. YACIMIENTOS NATURALMENTE FRACTURADOS. |
Los modelos para flujo radial que describen el comportamiento del trazador en un
yacimiento naturalmente fracturado que contienen fracturas y bloques de matriz,
viigulos, fracturas ciegas, se representan por medio de dos regiones: una region
movil, donde los fenomenos de difusién y conveccion estan presentes y una relgic')n
estancada donde solo se presentan los fendémenos de difusion y adsorsion. se
diferencian en funcién de la forma en que se presenta la transferencia fractura—méltriz,
ya sea en funcion del tiempo (transitorio) o con variacién constante
(pseudoestacionario). ;

Los modelos con transferencia pseudoestacionaria fractura-matriz no re:quiere:n| una
forma dada de los bloques de matriz ya que se consideran como un todo.

Los modelos con transferencia transitoria fractura-matriz se dividen por la geon;etria
de bloque utilizada, los existentes son: el primer modelo en el cual el yacimlircnto
naturalmente fracturado es representado mediante un sistema idealizadd, equivalente
a un yacimiento con estratos de alta permeabilidad en contacto con estratos de baja
permeabilidad, el otro modelo se representé a la matriz con bloques en forma de
cubo, que fue el primer modelo en la literatura para el flujo de trazadores radiactivos
en yacimientos naturalmente fracturados donde se consideré una geometria de este

tipo. Para los dos modelos la solucién estd expresada en el espacio de Laplace, para

cuya inversion numérica se utilizé el algoritmo de Crump (1976).

2.3.1. Modelo de Ramirez, Samaniego, Rivera y Rodriguez (1991).
Ramirez y asoc. presentaron el modelo para flujo radial en yacimientos naturalmente
fracturados considerando estratos de alta y baja permeabilidad, que corresponden a
las fracturas y a los bloques de matriz, respectivamente. El sistema idealizado esta

constituido por dos regiones: la region movil y la region estancada. Estas dos
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regiones estan en contacto a través de una pelicula delgada de fluido estancado cuyo
espesor es 0. En el volumen de control considerado, el espesor de la pelicula delgada
de flujo 8, esta incluida en la zona estancada, y limita la region moévil en direccion z,
donde el plano de referencia esta ubicada a la mitad de ancho de fractura. Esta
pelicula representa la resistencia que controla transferencia de masa entre las
regiones movil e inmévil, se tiene un ancho de fractura de hy, limitada en ambos
extremos por bloques cuyo tamafio es H. Se considera un volumen de control de
espesor E, el cual es repetitivo, donde:

H A
E=—+—= . -
2+2 (%47)

La region fluyente tiene un espesor de:

s - (2-48)
)

La region estancada tiene un espesor de:

a=§+5 (2-49)

En la region moévil se consideraron los siguientes fenémenos y suposiciones:

1. Dispersion longitudinal en flujo radial.

2. En la direccion z no se considera la dispersion longitudinal porque se supone que
el ancho de la fractura es muy pequefio, por coﬁsecuencia no existe gradiente de
concentracion en esta direccién. |

3. Se considera la Conveccion. Con base en la suposiéic'm presentada en el pulnto I,
la velocidad en la direccion “z” es uniforme su variacion en la direccién radial.

4. Se considera el decaimiento radiactivo.

5. Fluido incompresible. :
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Para la region estancada se consideraron los siguientes procesos:

1. Difusién. Este efecto solamente se considera en la direccion z, dado que el

componente longitudinal se supone despreciable.

2. Adsorcion.
3. Decaimiento radiactivo.

4. No hay conveccion en la zona estancada.

El modelo para flujo radial en la regién movil:

Lazcﬂ)(ro=[o)__l"xm(rD’ID)

Tp &‘DZ Tp oy
Condicion inicial: Cp(rp,0)=0
Condiciones de frontera: Cm(rm,tb) =1

lim C o (rp,15)=0

rD—bQ

D,, & p(zp:tp) _ X iy (rpsty)

—-?LDCID(rD,tD)+

Zpo & aAp

To<tp <o , 1,>0 (2-50)

(2-51)

El Gltimo término del lado izquierdo considera representa la transferencia de masa

por difusion de la region moévil a la region estancada en la zona de contacto.

El modelo de flujo lineal en la region estancada:

é‘ZCmD(zD,ID) X, p(zp,15) ,
2

D, R, &, = ApCp(Zpstp) = a, ) Zpo <Zp <Zpg £ >0 (2-52)
Condicién inicial: Con (zD ,0) = 0

Condicion de frontera interna (interfase):

Condicion de frontera externa:

Donde:

CmD(zDO’rD):- CJD("D’{D)

me(ZDH,tD) =0 (2_53)
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r a .t Z C (I’,I) Cm(z!t)

rp = &_a tp, = afz > ZD:E; CjD(rD’tD)= fco ’ CmD(zD,tD)= C. 5
/2 - 2
ZDE=(H+hf) ;  mes. @A a0 D
a (4 a, r af
g ¢
= ; ‘Rm = “
T 4xln, 12-6] o+ pkll-9,]
La solucién general en el espacio de Laplace es:
r i
| rpx(s)+1/4
1 rn—rpo Ai (Z(S))2/3
Cmw(rp.s)=—e 7 (2-54)
§ | rpox(s)+1/4
Al 2/3
(x(s))
donde
D, {A,+s A, +s ; |
=s+A,+ 22 |2 tanh| 2 b : -

X(S) A) D Zos \! RmDmD an ( [ZDE ZDO]\ RmDmDJ (2 55)

2.3.2. Modelo de Ramirez y Samaniego (1992).

El yacimiento naturalmente fracturado se representd por medio de un sistema
compuesto por dos regiones: una region movil donde los procesos de dispersidn,
conveccién y decaimiento estdn presentes y una region estancada donde solo se
consideran los fenéomenos de difusion y adsorcién y- se utilizaron bloques de matriz

en forma de cubo.

Modelo Matemdtico
Bloques de matriz cuyo volumen es H®, los cuales son repetitivos. Las fracturas
envuelven al bloque de matriz en sus 6 caras con un ancho de fractura: hy El

volumen de control es una piramide con base cuadrada y el origen del eje de
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referencia z es el centro del bloque de matriz.

El espesor de pelicula muy delgada &, que limita la region movil en direccién “z”
representa la resistencia que controla la transferencia de masa entre las regiones
mévil y la estancada. La pelicula estd incluida en la region estancada, la region movil

esta limitada en ambos extremos por bloques de matriz.

Modelo de flujo radial para la region movil:

_l_achu(’b”o)ﬂ_l_djf(r-f) D,.p ¢_m6'CmD(zDO,tD)=aij(?‘D,ID)

~ApChp(rptp)+

5 & p? rp Ay [dp /6] ¢, &y ap
(2-56)
"Condicién inicial: Cp(rp.0)=0
Condicion de frontera interna: ColTportp) =1
Condicidn de frontera externa: lim Cpy(rp.tp) =0, (2-37)

rp—>w

Modelo de flujo para la region estancada:

2
RD,, J CmD(ZZD-’D) + _g_RDMD Xpnpl(Zpitp) 2,Co(zptp) = X,pl(zp.tp)
D Zp D 25
Condicion inicial: Cp(2p,0)=0

oy (O.1) _
&D

Condicion de frontera interna: 0

Condicion de frontera externa (interfase): Cop(Zportp) = Cpp(rp.tp) (2-59)

Las variables adimensionales utilizadas en este modelo son las siguientes:

C,(r,t)
C b

@

. gl _apt z,
C 2zHpsa? AP Cplrostn)=

Fp = : Ip

r
(74
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C, (z,t D, ‘A . d/2+6 E
Coplzpstp)= ,,,éz ); D,p=—"3 ;[’D=a ’ rDOZr_; Zpo = s ;0 Ep=—;
. ar a, a a a
Vrza—f; = q ; E:iﬂ-DDm; Rmz ¢m_
27H¢ dy, 4, b+ Pk, (1-¢,]
La solucion en el espacio de Laplace es:
| Ve 1ram
' 1
’D‘Z’DO (rDO __—j —E['Jﬁ(&‘)(ra“‘ﬂ(“) :|
ol )_ e 46(s) e
fD(rD7S - N4 2 I 372 (2_60)
§ 1 ‘E{W(’m‘?—] ]
Fp — ——— B(s)
45(s) L € i
donde:
6 ¢, 1 |
B(s)=s+A,+e6=—22D | B(s)coth{B(s)z,, )~ — (2-61)
E, ¢f Z po

Se empled el algoritmo de Crump (1976) como invertidor numérico para obtener la

solucién en tiempo real.
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CAPITULO 3

MODELOS PROPUESTOS Y SOLUCIONES PARA
INYECCION CONTINUA, FINITA Y PICO

En este capitulo se presentan cuatro modelos propuestos que rigen el comportamiento
dinamico del flujo radial de trazadores en diferentes tipos de yacimientos, dos
modelos son para yacimientos homogéneos, uno considerando el volumen poroso
inaccesible y en el otro no. Se proponen dos modelos para flujo radial en yacimientos
naturalmente fracturados, uno con geometria de matriz estratificada y otro con
geometria de matriz cubica considerando en ambos el volumen poroso inaccesible.

La metodologia empleada para obtener los modelos propuestos consistio en:

a) realizar un balance de materia en base a un volumen de control en los que se
adicionan fenéomenos fisicos significativos y cuantificables para obtener el modelo
matematico.

b) definir las variables adimensionales de manera que permitan eliminar problemas
de dispersion numeérica y facilitar la interpretacion de pruebas de trazadores.

¢) obtener la solucion al modelo propuesto en el espacio de Laplace.

d) aproximar las soluciones a tiempos adimensionales cortos y largos para invertir
analiticamente a tiempo real las soluciones aproximadas.

e) derivar con respecto al tiempo la solucion analitica aproximada, formar grupos de
variables adimensionales y utilizarlos en la comparacion entre la solucion
aproximada y los resultados de la inversion numérica, asi como en la construccion

de la curva tipo.
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f) invertir numéricamente la solucién completa para el modelo planteado, con el
algoritmo de Crump, acoplado con el algoritmo de aceleracion de convergencia
Epsilon, lo que permiti6 acelerar la convergencia hacia la solucién.

g) validar la solucion haciendo converger los modelos generales a casos particulares,
reproduciendo los valores publicados.

h) desarrollar técnicas de interpretacion de los datos de campo.

i) aplicar la técnica desarrollada a yacimientos homogéneos y naturalmente
fracturados.

Todos los modelos para trazadores radiactivos presentados en este trabajo tienen

como caso particular el flujo de trazadores quimicos.

3.1. MODELO PROPUESTO PARA FLUJO RADIAL DE TRAZADORES EN
YACIMIENTOS HOMOGENEOS. |

Se propone un modelo para flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos
homogéneos que considera la conveccion, el decaimiento radiactivo y la dispersion
dependiente de la velocidad radial, expresandolo posteriormente en términos de
variables adimensionales, para lo cual se definieron nuevas variables adimensionales
que permiten disminuir en gran medida la dispersion numérica y facilitan la
interpretacion de los perfiles de concentracion medidos en la prueba. Un caso
particular de este modelo propuesto que no considera el decaimiento, es el propuesto
originalmente por Moench y Ogata (1981) cuya inversion fue realizada utilizando el

algoritmo de Stehfest. El modelo adimensional propuesto es (ver Apéndice A):

aD52CD(rD”D)——LaCD(rD’ID)-R.DCD(P‘D l‘o):a' ———-——xD(rD’tD) (3'1)
» orp’ D rp ° dp
Condicion inicial: CD(’D’O)ZO

Condicion de frontera interna: CD(UD) =1
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.. lim CD(rD’tD)=0
Condicion de frontera externa: Cads (3-2)

donde los parametros adimensionales se definen en la forma siguiente:

r o r, A
—_— - — . —_ w .
Fp ; &p ; Ap = ;
| Fy a
C(r,t
R D,t av,! a pat Co("u:fo)—_‘(—"l
D - ' 2 2 C,

La solucién en el espacio de Laplace para este problema es (ver Apéndice A):

E ( ) ezao ﬁ(S)
p\Frp,.85)=
' s ﬂ(s)+l/(4o:D2)
AI ﬁ(s)ZH
L - - (3-3)

donde:
ﬁ(s)=-ﬂ-“—D+s (3-4)

ap

No fue posible invertir directamente esta ecuacion al tiempo real utilizando un
proceso analitico, dado lo complejo de su forma, por lo cual, se realiz6 la inversion
numérica con el algoritmo de Crump acoplado con el algoritmo Epsilon, que permite
acelerar el proceso de convergencia y fue necesario hacer aproximaciones a tiempos
cortos y largos que permiten simplificarla para obtener casos limites cuya inversion

analitica fuera posible.

Solucién analitica aproximada a tiempos adimensionales cortos
La solucién analitica aproximada del modelo propuesto de flujo radial de trazador

radiactivo en yacimientos homogéneos:
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— 3/2 !_ 3/2 _ .
CD(rD=t!))= F(rD)[erfc(’\l‘aD [I‘D - 1]_ 3ID‘~J /11) JJ" U(rD)erfc(\'/a[rD 1]+ 3ID \jﬂ-[) ]] (3_5)

3Jant, 3Japty

donde:

fp- 2rp¥2 -1
Flp)= e e o)
=2 U(r)=e T

Solucioén analitica aproximada a tiempos adimensionales largos

La solucién del flujo radial de trazador radiactivo en un yacimiento homogéneo:

o |3 _1l=3 ,ﬁ; Tl —1l+ 3 ’E;
CD(rD,rD)=f(ro)[erf{\‘“9[r” 3@]10 L J+J(rﬂ)erfc[““ﬂ[’” 3\,?’]; . H (3-6)
donde:

JEr S f 52 [
flry)=——= e J(rD)=e 3 Neo

Si 4,=0 la solucién para flujo radial de un trazador quimico en yacimientos
homogéneos es:

rp—i

Colento) = = e’ﬂ([ro:—z_ﬂJ (3-7)
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3.2. MODELO PROPUESTO PARA FLUJO RADIAL DE TRAZADORES EN
YACIMIENTOS HOMOGENEOS CON VOLUMEN  POROSO
INACCESIBLE.

Se propone este modelo que es similar al anterior, pero considerando el efecto del
volumen poroso inaccesible en el término acumulativo, ya que es importante en el
proceso de desplazamiento de fluidos, como lo demostré Dawson y Lanz (1972) ya
que consiste en causar un aceleramiento en el avance del trazador en el yacimiento al
existir menos volumen poroso disponible. El volumen poroso inaccesible es
determinante en el tiempo de irrupcion, asi como también en la concentracion
méxima obtenida en el pozo productor. Para considerarlo fue necesario modelar en
forma pseudoestacionaria el cambio de concentracion debido al volumen poroso
inaccesible.

El modelo adimensional para flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos

homogéneos es el siguiente (ver Apéndice B):

a,, 8°C \r,»t léC' ol Vsl AC \r,,t
hat?) u(.;) 1)) (D D) ’bs [1 ¢1)]au (D )+¢Dao u(u L) (3-8)
o &, ™ D ap D
Condicion inicial: C,(rp.0)=0
Condiciones de frontera:  C,(1.1,) = 1
lim CD(rD,ID)= 0 (3-9)
Para considerar el volumen poroso inaccesible al trazador:
A\t
ap %M) = MI)[CD("D’ID)—C.tD(rl)”D)] (3'10)

1y

Condicion inicial: C,(rp.0)=0 (3-11)
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La solucién en el espacio de Laplace es (Ver Apéndice B):

'Ai(rnﬁ(s)ﬂiiaﬁ }‘
2ap
To(ry,s)= & (B (s)) : (-12)
s Ai(ﬂ(s)+1/4a_g ]
I (ﬂ(s))“} ]
donde:
ﬁ(s):fﬁiwoﬁf‘_’fﬁ]-_%k (3-13)
o, a s+ M,

No fue posible invertir directamente esta ecuacion a tiempo real utilizando un
proceso analitico, dado lo complejo de su forma, por lo cual, se realizd la inversion
numérica con el algoritmo de Crump acoplado con el algoritmo Epsilon, que permite
acelerar el proceso de convergencia y fue necesario hacer aproximaciones a tiempos
cortos y largos que permiten simplificarla para obtener casos limites cuya inversion

analitica fuera posible.

La solucién analitica aproximada a tiempos adimensionales cortos:

Glrrto) ZQ’D{E rJEN'ED b _1]% ﬂm}, ]E(err’%\ED[fbm —1]¢D +3p/ Ay + M- ¢ TJ

3yt 3\detp
(3-14)
donde:
e;na_f,l - 2lry-1] [Zo M5 1195 ] 4[’0”1"] Ap+Mp-¢5]
_ 3 ap . _ 3 ap
Q(rb)_Z“\/;;e ; P(ro)_e

La solucién analitica aproximada a tiempos adimensionales largos:

cD(rD,rD);%{er{@[w -1]%—%«%+%M»ll-%1}.;<m>er}(\@[r;ﬁ ~11ﬂ)+aDJzu+aDMDh—¢DIH

3\‘%}3 KNT ¥o & 7
(3-15)
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donde:
ot gy ] [ipragh, ld) R e
€ ) A 3 Y 174
s(rD)z — P " ; R("D)=e ‘ )

2 5\; rD

3.3, MODELO PROPUESTO DE DOBLE POROSIDAD PARA FLUJO
RADIAL DE TRAZADORES EN YACIMIENTOS NATURALMENTE
FRACTURADOS (CON VOLUMEN POROSO INACCESIBLE Y
GEOMETRIA DE MATRIZ ESTRATIFICADA).

Con objeto de permitir un andlisis del problema de flujo de trazadores a traves de
yacimientos naturalmente fracturados, es necesario reemplazar el sistema real,
sumamente irregular y complejo compuesto de matriz y fracturas, por unidades
regulares de estratos de matriz combinados con fracturas horizontales, en los que los
bloques de matriz téngan el mismo tamafio y forma (Fig. 3-1).

Se propone un modelo de doble porosidad con flujo interporoso transitorio para la
interpretacion de la respuesta observada en los pozos productores, cuando se inyecta
trazador radiactivo en un yacimiento naturalmente fracturado. El modelo consiste de
fracturas donde los mecanismos de dispersion, conveccion y decaimiento radiactivo
estan presentes y de bloques de matriz donde se consideran los mecanismos de
difusion, decaimiento radiactivo y el volumen poroso inaccesible; en el
planteamiento se introdujo un pardmetro nuevo que representa el gradiente de flujo
masico que rige la transferencia fractura-matriz, la cual es dependiente del tiempo.

Se inyecta trazador radiactivo a concentracién constante en una formacion
naturalmente fracturada, la cual consiste de un conjunto de bloques porosos de baja
permeabilidad, separados por fracturas horizontales altamente permeables. Este
modelo de doble porosidad se desarrolla basandose en las suposiciones siguientes
(ver la Figura 3-2):

1. La matriz y la fractura son sistemas homogéneos y compresibles.
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8.
9.

El flujo ocurre del pozo a la fractura y de ésta a la matriz.

. Entre el bloque de matriz y la fractura no existe una superficie de resistencia al

flyjo.
La fractura se extiende horizontalmente sin limite (medio infinito en esa

direccion).

. El caudal de inyeccién de trazador es constante y se distribuye uniformemente a lo

largo de la totalidad del intervalo.
La apertura de la fractura es pequefia comparada con el tamafio del bloque, de aqui

que la relacion hyH es una fraccién pequefia.

" El coeficiente de dispersion en la matriz es constante y en las fracturas es

proporcional a la velocidad radial (D, = av,).

El flujo en la fractura y en la matriz obedece la ley de Darcy.

La permeabilidad de la fractura es mucho mayor que la de la matrii.

10. A lo largo de la fractura el gradiente vertical de concentracion es uniforme.

El modelo matematico propuesto en este trabajo para describir el flujo de trazador en

el sistema de fracturas toma en cuenta la transferencia de masa de la fractura hacia la

matriz, el cambio de concentracioén por volumen poroso inaccesible, de acuerdo con

el modelo previamente presentado por Dawson y Lanz, y el decaimiento radiactivo

del trazador en la fractura, puede expresarse como:

r or

li(n{), o“Cf(r,t)]_vr é‘C;Er,t)

w *(hf,t)z 5Cf(r,t)

J
—AC . (r,1)-
f(r t) e V74

~ (3-16)

donde:

*= transferencia de masa por cada unidad de volumen de roca, M/L’T.

o = factor de forma de bloques de matriz a través del cual se efectiia la transferencia

de masa, 1/L7.
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La velocidad macroscopica esta dada por:

a
_ f -
v, p (3-17)
donde:
a, = g,
. 2rmh,¢

La dispersién hidrodinamica es:

D, =av, + D, (3-18)
Si 1a difusion molecular en las fracturas es pequefia comparada con el término de

conveccion debido a la alta velocidad

a a
D, = av, = L
,
Arreglando:
rD, = av, (3-19)

Substituyendo las ecs. 3-19 y 3-17 en 3-16:

aa, 3°C,(r,1) a, &, (1) Qty_JW*OUJ)_ﬁCAnﬂ
r or’ ¥ or A ¢fo' - ot

(3-20)

La difusién del trazador dentro de la matriz se trata de acuerdo con la ley de Fick en
la que la densidad de flujo mésico esta dada por:
Jm(z’t):'—DmM ‘

oz (3-21)

Fn la cara de la matriz:
éCm (hf ,I)

J (n,.t)=-D,
(8 .1) > 62)
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Dividiendo la ecuacion anterior entre una unidad de volumen de fluido en la fractura:
J.,0) -, ac,(n,.1)
v, A b, &z (3-23)

J, *(hf,z)=

El flujo masico en la interfase matriz-fractura:

Ju (1) = 1, (1) | (3-24)

El flujo mésico en la interfase matriz-fractura por unidad de volumen de fluido en la

fractura:

N "Dm aCm(‘hf’t)
Ak, &

Ty * 0y 01) (3-25)

Substituyendo 3-25 en 3-20 se obtiene la ecuacion de flujo radial en las fracturas que

considera la transferencia matriz-fractura:

D, GCm(hf,t) dff(r,t)

R A Sk e it h Sty To f3) PR - 5
r a* roa f(r ) b Ao & 2 (3-26)
Condicidn inicial: C,(r.0)=0
Condicion de frontera interna: Cf(’%’) =G,
li C . =0
Condicion de frontera externa: ! (1) | (3.27)

El flujo lineal transitorio en la matriz considerando el volumen poroso inaccesible:

M_ _ — O‘C‘srn(z’t) C”t‘m(zﬁt)
D, =25 = AC, (2.0) = 1= #7257 4 40 5 (3-28)

Condicion inicial: C, (2,0)=0
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Condicion de frontera interna:  C,(hy.t) = C,{r.1)

6C,,,(H+hf,r) _

Condicién de frontera externa: p
Z

(3-29)

La condicién para considerar el ritmo de cambio de concentracion que se transfiere al

volumen poroso inaccesible en la matriz:

(z I) M,
sm C , )
a - MD][ Col2,1) = Conp(2,1)] (3-30)
La condicion inicial: € (z,0)=0 | (3-3 1)

-El modelo propuesto para flujo radial en las fracturas es:

an aZCﬂJ("D’lD) 1 éCjD(rD’tD) -ic (r p )_ 1 d:mu(znpto)_ éCfD(rD,ID) (3_32)
3 o~ m\Vpsin = :

Ty a, Fp Z Op 2 a,

Condiciodn inicial: Com (r,,0)=0

Condicién de frontera interna Cﬂ,(l,to) =1

Condicion de frontera externa:  /im Cﬂ,(rD,rD) 0 (3-33)

p—=w

Flujo lineal transitorio en la matriz:

52 , b x k]
D, mD(zD ) ) CMD(ZD, ):[1 MD]aD st(ZD )+¢mDaD mD( Zp D)(3 34)

&, ap ap

Condicion tnicial: C.(z,,0)=0

Condicion de frontera interna:  C,,, (z,)f o ) =C,p(rpsty)

"y Ao\ Z oot
Condicion de frontera externa: oplzootn) =0 (3-35)

Zp
El eje de referencia pasa por el eje de fractura.

La condicién para considerar el volumen poroso inaccesible en la matriz:

o ac,wpafzn,t,,L M [Co Gosty)=Cup (z5014)] (3-36)
» _



CAP. 3. Modelos Propuestos y Soluciones para Inyeccién Continua, Finita y Pico. - 54

La condicién inicial para considerar el volumen poroso inaccesible:

Comp(2p:0) =0 (3-37)
donde las definiciones de las variables adimensionales se listan a continuacion:
¥ z a p D, av,it aa,l at
r = — , 2 = ——, [24 = ——, = bt = - = a - ,
P ry o ry o Fy o ar'w2 ry rw3 b ”wl
ry 1A $,0a,4.h, h, H+h, D,
Ap = » Op = sy Zpp = T % Zpy T T D.p = ;
a, ‘ ry D P P a,
C (r,t) C, (r,1) C_(
IASELES AN w(Z,1)
Cﬂ_’)(rDstD)= Co 3 Csfu(rpafo)= Co » CmD(zo,ID):T;
' C, (z,1) r:M ¢
C.tmD(ZD !tD) = = = M t;zjl'mD = -
CO f [1 mD ] ¢T

Para establecer la ecuacidon siguiente que gobierna el flujo en las fracturas y la
interaccion del trazador en el sistema matriz-fractura, se acoplaron las ecuaciones
correspondientes a la fractura y la matriz en el espacio de Laplace, la solucion para el

problema considerado es (ver Apéndice C):

'[rbﬁ(s) 17 (4aD2)j |
Adi ( S))zu
A ] (3-38)

B(s)+1/(4a,”)
(ﬁ(s))m

donde la funcion de transferencia fractura-matriz en el espacio de Laplace es:

Fﬂ) (ru ,S) = :8—
o

N tanh( — tanh( -/
Bis) = Jjm(s) n (\ml(s)zDH) anh( ‘!m(s)sz) +/1—D+S (3-39)
apo, | 1-tanh(\/m(s)z, ) tanh(m(s)zp, ) | @p
1 1-¢9, mp S '
m(s) = D |i[M ’:; ;)a]JijDS +¢,,ApS5+ /?.Dil (3-40)

No fue posible invertir directamente esta ecuacion al tiempo real utilizando un
proceso analitico, dado lo complejo de su forma, por lo cual, se realizo la inversion
numérica con el algoritmo de Crump acoplado con el algoritmo Epsilon, que permite

acelerar el proceso de convergencia y fue necesario hacer aproximaciones a tiempos
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cortos y largos que permiten simplificarla para obtener casos limites cuya inversion
analitica fuera posible.

La solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales cortos:

Cplrpstp) = Flrp) er:{\‘% o 1] 307 A J+U(rp)€rff{\/%[ro 1]+ ‘o ) (3-41)

D 3\/0‘1)’0
donde:
rp-1
2[!03"24] 4[rp 372 _
2ap - A—-2 3,
¢ Wap 0 3Ja_ Vi
rnl= e Ulr,)=e D
)= 5 (r,)

La solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales largos:

—[ 32 Zpy ~Zor
N@p Pp 1] 3t,. 1+ A,
"NA 1- -
CfD(rD’ID)zM(rD) erfe l ( D+a[)[ ¢mD]-MMD) ZDHZDIJ +
3\/aDtD
; " A
oy |r2 ~ 1]+ 31, |— 2oy = 2oy T+ A
+L(r )erfc TR ] D-\\,/ UDI.DmD /(’ID+ao[1_¢mD]MmD)‘zDHZDfJ ?
b N (3-42)
donde i
fp_"'l 2[r '-l]
M( ) 8209 - 311"“0 l DH T Euf ]’C’uleD"?-n SpH Tpr }“T-D
Fo )= ——=—¢€
’ 2\f!ro

41rp% "% -1
( ) r‘DTz—J\/lZDH - Zpr J"f"pl_DmD FAdpy—Zpn 2y J"'io
L{r = e VTR
D

Se compard la solucion analitica a tiempos cortos y largos con la solucion obtenida

por inversion numérica proporcionando resultados satisfactorios.
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3.4.. MODELO PROPUESTO DE DOBLE POROSIDAD PARA FLUJO
RADIAL DE TRAZADORES EN YACIMIENTOS NATURALMENTE
FRACTURADOS (CON VOLUMEN POROSO INACCESIBLE Y
GEOMETRIA DE MATRIZ CUBICA).

Con objeto de permitir un analisis matematico del problema de flujo de trazadores a
través de yacimientos naturalmente fracturados, es necesario reemplazar el sistema
real, sumamente irregular y complejo compuesto de matriz y fracturas, por unidades
regulares de bloques clibicos de matriz combinados con fracturas rodeandolos, en los

que los bloques de matriz tengan el mismo tamafio y forma (Fig. 3-3).

El modelo de flujo radial en las fracturas:

a, 52C_/D("D”u) __L i (rps1p)

Dop ¢_m£mD(ZDH’tD)=a & gy (15 1p)
Ty &Dz Fo @y

la,16]0, &, Toa,

—ﬂuCﬂJ(’bsto)"‘

1<h, <00, 1,50 (3_43)
Condicién inicial: Cp(rp.0)=0
Condicidén de frontera interna: Cplty) =1

lim Cpfrp,tp)=0
Condicion de frontera externa: > e : (3-44)

El modelo de flujo lineal transitorio en la matriz con volumen poroso inaccesible:

s l: : (Zf) écm;(:nurh)]:l = ApCop (zo J1p)=ap [1 - ¢mD] Ko (Zu , ID) + APy Znlzinty) |

z;") ékp o a, a, s
O > (345)
Condicién inicial: Cop(2,0) = 0
Knp0itp) _
Condicién de frontera interna: g

Condicion de frontera externa (interfase): C,p(zptp) = Cplrpaty) - (3-46)
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Ritmo de concentracion que se transfiere al volumen poroso inaccesible en la matriz:

xst (rD ’ID)
a'{D

L2 :MmD[CmD(ZD"D)"CmD(ZD”D)] (3-47)

Condicién inicial; =~ Comp (0 =0 (3-48)

La solucion esta dada por (ver Apéndice D):

Ai{roﬂ(s)+1/4af)J

rp =1

273
C—_ID (I’D,S)= :lg_eZap ﬂ((sle)isl))/4a2 (3‘49)
Ai D
( (B(sH)y"” J
donde:
6¢mDmD\im(S) —_— ‘ 1 j’D

= L 9 / - o

ﬁ(s) aDlZDH+szJ¢f I:COth([ZDHjLZDfLm(S)) [ZDH'*'ZDf.l\/m(S)j' * @p e (3‘50)
1 [1=¢em IM 5 s

— sm m. l

m(s) Dop I: Mo [ap+s + D+¢maos:|

Con objeto de invertir numéricamente la solucion completa para el modelo planteado
se utilizo el algoritmo de Crump, acoplado con el algoritmo de aceleracion de
convergencia Epsilon.

No fue posible invertir directamente esta ecuacion al tiempo real utilizando un
proceso analitico, dado lo complejo de su forma, por lo cual, se realizé la inversién
numeérica con el algoritmo de Crump acoplado con el algoritmo Epsilon, que permite
acelerar el proceso de convergencia y fue necesario hacer aproximaciones a tiempos
cortos y largos que permiten simplificarla para obtener casos limites cuya inversién

analitica fuera posible.
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La solucién analitica aproximada a tiempos adimensionales cortos:

— 32 a —[ an —
g —1]-3rp44 : ~1[+31,/4
CfD(rD,rD): F(,—D) eljfc fao[ro ] D\/ D +U(rD)erfc ~@p | , ] b~ Ap
3apty 3.iapty

(3-51)

 La solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales largos para el flujo
radial de trazador radiactivo en un yacimiento naturalmente fracturado en que las

fracturas y la matriz actuan como “un solo sistema” es:

Zpw

- 2oy + A
Op ',DmD /(’1[) +ap, [] ~ By lef))_ ZpH szJ Y +
3\/“9’0

\j?&;’[r;” - 1]— 3,

i

Cplrpity)= M(ry) erfe !

[ZDH "zof] 4 A,

D‘DmD/A‘D+ D1_¢mD mD )T “DHCD)
+ L{r, Jerfe Lol ;/(Tta[ Pao)= 27 | (3-52)

donde:
p -1 32 .
2 -1] — 1
e2an - —%—D—]\“’DH“ZW Voo lPw /2p-7pn znr.l""‘lu
M ()= £ |
No
P ERE Y - N .
AR 4 -\/l:DH iy Voo Dm TAn-2om 7oy Fip
L(r )-— 3@
p )=

En el caso de que la porosidad adimensional en la matriz es igual a uno, 4,,=1,y la

constante de transferencia sea cero, la solucion es la misma que la del modelo para

yacimientos homogéneos.
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3.5. COMPORTAMIENTO DE LA CONCENTRACION CON RESPECTO AL
TIEMPO EN LOS MODELQOS PROPUESTOS DE DOBLE POROSIDAD.

Los valores obtenidos de la inversion numérica sirvieron para determinar el
comportamiento de la concentracion con respecto al tiempo de los modelos de doble
porosidad con flujo interporoso transitorio. Una gréfica semilogaritmica muestra tres
periodos de flujo, el primer y tercer régimen corresponde a tiempos cortos y largos, el
segundo régimen a la existencia de un tiempo de flujo intermedio (Fig. 3-4), pueden
ser explicados como sigue:

En el primer régimen de flujo, el fluido es inyectado a las fracturas inicialmente,
produciendo una diferencia grande de concentracion entre las fracturas y la matriz, el
~ comportamiento de la concentracion es lineal con respecto al tiempo y similar al
comportamiento de un yacimiento homogéneo, se le domina comportamiento a
tiempos cortos. |

En el segundo régimen de flujo, el fluido fluye de las fracturas a la matriz, este es el
periodo de transicién, el flujo interporoso se presenta como un decremento en el
ritmo de concentracidn en las fracturas y un aumento en el ritmo de concentracion en
la matriz.

En el tercer régimen de flujo, debido a que el periodo de estabilizacion de
concentracion no continua, el ritmo de incremento de concentracion es el mismo en
las fracturas y en la matriz y el yacimiento actia como un solo sistema se le denomina

comportamiento a tiempos largos.

3.6. PRUEBA DE INYECCION DE UN VOLUMEN FINITO (BACHE).
La solucién al problema de la inyeccién de un volumen finito de trazador (bache), se
obtiene aplicando el principio de superposicién en tiempo a la solucion para el caso

de inyeccién continua de trazador, tal como fue propuesto por Craig 1971.
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La concentracion para este tipo de inyeccion estd dada por la ecuacion siguiente:

Cp(pstp)ache = Colrpstp)—Cplrp,tp —Aly) (3-51)
Cpy(ry.tp, —Afp)=0 si t, AL, (3-52)
donde:

At,, =tiempo adimensional de inyeccién del bache.

3.7. PRUEBA DE INYECCION DE UN VOLUMEN DADO EN FORMA
INSTANTANEA (INYECCION PICO).

Una prueba de la inyeccién instantdnea de un volumen especifico de fluido, o
inyeccion pico: corresponde a la solucion a la ecuacion que representa la inyeccion
de trazador durante un intervalo de tiempo muy pequefio, se determina por
aproximarse mas a lo que ocurre en un caso real. Walkup y Horne (1985)
establecieron que la ecuacién que representa una prueba de inyeccion ti'po pico és:

L[CSCD("D’[D)

Substituyendo la condicién inicial:

Hp(rp,tp
LI: g t )}=S L[CD(rD7tD)] (3-54)

Aplicando la transformada inversa se observa que la derivada con respecto al tiempo
en espacio real puede obtenerse invirtiendo el resultado de multiplicar el pardmetro
de Laplace (s), por la solucién en el espacio de Laplace obtenida para las condiciones

de frontera impuestas:
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ACp(rpstp)
ap

= L'[sCp(rp,5)] (3-55)
A la derivada con respecto al tiempo se le conoce como concentracion pico:

AC,(rpstp)
CD(rpstD)pfco = DaD : (3"56) .
D

Igualando las dos ecuaciones anteriores:

Colrpstp) pico = L"[SEE(rD,S)] (3-57)

Los valores obtenidos de la inversién numérica se utilizaron para obtener la solucion
pico y observar el comportamiento de la derivada en los modelos propuestos de doble
porosidad.

El comportamiento de la derivada de la concentracion con respecto al tiempo en una
grafica Log-Log.

Durante el primer régimen de flujo la derivada tiene un valor constante hasta iniciar
el periodo de transicion. El periodo de transicion inicia cuando el valor de la derivada
se reduce hasta la mitad del valor inicial y luego se incrementa suavemente hasta
alcanzar el valor constante que es cuando inicia el tercer régimen de flujo y se

mantiene hasta alcanzar alguna frontera (ver Fig. 3-5).
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CAPITULO 4

VALIDACION DE LOS MODELO PROPUESTOS

La validez de los modelos depende de la exactitud con la que describen los
principales procesos que afectan el flujo del trazador a través del yacimiento y su
capacidad para reproducir la respuesta de los cambios en su concentracién medida en
el pozo productor. En este capitulo se presenta la validacién de los modelos
propuestos en este trabajo, la cual consistié en reproducir los valores generados de
modelos o de mediciones de campo publicados por otros investigadores.

El proceso de wvalidaciéon de los modelos generalmente consiste en reproducir
respuestas conocidas de un proceso determinado, cuyos datos | provienen de
cualquiera de las fuentes siguientes:

a) pruebas de campo,

b) datos experimentales de laboratorio,

c) datos historicos,

d) modelos reportados en la literatura,

e) datos sintéticos.

Debido a que varios modelos publicados previamente en la literatura corresponden a
casos particulares de los modelos propuestos en este trabajo, se validé la consistencia
de los modelos propuestos en este trabajo con los mismos datos empleados en cada
articulo publicado correspondiente. En la Tabla 5 se muestran los articulos utilizados
para validar cada tipo de modelo propuesto. |

El modelo de flujo radial para yacimientos homogéneos fue validado utilizando un

decaimiento radiactivo igual a cero, con los mismos datos de entrada de Hsieh y de
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Moench y Ogata y las respuestas coincidieron como se muestra en la tabla 6.

Los modelos de doble porosidad para yacimientos naturalmente fracturados
considerando volumen poroso inaccesible convergieron al modelo para yacimientos
homogéneos a tiempos adimensionales cortos y largos con las correspondientes

adecuaciones como se muestra en la tabla 6.

Tabla 5 Articulos utilizados para validar los modelos propuestos.

Radial | Moench y Ogata (1981), Chen, (1986), '

Hsieh, (1986), Skilbrei, Hallenbeck y Sylte (1990),
Anderson, Laurie, Loder y |RamirezS.y asoc., (1992)
Kennedy’ (1992). |

4.1 EVALUACION DEL INVERTIDOR NUMERICO.

Como se comento previamente, para analizar los comportamientos de los modelos
propuestos se requirid utilizar un invertidor numérico, por ello, debe evaluarse al
grado de exactitud con el que se invierten las soluciones a tiempo real. Para este
proposito se realizd lo siguiente: el modelo de flujo radial para yacimientos
homogéneos de trazadores que no considera el decaimento radiactivo, previamente
publicado por Moench y Ogata, se transformé a la forma adimensional utilizando las
variables adimensionales propuestas en este trabajo y se obtuvo una solucién en. el
espacio de Laplace. Posteriormente se obtuvo su solucion analitica aproximada a
tiempos adimensionales cortos; se programé esta solucién y se compard con los
resultados de la inversién numeérica con los algoritmos de Stehfest y de Crump.

La inversion numerica con el algoritmo de Stehfest present6 una buena aproximacion

y conforme el tiempo adimensional aumenta, se tiene una diferencia mayor en los
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resultados con respecto a la solucion analitica y adicionalmente se presentan algunos
problemas de dispersién numérica.

Con el algoritmo de Stehfest (1970) como invertidor numeérico se encontro una
importante dispersién numérica para valores de tiempos y radios adimensionales
grandes y dependencia del parametro N, mientras que el algoritmo de Crump mostré
bastante eficiencia en su uso y se ajustd muy bien a la solucion analitica como puede
observarse en la Fig. 4.1.

- El modelo de Dispersion-Conveccion de Coats y Smith*® tiene solucién analitica
exacta, por lo que Correa y asoc. (1987)* programaron la solucién analitica y
compararon los resultados con la inversiéon numérica utilizando el algoritmo de
Crump de la solucién obtenida en el espacio de Laplace, la comparaciéon mostro
excelentes resultados por lo que concluyeron que el algoritmo de Crump presenta
mejores resultados que el de Stehfest.

Ramirez y asoc. también concluyeron que el algoritmo de Crump présenta mejores
resultados que el de Stehfest y lo aplicaron para invertir sus modelos tanto en flujo
radial como lineal, lo que es apoyado en sus articulos publicados (Ramirez y asoc,
1991 y Ramirez y asoc, 1992).

Debido a lo mencionado anteriormente se optd por invertir todos los modelos
propuestos en esta tesis con el algoritmo de Crump. Para el tipo de problemas de
Dispersion-Conveccién-Decaimiento, las series originales presentadas por Crump
requieren de un calculo de cerca de 2000 términos para converger. Con el proceso de
aceleracién conocido como algoritmo Epsilon, la convergencia se obtuvo
aproximadamente después de cerca de 40 términos.

Para los modelos discutidos en este trabajo, se calculo la solucion del modelo en 50
intervalos de tiempo, usando doble precision aritmética, lo que permitié un ahorro

substancial en tiempo de computo.
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Las soluciones analiticas existentes de algunos modelos y las numéricas calculadas
en este trabajo son iguales a los primeros ocho digitos. |

La ventaja de utilizar en el problema de dispersion-conveccién-decaimiento la
transformada de Laplace con inversion numérica es que el tiempo de célculo para
realizar un cambio de datos de entrada es menor que por medio de la simulacidn
numerica con un esquema de diferencias finitas ya que un simple cambio de tamafio
de bloque solo se introduce el valor al programa mientras que por simulacion se
tendria que generar una nueva malla o en un software comercial se modificaria el

codigo de datos.

Valores de entrada

Para observar el comportamiento de las soluciones de los modelos propuestos
obtenidas en el capitulo anterior se utilizé la informacién correspondiente a las
propiedades del fluido inyectado y del trazador, propiedades petrofisicas de la capa y
valores reportados para la dispersividad, asi como parametros de operacion, como se
muestra en la Tabla 6.

Tabla 6. Datos usados para generar la respuesta de concentracion.

Distancia, r 1000 m
Espesor de la formacion, h 30m
Tamaiio de fractura 0.025 pies
Tamaiio de bloque 0.05 pies
Porosidad de fractura, ¢f 0.45
Porosidad de matriz, ¢m 0.05
Coeficiente de dispersion, Dr 1.38E-5 m*D
Constante de decaimiento radiactivo, A 1.53E-4 1/D
Dispérsividad, o 50 m
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Gasto de Inyeccidn qi | 10 BPM
Permeabilidad de fractura, ks 500 mD
Permeabilidad de matriz, ky, 0.01 mD

Derivacion de los grupos adimensionales
Aunque generalmente se comparan las soluciones utilizando graficas de:

C,(rpstp) vs t, C,(rp,tp) vs rp

Un camino que debe ser usado para presentar los resultados del problema en términos

de:

%aCD(er’tD) vs (erafz _1)2 CD(er’tD) vs ("Dp”2 _1)21

rD
Ot ’p asi como de tp

Los cuales fueron obtenidos de derivar con respecto al tiempo adimensional la

solucién analitica para flujo radial en yacimientos homogéneos dada por la ecuacion

3

3-1 y multiplicada por tp2 y evaluada en el pozo productor, que es el lugar donde se

medira la respuesta.

4.2. VALIDACION DEL MODELO PROPUESTO PARA FLUJO RADIAL DE
TRAZADORES EN YACIMIENTOS HOMOGENEOS.

Validacion analitica

La solucion obtenida en el espacio de Laplace con

se obtiene la misma solucion que la reportada por Moench y Ogata.

La solucién para el modelo propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en

yacimientos homogéneos obtenida en el capitulo anterior esta dada por:
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32

[’"Dm _1]'31‘9\1'“0'10 +e4;D,,D 2 [I'Dm —1]+3tD,/aDAD

CD(rD’tD)sF(rD erfi erf
3Japt, ept,
donde: 4-1)
=1 2
2, _ 2y 71 -"g
Fr — o 3jap
(r») X

Para comparar esta solucion con valores previamente publicados en la literatura, se
utiliz6 el valor de decaimiento igual a cero en la solucién general, que se reduce a la

solucién para un trazador quimico (Fig. 4-2):

rp-1
32
ew (" -1]

CD(I‘D,ID): %erfc ?'—a;"t"D—

(4-2)
Los valores para trazadores quimicos proporcionados en el articulo de Hsieh se
transformaron a las variables definidas en este trabajo y se graficaron (Fig. 3-3)

“mostrando respuestas similares del modelo de Hsieh y el propuesto.

Validacion numerica

Con la informacion de la tabla 6, se graficé el comportamiento de la solucién
obtenida (Fig. 4-4) por inversion numérica con la solucion analitica aproximada, la
comparacion no mostro dispersion numérica. |

Para invertir numéricamente las soluciones con el algoritmo de Crump, se utilizaron
los datos que se presentan en la Tabla 1, se graficaron los datos generados por la
inversion numérica de la solucién general obtenida en el espacio de Laplace con los
valores de Hsieh generando la Fig. 4-5. La comparacién de estas dos soluciones
mostrd resultados excelentes dado que el articulo de Hsieh proporciond el valor de la

constante de dispersividad.
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Otros articulos pueden también validar el modelo pero no proporcionan la
informacién suficiente para reproducir el comportamiento con el modelo propuesto y

comparar los resultados presentados en los articulos.

4.3. VALIDACION DEL MODELO PROPUESTO PARA FLUJO RADIAL DE
TRAZADORES ENYACIMIENTOS HOMOGENEOS CON VOLUMEN
POROSO INACCESIBLE.

Validacion analitica

La funcidn de transferencia de la solucion al modelo para yacimientos homogéneos
con volumen poroso inaccesible (ec 3-13) es:

Mpli-¢,ks
aps+ M,

Bls)=22 4 g5+
ap

Fue validado utilizando un volumen poroso inaccesible igual a cero, es decir la

porosidad adimensional es igual a uno ¢, =1 y la funcioén de transferencia coincide

con la del modelo propuesto para flujo radial en yacimientos homogéneos, ec.(3-4):

ﬂ(s)zi—z-+s

Validacion numérica

La inversion numérica para el modelo de flujo radial en yacimientos homogeneos con
volumen poroso inaccesible se graficd utilizando el valor de cero para el volumen
poroso inaccesible (4, = 1)y proporciond la misma solucion que-la del modelo que no

considera volumen poroso inaccesible, como puede verse en la Fig. 4-6.
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4.4. VALIDACION DEL MODELO DE DOBLE POROSIDAD PARA FLUJO
DE TRAZADORES EN YACIMIENTOS NATURALMENTE FRACTURADOS
(CON VOLUMEN POROSO INACCESIBLE Y GEOMETRIiA DE MATRIZ
ESTRATIFICADA).
Validacion analitica
La solucion del modelo propuesto para yacimientos naturalmente fracturados con
geometria de matriz estratificada, a tiempos cortos converge a la solucién del modelo
propuesto para flujo radial en yacimientos homogéneos, utilizando los mismos
valores de porosidad, espesor y dispersividad en las fracturas del yacimiento
naturalmente fracturado, la porosidad, espesor y dispersividad del yacimiento
homogéneo.
La funcion de transferencia matriz-fractura para el modelo con geometria de matriz
tipo estratificada es (ec. 3-39):

m(s)| tanh(./m(s)z,, )—tanh(./m(s)z
pls)= c‘tDc(rD) I:l - taf11\1( \/'(Tn")"(}%z; ) tanhﬁ :/m_is%zz))} ’ 2 i

ap
-m(s)= 1 [[1_¢mD]‘MmDS

Do\ M ,la, +5s

+¢mDaDs+AD]

A tiempos cortos en la ecuacion anterior se excluye el efecto de la matriz, (si la
porosidad o el coeficiente de difusion en la matriz son muy pequefios), sélo estarian
actuando las fracturas, la ecuacion anterior se reduciria a la expresion siguiente
(Apéndice C, ec. C-64):

A

D

Bls)=""+s .

o (4-6)

D

Si se utiliza 1, = 0 en la ecuacion 3-39 es equivalente a considerar flujo de un

trazador quimico, la respuesta serd la misma reportada por Moench y Ogata (1981)
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asi como a la solucion reportada por Hsieh (1986) =17,

Se observa de la comparacion con la solucion de Hsieh (1986) y de Moench y Ogata,
que la aproximacion de los resultados del modelo propuesto en su version
simplificada al caso homogéneo considerando un trazador quimico, es excelente (ver

Fig. 4-7).

Caso particular: espesor infinito.

Si se utiliza 1, = 0 en la ec. 3-39 que es la solucion correspondiente a yécimientos
naturalmente facturados, es posible obtener una solucién simplificada para el caso en
que la matriz se comporte como si fuera infinita en la direccion z, para los tiempos de
interés. Lo anterior implica que los efectos de la frontera externa de la matriz no
influyen en el flujo del trazador, esto se cumple a tiempos pequefios.-Para un espesor
infinito la tangente hiperbdlica que considera la matriz es aproximadamente igual a
uno en la ec. 3-39. Bajo estas condiciones, el problema a resolver seria equivalente al
que reporta Chen (1985 y 1986).

La solucién del modelo propuesto, simplificada para el caso de inyeccion continua de
un trazador radiactivo con matriz infinita, genera la solucién presentada por Chen
(1985 y 1986). Es decir, la solucion general se reduce al céso particular anteriormente

mencionados con:

ﬁ(s):s+/1D+D'"D¢m A (4-8)

ZpH D,.p

Al comparar los resultados obtenidos por Chen (1985 y 1986) empleando sus
soluciones, con el caso particular invertido numéricamente del modelo propuesto, en
la Fig. 4-8 se observa que ambas soluciones presentan précticamehte los mismos
resultados, de aqui se puede concluir que a pesar de que las ecuaciones diferenciales

son distintas, adicionalmente a que, los métodos de solucion empleados en cada caso
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son diferentes, los resultados reportados son enteramente similares.
Con base en lo anterior, se puede afirmar que las soluciones presentadas por Chen
corresponden a al caso particular del modelo propuesto en este trabajo para un

yacimiento con fracturas horizontales.

Validacion numérica

El modelo propuesto de doble porosidad con volumen poroso inaccesible ec. 3-19 a
tiempos pequefios proporciond la misma respuesta que el modelo para yacimientos
homogéneos con volumen poroso inaccesible considerando que el espesor y
porosidad de las fracturas son las mismas para el yacimiento homogeneo, esto puede

observarse en la Fig. 4-9 y a tiempos largos también el comportamiento fue similar.
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4.5. VALIDACION DEL MODELO DE DOBLE POROSIDAD PARA FLUJO
RADIAL DE TRAZADORES EN YACIMIENTOS NATURALMENTE
FRACTURADOS (CON VOLUMEN POROSO INACCESIBLE Y
GEOMETRIA DE MATRIZ CUBICA).

Validacion analitica

Con el fin de lograr una analogia entre los modelos para flujo radial en yacimientos
homogéneos y con ello validar el modelo para flujo radial en yacimientos
- naturalmente fracturados considerando una geometria matriz-fractura cubica.

Se puede observar en la funcion de transferencia fractura-matriz:

( 6¢mDmD .\:-"m(s)
S = L |
aplzpn+zpr by

m(s)= 1 li[]_¢sm]MmDs+¢maDS+/1D:|

Dupp | Myplap+s

Si ¢, =1, la funcion de transferencia se reduce a:

m(s)= ADD+aDs + s

mi}

B ()= 2o 4 | | (4-10)

a D
Por consiguiente la solucion para un yacimiento naturalmente fracturado converge.a
la solucién del modelo para flujo radial en yacimientos homogéneos.
En el caso de que el espesor de yacimiento, sea igual al tamafio de bloques, H, es
posible establecer una equivalencia entre los términos de interaccion, ademas para
simplificar el anélisis de ambos modelos se consideré un trazador quimico.
La funcion hiperbdlica, coth (x) converge al valor de la unidad cuando sus

argumentos corresponden a un argumento mayor a 5. Con base en lo anterior, la
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influencia de estas funciones en las ecuaciones antes mencionadas da origen a la

desigualdad:
Lz{; +¢maDs+M’"D[l—¢"‘"’]aDS >5 (4-12)
Doy’ M, o, +s -

Se forma una desigualdad cuadratica:

o, {/1 A Mop[fn = Gm@p ]t Mapap + 25D, ]s oMo+ 25D M., s o (4-13)

3 4
¢maD ¢maD

Si la Ec. 3-12 se satisface, la Ec. 3-9 se reduce a la siguiente:

1|6 ¢, l Mp[l- @ )s (4-14)
s)=——=2D_nl5 —— |+ A+ e
ﬁ(g) aDlidD ¢f D{ ZDH \fm(s)gbﬁ]k b ¢faDS MfD/aD-i-s

Con base en lo anterior, es posible concluir que el modelo para el flujo radial
considerando geometria matriz-fractura cubica, tiene como caso particular el modelo

para flujo radial para un yacimiento con matriz en forma de estratos.

Validacion numérica

La solucién considerando el caso en que tanto la porosidad como el coeficiente de
difusién de los bloques de matriz son muy pequenos, de tal manera que no se
transfiere masa a la region estancada y por consiguiente s6lo actia un sélo medio, el
sistema de fracturas como se muestra en la Figura 3-9.

Bajo estas condiciones, el comportamiento del trazador en un yacimiento fracturado.
con una geometria matriz-fractura cubica, es igual al comportamiento del trazador en
yacimientos homogéneos.

Con base en lo anterior se puede concluir que los dos modelos para flujo radial en
yacimientos naturalmente fracturados propuestos en esta tesis, reportan los mismos
resultados en el caso en que el trazador solo viaja a través del sistema de fractura, ya

que no existe el término de interaccion fractura-matriz.
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CAPiTUL:,O 5

INTERPRETACION DE PRUEBAS : DE
TRAZADORES

En este capitulo se presenta el problema que se conoce como inverso; es decir, se
tiene la respuesta a un impulso del medio poroso (que son los datos obtenidosi de una
prueba de trazadores) a la cual se aplica el modelo basado en que las suposliciones
empleadas son correspondientes, para inferir las caracteristicas del yacimiento.'l
Se proponen dos métodos de interpretacion de pruebas de trazadores con base en los
datos de variaciones en la concentracion fluyente del trazador, medidos en los pozos
productores, los cuales son el de curvas tipo especializadas y el del inverso de la
funcion error. :
Para la interpretacion utilizando curvas tipo especializadas se tomo6 como base la
solucién analitica aproximada a tiempos largos para el modelo de flujo radial en
yacimientos homogéneos con la que se determina los grupos adimensionales.
En la generacién de las curvas tipo del modelo propuesto para flujo radial en
yacimientos homogéneos se utiliza la inversiéon numérica. Las curvas tipo se ajustan
obteniendo parametros de rectas trazadas en zonas especificas de los datos y se
substituyen en la solucion del modelo.
Es muy importante obtener el coeficiente de dispersion de las pruebas de trazadores
del yacimiento ya sea éste homogéneo, estratificado o naturalmente fracturado. Con
el coeficiente de dispersién determinado se reproduce la prueba de campo para
validar el valor. El valor del coeficiente de dispersion se utiliza en la simulacion
|

numeérica de desplazamiento de un fluido por otro.

En un desplazamiento miscible se requiere de una estimacion de la extension de la
|
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zona de mezclado en el yacimiento para disefiar de manera 6ptima los procesos de
desplazamiento sensibles a la dispersion. Dependiendo del tipo de emisién del
trazador a utilizar, la manera de obtener datos de concentracion fluyente consiste en
introducir un contador Geiger con sensor de memoria colgando de un cal'lgle a la
profundidad media del intervalo del pozo productor para registrar el tiemp;o y su
correspondiente concentracidn de trazador. Otra manera es introduc;ir una
herramienta con dos sensores de rayos gamma los cuales registran el flujo, de la
diferencia entre las mediciones y con el intervalo de tiempo se obtiene un delta de
tiempo y se convierte a concentracion. Debido a que el coeficiente de dispersion esta
compuesto por el producto de la dispersividad y la velocidad radial de flujo, es
posible determinar la dispersividad con la interpretacion y posteriormente encontrar
el coeficiente. La constante de dispersividad es un pardmetro importante ya que se
utiliza como pardmetro de ajuste en la simulacién de flujo de trazadores en
yacimientos y el valor obtenido se utiliza en la simulacién del flujo de fluidos de
inyeccion. Con el coeficiente de dispersion se optimiza el comportamiento del

desplazamiento miscible en el yacimiento.

5.1. INTERPRETACION UTILIZANDO CURVAS TIPO ESPECIALIZ:ADAS
(CTE).

Es conveniente mencionar este método de interpretacion sigue el procedimiento que
utilizé el Dr. Cinco Ley para obtener las curvas tipo especializadas que se utiliza en
el analisis de pruebas de presion.

5.1.1. Flujo radial de trazadores en yacimientos homogéneos. :

Con la finalidad de comprender la metodologia sugerida en este trabajo, se presenta
la determinacion de la dispersividad a partir de la solucién para el flujo de un

trazador quimico en yacimientos homogéneos, y posteriormente se desarrc')llaila

4
J
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técnica para la interpretacion de trazadores radiactivos. |
La solucién del modelo de flujo radial de un trazador radiactivo en yacirpientos
homogéneos presentada en el capitulo 3 ec. 3-5 es:

rDm =1|-3t ya,A, rDm -1 +3t,yapd, ||
CD(I‘DJD)=F("D) e {[ BLa_D?; J+[j(rD)e ‘{[ ] J : (5-1)

3Japt,

donde:

rp—1

;TD _2[’.0312‘4]\[—0 4[r0m_|]

F(”D)=_;]—;e e U(rD)=e Wan Yo
D

Substituyendo el valor del decaimiento radiactivo igual a cero en la ecuacion anterior
se obtiene la solucién del flujo radial de trazador quimico en yacimientos

homogéneos presentada en el capitulo 3 (ec. 3-7):

e% 32 .
Cplrp.tp)= erfe | =P (52
o ostp)= "= | 2= (52)

Utilizando la definicién de la funcion error complementaria:

rp—|
2ay

2 m 7
CD(rDatD): i/—_—(— _[ e du (5-3)
rp T |rD3I2_]| |

3Japty

La derivada parcial con respecto al tiempo utilizando la regla de Leibnitz de la

integral de la ec. anterior utilizando la regla de:

rp -1

yr_y

BC 5 (r),1,) et 2 [1 -1 | S ,
D L D2= [gm € ? (5'4)
DD !

T -
afu 5\/?'0 ~NTT
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Al multiplicar la ecuacion anterior por tp>~ que es el denominador:

372 8CD(rD,tD)__ m 1 P"312—-1

rp -1 rpd o :

1 T 9apt I
! S — 2 e olo 5-5
ST i O

D

En forma general la ecuacion anterior puede escribirse como:

. ko
312 0C 5 (rp,tp) T |
o G, e )
donde:
I 22y, 0 | 5
k = - ———— ¢ —_— . -
! N ‘-‘\;’]‘D e [3 aD;.rz :l :(5 7)
I RE A :
ko= Lo (5-8)
2l
Si se utilizan logaritmos en base 10: ,
oC ,(rp,t,) k .
log | ¢,°"° b D> D’ | = |log k, - 2 §
g( ’ o1, S 5T 30259 o, 59)

En la Fig 5.1 se muestra la grafica Log-Log de:

3/2|:aCIJ(rIJ3ID)2] Vs 1

!
D at,

'p

Se observa una recta con pendiente negativa, m y ordenada al origen, b, por lo que:

m = — ("D“z_ly (j"L:)wz._l)2

= -0 5-10
2.30259 Pa,]  20.72 «, (5-10)

i ;ga—Dl r!)uz 1
b=log | =z om0 | T2 (5-11)
I~im Afr, a g,



CAP. 5. Interpretaciéon de Pruebas de Trazadores. : . 78

Ajustando una recta sobre los datos en la grafica y conocidos el radio del pozo y la
distancia entre el pozo inyector y el pozo productor se obtiene la dispersividad

adimensional:

(’_ 302 1)1 .
a, = D 1(5-12)
20 .72331 m .

B) Flujo Radial de Trazador en Yacimientos Homogeneos.

Dada la solucién para el flujo de trazadores radiactivos en yacimientos homogéneos:

CD(rD,tD)=F(rD){e {[r’)m_l]_y ‘/;D_Jw( erf{[ro 31, mﬂ i(5,13)

3Japt,
donde: | |
-1
b= zerm“l]
ezab - a J}; .
F(fb)=2%e e (5-14)
1
alrp¥ 1
VA
Ulrp)=e (5-15)

En el miembro de la derecha de esta ecuacion, el segundo término es menor'que el

primero por lo que substituyendo la definicion de la funcién error complementaria.

[+ o]

Cplrp.tp)=F(r,) e au (5-16)
' 1-31s Jap s | : -

3‘/ apty

Derivando con respecto al tiempo adimensional utilizando la regla de Leibnitz:

" =1-31p JApay ’ ;
A (rp51p) = F(r, )_1_ ﬂ’i—_lt -3/2 +_\/£'_D_ e-[ Wanlo ] (5-17)
a, ) )
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Multiplicando por }'? :

13t Sy ! .
tDm (st .g) F(’b — +IDJ-— { EN = J (5-18)
a, 2 3 a,

Aplicando el logaritmo natural:

2 . ;
o i oot Flo) =1 )17 1Yy Aom (5-19)
v a, 2 {Jopr, )9 Jaut, ;

Transformando a logaritmo en base diez y dividiendo entre 2.3 toda la ecuacion:

2 '
lo a2 Cu(hpatp) | ] ’byz —1=31,\ayA, I F(rf)) nh -1 - ‘/— t5~20)
o] I A " T1827 + 10810 +t

o 27a,, Jin 2 | 3Jagp, .

La ec. anterior tiene la forma de la ecuacion de recta cuando se grafica en escala log-
i
log de los parametros (5,3):
372 SR
(312 acn("u’ 1)) ( ]_3‘ru’\f‘,au’~to)
B —
dty, b

| (5-21)

1

Por ensayo y error se obtiene la dispersividad adimensional y la grafica que presente
una relacion lineal anterior y que satisfaga la condicion siguiente: _
!

: (5-22)

" 18.27a,

La ordenada al origen es:

Fir ri-1 - . 5
b= logm[ (2”)[3\7:1010 +1,Ap :D (5-23)

Aplicando el antilog a la ec. anterior:

f

10° = H{rp,t5) (5-24)
ESTA TESIS NO SALE !
DE LA BIBL[OTECA 5
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Substituyendo las Ecs. 42 y 47 en 51 y la resultante en la Ec. 56:
rp—t 2[r0”2 1 ]Jfl_n-

2a,

3/2
e B p- r -1 1 |
10° = e e '—D‘—"_—Eto\lao’lo (5-25)

—24rD 3Ja p

Rearreglando se tiene una ecuacién implicita en la cual conocida rp y utilizando el
valor de @, , para un valor de tp dado.

. Curva Tipo para el Flyjo de Trazadores Radiactivos en Yacimientos Homoéneos

La utilidad de obtener una curva tipo que describa la concentracion del trazador
fluyendo en un yacimiento homogéneo es el permitir la estimacion de la dispersividad
adimensional mediante el ajuste de los datos de campo con dicha curva®. La'curva
tipo se generd con los valores obtenidos de la inversion numérica: i

El eje de las “x” de la curva tipo es el cuadrado del argumento dé la funcion error

complementaria y el eje de las “y” las concentraciones adimensionales (Ver la Fig. 3).

5.1.2 Flujo Radial en Yacimientos Naturalmente Fracturados. ,
|
La solucién del flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos naturalmente

fracturados esta dada por:

_(rnﬂ(s) +1/ (4a,,2)]
Al ( )2/3
B(s) (5:26)
ﬂ(s)+l/(4a,)2)J S
(}B(.S'))”B .

1 rp -1

Cw(ry,s)= Te 2ap
n|

donde la funcion de transferencia fractura-matriz en el espacio de Laplace es:

a) Para una geometria matriz-fractura estratificada (fracturas horizontales):

Jm(s) | tanh{m(s)zpy ) - tanh(\m(s)zp; ) . Ap
1 —tanh(m(s)z p, Jtanh(m(s)zpy )

coysi ot Mps(527)

ap My +aps

B(s)=

apdp

donde:
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1
m(s):D l:
mD

[l_¢sm]MmDs
M, p,/ap+s

+¢maDS+ADiI

b) Para una geometria de matriz fractura cubica:

66, Dppm(s) 1 Ay [1-6 | M ps
ﬂ(s) = a’D[ZDH+2Df]¢f {COIh(ZDHVm(S))_ZDHJ?n(S)jl + ap + ¢f5 + m (5'28)

donde:

_ 1 [1_¢sm]MmD5
m(s) D, { Moo ay +s +AD+¢maDs]

Con los valores de la inversién numérica se generaron las curvas tipo para la fractura
y la matriz, las que se construyeron con los grupos adimensionales

¢ oG1s) v (7 -1, ) - A las curvas tipo generadas se ajustaron los datos del campo

Ekofisk para determinar los parametros de interés practico en la inyeccion de fluidos.
Adicionalmente se determiné una técnica de graficar los datos medidos en campo,
basada en esta solucion analitica aproximada, la cual también permite la estimacion

de la dispersividad adimensional de parametros fisicos del yacimiento.

5.2. INTERPRETACION UTILIZANDO EL INVERSO DE LA FUNCION
ERROR.

Este método se desarrolld siguiendo la metodologia de Brigham, quien la aplicé en-

yacimientos para flujo lineal de trazadores quimicos en yacimientos homogéneos
(Brigham, 1974) y en estratificados (Correa, Pande, Ramey y Brigham: 1987), es este
trabajo se propone extenderla para el flujo radial de trazadores radiactivos en

yacimientos homogéneos y naturalmente fracturados.
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5.2.1. Flujo Radial en Yacimientos Homogéneos.

La solucion del flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogéneos (ec ):

"Dm_l 3tpyapdp "Dm_ pV%php
Cy rD,ID)zF(?‘D)|:€rfC{[ ]—t “ }+U(FD)?rff{[ 1]+3It z ]:l (5-29)

3Japt, 3Ja
donde:
rp-1
DT er{)ziz_ll a[rp 312
F(’"D):—;i/_ie_ e " U("D ) = elﬁl\/E
™n

Para valores de dispersividad adimensional menores de 0.01 (ver figura 1) el segundo
término de la solucidn es despreciable con respecto al primer término por lo que se

reduce a:

(5-30)

CD(rDﬂtD) = F(r, e,f{['}_)aﬂ _1]—3fD\/EDTDJ
ap

Para valores de dispersividad adimensional grandes el segundo término de la solucién

no es despreciable comparado con el primero.

La solucién en términos de la funcion error es:

Col\rpstp) (rpat) /{[!)3/2 l] 3, a,)/l] (5-31)

F("u) 3\[0‘9’0

Despejando el argumento de la funcion error :

["Dm "l]‘?’tD\/EDZ - erfl[l _ CD("DJD)J

3\/‘19’0 F(r,

(5-32)

Evaluando (4-26) en el pozo productor:
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2
[er —1]“3tov php —erf | 1- CD(erstD)
3\/6(DID F(er)
donde:

(5-33)

er_i

P (ke[
e’ ? e 32}“’0 o

F(er)"—_z{/;
. (3

Utilizando diferentes valores de la constante de dispersividad se construye una

grafica de:

b -1)-3, Y i,
3ty

1— CD (er’ tD )]

Fl Top

Vs er:f'l[

Para verificar condiciones de flujo radial la grafica debe mostrar -una pendiente
unitaria.

Dado que se conoce el valor de la constante de decaimiento adimensional, por ensaye
y error se determina la dispersividad adimensional, utilizando la ecuacion siguiente
{que se obtuvo de arreglar la ecuacidn anterior) y utilizando los datos después de la

irrupcion de trazador:

Z[’Dpw"] iz Kl
[’})FJII “]]+3ID ’amuperfl 1_24\/—’;6 3;;09.., hmpq)(er,tD)

Xpyeate™= "7
o ’11) 3,

(5-34)
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5.2.2. Flujo Radial en Yacimientos Naturalmente Fracturados.

Interpretacion Tipo Bourdet
Substituyendo la definicion de la funcién error en la ec. 40:

Colrosto)= Flry) fe dusu(r,)  fer dul 3
rpdt-1w3tp Japdp rp =143t Japip
3Japtp 3Japip

Derivando la Ec. 43 respecto al tiempo adimensional utilizando la regla de Leibnitz:

- &ty _ R’b) l[rD —1 _yz Jﬂ-u_m} [’D —1-:;{_ ] L(’b)|: _1 __ﬂ @D -vz} 5 —1+i:r_ ] .

a, Ve " i A

(44)

Aplicando los conceptos de Bourdet® para agrupar variables:

o ) 12 { Ia1-d, J.Daa - | [ P T F I :

wr Lpllp-lp r rr) - Hapip o - ' Nap

Ly 2 'H oAb _U(’b) —ipNAp e
D 3a, 3/a,

(45)
Definiendo la funci()n siguiente:
3.’2

glry) = 3\/—— (46)

Substituyendo la Ec. 46 en la Ec. 45:

- Sr,, Apap ”'|+3'tlma_n )

32 Lplrnly) _ F(ru) [ dlrs) f—,u}{ ] U, {g(,p ﬁru]e (e

ap

_ 47
Como es mas grande el primer término que el segundo dentro del corchete (debido a
que el argumento de la exponencial es mayor, se desprecia el segundo término,
resultando:

o131, ina;,
ID3.'2 Ct')(’ba D) F( l: g(’b }{ Napls (48)

a!)

Aplicando el logaritmo natural:
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32 2
Lr(:;” a’:DgD,zD)] ) h{ F(rn)[:m‘/?zl_p _ %)D _{rp -1-3, 1Da,,} | (49)
fo] Aplp .

Se define la funci()n siguiente:

Hrpatp) = Firy) [g(m LN ro] (50)

Transformando a logaritmo en base diez:

2
32 ECp(Fpatp) 1 "Dy2 —1=-31,apd,
10310 lp — =~ |=~

a, 18272, 7 ] +log, (H(rp.15)) (51)

La Ec. 51 tiene la forma de la ecuacion de recta en una grafica doble logaritmica de:

172 2
; 3n FC ,(rp,tp) (rD -I_BID‘\IaD/lD)

> P vs = (52)

Se tendrfa que suponer un valor de la dispersividad adimensional, ap'y la que
presente un la relacion lineal anterior sera el valor correcto.

La pendiente esta dada por:

1

"= 1827a, (53)

La ordenada al origen:
b=log,0(H(rD,tD)) ‘ (54)

Se obtiene el parametro de dispersividad para flujo radial:
1

a, = ——
b 18.27Tm (55)

Aplicando el antilog a la Ec. 54
10° = H(rp,tp) (56)

Substituyendo las Ecs. 42 y 47 en 51 y la resultante en la Ec. 56:

rp =1 2
, e%0 - 2 "’3 V4o S
107 = ')i\/;__e ; _EID'\’aD’{D (57)
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Rearreglando se tiene una ecuacién implicita en la cual utilizando el valor de @, ,se
obtiene un valor de rp conocido tp 0 viceversa.

Interpretacion Tipo Brigham
Si en la solucién expresada por medio de la Ec.40 el primer término es mucho mayor

que el segundo:
3/2 _1 —Bt f
CD(rD:tD) =F(r, e’f{[’b ] = aD;LD]

3, (58)
Expresando la Ec. 58 en términos de la funcion error:
CD(rD,t D) 1 [rDm - 1] =3t
Frpa) 3o, (59)

Despejando el argumento de la funcién error para obtener los grupo para graficar:

[rDm _ 1] -3t _ erf"(l B CD(rD,tD)J
3,3 Hr,

(60)

De la Ec. 60 se observa que la grafica de

["Dm - ]] =314 By y

C . .e . .
5 e;f“[l - L(r’)—tﬁ)} presenta una pendiente unitaria para condiciones
3l

o
de flujo radial.

Ejemplos de aplicacion

La constante de dispersividad se utiliza como parametro de ajuste en simulacion de
flujo de trazadores radiactivos en medios porosos, el valor obtenido puede utilizarse
para disminuir el nimero de corridas.

La solucién de flujo radial es igual a la solucion de flujo lineal'® muitiplicada por una
funcion del radio y dispersividad adimensional.
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CAPITULO 6
CONCLUSIONES

El proposito de esta tesis ha sido el desarrollar una herramienta que perrﬁita la

obtencion de pardmetros de flujo basicos del yacimiento a través de la solucion del

problema inverso, lo cual permite mejorar la caracterizacion de dicho yacumento y

geometrias de flujo utilizando trazadores radiactivos. En esta tesis se presentaron

cuatro modelos matemaéticos para la interpretacion de pruebas de trazadores
radiactivos. ;

Con base en los resultados de este trabajo, se pueden establecer las conclusiones

siguientes: |

. Los modelos consideran los mecanismos de transferencia de masd  mas
importantes que influyen en el flujo de un trazador radiactivo: a traves de medios
porosos y fracturados, dispersion, conveccion, difusion, adsorcidn, vqlumen
poroso inaccesible y decaimiento radiactivo. |

2. Se consideran los casos de inyeccion continua, bache e instantinea del trazador.

3. Se obtuvieron soluciones anaI1t1cas a tiempos cortos y largos para yammlentos
homogéneos y naturalmente fracturados, las cuales se emplearon para mterpretar
la respuesta del trazador y determinar un valor medio “in situ” representativo del
coeficiente de dispersion en el yacimiento mismo. !

4. Se presentd una metodologia de validacién de las soluciones obtenidas.

5. Se presentaron los grupos adimensionales que permitan graficar la concentrac10n
adimensional y su derivada.

6. Se desarrollé una curva tipo para la interpretacion de pruebas de inyeccidn

continua de trazadores radiactivos, en funcién de los grupos adimensionales
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oC,(ry,,t,) 3/2 2 .
3/2 ¥~p\ppstp -1 . .
ty ——at—p~—~ contra (rD para diferentes constantes de decaimiento.
D Ip

7. Las soluciones utilizando los resultados de la inversién numérica para flujo radial
son obtenidas con el algoritmo de inversién Crump, y permiten describir el; flujo
de un trazador en yacimientos naturalmente fracturados, utilizando. dos
parametros para determinar la fraccién de desplazamiento de fluido e;n las
fracturas con respecto al volumen total (matriz y fracturas, asi como el contraste
de dispersion entre matriz y fracturas.

8. La combinacion de las técnicas de interpretacion utilizando curvas ‘tipo,
soluciones analiticas aproximadas y soluciones por inversién numérica permite
mejorar la caracterizacion del yacimiento obtenida por medio de una prueba de
inyeccion de trazadores.

9. Se aplicé la técnica de interpretacion a dos €asos, uno para Yyacimientos
homogéneos en los que se usaron los datos de!l campo Brassey de Canadd y en el
Otro para un yacimiento naturalmente fracturado usando los datos del Campo
Ekofisk de mar del Norte, cada con su correspondiente modelo.

'10. De casos de campo consultados se observé que se requiere extender el modelo de
flujo lineal con fracturas verticales y paralelas, como el ael campo Jujo, asi como
desarrollar modelos de flujo eliptico, con objeto de contemplar casos que se

presentan en campos mexicanos de gran relevancia.
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NOMENCLATURA

a = constante de inyeccion radial en el medio, L%/T.
A = drea transversal expuesta al flujo, 1.2,

b =exponente de cementacion, adim.

Cs = concentracion del trazador en la zona estancada.

Cs(x,t) = concentracion en la regién estancada, mol/L?.
C(x,t) = concentracién “in situ” del trazador en un punto x a un tiempo t, mol/L>.

C(r, t) = concentracion de trazador en el yacimiento, mol/L’.

C; = concentracién de referencia, mol/L>.
D = coeficiente de dispersién promedio, que engloba los efectos de las fluctuaciones
por
difusion y por dispersion mecénica debido al flujo, L*/T.
D, = coeficiente de difusion molecular, LYT.
Do = coeficiente de difusion molecular efectivo, L¥/T.
D, = coeficiente de difusién aparente, L%/T,
Dy = coeficiente de difusion en la zona estancada, L¥T.,
dA  =elemento de area, L.
d,  =didmetro del grano, L.
F = factor de formacién, adim.
h = espesor de la formacion, L.
H = altura caracteristico del bloque de matriz, L.
h '+ = mitad del ancho de la fractura,L.
J, = densidad de corriente por difusién, M/L?T.
K ; = coeficiente de adsorcién en la roca, L3 /M.
K = coeficiente de transferencia de masa en el fenémeno de adsorcién, 1/L.
km = coeficiente de distribucién en la matriz (masa de soluto adsorbido por la

concentracion de
soluto en solucién), L’M.

L =longitud de! yacimiento, L.

M = coef. de transferencia de masa entre las regiones movil y estancada, 1/T.
N = nimero de nicleos de la especie radiactiva al tiempo t.

No = namero original de nucleos de la especie radiactiva al tiempo t=0.

Npe = numero de Péclet, ulL/D, adim. .
Np, = numero de Damkéler, LM/u (coeficiente de transferencia de masa).

n = numero de granos por cada unidad de volumen total, L/L3,

P = fraccion del total de adsorcién en la regién mévil.

g, = gasto volumétrico de inyeccién en el medio poroso, L*/T.,

T = radio, L. ‘

t  =tiempo de inyeccién, T.

tym = vida media del trazador radiactivo, T.

u = velocidad intersticial o microscépica, L/T.

V¢ = volumen de espacio poroso ocupado por macroporos, L3.

Vs = volumen de espacio poroso ocupado por microporos en los poros esféricos, L.

V. = volumen total, L*,



¥, = volumen de poros conectados, L°.

V. = volumen adsorbido, L.

a

y = volumen poroso inaccesible, L°.

p e ‘
v = velocidad microscéopica promedio, L/T.

ve = velocidad macroscopica en el medio, L/T.

v = velocidad microscopica, L/T. a
v = velocidad promedio, L/T.

A = vector normal unitario.

1-f = fraccion del volumen estancado, adim.

Simbolos griegos

A = constante de decaimiento radiactivo, '/T.

o = constante de dispersividad en ¢l medio, L.

¢ = porosidad, adim.

€ = factor de empacamiento o de inhomogeneidad, adim.
A¢ = cambio de porosidad, adim.

P =densidad promedio de la matriz, M/L3.

A =constante de decaimiento radiactivo, 1/T.
& = espesor de pelicula muy delgada de fluido estancado, L.

Subindices
D = adimensional
fl = fluyente
f= fractura
m = matriz
mf = matriz-fractura
L = lineal
= radial

= en la zona estancada
t = efectiva al trazador
W= pozo.
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APENDICES DE LOS MODELOS PROPUESTOS

APENDI(,:E A. FLUJO RADIAL DE TRAZADORES EN YACIMIENTOS
HOMOGENEOS.
El modelo de flujo radial es el siguiente:

é[,,DrMJ_vrﬁC_(rﬂ aC(r.1)= 1)

& Y & VYT T4 (A-1)

La velocidad macroscopica esta dada por:

v = g, _ a
" 2nhrd v | (A-2)
donde la constante de inyeccion es:
a q ;
2T h ¢

La dispersion hidrodinamica es:
D, =av, +D,

r

Despreciando la difusion molecular y substituyendo la velocidad radial: "

| aa
Dr rQv, ® — .
r bl
rD. "= axa = cte (A-3)

~ Substifuyendo las Ecs. A-2 y A-3 en A-1 se obtiene el modelo para a flujo radial de
un trazador radiactivo en yacimientos homogéneos:

aa 3°C(r,t) a dC(r,t) _ac( :)— ac(r,t) r)

r or? ¥ Or Ot (A-4)
Condicion inicial: C(r,0)=0
Condicion de frontera interna: c(r,.1)=C,
Condicion de frontera externa: lim C(r,t)=0 (A-9)

r—> <o
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Transformacion a variables adimensionales del modelo y sus condiciones
Las variables adimensionales se definen en la forma siguiente:

=L (A-6)
ap =t (A7)
[y = lfét _ a:;,t _ ariat | (A-8)
Cp(rp.tp)= Cg’t) (A-9)
A, _ rzT)L (A-10)

Despejando la concentracion de A-9:

C(r.t)=CiCp(rp.1p) (A-11)
Derivando las Ecs. A-6, A-8 y A-11: ‘
drp _ 1 (A-12)
dr r, . .
dID _ anpa (A—13)
dt rj

dc (r,t)
Iz A= O, A-14
dco(ro’to) ( )

Se requiere de la primera y segunda derivada en espacio, y la primera derivada en
tiempo; asi la primera derivada en espacio es:

oC _ dC [é’CD:|er - c {acD}l

r  dC , | r, | dr or, |r. (A-15)

w

La segunda derivada en espacio utilizando la regla de cadena:

sic C, i(acbj ¢, [ e [ﬁcp) drp, _C, 3°Cp (A-16)
ort r., | ér\ érp re | érp \ Orp dr 2 5”1%

w

La primera derivada en tiempo:

oC  dC [o”CD}er C[ﬁCD]aDa

a dC,| a, | a | &,

b (A-17)

2
w
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Substituyendo las derivadas en tiempo y en espacio, asi como las definiciones de
radio, concentracion y decaimento en la ec. (A 1)
x C Colrostn)= =2y

aa C, 3°Cylrpsty) a C, &plr, D)
v Yo a; v T A, arw 7 a,,

W w

aC 0’CD(rD,tD)

Simplificando y substituyendo las definiciones adimensionales de decaimento y de
dispersividad, se obtiene el modelo adimensional del comportamiento de la
concentracion de trazador radiactivo para flujo radial en yacimientos homogéneos:

“p &ZCD(rD’tD)'— LaCD(rD’tD) - ﬂDCD(F‘D.fD)z Q p aCD(rD,tD) (A-IS)

Fp o} "p orp A p
Condicion inicial: Cp(rp,0)=10
Condiciones de frontera: C,(1,£,) =1 |
lim Cp(rp,tp)=0 (A-19)

Solucion analitica en el espacio de Laplace
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion de flujo radial (A-18):

2= C. . |
ap d*Cplrp,s) 1 dCy(rp,s) ~25Cpr525) =@, [sCp (75»5)~ Co (7,0)]  (A-20)

2
p dr, rp  drp

Substituyendo la condicion inicial en la ecuacion anterior y arreglando:

2c dCo(rp, = A
d CD(ZI”D,S)_ 1 D(P‘D S)—[)’(s)rDCD(rD,S)=0 (A-21)
er ap er

donde:
B(s)= —M~+ s

La solucion general de la ecuacion de ﬂujo radial en el espacio de Laplace (A-21) es:

BN r) (B 6)* ok
CD(rD,.‘S‘)*e |:kA:[ GEY” ] sz{ GG ﬂ (A-22)

Transformando las condiciones de frontera al espacio de Laplace:
Co(l,s)= 1+ (A-23)
s

lim Cp(rp.s)=10 (A-24)

Fp = ®
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Utilizando la condicién de frontera externa dada en (A-24):
p (rpB(s)+ - P rpfB(s)+ = ypos
lim CD(rD s)= lim e |k, lim Ai ————5 | +k; lim Bi —
rp—o rp— o rp— ﬁ(s) rp—> o0 ﬂ(S) 3

Substituyendo el valor de la condicion de frontera y evaluando las funciones:

0 =[ lim e’ }[k [0] + ky[valor]] (A-25)

rp = @

Para satisfacer la condicion de frontera externa se requiere que:
k, =0 (A-26)

Substituyendo el valor de la constante &, en la solucion general (ec. A-23)

Co(rp.s)= Ry {kl A { CLAS 4_;}} (A-27)

ﬂ(S)2/3

Utilizando la condicidén de frontera interna dada en A-23:

Cols)- ez_f:?lik,A{[l]ﬁ(S)-F ” 1

ﬂ(s)2/3 <

Despejando la constante k| :

e o0 | (A-28)

pEeR)

kl:-

Substituyendo la constante anterior en la ec. A-27 se obtiene la solucion al problema
en el espacio de Laplace:

rp - . rDﬂ(s)+1/4af5 |
e ep AI( ( ))

N 2/3
Colrp,,s)= 2
( D> ) s Aj ﬁ(s)+ll(4ap)) (A-29)
ﬁ (S )2 13
donde la funcién de transferencia:
A
ﬁ(s)= s+aD (A-30)

D
Se puede observar que la ecuacién anterior con 1, = 0, es la misma reportada por
Moench y Ogata,1981 (Ec. 2-13).
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Solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales cortos
Los argumentos de las funciones de Airy de la solucion (Ec. 29) son:

rDﬁ(S)+ :

40123

O (430
Y = M (A-32)
"R
Para tiempos cortos en el numerador del primer término domina sobre el segundo:
A(sIrp »> 57 (A-33)
B(s) »> ﬁg (A-34)
Simplificando:
R R ION (A-35)
vox L8 L gy o (a36)

CIO)

La funcion Airy para argumentos mayores de 1.0 se expresa en la forma siguiente:

: -4, -3y -
Al(Y): We (A 37)

Al substituir las funciones de Airy con sus argumentos simplificados:

P 1O C
N p(s)3

rp -1

fp(rD,s)zle“D
s

A 5B (A-38)
Jrdip(s)3

Simplificando y arreglando:

< | (A-39)
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Substituyendo la funcién de s en la ecuacion anterior:

-1 2 A
e 20 ¢ bl s
Colrp,s)= ——
Do -
7 5 (A-40)

Arreglando la ecuacidn anterior:

5 -1 2[ ”1—1]} AD)‘
2ap,
— e e
Colrp.s)= —— A-41
4ry s_lD_(_lD) | ( )
@p Xp

Aplicando la transformada inversa y el teorema de la traslacion:

rp = 2?2 -1
o290 - Apto e 3 s
_ a -1
Cplrp.tp)= e > L 2 ' (A-42)
4\/FD D

Invirtiendo con tablas (Carslaw y Jaeguer, 1959) (pag. 381, 1946)1 de
antitransformadas de Laplace:

rD—I

Ao 1 "'D =
e [ R ) SR
Colrto)=7=e @ ——|e NS o 3 2,

)

(A-43)

Simplificando se obtiene la solucion analitica aproximada a tiempos cortos del
modelo propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogeéneos:

— 32 ] a2~ 312
C:)(";)Ju)= F(rD)[e’fc[\yaD[ﬁ) 1] 31[)'\119 J'*'U(rp)e’:fc[ /a_[)[ro . ]+ 3’1)’\/_J:| (A-44)

3Ja,t, 3.Jept,
donde:
" rp¥? -1 .
Fr)=5—e S | A-45
- (A-45)
4 ;UJD 1 m

Ulr,)=e Vo (A-46)
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Solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales largos
A tiempos adimensionales largos (s — 0) la funcion de transferencia (A-30) no se
simplifica porque produce una solucién estacionaria:

A
B(s)=—"+s (A-47)
o

D

Substituyendo la funcion de transferencia (ec. B-30) en la solucion general:

rp-1 _E[rDJ.'z_]Lfig_._S
3 !aD

. e 2ap
Colrp,s)="7= ; (A-48)
YD
Arreglando:
2ay, 3 \ ap
— e e ‘
Co (i‘D ) S) =—=
oo I _7p
ap xp
Aplicando la transformada inversa y el teorema de la traslacion a la ec. anterior:
rp ! 2], 1
2ay - 1:&]1 - 3 A
e o e
Colrpstp)= e Lol 1 S o
,to (4-50)
L @p

Invirtiendo con tablas (Carslaw y Jaeguer, 1959, ec. 19 del Apéndice 5) de
antitransformadas de Laplace:

!'D—I A )'DID
C ( e:—aﬂ et e
D rD9tD) e o
o 2

. ] #]Mﬁe{fc[z[’bwz_ll 1‘—_ I—ﬁtt)} J:‘_‘] :zerfc[ [ 372 112.\/[ \/_ID]:|

3 ap

(A-51)
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Arreglando se obtiene la solucion analitica aproximada a tiempos largos del modelo
propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogéneos:

1. 32 32 P
(}‘D, ) f(ro){er{ O!D[I’D 1] 3tD\V1 )-i-‘](r )e}fc{ N Gp o ' l]+3ID‘\ }} (A-52)

3'\;aDtD 3\;’an0
N SR [
3 Vap
¥ = — €
f(r) 27 - (A-53)
4|!‘DM2—1| i{E
_ 3 Va -

J(ry)=e g (A-54)

Si 4,=0 la solucién para flujo radial de un trazador quimico en yacimientos
homogéneos es:

rp-l

Cypltronts) = a erfc[[ 33’2—_1]} | (A-55)

\} D \’t
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APENDICE B. FLUJO RADIAL DE TRAZADORES RADIACTIVOS EN
YACIMIENTOS HOMOGENEOS CON VOLUMEN POROSO
INACCESIBLE.

Deduccion de la ecuacion general de dispersion-conveccion-decaimiento
considerando volumen poroso inaccesible.

Se consideran dos volimenes porosos, uno accesible y otro inaccesible, por lo que la
porosidad total es:

=0, +¢,; | (B-1)
donde:
' Vi | = Vp - Vpi

¢:—"I7_s ¢1 -

T

El desplazamiento por dispersion es debido a la existencia de gradientes de
concentracion y esta regido por la ley de Fick de la forma:

jD =-¢;DVC - (B-2)

El desplazamiento por conveccion es debido a la existencia de gradientes de presion
y su densidad de corriente, esta dado por:

T, = ¢,uC B3)

Superponiendo los efectos de dispersién y conveccion, se tiene la densidad de
corriente total:

J = ¢, [?,_IC - DVC] (B-4)

Dada una regién R, de un medio poroso limitada por una superficie S, el flujo de
masa por unidad de tiempo, a través de la superficie S, esta dado por:

m = H¢T [;tC - DVC]ﬁdA (B-5)

Aplicando el teorema de la divergencia, se tiene:

[[¢:[uc - DVClda = | Rj {v(¢,[uc - DVC]r (B-6)

La masa por unidad de tiempo que entra menos la que sale, debido a la dispersion y a
la conveccion:

m = jﬂv(@‘»r [uc - DvC]hy (B-7)
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La masa por unidad de tiempo que se acumula en cada volumen poroso que es
mdependlente del tiempo:

- 5( j£j¢,CdV + j!j;ﬁ,.cstJ (B-8)
Agrupando las integrales:

- 2[ ffioc voc. 4 ' 59

La masa de trazador por unidad de tiempo que se pierde por decaimento en una
region:

= [[[ ¢-2Ccav | (B-10)

Utilizando el principio de la conservacion de la masa donde el decaimento actia
como un sumidero:

[[[v(@,[cu-Dvc]r = —ﬂj’(aﬁ %(-f—w,. oC, ]dV - m;ﬁric:dlf (B-11)

ot

Arreglando:

(¥l lci-vclv » [[foacar + [ 5+

]dV 0 (B-12)

El operador integral de region es lineal, por lo que agrupando las integrales:

[(i[v6.fca-pveDssacs. Ses Selav =0 ma

Como la regién existe, dV # 0:

oC oC
V@ [cu-DVC]D+¢,2C + 9, o+ b, 5= 0 (B-14)

Como la porosidad total es constante sale del operador y substituyendo la porosidad
inaccesible (de la ec. B-1}:

$,V(Cu-DVC )+ ¢T,1C+¢, + g, -

(B-15)
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Dividiendo entre la porosidad total:

v (uC - DVC)+;LC'+¢‘ oC  #r=9.0C
¢, ot ¢, o

=0 (B-16)

Aplicando el operador V:
uVC +CVu-V(DVC)+ AC + ¢, %+ [1-

(B-17)

donde:

A
& ¢

Para un flujo incompresible el gradiente de velocidad es cero, en consecuencia:

uvVC -V(DVC)+ zc¢»D?£ [1 -

(B-18)

Arreglando se obtiene la ec. general de dispersidn-conveccion-decaimiento con
volumen poroso inaccesible: :

V(DVC)-uVC - AC = ¢D + [t -

(B-19)

Transformando a coordenadas cilindricas y si la concentracion no varia con el angulo
para cualquier radio:

16 aC(r,t) oC(r,1) aC(r,t) aC (r,t)

Ll ELU Ly, Y ac(r,)=¢, Sl 1 g, ] (B-
L2 p, 0ty LD ()=, T 10 0,175 B20)

Substituyendo la ec. A-3 y A-2 en B-20, se obtiene el modelo para flujo radial de
trazadores radiactivos en yacimientos homogéneos considerando el volumen poroso
inaccesible:

aa 3°C(r,1) a &r,t) 4C(r1)= 4, 20 ( ) NP L) (r)

et r e @21
Condicién inicial: C(r0)=0
Condicién de frontera interna:  C(r,,,#)=C,
Condicion de frontera externa:  limC(r,r)=0 (B-22)

El ritmo de concentracion que se transfiere al volumen poroso inaccesible:

). : o ORI (B-23)
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La condicién inicial para considerar el volumen poroso inaccesible:
C(r0)=0 ‘_ . (B-24)

Donde las definiciones de las variables adimensionales son:

r . . Dt avit aa at r, iAo
rD - T’ aD - o ’ ,D = 2 = 2 = 3 =aD 3 /ID = )
W W Py ry ry ry a
C(r.t). C . (r,1) roiM
CD("D’[[))— C [ C.’A‘D(rDSID)= C N MD :_[]W__._._—
a o a _¢D]

Transformacion a variables adimensionales
Despejando las variables reales:

¥ =yl (B-25)
Cr,t)=C,Cp(rpsty) (B-26)
C,(r,1) = C,Cp(rp:tp) | (B-27)

Derivando las variables adimensionales de radio y de tiempo, asi como las ecs. de
concentracion: '

ar , 1

~ _ :;_ : (B-28)
d;tD _ arl}a (B-29)
R TRt o

Para transformar la ecuacion en derivadas parciales a variables adimensionales se
requiere de la primera y segunda derivada en espacio y la primera derivada en tiempo,
por lo que la primera derivada en espacio:

é’COg?:,I) - dcdc((rst) I:O’)CD(rD,tD):' er — Colié‘CD(rDBID )]L (B_32)
PAUEELY ) orp dr arp w
La segunda derivada en espacio:
éﬂdrat)zg f_ GFC'D(rD’tD) =wC_‘Q m‘i &‘D("D’ID) dn, =% ﬁCD(rD’tD) B3
d‘z rw d‘ &D | rw &D &D dl‘ 8 w2 aFDZ ( ) 3)
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La derivada con respecto al tiempo de la concentracion:

oC(r,t) _ _dC(r,1) 8C p rpstn) | dtn _ oC,(rp.tp)|apa (B-34)
ot ac , (rp.tp) o, at ° dty, r,’

W

La derivada en tiempo para la concentracion debida al volumen poroso inaccesible:

aC, (r.t) _ éC (r,t) [0C p (rp.tp)]dr, _c. oC , (rp.tp ) e, a (B-35)
ot 8C , (rp,tp) ot at ot

W

Substituyendo las derivadas en tiempo y en espacio, asi como las definiciones de
_ radio, concentracion y decaimiento:

aiC, FColopty)__aC, Zlrpt) 310Gy 1)

rerrw &Dz rwr Dr w2 &D ar
aC. A&\t C &,
=@ p D( 2 ) [1 ¢D]a ap ( ) (B-36)
r, ap v, ap

Simplificando se tiene el modelo adimensional de flujo radial de trazadores
radiactivos en yacimientos homogéneos:

@ FColrpto) 1 Kialioto) ;¢ 1,1,) = 0, L) [ Jr, Fllote) p.37)

) 5’92 rp p ap
Condicién inicial: Cc,(r,,0)=0
Condicion de frontera interna: C,(Le,)=1
" Condicidn de frontera externa: lim C,y(ry,t,)=0 (B-38)

Substituyendo la derivada con respecto al tiempo de la ec. B-35 en la condicion para
considerar el volumen poroso inaccesible en la matriz (ec.B-23):

@,aC, C,(rp,tp) _ MC
rw2 (?[D [l_¢D][C (rD’rD) C:D (rDs D)] (B‘39)

Simplificando y substltuyendo la definicion para el ritmo de transferencia entre
concentraciones se obtiene ecuacién del ritmo de concentracion que se transfiere al
volumen poroso inaccesible:

. r, .
ao”_icgb__“)—M [C (’b: ) CsD(rD’tD)] (B-40)

D

donde la condicion inicial:
Cp ("u ’O)ZO (B'41)
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Solucién analitica en el espacio de Laplace

Aplicando la transformada de Laplace al modelo de flujo radial en el yacimiento y
substituyendo las condiciones iniciales:

a. d*C(r,,s) 1dC,(r,.s o — -

—- D( 3 ) - D( 5 ) _/‘{‘DCJD(rD>S)=[1 "¢DlsaDCr_fD(rbss)+¢DsaDCfD(rD’S) (B-42)

2
o dr, o I

Aplicando la transformada de Laplace a la ec. B-40, substituyendo su condicion
inicial (ec. B-41) y despejando la concentracion que se transfiere al volumen poroso
inaccesible:

Colt)=| 222 ol (B43)

a s+ M,

Substituyendo la Ec. anterior en la ecuacion de flujo en el yacimiento, ec. (B-42):

27 ~ L _ .
g‘gd ”(rD’S)—ich(rD’s)—;tDCJD(rD,s)=[l-—¢D{—a :f-DM ]SaDCD(rD’S)+¢DsaDcD(rD’S)
D D

s er2 r, drp

(B-44)
Arreglando:
d*Cplry,s) 1 dCylry,s ol
_dDr(D—ZD__;r;—DerQ—_)_ﬂ(S)rDCD(rD,S): 0 , (B-45)
donde:
ﬂ(S)Z £Q+¢DS+M
| ap ans + MD

Solucidn general a la ecuacion diferencial ordinaria de coeficientes variables (B-45)

wl [ eBE roB(s) + ——

o a . 4 ) 4
Cotrp,5) = 3% | o] — st |+ kaBi| — (5 o (B-46)

Aplicando la transformada de Laplace a las condiciones de frontera dadas en la ec.
(B-38):

Co(ls)= % (B-47)
lim Cplrp.s)=0 (B-48)
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Aplicando las condiciones de frontera en la solucién general ec. (B-47 y B-48) se
obtiene la solucion al problema en ¢l espacio de Laplace:

- 'Ai(rDﬁ(s)JerchJ1
Tag 273
o (ry.s)= & (£ () (B-49)
_ s Ai{ﬁ(5)+1/4aD2J
(ﬂ(s))2f3

donde la funcion de transferencia es.

’10 MDI- D
B(s)=gps+ o + Z;E% (B-50)

Solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales cortos
Los argumentos de la funcion Airy son:

rpB(s) + — B(sy+ —

4a , 4a ,’

3 Y, = 2/3D
BH)"” (B (s))

Y =

(B-51)y (B-52)

Para tiempos cortos {s — « )en el numerador del primer término domina sobre el
segundo:

1
B(s)r, >> 2 ' (B-53)
4o,
B(s) >> —— (B-54)
4a
Simplificando:
Y = ﬁ(s)]”’b (B-55)
Y, = B(s)'"” (B-56)
La funcién Airy para argumentos mayores a 1.0 se expresa en la forma siguiente:
A 2.
4ir)z —Lo e’ (B-57)
T
Al substituir las funciones Airy con sus argumentos respectivos:
. ;Da—ul ’\ff;;f‘\jroﬁ(s)llfi |
Colrp.s)=—e ; (B-58)
A} Aa —;JF(H
——
T4 B(s)"”
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Simplificando y arreglando:

fzoa—Dl —%—[rpwz‘ll\fm
e e
CD(rD,s)— " (B-59)
,\,'rD S

A tiempos adimensionales cortos la funcion de transferencia (ec. B-50) se simplifica:

1—
B(s) = pps + P D[ %] : (B-60)
ap ap
Substituyendo la funcicn de transferencia (ec. B-60) en la solucion general:
o=l 2 32_,] 4o MD[I ~p| p
2ap [ llt aD ap +oo
Colry,s)= S ® |
D\Fp» A [}‘— < (B-61)
NTD
Arreglando
rp-l 2?2t e S_[_ ;‘D+MD[1'¢D]]
2ap 3 It $pp
ED(FD,S)=6,_.— ¢
"‘\..""D S_/lD+MD[1_¢D]_[_/ID+MD[1_¢D]J - (B-62)
Ppp ¢pp
Aplicando la transformada inversa y el teorema de la traslacién a la ec. (B-64):
' rp=1 ol 32
C ( ) ezaD _ [AD-'-J;:;;[I_Q’D]]’DL ! e._ D3 VS
Yroolp)=—F—¢ v -
o\orto)= 0 At M1-6,] (B-63)
L ¢DU‘D ]

Invirtiendo con tablas (Carslaw y Jaeguer, 1959, ec. 19 del Apéndice 5) de
antitransformadas de Laplace:

o=l ’1'D+MD[I'¢D

S S M vl I’”-nl Wr—ﬂ
) e e S 2[”-1 b 1 _ J[4J+MD[1—¢D]}
N ptn) = = iR D

'\'jrl) 2 Z\ID ¢DaD

2"01’2 “] [Ap+My[i-) 32 —
S i 1 ]
. D (B-64)
3 z\th | B,
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Arreglando se obtiene la solucién analitica aproximada a tiempos cortos al modelo
propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogéneos
considerando el volumen poroso inaccesible:

Clruty)= Qro{er/E\ L &D\AD+M[_—]J {\@wz"1]¢o+3fo\.f%+MD[WD]

3, dnty 314p1do

(B-65)

donde:

g);;—] _ 2[1-03"2—1] fm
0(p)=~—e ° ¥ @ (B-60)
b 24/r,
alrp72-1] ,m
Plry)=e T N (B-67

Si ¢,=1 se obtiene la misma solucion para yacimientos homogéneos, ec. (A-44).

Solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales largos
A tiempos adimensionales largos la funcion de transferencia dada por la ec. (B-60) se
simplifica a: :

A "
P(s) =5+ 2+ Mp[l- 4, ] (B-68)

-Substituyendo la funcion de transferencia simplificada en la solucién general:

- f
-l ‘2[’03/z“ll,ll_n"’MD[]‘#ﬁD]"‘%S
2(20 3 ‘V aD
Colrp,s)="=2
D = —
D> étfr s ) (B'69)

VO D . .
Arreglando: |

rp=l ﬂ"n "'] K fs [ ’T'IJ+al)ML}[I—¢U]J

2a;, 3 #vap
- e €
Co (I’D 3 S) ==

try s—/lD+aDMD[1_¢D]_(_ /’LD+aDMD[1_¢D]J (B-70)

Gy, Ppap

JJ
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Aplicando la transformada inversa y el teorema de la traslacién a la ec. anterior:

rp—1 ZrDuz_ —
c ( ) o2 - [io+a;gfaz[|—¢ol]w - I \idp s
Fodpn)=——¢
preme Alro S__/lD+aDMD[1_¢D] (B-71)
i Pplp i

Invirtiendo con tablas (Carslaw y Jaeguer, 1959, ec. 19 del Apéndice 5) de
antitransformadas de Laplace: '

ol 1 Y ] Ap+apM (-4, ]’D
- o 2ap _ D+az a:) [|—¢!) hoe ¢rap
C (r ! ): —_— e bED ®
D\ DD 4/ 2
A p

ap

_ Z,[TQiiZ.]] Ay raphpli=¢p] 32 —_— _
. {e o e{'fc[-zr” — 1]‘.'¢D r ![AD + aDMI)[l - ¢D] I{J]

3 2 \J‘i‘—.o_ \ P,

3 2.0t, b, (B-72)

E[’n;”‘l] fman’”u['_m 372 T V
+e 3 -; ap e}fc{z[’b _1]\JJ¢D l_ " l/|: ;LD +aDMD[1_¢D]:|[DJ
§

Arreglando se obtiene la solucion analitica aproximada a tiempos largos del modelo
propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogéneos
considerando el volumen poroso inaccesible:

Clrnti) =5t {,EED =3, % +ozDMD[1—¢D]]+ R r%\f’a; 2 Al +3, 7, 5 a1 H

31l 3 bty
(B-73)
-1 5 — e
2a, - 2[’1)3!’“4] iAp+aphp[i-g, |
s(rp )= e e v B.74
? 2¢r, (B-74)
i[’”nz"] lun*'anMo["%] .
R .

Si ¢,=1 se obtiene la misma solucidn para yacimientos homogéneos, ec. (A-44).
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APENDICE C. FLUJO RADIAL DE TRAZADORES RADIACTIVOS ENl
YACIMIENTOS NATURALMENTE FRACTURADOS CON VOLUMEN
POROSO INACCESIBLE (matriz tipo estratos)

La ecuacion de flujo radial de un trazador radiactivo en yacimientos Naturalmente
Fracturados (geometria de matriz estratificada) esta dada {301‘ la expresién siguiente:

2
aa; °C/(r1) a, xf(r’t)—/’lc () D, aC\h t) _ &, (r,t)
ra’ ra ho 0oz a
¢ 4.0 C-1)
Condicién inicial: C,{r0)=0
. . ) C.(rw,t)=C”
Condicion de frontera interna: f
. limC, (r,t)=0
Condicién de frontera externa: = (C-2)
El flujo transitorio en la matriz considerando el volumen poroso inaccesible es:
°C, &C, \z,t 2ot
D, &( )36, (e01)= DT()+[1 B0} 2ol ( ) (C-3)
Condicién inicial: Cn(z0)=0
Condicion de frontera interna: C’"(hf’t) =G (1)
8C,(H+h 1)
Condicion de frontera externa: oz - (C-4)

Ritmo de concentraci()n que se transfiere al volumen poroso inaccesible en la matriz:

&, (z.1) _
n C (z,t)- C-5
La condicion inicial para considerar el volumen poroso inaccesible en la matriz:
C,,(z,0)=0 (C-6)
‘Donde las definiciones de las variables adimensionales son:
r z a a t ry S A
Fp = = Zp = /> Qp = — lp =ap, 7 A, = K ’
Fu Py Tw Fw a,
_¢,o0d,a,h, _ by _HA+h,
cp = D » & T T Epn T T
T Fy Fy
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D, C,(r.0 C_(z,1)

Duy = = C,D(rD,:D)=f—CU—; c,,,D(zD,tD)=—d-——-;
Com(z,1) M, Q
Csm (Z !t )= J-__; Mm Qm = .
? P ? Co ? f[l mD] ? QT

Transformacion a variables adimensionales
Despejando las variables reales
F=r,r,

(C-7)
Z=FyZp (C-8)
Cr(r,t)=C,Cp(rp,tp) (C-9)
C.(z.1)=C,C,p(zp,1p) (C-10)
Conl(z,1y=C,Cp(zp,1p) (C-11)

Derivando las variables adimensionales de radio, altura de matriz y tlempo asi como
las ecs. de la C-7a C-11:

drp, 1
dr r, (C-l2)
dz , 1
dz r (C-13)
. dt D _ a pa,
- 2
dt r, (C-14)
oC (r,1)
IC i (rpstp) ¢ (C-15)
C,(z,1)  _
OC,p(zp,15) 7 (C-16)
OC,, (2,1)  _
Comp (20515) ° (C-17)

Se requiere de la primera y segunda derivada en espacio y la primera derivada en
tiempo, por lo que la primera derivada en espacio de la concentracién en las fracturas:

acC _ ac , | C 4 | dr, _c. oC o | 1 (C-18)
ar aC 4 ar, dr ar, r

L
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La segunda derivada en espacio de la concentracion en las fracturas:

2°c, cole(acpY_c,[ 2 (sc,\|dr, €,0°C,
or? r, | or\ érg r, | or, \ o, dr  r? Or,’

¥ " * (C-19)

La primera derivada en tiempo de la concentracion en las fracturas:
6C, _9C, [0Cn Jd, _ . [9Cn |ana,

St IC, | Sy, | g, | r° ‘ (C-20)
La primera derivada en espacio de la concentracion en la matriz:

oC :

oc, _ dc w | Ay _ o [0Cw ] 1 (21

ar ac ., or, dr ar, r.

La segunda derivada en espacio de la concentracion en la matriz:

g'c, C,|d8(aC, C,| ¢ (Cpp ar, <C,é°C,,
9 C _ _ = =9 4 (C-22)
or F é’r é’r P r. | érp ory, dr r or,

w L W

La primera derivada en tiempo de la concentracion en la matriz:
acm acm |:§Cm.’Jj|d!D =C [acmn:|apa.f

o, dt ot r., (C-23)

ot ac .,

La primera derivada en tiempo para la concentracion transferida al volumen poroso
inaccesible en la matriz:

aC.\-m - acsm {acsmi) :Id’{) _ C {&C.\'mu jlaDaf

51 0"C mh Cgtl) d’ 0"!,) rwz : (C-24)

Substituyendo las derivadas en tiempo y en espacio, asi como las definiciones de
radio, concentracion y decaimiento en la ec. C-1:

C &C’}D(’})’ !)) a, C, (r[): ) irw afC C (r ; ) Dr., d:'b(zup D) a G a dj (’b’ .'))
@ sl 8y ar; M;A,Jrfcr roa, rf >4

Simplificando se obtiene el modelo adimensional de flujo radial de trazadores

radiactivos en las fracturas:
ﬂézcm(’bato)_ia:‘fn(’b’to)_;b C (r )_LéCmD(ZDf’tD)_a fo(r ! ) (C-25)
elp =&y -

Yp &Dz v, a, | o, &, a,
0

Condicién inicial: Cplrp.0)
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Cm(l,tD) =1

L lim Cﬂ)( )-—- 0
Condicion de frontera externa: L (C-26)

Condicion de frontera interna:

Substituyendo las derivadas en tiempo y en espacio, asi como las definiciones de
radio, concentracion y decaimiento en la ecuacion C-3 es:
2
DaC, CJD(rD’tD)_ P afcoc {rtn)=[1-¢ ]af 0 .st(zDS ) +é a,C, o L, fzpnty)
- 2 2 (L D’ mD mD 2 YD
agr., @, ar, a,

w ty

Simplificando y substituyendo las definiciones de las variables adimensionales, se
obtiene el modelo adimensional de flujo lineal de trazadores radiactivos en la matriz
considerando el volumen poroso inaccesible:

3C, (20t &, o » 1p
Z(ZI!D D) - )'DCmD(zD’tD) = G _m;'(l‘—) * [l ¢"'D]aD LO‘?(%“D_) (€-27)
D D D

Condicién inicial: C,p(zp,0)=0

Cop{Zpystp) =ij(ru,fn)

atmu(zumtu) _ 0

Condicion de frontera externa: %o - (C-28)

DmD

Condicion de frontera interna:

Ritmo de concentracion que se transﬁere al volumen poroso inaccesible en la matriz:
?D_Cff_g _';E:st (ZD E] tD ) M

Fye : ﬁt D [ ¢mD

] [CmD ( pst D) Conp (ZD o )] (C-29)

Simplificando y substituyendo la definicion para el ritmo de transferencia entre
concentraciones se obtiene la condicion para considerar el volumen poroso
inaccesible en la matriz:

.1
ap MD(ZD D)=MmD[CmD(zD’ID)_Cst(ZD’ID)]

A (C-30)
La condicion inicial para considerar el volumen poroso inaccesible:
Conn(2,,0) =0 . (C-31 )

Aplicando la transformada de Laplace a la ec. de flujo lineal transitorio en la matriz
(Ec. C-27) y substituyendo las condiciones iniciales:

S =
ELCL(‘;:D_,E) - R-DC‘MD (ZD’S) = [1 = P> ]YaD E'~"”’D(ZD='S)'{_ ¢mDsaDE”'D (ZD’S) (C"32)

D
mi dZD



Apéndices de los modelos propuestos 123

Aplicando la transformada de Laplace a la ec. C-30, substituyendo su condicién
inicial (ec. C-31) y despejando la concentracion transferida al volumen poroso
inaccesible en la matriz:

— M
C.st (ZD,S):|:

[

sa, +M,,

(C-33)

Substituyendo la ec. C-33 en la ec. C-32 y arreglando se obtiene:

d*Crolzp,s) 1 [MmD[l_¢mD]saD

- -
dz D, , aps+M

D

+@, S + /T,D:IE‘mD(ZD, s) =0 (C-34)
d*Cn , -
LColzp5) (N n(zy5)=0 (C-35)

dZD
donde:

1 [1 _ ¢ D Joad
= s +A
m(S) DmD { MmD/aD +s ¢mDaDS D

La solucion general de la ecuacidn anterior:

Conlz,,5)= 4 cosh(\_f%)zl)ﬁ B senh(\st)zD) (C-36)

Transformando al espacio de Laplace las condiciones de frontera para la matriz (Ec.

C-28):

deD(zDH ,S)
dz,

(C-37)
EmD (zw ,S) = Eﬂ) (rD,S) (C-38)
Derivando la ec. C-36 y evaluando en la mitad del bloque de matriz:
Ei_gf%_(z@ﬁ_z.i). =.I/m(s) [Asenh(\;m(s)z DH )+ B cosh(\/’m(s)zDH )] (C-39).
1} .

Substituyendo el valor de la condicion de frontera (ec. C-37) en la expresion anterior
y despejando una de las constantes:

B =-Atanh( \im(s)z,, ) (C-40)

Substituyendo la constante B, en la solucion general (ec. C-36):

Colzp,5) = A[COS}{-\.‘ m(s)zD)—tanh(\'%zm)senl(\j%z‘o)] (C-41)
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Aplicando la condicion C-38, evaluando la ec. anterior en la interfase fractura- matriz

y despejando la constante: |

4o Cwlrp.s) (C-42)
cosh (\.f'm (8)z )- tanh( ~/m{(s)zyy )} Senh (\/m (5)2 )

Substituyendo la constante A en la Ec. C-41 se obtiene la ecuacion que representa la
concentracién en la matriz en funcién de la concentracion en la fracturas:

cosh(\fm(s)z[))— tanh( +/m(s)Zpy ) senh(\/m(s)zo) G olras)

amn (ZD,S)= R
cosh (-\;m(s)sz )— tanh( \/m(s)z,y ) senh (\/m(s)z‘,_,jr )

(C-43)

Se requiere el gradiente de concentracién en la matriz, por lo que se deriva la ec.
anterior y se evalua en la interfase fractura -matriz:
damo(z ,s) —
—7&'—'-:8'(5)6'1!)(’9,5)
“p | (C-44)

donde:
J— tanl'l\jn(s)zof) — tanh(/m(s)zpy)
i ’ , C-45
8= S)L—tarmcfm(s)zm) tarh(«x‘m(s)zof)] o

Aplicando la transformada de Laplace a la ec. de(ﬂujc; en las fracturas (ec. C-23):
T (rps) 1dCproes) , — 1 dC,\2p,5 _

25 MV D MV D mD\Df?

a, dCplrp:s) 1 dpVos3) o w2 DmmrTl o g |sC ol s) = Cplrns0)f (C-46

. d’bz . dr, D ﬂ)(rl) ) o, 2 aD[S ﬂ)(rD S) fD(" D )] (C-46)

Substituyendo la ec. C-44 y la condicion inicial para las fracturas en la ecuacion
anterioren la ecuacion anterior:

d'C,(r,,s dC . (r,,s —
a, _ﬂ')(.'J )_L ﬂ)(l) )_A_Dcﬁ)(rws)_ g(s)

2
Y dr,, ry dr, o,

thD(rD,s)= saDC_'f;(rD,s) (C-47)

Arreglando se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria de coeficientes variables:
d*C . (r .5 1 dac.(r .8 —

ﬂ)(zn ) o ﬂJ( D ) _ ﬁ(S)rDCJD(?”D,S) -0

dJ‘D ap, dro (C-48)

donde:
Jm(s) tanh(,71(5)24 ) tanh{/m(s)z,y )
1- tanh(\fm(s)z,,” )tanh(\fm(s)zw )

A
+ 245
ap

B(s) =

p%n
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La solucion geﬁeral de la Ec. C-48:

P YO L roB(s)+ ——

= 4o
C psS) = 20 klA' 2/?0 +sz' 213D
o8y = A ) 1)

(C-49)

Aplicando la transformada de Laplace a las condiciones de frontera para las fracturas:

— 1
CﬂJ (l,s)—; (C-SO)
lim C ,(ry,5)=0

b

(C-51)

Aplicando la condiciones de frontera a la solucion general (ec. C-49), se obtiene la
solucién en el espacio de Laplace:

FA _[rDﬁ(s) + 1/(4aD2)J_
1 2/3
(B(s))

. 1 rp =1

C D (FD ,S): —e 2ayg

s A{ﬁ(s)+1/(4auz)J
! 173
: (B(s)) (C-52)
donde:
Bs) = m(s)| tanh(\/m(s)zp,)—tanh(m(s)zp, ) +;L—D+s .53
apo, | 1-tanh(~/m(s)z, ) tanh(\im(s)z,, ) | a, (C-33)
L (- M s
m(S)_D,,,D[M,,,D o, + s +¢mDaDs+iD} (C-54)

Solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales cortos

Para tiempos adimensionales cortos (s grandes, s — ) en el numerador de los
argumentos de la funcién de Airy predomina el primer término:

rB(s)>> ~ L (C-55)

a,,

B(s)>> ——

Simplificando los argumentos:
113

v=(8s)"r, Ty = (B() (C-57) y (C-58)
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La funcion Airy se puede expresar en la forma siguiente:
2p3012
- Zy

Ae ?
4i (F)~ S
var! (C-59)

Al substituir las funciones Airy con sus argumeritos respectivos en la Ec. C-51,
simplificando y arreglando:

-1
_ R s

C fD (rD . S) =
\Vro s (C-60)

A tiempos adimensionales cortos el volumen poroso inaccesible considerado en la
matriz no influye en el comportamiento de la concentracidn en las fracturas, todo el
volumen poroso de la matriz esta disponible, esto es:

¢, =1 (C-61)
Substituyendo C-61 en la Ec. C-54:

a A ‘
m(s) = D:o [s + ;i] | (C-62)
Aplicando el limite para “s” grandes a la Ec. C-61, el primer término domina sobre el
segundo:
m(s)= 5= (C-63)

A tiempos adimensionales cortos el parametro “s” es grande, entonces la ec. C-63 es
grande, substituyendo esta funcion de s en la diferencia de las tangentes hiperbolicas
queda indeterminada, por lo que aplicando L hopital, el primer término de la funcidn
de transferencia es cero {(ec. C-53) y se obtiene:

p .
Bsy="2+s (C-64)

ap,

Substituyendo la Ec. C-64 en la ec. C-60 se obtiene el modelo “homogéneo y en
fracturas’:

rp-l

bl
~ 1 2a € ’ -J:D
Cplrp.s)=-—e™™ (C-65)

4o s
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Arreglando:'

fD(rD’S)

J (C-66)

La transformada inversa, utilizando el teorema de la traslacién:

fD—l ___2IFD]"2—I|\/?
3

2ﬂ’n 'lnr
€
. (C-67)

C (rD’D)_ 4/ﬁ “o L7

Invirtiendo con tablas (Ec. 19 del Apéndice V) y arreglando se obtiene la solucion
analitica aproximada a tiempos cortos al modelo propuesto de flujo radial de
trazador radiactivo en yacimientos naturalmente fracturados:

—[ a2 [ 3
Jap s 1] 3,440 NN —1]+3ID JAp
C , F e : +G
JD(rD ) (rp) ’fc{ 3wfaotp ] (rD)e'f({ 3Nf——a ;

D*D

(C-68)
donde:
Ar)=g=e ™ 5 Glp)=e > (C-69)y (C-70)
D

Solucidn analitica aproximada a tiempos adimensionales largos
Aplicando el limite a la ec. C-54 a tiempos adimensionales largos, es decir, “s”
tendiendo a cero:

1 [l - ¢m.’) ]MmDS
D, |

11m m = lim + S+A, | =
(s) 1 MmD/aD+s ¢m1’) D:l

s—0

[a[) [1 - ¢mD ]MrnD + "1"1) ](C'71)

mb

Substituyendo el limite anterior en la ec. C-53 y debido a que los argumentos de la
tangente hiperbolica para los valores practicos son menores a uno, se obtiene:

/A' + a[)[ m!)]‘MmD tan E’ + ap [l — ¢mD]MmD z —tan /]E'D + a!)[l — ¢mD]Mm.') z
D B \ DH \ nr i

D D
Bls)=- z +—L+5

mbD mi) -
_ ED + aD ll rer]MmD A’D + aD [] - ¢mD]‘MmD aD
a0, | —tan Zpy Zp
D D, :
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Para argumentos pequefios, tanh(x) = x :

'}’10 + aD[] —¢mD]MmD[ fﬁp +aD[l — &0 mb ,
A

_ f’l.')"'ao[l_fﬁmn m :I
by
D

"\./ D D o / D

Bls)=- - : MD[ ! o +22 45
a, O'D]:I _Mptay 1-¢.,M,, 2, szjl ap
DmD

La funcion de transferencia fractura-matriz simplificada:
As)=—— “ou oy

- C-72

ap0p I.DmD /(’10 +aD[l = B> mD) ZDHZDf] @p ( )

Substituyendo la funcién de transferenc:la simplificada (ec C-72), en la ec. C-60:

“DH Z Dy +—Lts

1 rp—l V aDC’DleD/ (Ap+ap (16, M, - Ipaior] ap
eZaD €

CfD(ross)

L
/1 s

(C-73)

En forma similar a la obtencién anterior se determina la solucion analitica

aproximada a tiempos largos para el modelo propuesto de flujo radial de trazador
radiactivo en yacimientos naturalmente fracturados:

- [@kr-l ool s el =) "
m m ZnpZ
C.fr)(r!)’tf)): M(r,) erfc - 3 .'a !y - : - e
\
P i Zpy —Zpr
aqlr =1|+3t, .
NG p D ] \-O'DleD/(/l +aD[l ¢mD]MmD) ZDHszJ
+L(’D)e'fc R (C-72)
’\.‘{aDtD
\ —
donde
%’i—;\'—;‘ - 2["1331“1]/ ZpH ~Tpr
M(rD)z e e e o5 [Dmp 1{(Ap+ap 1=Gpp IM 1p )’ZDHZDJ'J .75,

2 i‘\f "

4|r 342 II[ 2 —

21'n - DH “nf

L(l‘ )_ e EENL /UoleD"(io+an[’ Bmp IM o )—ZDHZij
b )=

(C-76)
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APENDICE D. FLUJO RADIAL DE TRAZADORES RADIACTIVOS EN
YACIMIENTOS NATURALMENTE FRACTURADOS CON VOLUMEN
POROSO INACCESIBLE (matriz tipo bloques cibicos).

Modelo para flujo radial en las fracturas:
& FClrntn) 1 Lplrpst) Al )+ D,, ¢, o\ zos + Zoply) o & plrpty)
p a, o dp & [dp/é} ¢ @p ap

1<r, <o 1,0  (D-1)

Condicién inicial: Cp(rp,0)=0

Condicion de frontera interna: Cp (1, ;D) =1

Condicién de frontera externa: lim Cpy(rptp) =0 (D-2)
rp—®o

Modelo para flujo en la matriz cubica:

D.p 2 (. me(:D,rD) —AC = 1- éCst(zD’tD) éj_m_i?_(zpitﬂ_)
2 [ 2, (ZD &, D mD(zD9tD) a’D[ ¢mb] a, *+QpPp a,

0<zp Szpy +zp,, 1520 (D'3)

Condicion inicial: C.p(2p0)=0
. . ac,,(0,¢
Condicién de frontera interna: —'"-%7(—-—02 =0
Condicién de frontera externa (interfase): c, D(ZD W+ 2o fD) = Cp(rp.1p) (D-4)

(El eje de referencia pasa por el centro del blogue)

Ritmo de concentracién que se transfiere al volumen poroso inaccesible en la matriz:

aC, W
oy, W.\MJg{z’) D) = MmD [CmD (ZD’ID)—CSMD (ZD’ID)] (D-6)
D .
Condicion inicial: C,.n(z,,0)=0
Solucion

Aplicado la transformada de Laplace a la ec. de flujo para la matriz, sustituyendo las
condiciones iniciales y arreglando, se llega a la siguiente expresion:

d*’C (z,,8) 2 dC (z,,s — — —
Dmul: MD(zu )+_“ no(2p ):I_’lucmn(znss):aD¢mDSCmD(zDsS)+aD[l_¢mD}9Cst(ZD’S)

z, dz,,
(D-6)

)
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Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion que representa el ritmo de
concentracion transferida al de volumen poroso inaccesible en la matriz:

an [S O () Bl G () ’0)] [ Con(Zps8)— mD(ZD7 S)] (D-7)

Substituyendo la condicién inicial y despejando la concentracion transferida al
volumen poroso inaccesible en la matriz:

MmD
M _,+ays

Cst (rD’S) = CmD (ZD’S) - (D-8)

Substituyendo la ecuacion anterior en la ec. D-6:

Y
Dm{d Cmo(fD’S) 24dG, D(ZD’S):I 205Gk Zps Sy =0 ,5C D(ZD’S)+aD[1 mD}s_ﬂD—_“C:’;(zD’s)

D ZD dZD MmD+ DS
(D-9)

Agrupando se tiene:
d? Cm,)(zD,s) 2 .dC,,(2p,5) ()T (2, 5) = 0 ' (D-10)

dz,y’ Zp dz :
donde:

! (1~ 14
mls) = Dy | A0 om0 DD/a,)fsg
Aplicando los cambios de variables siguientes:
H}
n = —";(s_) (D-11)
-— Py(w) -
CmD(zD’S) = Lo (D-12)
N W
Derivando la variable de transformacion:
dw —-
M )
Zn

La primera derivada utilizado la regla de la cadena:
dC 1)(‘:)_;;{) ai‘f’_ dEm:;(ZD,S) ms) — (RD(W)]

dz,, dz,, dw ~Nw
Derivando con respecto a la nueva variable:
dCop(2p,8) _ orf 1 dPp(w) 1 _

dz, s )[\: dw 2w’ P“(W)} (D-13)
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[.a segunda derivada utilizando la regla de la cadena:

d Cmd?ézp ) I 25 [\fl dpgiw) :szD(w)] = \fm{i[;ﬂﬂm_(vv)_;;_/i@(w)ﬂ _‘%

Aplicando el operador derivada:

27—,

d“Cmp (2p.5) m(s)[ 1 d2pPp(w) 1 dPp(w) | drp(w), 3, (W)}

___.._z—_ = “: - - D
dzD W dw 2“,3/2 dw 2w3/2 dw 4w5/2

Agrupando términos en la ecuacién anterior:

dszD(DvS) 1 d?Pp(w) 1 adrp(w) 3
d= 2 N T 372 +4w5/2PD(W) (D-15)

W

Substituyendo la segunda y primera derivada asi como la funcién de transformacion
propuesta:

m(s) d2PD(W ) B m(s) . dPD(w) N 3m(s) ( ) 2m[s] dP [w] ‘/m\/;[;] p m[S]PD(W) N
W g w2 dw 4,52 DY R W D ‘“’]'"_;1/2 T
Arreglando:

)£ 0ae) m)aral)_ms) p ) 6D, ()

ﬂ\"{; dw 2 - w3 dw w2 w2
Simplificando y multiplicando por w*? se obtiene la ecuacion siguiente:

)
d*Py(w)y  dP,(w 1
wz——D( )+w——D( )_ W’ +— |P(w)=0 D-16
aw’ aw ( )

La solucion de la ecuacion Bessel Modificada de orden v=>15:
Po(w)=k,1,,,(W)+k, 1, (w) (D-17)

Las definiciones de las funciones Bessel fraccionarias (pag. 443 Abramowitz y
Stegun):

1,,(w)= isenh(w) (D-18)
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Iyy (W) = | cosh(w) | (D-19)
124
Substituyendo las definiciones anteriores y dividiendo entre v :
P—D.Qf—) L% /isenh (w) + ky i*f-z—- cosh( w) (D-20)
~fw w \x w \ 7

Cambiando de variables se obtiene la solucién general para la matriz:
[2 senh (zD \;'m(s))_i_ ¢ 1’7 cosh (:D \/m(s))

C  (zp,8)Y=k .I— , D-21]
o (25,5 =k, \f/rr Zp~m(s) Nz Zpm(s) ( )

Transformando al espacio de Laplace las condiciones de frontera:

deD(OaS) :0, (D—22)
dz,,

CmD(zDH +sz)= C_ﬂ;(ro,s) (D-23)

Derivando la solucién general:

dm(oj) _ ¥, \/’E'[cosh(zb m) B senh(znm)} .k, \/'z[ cosh(zD m) senh(zD m)

dz,) Zp \/m(s)zf) -

Zp Vm{s)z;
(D-24)
Arreglando y evaluando cuando ;, es cero:

ndC 2229,5) k.[zm m(s)cosl{z m(s)) sen(au -Pf(s))]+k,[z,) ;m(s)senl(z,) rri(—é_)')-éos}{.z,,‘;(—;))]
(D-25)

2/) "’()

Substituyendo los valores:
0=k[0-0]+4,[0—1] (D-26)

Es necesario que la constante k; sea igual a cero, por lo que substituyendo en la
solucion general:
2 senh (z b -\f’m(s))

Cop(zp s)=k . — ; (D-27)
T Zpim(s)
Utilizando la condicion de frontera externa:
ConfzZpy +2Zps.S)=k \/Z Senh([zDH "oy ] Vm(s)) =C o (ry.s) (D-28)
mi OH Df» 1 e [ZDH + ZDf ]m Dvipo
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Despejando la constante:
[ZDH + Zpy ]\/m(s)Cﬂ) (rp.s) (D-29)

= msenh([zDH + Zp; ]\/m(s))

La solucion para la matriz en términos en funcion de la concentracién en las

fracturas:
M L ¥ C0)| SIS
Senh([zDH +zZp, ]../m(s)) 4

Para acoplar el término correspondiente a la transferencia de masa que pierden las
fracturas y gana la matriz en el contacto fractura matriz, es necesario derivar la ec.
para la matriz con respecto a z,,.

dC, (z,,5) [ZDH szf] _ sen/{\;_()zD) Imls cos}{\fﬁG)zD)
dz,, - Seni{»\;';(.;)-lzD . +szD

CmD (ZDD'S
Zp

C—jD(rD’S)

(D-31)

ZD Zp

Evaluandoen ; , + Zpy

deD(Z_DH + szaS)

& _”;(jli TS IZDH +zofJ+COth( J_)[ZDH-'-ZWD} (rD, ) (0-32)

D

Aplicando la transformada de Laplace a la ec. flujo radial en las fracturas, y
substituyendo la condicion inicial:

a, qcfz)(r:): ) _]_de(rD,s)_

Ty dr; D rp ar;,

Dmn ¢ dC ( DH +ZD]’ )
[du / 6] ¢/ dzo o aDSCﬂ) (’})s S)

DCTJ;("D, )

(D-33)
Substituyendo la Ec. correspondiente al término de interaccién entre las dos regiones
y arreglando, se obtiene la ecuacion diferencial para la region movil:

d*Cp(ry,s) 1 dCp(ry,s)

iy T ar, PO =0 | (D-34)
donde:
Dm L m(s) —_— /1 .
p(s) = ¢m 2 m(s) Coth([zDH+sz ]\;’m(s))- ] + 2L 4

&p lzDH +Zpr J¢f lzDH +Zpr J\/m(s) @p
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Aplicando la transformada de Laplace a las condiciones de frontera para las fracturas:
—_— 1
Cwlpy»8)= —3 (D-35)

s

lim C,(r,,5)=0 (D-36)

fp—a

Al substituir las condiciones de frontera se obtiene la solucion:
(rp B(s)+1/4a}
rp =1 AI 21/3
(B (5))

A:‘(’B(S)+]/4a‘2’J
(ﬂ (S))21'3

Cw(@,,.s)= %e 2ao (D-37)

donde:

_ 6¢,,D,.p -/ m(s)
'B(S) aD[DH+sz]¢f

coth([zp +2p; hm(s))- I P
“DHT4Df I l ap (D-38)

ZDH‘I'ZDf J‘\:’lm(.s)

) - s |
m(s)= 5 l:[l Bup M > +gD+¢mDaDs} | (D-39)

M, plap+s

Se observa que si ¢,, =1, ¢, =1 y a, =1, no hay volumen poroso inaccesible en la
matriz, se obtiene la soluciéon de Ramirez y Samaniego (1992).

Solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales cortos

Para tiempos adimensionales cortos (s grandes, s — ) predomina el primer término:
1

B(s)r, >> PPl (D-40)

D

P(s)>> ;
4a, (D-41)

Simplificando los argumentos de la funciéon de Airy de la ec. D-37:

~(po)7n, y Hy = (B()T (D-42) y (D-43)

La funcion Airy se puede expresar en la forma siguiente:
200
-

Ai (Y ~ﬁ_‘?_3_
)= v (D-44)

Al substituir las funciones Airy con sus argumentos respectivos en la ec. D-37,
simplificando y arreglando:
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| RSN D]
- e e
Cm(rp.s)= Jro s (D-45)

A tiempos adimensionales cortos el volumen poroso inaccesible considerado en la
matriz no influye en el comportamiento de la concentracién en las fracturas, todo el
volumen poroso de la matriz esté disponible:

P =1 (D '46)
Substituyendo D-46 en la Ec. D-39:
- % Ap -
- m{(s) D l:s+ao] (D-47)

Aplicando el limite para “s” grandes a la Ec. D-47, el primer término domina sobre el
segundo:

m(s)= —P=- | (D-48)

A tiempos adimensionales cortos el parametro “s” es grande, entonces la ec. D-48 es
grande, substituyendo esta en la diferencia de las tangentes hiperbolicas queda
indeterminada, por lo que aplicando L hopital, se obtiene:

A
Bls)="L+5 (D-49)

ap

Substituyendo la Ec. D-49 en la ec. D-45 se obtiene el modelo “homogéneo en
fracturas™:

! S e

p-l 1 ‘-]a
- 1 a, € ?
C/D(ro,s)=:~,—_—ez ? (D-50)
$irp s

Arreglando:

-t _2_’0’3'2"]Ji.‘-[_4ﬁ_]

2a, i a
Twlry.s)=¢ ¢ (D-51)

NP S_’lo _(_ ADJ
a p a g,
8

La transformada inversa, utilizando el teorema de la traslacion®:
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rp—1 2| 1 —
e 261[, .:1._9_;13 e-_ Vs
_ -1 ‘ .
Cplrp.tp)= —=—e *v L (D-52)
4 A
’\/rD 5 — D
a

Invirtiendo con tablas (Ec. 19 del Apéndice V) y arreglando se obtiene la solucién
analitica aproximada a tiempos cortos al modelo propuesto de flujo radial de
trazador radiactivo en yacimientos naturalmente fracturados:

I 3/2 ' — 3772 1 ==
CJD(rDstD) = F(P‘D) erj’c(\m” [rD _ 1]_ 310\"213 ]_'_ U(rD)erfc{\/aD s :_}_j.: 3ID \,-'/ID J

3\{¢"aDtD 3\,-‘!CZDID
(D-53)
donde:
r-1
— Z{’nm"] 4|rp3t 1
- Hry)== f e Ulrp)=e ¥ (D-54)y (D-55)

Solucion analitica aproximada a tiempos adimensionales largos
Aplicando el limite a la ec. D-39 a tiempos adimensionales largos es decir, “s”
tendiendo a cero:

. . 1 1- 1

lm?] m(s) = lm‘(]) D [[ ¢mDWM[)S + @S + AD:| = ""D"i [’11) tap, [1 =~ s ]Mml)] (D-56)
A= 55— mD s

M, la,+ mD

Substituyendo el limite anterior en la ec. D-45 y debido a que los argumentos de la
tangente hiperbolica para los valores practicos son menores a uno, se obtiene:

A, +a, [l - ¢m!)WmD [‘a“’{ , Ap + au[ mlJ]MmD J _ an{ ’_’?'.') ta, [l mf)]Mml) z J:l
- \ Ly
N \ 1) B n

D Y D ; D

m. m m

| . x
plo)= - — 5 Ty rasl e
ano'”|'l _ tanf{ ' " + a,, - ¢ml) mi3 ,;H}[ﬂm’{ﬂ{' nt an[D_ ¢m[)]MmD szJ] D
\ mi) v

mi)

Para argumentos pequefios, tanh(x) =~ x:

’11) + au[l Gro M > ‘}”n +a,|l - %u]%.u _ [ Ay + a,)[l = G Mo 2
N o L Y
\ Dml) Dm.’) !‘,' Dm[) 3
ﬂ(s) = a1 [l +—=+s
+a a
ntapll—4., )
a,o n‘:l D =¥ DHZDf}
wl}
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La funcion de transferencia fractura-matriz simplificada:

ZpH —Zpr Ay
s)= ' - 1+ +
ﬁ( ) aDO-DleD /(’10 +ap, [1 —¢mD]MmD)—ZDHszJ ap ’ (B-57)
Substituyendo la funcion de transferencia (ec C-71), en la ec. C-59:
_2[?‘,;3!2*1] I Zpn"Zpy _}/ID s
B 1 rp-l e 3 Vapop I_DmD Hap+ap[i-gnp IM )_:DHzi)[‘j ap
Cplry,s)=—=—e
Ao | S

(D-58)

En forma similar a la obtenciéon anterior se determina la solucidn analitica

aproximada a tiempos largos para el modelo propuesto de flujo radial de trazador
radiactivo en yacimientos naturalmente fracturados:

— f Ty =2,
Ja, [rDJIZ —l]u 3, |— or ~ Zor ‘4,
o I.D D/(’lu'*au[l_ﬁé ulM f))‘—zDHzl)']
C sty )= M(ry)| erfe oL e 4
m\Ip:ip D 3\/(1[) \
_ | o] ‘
wplry =1+ 31, pr Y T+ 2
' D[D ] D\'J GD'_DmD /(’10+an[l“¢mD]MmD)_ZDHZDf] ?
+ L(rp Jerfe| — N (D-59)
Japly
i
donde
p 1 alr 2] 4 N . N
2ap - LA /[:DH - ZIpr j"O'D[Dmn/’ID‘ZDH Z ]"'in
e a, ) .
Mrp)= —==e (D-60)
4irp
4 rnjlz—l

= \ﬁfl_:DH 2y Vool lDuw 7Ap~2p T s Fau
J.jap

L(rp)= (D-61)



