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Lista de figuras

Figura 1. Ocupacién de los niveles de energia a temperatura diferente de cero; a)

fermiones, b) bosones.

Figura 2. Ocupacién de los niveles de energia a T = 0; a) fermiones, b) bosones.
En ¢) mostramos la ocupacién por una infinidad de bosones de los niveles
de energia a una temperatura T < T, donde la ocupacién del estado base es

macroscopica.

Figura 3. Isoterma de van der Waals para un fluido clsico a T° < T, donde la

meseta horizontal refleja la construccién de Maxwell.

Figura 4. Curva de coexistencia de fases para un gas ideal de Bose-Einstein en el

plano P — 7.
Figura 5. Isoterma en el plano P — V para un gas ideal de bosones a T < 7.

Figura 6. Ties distibuciones de velocidades para una nube de unos miles de atomos
‘de rubidio, *'Rb, que son bosones, antes de entrar a la fase condensada
(izquierda), después de entrar (centro) y en el condensado puro {derecha).

(Sacada de Ref. [4]).

Fig. 7. Cinco isotermas P vs. V a temperaturas T} = L, T =31, T =T,
T = %Tc y Ty = IS—OTC. Aqui seflalamos la “campana” de coexistencia con
puntos y la construccidn de Maxwell (lineas horizontales) de la cual hablaremos

adelante en el texto. El cuadrito negro seala el punto critico.

Fig. 8. El criterio de Maxwell de igualdad de 4reas nos convierte una parte de la

isoterma P ws. V en horizontal (la meseta horizontai).
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RESUMEN

| Se demuestra que la condensacién de Bose-Einstein (CBE) es posible en el es-
pacio real asi como lo es en el espacio de momentos. La motivacién nace de las
afirmaciones de autores como F. London, Landau, T. L. Hill, Fetter & Walecka, B.
Maraviglia respecto a la condensacién Bose-Einstein (CBE) en el gas ideal (es decir,
sin interacciones) de bosones: la CBE, se da sélo en el espacio de momentos v no en
el espacio real o de coordenadas como seria, por ejemplo, el caso de la condensacion

de un vapor a un liquido.

Para justificar teéricamente la CBE en el espacio real, resaltamos la analogia
entre las isotermas del gas de van der Waals cuya ecuacién de estado contiene el
pardmetro b que representa al volumen efectivo por. particula, o bien, el volumen
inaccesible para las demds particulas del gas contenidas en un volumen V. Para
demostrar que el gas de BE puede condensarse en ¢l espacio de codrdenadas es
necesario considerar particulas puntuales, es decir, hacer el anlogo de b para bosones
igual a Cefo. Haciendo & = 0 en el gas de van der Waals sus isotermas se hacen
idénticas a las del gas de Bose-Einstein. Dicho de otra manera, también alcanzan
un volumen cero va que V, = 3b. Con esta analogia argumentamos que no ser nada

raro una condensacion BE en el espacio de coordenadas.

i



Capitulo 1

Introduccion

Los fisicos han sabido desde hace un siglo que la materia estd compuesta por dos tipos
de particulas, las cuales se distinguen entre si por su espin. Es sabido que los electrones
v los atomos tienen una propiedad lamada espin que es responsable de sus propiedades
magnéticas; el espin del nicleo del dtomo de hidrégeno (es decir, un protén), as{ como el

espin del nucleo de otros 4tomos pueden ser detectados por resonancia magnética nuclear.

George Uhlenbeck y Samuel Goudsmidt [1] propusieron la llamada hipétesis del electrén
gue suponia que cada electrdn tiene un momento angular de rotacién intrinseco o espin
s = 1/2 (en unidades de h/2r) y un momento magnético de un magnetén de Bohr
(eh/4wm). Como el momento magnético del electrén estd dado por p, = —g.es/2m,
entonces tiene una razdén giromagnetica g, = 2 en oposicién a lo que se predicaba que
gs = 1. Heisenberg [1] propuso que tanto el electrén de valencia como el carozo tiene cada
uno un espin de 1/2. En 1925 Pauli [1] introdujo formalmente el cuarto nimero cudntico

asociado al electrén (el espin) y lo incluyé para formular el principio de exclusién.

Sin embargo el espin no unicamente se le asocia al electrén si no que se le asocia a
todas las particulas que forman la materia. En un nivel mds bésico, las particulas que
forman la materia son de dos tipos: particulas cuyo espin tienen valores semi-entero, 1/2,
3/2, 5/2; ellas obedecen las leyes estadisticas de Fermi-Dirac, y son llamados fermiones; y
particulas cuyos espines son entero, 0, 1, 2; estas particulas obedecen las leyes estadisticas
de Bose-Einstein, y se les llama bosones. Las leyes estadisticas llevan el nombre de

los cientificos responsables de su descubrimiento: Enrico Fermi y Albert Einstein de los

1



Estados Unidos, Paul A. M. Dirac de Inglaterra, y el teérico indio Satyendranath Bose.
Ejemplos de fermiones de espin semi-entero son los electrones, protones y neutrones. Un
cuanto de luz, llamada fotdn, asi como el deuterdn, tienen un espin igual a uno, por lo

que son bosones.

Una diferencia fundamental entre fermiones y bosones es la manera como se distribuyen
entre los posibles niveles de energia cuando varia la temperatura. Describiremos ésto para
el caso simple en el cual hay 12 particulas ocupando 13 niveles de energia igualmente
espaciados. A temperaturas altas ambos tipos de particulas se comportan de manera si-
milar distribuyéndose al azar en todos los niveles de energia pero los niveles més ocupados
son los de baja energia, como se muestra en las Fig. 1. A la temperatura extrema cercana
al cero absoluto, los dos tipos de particulas se acomodan en su configuracidén de maés
baja energia de una manera totalmente diferente. Los fermiones obedecen el principio
de exclusién de Pauli, por lo que dos o mas fermiones no pueden estar en un mismo

-estado de energia. Por ésto es que en el cero absoluto, cada nivel desde el mas bajo
hasta la energia de Fermi Er es ocupado por dos fermiones, uno con espin hacia arribs,
y otro con espin hacia abajo, como se muestra en la Fig. 2. Todos los niveles de energia
por arriba de la energia de Fermi estdn vacios en el cero absoluto. En contraste con los
fermiones, los bosones no tienen principio de exclusién, por lo que en el cero absoluto
todos se encuentran en el nivel de més baja energfa, como se muestra en el lado derecho
de la Fig. 2. Un sistema de fermiones y bosones sin interaccién en su estado de maés baja
energia son fluidos cudnticos cuyas propiedades son explicadas por lla mecédnica cudntica

baséndose en sus estadisticas.

;Ocurren las propiedades especiales en la naturaleza a muy baja temperatura?. Para

responder a esta pregunta damos tres ejemplos donde intervienen fermiones. Los elec-
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Figura 1. Ocupacién de los niveles de energia a temperatura diferente de

cero; a) fermiones, b} bosones.

trones de conduccidn en un metal ordinario a bajas temperaturas tienen un .compor—
tamiento parecido a los fermiones en el cero absoluto, y se dice que constituyen un gas
de Fermi. También se cree que los neutrones en una estrella de neutrones son una buena
aproximacién de un gas de Fermi en su estado de energia mas baja. El isétopo més ligero
de helio, el helio tres (*He), con peso aténﬁco 3 tiene en su nucleo dos protones apareados,
con espines semi-enteros de igual magnitud (1/2) v direccidén opuesta, y un neutrén de
espin 1/2 por lo que el espin total del 3He es 1/2. Bajo la temperatura extremadamente:

baja de 0.0026K, un gas de He es transformado a un estado que recuerda al estado de
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Figura 2. Ocupacién de los niveles de energia a T = 0; a) fermiones, b)
bosones. En ¢) mostramos la ocupacién por bosones de los niveles de energia

a una temperatura T < T, donde la ocupacién del estado base es macroscdpica.

superfluidez (ver Pag. 54 de Ref. [2]), sin embargo, muchas de las propiedades del *He
por debajo de esta temperatura de transicién son diferentes de las propiedades mostradas
por un gas de 4tomos de helio cuatro (*He), que es un bosén (es decir tiene espin entero),
en su estado de superfluidez. La disparidad entre las prbpiedades de estos isotopos de
helio en estados de bajas temperaturas es una drarnatica demostracién de la importancia

del rol que juegan las estadisticas de Fermi-Dirac y la de Bose-Einstein.

En superconductuvidad la teoria que nos proporciona una base tedrica para el en-



tendimiento cuantitativo de este fenémeno es la propuesta por John Bardeen, Leon Cooper
y J. Robert Schrieffer en 1957 (ver Ref. [3]). El ingrediente central de esta teorfa es la
formacién de pares de electrones conocidos como pares de Cooper. Este apareamiento
puede ser pensado de la siguiente manera: un electrén pasa a través de la red de iones
positivos los cuales son atraidos por dicho electrén, causando una distorsién respecto a
su posicién original. Un segundo electrén gue siente la distorsién es atraido por los iones
desplazados. Asi, tenemos una atraccién neta entre los dos electrones después de absorber
o emitir un fonén cuya energia méixima es la energia de Debye, Awp. Los dos electrones
del par de Cooper tienen cada uno espin semi-entero de igual magnitud, pero para que
se forme el par se requiere que sué espines sean iguales vy de sentido opuesto, por lo que
se cancelan uno al otro. Asi, el espin total del par es cero, en otras palabras, el par de
Cooper es un bosén. El estado superconductor puede ser considerado un estado de pares
de Cooper en el cual un gran nimero de éstos estan en el estado de menor energia. Esto
ayuda a explicar por que los pares de Cooper tienden a actuar al unisono. Los adtomos
de “He, con un peso atémico de 4, tienen dos protones con espines directamente opuestos
vy dos neutrones también con espines directamente opuestos. Tanto los protones como
los neutrones cancelan entre si su espin; ésto implica que el espin del “He es cero, por lo
que se comportan como bosones. Muchas de las propiedades del helio superfluido (‘He)
pueden ser explicadas en términos de las propiedades de un gas ideal de Bose, es decir,
un gas de bosones sin interaccién. Asi, en ambos casos, en la superconductividad v en la
superfluidez, se puede pensar que hay un gran nimero de bosones en el nivel de més baja
energia, a ésto se le llama condensacién de Bose-Einstein; éste es un estado que exhibe
propiedades muy inusuales, se ilustra en el inciso ¢) de la Fig. 2 y adelante se define con

mas detalle.



Desde la década de los setentas los fl’sicoé han enfriado gases de un gran nimero de
‘Atomos a temperaturas bajas tratando de encontrar la condensécién de Bose-Einstein.
El 5 de junio de 1995, como reporté Eric A. Cornell [4], el equipo de investigadores que
involucra miembros del “National Institute of Standards and Technology” v de la Uni-
versidad de Colorado lograron una condensacién de Bose-Einstein con nubes de isétopos
de 4tomos de rubidio, 8"Rb; dos semanas més tarde esto fue corroborado independien-
temente por el equipo de investigadores de Randall G. Hullet [5] de la universidad de
Rice en Houston usando &tomos de litio, “Li. Ambos grupos usaron campos magnéticos y
léseres para confinar a los dtomos y enfriarlos. Desde la experiencia del equipo de Cornell
muchos grupos alrededor del mundo han obtenido la CBE y en la Tabla 1 mostramos

alg.unos datos de gases que se han estado condensando.

Tabla 1. Gases condensados a la Bose-Einstein.

FECHA | REF. | ATOMO | =~ # de ATOMOS* | ~ T* (nK)
5/6/95 | [4) 5TRb 2 x 108 10?
6/95 [5] Li 108 2
25/1/98 | [6] #Na 5 x 10° 103
12/6/98 | (6] " 108 4 % 10*
20/2/01 | [7] ‘He** 8 x 108 4.5 x 108

*El # de 4tomos v la T, son valores aproximados; **en el “He estamos tratando con
interacciones fuertes.

La observacién experimental en 1995 de la condensacién de Bose-Einstein (CBE) en
nubes frias de unos miles de dtomos es quizés el experimento mas impactante realizado

recientemente que ha sacudido el ambiente profesional de los fisicos, pues representa
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la evidencia real de lo que durante 70 afios se consideré como meras interpretaciones

académicas de modelos tedricos de dtomos y de particulas.

Para entrar en materia debemos definir a detalle lo que se entiende por condensacion
de Bose—Einsﬁein. Consideremos un gas cudntico ideal de bosones permanent'es (es decir,
se conserva el nimero de éstos) con una relacién de dispersién general en d dimensiones.
Definamos 7T, como la temperatura critica la cual divide los estados de la materia: con-
densado y normal (no condensado). Entendemos por estado condensado aquél en el que
existe un numero de particulas, comparable al total de éstas, que se encuentran en el
mismo estado de minima energfa, es decir, en el estado base k£ = 0, como se muestra en
la Fig. 2 ¢). Aqui ik es el momento de las particulas de masa m y que se relaciona con -

su energia (er) a través de
k2
2m

(1.1)

Ep =

Se ha demostrado que para la relacién de dispersién cuadrdtica (1.1) un mimero macroscépico
de bosones existen en el estado base cuantico por abajo de la temperatura critica, T, so-

lamente si la dimencidn espacial es estrictamente mayor que dos, d > 2 [8].

La distribucién de Bose-Einstein sumada sobre todos los estados nos da el nimero
total de bosones N. Propongamos Ny como €l ndmero de particulas en el estado més

bajo (e = 0 en el limite termodindmico). Explicitamente

1
N = No(T) + I§O Alerps) - 1’ (12)

donde 8 = 1/kgT v pup es €l potencial quimico de los bosones. Es comin escribir N como

' 1
N = ND(T) + I{Zﬂ)m, (1,3)
donde
z = ePue | (1.4)



es la fugacidad. Para T > T, No(T') es despreciable comparado con N; para T' < T, llega
"a ser comparable con N, Ng/N =~ 1. Justamente en T = T;, No(T,)/N =~ 0, mientras que
en 7 = ( la suma en la Ec. (1.3) se va a cero haciendo que N = Np, es decir, no tenemos

particulas en los estados excitados.

El objetivo de esta tesis es ilustrar tedricamente que un gas ideal de bosones también
se condensa en el espacio real, es decir, adquiere un volumen real nulo al condensarse en
el espacio de los momentos. En el Capitulo 2 resumimos los argumentos que dan algunos
autores a favor vy en contra de la condensacién en el espacio real. También en este capitulo
analizamos el gas ideal de Bose con el fin de hacer la demostracién de la existencia de
su condensacion en el espacio real de coordenadas. En el Capitulo 3 analizamos el gas
de van der Waals con el propésito de poder hallar semejanzas con el gas ideal de Bose y
poder reforzar la.idea del volumen nulo en la CBE. En el Capitulo 4 discutimos dichas
analogias. Enseguida, en el Capitulo 5, damos nuestras conclusiones. En el Apéndice A
exponemos la regla de los signos de Descartes para aplicarla a la ecuacién ciibica de van
der Waals. Finalmente, en el Apéndice B encontramos las condiciones bajo las cuales

existen tres raices reales para el volumen en la ecuacién ciibica de van der Waals.



Capitulo 2

Condensaciéon de Bose-Einstein (CBE) en el
espacio real

Algunos autores aseveran que la condensacién Bose-Einstein (CBE) en el gas ideal (es
decir, sin interacciones) de bosones es una condensacién sélo en el espacio de momentos
v 10 en el espacio real o de coordenadas como seria, por ejemplo, la condensacién a un

liquido de un vapor. A continuacién citamos esas aseveraciones:

14

¢ I. London dice que “..one may say that there is actually o condensation, but only
in momentum space, and not in ordinary space, ... In ordinary space, however, no
separation of phases is to be noticed.” [10]. También el mismo autor habla de los
bosones que “...settle in some kind of order in momentum space even at the expense

of order in ordinary space.” [11].

¢ Landau & Lifshitz dicen: “The effect of concentrating the particles in the state e =
0 is often called ‘Bose-FEinstein condensation’. We must emphasise that at best one
might perhaps talk about ‘condensation in momentum space’. Actual condensation

certainly does not take place in the gas.” [12].

e T. L. Hill que *..As it is usually stated, the condensation occurs in momentum
space rather than in coordinate space: the condensed phase consists of molecules

with zero energy and momentum, and macroscopic de Broglie wavelength.” [13].

o Fetter & Walecka dicen: “..Below Ty the occupation number nl of the lowest

single-particle state is of order N, rather than of order 1. The assembly is ordered

9



i momentum space and not in coordinate space; this phenomenon is called Bose-

Finstein condensation.” [14}.

o B. Maraviglia “..La superfluidité découle du fait que les atomes d’hélium 4 qui
obéissent & la statistique de Bose-Einstein peuvent se “condenser” non pas dans

lespace des positions mais dans celui des vitesses...” [15].

En contraste, otros autores argumentan que la condensacion toma lugar tanto en el

espacio real como en el espacio de momentos:

o R. Becker “..daB3 wir der kondensierten Phase, d. h. den N©-Atomen, kein
bestimmtes Volumen zuschreiben kénnen...”(“..el nimero de dlomos dentro de su

fase condensada, N® | muestra volumen nulo...”} [16].

e D. ter Haar“...one can also consider Einstein condensation to be a condensation

in coordinate space.”[17]

o K. Huang “..If we examine the equation of state alone, we discern no difference be-

tween the Bose-Einstein condensation and an ordinary gas-liquid condensation...” 18]

¢ D. L. Goodstein “..condensation takes place in real as well as momentum space...”

[19]

o D. A. McQuarrie “...Therefore the Bose-Einstein condensation is a first-order
process. This is o very unusual first-order transition, however, since the condensed
phase has no volume, and the system therefore has a uniform macroscopic density
rather than.the two different densities that are usually associated with first-order

phase transitions.” [20].
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En esta seccidn primero argumentamos que la condensacién Bose-Einstein es una tran-
sicién de fase de primer orden y luego que dicha condensacién también se da en €l espacio

real.

Es importante mencionar que para que haya CBE en el espacio de coordenadas es
necesario que el gas de bosones esté en su fase condensada en el espacio de momentos,
es decir que el niimero total de bosones N = Ny, con Ny el ntimero de bosones en el
estado de mas baja energia del sistema. De lo contrario no podriamos tener todo el gas
en un solo punto si los bosones se mueven en distintas direcciones a velocidades distintas
entre si. Lo que queremos demostrar es que st N # N slo la fraceién condensada tendra
volumen cero. Por lo anterior, a T = 0, donde todos los bosones estan condensados, el
volumen total del gas de Bose es igual a cero, ésto quiere decir que todos los bosones se

encuentran en un sdlo punto espacial, estdn condensados en el espacio real.

2.1 Transicion de fase

Antes de empezar & definir el orden de una transicién de fase veamos lo que es un potencial
de Gibbs, G(T, P, N), y un potencial de Helmholtz, F(T, V, N ) El potencial de Gibbs
es la transforma.dé de Legendre de la energfa interna, U(S, V, V), que simulténeamente
reemplaza a la entropia por la temperatura y al volumen por la presién como variables
independientes. Como T = 9U/3S y P = 0U/dV, entonces, la relacién G(7', P, N) se
obtiene con

G=U-TS+PV. | (2.1)
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De la relacién de Euler U = T'S — PV + 3; u;:N; (donde ¢ denota las diferentes moléculas

en el sistema) encontramos que G = Y; p;N;. Por lo que para un gas monomolecular:

Fy Il ) ' (2'2)

es decir, el potencial de Gibbs por particula es el potencial quimico siempre y cuando se
trate de un gas monomolecular. Cuando el gas no es monomolecular sélo podemos decir
que el potencial de Gibbs asociado a las moléculas del tipo 1, (;, dividido entre el ndmero
total de moleculas i, V;, es el potencial quimico asociado a lag moléculas de dicho tipo,
;. Como

dU-T8+ PV) = —SdT + VdP + udN, (2.3)

la forma diferencial de G es

dG = —5dT + VdP + pdN. (2.4)

Existen otras transformadas de Legendre de la energia interna, una de ellas es el potencial
de Helmholtz, F(T, V, N), que reemplaza sdélo a la entropia por la temperatura como
variable independiente,

F=U-TS. (2.5)

Si T = cte, es decir, si el sistema en cuestién estd en contacto con un bafio térmico,

entonces, dF' se puede expresar como
dF =dU — TdS. (2.6)

De la primera ley de la termodindmica vemos que el trabajo liberado en un proceso
reversible, por un sistema en contacto con un bafio térmico, es ignal al decremento en el

potencial de Helmholtz del sistema.
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Ahora definamos el orden de una transicién de fase. Consideremos un sistema fisico
el cual puede aparecer en dos fases, A y B. La transicién de la fase A a la B es de primer
orden si en el punto (T,, P.) el potencial de Gibbs, G(T, P), de ambas fases satisface la

“siguiente igualdad [19)

GA(Tm PC) = GB(TC: PC) (2"7)

y al menos una de las dos siguientes desigualdades

BALP)) (2P e s s
l or (Te, Pe) 7 orT (TC,PC)’ Le. Sa(Te, o) # Sp(Te, P} (2.8)
WALE)  L[OMEE) i amme s
{ 7 Pl D P A

Cuando (V)4 # (V.)g en el potencial de Helmholtz también tenemos la misma de-

sigualdad en el punto (7, V,)

Fa(Te, (Vo)a) # Fa(Te, (Vo)B), (2.10)

lo mismo para la derivada parcial de F respecto a T [19]. F' cambia discontinuamente en
la transicién pero tiene el mismo valor de 8F/9V en ambos lados de la discontinuidad,
cabe sefialar que P = —(8F/8V )y . Unicamente §F/8T cambia si G /8T cambia.

Derivadas parciales de la energfa de orden mayor que uno también son discontinuas,
en particular la discontinuidad de (82F/8T%)y y (82°G/0T?), implican discontinuidades
para Cy v Cp.

Dos fases de la materia separadas por una transicién de pi‘imer orden pueden coexistir
en equilibrio termodindmico para un conjunto de parejas de las variables termodindmicas
presion P y temperatura absoluta 7', las cuales forman una curva en el plano P — T
conocida como la curva de coexistencia de fases. Ambas fases tienen la misma temperatura

y presién pero difieren en entropia y/o en densidad.
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Figura 3. Isoterma.de van der Waals para un fluido clasico a T' < T; donde

15 meseta horizontal refleja la construccion de Maxwell.

Por otro lado, se puede demostrar [19] que el calor especifico a presién constante Cp,

y el calor especifico a volumen constante Cy, estan relacionados de la forma siguiente
Co—Cy =TV Er || 22 2 (2.11)
F 14 T 8T v N M

Uns discontinuidad finita en V a Py T constantes la podemos ver gréaficamente como
una isoterma horizontal en el plano F — V. Esto es lo que ocurre al pasar de una fase
A a una fase B en la transicién de fése de priﬁler orden, segiin (2.9). Asi, si un sistema
puede sufrir una transicién de fase de primer orden, enfonces, sus isotermas en la regién

donde las fases coexasten son horizontales. En la Fig 3 aparece una isoterma donde se da
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una transicién de primer orden, en particular se grafica una isoterma de van der Waals,
que como veremos en el Capitulo 3 la transicién del gas de van der Waals a liquido es de
primer orden. La meseta horizontal refleja la regidn de equilibrio entre las dos fases (fase
condensada. coexistiendo con la fase normal) segin la construcién de Maxwell. Un cambio
en la temperatura T a volumen constante da como resultado cambios en la presién P tal

que (OP/OT)y es finito. Sin embargo, la compresibilidad Kr, definida por

1 /8V |
(%) .

es infinita en la regién de las dos fases. Esto es porque en la regién de las dos fases, las
isotermas en el plano P — V son horizontales (ver Fig. 3). Asi, segin la ecuacién (2.11),
Cp es infinito cuando las fases coexisten va que Cy es finito. Es decir, en la regién de las
dos fases al absorberse calor a presidn constante no hay cambios de temperatura, tenemos
un calor latente. Por lo anterior podemos decir que un calor latente es caracteristico de
una transicién de fase de primer orden. Si en dicha transicién se cumple la condicién
(2.8), €l calor latente (L) saldré de la diferencia en estropia (AS) entre la fase A y la fase

B: L =TAS; si se cumple la condicién (2.9), entonces: L = —PdV.

Una transicién de la fase A a la fase B es de segundo orden en el punto (7, P,) si se
cumple que:

Ga(T., Fe) = G(Te, Fo); (2.13)

la igualdad de todas las derivadas parciales de primer orden de G4 y de Gg en el punto

(Te, Pe), lo que implica que
SA(Tm Pc) = SB(Tm Pc) Yy (VC)A = (—VC)B; (214)
a,demé.s, al menos una de las siguientes desigualdades para las segundas derivadas parciales
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de G4 y Gg en el punto (T, F.)

PG, PGy . 084 , 05

572 7 e Y B T ar (2.15)
BG4 , 8Gs . OVa , Vs

5TeP 7 aTaP ' aT ” aT (216)
G, Gy . OV. Vs

P2 95 apz R 1.e. 8_P 7é -a? (217)

Como una consecuencia de la continuidad de V, F(T, V') también es continua, asf como
su primera derivada. Por otro lado, todas o al menos algunas de las segundas derivadas

de F son discontinuas.

Generalizando, una transicién de fase en el punto (T, F,) se dice que es de n-ésimo
orden {19] cuando

Ga(T,, P.) = G(Ts, P.) | (2.18)

y todas sus derivadas parciales de un orden menor que n también cumplen con una
igualdad equivalente a la anterior, es decir, son continuas al pasar por el punto (T, F.).
Cabe mencionar que Fy = Fjg (con la importante excepcién de la transformacién de fase
de primer orden, donde F4 £ FBj v todas sus derivadas parciales de un orden menor que

n también son iguales. Al menos una de las derivadas parciales de G y F' de orden n debe

ser discontinua al pasar por el punto (1, F.).

2.2 La CBE como una transicién de fase de primer orden

Hasta aqui hemos analizado bajo que condiciones tenemos una transicién de fase de primer
orden. Lo que haremos en adelante es ver si el gas de Bose sufre una transicién de fase
de primer orden al pasar del estado excitado al estado condensado y viceversa. Para esto

utilizaremos lo que hasta ahora hemos discutido.
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Para demostrar que en un gas de Bose en realidad la isoterma del plano P — V es
horizontal en la regién de las dos fases necesitamos conocer su ecuacion de estado P(T,V)
en esta region y as{ poder juzgar el orden de la transicion al estado condensado de_ Bose.
Recordemos ciue para un gas ideal en tres dimensiones PV = %U, donde U es la energia
interna. Silas particulas tienen una relacién energia-momento (de dispersién) cuadrética.
La energia interna de un sistema ideal de bosones, donde cada uno tiene una energia de
excitacién e, estd modulada por la distribucién de Bose-Einstein, {e'g(ek‘“f’) — 1]—1. Si

U(V,T) representa la energia interna, entonces,

Incluyendo la densidad de estados para cambiar la suma por una integral en [8] se de-

muestra que la energia interna se reduce a la siguiente forma

UIAT) _ dgysn(2) ( T )dfs
NkBT - S gd/s(l) Tc ’

(2.20)
donde d representa la dimensién y s el orden de la relaciéon de dispersion., Para T < T,

el potencial quimico g = G/N, ver Eq. (2.2), es cero y por tanto la fugacidad z = 1, ver

Ec. (1.4). Por tanto para T < T, la energla interna se vuelve

UL T) _ 3gsenfl) (?_)3/2 (2.21)
NkgT 2 g3p2(l) \T, ' '

ya que para nuestro problema d = 3 y s = 2. La funcién g4/s(2) es la funcién de Bose y

tiene la forma
z
gays(2) =Y s (2.22)
Se puede demostrar que

e v}
1
gass(1) = Z s — oo cuando dfs < 1
=1
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y que para d/s > 1, gqss(1) es igual a la funcién Zeta de Riemann, {(d/s),

((dfs) = iw_l/ (/s > 1).

Este resultado se utilizara para el calculo de P.

De esta manera,

; 3/2 :
P 2U _ gsj2n1(1) NkgT (f_) ' (2.23)
3V g3 /2(1) vV Tc
Por otro lado, consideremos la relacién de dispersién en forma de ley de potencia
€ = Ck°, con s> 0. (2.24)

Para bosones ordinarios de masa m en el vacio, s = 2 y ¢, = h%/2m, (ver pag. 184 de [21]).
Sustituyendo la forma de ¢, dada por la Ec. (2.24) en la distribucién de Bose-Einstein
(1.3) y resolviendo la integral que resulta al introducir la densidad de estados, en (8] se

obtiene la siguiente expresién de la fraccién del condensado

No(T) _, '(d/s)gass(2) (2.25)

No(0) — ~ s(Bc,) 52917421 (d/2)n 5

donde ng = N/V. Como a T = 0 todos los bosones se encuentran en el estado base
entonces N = Ny(T = 0). Para T < T,, caso en que z = 1, la fraccién del condensado

tiene la siguiente forma

No(T) _ I(d/s)g4/5(1)
No(0) 5(Bea)/* 3 L7a 2T (4] 2)mg

(2.26)

- Utilizando el hecho de que Ny(T'} es despreciable comparado con N en el intervalo de
temperaturas T > T, podemos llegar a la f6rmula general de T, a partir de (2.26). Asi,

evaluando (2.26) en T, tenemos

O TWe)
= B TR g (2.27)
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por ultimo, despejando T,

d=1,.d/2,, 7%/4
T, - % sT'(d/2)24 4 %n g - (2.23)
kg | T(d/s)gass(1)

Para el caso de bosones ordinarios para los cuales s =2y ¢; = A2 /2mp cuando d=23

la ecuacién (2.28) resulta

_ 3.3LA%(N/V)?/3

P
mBkB

(2.29)

Sustituyendo esta expresidn de T, en (2.23) llegamos a

¢(5/2) my’ my
(3/2)(3.31)3/2 hg (kBT)5/2=0‘0852T§‘(%T)5/27 para T < T, (2.30)

i

va que ¢(5/2) = 1.341 y {(3/2) = 2.612. O sea, a temperatura constante, si cambiamos
el volumen, la presién permanece constante. Es decir tenemos una meseta horizontal en
la isoterma del plano P — V' cuando el gas de Bose cambia de fase. Este es el signo que
indica que la condensacion de Bose-Einstein es una transicion de fase de primer orden.

La compresibilidad es infinita y por tanto, de la ecuacién (2.11) Cp es infinito.

Supéngase que la condensacién del gas de Bose se realiza a volumen constante. Bajo es-
tas condiciones el calor especifico es continuo pero tiene una discontinuidad en la derivada
con respecto a T [21]. Sin embargo ésto no significa que la transicién del gas ideal de
Bose es de tercer orden. Para ver el orden de la transicién debemos tomar la presién (en

lugar del volumen) y la temperatura como variables independientes segtn (2.8) ¥ (2.9).
Podemos observar que la Ec. (2.30) nos da la curva de coexistencia de las fases
condensada y excitada en el plano P — T para el gas de Bose. Esta ecuacién se grafica
en la Fig. 4. Es importante mencionar que para un sistema bosdnico la termperatura de
transicién, 7., puede ser infinita, por lo que la curva de la Fig. 4 no termina.
Hagamos ahora una descripcién del gas degenerado de Bose como un sistema en el cual

ocurre una transicién de fase de primer orden. Cuando el sistema es degenerado, p = 0,
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T

Figura 4. Curva de coexistencia de fases para un gas ideal de Bose-Einstein

en el plano P — T, segiin la Ec. (2.30).

decimos que consiste de dos fases en equilibrio: el condensado, el cual estd compuesto por
_par‘m’culas en el estado de energia cero, v la parte excitada que podemds Hamar “vapor
de Bose.” En un sistema clasico donde se encuentran en equilibrio el gas y el estado
condensado, el gas tiene una entropfa mucho més grande v ocupa un mayor volumen
por particula que el estado condensado. Pero el caso de Bose es un caso muy especial
ya que el condensado tiene entropia cero y ocupa un volumen cero. El volumen cero
es posible porque entre las particulas no hay interacciones repulsivas de corto alcance,

lo que las hace puntuales. Podemos ver que el condensado ocupa volumen cero por el
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siguiente argumento. Imaginemos el gas ideal de Bose en un cilindro con un pistén mévil.
De acuerdo a la ecuacién (2.30), si empujamos el pistén hacia adentro a temperatura
constante, decrece el volumen y la presién no cambia. Esto mismo ocurrirfa si hacemos
el mismo experimento con un sistema clasico de agua y vapor de agua, al disminuir
su volumen el vapor es forzado a condensarse de tal manera que P y T permanecen
constantes, como en el gas de Bose. Pero en los sistemas cldsicos la transicién liquido-
vapor termina cuando todo el vapor se ha convertido en liquido con un volumen menor
pero distinto de cero y mostrando un rdpido incremento en la presién. En nuestro gas
de Bose podemos hundir el pistén a presidén constante hasta que desaparezca la regién de
las dos fases, es decir, hasta que tengamos Ny = N, igual que en el sistema real clésico.
Sustituyendo la Ec. (2.28) en la Ec. (2.26) vemos que la fraccién del condensado tiene la

forma siguiente
No(T)

=1 — (T/T.,)3/? T<T. 2.31

Segin esta expresién para tener N = Ny necesitamos T/7, = 0, o bien del hecho que

T, = cte/V?® (ver ecuacién (2.29))
TV#3 =, (2.32)

Como estamos trabajando con isotermas a T # 0 vemos que la tnica solucién para la

ecuacion anterior es V = 0.

En resumen, al condensar un gas de Bose por medio de un proceso isotérmico necesi-
tamos disminuir el volumen; entre més disminuyamos el volumen la fraccién condensada
crece. Al preguntarnos jqué volumen tendrd el sistema al estar totdlmente condensado,
N = Ny7, la respuesta que obtuvimos fue: ¥V = 0. Con este razonamiento podemos

decir que en la regién de las dos fases, como todavia aqui tenemos V' 3 0, el volumen es
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debido solamente a la fraccién de particulas en el estado excitado. Debemos observar que
este proceso de condensacién es diferente al proceso que se lleva a cabo disminuyendo la
temperatura a volumen constante, ya que, como es conocido, dicho proceso nos pide que

T = 0 para que el sistema se condense totalmente (ver [8]).

Podriamos decir que hemos caido en una contradiccién ya que al tener Ny = N estamos
hablando necesariamente de un sistema a T = 0 y no de un sistema en la isoterma T 7 0.
Sin embargo debemos notar que conforme N se vuelve Ny a temperatura constante distinta
de cero T # 0, estamos acercandonos al final de la regién de las dos fases donde todas
las isotermas empiezan a confundirse, en particular, la isoterma con que empezamos y la
isoterma a T' = 0. En la Fig. 5 vemos que lo que diferencia a una isoterma del gas de
Bose de una isoterma del gas de van der Waals es que la primera toca el eje de la presidn
en V =0.

Calculemos ahora el cambio en la entropia y el calor latente al realizar el experimento
pensado de arriba. Sea V,, el volumen en el cual el sistema bosénico se empieza a condensar;
y, como ya se discutid, el volumen final, cuando todo el sistema se ha condenado, es cero.

Asi, como estamos moviéndonos sobre una isoterma,
AS L[ d ' 2.33
=7/, 4@ (233)
v de la primera ley de la termodindmica
0 0
TAS = / U + /V PdV. (2.34)

Utilizando 1a Ec. (2.23) y sabiendo que la presién es constante en la regién de las dos

fases podemos llegar a

5 0
Pl av. (2.35)

TAS=§ .
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Figura 5. Isoterma en el plano P~V para un gas ideal de bosones a 7' < T,

segun las Ecs. (2.30) y (2.32).

Integrando la ecuacién anterior y utilizando la Ec. (2.30) podemos encontrar, finalmente

el calor latente, L,

5_ ¢(5/2)  my’
2¢(3/2)(3.31)%2. B3

L=TAS =~ (kgT)%?V.. (2.36)

Ahora pogamos V; en funcién de T'. Si evaluamos la fraccién del condensado en V,, éste
resulta cero, ya que bajo esta condicién N es despreciable comparado con el niimero total

de particulas. Asi, la Ec. (2.26), para d = 3, s =2 y ¢; = h?/2my, se vuelve

_ I(3/2)g52(1) .
L= S BR Tomg 2 T (3] DN VL. (237)
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Despejando V, y después de evaluar gs/2(1) = ((3/2) = 2.612 podemos obtener

N 2xn? \**
= . 2.
V; 2.612 (mBkBT) ( 38)
Con este resultado la Ec. (2.36) se vuelve
L=TAS = —g—g—%g;—gNkBT; (2.39)

nos dio un calor latente negativo ya que necesitamos sacar calor para pasar al gas de

Bose-Einstein al estado condensado. Inmediatamente se obtiene el cambio en la entropia

_5¢(5/2)
AS = =3 2oy Vs (2.40)

Se puede pensar que después de todo existe una importante diferencia entre la conden-
sacién de un vapor real clisico y la condensacién de un vapor de Bose. Un vapor real
clasico al condensarse en liquido se localiza fisicamente en el fondo del contenedor, mien-
tras que el vapor de Bose al condensarse la funcién de onda del sisterna tiene ampli-
tud constante en todo lugar dentro del contenedor (igual probabilidad para encontrar
las particulas en cualquier lugar del contenedor): el vapor y el condensado estdn com-
pletamente interpenetrados. Sin embargo, en el sistema real clasico el hecho de que el
condensado esté localizado en el fondo del contenedor es un efecto de la gravedad, una
perturbacién que no hemos considerado en nuestro modelo cuantico. En la ausencia de
la gravedad, un liquido real clésico también tendria igual probabilidad de ser encontrado

en cualquier lugar del receptéculo.

Dado que las interacciones siempre estan presentes en cualquier sistema real, la CBE en
su forma pura nunca es observada en la naturaleza, a menos que la densidad de los hosones
sea lo suficientemente baja como para poder despreciar las interacciones interbosénicas.

No obstante, el comportamiento del gas degenerado de Bose puede ayudar a comprender
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Figura 6. Tres distibuciones de velocidades para una nube de unos miles de

dtomos de rubidio, 5"Rb, que son bosones, antes de entrar a la fase condensada
(izquierda), después de entrar (centro) y en el condensado puro (derecha).

(Sacada de Ref. [4]).

| un nimero de fendémenos reales, incluyendo la superconductividad y la superfluidez en
sistemas de particulas neutras como el helio-3 liquido y el helio-4 liquido, ver [23].

Una evidencia de la CBE en el espacio reciproco se muestra en la Fig. 6 la cual es
la imagen de la distribucién de las velocidades de dtomos atrapados en trampas de rayos
laser. Estas trampas son usadas para enfriar a los dtomos a temperaturas de alrededor
de 10 K. La distribucién de la izquierda muestra la distribucién de velocidades antes
de aparecer la CBE; la distribucién del centro es la representacién del sistema después

de que aparece la condensacidn; la distribucién de la derecha representa al sistema en un




estado condensado puro. El campo mostrado en cada distribucién es de 200 pm x 270 pm,
y corresponde a la distancia que recorre un dtomo en (1/20)s. Las dreas mas oscuras

representan menor numero de atomos a esas velocidades que las dreas claras.
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Capitulo 3

Gas de van der Waals

La ecuacién de van der Waals nos da una mejor aproximacién al comportamiento de
los gases reales que la ecuacién de estado para un gas ideal. Esto es por que la primera
se deduce a partir de la hipdtesis sobre propiedades moleculares, mientras que la segunda

es una ecuacién empirica [24].

Clausius, Pag. 37 de [25], razoné que en la descripcidn de un gas no debemos tomar,
en la ecuacién de estado, el volumen V' del contenedor sino el volumen accesible para
las moléculas, el cual debe ser el volumen del contenedor menos el volumen que ocupan
las particulas. Imaginemos que en cierto instante todas las moléculas se mueven menos
una. Supongamos que las moléculas son esferas rigidas de radio . Cuando un molécula
mévil choca con la inmévil, la distancia centro a centro de las dos moléculas colisionando
es 20. Esta distancia debe ser la misma si la molécula en movimiento fuera considerada
como puntual mientras que el radio de la otra fueré, de 2¢. La rmolécula en movimiento
es excluida de un volumen esférico de radio 20, 4/37(20)3, v este volumen es llamado
“la. esfera de exclusion.” No obstante, inicamente el volumen del hemisferio del lado del
choque,

14 16 4

== 3 22
b= 237?(20) 570", (3.1)

es efectivo en la exclusién; de este modo, el volumen efectivo inaccesible para cualquier

molécula es Nb.

El volumen accesible es V' — Nb. Asi, en vez de la ecuacién del gas ideal, PV = NkgT,
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tenemos ahora

P(V — Nb) = Nk5sT, (3.2)

conocida como la ecuacidn de estado de Clausius.

3.1 Gas de van der Waals

Por otra parte van der Waals en 1873 [19], incluyé una segunda correccién en la ecuacién
de estado tomando en cuenta las fuerzas entre moléculas. Debemos suponer que las
moléculas de un gas ejercen fuerzas de atraccidn entre si, pero que estas fuerzas decrecen
muy réﬁidamente con la distancia (por ejemplo, como 1/7°) tanto que son apreciables sélo
entre primeros vecinos. Moléculas dentro de un gas en promedio son atraidas con igual
fuerza en todas direcciones, por lo gue la atraccién total es cero; sin embargo, aquellas
que estan pegadas a la pared, como del lado de la pared no hay particulas, no sienten la
misma atraccién en todas direcciones. Asi habra una atraccién neta distinta de cero la

cual ayudard a reducir la presidn.
Sea W;(R) el potencial medio sobre el -ésimo dtomo en la posicién R y u(ry;) < 0 el

potencial de interaccién entre las moléculas j e 7, entonces,

= > ulry) = / d*r = ——Wo, (3.3)

J#t
donde Wy > 0, es decir, sélo se cuenta la interaccién atractiva. Si el i-ésimo dtomo estd
pegado a la pared, por la discusién anterior W;(R) es la mitad del potencial medio sobre

una molécula de en medio

W(pared) = --%Wo | (3.4)
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Este efecto reduce la densidad local

( N) Nexp [—[m(pared) — W;(en medio)]] _N NWo/2VEsT (3.5)
pared V 7

v TV k5T Vv
Sustituyendo esta densidad en la ecuacidon de estado para el gas ideal, PV = NkgT y

desarrollando la exponencial |

N NWy NW, )2 ( NW, )3 ( NW, )“
P=kgT— |1— () e ()
5 V[ 2VkBT+(212VkBT sovier) ot )

(3.6)

como NWy/2VksT << 1, podemos despreciar los términos de orden superior a uno y

obtener
N N2
P=ksTP —a (V) , (3.7)
donde hemos definido
W 1 3
= =3 u(r)d°r. (3.8)

Incluyendo la correccién de Clausius, Ec. (3.2), la Ec. (3.7) se reduce a

[P +a (—i\;ﬂ (V — Nb) = NkgT, (3.9)

Esta ecuacién se conoce como la ecuacidn de estado de van der Waals y en la Fig, 7
se grafica para cinco temperaturas diferentes en donde para cada isoterma senalamos una
region horizontal que es la correccién de Maxwell a la presente ecuacién como discutimos
mas adelante. En esta figura la curva punteada recibe el nombre de curva de coexistencia
va que encierra la regidén en el plano P — V' en la cual las fases. liquida y sélida coexisten

en equilibrio termodinamico.

Cabe mencionar que la ecuacién de estado de van der Waals no es valida para T' << T,

a diferencia de la ecuacién de estado para el gas de Bose-Einstein, dada por la Ec. (3.10,
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Figura 7. Cinco isotermas P vs. V a temperaturas 7} = éTc, Ty = %ch, T=
Te Ty = 3. y Ty = 2T, Aqui sefialamos Ja “campana” de coexistencia con
puntos y la construccién de Maxwell (lineas horizontales) de la cual hablaremos

adelante en el texto. El cuadrito negro sefiala el punto critico.
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la cudl es valida para toda temperatura, incluyendo 7' = 0. De esta ecuacion se obtiene
la Ec. (2.23) haciendo z = 1 para restringirla a T < T,.

_2U _ g3/2+41(2) NkgT (2’_)3/2

P=22_
3V 93/2(1) V Tc

(3.10)

3.2 Constantes criticas del gas de van der Waals

La ecuacién de estado de van der Waals es una ecuacién de tercer grado en V. Hay
un punto en el cual sus tres raices coinciden (ver Fig. 7 y Apéndice B). El punto de
coincidencia de las raices reales de la ecuacidén de van der Waals es el punto critico. En
este punto la isoterma critica no sélo tiene tangente horizontal, sino también un punto de

inflexién. Esto es, en este punto;

oP P
(o), (a3, =0 o
Pero
0P\ _ __NksT _ 2aN?
V), (V-Nb2 V3
y

&P\ _ 2NksT _ 6aN?
ovz), (V-Nop Vi

Cuando T = T, temperatura critica, v V = V., volumen critico, cada una de las
expresiones anteriores es nula. Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones

respecto a V. y a T, e introduciendo estos valores en la Ec. (3.9), obtenemos

a
P.= T (3.12}
V. = 3Nb; (3.13)
¥
8a
T, = TR (3.14)
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Estas ecuaciones se usan para determinar las constantes a y b de un gas dado, en funcién

de los valores de las constantes criticas determinadas experimentalmente.

Por tiltimo, la ecuacién de van der Waals puede escribirse de manera que sea aplicable a
cualquier sustancia introduciendo la lamada presién, volumen y temperatura reducida, o
sea las razones de la presién, volumen y temperatura a la presién, volumen y temperatura

- criticos, es decir, |

(3.15)

Combinando estas ecuaciones con la ecuacién de van der Waals y sustituyendo los valores

de las constantes criticas obtenemos

(p+ v%-) (3v—1) = 8. (3.16)

La ecuacién anterior no contiene las constantes ¢ y b, v, por lo tanto, se aplica a cualquier
sustancia. El punto critico tiene coordenadas (1, 1, 1) en el diagrama p-v-t .

La ecuacién (3.16) se denomina a menudo “ley de los estados correspondientes”.
Dos sustancias diferentes se consideran en “estados correspondientes” si sus presiones,
volimenes v temperaturas son la misma fraccién de la presién, volumen y temperatursa

critica de las dos sustancias.

3.3 Criterio de Maxwell de igualdad de areas

La ecuacion de van der Waals es cliibica en V', y por tanto para cada par de valores Py T,
tiene tres raices, de las cuales una siempre es real. En la Fig. 7 se grafica un nimero de

isotermas de acuerdo a la Ec. (3.9). Una de ellas est4 a una temperatura etiquetada por
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T,. Las curvas sobre T, so“n mondtonas, pero las que estan por debajo tienen una regién en
la cual hay tres raices reales positivas, para cada par de valores de P y T, en un intervalo
de valores de P que se van acercando a una sola al irnos acercando a T, {ver Apéndice B).
Estas ltimas isotermas incluyen una regién con derivada positiva, (0P/8V )7 > 0. Este
comportamiento es prohibido ya que no puede crecer la presién al aumentar el volumen
a temperatura constante. Se dice que en esta regidn el sistema es inestable. Para evitar
esto, el sistema debe seguir alglin otro camino para ir del lado derecho al izquierdo,
en vez de seguir la curva. Esto se puede hacer por medio de una discontinuidad del
volumen especifico que es lo que pasa en una transicién de fase de primer orden. Esto es
precisamente lo que pasa en la transicién de fase de gas a liquido. Si nos movemos sobre
una isoterma de tal manera que disminuimos el volumen del gas vamos a llegar a un punto
en el que al seguir disminuyendo el volumen ya no cambia la presién. En este punto el
gag se empieza a condensar. Aquf es cuando el sistema se aparta de la curva de van der
Waals v se mueve horizontalmente al cruzar nuevos estados. Nuestro problema ahora es
determinar a que presién vamos a trazar la trayectoria horizontal al remendar la curva de
van der Waals. Maxwell sospeché que el tramo horizontal estaba en la regidn en la cual 1a
ecuacion de van der Waals tiene las tres raices reales. Su razonamiento fue el siguiente: es
sospechoso que en una region de la ecuacion de van der Waals a tres volimenes diferentes
caigamos en la misma presién, tal pareciera ser que en dicha regién tenemos P constante
para un rango de V.

Como en esta regién el gas v el liquido se encuenfran en equilibrio termodinamico,
estos deben tener la misma presion la misma temperatura y el mismo potencial quimico
p = (0G(P,T,N)/ON)pn. Las dos primeras condiciones ya estdn satisfechas, ahora sélo

falta encontrar bajo que condiciones tenemos igual potencial quimico en el liquido y en el
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Figura 8. El criterio de Maxwell de igualdad de dreas nos convierte una parte

de la isoterma P vs. V en horizontal (la meseta horizontal).

gas.

De la relacién Gibbs-Duhem recalcamos que
vdp = ~SdT + VdPF, (3.17)

donde » es el nimero de moles de la sustancia. Integrando a temperatura constante la
ecuacién anterior

= g = 'LljflgV(P)dP? (3.18)
donde los limites de integracién son los puntos en los cuales el'liqﬁido esté saturado {limite
1) v el gas estd Sa’curado (limite g). Para el equilibrio termodindmico, como i = pg, 12
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ecuacion anterior se reduce a

g
[ vap=o. (3.19)

Refiriéndonos a la Fig. 8 nos damos cuenta que esta condicién puede darnos una

interpretacién grafica rompiéndo la integral en varias porciones
a a b g
ﬁ VdP——ﬂ vap= ['viP- [*vaP. (3.20)

Esto significa que el drea de la region { — a - b debe ser igual al 4rea en la regién
b—c— g (ver Fig. 8). Por lo que podemos concluir que la desviacién horizontal a la
ecuacién de van der Waals estd4 dada en la presion tal que se cumple la igualdad en drea
de las regiones I —a — by b —c— g de la Fig. 8. Esta desviacién ya la mostramos en la

Fig. 7.

Con la discusién anterior es evidente que cuando el gas de van der Waals pasa a ser
liguido cambia su volumen. Lo que queremos hacer notar es que esta transicién cumple
con la condicién (2.9) para una transicién de fase de primer orden. Lo que haremos a
continuacién es encontrar el cambio en la entropia al pasar del punto ¢ al punto [ de la

Fig. 8, para después encontrar el calor latente de dicha transicién.

Escribamos la ecuacion de van der Waals como

P kB al

T v—b 2T (3.21)

Por otro lado, como la diferencial de la entropia es una diferencial perfecta, entonces,

82s &s
—— = (3.22)
Svou  Oudv
donde s, u v v es la entropfa, la energia interna y el volumen, respectivamente, por

particula. De la ecuacién para la entropia

1 P :
ds = Tdu + Tdv (3.23)
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vemos que (3.22) es lo mismo que

g 11 g (P
5 (7).~ m (7). (324
Utilizando (3 21)
d 1 a k‘B al _ a & 1
(7). =5 (— i _f) =55 (7)., (3:25)
que puede reescribirse como
d 1 3) 1
a(1/v) (T) ~ B(ufa) (?) (3.26)

Esto es, la funcién 1/7" debe depender de las variables 1/v y u/a de tal manera que las
dos derivadas sean iguales. Una posibilidad es que la dependencia sea sobre la suma de
dichas variables (1/v + u/a). Recordemos que para el gas ideal 1/T" = ckg/u, donde ¢ es

una constante; esto sugiere que (ver Pag. 76 de [24})

1 ck B
— = . 3.27
T wu+afv (3:27)
Sustituyendo esto en (3.21) obtenemos
P Kp _adks | (3.28)

T v—b w?+av
Sustituyendo (3.27) ¥ (3.28) en (3.23) y después de integrar con respecto a s, u y v

obtenemos

As = kpln[(v — b)(u + a/v)™). | . (3.29)
De (3.27)} tenemos que u + a/v = ckgT, por lo que (3.29) se reduce a
As = kg In[(v — b)(ckaT)*]. (3.30)

Nuestro objetivo es encontrar el cambio en la entropfa al pasar al gas de van der Waals a

Hguide sin cambiar de temperatura. Para ello llamemos v, el volumen del gas en el punto
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g de la Fig. 8 y v el volumen del liquido de van der Waals en el punto ! de la misma

figura. La diferencia en entropia entre estos dos puntos es

V, — Nb
ASES(UH)—S(’U;) =Nk31nl£_ijl s (331)
donde se utilizé s = §/N y v = V/N. El calor latente (L} durante la transicién es
Vy — Nb
L=TAS=1In [Vz — NkgT. (3.32)
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~ Capitulo 4

Analogias entre un gas de Bose-~Einstein y
un gas de van der Waals

Como ya se mencioné en la introduccién, el objetivo de esta tesis es ilustrar teéricamente
que un gas ideal de bosones también se condensa en el espacio real, es decir, adquiere un
volumen real nulo al condensarse en ¢l espacio de los momentos. Esto quedé demostrado
analiticamente en el Capﬁulo 2. Para llegar a esta demostracién se utilizé el hecho de
que la transicién que sufre un gas ideal de Bose-Einstein al pasar de su estado excitado a
su estado condensado es de primer orden. Esta es la primera analogia que encontramos
entre el gas de Bose-Einstein y el gas de van der Waals. Esta propiedad del gas cudntico
nos dice que e:«;iste una regién en el espacio P — V — T en la cual las fases condensadé
y excitada coexisten en equilibrio termodinamico. Como esto también es lo que pasa en
el gas de van der Waals, en el cual coexisten el gas y el liquido, entonces, analizamos
la transicién del gas de Bose a su fase condensada como analizariamos la transicién de
un gas de van der Waals a su fagse liquida. Es decir, si disminuimos el volumen V' del
gas bosonico por medio de un proceso isotérmico llegaremos a un volumen V. tal que se
empiece a condensar el sistema. A partir de este punto_la presién ya no va a variar ya que
la energia en forma de trabajo que le estamos dando al sistema se estd utilizando para
realizar el cambio de fase, es decir, al igual que la transicién realizada por el gas de van
der Waals, existe un calor latente L durante la transicién. Como podemos observar de
las BEcs. (2.39) y (3.32), tanto para el sistema de bosones como para el sistema clésico, L

es proporcional a NkgT'.
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Si seguimos disminuyendo el volumen del contenedor del sistema bosénico més alla de
V. podremos llegar a un punto tal que todas las particulas bosénicas estén en su estado
condensado, N = NNy. En el Capitulo 2 vimos que para llegar a este punto debemos hacer
V = 0. Para el caso del sistema de van der Waals cuado todo el gas se ha transformado en
liquido tenemos todavia V £ 0. Sin embargo recordemos que a las particulas del sistema
de van der Waals se les asocié un vulumen efectivo b, ver Ec. (3.1), y a las particulas de

nuestro sistema de Bose-Einstein las estamos considerando como puntuales.

Fijémonos en la Fig. 7, jque pasaria si V; — 07 Considerando la correccién de
Maxwell, todas las isotermas del gas de van der Waals a T < T, tendrfan la forma de las

isotermas del gas de Bose-Enstein (ver Fig. 5).

Hagamos una observacién importante al comportamiento del gas de van der Waals
con respecto a su pardametro b definido en la Ec. (3.1). Como ya se ha mencionado, b es
el volumen efectivo inaccesible por particula. Este es debido a que se toma en cuenta el
volumen de las particulas del gas. Si no tomdaramos en cuenta este volumen, como en el
caso del gas de Bose, tendriamos b = 0. Asi, de las Ecs. (3.12), (3.13) y (3.14) vemos que
P, - 00,V,— 0y T, — oco. Bajo estas condiciones las isotermas de van der Waals, segfin
la Fig. 7, tendrian la forma de las isotermas de Bose-Einstein, mostradas en la Fig. 5. Es
decir, el gas de van der Waals alcanza un volumen cero incluso a una temperatura distinta
de cero, como lo alcanza el gas de Bose. Con esto lo que queremos decir es que es posible

la condensacién de Bose-Einstein en el espacio real, como en el espacio de momentos.

Debemos recordar que lo que hemos dicho hasta aqui con respecto al gas de van der
Waals es valido sélo cuando 7" >> 0 ya que la ecuacién de estado del gas de van der

Waals no es valida cuando T' << T...

HSTA TESIS NO SALE
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Capitulo 5

Conclusiones

e De la ecuacién (2.30) concluimos que tenemos una discontinuidad en el volumen al
pasar un gas ideal de Bose de su fase excitada a su fase condensada. Por otro lado,
es sabido que la energia del gas de Bose-Einstein es continua al pasar de una fase a
otra [8]. Por definicién una transicién de fase de primer orden es aquella en la cual,
al realizarse la transicién, la energia es continua v la entropia o el volumen, o ambos,
son discontinuos. Asi, por lo dicho anteriormente, la condensacién de Bose-Einstein
es una transicién de fase de primer orden al igual que la transicién de gas a liquido
de un gas de van der Waals. Esta propiedad del gas de Bose es muy discutida y
hay quienes aseguran que dicha transicién es de tercer orden ya que, si mantenemos

- el volumen constanté, el calor especifico es continuo en la transicién v su derivada
con respecto de T es discontinua [21]. Sin embargo, las ecuaciones (2.8) y (2.9)
nos dicen que para ver el orden de la transicién debemos tomar a la presién v a la

temperatura como variables independientes.

s Partiendo de que la transicién del gas de Bose-Einstein a su fase condensada es
de primer orden, podemos hacer un andlisis que nos lleve a la Ec. (2.32) la cual
es valida cuando todo el sistema bosénico se haya condensado. De dicha ecuacién
podemos asegurar que la condensacion de Bose Einstein se da tanto en el espacio
de las coordenadas, V' = 0, como en el espacio de los momentos, N = N;. Esta

conclusién es el eje central de esta tesis inspirada en las afirmaciones que hacen

40



varios autores, algunos citados en el Capitulo 2, de que la CBE no se puede dar en

el espacio real.

Para reforzar la idea de la CBE en el espacio real se muestra en esta tesis que la
condensacién en el espacio real también estd presente en el gas de van der Waals.
Es deéir, bajo ciertas circunstancias este gas obtiene volumen espacial cero al pasar
a su estado liquido. Examinando el comportamiento del gas de van der Waals con
respecto a su parametro b (volumen efectivo inaccesible por particula), en el capitulo
3, vimos que si lag particulas fuesen puntuales, como en el caso del gas de Bose,
tendriamos b ="0, o bien de las Ecs. (3.12), (3.13) v (3.14) tenemos que F, — 09,
V., — 0y T, — co. Bajo estas condiciones las isotermas de van der Waals, segiin
la Fig. 7, pasan a tomar la forma de la isoterma de Bose-Einstein mostrada en la
Fig. 5. Es decir el Hquido de van der Waals alcanza un volumen cero incluso a
una temperatura distinta de cero, como lo alcanza el condensado de Bose. Con esto

concluimos que es posible la condensacién de Bose-Einstein en el espacio real.

41



Apéndice A

Regla de los signos de Descartes

René Descartes (1596-1650) filésofo y matematico, nacié en Francia, vivié en varios
paises del norte de Europa, estableciéndose en Holanda. Fundd la geometria analitica, la
cual es comiinmente [lamada geometria cartesiana. Por esta razoén Descartes es frecuente-

mente considerado el primer matematico moderno.

La regla de Descartes es una regla que determina una cota superior para el nimero
de raices positivas y/o negativas de un polinomio sin importar si éstas son reales o imag-
inarias. La regla dice que el ntimero de rafces positivas de un polinomio es igual o menor
al ndimero de veces que hay cambio de signo entre los términos del polinomio cuando lo
recorremos del término de grado més alto al de grado més bajo. La cantidad de raices
positivas puede ser menor a este nimero por un entero par. Una raiz de multiplicidad m,

“es decir cuando m raices son iguales, es contada como m raices. También, el ndmero de
raices negativas puede ser encontrado por medio de esta regla al reemplazar X por —X
en ¢l polinomio P(X).

Por ejemplo, el polinomio
X -X-X*+X-1

tiene tres variaciones en los signos y segun la presente regla hay tres rafces positivas, o

bien, una sola. Si reemplazamos X por —X tenemos

Xt X3 -X2-X -1,
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el cuél tiene sélo una variacién de signo, por lo que podemos decir que el polinomio original
tiene exactamente una rafz negativa.
Por otro lado, la ecuacién de van der Waals para los estados correspondientes dada

por la Ec. (3.16) se puede reescribir como la ecuacién ciibica en v, es decir,

&_(Eig)ﬁ+§”‘l““- (A1)

Como (A.1) tiene tres variaciones de signo, por la regla de Descartes concluimos que (A.1)

tiene tres raices positivas o sélo una. Ahora reemplazando v por —v en (A.1) obtenemos

_vs_(w)vz_%_}_:o_
3p p P

No hay variacién en el signo, es decir, no tenemos raices negativas. Lo anterior concuerda

con el significado fisico de v que es un volumen y que debe ser no negativo.

En el Apéndice B mostramos las condiciones para las cuales las tres raices positivas

de la ecuacién de van der Waals son reales.
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Apéndice B

Raices de la ecuacion ciubica de van der
Waals

En el Apéndice anterior hemos mencionado que la ecuacién de van der Waals es de
tercer grado en v por lo que tiene 3 raices para toda T, excepto en T = T, donde sus
tres rafces se hacen una sola, es decir, su multiplicidad es tres. Para T' > T, la presién P
como funcién de v es mondtona creciente. Esto implica una sola raiz real, y las restantes
imaginarias, en el polinomio en v. Para T' < T, las tres raices son reales. En este Apéndice

se exhibe esto.

Fijémonos en la forma (A.1) para la ecuacién de van der Waals dada en el Apéndice

A. Sustituyendo v por z + [(p + 8¢)/3p]/3 la ecuacién (A.1) se reduce a

* + az+ b= 0; (B.1)
donde
3 1 [p+8t\’
e (it B.2
‘T 27( P ) (B2)
M
3
3 (p+8t)’ 1p+8 1
— _ Z - = B.3
’ (27)2(29) 3 2 p (B:3)
Las soluciones a la Ec. (B.1) son
A+B A-B
1=~ S (-3 (B.5)
A+B A-B
rg — — 2 - 5 (“3)1/2. (BG)
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con

b B o3\M? Ve
‘5*(?%) ’

Notese entonces que:
si b?/4 + 6®/27 > 0, habra una raiz real y dos complejas conjugadas;
si b2/4 4+ a®/27 = 0, las tres rafces tendran el mismo valor y sera. real;
si 82 /4 + a®/27 < 0, habr4 tres raices reales desiguales. Escribamos el pardmetro 5% /4 +

a*/27 en términos de p y ¢, es decir,

2 g 1{ 2 [p+8t\° 1p+ 8t 1r 1[3 1 (p+8t\’]’
R T e

(B.7)

it el o 3 22 »p p 27\ p

Parap =t = 1 delas Ecs. (B.2) y (B.3) es facil ver que a = b = 0, es decir, 1*/4+a3/27 =
0, ésto implica que en el punto critico las tres raices de la ecuacién de van der Waals se
hace una sola. Este resultado fue platicado en la seccién 3.4 pero ahora se ha demostrado.
Para demostrar los otros dos casos es conveniente reescribir la Ec. (B.7) como una cibica,

en t, a saber,

it T\ ) T\ e ) e e T (B

b a3w512t3 192 1 64 1Y\ , %1 160 1 11 8§ 1 1
272 p 108p% b

Asf nos damos cuenta gue para t = p = 1 se satisface la siguiente igualdad

512¢ 1924 24+t 11 8 1 1 _ 644 160¢

P PP g e T 1eE TP 18y g Y
Para t > 1, como el polinomio de mayor orden crece mas rapido, tenemos
5124 1924 24 ¢ 11 1 1 64 t* 160 t

8 (B.10)

W 2R 3P aPp 1080 7 108pF | 1087°
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Es decir, para £ > 1 tenemos b%/4 + a®/27 > 0, sélo una rafz real. Anélogamente para

t < 1 tenemos b2/4 + a%/27 < 0, tres raices reales.

Si t — oo podemos despreciar los términos independientes de ¢ en la Ec. (B.7) y

obtener solamente

3
(B.11)

2 2
LL[ 1 (st
271 27 P

Como el término cuadritico es més grande que el término ciibico (el cual es negativo) por

4 @2\ »p 3

Poa 1] 2 (p+8)° 1p+8t
4 27 4

+8t

3 . z p
el sumando % 7 entonces, L £ > 0. Es decir, cuando ¢ — co tenemos sélo una raiz.

4

La ecuacién de van der Waals es mondtona en este limite.
Parat — 0y 0 < p < 1 podemos tener

¥ oa® 11 21 1

— -+ + = B.12

4 21 (202p 21p?2 PP (B.12)
1o cual es positivo porque estamos considerando 0 < p < 1. Es decir, también en este
limite tenemos una sola raiz, aungue estamos por debajo de la temperatura critica. Esto

esta de cuerdo con la Ec. (3.16) ya que al poner £ = 0 obtenemos una rafz real, v =1/3,

y dos raices imaginarias, v = (—3/p)V/2.
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