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RESUMEN

la expansion dg las empresas requiere de un plan de desarrollo
estructurado. El plan requiere definir las inversiones que deben
efectuarse, cuanto, cuando y en qué. pPara obtener el plan o6pti
mo se han desarrollado modelos de planeaciotn de inversiones. Re
cientemente en 1973, Hamilton vy Moses desarrollaron un modelo
que hace intéwenir tanto las inversiones de capital como la creg
ciébn y cancelacion de deuda, emisién de bonos y acclones, re=
duccién de capital y pago de dividendos en una corporacitn con
varias subsidiarias, donde la central esta encargada de coordlinar
los planes propuestos por ellas. El moc'ielo trata el problema ba
jo certeza, pudiendo decirse que en general el probiema es bajo
incertidumbre. Hamilton y Moses se avocan al planteamiento y

no tanto a la solucibn.

1. Esta tesis generaliza el modelo para incertidumbre.

\

2. Plantea la solucién con el algoritmo de descomposicion de Ben

ders.

3. Propone Y desarrolla un subalgoritmo para la solucién del pro-

blema mixto. Es una generallzacibn del de lawler y Bell.

4. Este algoritmo es aplicable tanto para certoza como incertidum

bre.
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-
S. Se ha elaborado un caso al cual se ha aplicado la metodolo-~

gfa propuesta.

6. La solucién se propone bajo el enfoque de sistemas, estructu
rando la recolecciétn de informacién, el modelo de optimiza-

cién y el modelo dindmico,

7. Se desarrolld igualmente el software de apoyo, resultando en

un paquete Gtil para casos de aplicacién real.
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I.1.

4.

N

CAPITULO I

CONCEPTOS GENERALES
Introduccién,

La teorfa del financiamiento de la corporacién se ha caracteriza-
do por una confianza extensiva en los andlisis complejos y sofig
ticados. Las personas que han contribuido a su desarrollo son
numerosas y frecuentemente ha surgido cierta controversia sobre
algunos aspectos particulares, por ejemplo Miller y Modigliani(27)
establecen que, bajo clertas condiciones, el costo del capital es
independiente de la cantidad de deuda que se tenga,mientras que
los teéricos tradicionales (7) aseveran que no, si la polftica de
dividendos influye o no en el valor de las acciones (9), (40), y
sobre si es apropiado o no incluir un factor de riesgo en la tasa

de descuento, (3), (14).
Fundamentalmente se trata de responder las preguntas siguientes:

¢ Qué decisiones deberadn tomarse para distribuir el presupuesto?

¢ Qué polftica de dividendos deberad seguir la organizaciétn?

¢Cuanta deuda deberad tener la organizacién en su estructura de
capital?
¢ Cudl es el costo del capital?



I.2. Definicién de conceptos.

Se definen a continuacién: el precio de una accién ordinaria, el
valor de mercado de una organizacién, la incertidumbre, el ‘rendi
miento sistemé&tico, el rendimiento.no sistemdatico, la diversifica-
cibn, el equivalente bajo certeza, el valor de mercado de la orga
nizaci6én bajo incertidumbre, el riesgo financiero de las acciones,

el costo del capital y la estructura de capital.

DEFINICION 1. Precio de una acciébn ordinaria, Es el valor pre

sente de los dividendos que se percibirdn por el hechc de poseer

una accién més lo que se obtiene cuando ésta se vende.

DEFINICION 2. Valor de mercado de una organizacién, bajo cer-

teza. Es el valor presente del pago total de dividendos.

DEFTINICION 3. Incertidumbre. Es el desconocimiento del resul-

tado de una docisién,

DEFINICION 4, Rendimiento sistematico. Es la parte del rendi-

miento total que tiene correlacién perfecta con el rendimiento del

mercado.

DEFINICION 5. Rendimiento no sistematico. Es la parte del ren

dimiento total que no tiene correlacién con el rendimiento del

mercado.



DEFINICION 6,

Diversificacién, Consiste en combinar valores
cuyos rendimientos no estan totalmente correlacionados de tal
manera que la variancia del rendimiento no sistematico de la car

tera disminuye sin disminuir el rendimiento total esperado.

DEFINICION 7. Equivalente bajo certeza. Es la mfnima canti-
dad bajo certeza, que se esta dispuesto a aceptar a cambio de

una situacién con incertidumbre que se posee,

DEFINICION 8. Valor de mercado de una organizacién bajo in-

certidumbre. Es el equivalente bajo certeza de la utilidad espe-

rada del valor presente del pago total de dividendos.

DEFINICION 9. Riesgo financiero de la accién. Es el incremen
to en riesgo por acciébn, derivado de que lo que tiene la organi-

zacioén no es posefdo totalmente por ella.

DEFINICION 10. Costo del capital. El costo de capital para una

inversién es la maxima tasa de rendimiento que los inversionistas
podrfan obtener en cualquier otra parte en inversiones de riesgo

equivalente, El costo de capital de la organizacién es un prome
dio ponderado de los costos de los proyectos individuales., Sien-

do los pesos los valores relativos de mercado de los proyectos.

DEFINICION 11, Estructura_de capital. Es el cociente del pa-




I.3.

I.3.1.

sivo entre el capital social, o sea lo que se adeuda entre el

capital propio.

Estado actual y objetivo de la tesis.

Estado actual,

Un paso importante en los problemas de inversién de capital lo
fue el procedimiento de Joel Dean (47), el cual consistfa en cal
cular la tasa interna de repdimiento para cada proyecto de inver-
sién,y ordenar estos proyectos en orden decreciente segln este
criterio. Se van aceptando los proyectos hasta que se agota el
presupuesto o la tasa interna de rendimiento es menor que el

costo del capital,

El procedimiento de Dean solo garantiza un resultado 6ptimo si
se satisfacen las hip6tesis Que &l establece: certeza perfecta,
mercado perfecto de capital, funciones continuas de inversion y

una independencia estricta de los proyectos de inversi6én,

lorie y Savage (48) mostraron claramente porqué el criterio de la
tasa de rendimiento debe fallar cuando: i) los proyectos que se
estdn evaluando no son independientes: ii) el flujo de dinero de
Un proyecto tiene cambios en signo y 111) el presupuesto se en-
cuentra limitado en mas de un perfodo de tiempo, Lorie y Savage

fueron capaces de desarrollar procedimientos alternativos sats.



factorios para los casos 1) y 1ii), sin embargo, no tuvieron

éxito con el caso iii).

Para el caso de un perfodo de inversi6tn, su procedimiento con-
sistfa en calcular el valor presente neto de cada proyecto y el
valor presente de la inversidn, hacer el cociente entre esas dos
cantidades y ordenar los proyectos seglin ese cociente en orden
descendente hasta agoiar el preéupuesto. Para el caso de va-
rlos perfodos, su método consiste en calcular el valor presente
neto de todos los proyectos y el valor presente de las inversio-
nes en todos los perfodos. Escoger un proyecto, y calcular el
cociente del valor presente neto entre la inversién en un periodo,
para todos los perfodos. Se aceptan todos los proyectos cuya
diferencia del valor presente neto menos la suma de los produc-
tos de la inversién en un perf(;do por su cociente correspondien-
te es mayor o igual que cero y se rechazan los que dicha dife-
rencia la tengan negativa, siempre y cuando no se viole ninguna
restriccion presupuestal o queden sobrantes que puedan utilizarse
en proyectos adicionales, Por lo anterior se ve que se trata de

un método de ensayo y error,

Weingartner (54) encuentra que para proyectos indi— sibles el pro
cedimlento de Lorie-Savage no tunciona a1 para el caso Jdo un

solo perfodo. El formula modelos tanto de programacién lineal



como de programacién entera para resolver los problemas deter-

ministas de proyectos dependientes, independientes, divisibles

e indivisibles.

Se presenta ahora una clasificacién que hace Ochoa (S51) respec-

to a los modelos de seleccién 6ptima de inversiones.

Modelos de Proyectos Seleccién Modelos
seleccibn dependientes estatica determinf{sticos
Optima d
ptima de Independientes Seleccién Meodelos
inversiones dindmica estocasticos
Un perfodo Proyectos
de inversiébn de inversi6n
, contfnua, .
Varios perfodos Inversién discreta.
de inversi6tn Mixtos,

Los proyectos dependientes pueden a su vez subdividirse en:

econbtmicamente dependientes

mutuamente exclusivos
tecnoldgicamente dependientes contingentes

compuestos
operacionalmente dependientes
Se consideran como proyectos econémicamente dependientes aque-
llos para los ~cuales la erogaciébn y recuperaciébn total de proyec-
tos individuales se ve afectada por la aceptacion de otros pro-

yectos.



Proyectos mutuamente exclusivos son aquellos que no pueden lle
varse a cabo simultdneamenta, por ejemplo disefos altermativos

para un puente o la seleccion de entre diferentes sitios posibles

para la localizacién de la cortina para una presa.

Proyectos contingentes son aquellos que solo tiene sentido inver-
tir en ellos si se cuenta con la aprobaci6tn del otro (u otros) pro
yecto. Por ejemplo la inversitn en una nueva planta no se pue-

de hacer sin tener previamente la energfa elé&ctrica disponible a

través de otra i{nversiétn.

Proyectos compuestos son aquellos que constan de un proyecto
principal y varios contingentes, de tal manera que el grupo pue-
de considerarse como mutuamente exclusivo respecto a otros pro-

yectos o grupos de proyectos. -

En los modelos estadticos, la decisiétn de invertir se toma en un
sclo tiempo, y los proyectos seleccionados se inician simultanea
mente. Por ejemplo, la inversiobn en proyectos a realizar en un
solo ejercicio fiscal. En los modelos dindmicos es permisible
diferir las inversiones a perfodos posteriores en el horizonte de

planeacidédn.

Cntonces, puade decirse quoe en cuanto un pruoblema de 1tnversic

se define, el paso siguiente es for.aular un modelo matemdtico



que represente la estructura esencial del problema V¥ sea suscep-~
tible de resolverse mediante la aplicacion de un clerto algoritmo
computacional. El ‘caso determinista sé ha estudiado tanto en la
formulacion de modelos por Wweingartner (48) , Reiter (47), Ochoa (30),
etc., como en la generacion de algoritmos de computo por Dantzig (46),
Bellman (45), Geoffrion (49), Balas (44), Lawlery Bell (22), Shapiro (53),
Mao (25), Ochoa (30), Gomory (50)‘, etc., en programacion lineal,
programacion dl.namica, programacibn entera, algori'tmos de enume-

racién parctal ¥y de ramificar y acotar.

Ahora se verd el caso con incertidumbre.

En primer lugar se analiza la aceptacién © rechazo de un solo pro
yecto. Procedimientos crudos que Ssé han utilizado en la préctica

son el método del perfodo de recuperacion y del valor esperado.

Mao (25) concluye que es erroneo el utilizar el perfodo de recu-
peracibn como ceiterio para aceptar © rechazar una inversion de;b_i
do a que 1° el método considera como detgrminista 1o que ocu-
rre desde el inicio de la {nversi6bn hasta que se recupera ésta y
20 no considera lo qu.e puede ocurrir después que S€ ha recupe-
rado la inversion. weingartner (55) concuerda con Mao, pero

analiza el hecho que ha pesar de ser errbneo el método, en la

practica se utiliza con mucha frecuencia, Y concluye que s de-

hido a que el perfodo de recuperacion pueda considerarse como
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{ndicador de aspectos que le interesan mucho al inversionista
(tiempo en que recupera su capital) por lo que a@n cuando no de
perd considerarse como criterio de seleccion si es conveniente
introducirlo como restriccién en métodos mas elaborados. Mao
analiza también el método del valor esperado, el cual es errbneo
en todos los casos en que el inversionista no tiene aversion neu

tra al riesgo.

Formas mas elaboradas para aceptar O rechazar un proyecto lo
constituyen el enfoque de Hilller (15) quien obtiene 12 distribu-
cién de probabilidad del valor presente neto de la inversibén © de
su tasa internd de rendimiento por medios analfticos. Al ano si-
gulente, 1964, Hentz (56) sique el mismo enfoque de Hillier pero
utilizando simulaci6n parm obtener la distribucion de probabilidad.
Aplicactones de estos métodos ‘se encuentran en Pouliquen (34) vy

Reutlinger (36).

Modelos para considerar varios proyectos. En primer lugar pue-
de considerarse el modelo de Markowitz {s7), quien utiliza la me
dia y 12 variancia para obtener una frontera eficiente ¥ para la

geleccion, obtener aquella cuya utilidad esperada €s maxima.

A continuaci6n se tiene el modelo de Farrar (58), el cual matema

ticamente coincide con el de Markowitz, pero no obstante cllo,
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el enfoque es totalmente diferente. Markowitz utiliza la funcidn
objetivo para obtener la fromera eficiente haciendo variar el pard
metro en ella, mientras que Farrar la deriva de una funcion utili-
dad cuadrética, maximizando la utilidad esperada. Un error que
tuvo Farrar explica porqué pudo 11egér a una funcion objetivo que
depende de la media y la variancia. Schoner (59) corrigid el error
de Farrar y mostré que cﬁando la funcion utilidad es exponencial

negativa y la distribucion normal, se llega 3 una funciétn objetivo

de ese tipo.

La funcién utilidad esta pasada en el trabajo de Von Neumann Yy
Morgenstern 160 (Apéndices 1.1 yII.2). Posteriormente Pratt (33)

hace un analisis de las funciones utilidad dependiendo del compor

tamiento del inversionista.

A partir de este punto, puede decirse que existen tres tipos de

trabajos desarrollados en problemas de inversion de capital bajo

incertidumbre.

1° Maximizacion del valor esperado

20 Maximizacion de la utilidad esperada

3o Arboles de decision y decisiones secuenciales.

Dentro del primer grupo se pueden citar los trabajos de: N¥slund (61)

quien utiliza la técnica de restricciones aleatorias, la cual «onsis
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te en sustituirlas por sus equivalentes pbajo certeza.

Byrne, Charnes, Cooper Y Kortanek quienes en (62) utilizan la técni-
ca de restricciones aleatorias y en {63) una combinacion de la técni-
ca de restricciones aleatorias con programacién lineal b;ajo {ncertidum
pre. Enla programacibn lineal bajo {ncertidumbre el problema se di-
vide en dos etapas. LS necesario considerar lo que cuesta el que las

restricciones sean violadas debido\a la aleatoriedad.

Lo interesante de los trabajos dentro de este grupo €8 no tanto el he-
cho de que maximicen el valor esperado, 10 cual es valido qnicamen-
te cuando la aversion al riesgo es neutra, sino la formulacién de las

restricciones Y la técnica de solucion.

Dentro del segundo grupo pueden considerarse los trabajos de: Hillier
(64) quien maximiza la utilidad esperada, pero que en sy trabajo no

trata el tema de las restricciones ¥ Adelson (65).

En el tercer grupo pueden citarse a Raiffa €35) gchlatfer (39) vy Mao (25).
ge considera el concepto de arboles de decisiébn para considerar 1as
diferentes decisiones €n ol tiempo, 138 cuales estan interrelaciona-
das, pero como criterio de seleccibn se continGa maximizando 13 uti-

lidad e sperada.

En 1973, se tiene un modelo de optimizacibn para la planeaci6tn finan

ciera«de la corporacion de Hamiltony Moses (1), Este modele con=

junta tanto los asp2ctos de seleccidn de inversliones de capital como
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los financieros, pere es determinista. En este modelo se maximiza
el randimiento por acelén, Como resultado se obtienen las {nversio-

nes que deben efectuarse y su forma de financiamiento.

Objetivo de la Tesis.,

La motivacién para el desarrollo de este trabajo fue la convenien
cia de generalizar para i\:\certidumbre el modelo de Hamilton vy M2
ses. En esta tesis se ha hecho precisamente eso, manejando la
funcidén objetivo para diferentes comportamientos de aversion al

riesgo.

Aslmismé, se atacb el problema de la resolucion bajo incertidum-
pre derivado del trabajo de Hamilton Y Moses. Estos autores no
hacen mayor enfasis en el método de solucién de su modelo. Des
de luego que su contribucion grande fue la de modelar, pero no

en el sentido de resolver, por 10 tanto en esta tesis sé ha dado
especlal gnfasis al problema de solucion. El método propuesto

gse aplica tanto al caso de certeza de Hamilton Y Moses como al

de {ncertidumbre presentado en el documento.

Ge utiliz® el algoritmo de particion de Benders (1), el cual utili-
za un problema auxiliar que en cada iteraclén crece en el namero
de restricciones. El algoritmo® de Benders seé publico en 1962,

propone la descomposicibn de un problema mixto en un probiema
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de programacion lineal y otro que consiste de variables enteras Y
una variable continua {rrestricta en signo, pero no da métodos de

solucion para este altimo problema.

Revisando la literatura, en la tesis doctoral de Ochoé Rosso (30),
una pcsible solucisn es el considerar le; ve;rlable cont{nua como

entera y utilizar el algoritmo dg Gonzalez Zubieta, sin embargo,

se considera necesario desarrollar un algoritmo ad hoc. Este al-
goritmo constituye una generaltzacibn al caso de programacibn en-
tera de Lawler y Bell (22), ya que ellos resuelven el problema en
tero o binario, pero no consideran el problema mixto. Se propone

también un mecanismo de reoptimizacion cuando nuevas restriccio~

nes se afaden al problema original.
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CAPITULO I

METODOLOGIA

Modelos de planeaciotn de la corporacion.
El sistema,.

Subsistema de informacian.

El modelo. g
11.4.1, Funcién objetivo,

1. Incertidumbre.

2. Preferencia del decisor.

3. Funcion objetivo cuando el decisor estd buscando el

riesgo.

4, Funci6tn objetivo cuando el decisor tiene
al riesgo.

S. Funci6tn objetivo cuando el decisor tiene
creciente al riesgo,

6. Funciétn objetivo cuando el decisor tiene
constante ‘al riesgo.

7. Funcion objetivo cuando el decisor tiene

decreciente al riesgo.
1I.4.2. Restricciones.

1. Restricciones de flujo de fondos.

neutralidad

aversioén

aversion

aversion
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2. De dependencia en las inversiones.

3. De financiamiento asociado con ciertas estrategias
exclusivamente.

4. De pago anticipado de la deuda.

5. Referentes a la reducci6tn de capital,

Resolucién del modelo utllizandp el algoritmo de descomposiéibn

de Benders,

Algoritmo para resolver un problema de programacién mixta.
Modelo Dinamico,

Subsistema de optimizaci6én,

Modelos de Planeacitn de la Corporacién,

Este es un campo donde el interés es creciente y el cambio dra-
matico. Naylor y Schauland(zg) identificaron en 1975 mas de
2,000 corporaciones en los Estados Unidos, Canada y Europa
que estaban usando, desarrollando o planeando desarrollar un
modelo de planeaci6tn de la corporacién, siendo en 1969 menos
de 100. Encontraron que los beneficios de la utilizacion de es
tos modelos en una muestra de 346 corporaciones fueron
Consideracion de mayor nGmero de alternctivas 78%

Mejora en la caltdad de las decistiones tomadas 72X

Planeacitn mas electiva 65 x
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Mejor comprensién de la empresa y su ambito 50%
Decislones mas rapidas’ 48%
Informacién en el momento necesario 44%
Mejores pronbsticos 38%
Ahorro en costo 28%

Una de esas aplicaciones es la realizada por Hamilton y Moses
(12), (13). El estudio lo efectuaron para una corporacién que
cuenta con 50 subsidiarfas, donde cada subsidiaria elabora anual
mente planes,constando de diferentes conjuntos alternativos de
estrateglas, deblendo la central selecclonar de entre estos pla-

nes los que conduzcan al logro de los objetivos de la corporacién.

Las estrategias las clasifican de la manera siguiente:

Estrategias de momento, las cuales reflejan la continuacién de

las actividades presentes.

Estrateglas de desarrollo, reflejan los efectos incrementales de

todos los cambios propuestos en las estrategias de momento,

Estrategias financieras, reflejan las oportunfdades alternativas pa

ra financiar las actividades existentes y las propuestas,

Estrategias para dejar de invertir, reflejan la descontinuaciotn de

una estrategia existente de momento, vendiéndola a un agente externo.
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Estrategias de adquisicitn, reflejan formas alternativas de incor-

porar nuevas compaififas.

El sistema.

Se sugiere un sistema integral que consta de los subsistemas de
optimizacion y de informacién relacionados como se muestra en

el sigulente diagrama,

GERENCIA

DE LA
CORPORACION

\

SUBSISTEMA SUBSISTEMA

DE

. DE
INFORMACION . OPTIMIZACION

\

GENERACION DE REPORTES

Se analizardn cada uno de los subsistemas.

. Subsistema de Informacibn.

Consiste de dos fases, la de desarrollo y la de operaci6on, la

de desarrollo tiene tres etapas: la de planeacién, evaluaclon y

disefio,
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FASE DE DESARROLLO FASE DE OPERACION
a) b) c)
Etapa de Etapa de Etapa de
Planeacién | Evaluacion Diseflo

FASE DE DESARROLLO

a)

b)

La etapa de planeacién consiste en definir los datos requeridos

en el subsistema de optimizacién y contestar las interrogantes

siguientes:

l°  ¢Serd un modelo de planeaci6n financiera a largo plazo?
2° ;81 el modelo se desarrolla exitosamente la gerencia lo

usard en su proceso de toma de decisiones?

Ademads en esta etapa la gerencia establecerd claramente el ti-
po de reportes que desea y la frecuencia de ellos (semanal,
mensual o anual) y especificara cudndo necesita que el siste-

ma esté operando integralmente.

En la etapa de evaluacion se responder&n las preguntas siguien

tes:

1° ¢Es factible hacer el subsistema?
2°  ;Quién lo desarrollard?

3° ¢ Quién lo operara?
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4° ¢ Debera ajustarse el subsistema al equipo de computo dis

ponible?

S° gCuahto costard en funcién de personal y tiempo de ma-

quina?

6° ¢El valor de los beneficios potenciales excederd el costo

para desarrollar y operar el subsistema?

c) Etapa de Disenio. En ella se

1° Identificaran las relaciones ‘financieras y los insumos nece

sarios,
2° Especificardn las reglas especiales de decisitn y

3° Establecerad la forma ffsica en que los resultados se trang

mitirdn a los otros subsistemas (impresa, en graficas o

por pantalla).

Fase de Operacibn

En esta fase ¢l subsistema que se haya disefado estard funcio-
nando, Se recopilardn - procesardn el balance, el estado de
pérdidas y ganancias, los cuadros de usos y fuentes de fondes
para todas las estrategias, calendario de pagos, restricciones so
bre el uso de los {ondos y costo del financiamiento, funcién uti-

lidad y distribuciones de probabilidad para enviar la informacitn
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4° ¢ Debera ajustarse el subsistema al equipo de cOmputo dig

ponible ?

Se gCuahto costard en funcion de personal y tiempo de ma-

quina?

6° ¢El valor de los beneficlos potenclales excederd el costo

para desarrollar y operar el subsistema?

c) Etapa de Disefio. En ella se

l°  IdentificarAn las relaciones financieras y los insumos nece

sarios,
2° Especificardn las reglas especiales de decisién y

3° Establecerad la forma fisica en que los resultados se trans
mitirdn a los otros subsistemas {impresa, en graficas o

por pantalla),

Fase de Operaciébn

En esta fase el subsistema que se haya disefado estard funcio-
nando. Se recopilardn - procesaran el balance, el estado de
pérdidas vy ganancias, los cuadros de usos y fuentes de fondos
para todas las estrategcias, calendario de Pagos, restricciones so
bre el uso de los fondos y costo del financiamiento, funci6bn uti-

lidad y distribuciones de probabllidad para enviar la 1nformacitn
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necesaria al subsistema de optimizacién,, el cual regresara los

resultados que serviran para generar los reportes que la gerencia

considere Gtiles para la toma de decisiones.

El modelo.

En este modelo se reflejara el rango completo de decisiones fi-
na'hcieras, incluyendo el ‘presupues‘to intetho del capital, adquisi-
clén de equipo, creaciébn y cancelacién de deuda, emisiétbn de bo-
nos y acclones, reduccion de.capital y pago de dividendos. Se

trata de un modelo de programacién mixta que selecciona los pro-

gramas de financiamiento y de inversién optimas en un horizonte

de planeacié6n,

Se deberd iniciar con la definicién de los objetives de la corpo-
racion, los que se traducirdn en un conjunto de metas cuantifica-
bles y sus correspondientes medidas de efectividad. Podrfan ser
ganancia, porcentaje que se tiene del mercado, empleos genera-
dos, satisfacciétn del cliente, etc., algunos de los cuales estan
en conflicto. Existen varias formas de atacar este problema.
Una es seleccionar el objetivo mas importarnite, tomandolo en ia
funcion objetivo y los demas considerarlos como restricciones donde
sc obliga la satisfaccién de niveles de aspiracion; otra serfa progra-

macion interactiva de metas y un tercer enfoque mediante la determi-~

nacion de una funcioén utilidad con atributos maltiples, (19), (20), (21)
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En este trabajo se ‘recomienda este tercer enfoque utilizando el
procedimiento de reduccién que se presenta en el apéndice 1.5,
El procedimiento consiste en ir reduciendo ia complejidad del
problema: De un problema con incertidumbre y objetivos malti-
ples se pasa a uno determinista con objetivos maltiples y de

ahf a uno con incertidumbre pero con un solo objetivo,

-

N

A continuacién se considerara como si la corporacién tuviera un

solo objetivo, ya que de no ser asf es posible reducir el pro-~

blema a esa situaci6n.
Funcién objetivo.

Se desea maximizar la utilidad esperada del valor presente neto

de la organizacién. O sea

max z = utilidad esperada de {(lngreso de las estrategias) -

(costo de la deuda a largo plazo) - (costo de la deuda a corto
plazo) - (dividendos pagados a las acciones preferentes) + {can
tidad que se obtiene al pagar anticipadamente la deuda a largo

plazo)}

Al hablar de utilidad esperada se esta conjuntando tanto la 1n-
certidumbre en los eventos como la preferencia del decisor, Pe-
ro para su andlisis es conveniente considerarlas por separado,

midiendo la incertidumbre con la probabilidad y la preterencia
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con la utilidad,

1, Incertidumbre,

Se considera como Variable aleatoria 'é'ij , el ingreso de la es-
trategia j en el afio i, donde j=1,...,m e i=0,1,2,..., u,
y las demds variables, gosto de la deuda a largo plazo, costo
de la deuda a corto plazo, dividendos pagados a lag accilones

preferentes y cantidad que se obtiene al pagar anticipadamente

la deuda a largo plazo, como deterministas.

Es necesario determinar la media Ayy Y la variancia Gﬁ de
aij -

Como Eij =f1j (hl: h2""‘ hp)

donde ’51: precio del producto en el mercado

T12= demanda del producto

.

T\r= porcentaje del mercado al que se vende

Una manera de logra{lo es obtener la media y la variancia de
las variables: Tlr estimdndolas directament;e O a partir de su
distribucién de probabilidad. La distribuciétn se puede obtener
ajustando una curva a un histograma si se cuenta con datos,

0 blen obtenerla de manera subjetiva (34), (36), (38), o una

combinacién de datos y opinion de los expertos.
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Sean m. vy Sf la medfa y la variancia de la' variable Fr,

Mediante una expansidén de serie de Taylor multidimensional se
puede hacer una aproximacién de seqgundo orden (Seccibn 2.4.4,

de Benjamfn and Cornell (2)).

2
P P f ! cov | h,h
. ] i r-fs
ASI/Z‘U=ij (ml,mz,...,mp)+§- E Elir"is- L [ '])
. r=lg= | ml,...,mp

N

si los coeficientes de variacién St/mr y las no linealidades de

f” no son grandes el segundo término es despreciable.

La aproximacién de primer orden de la variancia de 311 es

2. &Ly
4+ = 2

@_.f_“_. cov [hr,hs]
r=1 s=1

e+e.my)dhg (ml,...,mp)

si las h; son independientes, entonces

6-2

M’o

“ l (ml,...,mp)
2
Otra forma de obtener Ly Y 6-11 es agrupar las variables

cependientes de tal manera que
fy (\hl,..., hpl= g, + 9, + 1 +7g

Obtener las distribuciores de probabilidad de 51"""§q (para

Su obtencién puede utilizarse lo éxpuesto en la secciébn 9.7 de

Schlaifer (38)).
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Teniendo la distribucién de las variables 9r se calcula sy me

dia y su variancia, Ny s;

Entonces

q
/1-11= > o

r=1

y la variancia

2 q gq -
Oy =3 > cov [sr0 95 ]

r=1 g=1

si las variables dr son independienteg entonces:
2 q 2
Uy = Zl 5
r=

Una tercer manera de obtener Aty Y m, es estimarlas direc-

tamente, como propone Hillier [15] .

Se considerara desde este moment9 que las ,&1) Yy JU ya se

han determinado.

El valor presente de la estrategia j es:
n L
VP, = E . aij/(l +7r) donde r es la tasa de interés que re-
1 =

flefa propilamente e] valor del dinero en el tiempo para el inver-

sionista,

- i
Esperanza de VP) . E[VPJ 3"20 Nij/“ +r)
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Variancia de VPj .

Siguiendo a Hillier (15) y a Mao (25) se consideraran tres casos,

a) las é"” son independientes
2 n 2 2i
vaj :122 (;’ / (1 +r)

b) las au tienen correlacién perfecta

2

n
G 7| 35 G/ ueo]

¢} un caso intermedio en que ni son independientes ni totalmen-

te correlacionadas las variables ay;

Q\Z = Z z cov a; a / (1+r)1+k
VP T % A S

Distribucién de VPJ

Puesto que VP, es la suma por;derada de las variables aleatorias
3“, su distribuciébn serd normal si las é‘“ son normales o se

aproximard a la nomal en caso que no lo sean aplicando el teo-
rema ‘del Ifmite central. (AGn cuando la distribucién no sea nor-

2
mal, las ecuaciones de E(VP,) y V'p son vélidas).

[
\

)

. Preferencia del decisor.

Se considerard que la preferencia del! decisor para diferentes even
tos puede medirse utilizando una funcién utilidad basada en los

axiomas de Von Neumann y Morgensten. (Apéndice I1.2).
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El comportamiento del decisor puede clasificarse como:

fBquueda Je riesgo

ﬁ Neutralidad al riesgo

. Aversiétn decreciente

Aversiétn creciente

LAversic‘m al rilesgo Aversién constante

Como a cada tipo de componamier}to le corresponde una funcién

utilidad diferente se desarrollara su funci6n objetivo correspon-

diente,

. Funci6n objetivo cuando el decisor estad buscando el rlesgo.

b
Funcién utilidad. u(x) = x4 +bx b2g, x> - 7

la utilidad esperada es Eu (x)=E (x2) +bE (¢)

2
como «=E x2) - (E &) )2
entonces E u(x)= (’2( + (E (x))2+ b E (x)
2
= rx+ (E x) +b) E (x)
luego la funcién objetivo sera
. —_— 2
Max Z= (E(x) +b) E (x) + q;(

donde E (Xx) = un estimador de E (x)

n

- t
E=23  E[VP]x -3 1/0+0" ¥ D9, -
i=1 )

t=1 p=1

R
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n
Y = {t-plhpY ] - 1/(+nt S_: (1- v,
{.jp P *ip gl % £ Iep et [‘/,p

n
S Gep ng we ] - tZl 1/(1+nt Zk Qpp (-r) Vi -

t-1 t

n t n
_Z 1/(1+r)t Zl b p_ + 1/(1+r)t dZ g,
t=1 p=1 P P tgl % pX;—} =p+1 P
(l_rcq) ijq

lo cual puede escribirse como

E (x) = A-B-C~D-E+F (las expresiones que permiten &l cdlculo de

B,C,D,E y F se tomaron del modelo de Hamilton y Moses (12)).

donde A Esperanza del valor presente neto del ingreso de las

estrategias

B = Costo de la deuda a largo plazo en valor presente

C = Costo de la deuda a largo plazo en valor presente
cuando ésta solo puede asignarse a determinados pro
yectos

D = Costo de la deuda a corto plazo en valor presente

E = Dividendos pagados a las acciones preferentes en
valor presente

F = Cantidad en valor presente que se obtiene al pagar
anticipadamente la deuda.

E(VPi) = Esperanza del valor preserte de la estrategia

X, = {O no se implanta la estrategia |,

1 se implanta la estrategia i.



30

r = tasa de interés que refleja el valor del dinero en el tiem
po para el inversiontsta

9p = es la tasa de interés que se debe pagar a la fuente |
por préstamos efectuados en el perfodo p

r . = tasa de Impuestos en el perfodo t
Y, = préstamo a largo plazo de la fuente § en el perfodo p

hjp = fracci6bn de Yjp .requerida como pago constante al prin-
cipal en cada perfodo

g/b = tasa de interés que se debe pagar a la fuente £ por el
P préstamo_efectuado en el perfodo p

WL‘ = préstamo a largo plazo que solo puede utilizarse en la
P estrategia £ .

h»“p = fracci6én de w/tp requerida como pago constante al prin
cipal en cada perfodo.

th = tasa de Interés que se debe pagar a la fuente k por el
préstamo a corto plazo del perfodo t

Vip = préstamo a corto plazo de la fuente k en el perfodo t

bp = dividendo que se paga por acciéon preferente en el per{o-
do p

Pp = namero de accliones preferentes emitidas en el perfodo p

ijq = cantidad que se paga anticipadamente en el perfodo g
de la deuda a largo plazo del perfodo p vy fuente |

2 n
y(x=j}:_:1

n
cov [VPj . VPk—J X Xg :

k=1

si las estrategias son independientes entonces:

2 n 2
iy = | m/P; %)
j
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4, Funcion objetivo cuando el decisor tiene neutralidad al riesgo.

Funcién utilidad u(x) = x {(Apéndice 1I1.4)

Funcién objetivo max Z = E(x)

donde E (x) es la misma que en el inciso anterior,

S. Funcién objetivo cuando el decisor tiene aversién creciente al

riesgo.

Funcién utilidad u(x) = = x2 +ax+c X % a

se calcula su funci6n de aversion local al riesgo [apéndice II.4]

(x) = - L)
r (x )
u %)=~ 2x+a
u" (x) =- 2
2
r(x) a - 2x

Puede verse que mientras mayor sea la cantidad de dinero, x,es
mayor la aversion al riesgo r{x), por lo que se considera que

u (x) representa efectivamente un comportamiento de aversién cre

ciente al riesgo.

E ulx) =-E (x%) + QE(x) + ¢
2
=- q - (E(x))? +QE (x) +c

luego la funcibén objetivo serd:
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max z=(a,-?(x)) E(x) - Gi +c

_ 2
donde E(x), E(x),y 6;‘ ya estadn definidas en el inciso 3.

. Funcibén objetivo cuando el decisor tiene aversién constante al riesgo.

Funcion utilidad: u (x)}) == exp (-x/c) (Apéndice II.4; se excluye

u (x) =x puesto que se consider6 en el inciso 4).

Considerando f, (xo) la funcién densidad normal por lo expuesto

en el inciso 1.

(o]
su<x)=J' ulg) fy xg) dxg =

X. =~

=-m

@ 2 2
-1/(d2m a.) y exp(-xo/c) exp (- [xO-E (x)-l /Zﬁ;)dx0=

X

0

o 2 2 2 2
- 1/(d2% G;()f exp(—xo/c—x0 /2 G;(-(E X)) /2 Q’; +

X

0

==CD

+

2
2x0 E(x)/2 G‘x) dx0 =

2
o 2 0x 2
=-1/({ﬁ' G;()f exp [("'1/2 fx){(xo'*—c— -Ex) )" -
XO=‘®

(:/c2+2E(x)¢;2/c}] dxg.-

—eXD(G;z/ZcZ-E(x)/c)

max Eu (x)= max [—exp(af/Zcz—E(x)/c):{ =

= min{exp ( c;z/2c2—E(x)/c)] =
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= min (Gf/Zcz- E(x)/c) =
2
= max (Ex)/c- J;/Zcz)

si c>0 la funcién objetivo serd

2
max z=E(x)-0';/2c

7. Funci6bn objetivo cuando el decisor tiene aversiotn decreciente al

riesgo.
Funci6én utilidad: u %)= x+ b)'2 X >=- b,

Mediante una expansién en serie de Taylor

U(X)"(E(X)+b)-2+(x-ﬁ(x))_g__‘.1_(’_‘)_\ +
dx E(X)
N [(x-r:(x) )Z/zj a? 60 \ ...
dx E(x)

Tomando los dos primeros téminos de la serie y obteniendo la es-

peranza

Eug® 1/ (E&)IZ+2bEX +Db?)

luego la funcion objetivo serd:

min z = ( E(x) + 2 b) E x)
Si se toman los tres primeros términos se mejora la aproximacibn

2
Eu=(E6) +b) 72+ 3 (], (E+D)74
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por lo que la funcién objetivo serd ahora:
-4 |, 0 2
max z = (EG)+b)"% [(EG)+2b) EG) +3 (],
Restricciones,

Restricclones de flujo de fondos.

En este tipo de restricciones se especifica que la cantidad neta
al final de cada perfodo t, z;, deberd ser mayor o igual que

cero con una posibilidad de al menos  , es decin
P (zy 2 0) 2 X “t=1,..., N

Ahora bien, P, (zt >Q) = Pr( (z, - 'z"t)/ D, = (0 -Et)/Dt)
donde Et es el valor esperado de zy Y D, es la desviacién

estdndar de z, .

donde

—_ *
zl=-jZ}1j xj-dl So"dl (SI-SI)-
¢ 1
k ) p=0 J
(=g +hyy Yy - 2200 Wy Gorg vyl ' -
i

—C S+S +P1+$—V Ym,l?—u)if-
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y en general

Et=-§ 4% =9y Sq - i dt(s;-sp)-E Vp t-1) -
J p= k
_; kt(l-rcF)th- p§= by Py -
.t
E (qu Yjp (1-r_,) (1-(t-p) h,p)+hjp Yjp))
2 E (qipw,p (1-r ) (1-(t-p))h1p)+h‘pwip))
1
; Ctst+ S:+kat+z\!mt+
.
W + (1~ )g +z
Z: Z:p‘; q=; ip “pa * il

Se supondrd que _S_--aij xj tiene una,distribucion normal, luego

z: = (zt - 'z't) / Dt tendrd distribucién normal estandar.

Asf P (z*= K )=

0.3

o}l---2
r.
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De la figura es posible observar que para valores menores que

K % la probabilidad aumenta,

De manera que para tener P, ( (z; - 'Et) /Dt E 'z't / D, ) 2 o

basta con que se cumpla que - Z, /Dy € K«

luego las restricciones quedar&n como

’ 2
donde D,t= ]ZGU X,

La notaciétn adicional a la que se tiene en la seccibébn 3 de

téo t=1,..., n

II.4.1 es

ajt = Flujo de dinero en el perfodo t de la estrategia |
(positivo si es un requerimiento)

St' = Namero de acciones ordinarias que se emiten en el
perfodo t

d, = Pago de dividendos a una accién ordinaria en el perfo-
do t )

S0 = Namero de acciones ordinarias en el perfodo cero

Sp = Namero de accilones en que se reduce el capital en el
per{fodo p

Cy = Costo de reducir el capital en una: accion ordinaria en

el perfodo t

X, = Probabilidad minima para que se cumpla l¢ restriccion
en el tiempo t

2 = Cantidad neta al final del perfodo t
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Restricciones de dependencia en las inversiones.

Las estrategias pueden ser mutuamente exclusivas, en cuyo ca-

so la restriccién serd:

las estrategias | son

Z x, €1 donde M= (1
i
oM mutuamente exclusivas

Pueden ser contingentes, es decir que solo tienen sentido si

otra estrategia se adopta:

Xy = X, < 0 impide la implantacion de 1 a menos que se de-

cida la implantacién de j§.

Las variables x; son binarias, como se habfa mencionado an-
teriormente. SegGn sea la dependencia entre las inversiones,

as{ serdn las restricciones que serd necesario formular.

Restricciones de financiamiento asociado con clertas estrategias

exclusivamente.

Existen ocasiones en que las instituciones solo otorgan présta-
mos si &stos se destinan exclusivamente a un cierto tipo de ac
tividad, en este caso las restricciones seran

u);,f, £ A, lp9~ Tuop
donde lop es la cantidad maxima de financiamiento para la

estrategla # en el perfodo p.
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4, Pago anticipado de la deuda.

Es necesario asegurar que el pago anticipado total en el horizon

te de planeaciotn no excede la cantidad que sé adeuda.

y4 - (n-
E ijq- Y]p[l (n-p) hjp] ¥p, i

5. Restricciones referentes a la reduccion de capital.

Sy +H, = Hy
S-S5 * Hy~Hy =0 t=1,..., 0
donde
g = Cantidad de acciones en que sé€ reduce el capital social en

el perfodo t

St = Cantidad de acciones que se emiten en el perfodo t
H, = Capital social en el perfodo t
Y
Ht > Ht min
donde
Ht min — es el m{nimo capital social que se considera conveniente.

.5, Resolucion del modelo utilizando el algoritmo de descomposicion

de Benders.

Como se describlo en 1.4 el modelo es de proqramaciOn mixta,

variables contfnuas vy enteras binarias. Un método para resolver
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lo es el de descomposicién de Benders(l). En este método se re
suelve en forma alternativa un problema de programaciéon lineal y

otro de programacién mixta con una sola variable continua.

Cuando el decisor tiene neutralidad al riesgo o aversion constan-
te, la solucibn aplicando el algoritmo de Benders es directa. Cuan
do el decisor estd buscando el riesgo, tlene aversion creciente ©
decreciente, se requiere una estimacién de E&-) . Por supuesto
el valor de E—(;) deberd ser igual al valor que se calcula de E(x)
en la solucion subsecuente del modelo, pero raras veces ocurrird
esto. Generalmente, el valor calculado en una solucién provee
un estimador razonable de E(x) para el ensayo siguiente. Nor-
malmente se requleren pocas iteraciones para reducir la diferencia

entre los dos a un valor aceptable.

A continuacion se presenta el método de descomposicion de Ben-

ders, utilizando su notacién,

El problema es

max | CT x + £ (W)Ax+F(y) £b,xeRy, v € S
donde

x: es un vector de variables continuas
Rp: espacio euclidiano de p dimensiones

Rq: espacio euclidiano de q dimensiones

y: variables enteras
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S : es un subconjunto de Rq

A : matriz de mMXP
f(y) : funcion escalar con dominio igual a S
Fly) : funcidn vectorial con dominio igﬁal a S
b : vector fijo en Ry

c : vector fijo en Rq

Se define C como
= T, - AN
CcC= Aﬂuo,u)'A u cuoéo,uo 0,u§@
Q0 es un subconjunto de C

G(Q¥)= m J {xo,y)‘u0x0+u'rf‘(y)-uof(v)éu'rb,yé.'s}
(UOIU)EQ

M: es una constante tal que todos los vértices de

G\ATuéc,uéo}

estén contenidos en la regiodn '(ru l@T ué€ M, u? 0} donde
. .

¢, es el vector cuyas componentes son todas igual a la unidad.

J .
dl’ . es el renglon de las 2y - c’, en la tabla oOptima del

simplex, cuando cT x-M zy se sustituye por cT X

dz') . es el renglon de las 2y - c), en la tabla 6ptima del sim

plex, cuando cT x = M zq se sustituye por - Zg



Este método de Benders se p

flujo.

no

41

resenta mediante su diagrama de

DATOS.
MY (uo,u) ¢ Q°

x& =40

y° punio arbitrario

de G(Q°)

Mﬂl{lol (u,y)cG(Q’))

soluciones faciibles ? FIN.E' problema no es
foctbie.

)

seo lo solvcidn éplima

(l‘:.h




@ a2

max ¢ x-Mze| Ax-2ee S b=F (), X20, 20 20, € (L 1, - s}

no FIN prodienw original
sin solucion fachbie ©
M acotado.

FIN (x!’ yﬂ)
solucron  optima

g¥s u’ + Mmin tile

Vor u2,9

1

o2 o? (:,u"),(o,V°)} o"”zo’u{_(o,v"‘)}
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Ejemplo

max z = X1+2X2+ 4y1+3y2+2y1 Yo

S.A.
- £
4X1+5X2+y1 yz 10
- - £
)(2 3yl+2y2 Syly2 30
D =
X0 X 20, y=001 ¢,
c= [1,2] fy)=dy +3y,+2y, ¥,
4 5 Yy~ Y2 10
A= F(y): 1 b=
0 1 '—3y1+2y2—5y1y2 30
= - A
c= {lug, u) 4uy-u, 0
5u1+u2—2u0=§0 Q0 = u0=1,u=(1,0)
u20,uyR0
max XO
s.a.
- - - - £ 7
Xg* ¥ - Yy -4y 3, m 2y vy =10

- - - £
x0 3y1 4y, 2yly2 10

Solucion Yy 1 Y5 1 XO 19

Ahora

max X1 + 2X2 - 320
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s.a,.
- £
4X, + 5X, - Z €10
- Y
X, -2, 36
>
X)o Xp0 220
X, | % | %5 |%X, % | B |V )
4 s« | 1 -1 {10 | x, 2
1 1 | -1 |36 | x4 6
-1 | -2 3
.8 1 |o.2 -2 2 | x,
-.8 -0.2 1 |-.8 |32 | x,
.6 0.4 2.6 | 4.0
0 0
2 =0 X0+ fyd =4+9=13 < X =19
por lo que la solucibn no es Optima.
1,0 1,0
a4’ = [.6,0,0.4,0,—0.4] wt® = Jo.q, 0]
%0 = [o0,0,0,0,1] w20 = [o,0]

0
como CT X" = 4 es menor que XO - ((yo) = 19-9= 10

ol = @° u{(1,o.4,0) , (0,0,0))
D=O.+1=l

max X
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s.a.
- - - 4
XO 3y1 4y2 2y1y2 10
- - - - <
X0+9.4y1 0.4y2 4y1 3y2 Zylyz 4
max X0
$.a.
- - - <
XO 3y1 4y2 2y1y2 10‘
- - - £
XO . 3.6yl 3.4yl2 2y1y2 4
1 1 1
Solucién =1, =] X =13
1 Y2 0

El problema de programacioétn lineal queda igual que el anterior

por lo que la solucién es xi =0 x; =2, z(l) =0

cT X1+f(y1)=4+9=13=xé

Termina el algoritmo y la solucién 6ptima es X

i
o
>

i}
(g%

. Algoritmo para resolver un problema de programacién mixta.

Como puede verse del inciso anterior, es necesario contar con
un algoritmo para resolver un problema mixto de variables bina-

rias y una variable continua. Se presenta este algoritmo on el

capftulo III,
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Modelo Dindmico.

Este modelo es de simulacién, Los modelos de simulaci6tn pue-
den hacerse tan complejos y detallados como el tiempo, el dine-
ro y la pacilencia lo mhitan. Desafortunadamente no puede de-
cirse lo mismo respecto a modelos de optimizacién. Pero como
sugieren De Neufville y Marks (5) es conveniente utilizar optimi-
zacién y simulacién como herramientas complementarias en vez
de competitivas., Este es el enfoque que se le da en este traba-
jo, donde el modelo dindmico complementa al modelo anterior de

optimizacion,

Para desarrollar este modelo se utilizardn la notacién y la estruc

tura de los modelos dindmicos de Jay W. Forrester (8).
Se definen a continuacio'n las variables principales.
Activo circulante,

Se considera que el activo circulante en e! tiempo K es igual
al que se tenfa en el tiempo ] mas el dinero que ingresa ya
sea por aumento del capital o préstamos a torto y largo plazo o
ingreso de las estrategias en el perfodo JK, menos compras de
activo fijo, pagos de la deuda a corto y largo plazo e intereses,

pago de dividendos y costo de la reducciétn de capital. Quedan
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do por tanto

ACI.K = ACIL.J + (DT) (PCL.JK + IES.JK + EAC.JK - CAF.JK

- PDCL.JK - PDI, JK - CAC.]JK)
Donde DT es el intervalo de tiempo entre céllculos sucesivos.

PCL = Préstamos a corto y a largo plazo.

PCL.KL = TABHL (PCLT, TIME.K , 1975, 1976,1)

PCLT = 552 280/0

En este caso, se trata de una tabla donde en el eje de las absci-
sas se tiene el tieinpo y en el eje de las coordenadqs la canti-
dad que ingresa por concepto de préstamos en los diferentes pun
tos de tiempo. Es un insumo que viene del modelo de optimiza-

cibn,
PCL

552 280

A o
1975 1976

TIME
IES = Ingreso de las estrategias

IES.KL = N@RMRN (A.K, B.K)

Con esta ecuacibn durante el tiempc KL se tiene la generacién

de nimeros aleatcrios con distribucién nomal de media A vy de

frn

viacion estdndar B que varfan en el tiempo. Las cantidades A
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y B son datos que proporciona el modelo de optimizacién,

EAC = Emisién de acclones.

Esta ecuacién también estd especificada mediante una tabla, cu-
ya abscisa es el tiempo de 1'975 a 1985 y su ordenada EAC,

las acciones que se suglere se emitan en el modelo de optimiza

-

cibtn.

4

EAq

1 ilJL |

1973 1985 TIME

CAF = Compras de activo fijo.

CAF.KL = PULSE (C, 1975, D)
Esta ecuaciébn representa la compra de activo fijo cuyo costo es
C vy que se remplaza cada D ailos.

PDCL = Pago de la .deuda a corto y largo plazo

PDCL. KL = TABHL ( PDCLT, TIME.K, 1976, 1985, 1)

Se trata de una tabla donde se sittan los pagos de la devda mas

los intereses especificados por el modelo de optimizacién.
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PDCL

1976 1985 TIME

PDI = pago de dividendos.
PDI.KL = CLIP (0, ZDI.K, 0, 2ZDI.K)

donde

ZDI.K = KDI » UTI.K

El pago de dividendos se esta considerando como un porcentaje
de la utilidad si ésta es positiva, cero en caso contrario. La

funcion CLIP compara 0 con 2DI y hace

0 si’ 02 zDI
PDI =

ZDI  si 0 € zDI

CAC = Reduccién de capital. Se define como una tabla cuyos da-

tos provienen del modelo de optimizacién,
Activo fijo,

El activo fijo, AFI, en el tiempo K se considera igual al activo

lijo que se tenfa en el tiempo ] mé&s las nuevas adquisiciones

menos la depreciaciétn durante el perfodo K., Es decir

AFL.K = AFIL.] + (DT) (CAF.}K - DEP . ]K)



50

CAF es una variable que representa las nuevas adquisiciones, la

cual se definié en el inciso anterior.,

DEP = Depreciacién,

DEP.KL = AFI.K/VU

la depreciacién se considera igual al activo fijo, AFI, dividido

entre su vida atil, VU. .
Pasivo,

El pasivo es la cantidad que adeuda la corporacién, la cual va
variando en el tiempo, disminuyendo en cuanto se hacen pagos

e incrementdndose en cuanto se contraen nuevos compromisos.

PCF.K = D1.K+ D2.K + D3.K + D4.K

Donde en Dl, D2, D3 y D4 se lleva el registro de lo que se

adeuda con las diferentes fuentes de financiamiento.
Capital social.

El capital social, CSO, en el tiempo K es igual al que se te-
nfa en el tiempo ] rmés la emisioén de nuevas acciones o la re-

duccibtn de capital durante el perfodo JK. Es decir,
CS0.K = CS0.] + (DT) (EAC.JK - CAC.JK)

Capital Contable,

El capital contable, CCO, es lgual al activo circulante, ACI,
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mas activo fijo, AFI, menos e! pasivo, PCF,

O sea, CCO.K = ACI.K + AFL.K - PCF.K

Utilidad.

La utilidad es igual al capital contable menos el capital social,
UTI.K = CCO.K - CSO.K

Dividendos pagados.

Los dividendos pagados sonuna acumulacién en valor presente de

los dividendos que se pagan durante todos los perfodos

DPA.K = DPA.J +(DT)(PDI,JK/EXP( (TIME.] - 1975)* LOGN (1 +
CCA.T))

Donde
LOGN () es la funcién logaritmo natural
EXP () es la funcién exponencial
PDI pago de dividendos definida en el inciso 1

CCA es el costo del capital, definido como

CCA.K= (I1+D1.K+12+« D2, K+ [3*D3.K+[4+D4, K+ CSO, K*Kl)/

(CSO.K+PCF.K)

Stendo I1, 12, 13, 14 y KI constantes que corresponden a las

tasas de Interés de la deuda y del capital propio.

PCF es el pasivo y CSO el capital social detinidos en los inci-~
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sos 3 y 4 respectivamente,

8. Estructura financiera.
la estructura financiera, EFI, se considera como el cociente del
pasivo entre el capital cpntable,

EFI.K = PCF.XK / CCO.K

-

Se presenta a continuacién el diagrama de flujo de este modelo

din&mico.
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II.8. Subsistema de Optimizacioén,

Se trata de tener un sistema integral en el que lleguen los pla-
nes anuales de lag compaiifas subsidiarias de la corporacién, se
perforen los datos en tarjetas, o bien lleguen ya los datos en
cinta o en tarjeta y después de 10 minutos (se incluye lectura
de datos, procesamiento e Impresion de resultados) se cuente ya

con la soluci6bn, es decir, los planes aceptados 'y coémo debera

ser el financiamiento,
Los datos necesarios son;

1. Esperanza y variancia del valor presente ne-
to de cada estrategia

Proporcionados

por 2. El ingreso esperado y la variancia anual de
cada cada estrategia

Subsidiaria

3. Dependencia entre las estrategias propuestas

4. Activo circulante consolidado
5. Pasivo consolidado

6. Tasas de interés y forma de pago de las di-
ferentes instituciones de créditc

7. Capital social de la corporacién

8. Qué préstamos estan asociydos a qué estra-
tegias

8. Tipo de aversitn de] presidente de la corpo-
racibébn
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Estos datos son procesados pPor un programa A que calcula los

coeficientes de 1la funcién objetivo y las restricciones, envfando-

se a la cinta No. 10,

A continuacién se tiene otro 'programa ACOST] que calcula los
términos independientes de las restricciones, lee los coeficientes
de la funcién objetivo y restricciones de la cinta 10 y todo 1o re

gistra en la cinta 8. Clertos parametros los envfa a la cinta 12,

De la cinta 8 e] programa MPSX de IBM lee los .datos y re-

suelve el problema de programacién lineal enviando sus resultados

a la cinta 11,

Después de eso, funciona el programa ACOST2 que lee los re~
sultados de 11y 12, resuelve el problema de programacién mixta
Y sigue la rutina del algoritmo de Benders, preguntando si se sa-
tisfacen las condiciones de optimalidad. En caso afirmativo, se
imprimen resultados y é&stos a Su vez sirven de insumo al modelo
dindmico para que éste efectie una simulacién Yy muestre en el

tiempo el comportamiento de las variables que se considere de

Interés. (costo del capital, estructura financiera, activo, pasivo,
utilidad, pago de dividendos, capital soclal, etc.). En caso ne-
gativo se generan nuevas restricciones, las que se envfan a la

cinta 12, se leen lous coeficientes de la funcién objetivo y restric

ciones de la cinta 10, se calculan los nuevos términos indepen-
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dientes, envfandose esta informacién a la cinta 8, de donde la
toma nuevamente el MPSX resolviendo otro problema de programa
cién lineal, enviando resultados a la ci~ta 11, repitiéndose de

ah{ el proceso,

La Gnica posibilidad de que no exista solucién 6ptima egs que el
problema de programacién lineal en la primera iteracién no tenga

solucién factible o no este acotado.

El MPSX utiliza 3 discos,

A continuacibn se presenta su diagrama de fluio simplificado.




Programa A e

ACOST1

Programa de
Optimizacitn
Lineal,
MPSX
Programacitn Mixta
)
ACOST2 11

Continta
ACOST?2

I~presion de

olucion
Optima

Modelo -J Resultados

resultados Dinamico FIN

DIAGRAMA DEf FLUJO SLwPLIFICADO
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CAPITULO III

ALGORITMO PARA RESOLVER UN PROBLEMA
DE PROGRAMACION MIXTA

111.1. El problema.

En este capftulo se desarrollard un método simple, facil de progra
resolver problemas de programacion mixta con una fun-

mar para
clones arbitra-

ci6bn objetivo que es una variable continua Yy restric

rias (pueden ser no convexas) . El método es aplicable a cualquier

problema que puede formularse de la manera siguiente:

maximizar Z= X0

sujeta a S
‘Xo"’gn(y)'giz(Y)-O 1-._-11 . Ip
(F)-g,, ()20  t=p+l ‘
gqp (¥)-9p2 VY ptl,....m
donde 9=(y1,Y2,--.,Yn)
y yj=0 6 1 (j=1,2,...,n)
- ® (Xo(oo

16n que cada una de las funciones

y donde se aplica la restricc
9,1+ 92 {=1,..., m son monotébnicamente no decrecientes en
cada una de las variables

yll YZI ’ yn'

e a)l aplicar el método de descomposicion de

Este problema surg
ne el problema mixto

Benders: recordando, €eseé méatodo descompo
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en dos problemas que actGan en forma interactiva. Uno de ellos
es de programacion lineal y el otro de programacibn entera con
una variable irrestricta que se maximiza, o sea que puede formu-
larse como el problema cuyo método de solucién se presenta en
este trabajo. El método es esencialmente uno de énumeracién
parcial, estrechamente relacionado al método de Lawler y Bell (22)
para resolver problemas de optimizaci6én discreta. Se dan a con-

tinuacién 3 definiciones que son necesarias para el desarrollo del

algoritmo,

Definicion 1. Considerando vectores Y de la foma y = (Yl""'yn)
donde Y es uno o cero, se dird que X4y si .y Gnicamen-

te si xj-‘éyj para toda J.

Definicién 2. El ordenamiento numérico de estos vectores Yy, se
obtiene identificando con cada vector y el valor entero
_ n-1 n-2 0
= + 4+ ee +
n(y)=y, 2 Y, 2 v, 2

— %
Definicitn 3. vy es el primer vector que con el ordenamiento nu-

mérico sigue a y que tiene la propiedad que Y ﬁ v *
Descripci6én del algoritmo.
Un problema simplificado.

Considérese inictalmente el problema siguiente:
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maximizar 2 = X

0
sujeta a
- X+, (F) =gy ()20 d=liem
donde -37=.(Y1,..., y,)

yj=0 61

- Q0 <XO <0)

Cada una de las funciones 94 y 9y, se suponen monoténica-

mente no decrecilentes en cada una de las variables yl, Y2"" ' Yo

Este problema puede resolverse examinando cada uno de los 2"
vectores solucién posibles en orden numérico, iniciando con
y=00,0,...,00 ¥ terminando con (1,1,...,1). Sin embargo, es-
te proceso puede acortarse recurriendo a clertas reglas, las cua-

les se establecen a continuacién,

Al ir examinando la lista se mantiene un registro de la mejor so-
luciébn hasta ese momento. Sea ? esa solgcibn y su Z co-
rrespondiente M. Sea ¥ el vector que se estd examinando.
Las reglas siguientes indican las condicione‘s bajo las cuales
ciertos vectores en el ordenamiento numérico pueden dejarse de

examinar,

Regla 1. Si 9., (y*-1) - 95 (7) 2 M para alguna { no analice

ninguno de los vectores y,y+1,...,y*-—1, o sea pase a y*
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L

Justificacié6n:

Como -X, + 9, (y) - 95 (F)20, el X, maximo corresponde

a x0=mintg“(y)-912(y)

Debido a que g11 y g12 son monotébnicamente no decrecientes
g11 (y*-1) - g12 (y) constituye una cota superior a la diferencia

9 (y)—g12 (y) en el intervalo [y.vy*-1] . ( véase figura 1.)

?

8,lvy"-1)-9,§)

g.(v)-8,(v")

<i
<
1’\

'

Fig. 1.

Luego puede escribirse

9y v*-D-g,, (7)3911 (y')-g12 (y')éxb vy' e [V, y*-1]

[}

donde X0= min ‘ 94, (y)-gi2 (y") (
LY - - -8 ] [ vy * -

si M 9 (y*-1) 92 {y) => M xo vy e[y,y 1]

O sea que no existe ningdn vector y' en el intervalo [y,y'— l]
que pueda mejorar la soluciébn que se tiene reyistrada, por lo

cual es valido no wnalizar ningan vector en dicho intervalo y pa-
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sar directamente a y*.

Regla 2. §i Mi‘g11 ('}'{')-g12 (Y ) para alguna 1, deje de ana-

lizar el vector y y pase al y + 1.

. £ v)- v
Justificacion: X, 9, (V) 9, (7) oovi

luego si 9, (Sr‘)-g12 (Y)£M para alguna 1, entonces X, £ M,

O sea que la solucién ¥, no mejora la ya existente,

St no se cumple la regla 2, o sea que M<gu(?)-g (y) vi

12
entonces y =y , M=m1n{gu('§r)-glz (7‘)} ysepasaa ¥+ 1,
i

Se presentan los pasos del algoritmo y su diagrama de flujo.

Paso 1. |Inicializar ¥ y y*~1 haciendo yj=0, (y"-l)j =1 para
toda §, ( (y*- 1)j es la j-ésima componente de y*-1), y=y y va-
ya al paso 2.

Paso 2., Calcular M=min 9 (v) - g12 (¥ )}. Continte con el
i .

paso 3.

Paso 3. Aplicaci6énde laregla 1. Si M?-'g11 (y**-l)-g12 (¥)

para alguna 1, vaya al paso 7, si no, continte con el paso 4.

Paso 4. Aplicacion de la regla 2. St M*g11 (7)-91 (y) para

2
alguna i, vaya al paso 6; si no, continGe con el paso 5,

Paso 5. Haga y=y ,calcule M=min { g (7)—g2 (y) va-

. 1] i
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ya al paso 9.

Paso 6. Cambie el valor de ¥, aumentandolo en una unidad Yy=y+ 1,

Vaya al paso 8.
Paso 7. Haga y = y*, continuando en el paso 8.

Paso 8. Si y sale del rango (0,...,0) a (1,...,1) que se proporcio-

né en el paso 1, se tiene la solucién 6ptima, siendo é&sta vy XO = M;

'

s.i no, calcule y*-1 vy regrese al paso 3.
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Paso 9. Si M= o la solucién es no acotada, )(0 —+ o0; 81 no,

vaya al paso 6,

<)
«> M
"o
< -

Calcule

Memnlg -4}

<t
(1]
~

Calcule

-1

Fin
sollucIGn
¥

lo'@, '
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111.2.2. El problema original.

Se considera ahora el problema

maximizar 2 = Xo

sujeto a : N
—X0+gn(,by)-9£'2(y) 0 t=1,...,p

hn(ﬂ-h.iz(v‘)éo i=1,..., m-p

Y= yseeeayn), yy=001 G=1,..., n)

h hipr 94y ¥ 949

i1 son monoténicamente no decrecientes vy

-m‘x0<m.

Nuevamente, este problema puede resolverse examinando cada uno
de los 2" wvectores, en orden numérico, desde (0,0,...,0) has-
ta (1,1,...,1). Pero este proceso se acorta recurriendo a las
reglas 1 y 2 de la seccién anterior, que son aplicables a este

problema, mas una nueva regla:

Regla 3. St h11 (y*-1) - h12 (¥) <0 paraalguna i, no analice
ninguno de los vectores y, ¥+ 1,..., y*- 1, o sea pasea y*. (Es

ta es la regla 3 de Lawler y Bell (22)).

Justificacién: Con respecto a los vectores en el intervalo

[?, y*-l] , y*-1 maximiza hy; vy ¥ mceximiza - h12' Enton-
ces si h11 (y*-1) -h12 (¥) € 0, no existe en ese intervalo ningGn
vector y talque h;y (V) -h, (y)>0.
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Se presentan a continuacién los pasos que se han de seguir en el al-

goritmo y su diagrama de flujo.

Paso 1. Inicializar ¥ y y*-1 haciendo yl =0, (y**—l)j = 1 para

toda j. L=1 y continGe en el paso 2.

Paso 2. Aplicaci6tn de la regla 3. Si h11 (y*~-1) -h12 (y) <0 pa-

ra alguna {, vaya al paso 3. Si no, vaya al paso 4.

Paso 3. Si L es igual a 1 no existen soluclones factibles y se ter

mina el algoritmo, Si no, haga y = y* y vaya al paso 12,
Paso 4. SiI L es igual a 3 vaya al paso 5, si no, vaya al paso 7.

Paso 5. Aplicacién de la regla 1, 81 M es mayor o igual que
94 y*-1) - 9, (y) para alguna i, haga ¥ = y* y continde en el

paso 12; si no, vaya al paso 6.

Paso 6. Aplicacién de la regla 2. Si° M es mayor o igual que
gy (V) - 9, (Yy) para alguna i, haga ¥ =y + 1, yendo al paso

12: si no, continGe en el paso 7.

Paso 7. Si h11 (y) - hyo (y) <0 paraalguna {, haga y=y + 1

y vaya al paso 8; si no, vaya al paso 10.

Paso 8. Si L es igual a 3 vaya al paso 12; si no, haga L=2 y

continte en el paso 12.

Paso 9, Calcule y*-1 y continle en el paso 2.
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Paso 10, Haga L=3, § = y , calcule M = min

: g“(y)-giz(y)

Yy continGe en el paso 11,

Pagso 11, 81 M= la solucién es no acotada, Xo — ; s8i no, ha-

9a Y=y +1 yvaya al paso 8.
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Paso 12, Si y sale del rango (0,...,0) a (1,...,1) que se propor-
ciond en el paso 1 y L ¥ 2 se tiene la solucién 6ptima, stendo ésta
vy Xo = M; 81 L =2 no existen soluciones factibles, y st ¥ no ha

salido del rango, calcule y*-1y regrese al paso 2.

yr (0,...,0)
Y-ts(l,... 10
L=

»_I.
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Comparacién con el algoritmo de lawler y Bell,

Las diferencias esenciales del algoritmo desarrollado en esta te-

8is y el de Lawler y Bell para problemas de optimizacién discre-

ta (22) son:

Lawler y Bell resuelven un problema donde todas sus variables son
binarias y su algoritmo no puede resolver el problema con varia-
bles binarias y una variable continua irrestricta en 8{gno, que es

el que resuelve el algoritmo desarrollado en este trabajo.

Su problema es de minimizacién, mientras que el resuelto aquf es

de maximizacién,

. Su cota iniclal M es igual a o, haciéndola corresponder a la

solucién 370 =1, )71 = ... = ;n = 0 , mientras que aquf se tra-

baja en dos fases. En la fase I, cuando L =2, se busca una 80
lucién factible inicial hasta que se encuentra una o bien la indi-
cacién que no existe ninguna. Habiendo encontrado la solucién

factible se pasa a la Fase 11, que corresponde a L=3, donde se

optimiza.

. Ellos no tlenen la necesidad de localizar cuando la solucién es

no acotada, puesto que en programacitn binaria no existe esa po-

sibilidad,
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[11.4. Lemas,

Lema 1. El paso 9 en la secciétn III.2.1, vy el paso 11 en la
seccion I11.2,2. del algoritmo, detectan cuando la solucién es

no acotada, al'preguntar g1 M es igual a infinito,

Prueba. El problema que se tiene es el siguiente:
max Z= Xo
s.a. X04gu(§)-glz'(§') (i=1,..., m)
donde y = (yl,...,yn): yj-O 6 1(0=1,...,n) , gy V¥ 97

son monoténicamente no decrecientes en cada variable Yy

La soluciébn no acotada no puede deberse a los vectores Yy pues

to que estos se encuentran restringidos a estar dentro del rango
[(0,... ,00, (1,... ,1)] . Luego la Gnica posibilidad de tener la

no acotacién es cuando X —» @ . Eso ocurre solo cuando g1
tiende & ® 6 g, a - . Puesto que X0=min {qu(y)-giz(v)}

y en el algoritmo M=min {gu (¥) ('y")} , entonces cuando
1 .

“942

Méoo, XO—-o o ,

Lema 2. Excluyendo la solucién no acotada, las demds solucio-

nes del problema 1III.2.1. son factibles,

Prueba. la Gnica restriccion es que Xo=m1n {q“ (V)-Q12 (7)}
i

por lo que, sea cual sea el valor de ¥ siempre XO estard dentro

de! intervalo <- o, @Y , es decir, todas las soluciones son facti

bles.
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Lema 3. El paso 3, cuando L=1 vy el paso 12 cuando L =2
son las formas en el algoritmo de determinar que no existen solu

ciones factibles en el problema del inciso III.2.2.

Prueba. 1 es igual a uno solo en la primera iteracibn, es decir
cuando ¥=(0,...,0), y*-1=(1,...,1) y h,(y*-1)-h,(y)<0
para alguna i, Cqmo hil y h12 son monoténicamente no de-
crecientes en cada Yy o hyy ((1,...,1)) es el valor maximo de
hyy v hy ((1,...,1) es el valor minimo de h,, , luego si

hyy ,...,1) - h12 ((0,...,0)) €0 no existe ninguna solucién y
tal que h11 (y) - h12 (y) 20 dentro del intervalo [(0,. ..,0),

(1,...,1)] . Luego en el paso 3 cuando L=1 se tiene una

condiciébn suficiente para la no existencia de soluciones factibles.

Sin embargo, puede darse el cagso en que h11 ((1,...,1)) -

hiy ((0,...,0))20 yno teﬁer soluciones factibles. En este caso,
inicialmente se hard L=2 y después quedard en un ciclo donde siem
pre h11 (y*-1) - ?‘12 (¥) € 0 para alguna | hasta que y sale del
rango., Como no existen soluciones factibles, nunca cambia el va
lor de L vy asf cuando en el paso 12 se pregunta si L=2 vy
la respuesta es afirmativa, ésto indica la no existencia de solu-

clones factibles.

Lema 4. [l algoritmo determina la solucién Optima sl existen so-

luciones factibles y ninguna estd no acotada.
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Prueba, El algoritmo iniciavla enumeracién de las 2" solucio-
nes posibles en (0,...0), aplica la regla 3 para eliminar interva
los donde no existen soluciones factibles hasta que encuentra una,
de ah! continta examinando intervalos, ellmln'ando aquellos donde
o no existen soluciones factibles (aplicacitn de la regla 3) 6 no
existen soluciones mejores a la que ya se tiene en registro. (apli
caciéon de las reglas 1 y 2). En caso de encontrar una solucion
mejor a la ya registrada, ésta serd sustitufda, continudndose de
esta manera hasta llegar a 1(0,...,0). Ahora bien, por el lema
1 se conocerd si la solucién es no acotada y por el lema 3 si

no existen soluciones factibles; siendo éstas, situaciones mutua-
mente exclusivas ya que L=1 6 2 6 3. Por lo anterior, se
considera que este algoritmo puede determinar la solucion Optima

si ésta existe.
Programacién entera lineal mixta,

En este caso gl problema es:
max 2 = XO

sujeto a n
- é =
)(0+-_>:j-la“yj 0 i=1,...,p

n
b =
jE=l b“yl—o i=p+l,..., m

donde las Yj son variables enteras no negativas y - ®{X5< @ .
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I11.5.1. Variables enteras con cota superior.

Puesto que cualquier variable entera no binaria yj con cota su

perior vy tiene la representacioén binaria
S
k+1l

donde k es el entero mas pequefio tal que vy £2 -1 vy
las variables y,k son binarias, puede sustituirse y transformar-
se el probléma de programacién entera a programacion binaria,

quedando por tanto:

max 2 = X0

sujeto a

- i . ]
xo)rggb“kyik Z;anyjk 0 (=1,...,p)

Ej:zk: bijkka_gg c“kyjk?-‘o (i=p+1,...,m)

donde yjk=0°1 vi,k vy bijk’ c“kEO vi,j,k.

Evidentemente si bi)k > 0 entonces Cijk =0 ysi Cijk>o entonces

b =0

ik

considerando

9, )= ZjZ; Bk ik

949 (v) = Z Ek: i Yk

)
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h, (¥) = Z,“E‘ by Yk

hiz (¥) = ;g bi]k ij

slendo el problema max Z=X

(i=p+1,...,m)

0
l - v) - T) R =
s.a, XO+<;;11 (¥) 9,5 (y)=20 it=1,...,p)

hiy (¥) = hy, (F)20 (t=p+1,...,m)

V= eeee, vy ), las v =0 6 1 (=1,...,n, k=0,...,k)

951 ¥ 9y, son monoténicamente no decrecientes con conjuntos de

variables mutuamente exclusivos. Lo mismo para h11 Yy h12'

Como se ve este problema es el de la seccio6on III.2.2,, por lo

que puede resolverse por el algoritmo.
Variables enteras sin cota superior.

Cuando algunas variables enteras no tienen cota superior, un pri-
mer andlisis puede hacerse viendo si para alguna de estas varia-
bles sus coeficlentes ay ¥ bl] 20 vi. Si esto es asf, la
solucién no esta acotada.‘ Si no ocurre eso, se suglere el proce

dimiento siguiente:

1l Suponer cotas vj para cada variable yj no acotada y re-

solver el problema como en 1I1.5.1.
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-

2° Si todas .as variables no acotadas Y, en {a soluciétn son
menores que la cota vy supuesta, se tiene la soluci6n 6p-
tima. Si no es asf, increméntese la cota de las variables
no acotadas cuya Yy = vy Repftase el proceso hasta que el
problema sea el optimo, exista evidencia que no esia acotado

o el problema sea tan grande que no sea posible resolverlo.

III. 6. Programaci6tn entera no lineal mixta.

Para el problema max 2 = XO

- v) - v) > =
s.a. X0+g11 (¥) -9y, (y)y=0 (t=1,...,pP)

hy, (7) = hyy (F) 20 (t=p+1,...,m)

y= (yl,... , yn), yj enteras mayores O iguales a cero,
- @ < XO < ®; 9i1. Yy hil' h12' funciones no lineales mongo

tonicamente no decrecientes,

Como en el inciso anterior, si yj évj entonces se puede hacer

la sustitucién K K
yj = E 2 yjk donde K es el entero mas
k=0

- pequeflo tal que vy = 2k+1 - 1 vy las variables Yik son bina-

rias.

Con lo que se reduce al problema del inciso 111.2.2., al cual es

aplicable el algoritmo desarrollado.
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111.7. Reoptimizacién.

En el método de descomposicion de .Benders, al actuar interacti-
vamente el problema de programacién lineal y el de programacién
entera mixta, se va modificando el problema de programacion en-
tera mixta agregando una nueva restriccion en cada iteracién.
Por lo anterior se vi6 la necesidad de modificar el algoritmo pa-
ra que cuando se agregara una nueva restriccién, no se tuviera

que iniciar el proceso desaprovechando célculos anteriores.

La modificacién que se suglere es considerarlo como un método
de ramificacion y acotacién, descartando totalmente aquellos nu-
dos que son infactibles. 1la ramificacion se hace considerando

los intervalos [ Y, y* - 1] . Cada rama es uno de esos in-

tervalos y su cota es C=min {g (y*-1)-g (7)} .  También
i il 12
se calcula XO del vector iniclal V.

lLas reglas para cancelar nudos son:

Regla 1. Si M, la mejor solucién hasta el momento de la com-
paracién, es mayor o igual que la cota C de un nudo, cancé-

lese temporalmente dicho nudo.

Tustificaci%n;

*_ - y v - v -
gy y*-1) giz(y) es una cota superior de q“(Y) qiz(y\ pa

ra toda Yy 2n el 1ntervalo[7, y* - 1] . Por lo cual,

C = min {g. (y*-1) - g (')7)} serd una cota superior de
| il 12
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."XO= min {g“ (¥) -giz(y)} para toda y en el intervalo [V,y*-l-) .

i
rAsI, si M2 C, entonces M 2 X, v se puede afirmar que dentro
del intervalo [?,y*- l:l no existe ninguna solucién que mejore
la ya existente. Se cancela temporalmente puesto qué de una ite

raciébn a otra el valor de M puede cambiar haciendo que un nu-

do pase de inactivo a activo.

Regla 2. SI hy, (y*"-l)—h12 (y) < 0 para alguna | no existen
soluciones factibles dentro del intervalo ['i,y*- 1] . Cancele

definitivamente el nudo.

Justificacién: Esta es la regla 3 del inciso 1I1.2.2., la cual ya
se justificé. La razén por la cual se cancela definitivamente el
nudo es que al agregar nuevas restricclones sin quitar las anterio

res, no es posible que las soluciones infactibles se conviertan

en factibles.

La estrategia para ramificar es hacerlo desde la cota mds grande.
Si al tener la solucién M=o, ésta serd no acotada, o si

M=- oo, no existird ninguna solucitn factible.

Se presentan los pasos del algoritmo cuando se presenta en Su

forma de ramificar y acotar:

Paso 0. Considere la rafz como el nudo que comprende al inter-

valo [(0,...,0), (1,...,1)] , calcule su cota C, haga
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= -0 vy vaya al paso 3.

Paso 1. Ramificar desde ese nudo para todos los intervalos
[37,y*- 1] que no se han cancelado definitivamente, y calc(le-

se su cota C, Continfle en el paso 2.

Paso 2. De los nudos activos que no se han etiquetado vaya a

aquel cuya cota C sea mayor. ContinQle en el paso 3.

Paso 3. Analizar si el nudo no tiene soluciones factibles, utili-
zando la regla 2, Si es asf cancele definitivamente el nudo y
vaya al paso 7. En caso de que no se cumpla la regla 2 conti-

nie en el paso 4.

Paso 4. Si M= C cancele temporalmente el nudo y vaya a 7;

si no, continte en 5.

Paso 5. Analice st y es factible. En caso afirmativo, calcule

Xg. etiquete el nudo con "Xy = "y vaya al paso 6. Siy no

es factible, ectiquete el nudo con YNEF vy pase a 7.

Paso 6. SI M es menor que X; haga M-XO y continGe en

7. 8i no, continte en 7,

Paso 7. Si en todos los nudos no cancelados C% M, se tiene

la solucién 6ptima ¥ en el nudo donde M= XO. Si C>M

para algan nudo contintie en 8.
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Paso 8. Si existen nudos activos sin etiqueta contin(e en el pa-
so-2; si no, seleccione de entre los nudos activos el que tenga

su cota mayor y regrese al paso 1,

Reoptimizaciébn cuando se agrega una restriccién del tipo

Al arbol que se tiene de la solucién anterior, déjense los valores

de ¢, las etiquetas YNEF vy los nudos cancelados definitiva-

mente, y

a) analfcense los nudos etiquetados con "x0 = " para ver si
contingan siendo factibles con la nueva restriccién, todos aque-
llos que no lo sean, c&mbieseles su etiqueta por YNEF. HAaga-
se M igual al valor de Xo maximo de entre los nudos etique-

tados con "XO = "s gi no existe ninguno entonces M = -

b) a los nudos cancelados temporalmente qufteles la cancelacitn,
quedando como activos y continGe en el paso 7 del algoritmo de

ramificar y acotar,

Reoptimizacién cuando se agrega una restriccién del tipo

vy >
-x0+gN1(y)"gN2 (7) 20

En el arbol de la soluziébn anterior, los nudos cancelados defini-

tivamente continuardn estandolo. Los nudos etiquetados YNEF
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continuardn con su etiqueta. A los nudos cancelados temporal-

mente se les quitard su cancelacisn,

Los nudos no cancelados tendrdn una cota C calculada como

C = min {C anterior, INi y* - 1) - IN2 (y) }

Los nudos etiquetados con “XO = " conservardn su etiqueta, pe-

ro el valor XO se calculard como

XO = min {xo anterior, IN1 (y) - IN2 (Y)}

Hagase M {gual al valor x0 méximo entre los nudos etiqueta-
dos con "XO = " y continGe en el paso 7 del algoritmo de ra-

mificar y acotar.
Ejemplos.

Se presentard la solucién de un ejemplo numérico para cada una

de las secclones III.2.1., III.2.2., III.S5., IIl.6, y III.7,

Ejemplo 1.
Max 2= X
0

sujeto a
- - 2
X+ (Sy) +4y; + Sy, y,)+30- @y, +2y,y,)20

=Xy * {4y, ¥,+ yav3) +25- By +2y, 4y, +3y,y5)2 0

Yj=001 0=1,2,3).

Aplicando el algoritmo de la seccién III.2.1. y sigulendo su dia-
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grama de flujo, se tlene:

?= (0,010)

Y*_]':(lllll)

M=25

¥=1(0,0,0)

¢ Még“(y*-l)-qu (7) para alguna j? NO
¢ Mg, §)-9j (7) para alguna §? s1
g=(0,0,1)

¢ v sale del rango inicial?, NO
y*-1=(0,0,1)

i M2 gi (y* - 1)-g12 (¥) para alguna j? SI

1
¥=y*=1(0,1,0)

¢y sale del rango inicial? NO
y*-1=(0,1,1)

¢ M’-‘gjl y*-1) - 9y, (7) para alguna j? SI
y=y*=(1,0,0)

.y sale del rango inicial? NO
y*-1=(1,1,1)

(M2 g“(y'- 1)-g12 (7) para alguna j? NO
g,ME'gjl ) - 92 (#) para alguna §? SI
y=§+1=1(,0,1

.9 sale del rango inicial? NO
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y*-1=(,0,1)

¢M2 g (y*-1)- 92 () para alguna j? SI
g=y*=(1,1,0)

¢V sale del rango inicial? NO
y*-1=(1,1,1) |

¢ M2 91 y*-1) - 92 (¥) para alguna j? SI
y=y*=(1,0,0,0)

¢ ¥ sale del rango inicial? SI

solucién ¥ = (0,0,0) Xy = 25

Ejemplo 2.
Max 2 =X
0

sujeto a

- - 2
X0+3y1 2y y2 0

1
- >
Xg+y +¥,¥3+5yy =0
l-yl-YZéo
v -y
1 y3 y4 0

y; =061 G=1,...,4

Para este ejemplo se aplicara el algoritmo de la secci6n III.2.2.,
puesto que existen restricciones del tipo.,xo +g“&) -2 &)20 y del

v) - V) >
otro hu(y) h12 (y) =0,

Se sigue su diagrama de flujo para obtener la solucién:
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y=1(0,0,0,0)

y*-1=(1,1,1,1)

L=1

¢h’1(y*-1)-hj2(7)<0 para alguna j? NO
¢ L=3? NO

g,hjl('y')-hjz(V)<0 para alguna j? NO

1

§=y=(,0,0,0), M=0, L=3

y=y+1=(0,0,0,1) ¢ L=32 SI

¢ vy sale del rango? NO

y*-1=(0,0,0,1)

g,hjl()'*-l)-h12 (¥)< 0 para alguna j? NO
¢ L=32 8I |

¢M=2g (y*-l)-gjz(i") para alguna j? SI

jl
y=y*=1(0,0,1,0)

¢ Y sale del rango? NO

y*-1=(0,0,1,1)

¢ hyy r*- 1) - hy, (¥) < 0 para alguna j? NO

¢ L=3?2 8I

¢ ¥ sale del rango? NO

y*-1=(0,1,1,1)
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¢ hjl y*-1) - hjz (y) <0 paraalguna j? NO
¢ L=37 81

M= 9, y*-1 - 92 (y) para alguna j? SI
y=y*=(1,0,0,0

¢ ¥ sale del rango? NO

y*-1=(1,1,1,1)

é hjl(y*" 1) - h,z (y)< 0 paraalguna j? NO
¢ L=3? 8I

¢ M=g;, y*-1) - g, () paraalgunaj? NO
¢ M>g,) (¥) - gy, (v) paraalguna §? NO

¢ hjl (y) - hjz (¥) € 0 paraalguna j? NO

<>

=y=(,0,0,00, M=1,L=3

y=y+1=(,0,0,1) ¢L=3?SI

¢ ¥ sale del rango? NO

y*-1=1(1,0,0,1)

éhjl(y*—l)-hjz(?)<0 para alguna §j? NO
¢ L=237? S8I

M2 9y (y**—1)-g12 (y) para alguna j? NO
¢M2g, (V) -g) (v) paraalguna j? NO

¢ hjl ('yT)--hjz (y) € 0 para alguna j? NO

y=y=(,0,0,1), M=3,L=3
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y=y+1=(,0,1,00 ¢ L=3? SI

¢ Y sale del rango? NO

y*-1=1(,0,1,1)

¢ hyy (y*-1) - hjz (y) ¢ 0 para alguna §j? NO
¢L=32 8I

¢ M2 9 (y* = 1) X (¥) para alguna J? SI
y=y*=(1,1,0,0)

¢ ¥ sale del rango? NO

y*-1=(1,1,1,1)

ghjl(y*-l)-hjz(?/)(O para alguna §? SI
¢L=1? NO

§=y*=1(,0,0,0,0)

¢ ¥ saledelrango? SI ; ¢ L=27? NO

FIN Solucién v, = 1, y2=y_3 =0, Ya = 1, X0= 3

Ejemplo 3.
Max Z = XO

sujeto a:
- - 2
X0 + 8 Yy 4.1 Y2 0

- - >
X0+3y3 O.Syl 0

- - >
X0+ Sy1 2 Yy 0
- - - 2

6 2yl Zy2 y3 0

N >

£
1,y2 1,y3 3

7

y. enteras mayores o iguales a cero ( =1,2,3)

J
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Este ejemplo es de programacién entera lineal mixta, por lo cual

se hace la sustitucién sugerida en la secci6n III.S.

Y1=Yor v 2y
Y=o Y2y,

Yq=Yo3* 2 Yia

y el problema es ahora
Max Z = X0

sujeto a: N
-X0+8y01+16y11-4.1y02-8.2 Y12 0

- - - >
XO+3 y_03+6y13 0.5 yOl Y1 0

- - - 2
Xo+5y01+10 Y11 Zyoz 4y12 0

; - - ey - N
6 -2y, =4y, "2¥p=4Y¥ ;" ¥g3"2Y13 = 0

y + - PN
01 2Yll 1 0
= = C e - >
ykj-OC)l(k 0,1 ;j=1,3) Y02+2y12 1 0

- - 2
3 y03 Zy13 0

Utilizando el diagrama de flujo de la secci6n I111.2.2.

y=(0,0,0,0,0,0)

y* - 1=(1t1‘11.1111:1)

L=1

¢hyy b*=1 -hy, (y) <0 para alguna i? NO

¢L=3? NO



89

¢hyy (V) = hy, (V) € 0 para alguna 1?  SI
y=y+1=(0,0,0,0,0,1)

¢L=3? NO

L=2

¢y sale del rahgo? NO
y*-1=(,0,0,0,0,1)

g,h“ (y*-1) -}112 (y) € 0 para alguna 1? SI
¢L=1? NO

y=y*=(0,0,0,0,1,0)

Ly sale del rango? NO
y*-1=(0,0,0,0,1,1)

éhil y*- 1)- h12 (y) <0 paraalguna i? SI
¢L=1? NO

y =y*=(0,0,0,1,0,0)

!y sale del rango? NO
y*-1=¢(,0,0,1,1,1)

¢hyyy*=-1) -h, (y) €0 para alguna i? SI
¢L=17 NO

y=y*=(,0,1,0,0,0)

¢y sale del rango? NO
y*-1=(0,0,1,1,1,1)

¢hyy *-1) -h, (y) < 0 paraalguna {? §I

¢L=1?7 NO
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y=y*=(0,1,0,0,0,0)

¢ Y sale del rango? NO
y*-1=(0,1,1,1,1,1)

<ghll(y*-l) -h12 (v) < 0 para alguna i? NO
¢L=37 NO

g,h'u (y) -h;, (¥) € 0 para alguna 1? SI
y=y+1=(0,1,0,0,0,1)

¢L=3? NO;L=2

¢y sale del rango? NO
y*-1=(0,1,0,0,0,1)

¢hy (y* - 1)-h12 (y) €< 0 para alguna {? SI
¢L=1? NO

y=y*=(0,1,0,0,1,0)

¢ Y sale del rango? NO
y*~-1=1{(0,1,0,0,1,1)

¢hyy y*-1) - hy, {(y) < 0 para alguna {? SI
¢L=1? NO

y=y*=(0,1,0,1,0,0)

¢y sale del rango? NO
y*-1=(0,1,0,1,1,1)

¢hyy y*- 1)-h12 (y) < 0 paraalguna i? SI
¢L=1? NO

y=y*=(0,1,1,0,0,0)
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¢ Y sale del rango? NO
y*- 1‘(01101:11101)

dhyyly*-1) - hi, (¥)< 0 para alguna 1? NO
dL=3?2 NO

¢hyy (y) - hi, (¥) < 0 para alguna 1? NO

y=¥=1(0,1,1,0,0,0) , M= - 1, L=3

¢y sale del rango? NO
y*-1=(0,1,1,0,0,1)

¢hyply*-1) - hy, (¥) <0 para alguna 1? SI
¢L=1? NO

y=y*=(0,1,1,0,1,0)

¢ ¥ sale del rango? NO
y*-1=(,1,1,0,1,1)

ébpp*~1) -h, (¥) <0 paraalgunai? sI

-Y_=y*= (olllllllolo)
¢Y sale del rango? NO
y*-1=¢(0,1,1,1,1,1)

dhyyly*-1) - h12 (Y) <0 paraalguna {? §I
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¢L =17 NO

y = y* = (1,0,0,0,0,0,0)

¢ Y sale del rango? NO
y*-1=(1,1,1,1,1,1)

dh“ (y*-1) - h12 (¥Y) 0 para alguna 1? NO
¢L=3?2 SI .

¢M =gy (y*-1)-g, (V) para alguna 1? NO
(M =g (V) - 9, (V) para alguna 1? NO

¢hy (9) - hi, (V) 0 para alguna {? SI
y=v¥+1=(,0,0,0,0,1)

¢L =37 81

(Y sale del rango? NO
y*-1=(1,0,0,0,0,1)

¢hyy (y*-1) - hj, (¥) 0 para alguna i? SI
¢L=17 NO

y=y*=(1,0,0,0,1,0)

(Y sale del rango? NO
y*-1=(1,0,0,0,1,1)

¢hyp (y* = 1) - hy, (V) 0 para alguna i? SI
¢L=12 NO '

y=vy*= (1,0,0,1,0,0)

¢y sale del rango? NO
y*-1=(1,0,0,1,1,1)

¢hyp ty* - 1) - hj (¥) 0 para alguna {? NO
¢L=37 8I

¢M = 9 (y* - 1) - 942 (y) para alguna {? NO
¢M =g, (¥)-g,, (V) para alguna i? NO

¢hy (y) - h12 (y) 0 para alouna i1? NO

y =y =1(,0,0,1,0,00 M= -20.5, L=3

¢ M=o ? NO

y =y +1={(,0,0,1,0.,1)
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¢L=37 8I

¢y sale del rango? NO
y*-1=(1,0,0,1,0,1)

¢hypy*-1) - hy, (y) < 0 para alguna i? §I
¢L=1?2 NO

y=y*=(1,0,0,1,1,0)

¢y sale del rango? NO
y*-1=(1,0,0,1,1,1)

e h11 (y*—l)—h12 (¥) € 0 para alguna i? SI
¢L=1? NO

y=y*r= (1,0,1,0,0,0)

Y sale del rango? NO
y*-1=(1,0,1,1,1,1)

gh“ (y*-1) —h12 (Y)< 0 para alguna i? NO
¢ L=3? SI

gMégu {y*-~1) -9, (y) para alguna {? NO
¢ M ég“ (y) - 9, (?) para alguna {? §SI
y=y+1=1(,0,1,0,0,1)

¢L=132 sI

¢y sale del rango? NO
y*-1=(1,0,1,0,0,1)

chyy*-1) - h,, (¥) €0 para alguna 1? NO

¢L=37 SI
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¢ M¥g11 (y*=-1) - 99 (Y) para alguna i? NO

& hy (y) - hi, (y) € 0 paraalguna 1? NO

9=y= (1:01100:011) ' M=3o L=3

¢M=m? NO

y=y+1=1(,0,1,0,1,0)

¢L=3?2 81

¢ Y sale del rango? NO
y*-1=(1,0,1,0,1,1)

¢hyy*=1) -h, (¥) < 0 para alguna 1? SI
¢L=1?2 NO

y=y*=(,0,1,1,0,0)

¢y sale del rango? NO
y*-1=1(1,0,1,1,1,1)

¢hy (y*-1)-h12 (y) € 0 para alguna {? SI
¢L=1?2 NO

y=y*=(1,1,0,0,0,0)

¢y sale del rango? NO
y*-1=(1,1,1,1,1,1)

¢ hy y*-1) - h12 ('9')'< 0 para alguna 1? NO
¢L=37 81

cM =2 9 y*-1) - 9y (Y) para alguna i? NO

M2 9 (v) - gxz (y) para alguna i? SI
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Yy=y+1=(,1,0,0,0,1)

¢L=37 81

¢ Y sale del rango? NO
y*-1-(1,1,0,0,0,0)

gh“ (y*-1) =h12 (y) € 0 paraalguna {? SI
¢L=1?2 NO

y=y*=(,1,0,0,1,0)

.Y sale del rango? NO
y*-1=(1,1,0,0,1,1)

¢hyply*-1) -h12(7) < 0 para alguna {? 8I
¢L=12 NO

y=y*=(,1,0,1,0,0)

¢ Y sale del rango? NO
y*-1=(1,1,0,1,1,1)

g,h“ (y*-1) -h12 (y) € 0 para alguna 1? SI
¢L=17 NO

y=y*=1(1,1,1,0,0,0)

¢y sale del rango? NO
y*-1=1(,1,1,1,1,1)

éhu {y*-1) - h12(7) < 0 para alguna i? SI

¢L=172 NO

y=y*=1(0,0,0,0,0,0)
¢ Yy sale del rango? SI

¢L=2? NO
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FIN Solucién 6ptima ¥ = (1,0,1,0,0,1), Xy =3

Luego:
N=ly,=l,y,=2, X =3

Ejemplo 4.

Programacién entera no lineal mixta.

Max 2 = XO
sujeto a; - Xo + 3y1 - 2yl Yy 20
v Xt Yt vy, 20
y, <3
y, €2
y, €1
Yj = entero mayor o igual que cero,
Haciendo la transformacién:
Y1=Y01+2yv11 donde ykj=0°1 para VY k,j
Y2 = Yot 2V,

el problema queda:
Max Z = X0

sujeto a:

-X0+3)/014'65111--2(yol+2y“)(yoz+2y1 ) = 0

2
- >
XotYort2y+lrgt2yy,)ly, 2 0

v

3-¥g "2y 0

2-y

14
o

-y 2
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donde todas lasg variables son binarias 0 6 1.
Siguiendo el diagrama de flujo de la seccién I11,2,2.

y = (0,0,0,0,0)

y* - 1=(,1,1,1,1)

L=1

¢hy -1 - h, (¥)<0 paraalgunai? NO
¢L=37 NO

¢ h“ (¥) -h12 (Y) € 0 para alguna 1? NO

¥=¥=100,0,0,0,0, M=0, L=3

y=y+l= (0,0,0,0,1)

¢L=237 8I

¢y sale del rango? NO

y*-1=(0,0,0,0,1)

¢hy *-1 -h, (¥)< 0 paraalguna 1? NO
{L=37 8I

eM2 9 ly* - 1) - 9y (y) para alguna t? SI
y=y*=(0,0,0,1,0)

¢ ¥ sale del rango? NO
y*-1=1(0,0,0,1,1)

(_h“ (y*-1) - hiz (¥) €0 para alguna t? NO
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¢L=37 81

M2 9, &*-1) - 9,5 (¥) para alguna 1? sI
¥=y*=1(0,0,1,0,0) |

¢y sale del rango? NO

y*-1=(0,0,1,1,1)

¢ hil (y*-1) - h12 (¥) < 0 para alguna i? NO
¢L=37 s8I

¢M2 94 y*~-1) - 95 (¥) para alguna i? §I
y=y*= (0,1,0,0,0) |

¢ Y sale del rango? NO

y*-1=(0,1,1,1,1)

é h11 y*-1) - h12 (Y) € 0 pama alguna i? NO
¢L=237? SI

Mg y*-1) - 9,, (V) paraalguna {? NO
¢M>g (V) - 9, (¥) para alguna 1? NO

¢hy) (¥) - h'12 (v) € 0 para alguna i? NO

y=v=1(,1,0,0,00, M=2, L=3

¢eM=m? NO
y=y+1=(,1,0,0,1)
¢L=37 SI

¢y sale del rango? NO

y*-1=(0,1,0,0,1)
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¢hy yr-1) - hi, (¥) <0 para alguna 1? NO

¢L=37?2 81

‘M2 9 y*-1) - 9y (¥) para alguna 1? 81

y=y*=(0,1,0,1,0)

¢ Y sale del rango? NO

y*-1=(0,1,0,1,1)

éh“ (y*-1) - h12 (Y) € 0 para alguna i? NO
dL=13?2 8I

iM 2 9y &*-1) - 9, (v) paraalguna 1? §I

y=y*=(0,1,1,0,0)

¢y sale del rango? NO

y*-1=(0,1,1,1,1)

gh“ y*-1) - h12 (¥) € 0 paraalguna i? NO
¢L=37 81

(M 2 9y O*=-1 - 9,5 (Y) para alguna i? SI

y=y*= (1,0,0,0,0)

¢y saledelrango? NO

y*-1=(1,1,1,1,1)

(;h11 y*-1) - h12 (y) €0 paraalgunai? NO
¢L=37 81

M 2 94, *-1 - 99 (y) para alguna i? NO
(M2 9 (y) - 9,0 (y) paraalguna i? §I

y=y+1l= (1,0,0,0,1)

¢I=3 ? SI  .{ ¥ sale del rangb ? NO . y*= 1

(,c,”,0,1)
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¢hyyy*-1) - hj2 (¥) <0 para alguna 1? NO
¢L=37 s8I

(M2 9, y*-1) - 95 (¥) paraalguna i1? S
Y =y*=(1,0,0,1,0)

¢Y sale del rango? NO

y*'-1=(1,0,0,1,1)

é.hu (y*-1) - hi» (¥) < 0 para alguna 1? NO
¢L=37 s8I

gM’-‘g“ (y*~1) -9, (¥) paraalguna 1? §I
¥ =y*=1(1,0,1,0,0)

¢ Y sale del rango? NO

y*-1=(1,0,1,1,1)

¢hyy (y*-1) - hi, (¥) < 0 para alguna i1? NO
¢L=137 8l

¢M égi1 y*-1) - 95 (Y) para alguna i? SI
y=y*=(1,1,0,0,0)

¢y sale del rango? NO

y*-1=(1,1,1,1,1)

gh“ y*-1) - h12 (Y) < 0 para alguna i1? NO
¢L=3? sI’

(M2 gil (y*-1) - 95 (¥) para alguna i? NO
(M 3‘911 (y) - 9, (y) para alguna 1? NO

‘:hil (y) - h12 (y) € 0 para alguna i? NO
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V=V= 1,1,0,0,0), M= 3,L=3

(M =m®? NO

Y=V+1= (1,1,0,0,1)

¢L=3? §I

¢Y sale del rango? NO
y*-1=(1,1,0,0,1)

¢hyy v*-1) - hi, (¥) £0 para alguna 1? NO
"¢L=37 8I

(M2 9,y &*-1) - 9,, (v) paraalguna 1? g1
y=y*= (1,1,0,1,0)

¢Y sale del rango? NO

y*-1=(1,1,0,1,1)

¢hy, *-1) - hi, (¥) < 0 para alguna 1? NO
¢L=137 §I

eM2 9 y*-1) - 9, (y) paraalguna i? SI
y=y*= (1,1,1,0,0)

¢ Y sale del rango? NO

y*-1=(1,1,1,1,1)

¢hyy yr-1) - h12 (Y) ¢ 0 para alguna i? NO
¢l=3?2 s8I

éMég“ v*~-1) -~ g, (V) paraalguna i? §I

t2
y=y*=11(,0,0,0,0)

" ¢V sale del rango? SI
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¢L=272 NO
FIN. Soluctén ¥=(1,1,0,0,0) M= 3
Solucién O6ptima:

y1=3, y2=y3=0, X0=3

Efemplo 5. Reoptimizacién
a) Max Z=X0
sujeto a:  ~X +3 Yp=2v,y, ¥ 0
1 “Y3tv, 2 9
yj=0 61 6=1,...,4)

Se resuelve inicialmente el problema anterior utilizando el algorit-

mo de la secci6n III,7.

c=0

0001

0001

0000 0100
1111 0111

c=3,%X =3, M=3

0
1000
1111

Solucién: y,=1, VZ'YB‘Yq'O
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b) Se agrega ahora la restriccién

El arbol eg ahora

-X + bY
X Y1+Y2y3+5y4 0

c=90
0001] op
01 ¢
c=90 .
c=3,X.=0
0 0010 cT
0000 0011
1111
\c=o
0100
0111y CT
c=3,x =1, M=1 c=3,X,=3,M=3
1000 0 R 1001
1111 1001
c=3,X0=1
101
1011
c=1
1100
1111
Solucién yl=1, Y,=0, y3=0, y4=1, XO =3
c) Se agrega ahora la restriccibn'l—yl-y4’-“0
c=0
0001] ot
0001
c=0
c=3,X,=0
0 o] °r
0000
1111\ c=0 c=3,YNEF
01 1001
o111 €7 1001 CT
C=3,xo= C=3,x0=1'b.1=1 c=3
1?11 1011 1011
c=1
1100
11| °©T

Solucién Yi=1, Y220, y3"l, Yq = 0, xoa L.

CcD
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V.

1.

1.

] 05

CAPITULO v
EJEMPLOS

En esta seccién se han desarrollado dos ejemplos., En el primer
ejemplo se resuelve un problema de programacién mixta. Primero

manualmente y después utilizando la computadora,

El segundo ejemplo considera una compafifa que debe seleccionar

Su estrategia de inversi6n Y su forma de financiamiento,

. Ejemplo No. 1

Se desea
Max 2 = -Y11-2Y12-3V12+20Y1+30Y2

Sujeta a -Yll-V11+Zl+10Y1+20Y2-23=20

--le-V12+22--ZI'I~SY1+10Y2-Z4 =0

- - - €
Z1 0.5\’l 0.2Y2 Zs 0

- - - <
22 0.(:3Yl 0.3Y 26 0

2

<
Y1+Y2 s 1

Las variables Y1 y Y2 son binarias y las demé4s contfnuas mayo-

res o lguales que cero.

Soluciétn manual,
Siguiendo el diagrama de flujo del método de Participacién de Ben

ders se tiene:
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0
Xg =+
Y= (0,0)
Max Z=-‘1’11-2\[12--2V11 -3V12-1000 (Z3+Z4+ZS+ZS)
Sujeto a: _-Yu-Vn+Zl-Zs=20
¥y V12*2 72172 70
ZI-ZSQO
ZZ-ZS-‘-O
cuyos resultados son:
Yll le \I11 V12 Z1 Z2 23 Z4 Zs 26 . . 2 z10 b
-1 -1 -1 1 1 -1 20| Z4
-1 | -1 |1 |- 1 -1 | 1l 20 | 2,
-1 -1 }{-1 (-1 -1 (-1 1 1 1 -1 20 Zg
-1 -1 1 -1 1 20 Z1
2000 {1002 |2002 {1003 3000{200Q * 2000} 4000 1000 | 1000- 40000
1|22 }|3 aly
21112 |1 3|2 -2 |1 1|1 42y

M min=0 u=(0,0,0,00, ¥=(-2,-1,1,1)

(1,u) =(1,0,0,0,0)

Max X0

. - - <
Sujeto a: XO 20 Y1 30Y2 0
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-26.1Y, -50.5Y, = -40

1 2

Y1+Y2 =1

Resultado Xcl) =30 Y= (0,1)

El problema de programacién lineal es ahora

Max Z ==Y}, -2Y;, = 2V, = 3V,, = 1000 (23+2,+25+2g)

sujeto a: v Vv 47 z 0
)3 U & U W
—\{12-V12+22'-Zl-z4 = - 10
- < )
Z1 Zs 0.2

. 4
obteniéndose: , 2y-2g = 0.3

Y11|Y12 Ve IV12121 |22 |23 |24 |Z5 | 26 - |29 |210] b
-1 1 0.212)
1 1 -1 1 11 -1 |-1 9.8 Y12 |
1 1 1 -1 -1 1 0.2 Y11
1 -1 1 0.3 Zlo
1 {1 2 1999]998 Jogo oo 11 2 | 1 8
cT xV=-19.8
f(y) = 30
Suma = 10.2
1|1 2 |-11-2 -1 v 211 | 2 aly
1] 11 q??
u=1(1,2,1,00 M =2
- 19.8< 30 - 30
(1,u)=1(1,1,2,1,0)
Max X0
Sujeto a: _ _ <
X, - 20 Y, -30Y, £ 0
- - < .
26.1Y, -50Y, 40
Yl+‘l'2 € 1
Xg- -SY, +9.8Y, £ 20
x!=10.2 v=1(0,1) Como 10.2 = 10.2 FIN.

0
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Y la solucibn 6ptima es;

Y11=0.2, Y12=9.8, Zl=0.2, Y1=0, Y2=1

IV.1.2. Solucién en la computadora,

1.

El programa A env{a a la cinta 10 los datos del problema de pro-

gramaci6én lineal, con excepcién de los términos independientes.

El programa ACOSTI, el cual se desarrolld en esta tesis y se mues
tra en el apéndice I.1., hace X;=0.99 x 1038, y= 0 (0,0)
k=0, indicando con ello que no existen restricciones, hasta

este momento, del tipo --)(0+gil (i/')-g12 (y) 2 0. ks=1,lo
cual muestra que existe una restriccién del tipo h,, (¥)-hy, (¥) 20,
lacual es 1 - yl— y2 2 (0, por lo que ASP = coeficientes po
sitivos de las variables y término independiente positivo =

(0,0,1) y ASN = coeficiente‘s de las variables y término inde-

pendiente negativos = (1,1,0).

Calcula con ¥ los términos independientes del problema de
programacién lineal. Lee de la cinta 10 los datos, pasdndolos

a la cinta 8 agregando los términos independientes.

Escribe en la cinta 12, X,, ¥, k, ks, ASP y ASN.

. El paquete MPSX de IBM lee los datos de la cinta 8, resuelve

el problema de programaci6tn lineal y ernvla sus resultados a la

cinta 11,



109

4. El programa ACOST2 (elaborado en esta tegis, se muestra en
el apéndice 1.2.) lee de la cinta 12 los valores de Xo, Y. k,

ks, ASP y ASN y los imprime. (ver Cl en las hojas impresas

por la comp(xtadora) .

En C2, lee los resultados de la cinta 11, los imprime hasta
que encuentra que la solucién es 6ptima., (En otros problemas,
sl no tuvieran soluciones factibles o fueran no acotados, aquf

se habrfa detectado, terminsndose por tanto el proceso).

En C3, se calcula el valor de Z, puesto que es diferente de

cero, se determinan dl'o, dz'o, ul'o, uz'o.

2,0 0

Puesto que u es diferente de cero, calcula M min y uo y v.

En C4, se imprimen los valores de uo, vo Yy M min,

En CS, se presenta la solucién del problema de programacién
lineal,
En C6, se generan dos nuevas restricciones
- »
X0+20Y14~30‘I2 0
26.09999996 Yl + 50.4999999 Yz -40 2 0

En C7, se resuelve el problema de programacién mixta con una

variable contfnua (rrestricta en signo Y las demds binarias, uty

lizando el algoritmo desarrollado en el capftulo III.
Teniendo como soluci6n Y1 =(Q, Yz =1 vy XO = 30.

Lee de la cinta 10 los datos del problema de programaci6én li-
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neal, calcula con y los términos independlentes, enviando eg

ta informacién a la cinta 8,

Escribe en la cinta 12, X, v, K, ks, ASP, ASN, AP, AN, don-
de AP son los coeficientes positivos y AN los negativos de las
restricciones tipo - Xy +9, (¥)-9;5 (y) * 0. v, UN, us,
USN son los valores de las variables duales. U y Us positivos

y UN y USN negativos.

El paquete MPSX de IBM lee los datos de la cinta 8, resuelve

el problema de programacién lineal y envfa sus resultados a la

cinta 11.

Interviene nuevamente ACﬂSTZ.

En C8, lee de la cinta 12 Xo, Y. K,KS, ASP, ASN, AP, AN, U,
UN, US, USN, imprimiendo estos valores.

En C9, lee e imprime los resultados de la cinta 11 hasta que

encuentra que la soluci6tn es Optima.

En Cl10, se calcula el valor de Z, puesto que es fgual a cero,

se compara cTx!+ f{¥) con XO. Ya que son diferentes, se

determinan dl'l, dz'l, ul’l, uz'l.

Ya que uz’l es igual a cero, solo interesa ul.
En Cl1, se imprimen los valores de ul,

En Cl2, se presenta la solucién del problema de programacion

lineal.
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En Cl13, se genera una nueva restricciébn

-x0+o.s yl-s.eooooom y,+ 20 > 0

En C14 se resuelve el problema de programacién mixta con una va-

riable continua irrestricta en signo,y las demés binarias.

Dando como soluci6én y1=0, Yo= 1, X0 = 10.2

A continuaci6n lee de la cinta 10 los datos del problema de progra-
macién lineal, calcula con ¥ los términos independientes, envian-~

do esta informaci6tn a la cinta 8.

Se escriben en la cinta 12 los valores de XO' ¥, K, KS, ASP, ASN,

AP, AN, U, UN, US, USN.

. El paquete MPSX de IBM lee los datos de la cinta 8, resuelve el
problema de programacién lineal y envfa sus resultados a la cinta 11.
. Toma el control ACOSTZ2.

En C15, lee de la cinta 12 XO,?, K, KS, ASP, ASN,AP, AN, U,

UN, US, USN, imprimiendo estos valores,

En Cl16, lee e imprime los resultados de la cinta 11 hasta que en-

cuentra que la solucién es 6ptima.

En C17 calcula el valor Z, el cual es igual a cero. Compara

cT X%+ f (y) con Xg- Puesto.que son iguales, termina el proce-

dimiento y escribe que "la solucitn es la Optima”.

Los valores de las variables continuas en la soluci6n 6ptima se
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L4

encuentran en C16, siendo éstos
Y1 = 0.2,Yy, % 9.8, Z1 =0,2
los valores dé las variables discretas estan en Cl4, siendo éstos

Y1=0, Y2= 1, X0= 10.2
IV.2. Ejemplo No. 2

Se trata de un ejemplo hipotético, en el que la Compaffa Fres, S.
A., tlene la concesiéon para explotar los yacimientos mineros de
Naica que se localizan en la parte centro-sur del estado de Chi-

huahua aproximadamente a 110 kilometros al sureste de la capital

del estado.

La explotacion se efect@a utilizando el sistema de corte Y relleno.

El costo total en la mina es de $65.00/tonelada extrafda.

En la planta de beneficio de la misma compafifa semetratan por el
método de flotacién selectiva 45,000 toneladas de mineral por

mes, provenientes exclusivamente de las minas de Naica.

Mensualmente se obtiene un total aproximado de 3,500 toneladas

de concentrados de plomo con las leyes siguientes

Gramos/ton %
Oro Plata Plomo Zinc Cobre Hierro
1.09 19 64.9 3.90 4,13 6.89

Los concentrados de zinc que salen de la planta mensualmente su
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man aproximadamente 2,700 toneladas con los valores sigulentes:

Gramos/ton %
Oro Plata Plomo Zinc Cobre Hierro
0.27 71 1.20 53.7 0.70 8.75

La planta de beneficio opera con un costo aproximado de $59.00
por tonelada de mineral, el cual se desglosa a continuacién:

Mano de obra Material Energfa eléctrica Total

Seccién de quebradoras 2.00 2.48 1.52 6.00
Secciéon de molinos 1,00 9,00 6.52 16.52
Seccién de flotacibn 5.00 18.00 3.48 26.48

Abastecimiento de agua,
muestreo y ensayes, su
pervisién presa de jales
y oficinas 7.48 1.52 1.00 10.00

15.48 31.00 12.52 59.00

PROYECTOS DE INVERSION.

las posibilidades de inversion de la Cfa. pueden agruparse en
dos temas: uno referente a un complejo industrial en Naica vy el

otro a un yacimiento de Tungsteno en Sonora. Se describen a con

tinuacion,

I) Se propone la formactén de un complejo industrial compuesto

por cuatro {abricas, como sigue:
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1) Unidad productora de zinc
2) Unidad productora de &cido sulfdrico
3) f‘abrica de amoniaco

4) Fabrica de abonos, en la que el amoniaco se combina con
el Acido sulftrico para producir suifato de amonio,

Los concentrados de zinc contienen azufre que es necesario elimi-
nar antes de proceder a la separaci6n del zinc. la eliminacion
se realiza en un proceso de tostacién mediante el cual el azufre
se desprende en forma de gas sulfuroso. La disipacién de este
altimo en la atmésfera crea serios problemas, Este inconveniente
se soluciona aprovechando los gases de la tostacién para produ-
cir &cido sulftrico. La disponibilidad de acido sulftrico y las ne
cesidades de abonos nitrogenados llevaron a abordar el estudio
-

de una planta de sulfato de amonio.

Se trataran de producir diariamente 50 toneladas de zinc metélico.
La capacidad de la fabrica de acido permitird aprovechar todos

los gases sulfurosos resultantes en la produccién de zinc; la fa-
brica de abonos, para convertir el acido y el amoniaco en sulfato

de amonio, trabajard a razén de 269 toneladas por dfa.

Después de hacer la tostacion de los concentrados, éstos se li-
xivian para producir una solucion de zinc que a su vez se some-
te a un proceso electrolftico a {in de recuperar el 4cido y produ-

cir zinc metdlico.
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El complejo industrial se explica esquemdticamente en la figura

siguiente: VAPOR
CONCENTRADO DE OXIGENO
: L ZINC CARGON
ENERGIA ELECTRICA d
GAS
l HORNO DE SULFUROSO
TOSTACION . PLANTA
PLANTA DE
FABRICA DE
AMONIACO
ELECTROLITICA CALCINAS ACIDO
. SALCINA® |
DE ZINC AMONIACO
ACIDO LIQUIDO
SULFURICO
PLANTA DE

SULFATO DE j#—

AMONIO
v -
ZINC l
METALICO
ABONO SULFATO DE
AMONIO

La inversiébn necesaria se especifica en el cuadro siguiente:

FAbrica de zinc 180 millones de pesos
planta de Aacido sulfarico 52 millones de pesos
pPlanta de amonfaco 120 millones de pesos
Planta de sulfato de amonio 13 millones de pesos

los gastos de produccibn son: .
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Fabrica de;: Produccién diaria ‘Costo por tonelada
(ton)

Zinc 59 $ 720.00

Acido sulftrico 205 ° 60.00

Amonfaco 73 760,00

Sulfato de amonio 269 110,00

1) La compafifa posee el yacimiento de San Antonio en Sonora a 140

kilémetros de Hermosillo. Actualmente se ha detenido la explota-
cién del tungsteno en ese yacimiento porque se trabajarfa con pér
dida. La compaiia Lé Perla desea adquirirlo pagando

$ 500,000.00.

Los estudios geolbgicos muestran que existe una probabilidad de
0.5 de tener 100,000 ton con una ley de 1% de tungsteno,
500,000 con una ley del 0.5% y‘ 4'000,000 con una ley del 0.25%;
una probabilidad de 0.25 que se tengan 300,000 toneladas con ley
de! 1%, 500,000 con ley del 0.5%‘y 3'800,000 con ley del 0.25%;
y una probabilidad de 0.25 de tener 1'000,000 de toneladas con
ley del 1%, 2'000,000 de toneladas con ley del 0.5% y 3'600,000

con ley del 0.25%.

Se ha llegado a una dectsién, la cual no puede modificarse por
este estudio, que establece vender San Antonio o .ontinuar la

explotacién, pero de n.nguna manera seguir con la situacion actual.
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Se ha calculado también que para continuar la explotacién es ne-

cesaria la sigulente inversién.

Mina - 2 millones de pesos
Bombeo 3 ‘millones de pesos
Socavén y locomotora 5 millones de pesos
Planta de beneficio 48 millones de pesos
Campamento _7_ millones de pesos

Total 65 millones de pesos

El costo de operaci6tn es de $61.00/ton extrafda.

Se desea desarrollar la planeacién estratégica de esta empresa
Fres, S.A., por lo que se ha llamado a la Compafifa Consultora

Plafin, S.A., la cual inici6 el estudio con el subsistema de in-

formacién.

1°. ETAPA DE PLANEACION

1) Se le pregunt6 a la gerencia qué era lo que deseaba, la com-

paiifa Fres, S.A., especificé claramente que lo que querfa era

un reporte que estableciera:

1. Las decisiones de inversién

2. las fuentes de financiamiento, las cantidades necesarias y
la fecha en que se deben tener

3. El costo del capital.

La frecuencia de los reportes debe ser anual, pero debe tener
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la flexibilidad suficiente para analizar las alternativas posibles

de inversién y financiamiento que pueden surgir,

Ademas, la gerencia necesita que el sistema esté operando in-

tegralmente dentro de cuatro meses.

Los datos que se requieren son el estado de Fres, S.A., las
inversiones alternativas, tiempo de instalacién y puesta en mar
cha, precio y demanda de la produccién, fuentes de financia-
miento, curva de preferencia y la determinacién de cuales varia
bles se considerardn como deterministas y cudles como aleato-
rlas. Esta informacién pasard al subsistema de optimizacién,
el cual generard los datos para poder elaborar los reportes que

se requieren.

2. ETAPA DE EVALUACION

Los desarrollara la Cfa. Plafin, S.A.

Costo de desarrollo $ 200,000.00

Costo de operacion 1,000.00/mes. Plafin, S.A., entrena-

ra al personal de fFres, S.A., para que opere el sistema.

En este punto el gerente de fres, S.A., consider6 que los bene-

ficlos potenciales serfan mayores que el costo, por lo que se pro

siquié con el estudio.
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3°, ETAPA DE DISENO

Se especifica que los reportes del sistema serdn impresos. Los
datos de entrada, decisiones sugeridas y acclones tomadas se

guardardn en un disco del que se pueden recuperar o modificar en

cuanto se tenga nueva informaciodn.

4°, ETAPA DE OPERACION

Los datos que se han recopilado son:

1) De la empresa Fres, S.A.

BALANCE GENERAL AL 31 DE DICIEMBRE DE 1974.

ACTINO
Circulante:
Caja y Bancos $ 500,000.00
Cuentas por cobrar 7'000,000.00
Inventarios 5'000,000.00
$ 12'500,000,00
Fijo:
Terrenos $ 2'000,000.00
Edificio 1'000,000.00
Maquinaria 5'000,000.00

$ 8'000,000.00

Total $ 20'500,000.00
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PASIVO
Circulante:
Préstamos Bancarios $ 2'000,000.00
Proveedores vy Cuentas
por Pagar 2'000,000.00
$ 4'000,000.00
A largo Plazo: 6'000,000.00
CAPITAL
Capital Social $ 6'000,000.00
Reserva Legal 600,000,00
Utllidades Acumuladas 3'900,000.00

$ 10'500,000.00

Total $ 20'500,000.00

El préstamo a largo plazo se tiene con una tasa de interés del

6% y un plazo de 6 afios para pagario,

ESTADO DE RESULTADOS DE LA CIA. FRES, S.A,

Durante el afio de 1974

Venta de concentrados

Plomo 27,258 ton a $ 614.00/ton
Zinc 17,400 ton a $3,814.00/ton

Costos

Mina 540,000 ton a $65.00/ton
Planta 540,000 ton a $59.00/ton
Gastos acdministrativos

Gastos generales

Utilidad

"

16'902,192

66'363,600

83,265,792

35'100,000
31'860,000
6°000,000
4'000,000
76'960,000

6'305,752
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Es conveniente aclarar en este punto que el calculo aproxi-
mado de 3,500 ton/mes de concentrados de plomo con una
ley del 64.9% proporciona al afo 3,500 x .649 x 12 =
28,036.8 ton, el cual es un valor cercano a las 27,258 ton
que se obtuvieron realmente. La misma situacion se tiene

respecto al zinc, donde 2,700 x .537 X 12 = 17,398.8

Trabajando a esta capacidad, se estima que las reservas de

mineral duraran:

8 afos con probabilidad de 0.1
7 'ahos con probabilidad de 0.6

6 afos con probabilidad de 0.3

Se entrevist6 al gerente de Fres, S.A., para determinar su
funcion utilidad. Se encontré que tiene aversion constante
al riesgo, por lo que su funciéon utilidad es de tipo exponen
cial (apéndice 11.4.), estiman;'lose como u (x)=exp [-X/lOOOJ

donde x tlene comoO unidades miles de pesos.

Si se decide reallzar el pfoyecto 1 de inversion se venderd

magquinaria por un valor de $ 4'000,000.00.

El tiempo de instalacién y puesta en marcha de los proyectos

sera de un afo.

iii) Las fuentes de financiamiento serdn: emision de acclones or-
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dinarias y preferentes, bancos para préstamos a corto plazoy
financieras para los préstamos a largo plazo. {Comision de Fo

mento Minero, Banco Minero, Nacional Financiera, etc.).

iv) Se ha analizado que los costos pueden conslderarse como varia
bles deterministas y que los productos tienen gran demanda en
el mercado internacional, por lo que ésta no serd un factor li-
mitante en la producci6n. Los precios de venta del zinc, plg
mo, tungsteno, &cido sulfarico, amonfaco y sulfato de amonio

se consideran como variables aleatorias.

Se presentan a continuacién la media y la variancia que se ha

estimado para los afios 1975 a 1985 de los precios de venta.

$/ton $/ton s/on | /" | s/ton $/ton
Zinc Plomo | Tungsteno Acido |, " iaco | Sulfato de
Sulftrico Amonio
M @ |~ q |« | A’ | iQ
1975 | 3814 16 1614

44700 333 | 280 882 s11630 10

1976 | 3900 18 |615 45400 350 | 281 885 511635 11

1977 | 4000 21 |616 46100 3831 282 890 711640 12

1978 | 4100 25 (617 4670b 417 | 283 885 7 | 1650 12

1980 | 4150 28 1620 47900 600 | 285 920 1695 14

1981.4200 33 (623 48600 717 | 286

1982 | 4250 37 1629 49200 833 | 287 940 1740 16

8

930 g 1710 15
9
0

1983 | 4300 42 1638 49900 883 | 291 950 1 1760 16

4 2
5 2
6 3
6 3
1979 | 4100 27 |619 7 [47300 500|284 4| 900 81670 13
7 4
8 5
8 5
9 6
6

1984 | 4300 45 |654 10 |50600 966 | 298 955 10| 1780 17

1985 | 4500 67 [675 11 }S1300 1000 | 310 7! 960 11| 1800 18
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PROCESAMIENTO DE LA INFORMACION.

Se procederd ahora a determinar los flujos de dinero de las dife-

rentes estrategias.

A. Estrategia de momento. Si se continda con la situaci6én actual

se tendrdn las medias y varliancias para los afios de 1975 a
1980 en miles de pesos.

Media
miles $ 8500 13340 14863 16630 18398 18452 13349

R R SR Y A

1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981

Variancia 0 7816 9164 10815 12027 13376 13678
(miles $)2

Puesto que existe incertidumbre sobre las reservas de mineral

para los aflos 1982 y 1983 se tiene la situacién siguiente

media variancia
.7 (20 301 15935)
1982 3
(0, 0)
1 (21 335 17146)
1983 9
(0, 0

Para la obtenciétn de la media y la variancia se efect@an los

cAlculos siguientes:



n
La media 4 es fgual a _MU=E (/“1’ == Pi y4i
- A
2
y la variancia qz =@‘ + E (0'12)

= 2 2
i ?é%.‘)i,/“ M el ¥

n 2 2
S

=
(3]

Asl media . variancia
1982 14 211 86 558 580
1983 2 134 40 965 981

miles de § (miles de S)2

B. Estrategias de desarrollo. Son las siguientes:

i} Fabrica de zinc y Tabrica de acido sulftrico.

Inicio en 1975

Media
223500 69426 71000 72812 74627 74702 59647 4520 7789

75 76 77 78 79 80 81 a2 8y
vartancia

0 19013 20361 27611 28822 35770 36073 §461212073

B75900604 3
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Inicio en 1976,

Media
8500 218660 71000 72812 74627 74702 69647 45208 7789

t ottt

75 76 77 78 79 80 81 82 83

Variancia

0 7816 20361 27611 28822 35770 36073 546021203
875906043

Inicio en 1977

Media
8500 13340 217137 72812 74627 74702 69647 45208 7789

A A S N SN S N

75 76 77 78 79 80 8l 82 83

Variancia

0 7816 9164 27611 28822 35770 36073 546021203
875906043

i) FAbrica de amonfaco.

Media
120000 3250 3330 3464 3597 3730 4263 4529 4796 5062 5195

ARG A N A A

75 76 77 78 79 80 81 83 84 85
Variancia
0 3549 3549 4969 4969 5679 5679 6389 6389 7099 7098

iii) Fabrica de zinc, fabrica de acido sulfarico, fabrica de amonfa

co y fabrica de sulfato de amonio.

Inicio en 197S.

Media
156500 178336 180324 182555 185277 187241 184205 128034 19672

oottt 1

75 76 77 78 79 80 81 82 83
variancia
0 104218 115207 126498 127709 138698 148642 3482984083

INICRAARRTR



138

Inicio en 1976

Media
8500 351660 180324 182555 185277 187241 184205 128034 19672

J t t T T T 1 1

75 76 77 78 79 80 81 82 83
Variancia ‘
0 7816 115207 126498 127709 138698 148642 3482984083
7025886675

Inicio en 1977

Media .
8500 13340 350137 182555 185277 187241 184205 128034 19672

A A NS SN NN N B N

75 76 77 78 79 80 81 82 83
Variancia
0 7816 9164 126498 127709 138698 148642 3482984083
: 7025886675

tv) Explotar el yacimiento de Tungsteno de San Antonio.

Media

65000 115287 77750 44750 33975 34725 35475 36350 30950 25500 26200

J vttt 11 ]

1875 1976 1877 1978 1879 1980 1981 1982 1983 1984 1985

Variancia

0 843084906 15533907500 419491875 442867500 53280000
21838982500 408916875 430201875 113467500 617000000
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SUBSISTEMA DE OPTIMIZACION

i) Funcion objetivo, Se desea maximizar la utilidad esperada del va

lor presente neto de la organizacion.

Max Z = Utilidad esperada de{flngreso de las estrategias) - (costo
de la deuda a largo plazo) - (costo de la deuda a corto plazo) -
- (dividendos pagados a las acciones preferentes) + (cantidad que

se obtiene al pagar anticipadamente la deuda a largo plazo)}

Puesto que la funcion utilidad del presidente de la compaififa es
de tipo exponencial y la distribucién de probabilidad del valor pre
sente neto de las estrategias puede considerarse como normal,

puede aplicarse la funci6on objetivo de la seccién 11.4.1.

2
Max Z=E (x) -(,/2¢c

la cual queda como

10 2
Max Z = 12—:1 [E [VPIJ - qvpi/ch Xy - (costo de la deuda a lar-

go plazo) - (costo de la deuda a corto plazo) - (dividendos paga-
dos a las acciones preferentes) + (cantidad que se obtiene al pa-

gar anticipadamente la deuda a largo plazo).

2
Haclendo EC, = E[VP1] - QVPl /2c , se calcularan para cada

una de las variables Xi‘
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ECZ

EC,
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1 continuar con la situacién actual

0 no continuar

2
=E(VP))- (., /2C =80,310 - (24 424 000/20 000) =
1 VPy

=80 310 - 1 211 =68 099

1 instalacibn de las fabricas de zinc y acido sulfarico

en 1975
X2=
0 no se efectta dicha instalaciéon
= 82 191
1 instalacion de las fabricas de zinc y 4cido sulfarico
en 1976
X3=
0 no se efectGa la instalacion
= 56 992
1 instalacion de las fabricas de zinc y de acido sulfa-
rico en 1877
X4- .
0 no se efectaa la instalacion
= 34 413
1 instalacion de la fabrica de amonfaco en 1975
XS=
0 no se efectGa la instalaci6n
= - 97 931
1 fabricas de zinc, acido sulftarico, amonfaco y sul-
fato de amonio en 13975
X6=

0 no se efect@an dichas irversiones

IEC6 =359 300
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1 fabricas de zinc, Acido sulftrico, amonfacoy
sulfato de amonio en 1976

0 no se efect@an dichas inversiones

EC, = 315 800

1 fabricas de zinc, &cido sulfarico, amonfaco y sul-
fato de amonio en 1927

0 no se efectian dichas inversiones

ECg = 154 100

1 se vende San Antonio a la Cfa. la Perla

X9=
0 no se vende
EC9 = 500
1 se explota el yacimiento de tungsteno de San Antonio
X =
10

0 no se efect@a

EclO =67 510

Se continta calculando los demas integrantes de la funcién objetivo:
11 t

(costo de la deuda a largo plazo) = 2 E gj (1 -rct) Yj -
7 =1 p=1 P P

t
- (t-p) by yjp] /(1+71)

donde
gjp - es la tasa de interés que se debe pagar a la fuente j por
préstamos efectuados en el perfodo p.

fct - tasa de impuestos en el perfodo t.

Yjp - préstamo a largo plazo de la fuente j enel perfodo p.
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hjp - fraccién de Yjp requerida como pago constante al principal
en cada perfodo.

r - costo del capital.

Se tienen los datos sigulentes:

9y¢ {920 | 93¢ | Jar | Ise| Mie] T2t] st hye | hse | Tet

11 0.04}0.03}0.08[0.09{0.05{0.20 0.10] .067] .067} 0.10{ 0.05

210.04]0.03|0.08{0.09|0.06]0.20 0.10| .067|.067} 0.10}0.05

310.05|0.04]0.07]0.0910.07}0.20 0.10| .067] .067} 0.10} 0.05

4l0.05]0.04|0.07[0.09}0.05]0.20 0.10| .067|.067{ 0.10}0.06

510.06/0.05{0.06|0.09]0.06 0.20]0.10| .067].067} 0.10 0.06

6l0.06]0.05{0.060.09{0.07 0.20/0.10{ .067]|.067} 0.10]0.06

710.05]0.06|0.05{0.09}0.05}0.20 0.10{ .067|.067|0.1010.07

glo.07]0.06}0.05{0.09{0.06}0.20 0.10}.067|.067{0.10}0.07

9l0.07l0.07|0.04}0.09{0.07}0.20 0.10}.067|.067]0.10]|0.07

10l0.05|0.07{0.04{0.09]0.05}0.20 0.10}.067}.067{0.10}0.08

1110.08|0.08{0.06}0.09{0.06{0.20 0.10!.067]|.067{0.10}0.08

Como existe una fuente que presta exclusivamente para llevar a cabo

la estrategia 10 hay que sumar ademds

il t
?:1 z?l 910,p (1 7 1Y [WXOD - t=p) hygp w]Op]

=1 p
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donde
glo - es la tasa de interés que se debe pagar a la fuente
P
10 por el préstamo efectuado en el perfodo p.
me - préstamo a largo plazo que solo puede utilizarse en

la estrategia 10.

thp - fraccién de me requerida como pago constante al

principal en cada perfodo.

Teniéndose como datos

‘ 910.9 th,r
1 .06  0.10
2 .06 0.10
3 .06 0.10
4 .06 0.10
5 .06 0.10
6 .06 0.10
7 .06 0.10
8 .06 0.10
9 .06 0.10
10 .06 0.10
11 .06 0.10

: 11 3
(costo de la deuda a corto plazo) = Z: Y ekt (l-r )V
t=1 k=1 ct’ Tkt

siendo eygy - tasa de interés que se debe pagar a la fuente k

por el préstamo a corto plazo del perfodo t.
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th - préstamo a corto plazo de la fuente k enel perfodo t.

t elt 82t e3t

1 0.10 0.06 0.04
2 0.10 0.06 0.05
3 0.11 0.06 0.06
4 0.11 0.08 0.07
5 0.12 0.08 0.07
6 0.12 0.08 0.07
7 0.13 0.10 0.07
8 0.13 0.10 0.08
9 0.14 0.10 0.08
10 0.14 0.11 0.08
11 0.14 0.11 0.09

11 t
(Dividendos pagados a las acclones preferentes) = 2 E p=1 bp pp
t=1

donde
bp - dividendo que se paga por accién preferente en el perfodo p.

pp - ntmero de acciones preferentes de $1,000 emitidas en el

perfodo p.

en este caso se considera bp = 0.06 P=1,...

(cantidad que se obtiene al pagar anticipadamente la deuda) =
t-1 t

11 5
EZZ EZ: :Z: j{: gjp(l—rc ) R

t=1 y=1 p=1 q=p+1 d pa

donde ijq = cantidad en miles de pesos que se paga anticipada-
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mente en el perfodo q de la deuda a largo plazo del perfodo Py

fuente j.
RESTRICCIONES.

Se requiere encontrar una solucién de tal manera, que la probabi-
lidad que las restricciones se verifiquen cuando se conozca el va
lor de las variables aleatorlas sea al menos una clerta cantidad

establecida.

a) Restricciones de flujo de fondos.

}T_ aj x,+d) Sp+ d) (¥ -5) + Zk ey Ut Vi *

1
+pZ=0 by pp+zj: (gjl le (l—rcl)+hll le) +

+2 (g, Wy (L=t +hy W )+c) § +2, =
)

S*+ P +>E_- Ve * %\: le+zj w“Zj 3%+ (1)

2
*
+d, 8y + :‘;1 d, (sp-sp)+ zk'_' Vig * 51: 8, (1= ) Vo #
s- S Se
+ o b p_+ = {(quYjp(l—rcz)(l-(Z-p) hjp)+hjpyjp9

[y

: +§__'1' ;)5;——1 S(qipw1p (1= (1= @=p) b 0 +h1pwip)} +
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= *
+ZR]12+CZSZ+ZZ 82+P2+Z Vk2+z Ym2 +

| k m

+¥ (-1 ,) ey R, +2) )

y en general para el perfodo t.

t
*
)_; a, X +d, 8 + p};l d, (sp-sp)«»Zk v -1 +

t
£ > C (l'rct)vkt+z b Pp+Z S
k i

t
p=0 P p=1

(ngYjp (1 -rct)(l- (t-p) hjp) + hjp Yjp

t
+ ‘\_T: pgl [(gipwip (-r ) (- (t-p)h Y+ wip)} +

*
+Zj —~ ijt+ctst+zt_st+Pt+Zk th +

t-1 t .
+ % Ymt+Z w’t+§—'j_- > > (-r t)gjp R)pq+zt-1

| p=1 q=p+1 ¢

a - flujo neto de dinero en el perfodo t de la estrategla j

(positivo si es un requerimiento) en miles d. pesos,
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S: - nGmero de acciones ordinarias emitidas en el perfodo t con

valor de $1,000 cada una

Pt - nGmero de acciones preferentes de $1,000 emitidas en el
perfodo t.
th - préstamo a corto plazo de la fuente k en el perfodo t (en

miles de pesos)

Yet_ préstamo a largo plazo de la fuente e en el perfodo t (en

miles de pesos)

th- préstamo en miles de pesos exclusivamente para la estrate-
gia i§.

dt - pago de dividendo a una accién oridinaria.

S_ - nGmero de acciones ordinarias en el perfodo cero.

0

Sp - nGmero de acclones en que se disminuye el capital en el pe-

rfodo P.

ekt - interés que se debe pagar a la fuente k por el préstamo a

corto plazo del perfodo t.
rct - tasa de impuestos en el perfodo t.

bp - dividendos que se pagan por accibébn preferente.
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g. - tasa de interés que se debe pagar a la fuente j por présta-

ip

mos,en el perfodo p.

hjp -~ fracci6én de Yjp requerida como pago constante al principal

en cada perfodo.

ijq - cantidad en miles de pesos de la deuda a largo plazo de la

fuente j que se inici6 en el perfodo p y que voluntariamen

te se reembolsa en el perfodo q > p.

C, ~ costo de la reduccién de capital en una accién oridinaria.

oLy~ probabilidad minima para que se cumpla la restriccién t,

Zy - cantidad neta al final del perfodo t.

Se especifica que la cantidad neta al final de cada perfodo t

’

Zt' deberd ser mayor o igual que cero con una probabilidad de

al menos 0.95, es decir:

1%

P (2 0) 2 0.95 t=1,...,11

r ot

Por la seccién I1I.4.2. las restricciones para que se cumpla la

condiciédn anterior son:

Z 2 1.645 D
t t
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O

' t
Z uy X - 4, 8p -2 4, (87 - 8,) -

p=1

"Zv {t-1) ~ e,. 1=-r )V -;vbp—
K k X kt ct’ "kt aopp

t
-ij 9yp Yyp (1=g) (1= (=P + Ry ) b -

p=1 o
ZH o
- R ~-c 8 +§5_ + VvV, ., + Y . +P +
T p=1 Pt t ot t okt — ‘mt 't
2_ Z'til tZ z
+ W, + (1-r )g
t -
] ! 7 p=1 q=p+1 ct’ “jp JjPq t-1
Y
D, = Z(IZ X

b) Restricciones de dependencia en las inversiones

x1+x2+x3+x4+x6+x7+x8=1

<
X5+)(6+)(7+x8 1

X9+X10 = 1

c) Financlamiento asociado a XlO

< /(lOp X10
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donde X 10 es la cantidad mdxima de financiamiento para {a es
P

trategia 10 en el perfodo P,

P 10
A%
30 000

25 000
30 000

25 000
30 000
5 000
5000
5 000
10 000
10 000

'-DCD\IO\U\D@N)—'

—
o

d) Pago anticipado de la deuda. [Es necesario asegurar que el
pago anticipado total en el horizonte de planeaciédn no excede

la cantidad de deuda que se tiene al final del perfodo 11.

11

q=Zp+1 Ripq * Ylp[l'm‘p) hlp] P=8,9, 10
1 .

q=p+1R29q£ Y, [1—(ll-p)h2p] P=3,..., 10

qgl Rapa < Yap [1‘(11-p)h3p] P=1,..., 10
11

e Rapa = Yap [1'(11‘P)h4p] P=1,..., 10
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£ - - =
Yo [1 m p)hsp] P=3,..., 10

También se tienen restricciones respecto al nGmero de acciones

que se pueden retirar, estas son:

SI+H1=SOO

* -
SZ--SI+HZ-H1 0

* =
33-82+H3-H2 0

S.. -8

11 + H

10 ll_H =0

10

II11.2. Resultados.

Los reportes finales son:

La

Cfa. Fres, S.A., debera:

1° Invertir en las fabricas de zinc, &cido sulf@rico, amonfaco vy
sulfato de amonio en 1975,
2° Explotar el yacimiento de Tungsteno de San Antonio.
3° Préstamos a corto plazo.
FUENTE
Ano 1 2 3
1975 500 500 500

(mtles de pesos)
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4° Préstamo a largo plazo,

Pedir a la fuente 1 en 1975, 550 780 miles de pesos.

se Pagos a las fuentes de

financiamie nto (sin intereses)

Fuente Fuente
Corto Plazo Largo Plazo
Ao 1 2 3 1
1975
1976 500 500 500 110156
1977 110156
1978 110156
1979 110156
1980 110156
(miles de pesos)

g° Pago de intereses.

Afio \ Fuente | Largo Plazo

1976 22 031.2
1977 17 624.96
1978 \ 13 218.72
1879 | 8 812.48
1980 \ 4 406.24

(miles de pesos)

7° Se presentan a continuaciébn graficas que muestran en el tiem

po el desarrollo simulado de la empresa, obtenidas utilizando

el modelo dinadmico de la corporacibn.
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*
CAPITULO V
CONCLUSIONES

En el estudio presente se ha incluido la aversién al riesgo del
decisor (considerando a éste una sola persona, o blen un grupo
donde exliste una persona cuya decisién serd la que se llevara a

cabo si el grupo no logra llegar a un acuerdo comtn) mediante el

uso de una funclén utilidad.

Claramente la funcion utilidad de un decisor es diferente si se
encuentra en dos empresas de distinto tamafio, por lo que en la
obtencién de esta funcién de preferencia se ha considerado Im-

plfcitamente el factor tamano de la empresa,

[a Incertidumbre se ha considerado al cuantificarla mediante pro-
babihidades. (las posibilidades se determinan utilizando registros
historicos, ‘1 oplnibn de las personas que tienen amplla expe-
ritencia sobre las variables aleatorias de interés, o combinacién

de datos y opiniones).

Se ha conceptualizado a la empresa y a las fuentes de financla-
miento como un sistema, donde el objetivo ha sido maximizar el
valor de la organizacion, utilizando como medida de efectividad

el dinero en valor presente neto, se generaron las alternativas de

solucion, se evaluaron estas alternativas y para seleccionar la
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solucién que se _suglere se utilizé 81 criterio de escoger la que

condujera a la utilidad esperada maxima, al utilizar el criterio de
seleccion se concluyd que no es necesario incluir medidas sobre
la forma en que termina la incertidumbre en el tlempo, ‘ya que esg
te factor no proporciona informaciéon adicional a la existente, que

permita tomar decislones.

8e ha desarrollado un ejemplo hipotético, pero los programas que
se han elaborado para la genemacién de los datos y la metodolo-
gfa permiten la utilizaciéon de este trabajo en aplicaciones practi-
cas a corporaciones que tienen varlias subsidiarias con organiza-
cion descentralizada y que anualmente proponen sus planes o es-~
trategias para una revisién por parte de la corporacién. De esta

manera se ha reallzado un esfuerzo para lograr una contribuclién

de tipo soclal en nuestro medio.
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11.- TEORIA DE 1A UTILIDAD.

11.1.~- Introduccién,

Los mateméticos Daniel B ernoulll y Gabriel Cramer fueron los prime-
ros en desarrollar la hipétesis de que el hecho que los individuos no estdn
dispuestos a aceptar loterfas aun cuando éstas actuarialmente sean mejor
que los juegos justos refleja utilidad marginal decreciente. Ni Bernoulll ~
nl Cramer sugirieron un método para medir las funciones utilidad, no obs--
tante uno puede sentir que ellos tuvieion la {dea sobre la cual la teorfa de

utilidad moderna se desarroll6.

Alfred Marshall fue consciente de la contribucién de Daniel Bernoullt
pero 61 tampoco obtuvo una teorfa general de utilidad numérica. Sin embar
go, 6l sugiri6 que la utilidad de una mercancia especifica puede medirse
si el precio de la mercancia representa muy poco en el presupuesto del indl
viduo. Esto es porque el individuo racional compra las cantidades de todos
los bienes que igualan la relacton de las utilidades marginales de dos bie-
nes cualesquiera a la relacién de sus precios; por consiguiente, se puede
tomar una mercancfa la cual tenga poco peso en el presupuesto dal indivi--
duo y se puede seleccionar el agregado de todos los otros bienes (llamado
"dinero") como la ctra mercancfa, postulando que el pequedo peso de la
primer mercancfa asegurard que la utilidad marginal del dinero permmanece

constante independientemente de cuéntc de esta mercancfa particular se ad

quliere. Entonces la uttlidad marginal de la mercancfa pequefa puede me
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dirse en téminos de una unidad la cual se define como la utilidad mar-
ginal del dinero al individuo. El método es inaplicable a bienes en ge
neral, porque la utilidad marginal del dinero no es independiente de cuan
to se gasta en un artfculo que represente una gran porcién del presupues
to del consumidor. Entonces, en general, la utilided marginal del dine-
ro no puede usarse camo una unidad constante de medida. Marshall y
muchos de sus contemporneos postularon un concepto de utilidad numé

rica, pero este fué esencialmente intuitivo, introspectivo pero no opera

clonal.

El concepto de curvas de indiferencia ha sido definido operacional
mente. Fué utilizado para propésitos analfticos especfficos y limitados
por F.Y. Edgeworth, Vilfredo Pareto e Irving Fisher. La funci6n de indi
ferencia fud la herramienta central de la teorfa de utilidad ordinal elabo
rada por J. R. Hicks y R.G.D. Allen.( 1934 ). Este enfoque implica el
axioma de la clasificacién completa y transitiva de las utilldades median

te las relaciones € y >,

Frank P. Ramsey de Kings College, Cambridge, sugiri6 que la uti-
lidad y la probabilidad eran cardinalmente sujetas a medicién y que es-
tas medidas podrfan estar basadas en la observacitn de las selecciones
de individuor en situaciones bajo riesgo. Ramsey murié a la edad de
26 ajos y no presentd su enfoque por medio de axiomas. La teorfa pro

babilista de utilidad fué desarrollada por Von Neumann y Morgenstern en
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Princeton ( 1944 ). Frederick Mosteller y Philip Nogee fueron los pio-

neros en Jla medida experimental de utilidad.



211

IT. 2.~ Axiomas sobre teorfa de utilidad de John Von Neumann y Os-

kar Morgenstern,

Se considera un sistema U de entidades u, v, W, ... En U se da

una relacién u > v y para cualquier nimero o<, ({ 0{* < 1) una

operacién o+ (l-oC)vew
Estos conceptos satisfacen los sigulentes axiomas:

A. u> v es un ordenamiento completo de U. (escriba u<v
cuando v>u )
esto significa:
A.a. Para dos u, v oyalesquiera una y dnicamente una de las -~

tres relaciones siguientes sucede: u = v, uD v, u<v

Ab, udD v, v>w implica udDw,

B. Ordenando y combinando.
B.a. u<v implica que WL AW + (1 -) v
B.b. u>v implica que WD LM + (1 - o) v
B.c. ug w < v implica la existencia de un £ con

HAu+(l-o«) viw
B .d. uSw > v implica la existencia de un o< (al que
oHu+ (1 -o€) v>w

C. Algebra de cambtnar. { oﬁ%,@,x <)
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C.a. ou+(l=- X)ve(l-o)v+oy
C.b. XPu+ 1 -B)v) +(1=-X)v=¥us+

(1 -4)v donde )"s“(ﬁ

Puede mostrarse que estos axiomas implican la existencia de u-
na correspondencia u —>» £=V (u) (donde u es la u-
tilidad y le caresponde el nimero e que se calcula camo V(u) )
con las propiedades
1) uS>v implica V(iu)>vVvi(v)

1) V{oCu+(1-K) v) = &K v(u)+ (1-€) V(v)

St dos de tales comespondencias existen u > { = V (u)
L] vl
u—>4¢ = (u)

] .
entonces Q = # ()
donde # ( p ) debe ser una funcién lineal

'

2=2(48)= woR +w

donde w, , w, son ndmeros fijos con wo7» 0.

Se enfatiza que se estdn considerando exclusivamente las utily
dades experimentadas por una persona. Que estas consideraciones no

implican nada respectv a la comparacién de utilidades que pertenecen

a individuos diferentes.
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II.-3.- Un tratamiento Axiomético de Utilidad por R. Duncan Luce y

Howard Raiffa.

Se considerardn boletos de loterfa como mecanismos que pro--
porcionan los premios Al, A2, o e Ar camo resultados con proba-
bilidades conocidas. St las probabilidades son Py. Pgr o« « Py -

donde cada Py 2 0 y la suma es 1, entonces la loterfa correspondien

te se representa como ( Py Ay, Py Ay s vevs P, A ).

HIPOTESIS 1 . (Ordenamiento de alternativas ). El oardenamien
to de "preferencia o indiferencia", % . sucede entre dos premios -
cualquiera y es transitivo., Formalmente, para cualquier A1 Y Aj suce-

de 6 Ay A 6 Ay 2z, A iysl A Ay Aj?:, A, entonces

)
Ay > A
~~

HIPOTESIS 2. (Reducci6én de loterfas compuestas).
Cualquier loterfa compuesta es indiferente a una loterfa simple con Ay

A , Ar como premios, calculdndose sus probabilidades de acuer

21
do con el cdlculo ordinario de probabifidad. En particular, si

LW e AL A, ey, e 1 =1, 2, L,

entonces

(1) (2) (s)

(QIL 'qu s+« « , Q9. L ) (PIAI'PZ AZ' ""PI"AY)
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donde

(1) (2) (s)

HIPOTESIS 3. ( Continuidad ). St A1>- Al' ¥ A, entonces -
cada premio l\1 es indiferente a algin boleto de loterfa que tiene l\1 Y
Ar. Es decir, existe un nimero u, tal que A, es indiferente a [“1 Ay,
0A2: «ves0Ary, (1-yy) Ar)] Por conveniencia, se escribe A| ~

o~
E‘ Al' 1 - u, ) Ar] = 7\’1 pero nétese que Ay y A1 son dos en-

tidades completamente diferentes.

HIPOTESIS 4. (Sustitucién ) En cualquier loterfa L, A‘ puede
sustituirse por A‘, esto es (P1 Al‘ seo Py A1 v oeees P Ar ) o~

[
(pl Alpocn' plAil ey prAr)

HIPOTESIS §. (Transitividad). Las relaciones de preferencia e

indiferencia entre boletos de loterfa son transitivas,

HIPOTESIS 6. ( Monotonicidad ). Una loterfa [pAl, (1-p) Ar]
es preferida o indiferente a [p' Al' (l-pl) Ar] si{ y dnicamiente si

1
pZ p

A continuacién se presentan algunas falacias comunes.

1 1
FALACIA 1. (p1 Al' cees Py Ar) es preferida a (p1 Al""‘ P Ar)
porque la utilidad de la primera Py Uy + ...+ pr u. 6s mayor que la

utilidad de la dltima p{ U *+ ...+ 0l

1 r°
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La falacia sucede aquf porque una alternativa tiene una utilidad mayor

que otra debido a que la primera se prefiere sobre la segunda y no el

razonamiento inverso.

FALACIA 2. Suponga que AMB>C>D y que las utilidades de es

tas alternativas satisfacen u (A) + u (D) = u (8) + u (C) entonces

1
(-2-_. B,—lz—- C ) deberd ser preferida a (+ A.'%— D) porque, no obs
tante que ellas tienen l]a misma utilidad esperada, la primera tiene la

vardancia en utilidad mas pequeia.

Esta es una interpretacion completamente equivocada de la noci6tn de u
tilidad que resulta nuevamente de no aceptar que las preferencias pre-
ceden a las utilidades. Toda la informacioén de preferencias se da en
el valor esperado de la utilidad en particular, la variancia de utilidades

no tlene ningdn significado.

FALAZIA 3., Suponga que AS>B>C>D vy que la funcién utilf
dad tiene la propiedad que u{d) - u (B) > u(C) - u(D) entonces el

cambio de B a A se prefiere mds que el de D acC.

St se considera como se construy$ la funcitn utilidad a partir de pre-
ferencias entre pares de altermativas, no entre pares de pares de alter
nativas, es claro que la aseveracion de arriba no estd justificada. Es
to no significa que uno no deberd considerar construilr una teorfa de

utilidad que sea capaz de comparar diferencias en utilidad. Lo que
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se desea enfatizar es que la ieorfa presente no permite tales compara

cliones.

Suponga por ejemplo que una persona, debido a su aversién al riesgo,
reporté que 8] serfa indiferente entre pagar $§ 90,00 ahora 6 jugar una

loterfa con la misma posibilidad de perder $ 100.00 6 nada.
- 100

- 90 ~v

su respuesta podrfa resumirse diclendo que sus utilidades para $ 0, -
$ 90. y -$100 sonl, 1/2 y 0. Sin embargo, no estarfamos dis--
puestos a decir que pasar de -$100 a -$90 es tan agradable como ir

de - $90 a $ O.

FALACIA 4. Las comparaciones interpersonales en utilidad son posi-

bles.

Ya que ni el cero ni la unidad de una escala de utilidad estén deter
minados, no tiene sentido en esta tearfa comparar utilidades entre dos

personas.
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II. 4. Funciones utilidad con un solo atributo.

lo. Notacién,

1: una lcterfa
% : una variable aleatoria
u (¥): utiltdad de esa variable

Eu (%X): utilidad esperada de una loterfa

Equivalente bajo certeza. Es la mf{nima cantidad por la cual estamos
dispuestos a vender una loteria que poseemos. Un equivalente bajo -

certeza coresponde a una loterfa determinada.

Si

entonces:

equivalente bajo certeza de 1 = s = uwl Eu ('?c")

Equivalencia estratégica. Se dice que dos funciones utilidad son es

tratégicamente equivalentes, Uy~ u2, si se cumple que:

a) los equivalentes bajo certeza calculados con una funcién u-

tilidad son iguales a los calculados con la otra, o sea,

-1 =1 ~
uy Bul(x)=u28u2(x) . Mox.
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b) Una funcién utilidad es una transformacién lineal de la otra,

uz(x)-a+bu1(x) b>0, ¥Mx.

la condicién a) implica la b) 'y viceversa.

Aversién local al riesgo, S8e define como el negativo del cociente de

la sogunda'de'ivada de la funcién utilidad entre su primera derivada,.

r{x) = -4 (x)_ _ d [1nu'(x)l

Se dan a continuacién dos teoremas omitiéndose su demostracién.

Teorema 1 , Dos funciones utilidad son estratégicamente equivalentes

si y dnicamente si tienen igual aversién local al riesgo.
[“1"' uz] {=> [’1 = '2]

Considérese ahora la lcteria lx h :

Nx-ﬂxh

Ahora blen como el equivalente bajo certeza es igual al valor esperado

menos la prima de riesgo.

Como el valor esperado de la loterfa es x, la prtma de rlesgo esTrx

h .
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Teorema 2 . Ifm T
h> 0 —3P =< r(x)
. ~ h
v al riesgo Se considera que una persona tiene
aversién constante al riesgo cuando la prima de riesgo de .una loterfa -

permanece constante no obstante que el capital aumente o disminuya.

Teorema 3, Cada una de las sigulentes condiciones implica a las -
otras tres:

a)nxh no depende de x.

Tl xh
b) r(x) =2 lm —::2— = constante,
h=>0
c) u({xy esn lineal ~ X
exponencial negativo ~ - a ~X/c

d EC {'?<‘+A} = EC (X) +A

Equivalente bajo certoza de XK +A es EC { X+ A}

El teorema anterior es de utilidad puesto que s8i se conoCe que una per
sona se comporta seqin las condiclones a) 6 d), automdticamente
se conoce que su aversién al riesgo es constante y que su funci6n uti

-X
lidad es 6 x 6 - a T .

St no se comporta segun el valor esperado entonces su funcién

-%
utilidad serd u ( x) = -e “~ 'y para tenerla completamente determi

nada hard falta calcular la constante c.

30. Aversién decreciente al riesgo. Se considera que una persona

tiene aversion decreciente al riesgo cuando la prima de riesgo de una
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loterfa disminuye en cuanto aumenta su capital.
Se consideran a continuacién algunas de las funciones utilidad més co

munes que representan aversion decreciente al riesgo. La lista no es exhaus

tiva.
rango donde la
aversion a riesgo
u(x ) restricciones r{x) es decreciente.
log {x +b) 1 x Y -b
x+Db
(x+b)€ 0¢c<l -(c=-1) x > -b
XxX+b
(x+b) ¢ c»0 c+1l x > -b
x +b
x+clog(x+b) c>'0 C x > =-b
(x+b)(x+c+b)
—e ¥ pe ™ a, b D0 2l 078X 4 o o ~X

ae™®X4pbee™
AVERSION PROPORCIONAL AL RIESGO CONSTANTE. Se dice que una persona tle
ne aversién proporciopal al riesgo constante etc. cuando la inversién no depen
de del capital que puede ser invertido.
Teorema 4. Si en cualquier clase ‘de inversiones el plan de inversién 6ptima no

depende de la cantidad que puede ser invertida y si su funcién u de aversitn

u" ((x

al riesgo estd "bien comportada", entonces -x o (%)

es constante .
( Por "blen compoartada" se entiende que u es dos veces diferenciable y exis
u" (x

te el Hm —x|())
x —> 0 u x
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Corolario,  Para una funcién u con aversién al riesgo, los tres in-
cisos siguientes son equivalentes:
1) xr (x) es constante
) u(x)~log x, 6 xl-cpara 0<£Lc<&£1
6 -x (1) para ¢ 1

iH ) el plan 6ptimo de inversibn es independiente del capi-

tal.

r

Dado que quien toma las decisiones desea utilizar una funcién utilidad
con riesgo proparcional constante, &4l puede determinar operacionalmente

el pardmetro ¢ aproplado de la sigulente manera:

Se le pide que compare las dos opciones.
Opcién 1 : status quo 6 sea xo con certeza,
Opciébn 2 : una loterfa 50 - 50 en la cual 6 dobla esa

cantidad a 2 xo 6 la reduce a exo .

1
S1 61 es indiferente entre la opcién 1 y la 2 cuando e ==~ enton-

ces ¢ = 1 6 u(x) ~~ logx.

1 -
S1 es infiferente cuando e >-2— entonces c>1 6 u ( x ),\,--x1 c

1 -c
St es indiferentes cuando e < 2~ entonces o £c L1 6 ul X) ~ x1
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II. 5 .- Funciones utilidad con varios atributos

lo. Procedimiento de reduccién.

Considérese el siguiente problema

Paso 1 ) Escoja valores base y°, z°

Paso 2 ) Encuentre x} tal que V { Xy Yo z‘) =

vix},y°, 2°) X 1

donde V ( x,, Yy zi) es la funcién valaa (determinada cuando no
existe Incertidumbre ).

entonaes (xtl Y1I zl) ~ (xi ' YO' zO)

Paso 3 ) Obtener la funcién utilidad condicional de la va

riable x dados yo Y z° fijos.

Sea u ( x} l yo, zo ) = y

Paso 4 ) Calcule

i

u-=plul +.,.+plul+.
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Paso 5§ ) Encuentre % tal que
(o] -
u 6?‘ y,2z2) =u

Conclusién: 1 (%, v°, z°)

De esta manera se pueden comparar lag diferentes loterfas y seleccio-

A
nar aquella cuya x sea mayor si el problema es de maximizacién.

20. Forma aditiva de una funcién utilidad

Las propiedades que son condiciones necesarias y suficientes para que

1a utilidad tenga forma aditiva son :

1. Independencia en utilidad de ler. orden.
2. Independencia preferencial por pares

3. Marginalidad por pares.

Propiedad 1. Independencia en utilidad de ler. orden es que cada atri
buto sea {ndependiente en utilidad de los otros.

Ejemplo:
(a, 60, c, d)

(a,?z,c,d)rv

(a, 20, c, d)

A
Loxy depende de los valores a, ¢ y d ? S! no, ex indepondiente en
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utilidad de a, ¢, y d.

Propiedad 2, Independencia preferencial por pares existe cuando en
dos atributos cualesquiera los intercambios en valor no dependen de los
[ ]

niveles de los otros atributos,

Ejemplo.

(ailesod)N (a,‘O.S.d)

xz no debe depender ni de a ni de d para que eaxista independencia -~

praferencial entre los 2° y 3° atributos respecto al 1° y 4°,

Propiedad 3. Marginalidad por pares.
Ejemplo: Considere cuatro atributos.

Tenga fijos los componentes 1 y 4 en ayd .

6 4 0 X
AT PR
~N 7
Pia)
P ~
a | x & Sa
* + >
30 S0 Xz

Compare

(a, 30, 6, 9
(a, 30, 4,4d)

=
S~
(a, S0, 6,d) (a, 50, 4, d)

(x) (o)
1 1
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Para que se tenga marginalidad por pares .l(‘) debe ser indiferente con
1@

S{ se cumplen las tres propiedades antericres es legNtimo usar una fun
. )

cién qtilidad de tipo aditivo.

u(xl,...,xn)- ll’ Y (x1)+...+ An un(xl)

reduciéndose el problema a calcular las u1 ( x, ) como funciones utiif-

dad de un salo atributo,y las l‘ por cualquiera de los mé&odos exis-

tentes,



