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il Iitroduceidi

Introduccion.

Un grupo topoldgico es la fusion de dos conceptos matematicos fun-
damentales. el de grupo y el de espacic topoldgico; asi los elementos
de este conjunto constituyen a la vez un grupo y un espacio topoldgico
pero tal fusién no tendria sentido de no estar relacionadas cntre s las
operaciones algebriicas y topoldgicas definidas sobre un mismeo con-
junto, Este vinculo existe y se expresa en la continmdad, en el sentido

topolégico de las operaciones de grupo.

Ei concepto de grupo topoldgico aparceidé uncalmente en matemdiias

en relacidn con los grupos de transformaciones contimnas

Recordemos que st X es un conjunto, ¢l conjuntoe T(X) de lag transtor-
maciones (bivecciones} de X en sf rmsmo os un grupo con la composicion
como operacién. Recordemos también que se lama grupe topologico
de transformaciones continuas a todo grupe topolégico G isomorfo aun
subgrupoe H(X) (de donde H(X) es el conjunto de los homeomorfismos

f: X — X con X un espacio topoldgica)

Tanhit, se dice que 1 grupo G actia sobre un espacio X s et

definmda une acadn de G ooen X esto es s easte un homeomor b
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A.G - H(X), tal que la funcién X' : G x X — X: X (g,2) = Mg) ()

es continua.

Siun grupo G actiia scbre un espacio topoldgico X como un grupo de
transformaciones continuas, es posible, definir una topologia en & que
le dé una estructura de grupo topolégico. Esto ocurre, por ejemplo. si
X es un espacio euclidiano. Estos fueron los grupos topolégicos que
se considerardn nicialmente. Luego se prescindid de su origen como

grupos de transformaciones continuas y se conservé sélo su estructura.

Para el desarrollo de este trabajo nosotros consideramos la accién de un
giupo topoldgico G sobre un espacio de funciones continuas del espacio
topoldgico X al espacic topoldgico ¥, dotado con las tres topologias

cldsicas.

Este trabajo consta de tres capitulos En el capitujo 1 se enuncuan
dilorentes 16piwos bdsicos como son el producto topoldgico, espacios
compactos, espacios métiicos y espacio de funciones continuas el cual
denotaremos por C{X,Y), donde X ¥ son cspacios topologicos. So-
bie esle espacio de funciones hiablaremos en particular de la topologia
compacto-abierta, la topologia punto-abicita y cspacios donde ambas
topologias comeiden  Finahnente se mencionan algunos conceptos de

espacios mniformes y e la topologia de convergeneta unilorme.
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En el capitulo 2 se comienzan a desarrollar conceptos referentes a gin-
pos topoldgicos y se definen acciones de un grupo topoldgico G sobre o
espacio topoldgico Ci(X,Y) donde el subindice K denota la topologia
compacto-abierta y se mencionan las restricciones que deben existi on
X o en G para que esta accién sea continua. En la parte final de este
capitulo con la misma accidn en donde se sustituye el espacic O (X ¥)
por el espacio A(Z,T) {la familia de funcidénes G-uniformes de un G-
conjunte Z decir G actiia sobre un conjunte Z en un espacio unifoine
T), se demuesira que esta accidn es no sélo continua smo también
uniformemente continuiz. En este capftulo estableceremos también la
notacidn, terminologia y resultados bésicos que se usan a lo largo de
este trabajo. Algunos de ellos se enuncian sin demostiacion y en cada

uno de ellos se da la referencia en la gue pueden ser consultados

Finalmente el capitulo 3 trata de acciones de un grupo topolégico (7
sobre espacios equicontinuos, también para un grupe topoldgico G sabre
el cual se piden diferentes propiedades se ebticnen diferentes encajes en
diferentcs espacios. Al final de este trabajo, s¢ cnuncia y demuestia
en forma diferente el Teorema de Uspenskii el cual afinna un gipo
topolégico G con base contable puede ser encajado en wn subgrupo del

grupo de autohomcomorfismos del cubo de Hilbert



Capitulo 1

Nociones Preliminares.

En este capitulo haremos mencién de algunas definiciones basicas, y de
algunos resultados importantes de topologia general que posterioronte

serdn utilizados, en este trabajo.

1.1 Producto Topolégico.

Un tema interesante y que serd de gran utihdad en esta Losis os ol pro-
ducto de espacios topoldgicos. Antes de definirlo cs necesario menciona
lo que ¢s una topologia inicial, a partir de la cual se ohtiene ¢l producto

topoldgico.

1.1.1  Definicion.

Seant X un conjunte no vacio y F una familia no vacia definida ¢ ono
signe F o= {(f,, (X,, T her donde (X, 7)) o5 un espacio topoldgiee ne
vacio con topologia 7, Y pua cnalquer + € [0 f, - X~ X, ¢s nna

apheacion Sea ¥p = {f7HG) 16 1.6, € 1) de XA I topologia
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Tr en X, que tiene como sub-base la familia 2r Hama topologia viie il
en X para la familia F. Esta es la topologia menos fina {la que tiene
menos abiertos) que tiene la proyeccidn contimia para toda 1 € J

La definicién anterior nos permitira encontrar una base para el producro

topoldgico. el cual definiremos en seguida.

1.1.2 Definicidn.
Sea {(X..T.)}.er una familia no vacia de espacios topoldgicos no vadios.

Denotaremos por X = [T X, ={f: I = |JX,. f) € X, V1 ¢ ol

el wef
producto de conjuntos X,. Para cada 1 € [. sea 7. H X, — X, laa-
H=¥

plicacion proyeccidn, es decir p,(f) = f(z) para toda f € [Ix

2!

Consideremos la familia X = {(p.. {X:: T her- A la topologfa intc tal

en X = 1_[,\’l para la familia 7. se le denomina Topologia Producto i
=S

{T.}.er 6 Topologia Tychonovy la denotamos por T},

Al par (H N, T3) se le conoce como espacio topoldgico producis de lu
wel

Jamaba de espacios topoldgicos {(X,, T))}.e; ¥ se denota por 1IN 1y
1Cf

Ahora teniendo en cuenta la definicion de topologia inicial. wna sub-bose
de la topologin producto T, es: > = {p;(C,) e 1., 1} por o
»

tanto, una base de T, es, EES {ﬂ UGy ol E o ¢ 1)

w
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Asl tenemos que [} p7}G,) = [ A donde 4, =G, e T, para ¢ nal-
iEeF ]

quier ¢ € F'y A, = X, para cualquier i € / \FY de aqui.

B,={]]G.:3F 1, F finito, con G, = X,, Ve I\FvG,eT

el

Vie F}

Con ello se tiene

Li={Gc][X.. paratodo z ¢ . IH finito, HC I v G, e T,

el

t€ Htalquez e [[ A, € G,, donde 4, = ¢3,. para todo 2 € H v
e S

A, = X,, para todo te€ I\ H}

Abajo se hard menaién de algunas definiciones y tcoremas referentes
compacidad sin exponer todas las propiedades referentes de cste tema,
Sino silo {as que serdn de utilidad en resultados futuros. Comenzamos
con un par de definicioncs previas, que también estan relacionadas. con

¢l tema de compacidad.

1.1.3 Definicién.

S1{X. 7} es un espacio topoldgice, para nu subconjunio ¥ de X pocle-
mos constrin nna topologia 7 on ¥ la cual os Hamada ln topologin
relative 6 mducida, 6 lo reletinzacidn de 7 sobre Y La topologia 1o
lativa 7 estd defimda para la familia de todas Lis mlersecciones de
muenibres de 7 con Y. Bsto ex, U perienece ala topologia relativa 7,

sty slosi = VAY pama algin Voen 7
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1.1.4 Definicién.

Sean X un espacio topoldgico, B un subconjunto de X v F una familia
de subconjuntos de X, decimos que F es una cubierta de Bsiy s6lo w1
B es un subconjunto de la unidn A A e F): osto es, si v s6lo sl
cada punte de B pertenece g algiin elemento de #. La familia F es nna
cubteria abrerta de B st y s6lo si cada elemento de F es un conjuito
abierto en X. Una subcubrerte de F es una subfamilia de F la enal

también es una cubierta para 3.

1.1.5 Definicion.

Un espacio topoldgico X es compacto si cada cubiorta abiert a de X ticue
tna subcubierta finita. Un conjunto A de un espacio topoldgico .\, e
compacto si A es compacto con la topologia relativa, Equivalentemente
A ¢s compacto si y sélo si toda cubierta abierta de -l por subconjimns os
abicrtos de X tienc vuna subcubnerta Bnita.

En la demostracion del sigiente teorema se muestra como pari lia
veemdad dada de un producto finito de compactos es posible encon-
trar vecindades de cada compacto cuyo producto cstd contenido e la

vecindad dada.

1.1.6 Teorema.

StNUY son espacios topoldgieas. 4 1 subeonpuntos compactos de
tespectivamente. vy I una veemndad de o1 s 2 en ol espacio prodiro

Y entonees existen vecndades 7 de ALV e £ 1l que i e 1
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Demostracion.

Para cada elemento (z,y) de A x B existen vecindades abiertas R de
ry Sdeytal que Rx S C W. Como B es compacto, para una !
fja en A existen vecindades B, de ¥ sus correspondientes conjuntos
ablertos S,, parat = 0.1, . n, tal que B C @=U{S:2=0.1,..,n}. &
P =N{R,:1=0,1,..n}, entonces P es una vecindad de z y @ es una
vecindad de B tal que P x Q@ ¢ W. Como A es compacto existen con-
juntos abiertos Foen X y Q. en Y, para: = 0,1, ....m. tal que cada (),
ésuna vecindad de B, P, x Q. C Wy ACU{R :i=0. lL..,m}=10".
Entonces UV y V = N{Q, : 2 = 0,1, .y} son vecindades de 4 y B

respectivamente, I x 1 es un subconjunto de W, como se pedia.O

A contimuacidn se mencionan algunas equivalencias importantes de com-

pacidad local que serdn ritiles posteriormonte.

1.1.7 Definicidn.

Un espacio topoldgico X es localmente compacto si cada punto de V
tiene al menos una veemdad cuya cerradura es compacta {vecindad

compacta)

De la defunedn anterior se tiene que todo CRPYLCH) CcOmpacto os un

espacio locilment o compracto,
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1.1.8  Teorema (/Du/, pdg. 238).

Las siguientes cuatro propiedades son equivalentes:
1. X es localmente compacto.

2. Para cada z € X y cada vencidad U(z). existe un abierto 1 cou

zeVCV CUyV compacto.

3. Para cada compacto K y cada abierto [/ O I{, existe un alwerto

Vicon KCV CV CUyV compacto

4. X tiene una base formada de conjuntos abicrtos con cerradras

compactas. O

La siguiente definicién se refierc a un tipo especial de compacidad

1.1.9 Definicion.

Un espacio topoldgico X ¢s a-compacio st éste puede ser OxXp1 Csacto
como la unidn de a lo mds un conjunto wumerable de subespacios con-

pactos de X.

A contimacién encontraremos definiciones v resultados referontes
cerea de los espacios métricos para conchur con un feoromas muv -
portante (a cercat de producto topoldrico de espacios métncos) del coal

Lambicn se da sn demostracion



L.1. Producto Topoldgico. n

1.1.10 Definicién.

Un espacio métrico es un par (X, p) consta de un conjunto X v una
funcién real p definida sobre el conjunto X x X. con valores reales uo

negativos que cumplen con lo siguiente:
L oplz,y) =0siysdlosiz=1y.
2. plz,y) = ply, ). Va,y € X
3. plz,2) < plz.y) + ply, 2). Yz, y.ze X.

El conjunto X es lamado un espacto, 1os elementos de X son lamacdos
puntos, la funcidn p es llamada una méfrca sobre cl conjuito Ay o

mimero dado por p(z, y) es lamada la disiancie entre . i

Teniende ya la definicién de espacio métrico vamos a ver como se rela-
cionan los espacios métricos con los cspacios topolégieos, 1o cual Heva

a la siguiente pregunta ;Cémo son los abiertos on espacios métricos?

1.1.11  Definicién.

Sea (X, p) un espacio métriceo, z, un punto de X v r un nidmero positive:
clconpunto Bz, r) = {& € X . p{i,..0) < r} s Hamado ia bola abierta
con centre en ry, de radio 1 Para un subconjunto A de X vour minero
posttivo r. llamaiemos r-bola de A al conjunto (A r) =, .. Bl{r. )
Es fdcil ver que la familia de todas las bolas ablort.as en N oconstitinve
una base de una topologia T, sobre XL I enal se lana o fopealogio

widerde. por la mdtriea p
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La pregunta qiie surge en forma natural es si dado un espacio topoldgi o

slempre se puiede metrizar.

1.1.12 Definicidn.

Un espacio topoldgico X es metrizable s1 existe una métrica p sobie of
conjunto X, tal que la topologia inducida por la métrica p coincide con
la topologia oniginal en X.

La métrica sobre el conjunte X que induce la topologia original de X

sera llamada métrice del espacio X.

1.1.13 Proposicién ([En/ pdg. 317)

Una funcién f de un espacio X con la topologie inducida PO1 1
métrica g a un espacio ¥ con la topologia inducida por una métiica o
os continua si y sélo si para cada £ € X y para cada £ > 0 existe un
& > 0 tal que o(f(x), f(z'}) < £ stempre que p(z. 2') < 6.0

El siguiente tcorema cs importante en los sigwentes capitidos por o

enal se escribe junto con su demostracién.

1.1.14 Teorema.

Sea X, Xy,... una sucesion de espacios mellizables v sea p, la métnien
sobre el espacio X donde p(e.y) € Vo, gy, € N pata =12, 1l
topologia mdneida

.
sobre ol conpmto X = H A, por la métrea g defineda < omo sigae
[
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o9} = 30 2oz ) 18y
=]

coincide con la topologia del producto cartesiano de {X.}12,.

Demostracidn.

Parar = {z,}. y = {1} € X claramente tenemos 2T ) < € siempic

que p(z,y) < £, asf que, por la Proposicién 1.1 13, la proyeccién B,
de X en X, es continua respecto a la topologia inducida sohre X po1
p. Se sigue de la definicién de la Topologia Tychonov que la topologia

inducida por p es mds fina que la topologia del producio cartesiano
sobre X,

Ahora, mostraremos que todo conjunto U C X abierto con respecto a la
topelogia inducida por p es también abierto con tespecto a la topologia

del producto cartesiano; claramente, esto concliirg la prucha,

Tomemos wn punto r = {z.} € U, entonces existe un » > 0 tal que
B{x.r) C U. Es suficiente encontrar un entero positive & y conjuntos

abiertos B, ¢ X,. donde 2 = 1,2, .k, tales que

;reﬂp,"(Bt)CB(:c,r)CU. {1.2)

Sea A un entero positivo que satisface



1.2 Espacio de Funciones. 1

1.2 Espacio de Funciones.

La siguiente seccidn es la més extensa de este capftulo, v de cierta
manera es una generalizacidn del producto cartesiano; esta seccidn
es de gran importancia para los resultados buscados en los sigmentes
capitulos. De aqui en adelante, por brevedad, en vez de escribmr wn
espacio topolégico (X,7), con topologia 7, se escribird solamente un
espacio X. Denotaremos por C{X,Y) a la familia de todas las fun-
ciones continuas de un espacio X a un espacio Y. TPara un subcon-
junto £ de un espacio X y un subconjunto 7 de Y. denotaicmos
MK U ={fe¢ CX,Y): F(K) cU).

La familia de todos los conjuntos de la forma MK, U}, con K un suix-
conjunto compacto de X y U un subeonjunto abierto en Y, es una sub-
base para la llamada topologia compacto-abierte la cual denotarcios
por K Al espacio topoldgico (C(X,Y), K) por brevedad lo denatare-
mos como Cx(X,Y). La familia de intersecciones finitas de conjinos
M[K,U] es una base para K; asi cada clemento de osta base ¢ de
la forma N{M[K,,U):i=0,1, ., I} cOn . un entero positivo, doude
cacda K es un subconjunto compacto de X y cada U, es un subconjunto
abicrto de Y. 2n el caso particular que K este constituide por un <élo
punto p se tiene Mp. /] = {f ¢ C(X.Y) : fip) € U} la cnal ex via
sib-base para una topologia e general diferente. la fopologia punto-
abierte, la cual denotaremos por P, y al espacio topoldgico (CC{X Y] Py

como Cpl X, V)
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Ahora haremos mencién de algunos teoremas que relacionan tanto es-
pacios métricos como espacios de funciones, para ello, definiremos pre-

viamente algunos términos.

1.2.1 Definicién.

Sea un espacio topolégico X ¥ un espacio métrico (Y, p). Diremos que
une funcién f de X en'Y es acotads sv el conjunte f(X) CY es aco-
tado, es decir existe nn nimero real Af > 0 a) que o f{z). f{z)) < Af

para todo z,2' € X,

Sea B(X,(Y,p)) el conjunto de todas las funciones continuas acotadas
de X en Y. Se define entonces la métrica $ sabre B como sigue:
A(f,9) = supzexp{f(z), g(2))

como los conjuntos f(X) y g{X) son acotados, S g) es un ndmero 104l

bien definido. ademads cumple las condiciones 1-3 de la Definicidn 1 1 10

Una cuestién importante cs saber qué pasa con la topologia métrica v la
topologia compacto-abierta cnando B(X, (Y,p}) vy C(X.Y) coinciden

para ello tenemos el siguiente teorema.

1.2.2  Teorema ({[En/, pdg 264).

Para tode espacio topolégico X y cualquier espacio métiico (Y, p) tal
que BN (Y. p)) = C{X. V) Ia topologie sobr ¢ CLVY) mdiada por

es teds fine que A0
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Para el caso en que X sea compacto, la relacidn es mas fucerte entie las

dos topologias. como se establece en el siguiente resultado.

1.2.3 Teorema.

Para un espacio métrico Y, todo espacio compacto X vy cualquer
métrica p sobre el espacio Y. la topalogia inducida sobre C'( X, Y) por

# coincide con K y es independiente de la eleccidn de la métrica p.

Demostracién.
Por el Teorema 1.2.2 s6lo basta mostrar que, para toda f € C(X. V) v
cualquier v > 0, existe un conjunto V ¢ C{X,Y), ablerto con respecto

a la topologia compacto abierta, tal que
fFeVCB(fin (1.1)

La famiha {U/,}.cy. donde U/, = SHUBf (), 7/4)), s una cubictta
abierta de i espacio compacto X Por lo tanto existe un conjunto

fnito {z,. 2, .2} C X tal que

X=U, ul,U uu,,. (1,
Para v =1.2.. nsea
Co =T, = B @) /A v V, = Bf(s). 1/3) (16)

Como los subconjuntos €. Cy, .., C, de ¢l espacio X son conpactos v

los subconjuntos V. ¥y, 1, de ol espacio ¥ son abierlos, el conjnnto
n

Vo= (AN, 1) es abierto respecto a Cye (N Mostiaromos gne U
P
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satistace ( 1.4). Sesigue de { 1.6) que f(C,) C V parat = 1.2 ... 1. asi
que f € V. Consideremos g € V. Por ( 1.5}, ( 1.6). para cnalguier punto
z € X existe unz < n tal que z € C,; claramente glryeViy f(z) e |
Como el didgmetro de (V;) < 2r/3, tenemos Pl glz)) < 20/3 v

como  es arbitrario, 4(f, ¢} < r, lo cual concluye la prueba de {143

Ahora continuaremos con propiedades exclusivas de espacios de fun-

ciones.

1.2.4 Definicién.

La funcién © de C(X,Y) x X en Y, definida por Qf z) = Fla) es

Hamada la funcién de evaluacién de C(X, V).

Y en forma mds general tenemos:

1.2.5 Definicién.

Sean X. Y y Z espacios. S1 {{A(f}](2)}{z} = f(z.&). donde f es wna
funcién de C{Z x X.Y), A define una contespondencia mvectiva entie
los conjuntos C(Z x X, Y) y C{Z.C(X,Y)): esta correspondent ia o

llamada funcion crponencial

1.2.6 Definicién.

Decimos que la topolagia sobre C(N V) o5 propia Si para todo O[3k 10

Zytoda [ CCZ = NOY) da funadn A(f) ¢ (200N Y )
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Similarmente, decimos que nna topologia sobre C(X. Y) es admasible
si para todo espacio Z y toda g € C(Z, C(X,Y)) la fancién A~'(g)
pertenece a C(Z x X.Y)

St topologfa sobre C(X.Y) es propia y adrusible. enfonces s llamada

una topologie aceptable.

En la siguiente proposicién se da una caracterizacsn mas de las topologias

admisibles

1.2.7 Proposicién.

Una topologia sobie C(X Y) es admusible si y s0lo s la funcién eva-

lacon de C(X.Y) es continua.

Demostracién.

Sila topologia sobre C{X.¥) es admisible, entonces para Z = C( X Y)
Y g = ey la fimasn A7Ng) - CIX,Y) x X - Y es contuma,
Como {[A(D{H}z) = Qf7) = flz), es deeir. A{Q) = tdopx sy S0
signe que 9 = A~(g), asi que 2 cs continua.

Reciprocamente, st la funcién de evalnacién de CUX. YY) o continua,
entonees para cada espacio Z y cnalquier g € C( 2, C(X. ¥ Ia funcion
ATy} es continna por que A™i(g) = Qo xwdy) : Zx X - Y De
agui. para cualquier {z r) € Z x X (enemos

A i D)) = [y = ad O] (20 = Qflglz) a)) = ta()](0)
aslque A8y xady)) = g v A Hy) - Qg xdy) O
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Observacidn.
Si una topologia para C(X,Y) es admisible, entonces cada topologia

més fina sobre C(X, Y} también es admisible.

1.2.8 Definicién.

Una topologia para C(X, Y) es admisible sobre un conjunto A C X si

¥ sélo si la funcién €2 es continua sobre C(X, Yy x 4.

Esto no significa que 2 es continua en los puntos de C{X,)Y) % A la

condicidn es que la restriceidn 0 le(xyyxa es continua.

En la definicién anterior no se pide que A tenga alguna caracteristica
en particnlar. laiinica condicién gue se pide os sobre la funeicn de

evaluacion

1.2.9 Definicién.

Una topologia para C(X, Y) es admisible sobre compactos sty solo =

{2 s continma sobre cada subconjunto compacto A dol espacio dominio.

El préximo resultado nos da la relacion existente entre nn espacio de
funciones con lu topologia compact o-abicrta v el mismo espacio can e

topologia propia
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1.2.10 Teorema.

Para cada par X, Y de espacios topoldgicos la topologia compa to-

abierta sobre C'(X,Y") es propia.

Demostracién.
Sea Z un espacio v f una fincidn en C(Z % X,Y). tomemos un conjunto
M[K, U] C C(X,Y}, donde K es un subconjunto compacto de X v [

un subconjunto abierto de Y. De la Definicidn 1.2 5 se SIENe que
AN MK U = (2 € Z: (A=) (z) € U para £ < K} =

={z€Z: f(z,2) € U para x €EK}={zeZ:fl{z}xK)C L}
={ze€Z:{z} xKC fFY}.
Del Teorema 1.1.6 se sigue que el tiltimo conjunto ¢s ablerto  Junto

Con el hecho que conjuntos de la forma MIK, U] forman una sub-base
para C(X.Y), se tiene que A(f) € C{Z, C{X.yho

También hay resultados que utilizan propiedades de compacidad togal

con espacio de funciones, como los dos signicntes.

1.2.11 Teorema.

Para cada par de espacios X, Z ¥ cada espacio localente compa o
Y, la composicién siguicente ¥ CX Y2 OV Z) — ON,Z) con
regla de corvespondencia Z(fg) =ge f s contimua con rospecta i fa

topologia compacto-nbierta solbne o) espacio de huxeiones,
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Demostracién.

Mostraremos que, para un subconjunto compacto £ © X. v un alwerro
U C Z. la imagen inversa ¥ H{M[K. U]) ¢s abierta. Para cada pa
(9..f) € 7Y (MK, U]) tenemos gf (K) € U es decir. f{K) < g~ '({")
Como el espacio ¥ es localmente compacto, por el Teorema 1.1.8, eximre
un conjunto abierto N C ¥ tal que fIK} C N C N C g {(U) y ¥ o~
compacto. de aqui (g, f) esta en M[N. U] x M{K. N] C S™H MK (7).

lo cual muestra que ¥ (M[K, U]) es abierto.D

Establecemos ahora cémo es la topologia <ompacto-abiorta de © AWN

cuandoe X es localmente compacte

1.2.12 Teorema.

Sca un espacio topolégico Jocalmente compacto . entonces para c nelgner

espacio Y. la topologfa compacto-abierta sobre C(X. Y} ¢s aceptable

Demostracidn.
Por el Teorema 1.2.11, la formula de la Definicion 1 2.4 y la Proposicicn
L2.7 ¢ tiene que la topologia compac to-abierta sobre C(N.¥) ox ad-

musible Por iltimo se aphea o Teorema 1 210 0

Larelacian entre las topologias admistbles sobie compactos v Ly Lopologa

vompacto-abierta se establece a contanae in
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1.2.13 Teorema.

Cada topologia la cual es admisible sobre compactos es més fina que la
topologia compacto-ablerta K. Si X es regular entonces K es admisible

sobre compactos.

Demostracion.

Sean 7 una topologia para Cr (X, Y') admisible sobre subconjuntos com-
pacitos de X, I/ un subconjunte abierto de Y, A un subconjunto com-
pacto de X, y w una funcién tal que w(f,z) = f(z). Por demostrar
que M{K.U] es un r-aberto, donde M[K, U] = {f : f[K] C U}. El
conjunto V = (C(X,Y) x K) Nw™'[U] es abierto en C(X.Y) x K
porque 7 es admisible sobre compactos. Si f € M{K.U], entonces
{f1= KN CV.ycomo {f} » K cs compacto, exaste una T-vecindad N
de ftal que N x K € w™' U] (Teorema 1.1.6). s decir, cada clemenio
de la T-vecindad N de f os un elemento de la vecindad compacto-abierta
MIUK.L] Se signe que MK U] es 7-abletto y la primeza afirmacion
cstd probada. Para la segunda, supongamos que [ os un subconjunto
compactode X, z € K, U esun conjunto abierto en ¥ y (f.2) € w UL
Fntonces, come f s continua sobre K, existe un conjunto compiacto
W ol cual cs una vecindad de z en A tal que f{W] C U {recordemos
que X os regular)  Entonces M[W.U] x W oes una vecindad de (f.0)

en CLNLY) x Ky estd contenida en w U] Asi K es acimsible.D

Cuando los espacios presentan propaedades topologicas especiales. se
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obtienen propiedades interesantes para los subespacios compactos de

funciones.

1.2.14 Teorema ([Kej, pdg. 224)

Sean un espacio regnlar X, un espacio Hausdorff Y. K{.X.¥) la familia
de funciones de X en Y que son continuas sohie subconjuntos compa -
tos de X. sean Cc(X.Y) y Cp{X.Y) esparios de funciones continias de
X a ¥ con la topologia compacto-abierta y la topologia punro-abictia
respectivamente. Entonces una subfamiha § de A{X. 1Y) es compacra

en C(X.Y) sl v sdlo si
1. § es cerrada con respecto X en K(X. V).

2. Slx] tiene cerradura compacta para cadea clemento r € X, donde

Sz} ={f(x): fe S}

3 La topologia punto-abierta P para 5 on CpiX Y) es admusible

scbre compactos O

1.2.15 Definicidn.

La famtha 7 C C(X.Y) con X, YV espacios, se lame iquahente cont-
nua &1 para cualquer = € X, enalquier y € Y. toda [ € F v para toda
veemdad U, de g existe una veemdad 1V ode v nna veemndad Wode g

tal que V] ¢ U siempre que flao) ¢ W
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La propiedad de ¥ de ser regular y de que las subfamilias de CX.Y)
sean igualmente continuas, proveen resultados importantes como los

que se mencionan a continuacidn.

1.2.16 Teorema (fke/, pdg. 235).

Sea F' < C(X,Y) una familia de funciones igualmente continuas de
un espacic X a un espacio regular Y. sea Cp(X.Y) como siempie.
Entonces la F en Cp{X. ¥) es igualmente continua ¥ la topologia punto-
abierta P es admisible sobre F O

1.2.17 Teorema (fke/, pdg 236).

Sean F C C{X.Y) con X un espacio, ¥ un espacio regular, compacto

en alguna topologia admisible. entonces F es ignalmente continua.O

El siguiente teorema hace mencién mievamente el concepto de compac-

dad local y la regularidad en X, obteniéndose ol teorema que siguo

1.2.18 Teorema (Ascoli).

Scan C(X,Y) con X un espacio regular localmente compacto, ¥ un
espacio regular, Ce(X,Y) como siempre, entonces un subconjunto §

de Ce( X, Y) es compacto s1 y sélo s
15 esigualmente contima

2.8 escerrado en Oy (XY
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3. Para toda z en X, S[z| es compacta en Y. donde

Slal = {f{=z): f € S}

Demostracidn.

Si S es compacto en Cic(X, Y). {1). (2) v (3) se siguen de los Teoremas
1.2.14 v 1.2.17. Si § satisface (1),(2) y (3). entonces 5 en Cp(\.1)
es una familia igualmente continua sobre la cual P es aduusible, por ¢l

Teorema 1.2.16 La compacidad se sigue del Teorema 1.2.14 O
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1.3 Uniformidades.

IFna relacidn en un conjunto X es un conjunto de pares ordenados cn
X x X que satisfacen una condicién dada. 51 U es una relacion, tamnbién
1o es la relacién U/ ! que es ¢! conjunto de todos los pares {z,y) tal que
(y.x) € U. Asi la operacién de tomar inversos es involutiva en el sen-

tado que (U1)7! es siempre U.

En el caso que U = U™, se dice que U es una relacién simétrica o
simpiemente que U es simétrica. Ademdés st J y IV son relaciones, en-
tonces la composicidn U o V es el conjunto de todos los pares {(z.z}en

X x X tal que para algtin y en X se cumple que {z,y) € V'y {y,z) e U.

La composicién ¢s asociativa como sigue U o (Vo W) = (UeV)o W,

v stempre se cunple que (Do V)™=V "lo Ut

Tambnén el conjunto de todos los pares (z,2) para r &€ X o5 Nanalo
Ia relacidn wdenfided, & la diagonal en X x X, y sc denota por A{X) o

simplemente A

Puara cada subconjunto A de X y cada relacion U en X. el conjunto
U[A) esta definido por {y € X . (z,y) € U para alpiin = en A}, en el
caso que A eske constitnido por v sélo punto x de X. entonees U] os
U{r}]. Para cada U, V y cada A se cinmple gque (o Vy[A] = UIV{A]

Alara se escribna formaliente o que es nna ufornndad. ast coma lo
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que es un espacio uniforme y posteriormente tembién se daidn alpuitas
de sus caracter{sticas y se relacionardn esta nueva clase de espacios (on

los espacios topoldgicos.

1.3.1 Definicién.

Una wnaformided para un conjunto X es una famulia no vacia & de

subconjuntos de X x X tal que
1. Cada miembro de U/ contiene la diagonai A
2 sl €. entonces U™t e i
3. iU eld, entonces VoV C U para alguna 1" € U/
4. si IV y V son miembros de i entonces U N1 €U
S siVeldylUCVCXxX, entonces Ve U4,
El par (X.U) es un especio unzforme
Ejemplos
I Sea ¥ un espacio métrico, § una mética para ¥, para cada = > 0

sea Vo= ((woy) € Y x Y | 8w y) < e la fumba V == i e > 0}

es unasufornmdad en ¥, entonces o pa (Y W) s un espacio unifonine

2 Sea X un espacio normal, U la familia de cubiertas abiertas local-
mente lintas de X, entonees 20 es una uefornmndad en ¥ v (X, U)o

espicio untforme
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La siguiente definicién muestra 1a relacién entre espacios uniformes con

espacios topoldgicos.

1.3.2 Definicién.

S {X.U) es un espacio uniforme, la topologia = de la uniformidad 4.
© la topologia uniforme es la familia de todos los subconjuntos T de X

tal que para cada  en T existe [/ en I{ ta] que Ulz] < T.

Una cuestién importante en las uniformidades es el concepto de bage

para la uniformidad que se enuncia a continuacion,

1.3.3 Definicidn.

Sea F una famlia de funciones continuas de un conjunto X a un espacio
uniforme (¥, V). Para cada miembro V de V sea W(V) ¢l conjunio de
todos los pares (f,g) en F x F tal que (f(z), g{z)) € V para cada r en
A Asi W(V)([f] cs el conjunto de todas las g tales que g(z) € V[ f(x)]
para todo z en X. Es facil ver que

W{v-=1 = (W)~ W{linv)=wn WV, v

WU o V) 2 W(U) o W(V)
para todos los miembros I/ y V de V. Consecuentenmente la fammba de
todos los conjuntos WAV para Voen V os vuna base pare una ungfor nn-

dad deld de F

i los espacios untlormes, 1o contimndad de funcones e establioce o
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la definicione siguiente, y se puede apreciar que os muy sumilar a la

continiidad entre dos espacios topolégicos.

1.3.4 Definicidén.

Si f es una funcién de un espacio uniforme (X, con valotes en arro
espacio uniforme (¥, V), entonces f es llamada untformemente canti-
nua relativa a las uniformidades 24 v V si ¥ s6lo s1 para cada Voen V' ¢l

conjunto {{(z y} | (f(x), f(1)) € V} es un elemento de i

Dado que el concepto anterior es muy semejante al estahlesido entio ou-
pacios, entonces uno se puede preguntar £ Cémo ¢s la continnidad enne
un espacio topoldgico X y un espacio uniforme Y7 Afortunadament o

la respuesta se encuentra en la signicnte

1.3.5 Definicién.

Sea F la famiha de funciones de un espacio topoldgieo X eu un espacio
aniformee (Y V). La familia F os equicontinua en an punte re XN o
sdlo si para cada elemento Vode V existe una veemdad £ de o tal que

fIU] € V(&) para todo clemento f € F

1.3.6 Definicidn.

Sea F una fanulia de funciones continuas de un espacio N a mn ospas
e uiforme (V) La umfonnadad de conversenda wnfotme solne

compa los, on Lo wmlormsdad o cloncde A es Ta Bnmtha de 1odos B
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subconjuntos compactos de X. La topologia U |z es algimas veces 1la-

mada la tepologia de convergencia unsforme sobre compactos.

El resultado que se menciona a continnacién relaciona los espacios

topoidgicos con los espacios uniformes

1.3.7 Teorema (fke/, pdg. 230).

Sea F una familia de funciones continuas de un espacio topoldgico X
a un espacio uniforme (Y. V). Entonces la topologia de <onvergeneia

uniforme sobre compactos es /.0

Finalizamos este capitulo con un teorema en el cual la topologia punto-
abierta coincide con la topologia de convergencia uniforme sobre com-

pactos y de aqui con la topologia compacto-ahierta.

1.3.8§ Teorema.

SiF es una famiha equic entuna, entonees la topologia P es admisible
¥ de aqul coinide con la topologia de convergencia uniforme sobre

COMpPArtos.

Demostracién.
Para probar que la funcién de F x X en ¥ os continua en {(f, ) sca
U un elemento de la winiformidad de ¥ y sea U5 una veonudad de o

tal que ¢[i7) Vig{r)] para toda g e F 8y oes un clomento e
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{i - h{z) € V[f(2)]} vecindad de foy € Ul entonces g(y} € Vigle)]
Consecuentemente g(y) € VoVif(z)]. v de aqui es admsible. Cada
topologia admisible es més fina que X por ¢l Teorema 1.2.13 v K com-
cide con la de convergencia uniforme sobre compactos por ¢l Teorema

13.7.0




Capitulo 2

Grupos Topoldgicos de Transformaciones.

Este capitulo trata una nueva clase de espacios los cuales se definen
a continuacién, asi como muchas de sus propiedades que seran de un-
lidad para el resto de este trabajo, en especial lo referente a grupos

topolégicos y los G-espacios que es en donde se basa éste trabajo.

2.1 Acciones de Grupos Topologicos.

Esta seccidn también es un poco extensa y os la base de la cual parten
las siguientes secciones, sin restarle importancia al capitalo anteron

aqui estd la introduccidn a los siguientes temas.

2.1.1 Definicidn.

Un grupo topoldgrer G os una lerna (Gos,7), donde (GL#) es un grapo
{7 7) un espacio topoldgico y (G *, 7Y satisfce
La funcidn 2+ = G dada por (1) = & ' es comtmna sobre G

o G G — Geon p(o, y) = @y es contanua sobre €6 x ¢

29
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Ejemplos
1. Sea un grupo arbitrario G con la topologia discreta, entonces & og

un grupo topoldgico.
g polog

2. El conjunto R con la topologia usual v la operacién de suma usual.

es un grupo topolégico.

Una parte que es bastante 1itil en este trabajo son las vecindades
simétricas del elemento unidad e de G. es decir aquellas vecindades
que satisfacen U = U~ y siempre es posible clegir una por lo siguiente.
S1 U es una vecindad de e en G, por la continuidad de 1 se tienc que
YU) = U~ es también una vecindad de e en G, asf U/ = UM U~ es

una vecindad simétrica de e en G

2.1.2 Definicién.

Sea G un grupo y X un conjunto. Por wiia G-accidn mencionaremos la

fncion o G x X — X tal que
l. ¢{e ) =z para todo z € X, donde ¢ es la wdentidad de G
2. o(g20{y.z)) = &(gs * g1, %) para todo 9. gu € Gy w € X.

Agui X es Hamado un G-comgunto

Cuande o conjunto X tiene una topologia v la aceidn es contuma,
entonees se obtiene wa nueva clase de espacios los (iales defimmios o

cond nunwon,
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2.1.3 Definicién.

Por un grupe topoldgico de transformaciones 6 un G-espacto mencio-
naremos & la terna (G, X, 4), donde G es un grupo topoldgico, X es
un espacio topologico y ¢ : G X X — X es una funcién continua que

satisface (1) y (2} de la defiricién anterior, es decir una aceidn continua

Ejemplos
1. Cualquier grizpo topolégico & que actua sobre si mismo con la o-

peracién del grupo,es un G-espacio.

2. Sea X un espacio topoldgico y R el grupo topolégico de mrimeros

reales. Entonces la IR —accién sobre X es llamado un sistema dindmico

Los G-espacios forman una nueva categoria llamada G —=TOP o TOPC.
en la cual los morfismos, amados funciones equivariantes, se definen

de la siguiente manera.

2.1.4 Definicién.

Sea 7 un grupo topoldgico que actiia en los espacios topolégicos X ¢
¥ Sedice que una funcidn continua f 1 X — Y os equvariante cnando

flge) = gf(x) paratoda x en X y toda g en .

Iistor es las funciones equivariantes son aquellas que conmutan con I

accion Fn el easo cuando la aceidn os tovial, estas funciones se Hoanoan
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tnvaniantes. Esto significa que f(gz) = f{z) paratodagec Gyaz e X

Las sigwentes definiciones involucran tanto grupos topoldgicos, come
espacio de funciones, sobre los cuales se define una accién que serd

utilizada posteriormente en resultados futuros.

2.1.5 Definicidon.

Sea G un grupo topoldégico. X un G-espacio arbitrario. v sea Yo
espacie topoldgico. Definimos la accidn p G x Cp(X.Y) = Cp(X.17)
del grupo G en ¢l espacio Cr{X.Y) {cspacio de todas las funciones
continuas de X en ¥ ) de acuerdo a la sigmente regla. p(g. f) = gf

donde
(9/)(z) = flg™"2) (2.1)

dondege Gz e Xy feCp(X.Y)

2.1.6 Definicion.

En ol caso que X = G y ol grupo G actie sobre X de acuerdo a la

signiente regla gs v = xog g € G la acaidn { 2 1) del grupo ¢

sobre CUGYY tiene la sigiiente forma,

i) = flaghigoe € G € CLGY). 22
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2.1.7 Definicién.

Sea G un grupo topolégico, IR la recta real. Por un G-compacto con-
veTo mencionaremos un subespacio compacto convexo K ¢ (G. IR}
invariante con respecto a la aceidn (22) tal que la restriccidn de la

accidn sobre G x K es continua.

Dado que el presente trabajo se refiere en gran medida a los G-espacios
uniformes, la nocién de una funcién G-uniforme Jjuega un papel muy

importante de aqui en adelante.

Otra definicidén que sers importante en el transcurso de la tesis o3 la
de espacio G-Tychonov, pero antes de definirla nos hace falta otro ¢ ou-

COpto que a continuacién se enuncia.

2.1.8 Definicién.

Sea G un grupo topolégico arbitrario, Z un G-conjunto y (T,Z4) wu
grug polog J y

espacio uniforme. Una funcién f 1 Z — T se llama G-umformie =1

para toda U en U, existe una vecindad O de e contenida on G tal que

{(F(gz). f(2)) estd en U para todage O, yzc Z.

2.1.9 Definicidn.

Un G-espacio X se divce que oy G-Tyehonow si para cualaguier conjunto
corrado A C X y cualquier punto & € X \ A existe nna Muneién (G

aniforme £ X = {0, 1] tal que f{x)=0 yvAC S (1Y)
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Si un G-espacio X es G-Tychonov entonces X s de Tychonov. Jan De
Vries [DV2] probé que si G es localmente compacto entonces cualquier
G-espacio de Tychonov es G-Tychonov v son precisamente los que
poseen una G-compactacién. Para una nueva prueba de lo anterior

se puede consultar en {Anl].

La siguiente definicién nos permutird enunciar ef lema 2.1.11.

2.1.10 Definicion.

Sea X un espacio topoldgico {Y; : 2 € I} una familia de espacios. sca
F={fi: X = Y;cont € I} una familia de funciones continuas
Decimos que F separa puntos de conpuntos cerrados de X s para cada

cerrado A en X y cada punto p € X \ A. existe una f, € F tal que
fi(p) ¢ L(A)

Esta seceion la finalizaremos con un lema del cual tambicn se presenta

=11 demostracion.

- 2.1.11 Lema.

Sean Xy Yy, espacios Tychonov con A € 7 {7 wn conjunto de inclices)
y seael peso de X. w(X) = 7 infinito Sea F = {f4 . X —Yi: e /)
una fanibia de fanciones contimas. 8 F sepaa puntos de COIJINTOY
cerrados de A, entonces existe una subfamidia A C F de ardinalided

Card' — 7 la caad Tambidn sepua puntos v conpunios cerrados de \
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Demostracién
Sea B una base de abiertos de X de cardinalidad +. Considere la famiia
D de todos los pares {I/;,Us) € Bx B, tal que U; C Us. Entonces existe

una funcién f; € F cumpliendo

MO AX\T) =0 (23)

Claramente, CardD = 7. Elijamos para cada par (Th,Us) € D una
funcién f, € F que cumple con ( 2.3), sea K la familia de todas
las funciones obtenidas de esta forma. Asi, CardK < CardD = r
Para completar la prizeba, es suficiente mostrar que K separa pun-
tos y conjuntos cerrados de X. Sea A C X un conjunto cerrado v sea
z € X\ A. Siendo B una base, existeun U € Btal quez € Iy C XhA
Como F separa puntos y subconjuntos cerrados de X. existe una funcién

Hi X -, fue Fralque

Alz) ¢ HA\U2) (2n
Siendo X ¥ Yi espacios Tychonov y f, una funcién continua, ( 2 1)
naplica que existe wn U} € B tal que w € UT; € Uy v ( 23)

cample. Consecuentemente, el par (U, Us) pertencee a D. De agui

FUNNHXN\NU) =0 (2%

donde f € F es la funcidn correspondiente al pa (.05, Sendo
J € K ysiendo { 2.5) implica f(z) ¢ f{X\T,) para r € ). Fsio

completa 1a prueba.0
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2.2 Acciones de un Grupo Topoldgico en (¢ (X, Y).

En esta parte G serd un grupo topolégico. X un G-espacio. ¥ un espacio
fopoldgico y C{X.Y} el espacio de funciones continuas de X on ¥
cor la topologia compacto-abierta. Consideremos la accidn ¢ de G en

Cr(X.Y) defimda por la Brmula { 2.1), es deen
¢:Gx C(X,Y) - C(X.Y) (2.6)
(g.f) —aft  (af)=) = flg™'a)

2.2.1 Tecrema De Vrwes [DV2)].

En el caso anterior si G cs localmente compacto. eutonces la aceidn o

¢s contina

Demostracidén.

Seag, € G, f, e Ce(X.Y), K un compacto en X. U/ un alnertoen ¥ 1al
que M[K. U] es un abierto de la subbase de la topologia de Ce( V1)
aque contiene a gofs, o8 decir (gofu)(K) € U. Sea z € K, entonces
(9015)(x) = folgy'z) € U. Por la continuidad de f, en el punto ¢, '
cxiste un abicrto W, C X tal que ¢;'x € W, v f,(W.) C U. Ahaa
por la continuidad de la accidn & en X, para cada 2 € K, existen
abwrtos G DO, 2 g,y X D5, 9 o tal que O,'5, C W, Asi por
set & localmente compacto existe A, 3 g, ol que A, € (4, y o4 s
compacto Ahoa la fanilia {8, | » € A} es una cubierta abienta de

A v por ser éste compadcto, existe ana sublamiba fioia {5, 50
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de {S; | # € K} que cubre & K. Para cada S, con 1 < i < p, existen

=p
sus correspondientes Oz, y los A4,,. Ahora definimos 4 = (| 4, En-
=1
— Izp_
tonces A es una vecindad de g,y A C ﬂ A,.. Entonces A es compacto.
=1

Porlotanto T = A-1K es un compacto en X. Asf fo € M[T. U], porgue

para todat € T existe 1 <1 < ptal quet € 415, C O;ls,, c i,

asl tenemos Zf,{T) € U. Afirmamos que para todo g € A v para todo
i=p

¢ € M{T',U] asf se cumple g¢ € M[K,U]. En efecto, siz € K < | S,

asl existe j(1 < j < p)tal que z € S, y g € A, asi g7'v &

A7'S, C AT'K = T con lo cual {g¢)(z) = ¢(g7'z) € &(T) C L.

asi go € MK, U] con esto la demostracién estd terminada.O

Otro case en el que la accidn (2.1) es continua, es ¢nando se pide que

A posea compacidad local como lo establece el siguiente resulatado
2.2.2 Teorema.
Sea G un grupo topoldgico caalquiera y sea X un Geespacio localmente

compacto. entonees la accidn ¢ definida en ( 2.6) es coutinua.

Demostracion.
Sean g, € G, f, € C(X,Y), K un compacto en X, v I/ un alierto

en Yoaal gue MR U] os o abwerto de L subbise de la topologia de
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C(X. Y} que contiene a g, f,. es decir (g, f,)(K) CU. Seaz € K asi
(gafo)(z) = folg;'z) € U. Por la continidad de f, en el punto g,
existe un abierto W, en X con g, 'z € W, tal que f,(W,) € U. P
ser X localmente compacto para cada z € K existe una vecindad D,
de g;'z tal que D, C W, y D, es compacio. Por la continuidad de
la accion de G en X existen vecindades O, 3 g, vy S; 2 z tales que
satisfacen O7'S; < D,. Con lo cual {5z - € K} es una cubserta
abierta de K, v por ser éste compacto existe una subcubierta finita

1=p

{Se,.. -8z} de {S.:x € K}, quecubrea K. Sea O =[] O,,. Asi O
=1
=g " z=1:_
es una vecindad de g, Denotamos D = | | D, . entonces D = D,
1=1 1=1

es compacto, de aqui se tiene que M{D, U] es una veeindad de f,. Como
fADL) € fo(W,,) C U, concluimos que f,(I3) € U/. Lucgo afirmamos
gue tiene lugar la siguiente inclusion (O, PA/[D.U)) € M[K,U]. En
ofecto, sean g € Oy ¢ € M{D, U] y sea z € K C 2P S, Entouces
existe L Se<ptalquer € 8, yge O, Asig lere 0715, €D, C
D con o cual {go)(z) = ¢(g7'z) € (D) © Uy asi go € MK, U], 1o

cnal demuestra el teoreina O

La accion anterior ¢n general no es continna €1 no cuenia con restiie-
ciones de compacidad local come se prdio on los tesullados anteriones
Ahora mostraremos on un ejemplo que la acaon {2 6) puede ser dis-

contina,
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Ejemplo (R. Foz [Fo]).

Sea G = @ el grupo aditivo de mimeros racionales. Entonces la funcidn
de evalnacidn w : @ x C(G, ) — [ con wiz, f) = f(z) es discontinua
(ver [Fo]. pdg 419).

Ahora afirmamos que la accidn { 2.6) ¢ : @ x C(@Q,I) — C(Q. 1)
también es discontinua. En efecto, supongamos que ¢ es continua. Sea
8:C@Q.I) — I la funcién definida por la férmala 3(f) = f(0). En-
tonces la composicién o = 8¢ : @ x C{@Q, ) — I también es continna.
Pero a(z, f) = (8¢)(z. ) = Blé(=, f)] = B(zf) = (zf)(0) = f(z) para
todo z € @, f € C(Q, I). Por lo tanto & = w. Pero w no es continua

Esta contradiccién muestra que en realidad la accidén ¢ es discontinua
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2.3 Acciones de un Grupo Topolégico G en Cu(X, Y).

Sean Z un G-conjunto, v (T,4) un espacio uniforme. denotaremos por
A(Z.T) el conjunto de todas las funciones f : Z — T. G-uruformes.
El siguiente teorema generaliza un resultado de [An2]. en donde nada

més ¢l caso T = IR esta considerado.

2.3.1 Teorema.

Sea G un grupe topoldgico cualguiera, Z un G-conjunto vy (T.U)
espacto uniforme. Entonces la accidn ¢ : G x A(Z.T) — A(Z.T)
definida por (g. f) — gf donde (¢f)(z) = f(g~}z) para todo = & 7.

€52
1. continua,

2. uniformemente equicontinua

Demostracidn.
Primero verifiquemos que é estd bien definida, es decir que g f € A(Z.T)
para tode g € G, f € A(Z,T). Para cllo, tomemos una base de wwifor-

nudad de enalquiera de sus elementos sunétricos i € . sea
A ={{/. ¢} c AZT)x AZ.T)| (fl2),(z)) e V. z € Z}

donede 17 € & es algun clemento sunétrico Como f € A(Z. 7)), cxisle
una veenxlad Oy © G ode laadentdad tal que (f(43). f{z)) ¢ V paa

todo e O, 2 € 40 Pongamos (h — g0 'y ' s dae que (),
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también es una vecindad de la identidad de G. Afirmameos lo sigiuente
(g H(t=) {gf}(z)} € V para todo t € Oy, z € Z. Para ello. sean
z =g %y h=yg""t"'g Entonces hx = ¢°ggt = g 'z y R € Uy =
£ € 0. Asi ((9f)(t2), (91)(2)) = (Flg182), Flg'2)) = (f(2). flha) €
V=1 =V Por lo tanto gf es G-uniforme, es decir gf € A(Z, T).

Verifiememos la veracidad de la propiedad 2}, para ello

Sea Ay = {(f,®) € AZ,T) x A(ZT) | (f(2),®(2)) € V.2 € Z}
cualgquer elemento de la base de la uniformidad de A{Z. T}. Es dao
que {gf.g®) € Ay para todo (f, ®} € Av Esto significa que la acaiin

¢ es uniformemente equicontinua,

Para la propiedad 1). Sea cualquier (go, fo) € G x A(Z.T)y V € U4
Basta encontrar una vecindad 0,, € G de g, y nn clemento W & U
tales que si g € O, ¥ (f(2), fol2)} € W para todo = € Z entonces
((9f)(2). (gofo){2)) € V. Ahora bien, sca V; € U um clemento tal que
V. oV, C V. Por la G-uniformidad de f, clegimos una vecindad () de
la identidad de G tal que (f,(hz2), fo(2)) € Vi pmatodo h e O, 2 ¢ 7
Definimos O, = ¢,07". Es claro que O, cs wia vecindad de g, on
G. Asi ((gfX2). (g.fa)(z)) € Vi para todo g € Oy, 2 € Z. porque,
Sy =gsize €2y h=g g € G omonces ((gf.)(=). (gfo)(2)) -
(folg™'2) fulgs'2)) = (Fulhgs'2), (folos'2)) = (fulhy). (u(y)) Como
he O para g € O,y € Z, tenewos (fo(hy), fuly)) € Vi Pongamos
W=V S (f(2), fulz)) € W opara todo = € Z, por la propreded (2]
sipue que ({gN}(2), {of)(2)) € W para tado g € (7.2 ¢ Z Por lo tanto




Capitulo 3

Encajes Equivariantes y Grupos w-Acotados.

En este capitule se prueba que para cualquier grupo w-acotado G. toda
espacio G-Tychonov admite un encaje equivariante en un producto de
(7-compactos convexos metrizables dotados con acciones afines al grupo
G. Nuevas caracteristicas de grupos w-acotados son presentadas. Sobie

un grupo topoldgico consideramos su uraformidad derecha.

Veremos que el Teorema 3.5 dara nuevos criterios para w-acotados
y la implicacion {2) = (1) confirmara un resultade de Pestov{Teorenia
3.2) (ver [Pe]) El Teorema 3.7 difiere de los resultados exastentes sobie
cncajes equivariantes y linealizacidn de acciones (ver [DVH, [An2]
[AS]} que no requicren la condicién de compacidad local del grupe ¢
In este capitulo por un grupo y un ¢spacio mencionarcios un grupo
topoldgico de Hansderff y un espacio Tychonov. Para dos espacion N s
¥ denotamos por Cre (X, Y) of espacio de todas las funciones contigas

J X - Y dotadas con la topologia compacto-abierta K. Por brovedaed
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en Ingar de Cic(X, [0, 1]) escribiremos C (X}, Por un compacto [\ de-
notaremos Aut(X) el grupo de todos los homeomorfismos del espacio

X sobre si mismo dotado con la topologia inducida por Ce (X, X).

Comenzaremos con algunos conceptos previos.

3.1 Definicidén.

Un grupe G se llama totalmente acotado s1 para cualquier vecindad
U de la unidad e de G, existe un nimero finite .. . g, de elemoentos
de & tales que G = g, U ... U g,l, es decir G esta cublerto por nn
mimero finito de traslaciones de U,, de aqui se signe que particilat-

mente cualquier compacto es totalmente acotado.

Ejemplo

1. Todo grupo compacto es totalmente acotaco.

2. Todo grupo finito cstotalmente acotado.

En el siguiente resultado se dan caracterfsticas para este conguntoe

3.2 Teorema (Wi}

G es totalimente acotado si y solo st puede ser eneagado commo subgrupo

topoldgice en un prupo compacto.t



3.3 Definicidén.

Un grupo w-acotado es un grupo topolégico que puede ser cubierto po
un niimero contable de transiaciones de cualquer vecindad de su ele-

mento identidad.

De la definicidn anterior se sigue que cualguier grupo de Lindelof es
w-acotado. Particularmente cualquier grupo separable y metrizable lo

es también.

Como demostzd I. Guran.

3.4 Teorema [[Guf).

Un giupo topologico G es w-acotado si y sdélo s1 pucde ser encejado
como subgrupo topolégico en un producto [],¢; @, donde cada ¢, ¢~ un

grupo separable metrizable.O

3.5 Teorema ([Pef).

Un grupo topoldgico G os w-acotado si y solo st existe un encaje de
grupos topoldgicos 7 : G« L donde ¢l grupo topoldgico L, posce un

subespacto denso g-compacto O

Después del signiente lema se da una caracteristicn mas sobre an wrape

w-acotade,
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3.6 Lema.

St el espacio X contiene un subconjunto densc ¢-compacto v el espa-
cio Y es metrizable. entonces cualquier compacto K C Ce(X. 1) s

metrizable.
Demostracién.

Sea X = U X,. donde cada X, es un subconjunto compacto de \\.

n=1

Consideremos un subconjunto compacto arbitrario X' C Cr(XN Y.
Para cada n € N denotamos por p, : K — Cx(X,..Y) la funcién
restriccidén bajo la cual para cada f € K se tiene p.(f) = fa, la que
corresponde a la restriceidn f,, = f | X,. Considere ol producto diago-

val p= A% p, K= [] Ce(X Y pa(f) = fo Como cada p,, es

sy
continua, p también lo es. Por otro lado, si p(f) = p(g) para f.g € V.

20

entonces [ v g coinciden en el subconjunto [ X, como pa(f) = paly)

n=]

Esto implica {f.} = {g.} para toda n € N y, consccuentemente por su
continuidad, coinciden sobre ¢l espacio entero X' Es decii, f =¢ De
aqul, cn vista de la compacidad de K, conchumos gue p es un encaje
homeomorfo. Mds aun, notamos que, en virtud de la compacidad e
X.,. ol espacio Ce{X,,, Y} 0s metrizable (ver Teorema 1.2 3) Se sigue

x
del Teorema 1.1 14 que of producte contable H Cie{ N ) ese-

n 1

thzable v de agoi of compacta A es metnzable U



3.7 Teorema.

Para un grupo topolégico 7, son equivalentes
1. & es un grupo w-acotado.

2. G admite un encaje uniforme en un espacio uniforme X que posee

un subespacio denso o-compacto.

3. Cualquier subconjunto compacto uniformemente eguicontinno

K C CplG). es metrizable.

Demostracién.

La implicacién (1) = (2) sigue del criterio de Pestov (ver Teorema 3 3)
para grupos w-acotados, de donde se tienc que cualquier grupo w- a o-
tado posee un encaje isomorfo en un grupo que conticne un subespacio
denso o-compacto.

Ahora probamos la implicacién (2) = (3). Sea X = | ] X, donde cacla

n= i

subconjunto X, es compacto. Denotamos por Ky el conjunto K dotado
con uniformidad disereta v definimos la funcidn F »© Kgx Y — [(). L, pot
medio de la formula F{f,y) = fly): (f.y) € K x Y. Puede maostiarse
(ver [Is]. pdg. 43), que la cquicontinuidad wmifoime de A s exactas
mente equivalente a la continnidad umiforme de ia funcidén & Siendo of
intervale [0, 1] un espacio uniforme inyectivo ({Is], pdg 40} (o un exten-
sor absoluto nniformee), la fimeidn & admite una exicosidn nniforme

mente continma @ Ay 2 X - {0010 Parn cada [ © A aplicanios
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férmula ¢5(z) = ®(f, ). z € X para definir una funcién uniformemente
continua ¢; : X — [0,1] v asl obtener un subconjunto uniformemente
equucontinuo M = {¢;: f € K} del espacio Cx(X). Consideremos ~u
cerradura M en el espacio Cx(X). Por el Teorema (1.2.18) de Ascolw.
el conjunto M es compacto, y, de acuerdo al Lema 3.6, es metrizable.
Tomermnos la funcién restriceidn continua p : Ck(X) — Cr{Y), es decn
p(f) = f iy para todo f € Cx{X). Como el pesc de un compacto
1o se incrementa bajo funciones continuas. el compacto p(M) también
tiene una base contzble y por ello es metrizable. Sin embargo. po
construccién, tenemos p{M) = K. Consecuentemente. K C p(Af). v
de aqui K es un cspacio metrizable. Esto completa la prueba de la

implicacién (2) = {3}.

Ahora probaremes la implicacién (3) = (1). Sca I/ una vecindad ar-
bitraria del clemento identidad del grupo G. Sin perdida de genciah-
dad, se puede suponer que la veeindad U es siméinca. Tomramos una
funcién uniformemente contima f : G — [0.1] tal que f(e) = 1 v
f(x) = 0 para todo z € G\ U. Denotamos por /{ la corradura de la
Arbita G{f) en Ce(G) (con respecto a la accion defimda en (2.2)) La
contimudad uniforme de f inmediatamente implica la equicontinuidacd
uniforine de la drbita G{f) v de aqui también de su corradura A la
cnal, por ¢l Teorema {1.2.18 ) de Ascoli ¢s compacta. De acuerdo ala
condicion (3), ¢l compacto i cs metrizable, v, en particular la érhita
G =4{yf ge Chesseparable. Sea {;n f.g:f0 o f b un suboon-

Jito densa contable de fa dihita () Probaremos gque para cuadepue
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g € G existe un nimero natural ¢ tal que (g.f)(g™*) # 0. Supongamos
lo contrario, entonces (g, f)(A~!} = 0 para algun A € G fijo v todos los
gr,conz = 1,2.... Siendo el conjunto {g; f,.... g.f. ...} denso en G(f). ~
sigue que (gf)(h™') = 0 para cualguier g € G. En particular, tenemos
fle) = (hf}(h™') = 0, lo cual contradice la condicién fle) = 1 Asxi
para cualquier g € & existe un nimero natural ¢ tal que (g, f)(g™*) # 0.
es decir. f(g™"g,) # 0. De acuerdo a la eleccién de f, esto significa que

g g, € U. es decir, g € g;U~! = g,U. Esto prueba el teorema.0

La afirmacién siguiente establece la continuidad de la accién definda
en ( 2.1) sobre algun subespacio E C C.(X.Y) de forma mds gencral

donde ni el grupo G ni el G-espacio X son localmente compactos

3.8 Lema.

Si G un grupo cualguiera, X an G-espacio, (¥, w) nn espacio uniforme
vy E C Ce(X)Y) un subconjunto equicoutinue. Entonces la fiuw idn

8 GxXxE—-Y,conregla Blg,x. f) = f{g™"2) o5 contmma

Demostracién.

Sean g, en G z,en X y f, en E tales que G{go, 20, £} = Jola7 ' 00) -+ 4.
estd en Vg, con V en w. Ahora clegimos U enw tal que £ o/ ¢ U
Por la cqquueontinnidad de £ en ol pumto g, F e, para 07 existe un alwen o

Hoen X tal que contiene g ', con

(Jo) Sl € U para tode o & 1 fo K RN
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Por la continuidad de la accidn de G en X, existe un abierto (7 cn
G que contiene a g,, también existe un abierto S en X, que contiene
a I,, y cumple que 071§ C W. Consideremos la signiente vecmdad
de f, en Mg7lz, U] = {¢ € E : (g7 z,) € Uly]} Afirmanos
que 3g,z,0) T V[y,] para toda g € O,z € 5. en Mg, 'z,,U]. con
3(g.z.9) = ¢{g™'x). Si tomamos ¢g7'z € O7'S C W y tamhicn
(@(g7 " zs). folg; x0) € U de { 3.1) entonces tendremos

(dlg™ 'z}, ¢lgs'ze)) € U y (32)

(¢(g_1$o); fo(9;1$o)) ev (3.3)

de ( 3.2) y ( 3.3) tenemos {é(g™'x), fulgy2,)) € U/ C V, de aqui

tenemos ¢{g 'z) € Viy,).0

3.9 Lema.

SIG X, Yw, ECCXYYYSB: OxXxE - VY son como
antes. sl ademds K os un compacto en .V, 1V un elemento de o e
Y. Entonces para cualesquicra g, € Gy fo € [ existen vecindacles
AcC Gy B C F delos puntos g, v f. respectivamente, tales gue

{(3g.z, f1,8(gex. fo)) € V paratoda (g, f) € Ax B.x € K.

Demostracidn.
Tomemos g, en G, f, en B tales que (g,. fo) © G % F asi tenemos
PN WV gafal = Lo € F . (o), (gofo}(0)) € V opun toda o ¢ A}

clegnaos wn £/ 6 wtalque I = (7 Py o liol ¢V Para txda 1o
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K consideremos g7 'z en X. Como E es equicontinua en g, 'z entouces

existe W, un abierto en X que contiene g7 'z tal que
(f(z), flg,'z)) € U paratoda f € E (3.4)

Ahora por la contimiidad de la accidén de G, en X exasten O, un abicrto
en G que contiene a g,,yS; un abierto en X que confiene 2 r tal
que 0718, C W,. La coleccidn v = {S, : x € K} es una cubierta
abierta de K. por ser este compacto existe {5;,.... 5., } nna subcu-
bierta finita de . Asi existenr sus correspondientes 0, . .0, paia
g5 2195 29, . g, T, asi para 1 < ¢ < n tenemos lo siguiente o, =
{0 CIX.Y)  (olgr ' %), folgate)) € Ut y Mg 2, Ulfulgs 'z
n 7
Asi A = m A; es una vecindad de f, vy O = ﬂ O, una veemdad de g,
=1 1=1
Afirmamos que A y O son las vecindades que necesitames, es deciy

que satisfacen lo siguiente ((gf}(t), (gofo)(8)) = (flg '), fulaT"t)) € U
siempre que t estcen K, f en Ay g en O, Para foda f en A se tiene
que t perteneee a algun 5, con 1 <7 < n, como } esta en A conteda

en A,, entonces
(f(gs"w) folgs e} en U {33
con x €5, ¥ g, en O tenemos g, ', asi

(fﬂ(.qrjl'?‘.)\ fu(g.jl‘?:'l)) el {3 ())

de (3 8)y (3 6) tenemos lasigmente, {f,(q, b0 fola, ) 0 el v e
{30 (f2) fulylte)y € U para toda s en 1, tomando agqui & 1,
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{(fol2), folgy'z,)) en U para z en W,, Perocl punto z = g7t en 0715,

esta contenida en W, | por eso

{folgs 't). folgy 'm)) € U (373

de { 3.5) y { 3.7) tenemos

(flgs'm) folg, ') e Ul 13.8)

otra vez de ( 3.4) con x = z,(f{z). f{g;'z.)) € U para roda f € E.
z € W, , pero el punto z = g~ 't pertenecc a O~15, contenida en 11,
poTr eso

(Flg7'e). flgr e)) estaen U i3

asi de (3.8) y (39) tenemos (f{g ') flg e lol el  C V' 2

En ol siguiente teorema tampoco se piden caracteristicas sobre X o (&

3.10 Teorema.

Sea G un grupo arbitrario, sea X un G-espacio arbitrario. v sea (Y. V)
un espacio uniforme. Si £ un subconjunto de Cp (X, ¥ eqrncontinne cn
cada punto del espacio X, entonces la restricoion de la acedn definida

en { 2 1) para of espacio G % £ o continua

Dermostracion.
Como ol subeanjunto f5 es cquicontinno, sutopologia compacto-aberta

colucide con la topologia de convergencia puitual, (ver Teorema 13 8)
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v la funcidn evaluacion Q2 : E x X — V;Q(f,z) = f(z}, es contimia
(ver Teorema [Bo],pp. 193-198). Seleccionamos, de forma arbitiar.
un punto {g,. fo) € G x B, un compacto K C X y un elemento I/ € V.
Como siempre denotamos por M[K. U] la farmilia de todas las funciones
S € Ce(X.Y) ral que (f(z), (f.{z)) € U para todo z € K. La funcién
8:GxXXE =Y. 3g,z, f) = f(g7'2) es continua (ver Lema 3.8}. Pox
el Lema 3.9 esto significa que existen vecindades A y B de los puntos g,
¥ fo correspondientes tales que cumplen que (3(g, z. f). Blge-z, for e U
para todo (9. f} € ax By z € K (gf.9.f) € M[K.U] para todo

(7. f) € Ax B, que completa la demostracién. O

3.11 Lema.

Sea G un grupo arbitrane {respectivamente w-acotado} sea X un cw-
pacto G-Tyvchonov arbitraro, seca A4 C X un subeonjunto cerrado. v
sea r € A\ A Entonees exmste un G-compacto convexo (respeci1va-
mente. melrizable} Ay y una funcidn cquivanante [+ X — Ky tal que

J(z) ¢ FOAL.

Demostracidn.

Tomemos ¢ X — [0,1] nna funcién G-uniforme tal que o(z) = 0
v A C e (1) Definimos la funcidn f © X — (3 {G) por mecho de
afdrmla frj(y) - o(ge)e € Xog € G Su contimuidad se sigue
del hechio que a topologia compacto-abierta es propia {ver Teoremna

1210} Denotamos por U ol subconjunto abicito de Oy (G) que consta
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de todas las funciones k : G — [0,1] ial que h(e) < 3. donde ¢ o ¢l
elemento identidad del grupo . Obwiamente f(z) € U vy U f{A) =
0. Consecuentemente, f(z) ¢ f(A). Més aun. notamos que la G-
uniformidad de la funcién ¢ equivale a la equcontimudad umiforine
del conjunto f{X) en Cx(G). Siendo Cg(G) un subconjunto convexo
cerrado del espacio topolégico lineal C{G.IR}. donde IR es la 1ccta
numérica, la cerradura convexa K del conjunto f{X) en C(G. R) estd
en Ci{G). La propiedad de equicontinuidad umiforme es fiansferible de
F{(X) a K}, donde K es la cerradura convexa de f(X] De aqui. po
el Teorema de Ascoli {ver Teorema 1.2.18). K es compacta. Falta ¢ue
se cumpla que K estd dotado con la accién del grupo G Para este fin
considaramos la accidn definida en { 2.2) sobre ol wpacie C(G). Do
acuerdo al Teorema 3.8, la restriccién de csta accidn para ol snbeonjunto
G x K es contimia. Una simple verificacion muestia gue la funeon
f X - Cc(G) o8 cquivariante, de donde signe que A7 es invariante
con respecto a la accidn dada en { 2.2) Asi. Ay es Geeompacto comeso
y [ X — K;esla funcon requetida En caso que G0 sea nn ganpo

w-acolado, ¢l Teorema 3.7 imphea que Ky os metnzable O

3.12 Teorema.

Sea G un grupo {respeclivanente, w-acotado). Bntonces para cualquict
cspacio G-Tychonov X de peso infinito w(X) 7 existe una famiha

de (¢ compactos convexes (respechiviunentie wetnzablesy {0 fo 1



(]
(]

tal que | F |= 7, donde | F' | es la potencia de F. y X posce un cncaje

equivariante en el producto H K (dotado con la accién diagonai del
feF

grupo)

Demostracidn.

Por el Lema 3.11, la familia & de todas las funciones, equivanantes
f A — Ky con rangos en G-rompactos convexos separa puntos de
conjuntos cerrados en X. Y de aqui por el Lema 2.1.11 es posible clegn
una subfamilia F C @ de potencia | F |= 7 = wX que también separa
los puntos de conjuntos ceirados en X. Temando el producto diagonal
de todas las funciones f € F obtenemos el encaje equivatiante descado

v X K, feF}O

Aqui estd otro 1esultado que establece la existencia de un G-compacto

universal de un peso dado.

3.13 Teorema.

Sea 7 un cardinal infinito vy sca G un grupoe localimente compacio de

peso G < 7 Entonces exaste una familia { K. f € I} de G-compacios

convesos tal que

F =7, v cada espacio G-Tychouov N arbitrano de
v Y I 3

peso < T posee m encaje cquivananie en ol G-espacio H Wy
e
Prueba

Consuderemos o Geespacio Coo (G173 T = {00 1] dotado con b ncain
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definida en { 2.2). En virtud de la compacidad local de (3, esta accidn
es continua (ver Teorema 2.2.1), y tenemos wCy{G. [7) = 7. Aplicando
el Teorema 3.12 encontramos una familia {K ;. f € £} de G-compa tos

convexos tal que | F |= 7, y el G-espacio Cx(G. I7) adnmite un encaje

equivariante en el producto H Ky Queda po1 mostrar que para todo
fer

espacio G-Tychonov X, wX < rexiste un encaje equuvariante en ol
espacio Cx{G,I"). Esto puede hacerse tomando el encaje topolégi o
t: X — I" y definiendo la funcién 3 : X — Cx(G.I7) como sigue
Hz)g) =gx), z ¢ X.g € G. Entonces la verificacion directa mues-

tra que ) €s un encaje equivariante Notemos que o H Kpy=+v0
ret

Los resultados anteriores nos permiten obtener una nueva demost adién

del signiente Teorema de Uspenskii [Us].

3.14 Teorema.

Todo grupo G con base contable cs topoldgieamente somorfo a sl
gun subgrupo S del grupo de antohomeomorfismos del eubo de Hilletr

Aul ().

Demostracidn.
El gropo G os weacotade {{Gu]) ¥ os un Goespacio G-Tychonos (relae

1vo a las traslaciones waguendas), La propiedad Tateral sieae por e
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la farilia de funciones uniformemente continuas con respecto a la nnr

formidad derecha G — [0. 1] separa puntos de conjuntos cerrados. Por

>
el Teorema 3.12, existe un encaje equivariante av : (3 - H K.=K

=1
donde cada K, es un G-compacto convexo metrizable, con més de
punto Consideremos ahora el homomorfismo 3 G — Aui K definido
de acuerdo a la siguente regla 3{g)(z) = a(gz), con a el e aje anrenion.
g € G v € K. Si mostramos que para cualquier subconjunto 4 C G
cualquer punto g € G\ A se cumple la refacién 3(g) € 3(A4), entone s
esto inmediatamente implicara que 5 es un isomerfismo topoiégic o so-
bre su imagen: 3(G). Para este fin hacemos I/ = K\ a(A) y denotamos
por ¢ & elemento unitarie del grupo . Come @ es equivariante. to-
nemos 3(g){ale)) = a(g) € U Con ello. 3{g) pertencee al conpunto
abierto W = {f € AufK - flor(e)) € U} en Aut. Sih € A entonces

dh)(ale)) = alh) e Ure . 3(A) (VW = 0. De aqui B(g) ¢ 3(A) Soko

gueda mostrar que el subgrupo Aw! A o3 topologreament ¢ isomor fo ol
grupo Auf(}. Para cllo ¢s suficiente probar que el poducto K s lo-
meomorfo a . Cada corgunto K, cs un compacto convexe metrixable
en el espacio localmente convexo C(G, R, por la demostyacion de los
Teoremas 312y 3 11 se tiene que s homeomorfo a algun cubo de di-
mension finita { en ol caso dimkK, < co ) o, de arnerde al Teorema
de Keller (ver [BP], pp 98-100), al evho de Hilbert Q (e ol caso
N, = ) Consecenentemente, el producto A es homeonio fo al « nho

de tMilbert QU
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