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Tesis: METODOS HAMILTONIANOS EN CAMPOS Y SISTEMAS EXTENDIDOS.
Presentada por: Roman Linares Romero
Directores de tesis: Dr. José David Vergara Oliver y Dr. Luis Fernando Urrutia Rios.
RESUMEN
En la tesis se abordan dos problemas generales, uno en teoria de campos y otro en teoria de
objetos extendidos. Ambos son tratados utilizando el método hamiltoniano, el primero a
nivel cudntico y el segundo a nivel clasico. Motivados por la formulacidn de lazos aplicada
al modelo de Schwinger, se obtiene la cuantizacion completa y exacta de la formulacién
compacta del modelo. En el drea de los objetos extendidos se estudia la formulacion
candnica de las diferentes acciones de cuerdas bosoénicas y de la supercuerda de Green-
Schwarz. Para esta ultima se hace una separacién covariante consistente de las
constricciones fermidnicas en constricciones de primera y segunda clase. Como una
generalizacion de este andlisis se expone la formulacién hamiltoniana de las diferentes
acciones que describen las p-branas bosonicas. Se muestra explicitamente la dificultad para
desarrollar el método candnico de la accidon de p-branas invariante de Weyl standard y para
resolver este problema, se propone una nueva accion de p-branas que involucra un campo
escalar auxiliar y que mantiene la invariancia de Weyl. Se discute la extension
supersimétrica de estas'acciones en espacios-tiempo curvos y se analiza su simetria local
fermionica kappa. Como caso particular se realiza una discusion detallada para la
supermembrana conforme, se desarrolla su formulacién candnica y se presenta una
separacién consistente de las constricciones fermidnicas. Utilizando la misma linea de
razonamiento se introduce una accién bosénica de Dp-branas cuadratica en el campo de
fuerza e invariante de Weyl. Se muestra que esta simetria nos provee de una forma de

construir acoplamientos conformes entre el campo escalar y los campos de norma.



Tesis: METODOS HAMILTONIANOS EN CAMPOS Y SISTEMAS EXTENDIDOS.
Presentada por: Roman Linares Romero
Directores de tesis: Dr. José David Vergara Oliver y Dr. Luis Fernando Urrutia Rios.
SUMMARY
In the thesis two general problems, one in theory of fields and another one in theory of
extended objects are approached. Both are discussed using the Hamiltonian method, the
first at quantum level and the second at classic level. Motivated by the loop formulation
approach of the Schwinger model, the complete and exact quantization of the compact
formulation of the model is obtained. In the area of extended objects the canonical
formulation of the different bosonic string actions and of the Green-Schwarz superstring
action is studied. A covariant consistent splitting for the fermionic constraints into first
class constraints and second class constraints is showed for the Green-Schwarz action. As
a generalization of this analysis the canonical formulation of the different bosonic p-branes
actions is discussed. We show explicitly the difficulty to apply the canonical method for the
standard Weyl invariant p-brane action and in order to solve this problem, a new p-brane
action that involves a scalar field to maintains the Weyl invariance is introduced. The
supersymmetric extension of these actions in curved space-time is discussed and its local
fermionic kappa symmetry is carefully analyzed. As a particular case we study the
conformal supermembrane, its canonical formulation is developed and a consistent splitting
of its fermionic constraints is performed. In the same thought line a bosonic Wey] invariant
Dp-brane action quadratic in the strength field is introduced. Is also showed that this
symmetry provides us with a form to construct conformal couplings between the scalar

field and the gauge fiels on the D-branc.
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Introduccion

"Todas las interacciones fundamentales se describen en términos de teorias de norma.
Estas teorfas tienen como caracteristica principal que sus ecuaciones de movimiento no
determinan univocamente la solucién del sistema. En el sentido de Dirac, una teorfa de
norma es un sistema con constricciones de primera clase. Sistemas como las teorias de
Yang-Mills, relatividad general, particulas, cuerdas y membranas relativistas son teorias
de norma. Durante muchos afios se ha estudiado el régimen perturbativo de este tipo de
teorfas, sin embargo, el estudio del régimen no perturbativo se ha intensificado reciente-
mente en algunos de estos sistemas.

El estudio de los efectos no perturbativos en teorias de campos, tiene una historia
que se remonta hasta los afios cincuentas, donde por primera vez se obtuvieron soluciones
exactas a una teoria de campos. A finales de esa década se encontré una solucién no trivial
para un modelo que deseribe un campo de Diracen 1+1 dimensiones con una interaccién
que depende de la cuarta potencia de dicho campo {modelo de Thirring). Posteriormente
en 1962, Schwinger, considerando la posibilidad de que un campo vectorial de norma
pudiera dar origen a una particula masiva, mostr$ que la electrodindmica cuéntica con
un campo fermiénico no masivo en dos dimensiones (QEDg) tenfa esta propiedad. Esta
teoria de campos simple, pero no trivial, conocida como el modelo de Schwinger, es una
de las teorfas con invariancia de norma, exactamente soluble, mas populares. El modelo
ha sido utilizado desde entonces para probar diferentes aspectos de la teorfa cudntica de
campos. Por ejemplo, la anomalia axial, los vacfos theta, el apantallamiento de la carga y
la bosonizacién presentada por el modelo, junto con métodos alternativos de cuantizacién,
han sido estudiados por muchos autores. De particular interés son los resultados de la
(QEDz) que pueden dar luz sobre las caracteristicas no perturbativas tanto de la (QEDy)
como también de la cromodindmica cudntica (QCD4). Es debido a estas caracteristicas
que la investigacién en este tipo de modelos continua hasta la fecha y debido a esta in-
vestigacién se siguen descubriendo nuevos aspectos que pueden tener relevancia en los
fenémenos no perturbativos de teorfas de campos.

Son muy pocos los modelos con invariancia de norma que pueden ser resueltos exac-
tamente. En consecuencia, ha sido necesario continuar con el estudio de los efectos no
perturbativos en teorias de norma a través de muy diversas rutas. Un ejemplo deelloesla
teoria de redes, donde se considera un espacio-tiempo discreto (formulacién lagrangiana),
o un espacio discreto con tiempo continuo (formulacién hamiltoniana}. Otra formulacién
alternativa, utilizada principalmente en el caso de las teorfas de norma, ha sido el estudio
de la teorfa de campos en términos de variables de lazo, cuya propiedad fundamental es
ser invariantes de norma. Estas técnicas han permitido realizar algunos avances en la
formulacidn no perturbativa de la gravedad cudntica.

En particular, se ha investigado recientemente la posibilidad de aplicar la formulacién
de lazos al modelo de Schwinger y se ha encontrado que esta forma de cuantizacion sugiere
de manera directa la formulacién compacta del modelo (donde se compactifica el dnico



grado de libertad fisico que tiene la teorfa). Sin embargo, la solucién del modelo con
esta variante no se conocfa. Inspirados en este problema, en esta tesis se desarrolla la

cuantizacién del modelo de Schwinger compacto en el capitulo uno. Para ello utilizamos

la formulacién hamiltoniana de esta teorfa de campo y obtenemos su solucién completa.

Hacemos también una comparacién del modelo de Schwinger compacto con el modelo de

Schwinger standard.

En la actualidad uno de los problemas méds atractivos en fisica tedrica, es el estudio
del régimen no perturbativo en teorfa de cuerdas. La cuerda (objeto de una dimensién) es
el sistema m4s simple después de considerar estructuras puntuales (objetos de dimensién
cero). La teoria de cuerdas fue formulada ofiginalmente a fines de los sesentas y principio
de los setentas para describir la fisica de los hadrones. En este caso, la cuerda se utilizé
para conectar quarks y formar asf estados ligados de quarks, los cuales son hadrones. El
tamaiio tipico de este cuerda es 10~'%cm. Sin embargo, la abundancia de anomalias en
espacios-tiempo de 4 dimensiones, la existencia de estados no masivos en el espectro de la
cuerda sin correspondencia en el mundo hadrénico y el surgimiento de la cromodindmica
cudntica, llevaron al abandono de este modelo. En la actualidad la aplicacién de la teoria
de cuerdas en fisica tedrica tiene como objetivo la unificacién de todas las interacciones
fundamentales (electrodébil, fuerte y gravitacional) en teorfa de particulas. La idea bésica
es que toda la maieria estd hecha de cuerdss, de manera ta! que mienitas una particuls,
por ejemplo un electrén, parece como un punto a la escala de 10~"%¢m, si lo magnificamos
a una escala de 10™%3¢m, entonces veremos a éste como un objets extendido, esto es, como
una cuerda. La unificacién consiste en que los diferentes tipos de particulas que vemos
corresponderian a diferentes excitaciones de la misma cuerda. Si excitamos la cuerda de
una manera obtenemos un electrén, si la excitamos de otra, un fotén etc.

A principio de los ochenta (en el periodo ahora conocido como la primera revolucién de
cuerdas) se encontré que las teorias de cnerdas relevantes deben incluir supersimetrfa en el
espacio-tiempo y que para evitar patologias (anomalias, perdida de covariancia etc.) este
espacio-tiempo debe ser de 10 dimensiones. Hay cinco teorfas de cuerdas supersimétricas
con estas caracteristicas, éstas son conocidas como la teoria IEA, IIB, heterética Ez x Ej,
heterética SO(32)y tipo 1. Las primeras cuatro teorfas consideran s6lo cuerdas cerradas
orientadas mientras que la teoria de cuerdas tipo I considera cuerdas cerradas y cuerdas
abiertas no orientadas. Las cuerdas no orientadas surgen al considerar la simetria discreta

. _._generada por el operador de paridad, el cual invierte la_parametrizacién de la cuerda y

por tanto cambia la orientacién de la hoja de mundo. A bajas energfas cada una de estas
teorias de supercuerdas se reduce a una teoria de campos conocida, siendo éstas teorias
de supergravedad en diez dimensiones. Durante la década de los ochenta y principios de
la década de los noventas la investigacién en teoria de cuerdas se centrd basicamente en el
estudio perturbativo de estas cinco aparentemente diferentes teorfas. Sin embargo, desde
mediados de los noventas (en lo que hoy se conoce como la segunda revolucién de cuerdas),
se ha aprendido mucho sobre la estructura no perturbativa de la teorfa, transformandose
con esto varias de la viejas ideas que se tenfan sobre ella. Una cosa que se ha aprendido es
que las cinco teorfas de cuerdas, aparentemente distintas, en realidad estdn relacionadas
a través de diferentes relaciones de dualidad. Por ejemplo, la dualidad T identifica dos

2




teorias definidas sobre espacios de diferente tamaifio, esta dualidad relaciona la teoria de
cuerdas ITA con la IIB y la heterética Eg x Eg con la heterética SO(32). Existe también la
dualidad S, la cual identifica una teoria con acoplamiento fuerte a otra con acoplamiento
débil, esta dualidad relaciona la teorfa tipo I con la SO(32) y la IIA con la IIB.

Otro tépico interesante, es la evidencia acumulada sobre la existencia de una teoria
en 11 dimensiones, a partir de la cual se puede obtener mediante diferentes procesos de
compactificacién, las cinco teorfas de cuerdas. A esta teoria en 11 dimensiones que ain
no es construida se Je llama teoria M. Esta teoria tiene ademés a la supergravedad en 11
dimensiones como otro de sus limites, pero m4s aun, los diferentes limites de la teoria M
no sélo contienen cuerdas y supergravedad, sino también una gran variedad de objetos
extendidos de mayor dimensién los cuales son no perturbativos y se les conoce con el
nombre genérico de branas. Ejemplos de branas son las p-branas, las Dp-branas y las
Mp-branas.

De esta forma, las branas constituyen un elemento importante de la fisica no per-
turbativa de los sistemas extendidos y en consecuencia es necesario realizar un estudio
exhaustivo de sus propiedades. Mucho se ha aprendido en los afios recientes sobre las
diferentes branas, pero falta mucho por entender.

La teoria de cuerdas es una teoria invariante bajo transformaciones de coordenadas en
la hoja de mundo y puede construirse una accién (accién de Polyakov) que de manera adi-
cional tenga una invariancia de escala (cominmente llamada invariancia de Weyl). Estas
simetrfas permiten fijar la norma conforme en la hoja de mundo y por tanto simplificar
de manera importante el principio de accién. Al tomar esta norma, la cuerda tiene afin
simetrias residuales que dan origen 2 lo que se conoce como la simetria conforme. Cuando
la supercuerda es cuantizada, esta simetria da origen a una anomalfa para dimensiones
del espacio-tiempo diferentes de 10. Por tanto una forma de obtener la dimensién critica
de la cuerda es estudiar su simetria conforme.

Al inicio del desarrollo de la teoria de super p-branas, se considerd la posibilidad de
que estos objetos fueran fundamentales en el sentido de que las particulas fueran mo-
dos de vibracién de las p-branas. Bajo esta consideracién hubo gente que se planted la
posibilidad de tener una accién de p-branas que incorporara la simetria de Weyl (ademis
de la invariancia bajo reparametrizaciones) y ver si de la generalizacién de la anomalia
conforme para cuerdas, era posible obtener una dimensi6n critica para las diferentes su-
per p-branas. Al proponer una accién que incorporara la simetria de Weyl aparecieron
problemas paralelos, por ejemplo, la accién propuesta tiene la gran dificultad de poseer
una potencia fraccionaria en las derivadas de las coordenadas del espacio-tiempo y como
consecuencia de esta caracteristica, no se puede desarrollar la formulacién hamiltoniana y
por tanto no se tiene una representacién canénica cudatica. Este problema encuentra una
solucién en esta tesis. Proponemos una nueva accién que es invariante de Weyl y ademis
es cuadratica en las derivadas de las coordenadas del espacio-tiempo. Para esta accién
¢l formalismo canénico puede obtenerse a partir del método de Dirac. Este problema se
analiza en el capitulo tres para p-branas bosdnicas y en el capitulo cuatro para la su-
permembrana (p=2). De manera adicional, en el capitulo tres hacemos una construccién
semejante para el caso de Dp-branas bos6nicas y analizamos algunas de sus consecuencias.
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En el caso del andlisis supersimétrico de la membrana con invariancia de Weyl, surgen
algunas sutilezas cuando se quiere hacer la clasificacién covariante de las constricciones
fermi6nicas. Esto mismo sucede en la teorfa de cuerdas supersimétricas y en la super-
partfcula. Un andlisis de estas sutilezas se hace en el capitulo dos para la supercuerda y
en el capftulo cuatro para la supermembrana.

De manera especifica, esta tesis se compone de dos problemas generales, uno en teorfa

- de campos y el otro en objetos extendidos, expuestos en cuatro capitulos. Ambos son
tratados utilizando el método hamiltoniano, el primero a nivel cuéntico y el segundo a
nivel cldsico. Como hemos mencionado anteriormente, el modelo de Schwinger es un
modelo de teorfa de campos en 1 + 1 dimensiones, exactamente soluble. Motivados por
la formulacién de lazos aplicada al modelo de Schwinger, en el capitulo uno se expone
la cuantizacién de la formulacién compacta del modelo, la cual no habfa sido discutida
previamente en la literatura. La solucidn a este problema es una contribucién de la pre-
sente tesis. En los restantes tres capitulos se expone la formulacién canénica de diversos
sistemas extendidos. En el capitulo dos se estudia la formulacién candnica de las dife-
rentes acciones de cuerdas bosénicas y se obtienen las simetrias de la accién de Polyakov
a través del hamiltoniano extendido. También se estudia la formulacién candnica de la
supercuerda de Green-Schwarz y se hace una separacién covariante consistente de las cons-
tricciones fermidnicas en constricciones de primers y segunda clase. Ef inaterial de aste
capitulo es una sintesis de diferentes trabajos previos discutidos por diferentes autores,
con excepcién de la obtencién de las simetrias utilizando el hamiltoniano extendido. En
el capitulo tres se expone la formutacién hamiltoniana de las diferentes acciones que des-
criben las p-branas bosdnicas. Se muestra explicitamente la dificultad que se encuentra
al tratar de desarrollar el método canénico para la accién de p-branas invariante de Weyl
standard y para resolver este problema, se propone una nueva accién de p-branas que
involucra un campo escalar auxiliar y que mantiene la invariancia de Weyl. Se muestra
que para esta accién la formulacién candnica se sigue sin problemas utilizando el método
de Dirac. Se presenta la extensién supersimétrica de estas acciones en espacios-tiempo
curvos arbitrarios y se discute en detalle la invariancia de esta accién ante la simetria local
fermiénica k. Se introduce también en este capitulo una aceién bosénica dé Dp-branas,
cuadrética en el campo de fuerza e invariante de Weyl, mediante la introduccién nueva-
mente de un campo escalar auxiliar, y se muestra que, la simetrfa de Weyl nos provee

- de una forma.de construir_acoplamientos conformes del campo escalar con los campos de
norma. La introduccién de las acciones invariantes de Weyl utilizando un campo escalar
auxiliar para p-branas, super p-branas y Dp-branas es una contribucién de la presente
tesis. Por dltimo, en el capitulo cuatro se analiza la accién que describe 2 la supermem-
brana invariante de Wey] tanto en espacios-tiempo curvos arbitrarios como en el espacio
de Minkowski. Se desarrolla el anslisis canénico para la supermembrana conforme y al
igual que para la supercuerda, se presenta una separacién consistente de las constricciones
fermiénicas. Se finaliza el capitulo con una revisién de temas que ponen de manifiesto el
papel de la teorfa de supermembranas dentro de la teorfa de cuerdas. El andlisis canénico
de la supermembrana invariante de Weyl es una contribucién original de esta tesis.




Capitulo 1

Modelo de Schwinger compacto

Uno de los sistemas exactamente solubles més populares en teoria cudntica de campes
es el modelo de Schwinger, ¢l cual describe electrodindmica en 1+ 1 dimensiones [1]. Este
modelo ha sido resuelto de varias maneras y no se intenta dar aqui una lista completa de
todas las referencias relacionadas con el tema (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. Muchas de las
soluciones consideran la coordenada espacial como una linea o un circulo, con el grado de
libertad electromagnético basico que es el modo cero de la componente espacial del po-
tencial electromagnético A;, tomando valores en el intervalo [—0o, +00]. Nos referiremos
a esta versién del modelo como el caso no compacto, donde el adjetivo (no compacto) se
refiere, desde ahora, a la variable de configuracién electromagnética y no a la coordenada
espacial. En general las teorfas de norma tienen también su versién compacta, la cual
surge cuando los grados de libertad correspondientes a los campos de norma, toman valo-
res sobre un intervalo compacto. Las formulaciones naturales para que esto pase son, por
un lado, 1a formulacién de redes de las teorias de norma {11] y por el otro, la formulacién
de las teor{as de norma en el espacio de lazos [12]. En esta 1ltima aproximacién, toda la
informacién acerca de la teoria estd dada en términos de variables que son invariantes ante
transformaciones de norma grandes y pequefias. En 1+ 1 dimensiones la variable bisica
para los grados de libertad electromagnéticos es explie J¥ dz A, (z)] ¥, consecuentemente,
la representacién de lazos describe naturalmente la electrodindmica compacta, dado que
es suficiente restringir ¢ = 1 [ dzA,(z) al intervalo {— 7, Z} [13]. La representacién de
lazos puede también considerar el caso no compacto si se introducen grados de libertad
adicionales [14}.

Como ha sido enfatizado por Polyakov [15], la seleccién de un tipo de teoria (caso
compacto) sobre el otro (caso no compacto) puede ser decidido inicamente sobre bases
empiricas de acuerdo a las predicciones de cada eleccién. Desde un punto de vista mas
técnico podemos decir que las teorias de campo compactas estdn blirdadas respecto a
las transformaciones de norma grandes, mientras que en las no compactas tienen que ser
introducidos los vacios-8 de manera tal que se preserve la invariancia bajo tales transfor-



maciones. Se espera que una de las mayores diferencias entre los casos compacto y no
compacto esté en las condiciones de frontera que satisfacen las correspondientes funciones
de onda, mds que en la forma especffica de las ecuaciones diferenciales (funcionales} que
describen la dindmica. Esto estd en completa analogia con el caso simple de una particula
en un espacio unidimensional representado por la linea (caso no compacto) en contraste
con el rotor rigido unidimensional (caso compacto) [16], los cuales estdn descritos por la
misma ecuacién de Schréedinger, pero sujetos a diferentes condiciones de frontera.

En este capitulo se presenta la solucién completa y exacta del modelo de Schwinger con
grupo de norma compacto U(1) (caso compacto). La condicién de compactificacién surge
al pedir que el vinico grado de libertad electromagnético ¢ tenga un cardcter angular. Este
caso es sugerido cuando se utiliza la formulacién de lazos en el problema, lo cual define
una versién del modelo de Schwinger que difiere del modelo standard, donde et grado de
libertad electromagnético ¢ toma valores sobre la linea (caso no-compacto). Todos los
resultados se siguen de manera natural de la condicién de compactificacién. Las conse-
cuencias principales son: el espectro de los modos cero no es degenerado y no corresponde
al del oscilador arménico (igualmente espaciados), el espectro y las funciones de onda de
los estadas excitados también difiere de aquellos del caso standard, la carga eléctrica y
una. carga quiral invariante de norma son conservadas y finalmente, no hay necesidad de
introducir un vacio #. Sin embargo la corriente axial anémala continua estando presente.
En mayor detalle, estas propiedades sun uus cunseciencia de las siguicnies caractoristicas
bésicas (i) la condicién de compactificacién hace que el grado de libertad electromagnético
¢ gea invariante bajo transformaciones de norma pequeiias y grandes, (ii} esta invariancia
de norma es heredada a los operadores de creacién y aniquilacion, los cuales son utilizados
para resolver el modelo y (iii) las condiciones de frontera sobre las funciones de onda, las
cnales surgen de pedir hermiticidad tanto del campo eléctrico como del modo cero del
hamiltoniano en el espacio compacto de la variable ¢, y que consisten en pedir que las
funciones de onda F(c} (y sus primeras derivadas) sean iguales en los puntos =+ &, corres-
ponden al principio y final del circulo ~€ < ¢ < ¢ Es decir, estos puntos extremos son
identificados como un mismo punto fisico en el espacio de configuracién electromagnético
compacto.

El capitulo est4 organizado de la siguiente manera. -Comenzamos con una breve mo-
tivacién de la compactificacién del grado de libertad electromagnético, esto se hace en el
casc del campo electromagnético libre. Inmediatamente después se introduce el modelo

-—-- =de Schwinger compacto. Se hace un an4lisis detallado_de las implicaciones fisicas debidas
a la constricei6n de Gauss. Se construye el espacio de Fock del modelo y se encuentra
numéricamente los valores propios del hamiltoniano. Por tltimo, se discute el motivo
por el cual se tiene una carga quiral conservada. A lo largo del capitulo, se hace una
comparacién con el modelo de Schwinger standard.




1.1 Campo electromagnético libre

En esta seccién se expone una breve motivacién de la compactificacién del grado de
libertad electromagnético en el marco de referencia de la formulacién del espacio de lazos.
Para esto utilizaremos el caso del campo electromagnético libre porque es mds sencillo
que el modelo de Schwinger. Tomaremos el espacio como un circulo de longitud L e
impondremos condiciones de frontera periédicas sobre A,. Clsicamente, tomamos la
eleccién de norma Ag = 0, junto con &, A; = 0. Esto implica A; = A;(2) = c(t), dejando
¢l modo cero del potencial electromagnético como el Unico grado de libertad, con E =¢.
Tenemos aun la libertad de las transformaciones de norma grandes A, —+ A, -8, ¢, a=

x5 1, las cuales cambian

e(t) = eft) - 2—8@ (1.1)

dejando Ay = O junto con E invariante. La cuantizacidn es realizada en el subespacio
Ag = 0 = IIy, y subsecuentemente imponiendo la ley de Gauss (la cual es una constriccién)
sobre los estados fisicos. La densidad Hamiltoniana, la ley Gauss y las relaciones de
conmutacién son

H=lE, G=8.Bs0,  [A)EW)]=iniz—1) (1.2)

Expandiendo en modos, tenemos

m#0

Ai(z,t)y =c(t) + > Am exp (sz x)
m

E(z,t) = Eo{t) + Y Em exp (—21;: z) . E*=Y E, En, {1.3)

m#0 m>0

con lo cual obtenemos
ik ih
[Am: En] = T Jmn = [ C(t), Eo(t)] = _L'" (14)

En la representacién de conexiones tenemos la realizacién E, = %8—‘%: para los conmu-
tadores anteriores. Unicamente el modo cero sobrevive porque la ley de Gauss implica

Eq = 0,m # 0, sobre los estados fisicos. Es decir Wpnys = ¥(c). El Hamiltoniano es

A &
H= SETTL (1.5)
con las correspondientes funciones propias y valores propios
. K
¥(o) = Vo explipd),  Byp= L. (16)



La naturaleza precisa del espectro dependerd de las condiciones de frontera impuestas
sobre las funciones de onda. Regresemos ahora a la formulacién de lazos donde hemos
introducido

T%4] = exp (ie f,dz Al(:t:,t)) =exp(iec{tyM L), (1.7

como el grado de libertad electromagnético manifiestamente invariante de norma. Aquf
M =0,+1, £2... es el nimero de vueltas del lazo +, €l cual caracteriza completamente
cualquier lazo en nuestro circulo espacial. De hecho también T9[y| es invariante bajo
transformaciones de norma grandes, porque

7]~ exp (ie ML (c(9) - ?:Tn)) cexp(iMn2) T =T%. (L8

Consideremos los operadores invariantes de norma T“{N] ¥ E, tal que
TON) =exp(ie&dN L), [T°N], E]=—ehNTO[N]. (1.9)

El espacio de Hilbert {|N}}, donde los estados son etiquetados por el niimero de vueltas,
es construido a partir det vacio |0)

IN}y — TOINY o), (1.10)
donde tenemos
IN+P)=TN}{P), EIN)=eN|N). (1.11)
El Hamiltoniano es
L 1 2 1 2 2 2 2 2
H=[o dezE%  HIN) = 5( L) N*IN) = (he L) N IN).  (1.12)

Aqui la eleccién de las condiciones de frontera, las cuales determinan los valores propios
y las funciones propias, estd oculto en el proceso algebraico. Con el objetivo de hacer-
las explicitas, introducimos una base en la representacién de conexiones modificada |&)
definida por

T = Tenes NN =5 e (SN INy— o= T - — 19—

N

la cual es una superposicién de estados completamente invariantes de norma. De la
expresién anterior verificamos que [+ 2M & = |}, lo cual establece el cardcter angular
de las variables & en un intervalo de longitud 2, e! cual elegimos como —E < €< & La
inversa de la relacién anterior es

[N} = fdc exp(-t-— )!é). (1.14)




Resumiendo, en la representacién de conexiones modificadas con ¢ siendo la variable
angular definida anteriormente, tenemos la signiente realizacién de los operadores

L8 K &°

E=-= H=s——— 1.15
iL 8¢’ 2L o¢2’ (1.15)
junte con las funciones propias correspondientes, y sus derivadas
- 1 7TC d U n(8) imr N .mE

Un(f) = —=ex (-:— N) 2 = (—z—_— N) . 1.16

N( ) \/2_5 P z ) 47 \/2—-6,—3 exp ( )
Claramente las funciones anteriores satisfacen las condiciones de frontera

d¥y dI'y
Upnlem—z = Unle=ta -Ehe:-z = —d—é|é=+6- (1.17)

A partir de ahora denotaremos por ¢ a la variable compactificada ¢.

1.2 El modelo de Schwinger

En lo sucesivo utilizaremos una notacién y convenciones similares a las utilizadas en la
Ref.[9]. El modelo estd descrito por el lagrangiano

L= = FuP™ + 37 (10~ ) ¥, (1.18)

donde F,, = 0,A, — 8,A4,, ¥ = ¥!7® es un campo fermiénico tipo Grassmann y estamos
utilizando unidades tales que £ = ¢ = 1. Consideraremos el espacio de coordenadas como
5! y pediremos condiciones de frontera periédicas (antiperiédicas) para los campos.

Au(z+ Ly = Az}, ¥(z + L) = —¥(2), (1.19)

donde L es la longitud del circulo. Las matrices gamma son: 7° = a1, ¥' = iog, v =
—%y! = o3, donde o; son las matrices de Pauli standard. Utilizamos la signatura
(+, '—), 1.e. Ny = =1 = 1.

Después del anélisis canénico standard de la densidad lagrangiana (1.18), describiendo
las variables del espacio de configuracién por Ay, A, y ¥, obtenemos

1 . .

H=E+ oy (B +ieds) Y — Ao (B E —edlyp), To=m0, (1.20)
donde los momentos canénicos correspondientes son Ilp, II; = Fjy = E y Ny = —iy”.
La conservacién en el tiempo de la constriccién primaria Iy = 0 produce la ley de Gauss
como una constriccidn

G=0F-eplp=0. (1.21)
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Y esta constriccién no produce constricciones adicionales. A este punto fijamos parcial-
mente la norma del potencial electromagnético haciendo la eleccién

Ag=0, To=0. (1.22)

La constriccién restante G es de primera clase y serd impuesta fuertemente sobre los
estados fisicos del sistema. A partir de este momento utilizaremos la notacién 4; = 4
para el grado de libertad electromagnético que sobrevive. También tenemos ¥ = (1, 13) ",
donde T denota transposicién. La densidad de carga est4 dada por p{z) = eyly =
e(Y}3 + ¥3yn). El dlgebra resultante de paréntesis de Poisson a tiempos iguales es

{A@),EW)} = 8(z,9),  {tn(2), Bi(0}} = —ieb(. ), mé=1,2, (1.23)

con todos los restantes iguales a cero. El procedimiento de cuantizacién candnica produce
los siguientes conmutadores no aulos {f = 1)

[A(z), B(y)) = ib(z,v),  {tn(@), %i(0)} = 6xcb(z, ). (1.24)

La norma elegida en (1.22) no fija completamente el grado de libertad electromagnético,
deiando ain la densidad Lagrangiana (1.18) invariante bajo las siguientes transforma-

ciones de norma )
o ey A, A, - 8,0(z), (1.25)

generadas por la constriccién de Gauss. La parte constante oy de la funcién afz) es
irrelevante en la transformacién anterior. En lo que sigue consideraremos &(z) = az)—ay
como la funcién generadora de las transformaciones de norma. Note que Jya(z) = 0
satisface la condicién de norma Ay = 0.

Existen dos familias de transformaciones de norma:

1. Aquellas conectadas continuamente con la identidad, Hlamadas transformaciones de
norma pequefias (TNP}, caracterizadas por la funcién

a(z) = b=/t - 1), (1.26)

la eual’es peri6dica’eén z°y preserva las'condiciones-de frontera-(3:19).— — -—— -.

2. La segunda familia corresponde a las llamadas transformaciones de norma grandes
(TNG), las cuales son generadas por las funciones no periédicas

a(z) = %IE;: = 2n8z, n=+1,%2,.... (1.27)

Las condiciones de frontera (1.19) son preservadas también en este caso.
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Note que en ambos caso tenemos
a{0) = 0. (1.28)

A este punto definimos el modele de Schwinger compacto por pedir que el inico grado
de libertad que surge del potencial electromagnético en una dimensién, el cual es el modo
cero ¢, est4 restringido al intervalo

€ L <E 1.29
—c5c=ffo Alz)dz <& (1.29)

En la seccién anterior dimos algunas motivaciones para considerar esta situacién. La
ecuacién (1.29) significa que dos valores de ¢ que difieren por 2¢N = 25X deben ser
identificados como un solo punto fisico en el espacio compacto de la variable c. Dado
que los grados de libertad electromagnéticos restantes son pura norma, esperamos que la
posible compactificacién de ellos sea irrelevante. Sin embargo, ain permanece la pregunta
de jen que manera? si existe, la compactificacién impuesta se muestra en los grados de

libertad fermidmnicos del problema. Este topico serd tratado en la siguiente seccién.

1.3 Grados de libertad invariantes de norma

Consideremos la siguiente descomposicién de Fourier para el potencial electromagnético
A(z), el campo de fuerza E(z) y la funcién de transformacién de norma &{z)

Alz) = c+ Y Am e, E(z)=FEg+ Y. Enm e~ ¥ie,
m#0 m#0
a(z) = 3 8ne 1 (1.30)
m#0

La transformacién inversa para el potencial electromagnético estd dada por
]. L 1 L £.11
c=E[0 dr A(z), Am:f/ dr A(z) e “17%, m#0, (1.31)
0

expresiones similares se obtienen para Ey, B, G- Observemos que Bl =E_,yAl,=
A_,, en virtud de la hermiticidad de E(z) y A(z). Remarcamos que

0=afl)= 3 tm, (1.32)

m#0

1o cual serd usado en lo siguiente. Bajo una transformacién de norma A(z) — A(z)— 252,
los modos correspondientes cambian como
2mim

c—dc— 1(5[(12) —-&(0)), Am— Ap-— @m, m#0. {1.33)
L L
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Claramente el modo cero ¢ es invariante bajo transformaciones de norma pequeiias gene-
radas por @ = b(e‘3“=/ L_ 1). Para las (TNG) (1.27), ¢ = ¢ — 2%, pero estos puntos
deben ser identificados de acuerdo a la condicién de compactificacién (1.29). En otras
palabras, ¢ es también invariante bajo transformaciones de norma largas. Resumiendo, el
modo cero ¢ es totalmente invariante de norma. Los modos electromagnéticos restantes
Ao, estén desacoplados de la teorfa debido a la ley de Gauss (1.21), como mostraremos
después. Ahora consideremos la expansién de las variables fermidnicas en un campo
electromagnético de fondo. De acuerdo a la ref. {9], estas pueden ser escritas como

Bz, t) = 3 tada (D), (.8} =Y badalz)e™™, (1.34)

donde &y, b, son operadores de aniquilacién fermiénicos standard que satisfacen los anti-
conmutadores no nulos

{amr a,t.} = Jmm {am: an} =0, {bm: b:t;} = s {brm bn} ={, (135)

mientras que cualquier a,, anticonmuta con cualquier b,. Los estados 3, (1);) describen los

sectores quirales (valores propios de +s) positivos (negativos) del modelo. Las funciones
bésicas ¢y, junto con los valores propios de la energia estdn dados por

1 —ienz--fe [0 . Zm i el Y - L

q&n(:c) = 7—[:8 En wf“ Az} » €Ep — T (ﬂ‘f" 5 - "2';1_"(3) = i T

Reescribiendo el sector fermiénico de l1a densidad Hamiltoniana (1.20} como Mg = ¢thpy,
observamos que los valores propios correspondientes de hp son +¢, y —¢, para los sec-
tores de quiralidad positiva y negativa respectivamente. Dado que c es invariante bajo
transformaciones de norma grandes y pequefias los valores propios de la energia ¢, son
completamente invariantes de norma. M4s aln, de acuerdo a la definicién (1.36)

— ec. {1.36)

¢n — €59y, (1.37)

tanto para transformaciones de norma grandes y pequefias (hemos usado &(z) = 0). Como
consecuencia de Jas propiedades anteriores y para recobrar la ley de transformacién (1.25)
del campo fermidnico 1P, debemos tener

o == e e —e — iy -:);a,-_, bn,—:’,btu fEm— e — — == —,(]LSB) -

para las transformaciones de norma de los operadores fermiénicos a, ¥ b,. En otras pala-
bras, consistencia entre la condicién de compactificacién (1.29), 1a ley de transformacién
(1.25) y la definicién (1.36) requiere que los operadores fermiénicos bésicos a, y b, sean
completamente invariantes de norma en el caso compacto. Enfatizamos el hecho
de que las propiedades anteriores establecen una gran diferencia entre los casos no com-
pacto y compacto. Siguiendo los mismos pasos en la situacién compacta, obtenemos que
el cambio ¢ = ¢ — 2{3 bajo transformaciones de norma grandes, implica que los valores
propios de la energia no son invariantes de norma, esto es, €, — €541, lo cual lleva a
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$n(x) — e8¢ . Entonces, para poder satisfacer las propiedades de transformacidn
(1.25) del campo fermiénico, debemos tener ahora que @, — Gny1,bn = bny1, bajo TNG.
Es decir, los operadores fermiénicos no son completamente invariantes de norma en el
¢aso no compacto. De esta manera es transparente el comportamiento topolégico de c,
esto es, dependiendo de que la variable ¢ sea compacta o no compacta, se implica una
transformacién completamente diferente para los operadores fermiénicos an, b, bajo trans-
formaciones de norma.

Utilizando las expansiones de Fourier {1.30) y (1.34), reescribimos los conmutadores
para los campos en términos de los modos correspondientes. En particular, el conmutador
[E(%), ¥a(y)] = O produce

ie

[Em: a-n] = ﬁ (aﬂ. - an-l-m) y M 7é 0: [EO?an] = 0: (139)
(Emyba] = % (b —basm), Mm#0,  [Eoyba} = 0. (1.40)

Los conmutadores restantes son
[AksAl] =0= [Ek: EI]) [Ak,EI] = lakh [Ak’an] = 0! [Ak!bﬂ’I»] =0. (1‘41)
L

Nos concentraremos ahora en el dlgebra de conmutadores de los modos de Fourier. Para
este fin, introducimos los signientes operadores

i =alam M =bbn, At =alba, 0T =blom, (1.42)
los cuales satisfacen (777} = 77, (j*™)t = j™ y (j7°) = j*7. Combinaciones

adicionales itiles de los operadores fermiénicos anteriores son las corrientes

oo 2xin
@) =0l =7 3 e

n=—00
. 1 o0 2nin .
j-@) =t @nl(z) = 7 3 e TN (1.43)
donde
= X AT At=Qe it= X T, =@l (149)
m=—oo m=—0o0

En este punto introducimos la forma regularizada ¢ de las corrientes definidas en la ec.
(1.44),

. ] = 1 . ] =01
J+n|reg = limg 4o z 3‘1na'm+na J-"lreg = limgg z rb;+nbm: (1.45)

m=—0a Am.ﬂ m=~o00 *YT,8

donde el regulador est dado por A, , = |A¢,|’, con A un pardmetro con dimensiones de
inverso de energia. En lo que sigue eliminaremos el subindice |; de estas corrientes, pero
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siempre consideraremos su forma (1.45) en cualquier relacién que las involucre. Al final
de los cdlculos tomaremos el limite s — 0. En otras palabras, construiremos un 4lgebra
entre objetos regularizados, los cuales serdn adicionalmente restringidos a la accién sobre
el espacio de Hilbert de! problema. Como se muestra en detalle en el apéndice, el 4lgebra
de corrientes regularizadas de los operadores (1.45) estd dada por

[+™, (j-l-m)t] = m,n, (-7, (j-m)t] = Nbmn, i+ J-" = 0. (1.46)
Las relaciones de conmutacién anteriores son las mismas que aquellas obtenidas en el caso
no compacto. El cdlculo aqui es diferente al realizado en la ref. [9] porque hemos usado

las expresiones regularizadas (1.45) para las corrientes. Hemos también verificado en el
apéndice que las corrientes regularizadas satisfacen las propiedades de hermiticidad.

™ =™ (1.47)

Para poder satisfacer las relaciones de conmutacién (1.39} y (1.40) hacemos el ansatz

1 0 € (-m .y r:mt 10
== _ 0, EBE=—=

TLAA, im0 ) mA0 Bo= g
el cual claramente satisface la tercera relacién de conmutacién en (1.41). Enfatizamos
que los campos E,, m # 0, definidos en ec.(1.48) satisface también la segunda relacién
de conmutacidn en (1.41), por virtnd de (1.46). Substituyendo las expresiones (1.48) en
el conmutador correspondiente de la ec. (1.39) obtenemos

day, el Oan _
E = —'27[_—7;(1“, m # 0, g =0 (149)

La ecuacidn anterior lleva a la siguiente solucién para los operadores fermidnicos con
respecto a su dependencia del campo de norma

el 1 N .
Gm = eXp (—ﬁ—gn EA") G = Ui, (1.50)

En (1.48)

donde @, son nuevos operadores fermiénicos los cuales son independientes del campo de
norma Ay v el cual también satisface las relaciones de anticonmutacién fermiénicas bisicas.
De hecho, la transformacién U definida anteriormente es unitaria porque At = A_g. Una
relacidn anéloga a {1.50) puede ser encontrada para los operadores fermiénicos restantes
bm = Uby, donde por comstruccién los nuevos operadores b, son independientes del

potencial electromagnético. La expresién (1:50) reproduce-el-cardcter-completamente—— — -

invariante de norma de a,. De hecho, bajo la transformacién de norma dada por (1.33),
la exponencial en (1.50) cambia por un factor exp(ie Ly @) el cual es exactamente
exp{iea(0)) = 1, de acuerdo a la relacién (1.32). El mismo resultado se obtiene para el
operador b;. Con el ansatz (1.48), la ley de Gauss G(z) = —} T exp(—2=22)G  se reduce
a

Go e (j+° + (j-“)‘) =e@
G = 2mim Ep+e(iy™+ (™) =22, mo, (1.51)
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Estas expresiones llevan a la propiedad de transformacién
[G(z),an] = €an0(z) <= [Grm, n] = —€an, (1.52)

en virtud de la relacién (1.49). El conmutador anterior es la versién infinitesimal de la
relacién (1.38). Nuestra expresién (1.51) para la constriccién de Gauss es algo diferente de
la obtenida en ref. [9). Imponiendo esta constriccién sobre los estados fisicos concluimos
que las funciones de onda del sistema deben ser de carga eléctrica cero y también indepen-
dientes de Jos modos Am, ™ # 0, lo cual explicitamente muestra el desacoplamiento de
los modos electromagnéticos m # 0. En particular, los siguientes operadores fermidnicos
bilineales: ala, alb, bta, bb, los cuales sersn subsecuentemente usados en la solucién del
modelo, son independientes de los modos electromagnéticos y son invariantes de norma
bajo TNG y TNP, Resumiendo, hemos mostrado que la condicién de compactificacion
(1.29) implica que los operadores ¢, Gn ¥ by son completamente invariantes de norma.
También, la constriccién de Gauss implica que la funcién de onda de! sistema es indepen-
diente de los modos electromagnéticos Ay, m # 0.

1.4 Espacio de Fock

Construyamos ahora el espacio de Fock fermidnico en un campo eleciromagnético de
fondo. Comenzando del vacio |0) aniquilado por los operadores a, (sector de quiralidad
positiva) y los operadores b, (sector de quiralidad negativa), el vacio de Dirac |vac) es
construido de tal manera que todos los niveles de energia negativa sean llenados. Nuestra
condicién de compactificacién (1.29) para la variable electromagnética c implica que todos
los niveles con n < —1 (n > 0) tienen energia negativa para los sectores de quiralidad
positiva (negativa), respectivamente. De esta manera el vacio de Dirac es

-1

wac) = ] allo)® ﬁ bL10). (1.53)

n=—-00 n=0

El Hamiltoniano (—regularizado y el operador de carga {—regularizado de los sectores
quirales positivo {negativo) estdn dados por (9]

[2 1
H, =1l = al =i ta,
+ ‘g%néz g 2 Q-+ ’%niez W
= & Z (—¢a) t T 1
H- = l‘_,“.‘:nez"ﬁb"b“ Q"l'_’,%nzez A,.,.b"b"' (154)

La carga total @, la carga quiral total Qs y la energia total H, son operadores hermitianos
definidos por
Q=Q,+Q., @G=QQ,-Q., Hr=H,+H.. (1.55)
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Los valores propios de los operadores anteriores para el vacio de Dirac son

Qlvac) = 0, deac)-—-*-—%lvtw),

A este nivel es conveniente introducir la carga quiral modificada

ecL
Qs = lim,0 E Rvs I,(aga,,— Bt b,.)+-ﬂ—~, (1.57)

1

He|vac)

la cual es invariante bajo TNG y TNP en el modelo de Schwinger compacto. Este no es
el caso en la situacién no compacta, donde Q5 no es invariante bajo TNG. Los valores
propios de (J5 son nimeros enteros en el espacio de Hilbert fermiénico. En lo que sigue
nos referiremos a Qs como la carga quiral (total) modificada del sistema. También, a un
valor propio dado 2M de Qg nos referiremos como el sector quiral M de la teoria. De
esta manera, la segunda ecuacién (1.56) es (Js|vac) = 0, la cual, asigna carga quiral cero
al vacio de Dirac.

Para poder construir estados excitados con diferente carga quiral (s, necesitamos usar
los operadores {1.42). La aplicacién de cualquiera de ellos a [vac) produce nuevos estados
propios del hamiltoniano fermiénico, todos ellos de carga eléctrica cero. Sin embargo, el
valor de la carga quiral es cambiada en pasos de dos unidades, por la accién de j,_, j_;.
Si se consideran los estados

Ellvac), pa 20  jZJvac), p,g <0, (1.58)
donde la eleccidn de p y g en cada caso es tal que resulta un vector no nulo. Al calcular
su energia, se encuentra

HF(J+—1'UGC)) = (€0 + €& + €)i5  [vac),

Hp(j%% vac)) = (g0 — €p ~ €4)i%% |vac). {1.59)
La carga quiral de estos estados es

Qs(5flvac)) = 255 jvac),
Qs(Zilvac)) = -2;%jvac). (1.60)

De las ecuaciones (1 59) y (l 60) conclmmos que el estado con carga quiral +2 y menor
energia €) = gp + 2¢g €8

0 o0
ji-lvac) =[] o T] 6}i0) = &1, 2). (1.61)

n=—o0 n=1
Anglogamente, el estado con carga quiral —2 y menor energia £_; = €g — 2¢_, €5

-2
iZi Mvac) = ] af H bH0) = |e_y, —2). (1.62)

u_—oo n=-1
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Repitiendo este procedimiento construimos los estados base locales |ex, 2V), para una
quiralidad definida 2N, N € Z,

iy Y |en, 2N) lens1, 2(V + 1)),
Wt en, 2N) = Jen-1, 2(N — 1)), (1.63)

teniendo minima energia ey, determinada por las recursiones 41 = énx +26v Y EN-1 =
En — 2en-1, respectivamente. Los estados anteriores pueden ser escritos como

N-1 o0
lew 2Ny = 1 dlloy® IT bhI0)- (1.64)
n=—ed m=N
Usando la expresién regularizada para el Hamiltoniano fermiénico, se obtiene el resultado
o ecl\?* 1
= - =) - = 1.65
enle) = {(N 2«) 12}’ (1.65)

el cual es equivalente al que obtuvimos utilizando las recursiones previamente indicadas.
En esta notacidn el vacio de Dirac es

|vac) = |g0,0). (166)

Todos los estados (1.64) tienen carga eléctrica cero, la cual no escribimos explicitamente.
Resumiendo, a partir del vacio de Dirac hemos construido hasta aqui, estados con energia
minima para cada quiralidad posible. Como fue notado anteriormente, cada uno de estos
estados puede ser considerado como un wvacfo local en el sector quiral correspondiente. Es-
tamos ahora en posicién de determinar las caracteristicas del espectro fermiénico completo
en ¢} campo electromagnético externo. Dentro de cada sector quiral y comenzando de los
estados base locales |en, 2V}, tenemos que considerar todas las posibles excitaciones de
carga cero generadas por ala,. La energia minima correspondiente ey serd aumentada a

P
en + € — €g = en + Z(p — ). M8s aiin, la expresién (1.64) implica que

a;‘,a,,|en,2N) =0, p<gq, ¢g>N-1 {1.67)

De esta manera, sélo las excitaciones con p > ¢ son permitidas. Un resultado andlogo se
obtiene de considerar las excitaciones generadas por los operadores b}by,. La conclusién
final es que el espectro fermiénico es

{eN+gLEM,M=1,2,...,, N=0,%1,42,...}. (1.68)

El siguiente paso es construir explicitamente los estados excitados correspondientes. Para
este fin utilizamos los operadores (1.44). La carga eléctrica Q y la carga quiral modificada
()5 del sistermna son escritos en términos de estos operadores en la forma

ecL

Q =4’ +5-°, Q=4"=3-"+ o (1.69)
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Los operadores 1", 7 > 1 aniquilan los estados (1.64), esto es,
ja"len, 2Ny =0, n21, (1.70)

el cual es sélo una consecuencia de la relacién (1.67) y la relacién andloga para los opera-
dores b. Otra propiedad que serd utilizada en lo siguiente es

{en, 2N |22 len,2N) =0, {en,2N |52 |en,2N) =0, VY p,q. (1.71)

También, los siguientes conmutadores pueden ser calculados
] 21m
ir, (3)1) = - Gt (L.72)

De esta manera, el espacio de Fock fermiénico en el campo electromagnético de fondo
consiste de todos los vacios locales (1.64)}, junto con todos los estados posibles construidos
a partir de ellos por la aplicacién de un nimero arbitrario de operadores de corriente
(i), n=1,2,... definidos en la ecuacién (1.45). Tomando en cuenta el espectro del sis-
tema junto con la manera en la cual el espacio de Fock ha sido construido, el hamiltoniano
fermiénico en el campo externo puede ser reescrito en la forma de Sugawara [18]

Hp =en(@) + o 3 (G + G'). (L.73)
n>0

De las relaciones de conmutacién

[J-::J-’l,-q—] 3+-— 'q= -=-7+ ]_ J-’:-'E ﬂr [J+!-7 -i-] = —Jplﬁmr [JLJ +] __Jp-i-n.q
(1.74)
junto con (1.46), concluimos que
A
[Q:JT—] = [Qr]gq+] = 0: [Qﬁ:jg-q—] = sz‘q-l [Q5:j£q+] = —'2.7.f-q+' (176)

Los conmutadores anteriores muestran que los operadores de corriente j7 y i no cambian
__ni la carga e eléctnca. ni la carga ‘quiral, mientras que cualquier combinacién lineal de

“los operadores 75 (7%), a pesar de que no cambian la carga eléctfica, inctementardn— -

(disminuir4n) la carga quiral modificada por 2 unidades.

1.5 La cuantizacion completa del modelo

El paso siguiente es escribir el Hamiltoniano completo H = Hgy + Hr en términos de
lo operadores de corriente fermiénicos junto con los grados de libertad electromagnéticos,
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los cuales son, el mado cero 8/8¢ del campo eléctrico y el modo cero ¢ del potencial de
norma.

£as - - ((%) -5 (%)zuzﬂjz)f)(uz)fm)),

2 2 1
B = 2 (BEE_Leseoum). 0

b b

Hpgy =

Siguiendo las referencias [8, 9], hemos usado explicitamente la constriccién de Gauss (1.51)
para expresar los modos del campo eléctrico E,, en términos de las corrientes fermidnicas.
Podemos ademds dividir el hamiltoniano total en su parte del modo cero, la cual se
desacopla del sector fermi6nico, obteniendo

2n

H=Hpy+Hr = Ho+ ) Hy— 257, (1.78)
n>0 12L
donde
2
- I+ (a-2E)) - (2
fo = ZL(Q +(Q5 - ) A
2 e nyt,n €2L AT A f AT nyt

H, = -'L"((J+) Jy + (G2Yam) + 41r2n2((1+) + M0+ G0N (1.79)

At cuando a este punto ¢ es una variable dindmica tal que ¢ # 0, la carga quiral modifi-
cada (5 es conservada en el espacio de Hilbert completo del problema, como mostraremos
en més detalle posteriormente. Para poder diagonalizar la expresién del hamiltoniano
(1.79), es conveniente introducir las transformaciones de Bogoliubov para los operadores
de corriente, dados por [8, 9]

3 = Ul (i?) U, = cosht, 5% — sinhi, ( 52)Y,

("}t = U} (;*)' U, = —sinht, j2 +cosht, { 52)1, (1.80}
donde 1 {2an €L 1 &L
cosh 2f, = . (T m) , sinh2t, = E i (1.81)
v
£n= (“T")z + ; (1.82)

Los operadores unitarios U, que producen las transformaciones anteriores son

U = e {2 (G467 = 37-) ) (1.83)
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La transformacién completa es obtenida a través del operador U = [1,»; U,.. En particu-
lar, tenemos que _

[Q: Uu] = [Q5) Un] =0 nzl (184)
Resumiendo, la transformacién de Bogoliubov afecta sélo los modos fermiénicos de} sis-
tema y en particular, las corrientes j§ o equivalentemente @ y @5, permanecen inalteradas.
De esta manera, el Hamiltoniano completamente rotado

Hp =U'H(j%, j°)U = H( 7%, i0), (1.85)

o= 2 (@ (@-E)) - 2 (2) + X (G A+ () 1) (89

hasta una constante infinita. Para construir el espacio de Hilbert de la teorfa completa,
partimos de los estados |ey, 2N) dados en la ecoacién (1.64), los cuales tienen energia
minima, carga eléctrica cero y valores propios 2 N para la carga quiral modificada J5. En
particular, recordemos que estos estados (1.64) estdn aniquilados por las corrientes j."
¥ 3.% n 21, para toda N.

Como en el caso no compacto, la ecuacién (1.86) implica que cada modo se desacopla,
esto es, la energfa. total £ estd dada por la superposicién de cada modo de energia.
Tanbiéu, la funcién de onda total A, tal que HA = £A, es A —TIL A, donde A son
las funciones propias de Hgy,.

La formulacién de lazos, la cual estamos tomando como una guia en definir el modelo
de Schwinger compacto, requiere tnicamente la compactificacién del modo cero n = 0,
el cual estd relacionado al campo electromagnético. Sin embargo, dado que los modos
n > 1 serdn obtenidos por aplicar operadores de ascenso a los modos cero, el proceso de
compactificacién se propaga a los estados excitados, llevando también a un espectro y
funciones propias diferentes, respecto al caso no-compacto.

La estructura general de los estados en el espacio de Hilbert del modelo serd del tipo

lestado) = F(¢) x [fermidnico). {1.87)

La funcitn de onda completa tendrd carga eléctrica cero y carga quiral definida, lo cual
implica una condicién tinicamente sobre la parte fermiénica. La estrategia para construir

el espacio de Hilbert serd comenzar a partir de los modos cero Fy(c) x |V} y subsecuente-

mente aplicar todas las posibles combinaciones de los operadores de ascenso ( j,™}!. En

" esta forma, obténdremos ulia torre infinita dé estados para cada valorde la-carga-quiral- —-—
modificada.

1.5.1 Los modos cero

Los modos cero corresponden al caso en que no hay excitaciones fermiénicas y pueden
ser escritos como

[N} = Fn(c) x |En, 2N). (1.88)
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El subindice B nos recuerda que cada vector est4 escrito en el sistema rotado de Bogoli-
ubov, donde ¢l hamiltoniano tiene la forma (1.86). Su accién sobre las funciones de onda
anteriores se reduce a la siguiente ecuacién de Schréedinger para los modos cero de las
funciones de onda Fy(c)

(__1_ (6 )2 N 2L (211'N _ c)z) Fi() = £no Fr(@). (1.89)

oL \ de 21 \ el

Una diferencia fundamental entre el modelo compacto y no-compacto surge en el espectro
de energia {E,np} del sector de modo cero. Aqui @ = 0,1,2,..., etiqueta los valores
propios del modo cero en el sector quiral N del modelo. Las funciones de onda Fy(c)

2
satisfacen una ecuacién de Schréedinger cuyo potencial Vi (c) = ("’:—LN - c) mostrado en la

figura 1 corresponde sé6lo a una parte de un potencial de oscilador arménico, debido a que
cada uno de estos potenciales (para un N dado) est4 definido en el intervalo -2 < ¢ < ¢,
con &= Z.

El producto interno en el espacio de Hilbert del modelo para funciones arbitrarias

F(c) y G(c) es definido en la forma standard
&
(FIG) = j de F(J)G(). (1.90)

Para determinar las condiciones de frontera apropiadas utilizamos la hermiticidad del

operador asociado al modo cero Ey = Tlf % del campo eléctrico. Esto nos lieva a pedir

Fyle=—z = F|e=va (1.91}

para la funcién de onda Fy. Mds ain, la hermiticidad del Hamiltoniano (1.89) implica la
condicién de frontera adicional

OFy OFn
— = = —— o=@ 1.92
ac ic——t? e IC-—-H:) ( 9 )

para la derivada de la funcién de onda.

De esta manera, las condiciones de frontera (1.91) y (1.92) son una consecuencia
inevitable de la compactificacién del medo cero ¢ del campo electromagnético, junto con
los requerimientos de hermiticidad. Estos son completamente andlogos a aquellos del
rotor rigido unidimensional, los cuales dan los valores propios para la componente z del
operador momento angular y el espectro de energia correctos.

Las condiciones de frontera anteriores deben ser contrastadas por ejemplo, con aquellas
usadas en las ecuaciones (3.15) de la referencia [5] y la ecuacién (48) de la referencia [8].
En términos de las convenciones que estamos utilizando estas estdn dadas por

FNIc:—c‘. = FN+llc=+Ea (1-93)
OFy _ OFyn
e = e (1.94)
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Estas condiciones de frontera estdn correctamente diseiadas para recobrar el caso no
compacto, esto es, para ir del circulo a la linea . Mds atn, para una L dada, éstas no
pueden estar continuamente relacionadas a aquellas de las ecuaciones (1.91) y (1.92). Esto
enfatiza la no equivalencia entre ambos modelos, la cual tiene su origen en una eleccién
topolégica diferente a través de la condicién de compactificacién (1.29).

La ecuacién de Schroedinger anterior (1.89) junto con las condiciones de frontera
(1.91) y (1.92) lieva a energias que no estdn dadas por el espectro ignalmente espaciado
de! oscilador arménice, como en el modelo no compacto.

La sclucién que corresponde a N = 0 ha sido anteriormente discutida en referencia
[13], junto con las funciones de onda correspondientes. Aquf extenderemos el cdlculo para
N # 0 arbitrarias. Para este fin, introduciremos las variables auxiliares

IZeL 2Ngm €
y= ——\/_,-; (_ei_ — C) i gn,N,O = _ﬁaa,N: (195)

donde y y ax son cantidades adimensionales. El rango de y es

’2 ™ [2v/m?
I TR YN, UN_E= e_-\/L_(ZN - l), YN, = —';/'L—_'(2N+ 1) (1.96)

¥ la ecuacién (1.89) se reduce a
[ i 2
- (Zy + au) f=0, (1.97)

donde Fy{c) = f(ZF ~ ¢). Las condiciones de frontera (1.91) y (1.92) sobre f(y) son

flyn_) = flyw,)s fluw.) = F'(yn,). (1.98)

La solucién general de la ecuacién (1.97) se expresa en términos de funciones parabélicas
cilindricas [19]
2 2
Ve LI g (2433 Y
)= At (5435, % )+ e (3435 2)
- donde. M(b, ¢, z)-es la_funcién_hipergeométrica confluente. Es conveniente introducir la
variable adimensional L o
e

= i {1.100)

Las ecuacién de valores propios (1.97) para la funcién f , determinari los niveles de
energia £, v o(a) como una funcién de {. De las condiciones de frontera (1.98) obtenemos

(N #0)




2
iN= -Va E+§,§,yﬂi X
2 27172
e—yg"— yi"‘M a+llyzi + 2 a+_)M E+§§.yi'.
2ty TN TR )

la cual define la funcién a, ¥ = 6o~ ({). Al ignal que en el caso N = 0 [13], esta funcién
puede ser determinada tnicamente de manera numérica para [ arbitraria. En la fig.2
y fig.3 mostramos los resultados para a,y versus {, para las elecciones o = 0,1,2 y
N=0,1,2,3.

Algunas propiedades de la condicién de cuantizacién anterior, junto con sus soluciones
son las siguientes:

(1) Como puede observarse de la figural, existe la simetrfa V;,(c) = V_(—c) entre los
potenciales Vi (c). Asi, los valores de ay son los mismos en ambos casos. Esto puede verse
del heche de que cuando n — —n se tiene que y%_ = ¥%,y ¥k, — vi_, obteniendose la
invariancia de la ecuacién (1.101).

(2) De los cdlculos numéricos encontramos que ap v €6 mondtonamente creciente y
también que el lim;_,, ap n(!) = 0. Esta tltima propiedad es consistente con el hecho de
que si ag v permanece finita cuando ! — oo, entonces ag v = 0.

(3) El comportamiento para a,n negativa y valor absoluto grande (Jaqn| > 1),
cuando { 3> 1, estd dado por

T

tan(l) = —; (2 [%] -~ 1)2 l, a=12,... (1.102)

donde [z] es la funcién méximo entero.

(4) El comportamiento de aq n(l) para ! = 0 es dado por el limite

1 TN 4133
im0 — 0= g o —x. 1.103
—0P(E+ T2+ 3) (1.103)

Fisicamente estos limites son entendidos de la siguiente manera. Dado que la funcién
potencial en los puntos extremos ¢ = % se comportan como 1/L para cada N (fig. 1),
los correspondientes valores van a cero y el intervalo de definicién de ¢ es muy pequefio,
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cuando L — co. Entonces, para todo N, todas las funciones potencial parecen como una
caja unidimensional con paredes infinitas. Asf, en este limite los valores propios de la
energia corresponden a un rotor unidimensional.

De manera andloga, podemos entender el comportamiento para L — 0. En este caso
V(c) = oo para todeo N # 0, mientras que el dominio de ¢ es también grande. En-
tonces, los valores propios correspondientes estdn acotados por abajo por £ — oo, esto
€5, G = —00.

De esta manera hemos obtenido el espectro completo para los modos cero |a, N, 0),.
Para una L dada, encontramos numéricamente todos los valores propios o, w0 de la
ecuacién (1.97). Para cada uno de estos valores propios, obtenemos la energia mediante
(1.95) y las funciones propias Fj,, v o{c) mediante (1.99), junto con las condiciones de
frontera. La constante de normalizacién puede ser determinada por el producto escalar
(1.90).

Entre los modos cera, nos concentraremos ahora en los estados de energia con minimos
locales (v = 0): |0, N, O}, para cada sector quiral N de la teoria. Ellos tienen energias
Eo,w,0-

Una consecuencia importante de la compactificacién es que estos estados no estdn
completamente degenerados como lo estaban en el modelo no-compacto (es debido a esta
degeneracion que en el caso standard se tiene que introducir los vacios #. Unicamente
permanece la degeneracion o, vo0 = £o,—n,0, IV # 0. La Unica posibilidad paa tener
degeneracién completa se tiene en el limite L — oo. En este caso & ~,o = 0 para toda
N.

Més importante ain, de los cdlculos numéricos encontramos que el minimo valor ab-
soluto de &, v,0 corresponde a N = 0. Asi, en el caso compacto el vacio no degenerado
de la teoria es |0, 0, 0) g, y por tanto no necesitamos introducir un vacio # para el modelo
de Schwinger compacto.

1.5.2 Los estados excitados

En la subseccién anterior hemos construido los modos cero del problema (sin excita-
ciones fermidnicas), para cada sector quiral etiquetado por N. Los estados excitados
_ correspondientes se obtienen de aplicar los operadores de creacién ( j,™)!. Cada accién
individual de estos operadores incrementa 1a e energia por £,,, COMo puede ser visto de la—
ecuacién (1.86). Los estados excitados serdn etiquetados por

]a, N, Nl, ...,Nk,...)g, (1104)

donde N es el mimero total de veces que los operadores ( j.*)t han sido aplicados al
estado de energia minimo correspondiente. Este es el mimero de ocupacién del nivel-k.
Los modos cero corresponden a |, N, 0, ...,0,...)p, estoes N, = ... = Nx... =

Estos estados fueron previamente denotados por |, N, 0)p. La energia total del estado
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(1.104) estd dada por

Ea, N, Ny, Nay o Naro = Ea, N0+ 3 Ni &k (1.105)
k>0

Dado que los valores de £, w,0 DO estén regularmente espaciados, esperamos sélo dege-
neraciones accidentales, con la posible excepcién del limite L — oo, donde los estados
de energia minima del modo cero llegan a estar degenerados con ag,v,0 = 0. En este
caso necesitarfamos introducir el vacio 8, de una manera similar al caso no-compacto. Sin
embargo, ain en esta situacién no recobramos el case no-compacto standard a menos que
adicionalmente cambiemos las condiciones de frontera (1.91) y (1.92) a la forma empleada
en las referencias [5, 8].

Otro limite interesante es I —+ 0, donde el espectro de oscilador arménico es recobrado
en el potencial N = 0. Sin embargo, el espectro N # 0 se reduce a los niveles degenerados
con energias infinitas. En otras palabras, el caso no-compacto tampoco es recobrado en
este limite.

En esta seccién hemos mostrado que el modelo de Schwinger compacto, el cual surge
de manera natural en la formulacién de lazos del problema es exactamente soluble al igual
que el caso standard.

1.6 La carga quiral

El hecho de que la carga quiral Q5 se conserve en el espacio de Hilbert completo del
modelo es una consecuencia directa de la manera en la cual este espacio de Hilbert ha
sido construido. Resumamos los principales pasos que nos han llevado a este resultado:

1. Primero definimos Q5 en una forma invariante de norma, en la ecuacién (1.57).

2. Utilizando los operadores j¥¥, j¥N  construimos los estados (1.64) que tienen dife-
rente energia minima para cada etiqueta diferente 2N de la carga quiral,

3. El espacio de Hilbert completo para el sector fermiénico fue construido via la apli-
caci6n de los operadores de ascenso (j72), (72 )! sobre los estados quirales del punto
2. M4s ain, los conmutadores {1.46) fueron calculados para las corrientes regulari-
zadas, lo cual valida la conservacién de Qs en dicho espacio de Hilbert.

4. El espacio de Hilbert completo fue construido en el sistema rotado de Bogolinbov, se
comenz6 nuevamente con los modes cero y se aplicaron a éstos los mismos operadores
de ascenso (7)1 y (j™)! empleados en el sector fermidnico. Esta rotacién no afecto
Qs preservando asi las relaciones de conmutacién (1.75) y (1.76).
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-De.manera andloga.consideramos- . . _ _ —

5. Finalmente hemos establecido las relaciones de conmutacién entre los operadores

electromagnéticos c, % ¥y las corrientes regularizadas j.". Estas corrientes dependen
de ¢ s6lo a través de los factores de regularizacién A, , = Jea|*. Asi, ¢ conmuta con
cusalquiera de dichas corrientes. Hasta este nivel, observamos que Q5 conmuta con
los términos del hamiltoniano completo (1.86), excepto por los términos de derivadas
que analizaremos a continuacién. Definamos el conmutador

n d . I 1 t
o= [66’“] Lﬂm_z.m%(ﬁ)“m“mﬂ- (1.106)

Primero, considerese 1a accién de C,® con n # 0 sobre un vector arbitrario
{mi}) =TI om0}, (1.107)

en el subespacio fermi6nico de Fock de quiralidad positiva. En general, los subfndices
m; tomarin valores sobre un subconjunto infinito de niimeros enteres. El tnico
resultado distinto de cero de la accién del i-ésimo término de (1.10G) sobre el vector
anterior, es reemplazar e m; + n fermidn por el m; fermidn, llevando asi a una
suma de estados linealmente independientes. De esta manera, el limite s — 0 debe
tomarse separadamente en cada término de la serie y por tanto no obtenemos una

suma infinita. Dado que
7 1 g
EE (Ieul') T (1108

este limite es cero y el operador conmuta.
Considerese ahora el caso n = 0 junto con la accién de C,° sobre el estado basc
local |N)p = Fn(c) X len, 2N) de cada sector de quiralidad. Obtenemos

0.0 N)s = limess Y 2 (—1*) N}

m=—c0 0 € \ [€nl*
L
+ 2_ - N)|Mp=—== |N)B, (1.109)

= - 2—hm,_,03(,'(s+ l, 3

donde {(s, g} es la funcién zeta de R.lemann. Hemos ut)lxzado Ia propiedad
tim,,05((s +1, q} = 1. [20]

C n _ a - n __]. = 6 1 bt
- a—C, I~ _ll-rp%mgz_m_a—é H m+nbm- (1110)

Nuevamente la accién de C_", n # 0 sobre un estado arbitrario |{n;}) = [1; bs,! [0)
es cero. Para n = 0 obtenemos, sobre los estados base locales,

C'- |N)B = hma—iomz:lvac (le |.) IN)B
el 1 eck
= ﬁllm,_;o‘?C(S'i' 1, 5'——2—; N) |N)B= é;iN)B, (1111)
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El resultado anterior lleva a
0 0 0 eL)
> = - i =0, 1.1
[Bc’ Qs] [NYg (C+ cC_"+ - |Nyg=0 (1.112)

Ademds, cualquier estado excitado es construido por la aplicacién de los opera.dores
de ascenso (ju"),n > 1 a |[N)p. Estos operadores conmutan con Qs y Z de

manera tal que el conmutador [ﬁ;, Q;,] ¢s cero en el espacio de Hilbert completo del

problema. Esto completa nuestra prueba de que Qs conmuta con el hamiltoniano
(1.86).

Dado que Q; y @ son conservados e invariantes de norma en el modelo compacto, es-
perarfamos obtener valores cero para los condensados fermiénicos (¥)o,0,0 ¥ {Pv5¥)0,0,0
los cuales miden la cantidad correspondiente de rompimiento de simetria. En realidad
este resuttado se obtiene aquf como consecuencia de que el vacio fisico es no degene-
rado. Realizamos el cdleulo en el sistema original no rotado, donde la funcién de onda es
10, 0, 0} = U|0, 0, 0)p. En este sistema, los bilineales fermiénicos son

o = — Z Z e"thz( m+n,m+Jr_,-m n),

nEZmeZ
Py = —Z 3 e (T — ey (1.113)
nEZmez

Por ejemplo, en el caso del bilineal ¢, el cdlculo se realiza de la siguiente manera
{0, 0, 00,0, 0) B(U 0,0]Ut U0, 0,0)p = (€0, 0| Ut 3 U €0, 0)

= - E Z e—lm:(so OlUT ( m+n,m .r‘-an—-n) UIE0,0)

nEZ meZ
= —— Z Z e L By (ED,Ol Ut [Q5: Jm+n,m] UIEUF )
nEZmEZ
+ Z de -ifps 5(50,0|Ut [Qs, JTlm_“] U [eq, 0)
nEZmEZ
= o, (1.114)

donde hemos supuesto una normalizaci6n igual a la unidad para la parte electromagnética
de la funcién de onda. Hemos utilizado también los conmutadores apropiados en (1.76)
para reescribir j7F™™ y 7= ". El valor cero se obtiene debido a que el valor de ex-
pectacién de cada conmutador en la suma anterior es cero. Esto es porque Q5 conmuta
con U, Ut y los estados |ep, 0) tienen carga quiral definida (cero en nuestras convenciones).

Un céleulo similar se aplica para el condensado quiral.
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1.7 Conclusiones

Motivados por la formulacién en el espacio de lazos de la QED en 1 + 1 dimensiones,
hemos resuelto exactamente el modelo de Schwinger compacto, definido por la condicién
de que tanto la coordenada espacial z como el grado de libertad electromagnético ¢ se
comportan como variables angulares. En otras palabras, consideramos al grupo com-
pacto U(1) como el grupo de norma correspondiente. Muchos formalismos utilizados para
tratar el modelo de Schwinger standard (no-compacto), comienzan también con una va-
riable electromagnética compacta, pero las condiciones de frontera se eligen de forma tal
que el grado de libertad electromagnético al final toma valores en la linea {5, 6, 7, 8, 9].
En nuestro trabajo hemos mantenido el cardcter angular de la variable electromagnética.
La consistencia de este requisito lleva a diferencias importantes entre este modelo y el
standard. Las diferencias mds importantes son: propiedades de transformacién diferentes
bajo transformaciones de norma, espectro y funciones de onda diferentes y la existencia
de una carga quiral invariante de norma conservada. Sin embargo, las caracteristicas de
solucién bdsicas son las mismas: la transformacién de Sugawara del término fermiénico
lineal del hamiltoniano y ia rotacién de Bogoliubov del hamiltoniano completo. Los re-
suitados que hemos obtenidu no sou sviprendentes si pensamos én 1a situacién andloga
de una ecuacién diferencial sujeta a diferentes condiciones de froatera, dictadas por la
eleccion de diferente topologia en el espacio correspondiente.

La primera consecuencia de la compactificacién del modelo es que el tnico grado de
libertad electromagnético ¢ es invariante bajo ambos tipos de transformaciones de norma,
grandes y pequefias. Todas las consecuencias extras del modelo se siguen direclamente
de esta invariancia. En particular, esto implica la invariancia de norma de los valores
propios individuales ¢, del hamiltoniano en el espacio de Fock fermidnico, lo cual lieva
subsecuentemente a ia invariancia de norma completa de los operadores fermidnicos a,, by.
Estas propiedades tienen que ser contrastadas con el caso no compacto, donde €, = €p41
¥ @p = Oyt by = By bajo transformaciones de norma grandes.

En cuanto a los espectros de los modelos. En el caso no compacto tenemos un con-
junto infinito de sectores etiquetados por el entero N, los cuales estdn conectados me-
diante transformaciones de norma grandes. Los correspondientes modos cero en cada

-sector tienen energfas dadas por (n +1/2)e/y/m,n=0,1,2,..., independientemente de

las etiquetas N, siendo asf infinitamente degenerados. Es precisamente esta propiedad

la que hace necesaria la introduccién de los vacios §. En el caso compacto, los sectores
etiquetados por N, correspondientes a los valores propios 2N de (s, est4n también pre-
sentes. Ellos estdn conectados a través de los operadores j,_, j_,. Sin embargo, debido a
las condiciones de frontera (1.91) y (1.92) las energfas de los modos cero correspondientes
dependen de la etiqueta N y son no degenerados como puede verse en las Figs. 2 y 3.
De hecho, el estado de minima energfa corresponde al sector N = 0 y es el estado base
del modelo. Asi, no es necesaria la introduccién de vacfos 8 en el modelo. Los estados
excitados se construyen mediante el mismo procedimiento en ambos casos: por aplicar
los operadores de asenso (j+™)' a los estados del modo cero. Sin embargo, su accién
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produce tanto vectores propios corno valores propios que son diferentes respecto al caso
no compacto. Dado que el espectro de los modos cero no estd igualmente espaciado, ésto
no nos permite una interpretacién de partfcula en el modelo compacto, como si ocurre
para el caso no compacto.

Finalmente mencionemos nuevamente que para una L # 0 dada, las condiciones de
frontera para el modelo compacto (ecs.(1.91) y (1.92)) y aquellas del caso no compacto
(ecs. (3.15) de la ref. [5], o ec. (48) de la ref.[8]) no pueden ser conectadas continuamente
entre ellas. Por tanto ningiin modelo puede ser obtenido del otro mediante un adecuado
proceso de limite, enfatizando una vez més que la condicién de compactificacién produce
un raodelo de Schwinger que es diferente del modelo standard.

Para finalizar, mencionemos las publicaciones en las cuales han aparecido los resulta-
dos de las investigaciones presentadas en este capitulo.

Articulo

R. Linares, Luis F. Urrutia and J. D. Vergara.

Eract Solution of the Schwinger Model With Compact U(1).
Mod. Phys. Lett. A16 (2001) 121-133.

e-Print Archive: hep-th/0103057.

Manuserito

R. Linares, Luis F. Urrutia and J. D. Vergara.
Hamiltonian Solution of the Schwinger Model With Compact U(1).
ICN-UNAM-00-15, Oct 2000. 37pp. e-Print Archive: hep-th/0010114.

Publicaciones en memeorias

1. R. Linares, L. F. Urrutia and J. D. Vergara.

The Doubly Compactified Schwinger Model.

In Particles and Fields, Eight Mexican School.

Ed. J. C. D*Olivo, G. Lépez-Castro and M. Mondragdn.
ATIP Conference Proceedings 490, New York, (1999) 364-368.

2. R. Linares, L. F. Urrutia and J. D. Vergara.

Doubly Compacted Schwinger Model.

In JHEP Proceedings, Third Latin American Symposium on High Energy Physics.
Ed. Enrico Nardi.
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Figura 1.1: Los potenciales Viy(c) en el modelo de Schwinger compacto
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Figura 1.2: La solucién numérica para los parimetros aon(!), para N = 0,1,2,3 y un
valor dado de {. Las energias son £y no = —(e//T) ao,n
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Figura 1.3: Solucién mimerica de a,n({), con N = 0,1y o =1,2, para un valor dado de
!. Las energias son £, v o = —(€/+/7) Ga,N
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Capitulo 2

Cuerdas y Supercuerdas

Asi como la particula describe una linea de mundo cuando ésta evoluciona en el tiempo,
la cuerda describe una hoja de mundo de dimensiér d = 2 que pude ser descrita en
términos de dos pardmetros £ = (7, o). En ambos casos se pide que las cantidades Hsicas
tal como la accién, dependan sélo del encajamiento de la linea (hoja) de mundo en el
espacio-tiempo de dimensién D y no de la parametrizacién. No sélo es atractivo que
estas teorias tengan esta propiedad, sino que es necesaria para poder construir una teoria
cudntica relativista consistente (una exposicién completa de las caracteristicas basicas de
la teorfa de cuerdas, puede encontrarse por gjemplo en [1, 2, 3]).

La teoria de cuerdas relevante involucra supersimetria. Existen dos maneras dife-
rentes de implementar supersimetria en teoria de cuerdas, las cuales son equivalentes
cuanticamente. La primera de ellas tiene su origen en la interpretacién de la accién de
Polyakov como una teoria de campos bosdnicos de dos dimensiones que describe D campos
escalares X* acoplados a gravedad, siendo esta accidn invariante bajo cambios de coorde-
nadas en la hoja de mundo. Es posible aumentar esta simetria a una supersimetria local
en la hoja de mundo al introducir los compaifieros supersimétricos A, y ¥* de la métrica
gi; ¥ de los campos escalares X* respectivamente. Aqui, A, es un campo espinorial de dos
dimensiones y espin 3/2, mientras que 3" es un vector de dimensién D y un espinor de
dos dimensiones. En este modelo los 1inicos grados de libertad los constituyen el “super-
multiplete de materia® (X*#,¢*). Los campos de supergravedad (gi;, Az), Son norma pura
en dos dimensiones. Esta formulacién de la cuerda fermiénica lleva al modelo de Neveu-
Schwarz-Ramond (NSR) [4, 5. El principio de accién que surge de este modelo tiene una
supersimetria en la hoja de mundo (N = 1) y produce una teoria de cuerdas consistente
con dimensién critica D = 10. Cuando se cuantiza esta teoria aparece un taqui6n en su
espectro, pero al truncar el espectro en una manera propuesta por Gliozzi, Scherk y Olive
{GSO) [6], se elimina entre otros estados el taquién y se obtiene supersimetria en el sentido
del espacio-tiempo de dimensién D} = 10, con una o dos supercargas de Majorana-Weyl
{N =1 o N = 2) dependiendo de la eleccién de las condiciones de frontera. A pesar de
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que el formalismo de (NSR) es simple y elegante, y puede ser cuantizado covariantemente
y candnicamente, €l hecho de que la supersimetria en el espacio-tiempo, la cual estd en
€l corazén de muchas de las propiedades inportantes de la teorfa de cuerdas, no sea ma-
nifiesta en esta formulacién, Ilevé a buscar un formalismo que diera origen a la misma
teoria, pero que esta vez la supersimetria en el espacio-tiempo fuera explicita.

La segunda manera de introducir supersimetrfa se basa en el hecho de que la cuerda
bosénica es invariante bajo transformaciones globales de Poincaré en I} dimensiones. Es
posible aumentar esta simetrfa a una invariancia global bajo el supergrupo de Poincaré,
lo cual lleva a la supercuerda de Green y Schwarz (GS} [7]. En esta formulacién la su-
persimetria en el espacio-tiempo es obvia y las condiciones GSO estin automiticamente
incorporadas sin realizar ninguna truncacién. El principic de accién en este caso puede
involucrar una o dos supercargas de Majorana-Weyl (N =1 o N = 2} y produce teorfas
de cuerdas consistentes de dimensidn critica D = 10.

La equivalencia entre estas dos formulaciones se hace en la norma del cono de luz.
Para la cuerda fermiénica (NSR) se conoce su cuantizacién covariante en el espacio de
Minkowski, mientras que para la supercuerda de (GS) no se ha podido desarrollar esta
cuantizacién de forma satisfactoria. Recientemente ha habido un creciente interés en de.
sarrollar la cuantizacién covariante de ia supercuerda de {GS) [8]. Existen varios motivos
para hacer esta cuantizacién, como en cualquier teoria es deseable tener explicitas todas
las simetrias con el objetivo de reducir la vantidad de céleulos y simplificar cnalquier
cancelacién que venga de la simetria. Un motivo adicional es el deseo de construir una
accién cuantizable para un modelo ¢ en espacios-tiempo de fondo curvos con flujo de
Ramond-Ramond, el ejemplo més importante lo constituye la teoria de supercuerdas IIB
en el espacio-tiempo AdSs % S5. El interés de cuantizar esta teoria proviene de la corres-
pondencia AdS/CFT, la cual establece la equivalencia entre la teoria de cuerdas IIB en
un espacio AdSs x S5 y una teorfa de Super Yang Mills con N = 4 [8]. La formulacién
clisica de la supercuerda de (GS) en el espacio-tiempo de AdSs x S5 ha sido construida
recientemente [10] y se han realizado avances para su cuantizacién en el cono de luz {11).

Muchos intentos para cuantizar covariantemente la supercuerda comienzan en la versién
clasica de la accién de (GS) con invariancia de super Poincaré. Las caracteristicas bésicas
de esta versién (como veremos detalladamente en este capftulo) son una invariancia bajo
reparametrizaciones en la hoja de mundo y una simetria local fermiénica llamada simetria
x. Cuando se hace el andlisis candnico de la teorfa aparecen ademé4s de las constriccio-

- --—- -—— nes.de primera.clase que generan la invariancia bajo reparametrizaciones, constricciones
fermidnicas reducibles de primera y segunda clase [12]. Es esta reducibilidad de Ias cons-
tricciones, la que estd en ¢l fondo del problema de la cuantizacién.

Una propuesta de cuantizacién estd basada en fijar las simetrias fermidnicas en la
norma del “semi cono de luz” {13, 14], esta norma tiene la caracteristica de preservar
la supersimetria del espacio-tiempo y simplificar la expresién de la accién original. Sin
embargoe, ain esta accién simnplificada no puede cuantizarse ficilmente debido a que el
propagador fermiénico no estd bien definido. Por esta razén, no ha sido posible utilizar
esta aproximacién para calcular amplitudes de dispersién, excepto en un cierto limite que
reproduce los célculos en la norma del cono de luz [15). Otra propuesta para cuantizar
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covariantemente la accién de (GS) se basa en reemplazar las constricciones fermi6nicas de
segunda clase por un conjunto apropiado de constricciones de primera clase [16], algunas
veces utilizando variables arménicas [17, 18, 19] las cuales hacen covariante la eleccién
de norma del “serni cono de luz”. Sin embargo, a pesar de numerosos intentos en esta
direccién [20, 21, 22, no fue posible encontrar conjuntos apropiados de constricciones
de primera clase que permitieran un célculo covariante de las amplitudes de dispersién.
Recientemente mediante la introduccién de variables espinoriales adicionales en el espacio
tiempo se mostré en [8], una forma en la cual se pueden calcular amplitudes de dispersién
de manera covariante y se hacen avances en la cuantizacién en la norma del cono de luz
para la supercuerda en el espacio-tiempo AdSs x Ss. Sin embargo la dltima palabra en
este problema no ha sido dicha aiin.

Otra propuesta de cuantizacién va en la direccién de trabajar directamente con las
constricciones fermiénicas reducibles. El primer paso es separar de manera covariante
las constricciones fermiénicas en constricciones de primera y segunda clase, introduciendo
para ello operadores de proyeccién covariantes. En el caso de la supercuerda de (GS) este
proyector puede construirse en términos de las variables originales [23]. Una vez realizada
la separaci6n, el problema a resolver es el de un sistema con constricciones infinitamente
reducibles. Ha habido varios esfuerzos en esta direccién [24], pero el problema no tiene
hasta ahora una solucién satisfactoria. Bésicamente los problemas surgen debido a que
cuando las constricciones de primera clase son reducibles aparece una torre infinita de
fantasmas para los fantasmas [25]. Mientras que la reducibilidad en las constricciones de
segunda clase (ademés del problema de la realizacién cuntica) implica que los paréntesis
de Dirac obedecen la identidad de Jacobi tinicamente en la superficie de constricciones
de segunda clase [26]. Recientemente en [27] se ha propuesto una accién equivalente a la
accién de (GS) en la cual las constricciones fermidnicas son separadas de manera cova-
riante y las constricciones de primera clase que surgen de esta separacién son irreducibles.

En este capitulo daremos una introduccién a la accién de supercuerdas de (GS).
Es comiin por simplicidad discutir primero la formulacién de cuerdas bosénicas, para
pasar después a la formulacién supersimétrica. Aqui se utiliza esta forma de exposicidn.
Comenzaremos a manera de introduccién exponiendo brevemente dos diferentes acciones,
equivalentes cldsicamente, que se utilizan para describir la dindmica de la particula pun-
tual relativista. A continuacién expondremas diferentes acciones también equivalentes
clasicamente que describen la dindmica de la cuerda relativista. En ambos casos discu-
tiremos la equivalencia entre las acciones y pondremos énfasis en sus simetrias. Presen-
tamos después el andlisis canénico de las diferentes acciones de cuerdas bosénicas. Ter-
minaremos la parte bosénica obteniendo las transformaciones de norma infinitesimales
para una de las acciones de cuerdas (accién de Polyakov), utilizando para ello el método
de! hamiltoniano extendido [28). Existen varias referencias donde se trata la formulacién
hamiltoniana de alguna de las acciones de cuerdas bos6nicas que aqui se discuten (por
ejemplo [29, 30, 31, 32]), nuestra contribucién a este desarrollo es la obtencién de las trans-
formaciones de norma a través del método canénico. Una vez hecho el anlisis bosénico,
pasamos al an4lisis supersimétrico. Comenzaremos discutiendo la forma en que se obtiene
la accién de supercuerdas de (GS). Veremos que es posible tener acciones supersimétricas
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que involucran una y dos supersimetrias. Se incluye una discusién de la forma en que
se construye la accién de cada una de las cinco teorfas de supercuerdas consistentes que
se conocen. Después de ésto se realiza un andlisis detallado del formalismo canénico de
la supercuerda con dos supersimetrias. Mostramos que la supercuerda es un sistema con
constricciones reducibles y eliminaremas las constricciones de segunda clase introduciendo
el paréntesis de Dirac. Existen algunas referencias donde se discute la formulacién ha-
miltoniana de la supercuerda [12, 23], sin embargo, la discusién hecha en [12] sufre de
inconsistencias [33], mientras que en (23] la discusidn es incompleta. En este capitulo
completaremos este andlisis.

2.1 Particula relativista

Consideremos el movimiento de una particula puntual de masa m en un campo
gravitacional, o matematicamente, en una geometria Riemanniana curva descrita por el
tensor métrico G,,. Asumimos que la métrica tiene un valor propio negativo y D 1
valores propios positivos, lo cual corresponde a la signatura Minkowskiana de un espacio
tiempo de D dimensiones.

Dicho movimiento estd caracterizado por un vector de Lorentz de L) componentes X*
y el principio de accién que lo describe es bien conocido. Este es proporcional al invariante
de longitud {tipo tiempo) de la linea de mundo

S= —mfds, 2.1)
donde el invariante de longitud estd dado por
ds® = =G (X)dX*dX". (2.2)

Supongamaos que la trayectoria cldsica estd escrita como X#(r}, donde r es un pardmetro
auxiliar que etiqueta los puntos a lo largo de la linea de mundo. Entonces (2.1) puede ser

escrita en la forma
S\ [X#(r)] = —m f dry/-xz, (2.3)

— Tdonde T T — " — = e

ne dX#dX"

X =GulX) dr dr’

El principio de accién (2.3) tiene una propiedad muy importante. Es invariante bajo

reparametrizaciones = — 7/(r) de la trayectoria de la partfcula. Por tanto la ecuacién

(2.3) caracteriza realmente la linea de mundo de la partfcula y no una eleccién particular

de las coordenadas. Matemdticamente se tiene que para cualquier funcién monoténica
7'{7), las dos trayectorias X y X* son las mismas

(2.4)

X'(7'(1)) = X*(7), {2.5)
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o en forma infinitesimal .

dXP(T) = nX*¥(1), (2.6)
donde n{t) es un pardmetro infinitesimal que depende arbitrariamente de 7. Sin embargo,
la raiz cuadrada en la accién es un tanto inconveniente, ademds, la férmula no aplica a
particulas no-masivas. Para superar estas dificultades es conveniente introducir una coor-
denada auxiliar ¢(7), la cual puede ser interpretada como un ‘einbein’ para la geometria
unidimensional de la linea de mundo. En términos del ‘einbein’, la accién (2.1) puede ser
reexpresada en la forma equivalente cldsicamente

Salx*(r), 0] = 5 [ drle™ X2 = mie). (27)

Esta nueva accién es invariante bajo reparametrizaciones si ademds de (2.5), el campo
auxiliar ¢ transforma de la siguiente manera

()7’ = p{r)dr. (2.8)

InﬁnltESlma.lmente esta transfol lnaﬁcléu €5
d(p ﬂ(P o

La equivalencia cldsica entre ambas acciones puede establecerse si se resuelve la ecuacién
de movimiento para

X4 p’m? =0, (2.10)
y se sustituye en (2.7), con lo cual se recobra la accién (2.3). La accién (2.7) también
es aplicable al caso no masivo. De manera comparativa, a pesar de que S, y S son
equivalentes cldsicamente, es dificil darle sentido a ) en una integral de trayectoria debido
a su forma complicada con derivadas dentro de la rafz cuadrada. Por otro lado, Sz es
cuadréitica en las derivadas y su integral de trayectoria puede ser evaluada. Asi, en
mecdnica cudntica la propagacién de las particulas puede ser descrita por integrales de
trayectoria de la forma

[ DXDeexpisa(X,0), (2.11)

donde la simetrfa de norma de la accién (2.7) tiene que ser incorporada a dicha integral.

2.2 Cuerdas bosdnicas

2.2.1 Accidén de Nambu-Goto

Una cuerda es un objeto extendido de una dimensién . La historia de mundo de la
cuerda es una superficie de dos dimensiones (cominmente llamada hoja de mundo) en el
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espacio-tiempo. La generalizacién natural del caso de la particula es postular que una
cuerda libre (con extremos libres si ésta es abierta), est4 descrita por una superficie con
las siguientes propiedades:

1.- La superficie es tipo tiempo, esto es, posee en todo punto direcciones tipo tiempo
y tipo espacio (excepto posiblemente en la frontera).

2.- Tiene drea extrema.

Al igual que para la particula, es conveniente usar una descripcién paramétrica de la
cuerda. Esta tiene entre otras propiedades la virtud de producir un formalismo explicita-
mente covariante. Las ecuaciones paramétricas de la hoja de mundo de la cuerda son
X# = X*#(£%), donde £ con i = 0,1 son las coordenadas de la hoja de mundo y X* con

=0,1,...,D~ 1 son las coordenadas del espacio-tiempo, Se asume que &= (r,0) e
una buena. pa.rametnzamén en el sentido que los vectores tangentes 8X¥#/dr y dX*# (0o
son en todo punto linealmente independientes y no nulos. Mds ain, se asume que 8X* /07
es tipo tiempo (o nulo) y que 8X# /8¢ es tipo espacio.

El encajamiento de la hoja de mundo induce una métrica sobre la superficie X*(£7),
dada explicitamente por

gxX*axv
B B
La métrica e del espacio-tiempo de fondo en el cual la cuerda estd sumergida, la tomare-
moes plana. Esta puede ser curva sin alterar la teoria cldsica de una manera esencial, sin
embargo, la curvatura lieva a complicaciones serias en la teoria cudntica que no han sido
resueltas completamente. Esto motiva la eleccidén anterior. Se tiene asi que la accidn inva-
riante bajo reparametrizaciones més simple es la llamada accién de Nambu-Goto [34, 33],
la cual es proporcional al 4rea de la hoja de mundo

hi = (2.12)

SwolXH(€)) = T [ P&V~ (2.13)

donde h = det h;;. La constante de propercionalidad T estd dada por la tensién y tiene
las unidades necesarias para que la accién sea adimensional [T] [masa)?.
L.as simetrfas de esta accibén son:
1.- El grupo de isometria del espacio-tiempo plano, esto es, el grupo de Poincaré de
D-dimensiones
X'B(r,0) = A X" (1,0) + @*, (2.14)

con A¥, una transformacién de Lorentz y a# una traslacién. — — — — — ——

2.- Invariancia de coordenadas en la hoja de mundo, cominmente llamada invariancia
bajo difeomorfismos. Para nuevas coordenada.-s (7'(r,0),0'(,0)), la transformacién de
simetria se expresa en la forma

X"u(‘r',a") = X¥(r, G’). (2_15)
Infinitesimalmente esta transformacién es
IX¥# = gf g, X*, (2.16)
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donde n' representa dos pardmetros infinitesimales.

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen a partir de esta accién para las coor-
denadas X* son

8 (V—hh¥3;X") = 0. (2.17)

La accién de Nambu-Goto es andloga a la accién de la particula Sy (2.3}, la cual contiene
derivadas dentro de la rafz cuadrada. Desde el punto de vista de la hoja de mundo, la
ecuacién (2.15) define a X*(1,0) como campos escalares, con p visto como un indice
interno.

2.2.2 Accién de Schild

Como en ¢l caso de la particula, la accidn (2.13} es inconveniente para trabajar debidoa
la raiz cuadrada. Existe otra accién para describir cuerdas que es equivalente cldsicamente
a la accidén de Nambu-Goto, ésta se obtiene al introducir un campo auxiliar ¢ de la misma
forma como se hizo para el caso de la particula relativista

SolX¥(E), ()] = 5 [ € (¢7h=T7). (2.18)

Esta accién se le conoce con el nombre de accién de Schild [36). Una propiedad de esta
acci6n es que se puede obtener e] limite de tensién nula T — 0 que corresponde al limite
ultra relativista de la cuerda. El andlogo de esta accién en el caso de la part{cula relativista
es evidentemente la accién S; {2.7).

La equivalencia clasica entre las acciones Ss ¥ Sy se obtiene al resolver la ecuacién
de movimiento para el campo auxiliar ¢

h+T?? =0, (2.19)

y sustituir el campo ¢ en (2.18).
Las simetrias de esta accidén son:
1.- El grupo de Poincaré de D-dimensiones

X%(r,0) = ALX"(r,0)+a",
¢(r,0) = olr0). (2:20)
2.- Invariancia de coordenadas en la hoja de mundo

xX#(r,d) = X*r0),

P, @) = o(r,0)d. (2.21)
De manera {I;ﬁnitesimal, la invariancia en la hoja de mundo se expresa como
§X* = n'8,X*,
dp = Oi(n'y)- (2.22)
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La ecuacién de movimiento que se obtiene para los campos X* a partir de esta accién es
8 (¢~ hhT8;X*) = 0, (2.23)

asi al combinar esta ecuacién con (2.19) se obtiene la ecuacién de movimiento (2.17).

2.2.3 Accién de Polyakov

Existe otra accién para evitar que las derivadas de los campos X* estén dentro de la
rafz cuadrada. Esta accidn también es clisicamente equivalente a la de Nambu-Goto y
tiene como caracterfstica ser cuadrética en las derivadas de X*#

So(x4(6), 0(e)) = = [ Pev=aahs; (224)

Aqui g;;{€) es tratada como una variable independiente y representa la métrica intrinseca
de la hoja de mundo, en principio, sin relacién con la métrica inducida hy;, la signatura
de gi; es (+,—)} y g = det gi;. Con la introduccién de gy, el principio de accién depende
de D + 3 campos. Histéricamente esta accién fue propuesta por Brink, Di Vecchia y
Howe [37] y por Deser y Zumino [38], en el camiuu para enconirar una accidn que tuviera
supersimetr{a local en la hoja de mundo. Sin embargo fue Polyakov [39] el que enfatizd las
virtudes de esta accién cuando se cuantiza mediante el formalismo de integral de trayec-
toria.

Para obterer la equivalencia de esta accién con Syg, se utiliza la ecuacién de movi-
miento de la métrica g;;

1
hij = Egijguhkl =0, {2.25)
a partir de la cual se encuentra la relacién
hij(—h)™V2 = gii(—g) M2, {2.26)

Sustituyendo esta ecuacién en la accidén de Polyakov obtenemos la equivalencia entre las
acciones (2.13) y {2.24).
Las simetrias de la accidén de Polyakov son las siguientes:

—  1-Invaniancia de Poincaréde D:dimensiones— =—— = ——— - — o mm e ..

X"®(r,0) = A®X*(r,0) +a?,
gii(r:0) = gij(r,0). (2.27)
2.- Invariancia bajo difeomorfismos
X%(r,a") = X*(r0),
agrk F;) o
e () = au(r,0), (2.29)
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para nuevas coordenadas £ (o, 7).
3.- Invariancia de Weyl de 2 dimensiones

X'"#(r,0)

95,- (r,0)

X#(t,0),
exp(2w(r, 0)}gii(7, o), (2.29)

para w(r, o} arbitraria.

La invariancia de Weyl es un reescalamiento local de la métrica intrinseca de la hoja de
mundo y no tiene andlogo en la accién de Nambu-Goto. Esta simetria se puede entender
si se observa que la ecuacién (2.26) utilizada para relacionar las acciones de Polyakov y
Nambu-Goto, no relaciona a g;; con h;; de manera \inica, sino s6lo hasta un reescalamiento
local

gii(1,0) = B(1,0)hij(7, 0), (2.30)
donde B{£) es una funcién arbitraria. Asi, las métricas relacionadas por una transfor-
macién de Weyl corresponden al mismo encajamiento de la hoja de mundo en el espacio-
tiempo. Esta es una redundancia extra de la acci6én de Polyakov, en adicién ala invariancia
bajo difeomorfismos.

De manera infinitesimal, las simetrias en la hoja de mundo se expresan como

¢X* = nia,'X”,
dgi; 7°0kgi; + Oin®gx; + 0" g + 2wgis. (2.31)

ll

La variacién de la accién respecto a la métrica define el tensor de energia-momento

_ 2 465p 1 ki

Ti(mo) = ~ =567 T (h.-,- — 5959 hu) : (2.32)
Este tensor es conservado V;T% = 0, como consecuencia de la invariancia bajo difeomor-
fismos. Mientras que la invariancia de Sp bajo transformaciones de Weyl implica que el
tensor es de traza nula, ya que

4L y
JSP = jd’f‘ag—::ég,_, = - /d‘r\/ —ngUg‘oJ- (233)

conlocual 6§ =0=T%=0.
La ecuacién de movimiento para el campo X* es

8(v/=3998,X*) = 0, (2.34)

con lo cual las ecuaciones (2.30) y (2.34) juntas, son equivalentes a (2.17).

Como hemos visto, la accién (2.24) se refiere simult4neamente a dos espacios dife-
rentes: el espacio de dos dimensiones de coordenadas £ y el espacio de Minkowski de
D dimensiones y coordenadas X*. Este dltimo espacio es el espacio cociente del grupo
de Poincaré y el grupo de Lorentz. Los campos X#(£') son un mapeo del primer al se-
gundo espacio. Los mapeos que extremizan la accién (2.24) son conocidos como “mapeos
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arménicos” en la literatura matem4tica, la expresién (2.24) es llamada la “funcional de
energfa”. En la literatura fisica, dicho modelo es llamado un “modelo o™!.

La interpretacién de la accién como un modelo ¢ minimiza el significado geométrico
de la accién de Nambu-Goto (4rea) y se enfoca més en su aspecto como teoria de campo.
Este punto de vista es particularmente 1itil cuando se discuten cuerdas en espacios-tiempo
curvos y supercuerdas. Desde este punto de vista, la accién de Polyakov representa D
campos escalares de Klein-Gordon no masives acoplados a la métrica g;; y la invariancia
de Poincaré es una simetr{a interna que actiia sobre los campos para 7 y o fijos.

2.3 Formulacion canonica de cuerdas

2.3.1 Accién de Nambu-Goto

Para construir la formulacién hamiltoniana de la accién de Nambu-Goto necesitamos
calcular primeramente el momento canénico asociado al campo X*. De la accién (2.13)

se obtiene
Alwe

T 3 i H = N ar
Bu=3xw = gopthe ke ~huku), (2.39)

donde estamos utilizando 1a notacién usual 3,X = X y §,X = X’. De esta expresién
del momento obtenemos que el hamiltoniano canénico es nulo (H, = 0) y que existen
dos constricciones primarias {(una exposicién completa del método hamiltoniano de Dirac
puede encontrarse en [40])

171
"= (TP“P,. +T h.l) ~0, (2.36)
Hi = PX"™ 0. (2.37)
Tenewmos pur 6o que 16 expresidn del hamiltoniane tatal es en este casn

HrlX*, Py M X = [do (3 +2) (2.38)

donde A y A son multiplicadores de Lagrange asociados a las constricciones, Dado qiie
el 4lgebra de constricciones primarias es cerrada
{H[f], H[g]} = Hlfd -39/
{H[f], H[g]} = H[fd' - gf), (2.39)
{Hif], Hilgl} = Hilfd - gf],

!No se debe confundir el nombre del modelo, con la notacién que estamos utilizando para denotar una
de las coordenadas de la hoja de mundo.
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(donde H[f] = fdof(r,o)H(r,0) y andlogamente para H,[f] } concluimos que éstas son
de primera clase y que no aparecen mds constricciones en el formalismo hamiltoniano.
Por tanto, para esta accién, la expresién del hamiltoniano extendido coincide con la del
hamiltoniano total (Hz = Hr).

El conteo de grados de libertad en este caso es como sigue. Hay 2D campos (X*, F,)
en el espacio fase y 2 constricciones de primera clase (¥, H,). El niimero de grados de
libertad de la cuerda bosdnica es entonces (2D —4)/2 =D - 2.

2.3.2 Accidén de Schild

Dado que en la accién de Schild (2.18) tenemos dos tipos de campos, tendremos dos
tipos de momentoes. El momento canénico asociado al campo ¢

0, (2.40)

es una constriccidn primaria, mientras que el momento canénice asociado al campo X#

es
0Ls _ 3
M = 237; = l(h.o]_XL - h”X“)- (2.41)
De esta expresién del momento canénico se obtiene la constriccién primaria

Hi = P,X" n 0. (2.42)

La expresidn del hamiltoniano candnico es en este caso

%
o= — —_— 2.43
H, deahu’H, (2.43)
donde L/1
H= 5 (TPFP“ +T h“) . (2.44)
Mientras que la expresién del hamiltoniano total es
T
Hy =~ [do (-—"”7{ #AHy + Awnw) , (2.45)
hll

donde A} y A, son multiplicadores de Lagrange asociados a las constricciones.
Al requerir que la constriccién II, se mantenga en el tiempo

Mo[f] = {T,[f], Hr} = 0, (2.46)

se obtiene que A es una constriccién secundaria. Nétese que las constricciones H y Hy
coinciden con las constricciones obtenidas para la accién de Nambu-Gote, con la diferencia
que en ese caso ambas aparecen como constricciones primarias, mientras que aquf sélo #;
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aparece como constriccién primaria y A aparece como una constriceién secundaria, Por
tanto, el 4lgebra entre estas constricciones es nuevamente {2.39)

(HIf, B} = Hlfd-of)
(H(f), Hlgl} = HIfd - 9f],
(H[fl, ulgl} = Hilfd —of).

Las tres constricciones (II,, # y 1) son de primera clase debido a (2.39) y a que el
paréntesis de Poisson de cualquier constriceidn con II, es cero. Por tanto la evolucién
de la constriccién H no dard origen a una nueva constriccién. El conteo de grados de
libertad para estd accidn es como sigue, tenemos 2(D + 1) variables en el espacio fase y 3
constricciones de primera clase, por lo tanto tenemos (2(D 4+ 1) —2 x 3)/2 = D —2 grados
de libertad por punto.

2.3.3 Accién de Polyakov

Para la construccién de la formulacién hamiltoniana de la accién de Polyakov, calculamos
ios momentos candnicos asuciadus a los campos X* y g,,. A partir de éstos se obtienen

tres constricciones primarias que denctaremos con la letra ¢

oL is
P, = a)'(: = -T/"gg"a,X,, (2.47)

a
¢l = ——EP =1r°°s:-'.,0,

Bdoa

9L oL

= — =1 a0, 2.48

¢‘2 Bgm ( )
¢3 = BE_P = ﬂ“ = 01

n

y el hamiltoniano candnico cuya expresidn es

. He=[do (V ( —P,P*+TX! X"‘) L %up X"‘) (2.49)
2010 —ar =
El anélisis de Dirac produce dos constricciones secundarias
171
g = 2 (—-P PH +TX'X"‘) =H =0, {2.50)
¢ = PX*=H =0, (2.51)

y ninguna terciaria. Nétese que estas dos constricciones secundarias coinciden con las
2 constricciones primarias de la accién de Nambu-Goto. Por tanto el dlgebra de estas
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constricciones es nuevamente (2.39)

{H[f].Hlgl} = Hlfd —af,
{Hifl, Hlal} = Hlfd ~3f],
{H\{f], Hilg]} = Hilfg' —gf

Los paréntesis de Poisson restantes son cero, por lo que las cinco constricciones son de
primera clase. El conteo de grados de libertad en este caso es como sigue, tenemos
2(D + 3) variables de campo en el espacio fase y 5 constricciones de primera clase, por lo
que tenemos (2(D 4 3) — 2 x 5)/2 = D — 2 grados de libertad por punto.

2.4 Transformaciones de norma

En esta seccién obtendremos la expresién de las transformaciones de norma a partir
del hamiltoniano extendido, utilizando para ello el algoritmo desarrollado en [28]. En
esencia, este algoritmo da una relacién precisa entre las transformaciones de norma en
forma lagrangiana y hamiltoniana, para cualquier teoria de norma. En [28] se mostré que
para definir las simetrias de norma lagrangianas, los coeficientes de las constricciones de
primera clase en el generador hamiltoniano de las transformaciones de norma deben satis-
facer un conjunto de ecuaciones diferenciales. Estas ecuaciones involucran, en general, los
multiplicadores de Lagrange. Su solucién contiene tantas funciones arbitrarias del tiempo
como constricciones primarias de primera clase. Si n es el nimero de generaciones de
constricciones (primarias, secundarias, terciarias...), las funciones arbitrarias aparecen en
la solucién general junto con sus derivadas temporales sucesivas hasta de orden n — 1.
Como resuitado final este andlisis nos provee de (i) una manera sistemdtica de derivar
todas las simetrias de norma de un lagrangiano dado y (ii) un criterio preciso para contar
los grados de libertad fisicos de una teoria de norma, directamente de la forma de las
transformaciones de norma en forma lagrangiana. Un exposicién detallada de este algo-
ritmo aplicado a varios ejemplos concretos puede encontrarse en [41].

Aqui, aplicaremos este anélisis al caso de la accién de Polyakov. Para las otras dos
acciones que hemos discutido (accién de Nambu-Goto y Schild), la aplicacitn de este al-
goritmo es similar.

La expresién de la accién extendida para el lagrangiano (2.24) es

Sg = /Cﬂf [ng?fij +X'UP,‘ - (-;g +/\4) H- (& +)\5) Hi
gu gu

—x® = a0 - N3], (2.52)

mientras que el generador de las transformaciones de norma de esta accion extendida estd
dado por
G = [ do(ulds +Wb2+ s+ 1'u+ 155). (2.53)
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Como hemos mencionado, no todas las funciones j en el generador son independientes.
En este caso s6lo tres de ellas lo son, ya que tenemos tres constricciones primarias de
primera clase. Para construir las expresiones de las ecuaciones diferenciales que satisfacen
estos coeficientes, necesitamos obtener las funciones de estructura V,%(u4), las cuales se

obtienen de la ecuacién
{He, 6alu]} = V5 (u*)ds. (2.54)

Para la accién de Polyakov el fndice A = {0, ...,5} y las funciones de estructura V, & (u4)
diferentes de cero son

Vit = _T\}T—gﬂlr (2.55)

w?) = gug“\;_wp?, (2.56)
W = i, (2.67)
Vi) = i‘:ﬁ (2.59)
V) = ot —aer) (22), (2.60)
VW = ot -ut) (LF), (261)
V) = (@ —usa,)(‘f) (262
V¥ (1) = (8, ~ 1°8,) (gm) (2.63)

Las dos ecuaciones diferenciales que satisfacen estos coeficientes estdn dadas por {28]

1 D v—
- “ Sp + {8 Hr} + (4°8, - 0,14°) (g‘") ('3, - a,;ﬂ)( ) (2.64)
g gn m gu

1 1,90 2 ( -9 900 ) 3
- + - o
2\/ P ae o 2quv-g)"
D =
“ 7+ {0 e} + (59, ~ 0p) (g‘“) + (6%, — ;) ("ETQ) (2.65)

Si elegimos los tres coeficientes independientes u*, u* y u® en términos de los tres pardmetros
independientes 1% 5! y w en la forma

B = 78 + 2017 gy + 2ot (2.66)
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4 (] \/:'? (267)

B =7 911,
Bo= (2.68)
qu

obtenemos la expresién de u! y p? en términos de 0 y w a través de las ecuaciones
diferenciales (2.64) y (2.65)

1

5 78ig00 + 2007 gio + 2wg00,
2

wo= ’]i igo1 + Boﬂiyn + alﬂigiﬂ + 2wgn.

ll

Se completa asi la expresién del generador de las transformaciones de norma (2.53). Uti-
lizando este generador podemos recobrar la expresién de las transformaciones de norma
infinitesimales (2.31) en la hoja de mundo para la accién de Polyakov, a través de un
método candnico

sX* = {X*,G}=n'8X",
69 = [95,G) = 1"0gi; + B + 85 g + 2wgij.

Nétese que este anélisis est4 de acuerdo con lo que hemos mencionado al principio de la
seccién. Para la accién de Polyakov se tienen tres constricciones primarias de primera clase
con lo cual en las transformaciones de norma hay tres funciones arbitrarias del tiempo que
son 7* y w. Como se tiene dos constricciones secundarias entonces dos de estas funciones
arbitrarias aparecen en las transformaciones de norma junto con sus derivadas temporales.

Por ltimo mencionemos que es més conveniente hacer el anélisis canénico de la accién
de Polyakov en las coordenadas ADM?, estas coordenadas simplifican los célculos y son
miés adecuadas geométricamente. Sin embargo por completez, se hizo el andlisis bosdnico
en las variables originales, dejando la introduccién de las variables ADM para el andlisis
canénico del caso supersimétrico.

2.5 Supercuerdas

2.5.1 SUSY(N)/SO(D -1,1) como espacio de fondo

Los modelos o heredan sus simetrias internas del espacio de fondo. Por ejemplo, la
cuerda de Nambu-Goto {2.13) es invariante de Poincaré (globalmente), porque el espacio
de fondo es, en ese caso, el espacio-tiempo de Minkowski ordinario.

Para construir un modelo ¢ que sea invariante bajo la extensién supersimétrica del
grupo de Poincaré, necesitamas un espacio de fondo sobre el cual actie este supergrupo. El

2Fgtas coordenadas son discutidas en el apéndice B.
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—— e . XE=XH10), 8 =0(r0).

espacio apropiado resulta ser el espacio cociente del grupo de supersimetria o “supergrupo”
con N supersimetrias (SUSY(N)) y el subgrupo de Lorentz SO(D — 1,1). Esta variedad
es isomorfa al “subgrupo” de SUSY(V} que se obtiene al tomar las translaciones y las N
transformaciones de supersimetria.

La supervariedad SUSY(V)/SO({D—1, 1) puede ser parametrizada por D coordenadas
X# (las cuales satisfacen reglas de conmutacién) y ¥ espinores 8 (los cuales satisfacen
reglas de anticonmutacién) que por simplicidad supondremaos, satisfacen la condicién de
Majorana. Desde luego las coordenadas X* son las coordenadas del espacio-tiempo de
Minkowski.

La accién del supergrupo SUSY(N) sobre SUSY(N)/SO(D — 1,1) estd dada por las
translaciones

Xt 5 XMta¥,
0 - 6° (2.69}

y las supersimetrias

N
X5 S XEiY e,
a=1
& o &+, {2.70)

donde ¢* son N pardmetros espinoriales reales arbitrarios y I'* son las matrices T en D
dimensiones °. De manera adicional, las variables X* y #° transforman como vectores
y espinores respectivamente bajo rotaciones de Lorentz. Uno puede construir ficilmente
formas invariantes para las transformaciones (2.69) y (2.70). Estas son

N# = dX* — T d8, (2.711)

de. (2.72)

Un mapeo de la hoja de mundo £ = (r,0) a la supervariedad SUSY(V)/SO(D — 1,1)
queda definida al dar X* y 6° como funciones de £

B e

El “pullback” de una forma diferencial de la variedad SUSY(¥)/8O(D - 1,1) sobre el
espacio-tiempo de dos dimensiones, se obtiene al reemplazar dX* por 8;X*df y df® por
a:0°det.

3Nuestras convenciones son mostradas en el apéndice C
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2.5.2 Acciones invariantes

Con el objetivo de construir una aecién invariante consideremos primeramente el término
cinético, el cual es cuadrético en las derivadas

Si1X#,0°,g4) = -7 [ PevggI I, (274)

donde estamos tomando

M = 8, X* — i°T*5,6°, {2.75)
(I1* = M¥d¢*). En esta expresién el indice a est4 sumado sobre todas las supersimetrias.
La forma II* es invariante bajo translaciones y transformaciones de supersimetria y més
atin, rota como un vector ante transformaciones de Lorentz, de tal manera que la accién
S; es invariante SUSY.

Al principio se pensé que la accién (2.74) era la accién supersimétrica deseada. Sin
embargo, ésta no posee suficiente libertad de norma para ser linealizada en 8 (es inva-
riante solamente bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo) o a nivel de grados de
libertad se puede mostrar que ésta tiene el doble de grados de libertad fermidnicos de los
que se necesitan para que el espectro sea supersimétrico. Debido a su no linealidad, la
teorfa cuintica no ha sido desarrollada. Todo lo que se puede decir es que esta accién no
corresponde a la de la supercuerda libre. Esto significa que la expresién (2.74) es s6lo una
pieza de la accién completa.

Otra posibilidad es anadir a la expresién (2.74} términos cuadréticos en &;0° tales
como by;0°9;8°/—gg"” . Sin embargo, tales términos llevan a ecuaciones espinoriales de
segundo orden que implican la existencia de estados de norma negativa en el espectro.
Por tanto esta posibilidad es también descartada.

Esto nos deja con la posibilidad de los llamados “términos de Wess-Zumino” {42, 43],
los cuales son siempre considerados en los modelos ¢. Estos términos son invariantes
SUSY hasta una divergencia total, y asi, las ecuaciones de movimiento son invariantes.
M4s atin, estos son también cuadréticos en las derivadas de los campos y por tanto “com-
piten” con el término cinético 5.

El lagrangiano de Wess-Zumino Ls se construye determinando primero las diferentes
tres formas cerradas Hj en el espacio cociente SUSY(N)/SO(D — 1,1) que sean inva-
riante bajo transformaciones de SUSY. Estas tres formas invariantes estdn dadas por los
productos exteriores de las formas invariantes {2.71) y (2.72)

H3 = %H"HBHCHCEA, (276)

donde los indices A, B y € corren sobre las uno formas (2.71) y (2.72) mientras que las
Hepa son constantes. La tres forma (2.76) es invariante de Lorentz si las constantes
Hepa son las componentes de una cantidad apropiada que sea covarianie de Lorentz.
La tinica cantidad es (T*C~!),5Mas, donde C es la matriz de conjugacién de carga y M
€5 una matriz simétrica imaginaria pura en el espacio interno. Aqui, & y £ son indices
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espinoriales.

La matriz M,, puede ser diagonalizada por una rotacién en el espacio interno de las
coordenadas 8. Asf, se puede considerar sin pérdida de generalidad que Mgy = 0 para
a#b

El siguiente paso en la construecién consiste en pedir que Hj sea cerrada, dHy = 0.
Explicitamente se tiene que

dHy = My (df* AT#d8") A (d8* A T,d8") + (My + My)(d0' AT#d8") A (d6* AT, d6?)
+términos similares con (a,b) = (2,2), (3,3), (1,3}, etc. (2.7

Los “términos diagonales” en esta ecuacién pueden eliminarse si utilizamos la identidad
[‘,.01§2F“93 =+ I‘“Bgﬁﬁ“‘ﬂl + Fp93glr\#92 =90 (278)

la cual es valida para espinores de Majorana-Weyl en D = 10 y espinores de Majorana
en D = 3 y 4 (esta identidad también es vdlida para espinores de Weyl en D = 6, en
cuyo caso se puede hacer un andlisis similar al que aqui se hace). Sin esta identidad los
términos (d8' A T#d8') A (d8' A T',d8") no se anularfan, la condicién dff3 = 0 impondria
entonces My, = 0 (y My = May = --- = 0) lo cual implicaria H3 = 0. Por tanto, la
posihilidad de construir acciones de Wess-Zumino no triviales existe \inicamente en di-
mensiones particulares del espacio-tiempo, con espincres particulares. En lo que sigue
consideraremos casos en los cuales la identidad (2.78) es vélida.

Si sélo se tiene una supersimetria (IV = 1), entonces la identidad (2.78) es suficiente
para garantizar dH, = 0 y no hay condicién sobre M. Para N > 2, los términos mezcla-
dos en la expresién (2.77) se cancelan si y sélo si

Mg+ My =0, as#b.

Esta condicién elimina los casos N > 2, para los cuales se encuentra que Mg, = 0 para
todo @ y b. La tnica posibilidad que queda es N = 2, con M;; = — M.
Asf, la bisqueda de tres formas invariantes cerradas lleva a los siguientes dos casos

N =1, Hy=iMII* AdfAT,df, (2.79)

N=2, Hy=iM(II* Adf* AT,d6" =TI* A dF* AT;d6%);—  —(280)—

junto con los valores particulares para la dimensién del espacio-tiempo, mencionados
anteriormente. La forma H; adem4s de ser cerrada, es también exacta (H; = dB;) con

M B, = —idX* A (0'T,d0" — BT ,d8?) + §'T#d6* A BT ,de?, (2.81)

para N = 2. Para N = 1, simplemente se omite el término #? en esta ecuacién.
A pesar de que Hj es invariante bajo SUSY, la dos forma By, la cual contiene las uno
formas dX*, es invariante s6lo hasta una derivada total (§ Hs = 0 implica § B; = d(algo)).

52



Este es el término de Wess-Zumino. Su “puliback” sobre la hoja de mundo da como
resultado la densidad lagrangiana £y, donde

M7 Ly = —ie"8,X¥ (0'T,0:8" — F°Tu0,6°) + 79 T*5:6'F°T 0,6, (2.82)

{para N = 2), el cual es invariante SUSY hasta una divergencia total. Nuevamente, la
teoria N = 1 puede ser pensada como una truncacién del caso N = 2. En esta ecuacién
£% es el tensor antisimétrico de Levi-Civita (¥ = ~1).

Nétese que en el espacio-tiempo de diez dimensiones, es posible tomar espinores de
Majorana-Weyl 8! y 6% de igual quiralidad u opuesta, dado que uno obtiene dH3 = 0 en
ambos casos.

Finalicemos esta construccién sefialando que aqui hemos considerado como término
cinético, Ia extensién supersimétrica de la accién de Polyakov, sin embargo, se puede tomar
como término cinético la extensién supersimétrica de cualquiera de las acciones bosénicas
que hemos discutide, y para construir las acciones supersimétricas correspondientes se
debe afiadir los mismos términos de Wess-Zumino que hemos encontrado.

2.5.3 La accién de Green-Schwarz y sus simetrias

Cuando el valor del escalar M = +T, el lagrangiano L = L, + Lq tiene propiedades im-
portantes. Este no s6lo es invariante ante transformaciones de coordenadas, sino también
bajo un tipo diferente de simetria local 7], la cual involucra funciones arbitrarias que
son simultdneamente, espinores en el espacio-tiempo y escalares en la hoja de mundo.
En esta subseccién analizaremos las propiedades de la accién de supercuerdas con dos
supersimetrias. Para ello nos restringiremos al caso interesante en teoria de cuerdas que
es el de D = 10.

De acuerdo a la discusién hecha en la subseccién anterior tenemos que la expresién
adecuada de la accién supersimétrica con N = 2 es

S= _%1 f 8¢ (V=gg T, + 26 TIE (§1D,8;6 — 0°L,8,6%) + 266" T#0,6'F° . 0,6%) ,

(2.83)
donde #* y #2 son espinores de Majorana-Weyl y I = 8, X* —i§'T',8;6' —i°T ,6,6*. Esta
accién es conocida con el nombre de accién de Green-Schwarz. Sus simetrias globales
(bosdnicas y fermiénicas) estdn determinadas por las simetrias de Killing del espacio-
tiempo supersimétrico de 10 dimensiones. Para el caso plano, ellas corresponden a las
transformaciones de super Poincaré

§X* = o+ AR XY —ilPT e, (2.84)
1
68° = JALTME +e (2.85)

donde a® y ¢* son pardmetros constantes que corresponden respectivamente a transla-
ciones y transformaciones de supersimetria, mientras que A, = —A,, son las matrices de
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Lorentz. Por otro lado, las simetrias bosénicas locales estdn asociadas con la invariancia
bajo reparametrizacién de las coordenadas del volumen de mundo a lo largo de un campo
vectorial boséuico #'(£), infinitesimalmente estas son

5X* = 7'dXH (2.86)
s = n'aee, (2.87)
dgi; = 17"6‘;,9.-,- + 6;"7"9}:3‘ + Bjr}"g,»k + 2wgis, (2.88)
la 1iltima ecuacién puede escribirse en forma alternativa como
5(v=39") = & (n*v=39"} - V=ag"8’ — V=gg* o, (2.89)

donde la cantidad /—gg"” es invariante de Weyl.
La accién es también invariante ante las siguientes transformaciones fermidnicas locales

conocidas como simetria &

6XP = 0'T*(1+ )k +iPT#(1 — )&, (2.80)

86! = (1+D)x!, (2.91)

66 = (1-TD)x?, (2.92)
6(v=g9Y) = —4is0'T,0:8" g*(eIM I + 4i66°T D67 g* e 1Y, (2.93)

donde x'{£) y x(£) son pardmeiros fermiGuicos infinitesimales, los cuales son, espinores en
el espacio-tiempo de dimensién D = 10 y escalares en la hoja de mundo de dos dimensiones
(los paréntesis en los indices de la hoja de mundo en (2.93) significan que dichos indices
estdn simetrizados). La matriz gamma est4 definida por

1 i v
%= 2‘/___ge’[I:F‘I“IJ-([‘,W)"‘.e,, {2.94)
y satisface la relacién
1 s
1-r? = AT ‘/___9)26”‘5*" (TETL, + gur) (T3 — g35) - (2.95)

La variacién de la accién (2.83} estd dada por la expresién

= fdzf {- s (\/:_ﬁgij) (11, — g5) + BP0 X"

T T = = b0 (20 g (1 (=1)D) TLAO T TR (2.96)

~(=1)°2TT,8,8°g*e™ (T, — gui) n;.’)
— (Piox* +66° (ir*g°Pi + T5%))],

donde
P, = Ty/=gg"l¥ — iTe¥(§'T,8;0" — BT ,.0;6%), (2.97)
" = ieYT,01(8; X" —if'T,9,0"), (2.98)
% = —ieT,6%(8; X" - if°T,8;6°%). (2.99)
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Las ecuaciones de movimiento para los campos g;;, X#, 8! y 6° se siguen de la variacién
anterior y estdn dadas respectivamente por

Ty — gy = 0, (2.100)

8i(v—99"T;,) +ic¥(8,0'T, 00" — BFT,9;6%) = 0, (2.101)
((1-13rpa9ﬂagﬁn; 0, (2.102)

(L + r)r#a,-oﬂ)u ¢t = o, (2.103)

bajo las siguientes condiciones de borde para la cuerda cerrada {es usual tomar el rango
de la variable ¢ en el intervalo 0 € ¢ < 2, para cuerdas cerradas)

Pi(r,0) = Fj(r,27), (2.104)
§%(r,0) = 8%(r,2n), econ a=12 (2.105)

y para la cuerda abierta (es usual tomar el rango de la variable o en el intervalo 0 < o < 7,
para cuerdas abiertas)

Pi(r,0) = Pi{r,m)=0, (2.108)
8%(r,0) = §*(r,m)=0, con a=1,2 {2.107)

A menudo se toma una condicidn de frontera més fuerte para la coordenada fermiénica
en el caso de la cuerda abierta, esta es

o' —-9% =0, (2.108)

en lugar de (2.107). Esta condicién de borde es consistente si el modelo estd definido,
por ejemplo, por una expansién en modos que satisfaga (2.108) idénticamente. En tal
caso sélo aparece la suma de dos condiciones de frontera {2.107) y ésta es satisfecha por
(2.108) si se satisface también o
8 -8* =0,

debido a la expresion explicita de 5% (2.98) y (2.99). La condicién de frontera (2.97) se
reduce en este caso a

4(7,0) = I14 (7, ) = 0. (2.109)
En lo que sigue tomaremos a (2.108) y (2.109) como las condiciones de frontera de la
cuerda abierta. Nétese que debido a (2.108), 6' y 62 tienen necesariamente la misma
quiralidad para una cuerda abierta.

Las transformaciones (2.86)-(2.93) requieren que

[ deain'c)
[ dea( + (-1An)sAr sy

|
=

Il
b

lo cual restringe los parémetros 7y £ en la frontera.
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2.5.4 Tipos de cuerdas

Antes de pasar al andlisis canénico de la supercuerda, enlistemos los cinco diferentes
tipos de supercuerdas consistentes (libres de fantasmas y anomalias) que existen.

Hemos mencionado que en I} = 10 las coordenadas & en la accién de la supercuerda
deben ser espinores de Majorana-Weyl . Esto significa en particular que a 8! y 62 se les
debe asignar quiralidad definida.

En general, un espinor de Dirac en 10 dimensiones tiene 32 componentes complejas.
Imponiendo la condicién de que el espinor sea real (Majorana) se tiene un espinor de
32 componentes reales y al pedir que el espinor tenga un valor propio definido bajo el
operador quiral

1
"2—(1 + PD+1): donde FD+1 = Fo e Fp_l, (2.110)

¢l nimero de componentes se reduce a la mitad, de manera tal que un espinor de
Majorana-Weyl en 10 dimensiones tiene 16 componentes reales 8, = (1 + Tpy )8 y
.= %‘(1 - FD+|)9.

El significado de ser espinores izquierdos o derechos es una convencidn, sin embargo,
hay dos situaciones que son fisicamente diferentes. Una est4 dada por elegir a los espinores
6' y 6% con la misma quiralidad y la otra es elegirlos con quiralidad diferente. En el caso
de cuerdas cerradas las nica condicién de contorno necesana, es imponer periodicidad
en la coordenada o de la hoja de mundo. Esto es posible en ambos casos, dado que esta
condicién no relaciona a #' y 2. Por otro lado, para cuerdas abiertas @' y 62 deben
ser ignalados en los extremos de la cuerda. Dado que un espinor izquierdo no puede ser
igual a uno derecho, s6lo se tiene una posibilidad en este caso y es que ' y &2 tengan la
misma quiralidad. Ahora bien, no es posible construir una teoria de cuerdas consistentes
que involucre s6lo cuerdas abiertas, dado que se debe permitir que los extremos de dos
cuerdas abiertas puedan unirse, lo cual da origen a cuerdas cerradas. A diferencia de
las cuerdas abiertas, es posible construir teorias de cuerdas que sélo involucren cuerdas
cerradas, de manera mds precisa se tienen l¢s siguientes tipos de supercuerdas

Tipo I

La teorfa de supercuerdas tipo I est4 basada en supercuerdas abiertas. Parte de
la motivacién de este nombre se debe a que las condiciones de frontera de la cuerda
abierta reducen la supersimetrfa del espacio-tiempo & N = 1. En una teorfa de cuer-

“das ‘abiertas es-posible-afiadir invariancia-de-norma en-la teorfa.al introducir_grados de
libertad no dindmicos en los extremos de la cuerda, llamados factores de Chan-Paton.
Matemé&ticamente éstos son representados por un grupo de Lie. Cualquier eleccién del
grupo es consistente clasicamente pero cudnticamente la vinica eleccién libre de anomalias
estd dada por el grupo SO(32). Asi, 1a teorfa de supercuerdas tipo I consiste de cuerdas
abiertas no orientadas con grupo de norma S0{32) que interactuan y cuerdas cerradas
que pueden ser rotas.

Si consideramos ahora teorfas basadas inicamente en cuerdas cerradas (irrompibles)
tenemos:
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Tipo ITA

Si 6! y §° tienen quiralidad opuesta la teoria resultante involucra necesariamente cuer-
das orientadas, dado que @' describe modos en una direccién a lo largo de la cuerda
mientras que 62 describe modos que se propagan en la direccién opuesta. Esta teoria
tiene dos supersimetrias conservadas de quiralidad opuesta en D = 10. La teorfa con dos
supercargas conservadas de quiralidad opuesta se le conoce con el nombre de tipo IIA y
es no quiral.

Tipo IIB

La posibilidad restante es considerar una teoria de supercuerdas cerrada con dos coor-
denadas # de la misma quiralidad. En este caso se tiene la posibilidad de simetrizar los
modos izquierdos y derechos para definir una teoria de cuerdas cerradas no orientadas,
pero también pueden no simetrizarse, lo cual nos deja con una teoria de cuerdas cerradas
orientadas. En el primer caso uno cae nuevamente en el sector de cuerda cerrada de
la teorfa SO(32) y por consistencia, se deben incluir cuerdas abiertas SO(32) al mismo
tiempo, obteniendo con esto la teoria de supercuerda tipo I. En el segundo caso, hay dos
supersimetrias del espacio tiempo con la misma quiralidad. Esta es la teoria de super-
cuerdas #ipo IIB, la cual es quiral.

Cuerdas heteréticas

Puede mostrarse fcilmente que una cuerda cerrada tiene modos de oscilacién que se
mueven hacia la izquierda y modos de oscilacién que se mueven hacia la derecha, los
cnales no interactuan. La cuerda heterética es una cuerda cerrada cuyos modos de osci-
lacién izquierdos son puramente bosénicos y viven en un espacio de 26 dimensiones. Al
compactificar este espacio a uno de 10 dimensiones, se introduce un grupo de simetrfa de
isoespin Esz ® Es 0 S0(32). Por otro lado, los modos derechos viven en un espacio de 10
dimensiones y contienen la teorfa supersimétrica GS o NSR. Cuando unimos estos dos di-
ferentes sectores se obtiene una teoria consistente, libre de fantasmas, libre de anomalias y
finita a un lazo, llamada la supercuerda heterética Es® Es o la cuerda heterética SO(32).

Cada una de estas teorias es diferente de las otras, por lo que las acciones que las
describen deben reflejar estas diferencias. Si se tiene sélo un fermién quiral de Majorana-
Weyl 6, sobre la hoja de mundo, se tiene entonces una supersimetria (N = 1), lo cual
describe la cuerda heterética. Si se tienen dos de estos espinores 8} y 62 de quiralidad
opuesta, es posible combinarlos en un sélo espinor # de Majorana de 32 componentes con
dos supersimetrias (N = 2}, esto da origen a la teoria de cuerdas IIA. Pero si los dos
espinores 6% y 63 tienen la misma quiralidad, entonces se tiene la teorfa de cuerdas quiral
IIB con dos supersimetrias (V = 2).

Si consideramos la accién de Green-Schwarz discutida anteriormente tenemos que para
cada una de estas teorias podemos escribir el invariante global IT{ en la forma

BX¥ —if, T30, heterética
¥ = 8, X+ — i0T*8,0, I1A (2.111)
O XH — i8,;0 THO.8,, IIB
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mientras que el término de Wess-Zumino debe ser escrito en la forma

H“ﬂindﬂ+, heterética
Hy; = H“d@I‘E[‘dﬂ, ) ITA (2.112)
(a,).-,vl'l“dﬂj_r‘,,dﬂi, IIB

donde o, es la matriz de Pauli. Considerando (2.111) y (2.112) en la accién de Green-
Schwarz se obtienen las cinco diferentes teorias de supercuerdas, dado que hay dos tipos
de supercuerdas heterdticas y la supercuerda tipo I puede ser derivada de la teoria tipo
IIB al introducir un operador de paridad en la hoja de mundo (y sumar cuerda abiertas
con grupo de norma SO(32) para cancelar las anomalias).

2.6 Formulacion candnica de supercuerdas tipo I

En esta parte del capitulo presentaremos la formulacidn candnica para la accién de
supercuerdas de Creen-Schwarz con N = 2. El andlisis es vdlido tanto para la teoria

tipo IIA como para la tipo IIB. El caso de la cuerda heterética N = 1, se obtiene de la
A~ 02

S L Ly §
CNninadison G v,

2.6.1 Hamiltoniano y constricciones

Hemos mencionade que la diferencia entre la teorfa de cuerdas ITA y IIB est4 en la
quiralidad relativa de los espinores #' y #* involucrados en la accién de Green-Schwarz
{2.83). En el siguiente andlisis trabajarernos con los espinores sin importarncs su quira-
lidad relativa y al final para caer en una de las dos teorias lo vinico que se debe hacer es
considerar esta quiralidad.

Para construir el andlisis candnico asociado de la accién de Green-Schwarz, asumimos
nuevamente que la topologia de la hoja de mundo es de la forma £ x R, donde T es una
variedad compacta de una dimensién. Con el objetivo de simplificar el anélisis canénico
utilizaremos las variables ADM (ver apéndice B). Lo que se hace al introducir estas va-

“riables-es remplazar las-tres-componentes independientes de-la métrica.gy de la hoja de_

mundo, por tres nuevas variables (N, N1, ;) a través de la relacién
90 =—N11 + (N'Pm1, gau =N, gu=m. (2.113)

Aqui 71, es la métrica de la variedad compacta de dimensién uno. Después de escribir la
accién (2.83) en términos de estas variables, calculamos los momentos canénicos asociados
a los campos {X*, 8'=, 622 N, N',v,,). Estos son

aL T

w = ——aX.” = I_f (H()p - IV-l U,,,) -+ i (9_1]:‘“6’91 _ g’?:ﬂaﬂa?) , (2.114)
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aL

Pt = i = (P*+ T (1% + i#°T,,8,6%)) (FF;:)“, (2.115)

P? = —639.—50 = —i (P* — T (1% +i8'T, 3,6")) (#r,) , (2.116)
_ oL _oL _oL

n = =0 M= e m0  Ty= g w0 (2.117)

De la definicién de momento tenemos dos conjuntos de constricciones fermiénicas pri-
marias

F,
Fq

Pl +i(0'T*)4P, + TS5. = 0, (2.118)
P2+ i(fP TP +TS2 = 0, (2.119)

¥ 3 constricciones bosénicas primarias (2.117). En estas ecuaciones estamos utilizando la
notacién

]

Sa
SZ

i (1% +i8°T,8,6%) (9'T,) _, (2.120)
—i (TI% + if'T,0,6") (ﬁ’ru)u , (2.121)

que no son otra cosa que las ecuaciones (2.98) y (2.99) escritas en variables canénicas.
Utilizando estas expresiones para los momentos candnicos se obtiene la expresién del
hamilteniano canénico

H= [ do (PX¥ + PY' + P20 - L) = j do (NH + N'#H,) (2.122)
donde
"= g (%(P" ~ T§#)(B, — TS,)+ TIEN,,) (2.123)
H, = T¥(P.—TS,), (2.124)
Y .
§* = i (§'T,0,6' — 0°,0,6%) . (2.125)

Considerando las constricciones primarias (2.117), (2.118) y (2.119), la expresidn dei
hamiltoniano total estd dada por

Hp = fda (NH+ N'Hy + AP+ R2F2 4 A+ AT+ 1) (2.126)
donde las funciones A y A son multiplicadores de Lagrange asociados a las constricciones
primarias.

El paréntesis de Poisson de dos funciones arbitrarias de las variables can6nicas A y B
a tiempos iguales se define en la forma

{A,B} = [da [((-1)“’rl ( 64 ¢B + o4 ‘SB)+(—1)*8“+‘A)(A - B))(2.127)

861 §PL 362 6P2
5A 6B  5ASB _ 6A §B _ bA ¢B cxen
(u—»a—p; +snen e T apamy, ) Ae Bl
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Con esta definicién, los paréntesis de Poisson bésicos estdn dades por
{X¥(0), R(o")} = &bloe—0),  {N(0),Ni(c'}} = b0 - o),
(M@ M)} = do-d), (ML)} =do—0),  (212)
{8'(0), Ps(0")} = &56(c —d'), {6 (0), P3(0")} = 8560 - o).

Empleando el método de Dirac, tenemos que la evolucién temporal de las constricciones
fermibnicas impone restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange A. Esto se ve de
la siguiente manera. La evolucién temparal de las constricciones fermiénicas es

FA
FIf]

+2i ] dof (P* — TS* + TTE) (N + N))(Cuda8")a — (TuA")a) ,(2.120)

~2i [ dof (P* — TS* — TTI¥) (N = Ny)(Tu0s6%)a + (Tuh?)a) ,(2.130)

al pedir que estas constricciones s¢ mantengan en el tiempo F‘,,[ f] =& 0, obtenemos dos
conjuntos de ecuaciones lineales no homogéneas en las incégnitas A®*. La solucién m4s
general a estas ecuaciones son

ENf] = 0= A =(N'+ N)3,0M™ + A"e, (2.131)
E2fl ~ 0= A% — (N' - N)3,6% 4 A (2.132)

donde los términos (N* + N)8,0'® y {N' — N)3,8°* son una soluci6n particular a las
ccuaciones inhomogéneas y A® es la solucién m4s general del sistema homogéneo asociado
(P¥ —TS* + THAT A,
(P* — TS* — TTI¥) (T, A?),

0, (2.133)
0. (2.134)

2 R

Para resolver esta ecuacién utilizaremos la matriz ' definida por

= 1
ey = 'JH“I'I" ' 2.135

la cual satisface I = 1 (h = det II¥T1¥n,,). Esta matriz difiere de la matriz " definida en
(2.94), énicamente por el término del denominador y son iguales modulo la ecuacién de
movimiento de la métrica intringeca (2. 100) En tén-nmos de las variables candnicas esta

~ matriz'se Teescribe efla forma= — - — - — - e o

= 1
F'=-
v=h

con b = (P, — TS,) (P*—TS*)II2 — H}, y en términos de esta matriz las ecuaciones
homogéneas (2.131) y (2.132) se reescriben respectivamente en la forma

(P* — TS")PT,, (2.136)

(r1 - =~ o, | (2.137)
(M +0)A%) =~ 0 (2.138)
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La solucién mds general a estas ecuaciones estd dada por una combinacién lineal de las
funciones arbitrarias A®4

(A" = (%(1+f‘))ﬂ)a, (2.139)
(A% = (%(1-1’"),\2)0. (2.140)

Si sustituimos las expresiones de los multiplicadores de Lagrange (2.131) y (2.132) con
A" y A? dados por (2.139) y (2.140), en la expresién del hamiltoniano total (2.126),
obtenemos el hamiltoniano total de primera clase

Hr = [ do [N(H +8,8' F* — 8,PF®) + N' (¥, + 8,0 F' + 0, F*)
FAFL 4 2E2 4 AL+ AT+ ML) (2141)

donde Fl* = L((1 + T)F')* y F?* = L((1 - T)F?)* son claramente constricciones de
primera clase en virtud de (2.133) y (2.134}. La evolucién temporal de las constricciones
primarias [T y I1; generadas por este hamiltoniano de primera clase, implica las constric-
ciones secundarias siguientes

Nf] = 0=T=H+8,0F —8,§F =0, (2.142)
I,(f] 0= T =H,+ 0, F +3,0°F* =~ 0, (2.143)
la. evolucién temporal de la constriccién restante I1, no genera una nueva constriccién

y la evolucién de las constricciones secundarias 7 y 71 no genera nuevas constricciones
tampaoco. Esto puede observarse al obtener que el dlgebra de constricciones es cerrada.

i

2.6.2 Clasificacién y 4lgebra de constricciones

A continuacién clasificaremos adecuadamente las constricciones en constricciones de
primera y segunda clase, y calcularemos su 4lgebra. En el apartado anterior hemos cal-
culado el hamiltoniano total de primera clase, sin embargo, no todas las constricciones
fermidnicas aparecen en este hamiltoniano, lo cual hace suponer que las constricciones
fermidnicas restantes son de segunda clase y este es realmente el caso. Para hacer la
clasificacidn completa de las constrieciones necesitamos calcular el paréntesis de Poisson
entre dos constricciones fermidnicas. Los paréntesis no nulos son

(R Fa} = =2 [ dofg[(P* = TS*)YTu(t - aD))as

i

+(7) " (2HN - %’r‘h (P* - Ts"))(r,‘)a,] . (2.144)
(F2171, FRlgl} = ~2 [ dofg[(P* — TSPYTA(1+ o))as

()" (M — (P TS)(Cudas], (2145)
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donde el escalar o est4 dado por

9 1/2
2
o= (1 — T-H—-?‘i T2H2 ('Hl) ) B (2145)

Se puede mostrar que este escalar es precisamente el factor de proporcionalidad entre las
dos diferentes definiciones de la matriz gamma I' = I cuando ambas estdn escritas en
términos de las variables candnicas. De hecho la expresién de I es

1
= ——=(P* ~ TSKIT,,. :
L=-5m (PP — TS¥IUT,, (2.147)

Dado que (1 - D), (1 — o) & 2(1 - T) y (1 + F)Tu(1 + al') = 2(1 4-T'), concluimos de
(2.144) y (2.145) que las constricciones F1* = 3((1 - [}F!)* y F3* = ({1 + I')F?) son
constricciones de segunda clase

{F2[f), F°g)} ~ -2 f dofg(P* — TS*)(T,(1 =), (2.148)
LF2f], Flolg]} ~ —2i f do fg(P* = TS*)(T,(1 + T))°. (2.149)

h

Las constricciones restantes son de primera clase, la clasi
tricciones es:

e T
iCACION COINp

e

Constricciones de primera clase (I1, Ty, I, T, Ty, F}2, F?2),
Constricciones de seyunda clase (F1°, F2o),

Esta clasificacién se obtiene al calcular el dlgebra de Poisson entre todas las cons
tricciones. Si se denotan las constricciones de primera clase como G, y las de segunda
clase como x4, ¢! dlgebra de Poisson para sistemas con constricciones reducibles tiene las
siguiente forma general

{G:,G,} = 0,
{Gr: xq} = 0, (2'150)
e {meﬂ} =_Cop-_

Nétese que la supercuerda es un sistema con constricciones reducibles dado que las cons-
tricciones fermidnicas no son linealmente independientes, ya que estas satisfacen las rela-
ciones

(A+DyFH* = o, (2.151)
(1-D)F)* = 0, (2.152)
(1-TYyF2H* = o, (2.153)
(1+D)FYe = 0. {2.154)
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Las constricciones de segunda clase deben ser eliminadas introduciendo para ello el parénte-
sis de Dirac. Como ha sido discutido en [33] si se considera un sistema con constricciones
de segunda clase linealmente dependientes, se debe satisfacer un criterio de consistencia
para poder tener una teorfa consistente. Este criterio establece que: Es posible eliminar
las constricciones de sequnda clase xo = 0 por el método de Dirac, si y sdlo si las condi-
ciones de reducibilidad que ellas obedecen no involucran las constricciones de primera

clase G, esto es
C,%%a = 0. {2.155)

Si por otro lado, la condicién de reducibilidad involucra las constricciones de primera
clase, esto es, si (2.155) es reemplazada por

C,%a = XG5 (2.156)

donde A no es una combinacién de las constricciones xa, entonces pueden surgir incon-
sistencias cuando las constricciones de segunda clase son eliminadas por el método de
Dirac. Precisamente para satisfacer esta condicién es que se ha introducido la matriz
gamma (2.135). La expresién del paréntesis de Dirac entre dos funciones arbitrarias de
las variables candnicas, estd dado por

(A.B) = {AB)-i[do{4Fi}y(P, - TS, TH{F., B)
—41=' f do{A, F2}y"\(P, = TS,)T*{F2, B},  (2.157)

y el dlgebra de Dirac no nula de las constricciones €3

{T{f],Tlgl}* = T[fd' —9f) (2.158)
{TIf,Tlgl}* = Tlfe' —af], (2.159)

{T[f), 7} = Tulfg' —af, (2.160)
(FLA Tl = —Fil9d:f), (2.161)
{F2[fL,Thlgly" = —FZ[oDef); (2.162)
{FfLTlaly = f d0-21- [£(1+11)%3,(gF*?) (2.163)

+o2) (W - 7 (P* ~ TS)3,(P* = TS¥) (CwFY)"

1 B B Lya
43 (B — TS,)0.T0 = T150,(F, = T5,)) (F}) )] ,

{Felf), Tial}” = [ dﬂ% [£(1 = 0)%8,(gF") (2.164)
+fo(I2)"! ((n:a,ng - %(P" — TS")8,(P* — TS")) (T, F2)

o ((Pu = TS0, ~ 10,(P, = T5,)) (F2)°)]

63



(FeN PR = [ doifgl) (L0 + DA GP -TT - T (2169

~B, B FM (1 + P)I‘,,)“ﬂ(-;;(P" — TS*) - TI¥)
+0,PF2((1 + r)r,,)nﬁ(%uw ~ TS%) +TI¥)
(T FL (1 + D)P#0,6) (2 (P — TS*) - 1)

—Fe((1 4 D)T,0,0) ((P* - T5*) )

FRUL PR = [ doifgM)™ [(Tu(t — DML (P* ~ TSHT - TBT)  (2166)

~8,8* F((1 ~ D)L, ((P* — TS*) - I12)
FOPFH(1 ~ T), )L (P* ~ T5%) +118)
W FLE((1 = D)0, 6 (1(P* - T5*) ~ 1)

-Fe((1+ D00 (P - 75 -]

2.7 Analisis candnico de la cuerda heterdtica

El anilisis canénico de la cuerda heterdtica se sigue de manera direcla a partir del
andlisis que hemos hecho para la supercuerda con dos supersimetrias. Lo Wnico que se
debe hacer es eliminar el espinor 6° en todas las expresiones anteriores. Parece ocioso
dedicarle una seccién a este andlisis, sin embargo, lo hacemos para comparar este andlisis
con el que se hard en un capitulo posterior para la super 2-brana. Como veremos, la
formulacién supersimétrica de p-branas con p > 2, sélo involucra una supersimetria y
por tanto la formulacién canénica de la supermembrana {p = 2} es muy similar a la
formulacién canénica de la cuerda heteré6tica. No volveremos a hacer en esta seceién toda
Ia construccién para obtener la formulacidn canénica, mas bien utilizaremos ¢! trabajo ya

:—-— hecho -y escribiremos las ecuaciones.mds relevantes.

Como hemos discutido anteriormente ia expresién de la accién para la supercuerda
heterética es

donde

T y .
S [9’-‘:': X¥, 91] =3 /dzf (V —gg" i T, + E’jnfn?BBA) ! (2.167)
I} =8, X" —i0, T80, T¢= a6, (2.168)
Bya = i(Ty04)ar (2169)
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es la iinica componente no nula de la dos forma B. Sustituyendo estas expresiones en la
accién obtenemos

S 94, X*,05] = —% ] i€ (V=99 T, + 2ie" 140, 1,80, ) (2.170)

Después de escribir la accién (2.170) en términos de variables ADM podemos calcular los
momentos canénicos asociados a las variables (X*,0%2, N, N',1;). Estos son

T
Po = % (Mo, — N'IL,,,) + TS, (2.171)
Py = =i(§,T")P,— TS, (2.172)
IT =0, I1, =0, I, = 0. {2.173)
donde
S, = N2By,=i8,T,0,8., (2.174)
Sa = H2Baq = ill#(Cu84)a- (2.175)

De la definicién de momento tenemos un conjunto de constricciones fermidnicas primarias
Fo= Py +i(8,T*)o P, + TS, 2 0, (2.176)

¥ 3 constricciones bosénicas {2.173). Utilizando estas expresiones para los momentos
candnicos se obtiene la expresién del hamiltoniano total

Hr =jda (NH + N'Hy + AF + ML+ M1+ A1), (2.177)

donde las funciones A y ) son multiplicadores de Lagrange asociados a las constricciones
primarias y

H = -;- (%(P" - T$)(P, ~TS,) + TILIL, ), (2.178)
H, = M#(P,—TS,). (2.179)

Empleando el método de Dirac, tenemos que la evolucién temporal de la constricciones
fermiénicas imponen restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange A

Fuolf] = -2 [ dof (P* — TS — TIL) (N - M)(T,0,0:)a + (TuA)a),  (2180)

al pedir que esta constriccién se mantenga en el tiempo F,[f] = 0, obtenemos un conjunto
de ecuaciones lineales no homogéneas en la incégnita A*. La solucién més general a esta
ecuacion es

Folf]~ 0= A% = (N' — N)3,05 + (%(1 + 1‘),\)0 . (2.181)
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donde el término (N! — N)3,8% es una solucién particular a la ecuacién inhomogénea y
5(1+ T} es la solucién més general del sistema homogéneo asociade

(P* = TS# = TIIA) (T,A) e % ((1 = B)[,A), ~ 0. (2.182)

Si sustituimos la expresién del multiplicader de Lagrange (2.181) en la expresién del
hamiltoniano total (2.177), obtenemos el hamiltoniano total de primera clase

Hr= f do (N(H + 8,0, F) + N'(Hy + 8,84 F) + \aF5 + M+ 0Tl + AT,
(2.183)
donde F¢ = L((1 + T)F)* son constricciones de primera clase en virtud de (2.182). La
evolucién temporal de las constricciones primarias Il y I, generadas por este hamiltoniano
de primera clase, implica las constricciones secundarias siguientes

Mif] = 0= T =H+8,0,F=0, (2.184)
mif] = 0= TI =" +8,0,F~0, (2.185)

la evolucidén temporal de la constriccién restante IL, no genera una nueva constriccién
y la evolucién de las constricciones secundarias 7 y 77 no genera nuevas constricciones
tampoco. La clasificacién completa de las constricciones se sigue del paréntesis de Poisson
entre dos constricciones fermidnicas

{Falfl, Falal} = =2 [ dofg[(P*~ TS*)(Tu(1 - aD))ap
() QML = ZH(PP ~ TS")(T,)ag] , (2186)

donde el escalar o estd dado por (2.146), desde luego con 5, = i,I,8,6,. Dado que
(1 = )T,(1 — af') & 2(1 ~ T), concluimos de (2.186) que las constricciones F'* = L((1 -
T)F"} son constricciones de segunda clase

(Flelf], F?(gj} ~ —2 [ dofg(P* — TS*)(Tu(1 - D)%, (2.187)

Las constricciones restantes son de primera clase, la clasificacién completa de las cons-
tricciones es:

7 "~ Constricciones de primera-clase (I, Iy, IL,, T,-T, P8y, — . _  _ __
Constricciones de segunda clase (F°).

Desde luego la supercuerda heterdtica es también un sistema con constricciones re-
ducibles dado que las constricciones fermiénicas no son linealmente independientes, ya
que estas satisfacen las relaciones

((t+ D))
(- TRy

0, (2.188)
0. (2.189)

]
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La expresién del paréntesis de Dirac entre dos funciones arbitrarias de las variables
candnicas, estd dado por

{A, B} = {A,B} - -}ii [ do{A, F}y7' (P, — TS, )I*{F., B}, (2.190)

y el dlgebra de Dirac no nula de las constricciones es
(T, T} = Tlfd —af); (2.191)
{TILTgly = Tifg - 9f, (2.192)
(B nY = Tlfd —afl, (2.193)
{F+[f]!Tl[g]}. = —F+[96,f], (2194)
BT = [ dog [f0+D10:(0F) (2.195)

+fq(m2) (0,1 - %(P" _T8%)8,(P* — TS“)) (T

2 (B~ TSI — T10,(P, ~ TS (F)7)],

(R Py = [ doifolI) (0,0 + TP (P ~TSHT ~IET)  (2196)
0,8, Fy (1 + DLW (4 (P* — TS¥) ~ )
HTWFR)e((1 4+ D)0, 0,7 (P — TS) ~ )

—Fyo((1 4 TID,0,0, P (P — TS*) — ),

2.8 Conclusiones

En este capitulo hemos desarrollado el andlisis candnico de la teorfa de cuerdas y su-
percuerdas. En el caso bosénico analizamos tres diferentes acciones. Mostramos que la
formulacién canénica de la accién de Nambu-Goto tiene dos constricciones primarias de
primera clase (H y H,). Estas mismas constricciones aparecen en la teorfa de cuerdas des-
critas por las dos acciones restantes, accién de Schild y accién de Polyakov. Sin embargo,
en la accién de Schild aunque H, sigue siendo una constriccién primaria de primera clase,
H aparece como una constriccién secundaria de primera clase, mientras gue para la accién
de Polyakov, ambas constricciones aparecen como constricciones secundarias de primera
clase. Otra diferencia que se tiene en el andlisis canénico de las tres acciones es el mimero
total de constricciones. Mientras que la accién de Nambu-Goto sélo tiene dos constriccio-
nes de primera clase, la accién de Schild tiene tres constricciones de primera clase y la de
Polyakov cinco constricciones de primera clase. Estas constricciones extras de la accién de
Schild y Polyakov respecto a la accién de Nambu-Goto, estdn asociadas a los morentos
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candnicos conjugados de los campos auxiliares extras que tienen estas acciones, el campo
@ para la accién de Schild y la métrica intrinseca g;; en la de Polyakov. De este resul-
tado se puede concluir que en teorfa de cuerdas cada campo auxiliar independiente tendrd
asociado una constriccién primaria de primera clase {su momento canénico conjugado).
Hemos mostrado también para la accién de Polyakov, como obtener las transformaciones
de norma infinitesimales de la accién a partir del hamiltoniano extendido. Corroboramoes
el resultado general de que existen tantas constricciones primarias de primera clase, como
funciones arbitrarias de las transformaciones de norma.

Se desarrollé también el andlisis canénico de la supercuerda en los dos casos posibles
N =1y N =2. Siguiendo los trabajos [12] y [23], introducimos un proyector para sepa-
rar covariantemente las constricciones fermidnicas en constricciones de primera y segunda
clase. La contribucién que hemos hecho a este andlisis se puede resumir en los siguientes
tres puntos. i) A diferencia de [23] extendimos el anlisis al caso N = 2. ii) Construimos
¢! hamiltoniano de primera clase utilizando el método de Dirac, esto es, determinamos
parte de los multiplicadores de Lagrange al requerir que las constricciones fermiénicas
se mantuvieran en el tiempo y iii) calculamos explicitamente el dlgebra de comstriccio-
nes. Fuimos cuidadosos de utilizar un proyector que permite eliminar las constricciones
de segunda clase utilizando el paréntesis de Dirac, esto se puede lograr si el proyector
satisface el criterio de consistencia discutido en [33]. Este es un requerimiento que el
proyector utiiizado en [12} no satisface y que por tanto hace que el andlisis ahi hecho no
este completamente bien. El proyector que utilizamos en este capitulo fue introducido en
[23), pero el desarrollo candnico ah{ discutido no es completo. Mostramos ademads que el
nimero de grados de libertad, tanto bosénicos como fermidnicos es D — 2, Finalmente,
podemos decir que un intento de cuantizacién covariante de la accién de Green-Schwarz
debe partir de un andlisis candnico similar al que presentamos en este capitulo.
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Capitulo 3

p-branas y super p-branas

La teoria de membranas tiene una historia extrafia que comienza incluso antes que la
teorfa de cuerdas (una exposicién de algunas de las caracteristicas importantes de la teoria
de membranas puede encontrarse en [1, 2, 3, 4]). La idea de que las particulas elementales
pueden corresponder a los modos de vibracién de una membrana, fue elaborada original-
mente por Dirac en 1962 [5] y abandonada ripidamente. En ese trabajo, Dirac concibi6
la posibilidad de que el muén fuera un estado excitado de una membrana en cuatro di-
mensiones cuyo estado base corresponderfa a un electrén. Cuando la teorfa de cuerdas
apareci6 en los 70’s, hubo algunos intentos poco exitosos de revivir la idea de membranas
pero las cosas no cambiaron mucho hasta que en 1986 Hughes, Lin y Polchinski mostraron
que era posible combinar membranas con supersimetr{a [6).

Al irse obteniendo avances en la teorfa de cuerdas, la pregunta natural era: Si se ha
reemplazado el modelo de particulas puntuales (objetos de dimension 0} por el de cuerdas
(objetos de dimensién 1) jPor qué no utilizar membranas de dimensién 27 o en general
objetos de dimensién p (inevitablemente apodados p-branas).

De la misma manera que las particulas describen una linea de mundo de dimensién
1 cuando ésta evoluciona en el tiempo y una cuerda deseribe una hoja de mundo de di-
mensién 2, una p-brana describe un volumen de mundo de dimensién p +1. Al igual
que en teoria de cuerdas, las teorias de p-branas relevantes son aquellas que incluyen su-
persimetria. Por definicién, una super p-brana es un objeto extendido de p dimensiones
moviéndose en un super espacio-tiempo de “fondo” cuyo subespacio bosénico de dimensién
D puede ser curvo (sujeto a ciertas condiciones de consistencia) o plano. La dimensién
del subespacio fermiénico est4 determinada totalmente por €l nimero de componentes de
un espinor de D dimensiones (posiblemente con factores extras de % o % para espinores de
Majorana y/o Weyl). En el caso bosénico (clisicamente) las dimensiones de py D pueden
ser elegidas de manera arbitraria con la inica restriccién de que D > p+1 (esta condicidn
significa que el espacio-tiempo debe ser tal que la p-brana pueda moverse en él, asf, la
dimensién del volumen de mundo debe ser menor que la dimensién del espacio-tiempo).
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Existen varios tipos de p-branas que se distinguen entre si por los campos involucrados
en su definicidn. Las p-branas tipo 1 también conocidas como p-branas escalares tienen
como principal caracteristica el hecho de que involucran dnicamente multipletes escalares.
En el caso supersimétrico estas p-branas tienen 1, 2, 4 y 8 grados de libertad escalares
que se aparean con los grados de libertad correspondientes a fermiones de espfn 1/2 [7, 8].
El adjetivo tipo I tiene que ver al igual que en cuerdas con el hecho de que en el caso
supersimétrico estas p-branas involucran sélo una supersimetrfa. Este tipo de branas
juega un papel muy importante dentro de la teoria de cuerdas, por ejemplo, pueden ser
vistas como soluciones solit6énicas de teorfas de campo supersimétricas. Existen también
las p-branas tipo II, las cuales involucran en el caso supersimétrico dos supersimetrias,
En la formulacién de estas membranas ge tiene adem4s de los grados de libertad escalares
en el volumen de mundo, multipletes de Maxwell (p-branas de Dirichlet) o multipletes
tensoriales (super 5-brana en D=11).

El impulso a la investigacién de super p-branas escalares, las cuales llamaremos sim-
plemente super p-branas, comenzé cuando en [6] se mostré que la simetria x, ingrediente
importante en la formulacién de la superparticula y la supercuerda de {GS), podia ser
generalizada y utilizada para construir una 3-brana con supersimetria explicita en un
espacio-tiempo de dimensién D = 6 e invariancia & sobre el volumen de mundo. Mi4s
ain, la motivacién original de ese articulo fue encontrar la super 3-brana como un solitén
de una teoria de campo supersimétrica en D = § duucnsiones. B! descubrimionto de lag
otras supermembranas se dio en una direccién opuesta. Primero, en (7] se construyeron
las acciones de Green-Schwarz correspondientes a otros valores de p y D, en particular, la
supermernbrana en un espacio-tiempo de 11 dimensiones. Después en [8] se hizo una clasi-
ficacién completa de los valores de p y D para los cuales las super p-branas pueden existir
y en [9] se mostré que la accién de GS para la supercuerda tipo IIA se puede obtener
a partir de la supermembrana en D = 11, mediante un proceso de doble reduccién di-
mensional. Este proceso consiste en compactificar simultdneamente una dimensién, de la
dimensién D del espacio-tiempo y de la dimensién p del objeto extendido. Més aun, se
puede mostrar que particndo de una de las cuatro super p-branas “fundamentales” { p = 2
e D=11,p=5en D=10,p=3en D=6y p=2en D = 4) aplicando la reduccién
dimensional k veces, encontramos cuatro secuencias de super (p-— k)-branas en (D — k).
dimensiones, en donde estdn consideradas todas las super p-branas posibles, incluyendo
las supercuerdas de (GS) en D = 10,6,4 y 3. Estas cuatro secuencias se conocen como, las

=— — —-Secuencias-octoni6nicas (0), cuaterniénicas (%), complejas (C) y reales (R). Al conjunto
de estas cuatro secuencias se le conoce con el nombre “brane scan”.

El siguiente desarrollo soliténico se dio cuando Townsend (10} conjeturé que no so-
lamente la super 3-brana en D = 6, sino todas las membranas de las secuencias H, C
¥ R correspondfan a solitones de alguna teoria de campo supersimétrica que rompe la
mitad de las supersimetrfas del espacio-tiempo, y que las super p-branas de la secuencia
O correspondian a solitones de teorfas de supergravedad. De hecho en [11] se encontré
una solucién tipo cuerda para la supergravedad en D = 10. Poco después se encontré una
solucién tipo 5-brana para la supergravedad en D = 10 acoplada a Yang-Mills [12]. Estos
resultados significan que la teoria de cuerdas contiene objetos soliténicos en su espectro
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e implicaron un hecho simple pero importante, los objetos extendidos supersimétricos no
podian ser ignorados. El rompimiento parcial de la supersimetria, discutido originalmente
en [6], es una idea clave y est4 intimamente conectada con la simetria 5. Esta simetrfa
permite eliminar mediante una eleccién de norma, la mitad de los grados de libertad
fermidnicos.

El desarrollo de las p-branas de Dirichlet, o de manera abreviada, de las Dp-branas?,
ha sido mds reciente. Debido al importante papel que juegan en la teorfa de cuerdas y a
que en este capitulo trabajaremos con la accidn de Dp-branas, esbozaremos brevemente
como surgen éstas. En teorfa de cuerdas las Dp-branas son definidas como hipersuperfi-
cies de (p+ 1) dimensiones en el espacio-tiempo en las cuales las cuerdas abiertas pueden
terminar (para una exposicién de las caracterfsticas bdsicas de las Dp-branas se puede
consultar por ejemplo [13, 14, 15, 16, 17]). M4s especificamente, hemos mencionado en el
capitulo anterior que existen dos tipos de cuerdas, cuerdas abiertas, para las cuales sus
extremos pueden moverse libre e independientemente, y cuerdas cerradas, las cuales no
tienen extremos. Cuando se considera la cuerda fermibnica, ésta puede definirse como
una teoria de campos conforme en la hoja de mundo, con campos bosénicos libres X# y
sus compadieros supersimétricos ¢*. Los grados de libertad de la cuerda abierta corres-
ponden a los modos de vibracién de ondas estacionarias de los campos que se mueven a
la izquierda y a la derecha, y para estas hay el doble de modos que los existentes para
las cuerdas cerradas. Las condiciones de frontera para los campos bosdnicos X# pueden
ser de Neumann o Dirichlet para cada campo por separado. Cuando todas las condi-
ciones de frontera son de Neumann los extremos de ias cuerdas se mueven libremente en
el espacio. Mientras que cuando 9 — p de los campos tienen condiciones de frontera de
Dirichlet, los extremos de la cuerda estdn sujetas a moverse sobre una hipersuperficie de p
dimensiones, las cuales corresponden a las Dp-branas. Para los campos fermidnicos sobre
la cuerda es posible elegir también diferentes condiciones de frontera. Para la cuerda
abierta, las condiciones de frontera corresponden a modos enteros y semienteros referidos
corno modos de Ramond (R) y Neveu-Schwarz (NS) respectivamente. Para la cuerda ce-
rrada, podemos elegir separadamente condiciones de frontera periédicas o antiperiddicas
para los osciladores fermidnicos izquierdos y derechos. Esto da origen a cuatro distintos
sectores para la cuerda cerrada: NS-NS, R-R, NS-R y R-NS.

La cuantizacidn de la teorfa de cuerdas fermi6nicas junto con la proyeccién GSO, lleva
a las cinco diferentes tipos de cuerdas que hemos mencionado en el capftulo anterior Tipo
1, heterdticas, 1A y 1IB (ver por ejemplo [18]). Desde el punto de vista del espacio-tiempo
de 10 dimensiones, los campos no masivos que surgen al cuantizar la cuerda pueden ser
caracterizados bajo las propiedades de transformacidn del grupo espin(8) (este es el grupo
cubierta del grupo SO(8)} en la siguiente forma. Para la cuerda abierta, en el sector. NS
hay un campo vectorial A, que transforma bajo la representacién 8, del grupo espin(8)
y en el sector R hay un fermién v en la representacién 8,. Los campos no masivos para
las cuerdas cerradas I1A son, en el sector NS-NS: g, ¢ y B,,,, mientras que en el sector
R-R: A y AQ),. Para la cuerda IIB se tiene en el sector NS-NS: g, ¢ ¥ By y en

1Es claro que acquf la D viene de Dirichlet y no debe confundirse con la dimensién D del espacio-tiempo.
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el sector R-R: A, A® y Al .. Como podemos ver, las cuerdas IIA y IIB tienen los
mismos campos en el sector NS-NS que corresponden a la métrica del espacio-tiempo gy,
al dilatén ¢ y al tensor antisimétrico B,,. Adicionalmente, cada cuerda cerrada tiene un
conjunto de campos llamados campes de R-R. Para la teoria IIA estos campos son una
i-forma y una 3-forma. Para la teoria IIB hay un segundo campo escalar (la axién), una
2-forma y una 4-forma auto dual. En ambas teorias hay también campos en los sectores
NS-R y R-NS que corresponden a campos fermiénicos en el espacio-tiempo.

Hasta hace poco tiempo, €l papel de los campos de R-R en la teorfa de cuerdas no era
claro. En uno de los articulos més importantes en la revolucién de cuerdas reciente [19),
Polchinski seiialé que las Dp-branas son los portadores de cargas de estos campos. Otra
caracteristica importante es que la fisica de bajas energias de Dp-branas puede ser descrita
por una teoria de norma supersimétrica. Los avances recientes en teorfa de cuerdas como
por cjemplo, las relaciones de dualidad entre las diferentes teorias de cuerdas (ver por
ejemplo {20]}, el cdlculo de la entropfa de un agujero negro {extremo) {21} y la conjetura
de Maldacena [22], no podrian explicarse sin estas D-branas.

En teoria de cuerdas fue provechoso reemplazar la accién de Nambu-Goto, la cual
es proporcional al drea de la hoja de mundo de la cuerda, por una accién equivalente
clisicamente que involucrara una métrica intrinseca de ia hoja de mundo. La accién de
Nambu-Goto es no polinomial en las derivadas de las coordenadas de la cuerda, mientras
que la accién equivalente es cuadritica en estas derivadas, cun lu cual seé simiplifica consi-
derablemente el andlisis (ver capitulo 2}. Esto tiene una generalizacién para la accién de
Nambu-Goto de p-branas {proporcional al volumen de mundo}, pero la teoria resultante
(el andlogo de la accién de Polyakov) es sélo invariante de Weyl (a menudo utilizaremus
en el texto invariancia conforme como sinénima de invariancia de Weyl) para el caso de la
cuerda p=1. Dado que la simetrfa de Weyl es importanie para la cuantizacion de la cuerda
(23], una pregunta inmediata es sobre la posibilidad de construir una accién de p-branas
que sea invariante bajo transformaciones de Weyl. En [24, 25, 26, 27] se construye una
accién con esta propiedad, la cual es equivalente cldsicamente a la accién tipo Polyakov.
Un punto importante es que estas acciones son funcionales de los mismos campos que
la accién tipo Polyakov, es decir, no hay necesidad de introducir campos auxiliares adi-
cionales. Varios aspectos de estas p-branas han sido estudiados, por ejemplo, su reduccién
dimensional (28], su relacién con la invariancia conforme en el espacio-tiempo de fondo
[29] v su caracterizacién como fuente de estructura en el espacio-tiempo [30]. Sin embargo
el algoritmo standard, en [31] se intenta resolver este problema intreduciendo una forma
de obtener las constricciones sin pasar por el algoritmo de Dirac. En esta tesis este prob-
lema se resuelve de una manera diferente al proponer una nueva accién gue sea invariante
de Weyl, y para la cual es posible desarrollar €] formalismo canénico en la forma usnal.
Esto se logra introduciendo un campo auxiliar adicional [32].

En el caso de las Dp-branas, la accién natural para describir la dindmica de estos
objetos es una de tipo Dirac:Born-Infeld (la cual es el andlogo de la de Nambu-Goto para
p-branas), esta accién es no polinomial en el campo de fuerza F),, [33]. Mediante la intro-
duccidn de una métrica auxiliar intrinseca del volumen de muado, se obtiene una accién
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equivalente cldsicamente que es cuadrdtica en F), y la cual tiene una simetrfa conforme
clésica en cuatro dimensiones, esto es, para una D3-brana [34]. Como esta nueva accién
es cuadratica en F,,, la integracién sobre los campos de norma es directa y justo como en
la teoria de cuerdas, el problema se reduce a la integracién de las métricas. Esta accién
se utiliza para dualizar el campo de norma en todas las dimensiones, lo cual no se pudo
hacer hasta Ia introduccién de dicha accién. Siguiendo la misma légica que en el caso de
las p-branas, uno puede investigar la posibilidad de extender la invariancia conforme de
las Dp-branas a cualquier dimensién, esto es parte de lo que haremos,

En este tercer capitulo se exponen algunas caracteristicas de las p-branas, las super
p-branas y las Dp-branas bosénicas con simetria de Weyl. Se comienza discutiendo dife-
rentes tipos de acciones equivalentes entre sf cldsicamente, para las p-branas. Se muestra
explicitamente su equivalencia y se discuten sus simetrias. Se construye el formalismo
canénico para cada una de estas acciones y se discute la imposibilidad de hacer esta con-
struccién para la accién standard de p-branas con simetria de Weyl. Para resolver este
problema se propone una nueva accién que involucra un nuevo campo escalar auxiliar
extra. Se utiliza el método del hamiltoniano extendido [35] para obtener las transforma-
ciones de norma de esta nueva accién en la misma forma a como se hizo en el caso de
cuerdas. Se presenta también la extensién supersimétrica de la accién de super p-branas
con invariancia de Weyl y se discuten los diferentes valores de p y D para los cnales la
construccitn es vdlida. La discusién supersimétrica se basa en la construccién de acciones
tipo GS. Construimos acciones de este tipo porque es la formulacién que ha dominado el
desarrollo de las super p-branas 2, aunque es importante mencionar que recientemente se
ha construido una formulacién de las branas que posee tanto supersimetria en el espacio-
tiempo como en el volumen de mundo (una revisién de estas acciones estd dada en [36]).
Comenzaremos por construir las acciones en espacios-tiempo curvos, para pasar después
a la construccién explicita de las diferentes acciones existentes de p-branas conformes en
el espacio-tiempo de Minkowski. También se discute en detalle la simetria x para las
acciones en espacios-tiempo curvos. Razonando de manera similar, se exponen las carac-
teristicas bdsicas de varias acciones que describen a las Dp-branas bosénicas y se presenta
una accidén que es invariante de Weyl para toda p y que ademds es cuadrdtica en F,
{32]. Por dltimo se discute, como construir acoplamientos conformes del campo auxiliar
escalar con los campos de norma sobre la Dp-brana. La introduccién de las acciones in-
variantes de Weyl que involucran un campo auxiliar escalar para p-branas, super p-branas
y Dp-branas, junto con el desarrollo canénico de la accién de p-branas con simetria de
Weyl, constituyen la contribucién de este capitulo al irea de los objetos extendidos. La
discusién de del acoplamiento conforme entre el campo escalar auxiliar y los campos de
norma sobre la Dp-brana es también una contribucién original.

?Las acciones de p-branas tipo GS llamadas super p-branas son las que tienen supersimetria explicita
en el espacio-tiempo, las p-branas fermiénicas son las que tienen supersimetria explicita en el volumen
de mundo peroc no en el espacio-tiempo.
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3.1 Acciones de p-branas bosénicas

3.1.1 Accién de Nambu-Goto

La generalizacién de la accién de Nambu-Goto para p-branas se sigue de manera
directa a partir de la discusién que se hizo para la particula y la cuerda en el capitulo
anterior. Como hemos mencionado, el volumen de mundo que describe una p-brana es
una superficie de p + 1 dimensiones en el espacio-tiempo y por analogia con los sistemas
expuestos anteriormente, este volumen de mundo tiene como caracteristicas i} es tipo-
tiempo y ii) es extremo.

Las ecuaciones paramétricas del volumen de mundo de la p-brana son X* = X¥#(£%),
pero ahora hay p + 1 coordenadas & (i = 0,1,...,p) del volumen de mundo, X* con
p=0,1,..., D~1 representan nuevamente las coordenadas del espacio-tiempo. Se asume
que £ = (1,0") con r = 1,...,p es una buena parametrizacién de! volumen de mundo en
el sentido que los vectores tangentes 8X*# /97 y 0X* /80" son en todo punto linealmente
independientes y no nulos. M4s atin, se asume que 8X* /07 es tipo tiempo (o nulo) y que
los p vectores 3X* /3¢ son tipo espacio.

Fl encajamiento del volumen de mundo en e! espacio-tiempo induce una métrica sobre
la superficie X*(£%), dada expliciiamente por

oxXEIXY
s = T 6T BT (3.1)
Notese que estamos considerando un espacio tiempo plano, la razén para esta conside-
racion es la misma que en el caso de cuerdas, la signatura de la métrica es (—, +, ..., +).

Tenemos asi que la accidn invariante bajo reparametrizaciones mds simple es
SIX*(¢)] = =T [ #+¢v=h, (3:2)

donde £ = det &;;. La constante de proporcionalidad T estd dada por la tensidén de la p-

brana y tiene las unidades necesarias para que la accién sea adimensional [T] = [masa]?t!.
Las simetrias de esta accién son:

1.- El grupo de Poincaré de D-dimensiones,

TUUXME =ARXTE) Fer T T T T T (33)

donde A*, es una transformacién de Lorentz y e* una traslacién.
- 2.- Invariancia bajo difeomorfismos en el volumen de mundo. Para nuevas coordenadas
£ = ¢£'(£), la transformacién de simetria se expresa en la forma

XM = X*(€). (3.4)
Infinitesimalmente esta transformacién es
SX* = g'a, X", (3.5)
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donde n* represents p + 1 pardmetros infinitesimales.
Las ecuaciones de movimiento para las coordenadas X# que se obtienen a partir de

esta, accién son 3
8 (V=hhI9;X*) = 0. (3.6)

Desde el punto de vista del volumen de mundo, la ecuacién (3.4) define a X#(£) como
campos escalares, con u visto como un indice interno.

3.1.2 Accién tipo Schild

Para el caso de la accién de Schild, la generalizacién a p-branas es nuevamente directa,
lo tinico que debemos tomar en cuenta es que ahora tenemos un volumen de mundo de
dimensién p + 1.

—_ 1 -+1 -1 2
§=y [@He(vh-T%). (3.7)
De esta accién se puede obtener el limite de tensidn nula T' — 0 que corresponde al limite

ultra relativista de p-branas. La equivalencia cldsica entre las acciones (3.2) y (3.7) se
obtiene al resolver la ecuacién de movimiento para el campo auxiliar p

h+T%p% =0, (3.8)

y sustituir la expresidn resultante del eampo ¢ en (3.7).
Las simetrias de esta accidn son:
1.- El grupo de Poincaré de D-dimensiones,

X™(E) = ALX*(E) +0,
¢'(€) = (&) (3.9)
2.- Invariancia de coordenadas en el volumen de mundo,
X*™E) = X4¢).
PEVFE = p(E)dE. (3.10)

De manera infinitesimal, la invariancia en el volumen de mundo se expresa como

sX# ﬂia,‘X”,
dp = Bin'p)- (3.11)

La ecuacién de movimiento gue se obtiene para los campos X# a partir de esta accién es

8 (w~'hRY87X*) =0, (3.12)
asi, si combinamos esta ecuacién con (3.8) obtenemos la ecuacién de movimiento (3.6).
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3.1.3 Accién tipo Polyakov

La generalizacién de la accién de Polyakov (2.24) para el caso de p-branas, se debe a
Howe y Tucker [37] y su expresitn es

SIX*,g5) =~ [ @65 (g% - (p - 1), (313)

donde nuevamente se introduce un tensor auxiliar g;;(¢*) el cual representa la métrica
intrinseca del volumen de mundo. Este principio de accién depende de D+ (p+1){(p+2)/2
campos.

Para ver la equivalencia de esta accién con (3.2}, utilizamos la ecnacién de movimiento
de la métrica g;;

1 1
hij — 59i9" hat + 5(p — 1)g5 = 0. (3.14)

Tomando su traza encontramos para p # 1 que
gihii=p+1, (3.15)

y asi, gi; €3 la métrica inducida en el volumen de mundo
9:5(€') = hy(€°). (3.16)

Sustituyendo esls ecuacién en la accién obtenemos la equivalencia entre (3.2} y (3.13).
Las simetrfas de la accién de Polyakov para p-branas con p # lson las siguientes:
1.- Invariancia de Poincaré de D-dimensiones

X*(€) ARXY(€) + d*,
9;;(8) = gi{8)- (3.17)
2.- Invariancia bajo difeomorfismos en el volumen de mundo
xX®E) = X9,

tk H
S B E) = aul®) (318)

I

para nuevas coordenadas £'(£).

Nétese que en el caso de p-branas (con p > 1}, no se tiene la simetrfa de Weyl. Este
hecho se ve reflejado en la solucién de la ecuacién de movimiento de! campo auxiliar g5,
o lo que es lo mismo, en la relacién gue existe entre la métrica intrinseca y la métrica
inducida. Mientras que para la cuerda éstas estdn relacionadas hasta un factor arbitrario
ec. (2.30), agui son exactamente ignales (3.16). Desde el punto de vista del lagrangiano,
la diferencia reside en el ‘término cosmoldgico’ de la accién (3.13), el cual claramente
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desaparece para p = 1 (caso de la cuerda).
De manera infinitesimal, las simetrfas del volumen de mundo se expresan como

5X* = niaxm,
bg:;; = n*Gugi; + O grs + 0" gin. (3.19)

La variacién de la accién respecto a la métrica intrinseca define el tensor de energia-
momento
2 4Sp

(£) = - L 1 )
T;(6) = ~ T T (hsj = 3959 hu + E(P ~1)g;) - (3.20)

Este tensor es conservado V;T¥ = 0, como una consecuencia de la invariancia bajo
difeomorfismos, pero ya no es de traza nula como lo era en el caso de la cuerda porque no
tenemos invariancia de Weyl.

La ecuacién de movimiento para el campo X* es

8i(v—g9978;X") =0, (3.21)
con lo cual las ecuaciones (3.16) y (3.21) juntas son equivalentes a (3.6).

3.1.4 Accidn conforme I

Bajo la premisa de que la simetria de Weyl es importante para la cuantizacién de la
cuerda, uno se pregunta si existe una accién de p-branas que posea esta simetria y que
adem4s sea equivalente a la accién de Nambu-Goto. La respuesta es afirmativa y la accidn
que tiene esta propiedad es [24, 25, 26, 27]

1 . \Ee
i gal = -7 [ ev=g (ah) (3.2
Esta accién al igual que la tipo Polyakov depende de D + {p+1)(p+2)/2 campos. Nétese
ademds que para el caso de cuerdas p = 1, esta accién se reduce a la accién de Polyakov.
Para ver la equivalencia entre esta accién y la de Nambu-Goto utilizamos la ecuacién de
movimiento de la métrica intrinseca g;;

)
Gkl (IH‘ lg’Jh.'j) = hy, (3.23)
ia cual tiene como solucién
6ii(€) = B(E)Mi;(£), (3.24)

donde S{£) es una funcién arbitraria.
Esta accién tiene las siguientes simetrias:
1.- Invariancia de Poincaré de D-dimensiones

XH(E) = ALXY(E)+ e,
9i;(6) I (3.25)
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2.- Invariancia bajo difeomorfismos en el volumen de mundo

XH(€) = XM(6)
1k Qeil
) (3.26

para nuevas coordenadas £'(€).
3.- Invaniancia de Weyl de p + 1 dimensiones

X% = X*(),
9;(6) = exp(2w(£))gi;(£), (3-27)

para w(£') arbitraria. De manera infinitesimal, las simetrfas del volumen de mundo se
expresan como

I

5X* = 7'9;X*,
89i; = n°Ogi; + BinfFos + O’ ga + Wgys. (3.28)

Debido a que la accién es invariante bajo difeomorfismos del volumen de mundo tendremos
que el tensor de energia momento

E 1 1
2

b [ ] f 2R | \
L vop x k! Rl sm s
Tilf)= ———2F [ 1My — " il 3.29
:J(&) \/-'_Q dg L(p + 19 kl) ( y J-kl g!.J) { )
es conservado V;T% = 0 y dado que tenernos invariancia de Weyl este tensor es de traza
nula ¢7Ty; =0.

La ecuacién de movimiento para X* esta dada por

B
& (\/——g (—%thu) g‘f’a,-X*‘) =0. (3.30)
Asl, las ecuaciones (3.24) ¥ (3.30) juntas son equivalentes a (3.6}. M4s adelante, mostraremos
que el andlisis candnico de estd accién no estd bien definido debido a la potencia en la
accién. Este hecho nos ha llevado a proponer una accién equivalente cldsicamente a (3.22),
para la cual puede aplicarse el algoritmo hamiltoniano sin problemas. Este es el tema de
la. slgulente subsec(:ldn

3.1.5 Accién conforme II

Utilizando la idea de Schild, en [32] se introduce un campo auxiliar ¢ con el objetivo de
eliminar la potencia en el integrando de la accién (3.22). La expresidén de la accién que
se obtiene es

S[X“agij:‘P] = _%jdp+1§ \/ZE (‘Pﬁ}gi"hﬁ - (P(P - 1)) y (3'31)
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la cual depende de D + 1+ (p + 1)(p + 2)/2 campos. N6tese que para p = 1 se obtiene
la accién tipo Polyakov para cuerdas mientras que para ¢ = 1 se recobra la accién de
Polyakov para p-branas. Mds atn, utilizando la ecuacién de movimiento para el campo
auxiliar ¢
1

r+1
(con p # 1) en la accién (3.31), obtenemos la equivalencia clésica de esta acci6n con (3.22).
Mientras que la equivalencia con la accién de Nambu-Goto (3.2) se obtiene de utilizar
simultdneamente la ecuacién de movimiento de ¢ (3.32) y la ecuacién de movimiento de

Gij

97k — Pt =, (3.32)

his — @7 gij = 0. (3.33)

Esta accidn tiene las siguientes simetrias:
1.- Invariancia de Poincaré de D-dimensiones

X(€) = ALX(E)+d",
') = (&) (3.34)
9;(6) = g(6)

2.- Invariancia bajo difeomorfismos en el volumen de mundo
XM = X",
o(€) = ol§) (3.35)

a 23 o 1 . o
aii a_g’gkl(g) = glj(E)s

para nuevas coordenadas £'(£).
3.- Invariancia de Weyl de p 4+ 1 dimensiones

Xme) = X*(¢€),
¢'(€) exp(—(p + 1)w(€))p(£), (3.36)
g;(€) exp(2w(£))g:;(£),

]

para w(£?) arbitraria.
Tenemos por tanto que las transformaciones infinitesimales de los campos en el volu-
men de mundo que dejan invariante la accién son

SXP = 7oX",
bp = 7dp-wlp+1l)y, (3.37)
bg;; = N Okgij + OinFgn; + O oa + 2wgi.

Un punto interesante es que la ley de transformacién para el campo auxiliar ¢ es bastante
diferente en las acciones (3.7) y (3.31). En el caso de la accién de Schild ¢ es un ‘einbein’,
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mientras que en (3.31} ¢ es un escalar bajo difeomorfismos y cambia de manera similar a
la métrica g;; bajo transformaciones conformes.
Para est4 accidn, el tensor de energia momento asociado estd dado por

—_ 2 08  @dS et 1
== (4 + Sagm) =1 (- o). 039

Nétese que esta no es la definicién standard del tensor energia momento, pero es una
definicién adecuada dictada por la transformacién conforme. Este tensor tiene traza cero
debido a la invariancia conforme T} = 0. Por Gltimo, la ecuacién de movimiento de las
coordenadas del espacio-tiempo est4 dada por

& (\/——ggoﬁ"i g‘fan“) =0 (3.39)

Asi, las ecnaciones (3.32) y (3.39) juntas, son equivalentes a (3.6).

3.1.6 Accién generalizada

Antes de pasar al andlisis candnico de las acciones que hemos presentadn, mencionemos
que hay dos generalizaciones 1tiles a la accidén conl'orme II. La primera es ir a un espacio-
tiempa curve al reemplazar 1, por G,..(X). La segunda es introducir un campo tensorial
antisimétrico By, uy.,,,(X) de rango p + 1 el cual se acople a un término de Wess-
Zumino (recordemos la discusién hecha en el capitulo anterior acerca de los términos de
Wess-Zumino para la supercuerda). La accidn (3.31) se gencraliza en la siguiente forma

5 = ——fd”“aj [,/— (ga’m SOXE8X G (X ) — plp — 1))
L
(p+1)!
La virtud de esta generalizacidn, es que podremos construir de manera directa a partir-de
esta accién, la versidn supersimétrica de las p-branas o super p-branas. Esto lo haremos

més adelante en este capitulo. Las ecuaciones de movimiento para los campos ¢, g;; y X
— - ~— . -—#.estdn.dadas respectivamente.por.las.ecuaciones___ . _

1
r+1

Eili:miv“ah X BE’X;IZ e a'_dX#rHBm 152 fp 41 (X)] ) (340)

glaX ;X G — ‘P#r = 0 (3.41)

X 0 X" G- pFrigy = O, (3.42)

8, (\f—:g(pﬁgﬁa,-x"aw) + Gl 8X ;X g
1
(p+1) mll .Llp-HE

f162-ip41 ail Xﬂl al ot X”v+1(3 43)
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donde el campo de fuerza H estd dado por
H=dB (3.44)

y por tanto obedece la identidad de Bianchi dH = 0.

3.2 Formulacién candnica de p-branas

3.2.1 Accién de Nambu-Goto

Construyamos la formulacién hamiltoniana de la accién (3.2). El momento canénico
asociado a los campos X* es

OLng T iiiged

Py= Xk = ﬁe NG X by hai, -+ figis (3.45)

donde X# = 8,X* De esta expresién del momento obtenemos que el hamiltoniano
canénico es nulo y que existen p + 1 constricciones primarias de primera clase

1 .
H = % (TP“P# 4T h) 0, (3.46)
H, = P3X*x0, (3.47)

donde h = hh" es el determinante de la parte espacial de la métrica indncida. Tenemos
por tanto que la expresién del hamiltoniano total es en este caso

He[X*, Py, A X} = [ dPE (VM + AH,). (3.48)

Dado que el 4lgebra de constricciones es cerrada

{H(f), Hlg]} H.[(fd.,9 — ga,f)}'lh"], _
{H[f]’ Hr[g]} H[farg - garf]r (3.49)
{H:[f], H,g]} H,(fo.g] + H,.[—ga,f],

no aparecen mas constricciones en el formalismo hamiltoniano. Concluimos entonces que
para la accién de Nambu-Goto el hamiltoniano extendido coincide con el hamiltoniano
total (Hg = Hr).

El conteo de grados de libertad en este caso es como sigue. Hay 2D campos (X*, P,)
en el espacio fase y p + 1 constricciones de primera clase (#,H,). El nimero de grados
de libertad de la p-brana es entonces (2D — 2(p+1))/2=D — (p+1).
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3.2.2 Accién de Schild

Al igual que en el caso de la accién de Schild para cuerdas, tenemos dos tipos de
momentos asociados a los dos tipos de campos que involuera la accién (3.7). El momento
candnico asociado al campo ¢

0Lz
N,=—=0 3.50
L a(p + ( )
es una constriccidr primaria, mientras que el momento canénico asociado al campo X*
es
dLg 1 siviein

e = % = @~ e, X R iy < B (3.51)

De esta expresién del momento canénico se obtienen p constricciones primarias
H, = P,6. X" = 0. (3.52)

La expresién del hamiltoniano candénico es en este case
1 P, pP#
Ho=-3 /d"& ("T- + 'r?) 0. (3.53)
3

Al requerit que
secundaria 171
M= (fP“P,, +T }1) ~ 0. (3.54)

Nétese que las constricciones . y H, coinciden con las constricciones obtenidas para el
caso de la accién de Nambu-Goto (3.2), con la diferencia que en ese caso todas las cons-
tricciones aparecen como constricciones primarias, mientras que aqui las p constricciones
H, siguen apareciendo coma constriccion primaria pero H aparece como una constriccién
secundaria. Por tanto el dlgebra entre estas constricciones es nuevamente (3.49)

{H[f],H[g]} = Hr[(faag - ga,f)ilh"],
{H[f], H-[o]} = HI[fOg—g0:]], (3.55)
{H,(f], H.(gl} H,|f8.9] + H,{-98,1],

y no aparecerdn nuevas constricciones. La constriccién I1, es también de primera clase.

“Elconteo de‘'grados delibertad para est4 accién es-como.sigue, tenemos 2(D+-1) variables _

en el espacio fase y p + 2 constricciones de primera clase, por lo tanto tenemos (2(D +
1} -2x (p+2)}/2=D — (p+1) grados de libertad por punto.

3.2.3 Accién conforme I

Contrariamente a lo que uno podrfa pensar, cuando queremos construir la formulacién
canénica de la accién conforme I nos encontramos con el problema de que no es posible
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construir el hamiltoniano de manera directa. Este probiema surge debido a la no-linealidad
de 1z accién. De manera especifica, al introdueir la potencia en el lagrangiano que hace
que la accién (3.22) sea invariante conforme, introducimos en la teoria una no-linealidad
que impide la construccién canénica. La expresién del momento candnico asociado al

campos X* es
=1

1 . \F
g'Jh.-,-) a.x,, (3.56)

bu=-T _g(p+1

nétese que el factor entre paréntesis involucra las derivadas temporales de los campos X*
y este factor desaparece sélo para el caso p = 1 que es el caso de la cuerda. Asiparap =1
(recuérdese que en este caso la accién (3.22) coincide con la accién de Polyakov (2.24)
para cuerdas) es posible despejar las derivadas temporales en términos de los momentos
y la derivada espacial de X* y por tanto, construir el hamiltoniano (2.49). Pero para
p > 1, este factor no desaparece y no es posible despejar la derivada temporal de los
campos X* en términos de los momentos y las derivadas espaciales de los campos X¥,
de ahi viene la dificultad para obtener el hamiltoniano. Uno podria esperar que a pesar
de que este despeje no es posible, las diferentes cantidades involucradas para construir el
hamiltoniano a través de una transformada de Legendre, se combinaran de tal manera que
el hamiltoniano pudiera ser construido, esto pasa por ejemplo en el caso de la particula,
para la cual de la expresién del momento candnico asociado a X¥

P“ =m , (3.57)

no es posible despejar las velocidades en términos de los momentos debido a la raiz, pero
sin embargo se obtiene H = 0. Para las p-branas esto no ocurre, de hecho la expresién
que se obtiene para el hamiltoniano es

1 1{ 1 = 1 =
H = /d” - = Ghy|  PPY+T s R
'E[ 2¢%/=g (T (p+19 3) W (p+1g h”) i

Bl

—T( ! g""h,-,-) 2 'y(p—~1)) —-;’;P,,a,x#], (3.58)

p+1

el cual sigue teniendo una dependencia en las velocidades.

La formulaci6n hamiltoniana para esta accidn se discute en [31], pero esta discusién
no es completamente candénica. Para obtener las constricciones desarrollan un método
que es intermedio entre la formulacién lagrangiana y la hamiltoniana, éste consiste en
un algoritmo para encontrar las constricciones sin hacer la eliminacién explicita de las
velocidades en el hamiltoniano. Como conclusién obtienen que salvo la diferencia en
la expresién del momento, la dnica diferencia entre las constricciones de la accién con-
forme I (3.22) y la correspondiente accién tipo Polyakov (3.13) es que las constricciones
son invariantes conformes, pero sus expresiones, el nimero de ellas y su generacidn es el
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mismo. Sin embargo, esto est4 en contradiccién con las conclusiones de {35]. Como hemos
mencionado en el capftulo anterior, el nimerc de pardmetros independientes arbitrarios
en las transformaciones de norma de una accién singular es el mismo que el mimero de
constnicciones primarias de primera clase, y evidentemente, si comparamos la transfor-
macién de norma de la métrica en ambas acciones ecs. (3.19) ¥ (3.28), vemos que para la
accién conforme hay un pardmetro arbitrario adicional, que proviene precisamente de la
invariancia de Weyl. Entonces, el ndimero de constricciones no puede ser el mismo, falta
una constriccién primaria de primera clase. Esta fue nuestra motivacién para proponer
la accién conforme (3.31) en [32].

3.3 Formulacion canonica de la accién conforme I1

En esta seccidn presentaremos el andlisis canénico para la accién conforme II. Utilizare-
mos nuevamente por conveniencia variables ADM. En términos de estas variables (ver
apéndice B), la accién (3.31) se reescribe como

T ! ( -1 NT NTN?
o Fantd er f__)ﬂ.;.‘)_xua_x_,_;_ (N ra _ 11 Y
S 5 ] FEY e N st | ¥y w7 ) h..} {3.59)
~(p- l)aoN'r) : (3.60)
El cambio ante una transformacién conforme para estas nuevas variables es
N = Nexp(—w(p=1)), N" = N7, 7y = Yrpexp(2w), @ — pexp(—w(p+1)). (3.61)

De la definicién de momento candnico obtenemos mﬂéﬂa + 1 constricciones primarias

p = O
axe
oL -

n, = a—(ﬁzo, {1 constriccién) (3.62)
oL

o = g (Geomstredén) (363

o, = oL ~0 (p constricciones) (3 64_)“

r= o =0 nstricciones

O, = %%zﬂ, (p{p + 1)/2 constricciones) (3.65)

con lo cual el hamiltoniano total es

JEG [i;'- (%wi—ﬁ PP 4+ TSty h., — Toy(p 1)) +N'Pa.X"
+ATT, + A+ AL, + A™IL,]. (3.66)
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Los paréntesis de Poisson entre dos funciones arbitrarias de la variables canénicas A y B
est4 dado por

5A 6B 6ASB SASB GA 5B A OB
= A B  6ASB | OAOB  OA OB | 02 07 (4 .
(4,8} = [ e (5}(# 57, T om, T sven T oo, T syea, 9P ))

En particular

{X"€),R(E)} = &FE-¢),  {NEODE))}=FE-£),
{Nr(E)sHs(E')} 6:6,1(6 = E')! {7"(6): Htu(fi)} = d.(rgfs;)é.p(f - ‘Er)p
{0(). ()} = &(¢-¢),

donde los paréntesis en los indices ¢, u significa simetrizacidn respecto a dichos indice.
Siempre que aparezcan estos paréntesis en los fndices, durante lo que resta de la tesis,
debe entenderse la simetrizacién.

Aplicando el método Dirac, debemos pedir ahora que el hamiltoniano (3.66) tenga
paréntesis de Dirac débilmente nulos con las constricciones primarias definidas en (3.62)-
(3.65) obtenemos {p + 1)(p + 2)/2 constricciones secundarias

. 1 - - -

no= - (%w'?‘?P,‘Pﬂ + Tp5 Yy h,, — Ty(p — 1)) =~ H % 0, (3.67)

I, = —-P*3,X,=—H, =0, (3.68)

d TNEY o4 tu tu

Hra = "'""2_'(50- ) TrsY )Q'tu =0, (369)
. -1 1 -

n, = N (gﬂ) <p‘-7%’H +TN (}T‘?) YY"y = 0, (3.70)

donde
171 -
H = 3 (?P“Pl‘ + T‘Pﬂf;gl'TY"hra - T(,Oan"y(p - 1)) ~ 0,
H, = Po.X*=0, (3.71)

2 _
Qra = hra — PP Y, R 0.

Nétese que la evolucién temporal de la constriccién flw no genera constricciones adicionales
a las generadas por las constricciones primarias restantes. El hamiltoniano total (3.66)
puede reescribirse en términos de estas nuevas constricciones como

Hp= [ e (N(p:v_?f?{ + N'H, + AT, + AT+ AT, + ,\"n,,) . (3.72)

El siguiente paso en el método de Dirac es ver si las constricciones secundarias producen
puevas constricciones. Para ello es necesario en este caso conocer el dlgebra de las cons-
tricciones secundarias # y #H, con ellas mismas

(HIfLHIg)} = Hl(f29~ gdf)o o), (3.73)
{H[f Hlgl} = H[fg— g8:f], (3.74)
{Hr[f]!H![g]} = H,(f0.g] + H[—g0,f]. (3.75)
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De esta dlgebra y de las ecuaciones (3.67)-{3.70) es evidente que la constricciones H y H,
1o generan nuevas constricciones. Mientras que la evolucién temporal de la constricciones
secundarias {I,,, permite obtener ¢! multiplicador de Lagrange A™

.y = Ay @540 + 20, X78, (—;;Ngoliﬁp,, + N*@,Xﬂ) - p__f__l.,\wi%‘?'r,, 0. (3.76)

Sustituyendo la expresidén que se obtiene de ests ecuacién para A™ en el hamiltoniano
total (3.72), obtenemos el hamiltoniano total de primera clase

Hr = [ ¢ (N(pl—ﬁT+ NTT; + 2T, + MI + xn,) , (3.77)
donde 7, T; vy 7, son las constricciones redefinidas
2
T = H+ fppa,(ga":'i"n"a.xn, (3.78)
T, = H, +20,X°8,(¢ 7118, X,), (3.79)
2 - T
T, = I, + p__,__l‘P gt Yrs. (3.80)
Por tantoc concluimos que no existen condiciones terciarias para la accién {3.59). La

clasificacién de estas constricciones es como sigue
Constricciones de primera clase:

M~ 0, (3.81)
M, ~ 0, (3.82)
= 2 ~ryre n
T = H+ TP,,B,((;: =TT 8, X*), (3.83)
T = H, +20,X48,(¢" 519, X,,), (3.84)
2 —lrirs =
7; = H‘, + m(ﬂ )i “rp 72 0, (380)
Constricciones de segunda clase:
Hra ~ 01 (386)
T T s = == = by O — — — . _(3.8T) _

Esta clasificacién se obtiene al calcular el 4lgebra de Poisson entre todas las constricciones.
Si se denotan las constricciones de primera clase como G4 (A = 1,...,2p + 3) y las de
segunda clase como x, (@ =1, ...,p(p+1)), el 4lgebra de Poisson tiene las signiente forma
general

{Ga,G8) = CSpGe+ Bi%XGXﬁ,
{GA’X‘-‘} i AE:.GB + Dgax.ﬂs (388)
{Xou XE} = ng.
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Una vez que hemos clasificado las constricciones hagamos el conteo de grados de libertad.
Tenemos D + 1 + (p + 1)(p + 2)/2 variables canénicas, 2p + 3 constricciones de primera
clase (I1, I,, T,, 7, 7;) y p(p + 1) constricciones independientes de segunda clase (I,
Qr,), con lo cual el niimero de grados de libertad por punto es D+ 1+ (p+1)(p+2)/2—
Qrp+1)+1)—plp+1)/2=D—-(p+1).

Ahora bien, dado que tenemos constricciones de segunda clase en nuestro formalismo
necesitamos construir los paréntesis de Dirac. Como hemos visto tenemos dos tipos de
constricciones de segunda, clase (I1a, $2as) ¥ Su paréntesis de Poisson estd dado por

(Ol Talol} = [ PEFT507 (etren + Tt (3.89)

por lo que el paréntesis de Dirac estd dado por la expresién

(F,GY = {F.G}+ [@E(F Q0 (@ry™e 1 (§) {Tlu(), G)

— [ PRIy e (€)(Qul8), G, (3.90)

con lo cual los paréntesis de Dirac no nulos de las variables canénicas son
{X*(€),n(&)} = 8¢ -£), . (3.91)
Y @hpu@)) = 8l Y™+ e XN E - £),  (392)
O = 7P, (3.99)

El lgebra de Dirac para las constricciones de esta teorfa se siguen de (3.90) y los paréntesis
no nulos hasta cuadrados de constricciones de segunda clase son

{7 Tlal}

T80 — 9 f Yo 55t 77,
{71, Telal}* T(f0:g - 90, 1), {3.94)
{7;[f]: 7;[9]}- T;Ifarg] = 7;[933."]'

Nétese que esta dlgebra coincide con el dlgebra (3.49) de la accién de Nambu-Goto como
debe ser.

Para finalizar con esta discusién obtengamos las transformaciones de norma (3.37) a
través del hamiltoniano extendido, tal y como lo hicimos para el caso de la cuerda.

La expresién de la accién extendida para el lagrangiano (4.58) es

It

s = [ (X"‘P,. + NI+ NI, + I, + @11, — NebH T — N°T,
—xoTy = M1 = XM, = pT = g1y — p7°s), (3.95)

mientras que ¢! generador de las transformaciones de norma de esta accién extendida es

G = / PEWT + v 1L, + 6T, + pT + o™ T7). (3.96)
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Como hemos discutido anteriormente, no todas las funciones que acompaiian a las cons-
tricciones en el generador son independientes. En este caso s6lo p + 2 lo som, ya que
tenemos p-+ 2 constricciones primarias de primera clase. Las ecuaciones diferenciales que
satisfacen los coeficientes que acompaiian a las constricciones en el generador son

V= %‘ +{u", Hg} + O S gy (uBy — Bop) N@#TE + O, N" — N0y, (3.97)

Py + (-1—1’9) Ny~ % = T 4 (u, Ho} + (50 = 0,) N" + (50, — O, Ny o

p+1
(3.98)
Eligiendo los coeficientes en la forma

p o= "Nepw, (3.99)
g = °N" 471, {3.100)
£ = Boe-wp+ e, (3.101)

obtenemos las siguientes transformaciones de norma de los campos
5X* = {X* G} =n'0X" (3.102)
b = {p,G} —7a¢ w1l (3.103)
e = {'Yra: G} = T]i?i'Yra + B,-T]i')',-, + 8,0 i + 29%Yray (3-104)
6N = {N,G}=n"N+i°N-2NN"8,1°+ 78N - N&.n" — (p — 1)wN, (3.105)
SN = {N7,G}=8(n"N) — & (N?*yy™ + N'N*) + n°8,N" — N'3,7".  (3.106)

Por {ltimo mencionemos que el formalismo canénico de la accién tipo Polyakov {3.13)
puede obtenerse a partir del de la membrana conforme que hemos discutido, tomando la
condicién de norma ¢y = 1.

3.4 Acciones supersimétricas

3.4.1 Super p-branas en el super espacio curvo de D dimensiones

En [7] se discute el problema general del acoplamiento de objetos extendidos de p
dimensiones a supergravedad en D dimensiones. En esta subseccién discutimos este mismo
problema pero aplicado al caso en que adicionalmente tenemos simetria de Weyl®. En el
capitulo 2 se mostré que la forma adecuada de introducir supersimetria en el espacio-
tiempo para la teorfa de supercuerdas, es afiadiendo a la accién un término de Wess-
Zumino. En el caso de p-branas se utiliza la misma idea. Comenzaremos la construccién

3La diferencia entre las convenciones de [7] y las que aquf se utilizan son: a) T=1, b} un signo global
en la accién y ¢ un factor de -ty en el término de Wess-Zumino
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de las super p-branas considerando la accién bosénica con simetria de Weyl para una p-
brana evolucionando en un espacio-tiempo curvo y que estd acoplada a una (p + 1)-forma
B ec. (3.40)

T - s
S[X“:Qi.fs?’] = —-2—fdp+1£{F§ (W";*'_}g"’a.'X"“an”Gw —olp— 1))
+(P'f 1)!551..-ip+1 g, X" .. 3,-,+,Xﬂv+n Bp,,+1--'ﬂ-zm} . (3.107)

Para introducir espinores en una variedad curva, es necesario introducir el ‘einbein’ Ef,
el cual se define a través de la expresién

Gy = E2El s, (3.108)
donde a es indice del espacio tangente. Si se define el ‘pull-back’ del ‘einbein’ como
B = i XVE2, (3.109)

la accién (3.107) se reescribe como
T -1 ..
s = -1 [ere]v=s (¢ BB - pip - 1))

2 .,
e 1)!5‘1,2 v+ BT Ef;*---E,fj;;' B,.,H...m,}. (3.110)

La manera de considerar super p-branas es introducir las coordenadas £ M de un super
espacio-tiempo curvo

+

ZM = (X*, %), (3.111)

y el ‘supereinbein’ Ef;(Z), donde M = p, o son indices del super-espacio y A = g, o son
indices del espacio tangente. Por simplicidad al igual que en el caso de cuerdas consid-
eraremos que §° es un espinor de Majorana, ademds se considera sélo una supersimetria
(N = 1) debido a que este es €l Gnico caso posible para super p-branas con p > 1 [8]. En
este super espacio el ‘pull-back’ del ‘einbein’ estd dado por

Ef = 8,ZME},. (3.112)

Para supersimetrizar la accién lo que se hace es reemplazar el ‘pull-back’ (3.109) del
espacio bosénico por el ‘pull-back’ (3.112) del super-espacio. La accién que se obtiene
después de este reemplazo y que describe a las super p-branas es

T -1 .
S12¥ 00,0 = —3 f i {‘/:E (""”L*TQ”E?E?M —olp- 1))
2 L
+(p + 1)!511...|p+t E::l .. .E:::_TIBA”_‘...M } . (3113)
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Esta accién tiene la virtud de que se reduce a la accién de Green-Schwarz para supercuer-
das cnando p = 1. Nétese que esta accién al igual que {3.40), tiene un término cinético,
un término cosmolégico y un término de Wess-Zumino. Este 1ltimo término al igual que
en el caso de cuerdas puede ser construido a partir de una (p + 2) forma H en el super
espacio, que puede ser escrita como H = dB. E} término de Wess-Zumino es entonces la
integral del pullback de la (p + 1) forma sobre el volumen de mundo. La accién (3.113)
tiene las siguientes invariancias de norma locales en el volumen de mundo:
reparametrizaciones del volumen de mundo

6ZM = nigZM, (3.114)
Sp = 70 —w(p+ e, (3.115)
6gi; = N*0egi; + Oin*gix + O gu + 2wgy;, (3.116)

transformaciones fermidnicas &

SEC = o, -
SE* = (1+D)", (3.118)
T ij 4- . . .
6(V _gwﬁgu) = —-T;ig(l -+ F)Qﬁmﬁ(l“m ---ap)-qu:-I(P—;il gn‘eﬂim:”Efll . Eia:
" m\/—:g(f 2™ GBS B2 (P a)as + (p+ 1)g)s?

g1 int gdip it (Ef Ejpa, -+ E;:'Ej,a, +
N - Jp
pr Efll Ej:nl . E::— 11 E_‘ip—mp-lgip.fn Tt ertigig gipjp)
+ 2/ TgerHigiEP Ay, 9

donde £?(£) es un espinor en el espacio-tiempo y un escalar en el volumen de mundo. La
variacién de los campos E estd definida como

6EA = §ZMEY, {3.120)
y la matriz gamma est4 dada por la expresién
o ir‘ljﬁ? ——(p:i-_l)C!qD _gei""‘v+lE;‘ll ...E?:;l (TCarowapsr ) (3.121)

donde ¢ = (—1)(P+1)(P-2/4 Egta invariancia requiere del siguiente conjunto de condiciones
adicionales sobre la {p 4 2) forma H y sobre la torsién T * en el super espacio-tiempo °.

T.& = —2i(T)ag, (3.122)

‘Aunque para la torsién estamos utilizando la misma letra que hemos utilizado para la tensi6n, no
debe haber confugién debido a que la tensién siempre aparecer4 con indices.

%En la convencién que aquf utilizamos para T,4 hay un factor de —2i respecto a la convencién
utilizada en [7]. Como consecuencia de este factor y de los mencionados anteriormente en otro pie de
pégina, tenemos diferentes factores para las componentes de la (p + 2) forma H.
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ﬂc(aTb)‘:x = ﬂd,Aa, (3123)
Hogprivarr = 0+ DAS(Tayeapi ) (3.124)
Hapayay = 2C(—1)P*(T'a;ap)8as (3.125)
Hopyay oy = 0. (3.126)

A continuacién se esboza de manera breve la forma en la cual se puede verificar la
invariancia fermidnica (3.117)-(3.119) de la accién (3.113} y como estd invariancia « induce
condiciones sobre las componentes de las formas H y T. El primer paso es calcular la
expresidn de la variacidén del ‘einbein’, para ello se utiliza la ecuacién de estructura

TA = dE* + EBQ, (3.127)

donde la dos forma T es la torsién y la uno forma § es la conexién en el haz tangente
del super espacio

T4 = %E" AECT 1, (3.128)
De esta ecuacién se obtiene que
SEf = 0,(8ZMEy) — SEPESTop* ~ BP6ZM Q)5 +EPBZN Q. (3.129)

Considerando el grupo de Lorentz como €l grupo de estructura del haz tangente, de forma
tal que

0, = 0,°=0, (3.130)
Qaﬂ = Q(a“fk)n = 0: (3131)
se obtiene para §F}
SE? = —6EPE]T,* — SEPE{T,.° — E}ZMQO,4. (3.132)
De esta relacidn se obtiene que la variacién de la accién es
6§ = -T f "¢ [%6(\/:5905*9”) (B Elnay — 971g5) — V=g5H g9 EPERT 3 B
— ,/-—gcpﬁgﬁﬁE‘aE{Ta; e T+ (—p-'_—ll_“I)—!'E"mi"’" E::l cer E;::_T'(SEGHQA,H...AI] (3.133)

Examinando los términos en 45 de acuerdo al ndmero de uno formas E* que ellos con-
tienen, podemos ver que aquellos con (p +1) E°, (p) E?,..., y dos E°, vienen sélo del
término de Wess-Zumino y por tanto ellos deben anularse separadamente, esto requiere
las restricciones (3.126)

Haﬂ1A1v--A,_1 =D.

Los términos lineales en E“ son

-l . 1. .
— /=g g IS EP ERT, 3By, + e E) - EPEL 6B Hopo, .00, (3.134)

94



utilizando la identidad

SE? =T% §E° + (1 — I'*)x?, (3.135)
en el término cinético e imponiendo las restricciones (3.122) y (3.125)
T = =21 )agp, Hopayas = 206(=1P Ty, .0,) s

obtenemos que uno de los términos que provienen del primer término en (3.134) se elimina
con el segundo término de la misma ecuacién (3.134). Los términos lineales en E* que no

se eliminan pueden reescribirse como
1 . i "

E,,,—;;i—n GUEN(Tayay )yad ERE B - B (B2 Ejo — 074 gy5)
—V=go" 1 ¢™(1 = T?)KP B} T, Brma, (3.136)

de la misma manera los términos que no contienen F* son

- 1 :
_ ’—_—ggo%ﬁg‘JJEﬂEfF“ A + — l)lsn...:pﬂ Efr e :::léEaHnan e (3.137)

Introduciendo nuevamente la identidad (3.135), en el término cinético e imponiendo las
restriceiones (3.123) y (3.124)

ﬂc(uT f)u = TlabAm Hna.p.q.: I C(p + I)Aﬂ (Fﬂ]"‘“p+[ ),Bm

obtenemos nuevamente que uno de los términos que proviene del primer término en (3.137)
se elimina con el segundo término de la misma ecuacién. Los términos que no contienen
a E® pueden reescribirse como

_.&rgijsil..-ipHEia.l . En’+'Aﬁ(Pu,...a,+.)ﬂnéEa(E?Eja _ (p#g‘_j)

@+
/= ges g BR B (1 — T9)s%Ag. (3.138)
Utilizando la identidad
1
FZ - u ip+l€.T:F+l .hEn EJm: . 'Ez:;] Ej,,.'.m,.,.n (3.139)

(+ )(ov/=37

- = = —la-cual puede-reescribirse.de.manera equivalente como

1_ si""ipiajjp'"jl %

= _.__1___
(p+ 1)ov/=9)?

(EY Ejra +- E"'E:,a, + OB Byray -+ By Byysap ity 7+ 7 Gy - Gi3)

X (B2 Ejo — 74 gy5), (3.140)

en el segundo términe de la ecuacién (3.136) y en el segundo término de la ecuacién (3.138},

e insertando estas ecuaciones en la variacién de la accién (3.133) asf como considerando
las variacién (3.117) obtenemos finalmente 65 = 0.
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3.4.2 Super p-branas en el super espacio plano de D dimensiones

Consideremos ahora que ¢l espacio-tiempo de fondo de D dimensiones tiene métrica de
Minkowski [38]
Gu = M (3.141)

La acci6n deseada se signe de la accién (3.113) poniendo la métrica plana
T -1 .
s = -1 [eve{v=g (oftemn,; - olp- 1))
2
p+1)!

nétese que estamos utilizando la notacién IT} en vez de £} para enfatizar que estamos en
el caso plano. En el super espacio plano con N = 1 tenemos °

M = (62, ~ile%s0%), I =(0,53), (3.143)

-+

g1

g A LTI By, } , (3.142)

con lo cual
e = dx®° — ifreds, I* = dé=. (3.144)

Recuérdese que estas son las formas invariantes ante el grupo de supersimetria, esto se
discuti6 con detalle en el capitulo anterior. En este caso las condiciones requeridas para
tener invariancia de norma fermiénica (3.122) y (3.126) se reducen a

dli*=T"= %HBI'IATAE = —idf*d0? (%) ap, {3.145)
H= G;—+l_2)lHAl .- -HA’+’HAP+,...A, = —%H"' .- 1% 4§ dg? (Tay-vap tass (3.146)

por tanto de estas condiciones obtenemos que la (p + 2) forma H es cerrada si
diH =0« (Fn’){.ﬁ(rm...a,)qp) ={. (3147)

En el super-espacio plano esta ecuacién implica la existencia (global) de una (p+1) forma
B tal que H = dB 7. Los valores de (p, D} para los cuales la ecuacién (3.147) es vdlida
cae en cuatro secuencias llamadas las secuencias R, C, H, O. '

R (1,3) (2,4)
c: (14) (25 (3.6)
H: (1,6) (27) (38 (49) (510)
O: (1,10) {(2,11).

%La diferencia de convenciones entre [8), [38] y el presente trabajo son: en [8] T8 = —i(I*®)as ~
I3 = —$(I'*),46® mientras que en [38] T, 8 = 2([%)ap — II§ = i(T°)apf®.

"Notese que para p = 1, la expresién (3.146) coincide con (2.79), mientras que la expresién (3.147)
coincide con (2.78}, como debe ser.
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El tipo de espinor # correspondiente estd también determinado (ver apéndice C). En
la discusién siguiente seguiremos considerando espinores de Majorana ya que como se
discute en [38] y en el apéndice, es posible escribir cualquier espinor en términos de uno
que satisfaga condiciones generalizadas de Majorana.

Para determinar B partimos de una reescritura de la ecuacién (3.146)

i a
H = d(_f!n“l---n“vde 0ﬂ(Pal..-a,)as)

_;—ﬁprlm 1 ! (w_z')dmdaﬁdf)aeﬁ([‘%)h,(r‘a,...a,)am. (3.148)
pero de la ec.(3.147) tenemos
(1% )26 (Tarwap)atp = = (%) a(Tar ey )rs)s (3.149)

con lo cual, el segundo término de la ecuacién {3.148) se reescribe como
i€ . .
—apl'l Lo Q1% dX P d87d0N (T, a, )i — PH, (3.150)
¥ la ecuacién (3.148) queda reescrita en la forma
/ "": a a, a8 \
+1)H = d (_En B L (I‘,,,...,,,),,,g)

i
i
Aplicando el mismo procedimiento a la (p 4+ 1)-forma del segundo término de la derecha
de esta ecuacidn tenemos

pII™ - .. n%—ldmdﬂ's(f‘m...%),,g = d(I1* .. I]""‘dmﬂﬁ(ra,...a,)-yd)
+ (p— DI - TI%-2dX %~ df7d8° (Fo, 0, s,

pI® - TI%= d X2 d07d6* (T, .0 )ns- (3.151)

de hecho es posible mostrar que en general se tienen para la (p — r + 2) forma que

(p— 7+ 1% - - 1% dg7d0 (L0, )y = (TI™ - - - 1%~ d7* (T, .0, ) y6)
+Hp — I - -0 d XS dg7d0 (g0, )ps.  (3.152)

= = Con'la ayuda de esta relacién de recurrencia tenemos—. - _ .  _. . _

(p+1)H = —;f-, [d{IT® - - TI% %0 (.., Jag) + A(I1% - 5148205 (T, ., Jog)AX

+d(I - - TI*2dg°0P (T g0, Jap )X ' d X7 + - - -
e dX® - dX %P8 d0P (o v, )]

Il

—?-Cid[(ﬂ“' C TIPS T TTOP X0 o s
!

e pdX™ ---dX“')dH"B"(I‘a.--u,)aa] y
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sustituyendo dX® = I1¢+idf°6°(I'*)op y notando que los términos que contienen r factores
de la forma id§o6# ([%),s y {p — r) factores de la forma [1* tienen coeficiente

£(2)-(21)

obtenemos finalmente

P
H=- (p-E 1)Id LZ ( f_:::i ) [1% ...[]%+ (idgaraavbgﬁ) e (.l'dgT[‘;.l,gJ)] idge(r‘al...n,,)uiga,
: =0
(3.153)
con lo cual
d 1\ . o . .
B= _(p-E ) Z_% ( fi ! ) e - . . [1%+id02 g o .3dm35[‘frz_zd9¢96(rmmap)d.
) (3.154)

Tenemos ya todos los ingredientes para poder escribir las 12 diferentes acciones de
objetos extendidos que evolucionan en un espacio-tiempo supersimétrico, en el capitulo 2
hemos descrito ya esta accion para la cuerda, la cual comprende 4 posibilidades (D = 3, 4,6
y 10). Escribamos ahora, explicitamente las acciones restantes, las convenciones sobre los
espinores estdn dadas en el apéndice C.

Supermembranas (D = 4,5,7 y 11)

T )
SIX*,0,05,) = -5 [ &€ [v=3 (+'Pe T - v) (3.155)
+ 47T, 00 (YT + T80, - %ér“a,.aérvake)] ,
T
r = T \/__gsv"n;‘njnﬁrm, (3.156)

Super 3-Brene (D =6)

T i 2 s
S[x*, 0,950 = —5 fd"& [\/—g (go”zg”l'lfﬂj,. - 290) - Z—IE"HBFM,MBJJX
(ATIETIYTI; + GiTILTIS6T° 8,6 — ATIFOT 8;60T° 046 — iér"a.-aér"a,-eér’a,ga)] (3.157)
—1
=«
dlpy/—g
Super 3-Brana (D =8)

s""’“ﬂi‘ﬂ;’ﬂiﬂfl"mm 68 = M(1 + I)x, (3.158)

T . 2 s
SIX*,6,95:90) = =5 f d'¢ [\/—9 (/g7 MM, — 20) — e AT, o0
(ATIPIITIG + 6T TISAT#5:0 — ATILOT™ 5,007 5;0 — 10,001 80077 0,6))(3.159)

—i

Aloy/-g

= eI T 60 = Ty(1 + Dk, (3.160)
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Super 4-brana (D = 9)

T o 2 -
S[xp, 0, gija‘p] = _'2'[‘!5‘5 [V ) (593/59 JH?HJ'# - 3?’) + ETEUHmBF;wpaamgx
(sTeTIZMENY + 10T IZ6T 8,6 — 1001TI;00%8,00T7 8,0
- ST 8;60T°0,00T7 8,0 + OT*5,00T"8;00T°0,69075,6) | (3.161)

—1

I' = —————
Sl /~g

e TR TE TRIT; TN T wporas (3.162)
Super 5-brana (D = 10)

S[X“v 9: Gijy ‘P]

—g f £t [ﬁ ("I, - dp) + ée‘f"'mﬂﬁr,ﬂwaﬂox

(sTIATIY NI L), + DFTISTIMI; 6745 .6
+TI4TIYTIZ80° 3087 *9,8 + TIATTSGT7 0,087 3,687 3,6
+TIEG0 8;08T° 8,007 8,000*8,,6

+8T+ 0,007 8,007,607 68T 9,0, (3.163)
1 L, . . e
= 6!%‘/:,55'3""““11;* TS LU A L L g {3.164)

Finalizamos esta discusion de las super p-branas con invariancia de Weyl, sefialando
que podemos construir todas las expresiones gue agui hemos deducido a partir de las
respectivas expresiones de super p-branas sin invariancia de Weyl [7), por introducir el
campo escalar auxiliar ¢ elevado a la potencia adecuada, en todas las expresiones donde
aparezca la métrica, de manera tal que los términos sean invariantes de Weyl.

3.5 D-branas

-— — 3.5.1_ Accién de Dirac-Born-Infeld

Comenzaremos nuestra discusién intraduciendo la accién de Dp-branas andloga a la
accién de Nambu-Goto de p-branas. Esta accién es conocida como la accién de Dirac-
Born-Infeld y est4 dada por

S[x*, Al = =T [ "¢ exp(~4)y/= det(hy + Fy), (3.165)

donde
Fij = F; — By, (3.166)
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son las componentes de un campo de fuerza ‘modificado’, F; = 6;A;— 0; 4; es el campo de
fuerza U(1) correspondiente al campo de norma A; sobre el volumen de mundo, mientras
que ¢, hij ¥ Bi; son respectivamente los ‘pullbacks’ al volumen de mundo de los campos:
dilatén de fondo, métrica inducida y la dos-forma antisimétrica de Neveu-Schwarz

v a v
O X(E), Bole) = e g DX (@), (167

Las convenciones de los indices son las mismas que utilizamos en el andlisis de las p-branas.
Las simetrias de esta accidn son las siguientes:
1.- Invariancia de Poincaré de D-dimensiones

X(€) = AXY(E)+a,
Al) = A6 (3.168)

hii(€) =

2.~ Invariancia bajo difeomorfismos en el volumen de mundo

xXmE) = X6,

Y L n _ a
6—5"‘4"(5) = Ai(§), (3.169)
para nuevas coordenadas £'(£).
3.- Invariancia de norma
Xy = X"(E)
Bi(€) = By(€) +8x;(€) — dxi(6): (3.170)
AE) = Ai€) — xil€) + BA(E).

Las ecuaciones de movimiento de los campos X* y 4; estdn dadas respectivamente
por

B; (exp(—¢) —det(h + F) ((h + F) (b~ f-)*i) a,-x#) = 0, (3a71)
8 (exp(-qs),/— det(h+ F) (b + F) = (b= F ":‘)) =0, (3172

en estas ecuaciones (h + F)¥ es la inversa de (h + F)y; ¥ se ha utilizado la propiedad de
que (h+ F)YW = (h— F).

3.5.2 Accién de Abou-Hull

Debido a la rafz cuadrada, la accién (3.165) es altamente no lineal y por tanto dificil
de estudiar. En [34], Abou y Hull propusieron una accién diferente para describir a
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- — - dela ecuacién anterior se utiliz6 la igualdad

las D-branas, la cual es equivalente cldsicamente a la accién de Dirac-Born-Infeld. La
caracteristica principal de esta nueva accidn es ser cuadrética en el campo de fuerza Fi.
Esto se logra al introducir la métrica intrinseca gi; del volumen de mundo, de manera tal
que la accién se expresa en la forma

T .
S(X*, Aigisl = -3 f PHEexp(—¢) (—h) (g} [o9 1y - (p-3)]. (3173
donde
?’L.’j = hlJ - hﬂfik}-gj. (3174)
Para mostrar la equivalencia clésica de esta accién con la aceién (3.165), utilizamos la
ecuacién de movimiento de la métrica gy
1
Hij — 79 (8Hu— (p-3)) =0. (3.175)
Tomando su traza para p 3 3 se obtiene
gHi =p+1, (3.176)
con lo cual la solucién de la ecnacién de movimiento (3.175) es
9i(€) = Hi;(§)- (3.177)

Al sustituir esta rclacién en la accién (3.165) obtenemos
§=-~T [ APHg(~h) s (—H)E, (3.178)
donde H = det H;;. Y como

(=h)i{— det(hy; — BHFuFip)] = (—h)i[—det(hix + Fu)h¥ (b — Fy))4
= | det(hij + Fig)| ¢} det(hi; — Fij)|4
= | = det(hy+ F;)l3, (3.179)

obtenemos la equivalencia cl4sica entre ambas acciones para p # 3. En el tltimo renglén

det(hs; + Fig) = det(h; — Fy). (3.180)
Para el caso p = 3 la ecuacién de movimiento de la métrica Yij €5 ‘
1
Hii — ZQ.‘;‘Q”'HH =0, (3.181)
de la cual se obtiene la relacién
Hy(—H) ™t = gy(—9) 4, (3.182)
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sustituyendo esta relacién en (3.173) obtenemos la accién en la forma (3.178) y utilizando
la identidad (3.179) obtenemos nuevamente la accién de Dirac-Born-Infeld. Esto prueba
la equivalencia entre las acciones (3.165) y (3.173) para todo p.

Las simetrias de esta accién son las siguientes:

1.- Invariancia de Poincaré de D-dimensiones

XM = ALXU(E)+d,
Ai(€) Ai(£), (3.183)
7€) = 25(5)-
2.- Invariancia bajo difeomorfismos en el volumen de mundo
X®E) = XM8),

B8 o .

e = 4O, (3.184)
6&*6&”
BE, EJ Gt

0

1

(&) = @;(6)-

para nuevas coordenadas £'(£).
3.- Invariancia de Weyl para p =3
X"}
Aj(€)
9us(£)

X“ (6) ]
Ail8), (3.185)

exp(dw(£'))gi; (£)-

H

4.- Invariancia de norma

X*®E) = X*(6),
g:;(‘f) = gij(E),
B;;(£) Bi;(€) + 8ix;(§) — 958, (3.186)
AiE) = Ai) — xl) + B:A8)-
Nétese que esta accién es el andlogo de la accién de Polyakov para la cuerda (2.24)
y tiene la caracteristica de que es invariante bajo transformaciones de Weyl para p = 3.
Nuevamente esta invariancia se entiende si miramos que la ecuacién (3.182) que utilizamos

para establecer la equivalencia de la accién de Abou-Hull con la de Dirac-Born-Infeld, no
relaciona a, g;; con H;; de manera tnica, sino s6lo hasta un reescalamiento local

i

9:i(€) = BEYH5(E). (3.187)
El tensor de energla momento T}; para la accién (3.173) esta dado por la ecuacién
4 95 —o) =i (s — Lauslg™Ha — (0 —
Ty =~ oo Texp(—¢)(—h)}t (u., 29416 M = (0 3)]). (3.188)
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Este tensor es de traza nula (¢“T;; = 0) sélo en el caso p = 3 como resultado de la
invariancia de Weyl.

Como siempre, si obtenemos las ecuaciones de movimiento para los campos X¥ y A;
a partir de la accién (3.173) y utilizamos la ecuacién de movimiento (3.175) de la métrica
intrinseca, el par de ecuaciones se reduce a las ecuaciones (3.171) y (3.172).

3.5.3 Accion conforme 1

Al igual que en el caso de las p-branas, es posible escribir una accién de Dp-branas que
sea invariante de Weyl para cualquier p, esta es

1
K

! g"-""u,,-) . (3.189)

p+1

SIX*, i gy] = =T [ P*1¢exp(—g)(~h)/4(~g)/ (

Esta accién depende de los mismos campos que la accién {3.173). Notemos ademés que
para el caso de la D3-brana, la accién (3.189) se reduce a la accién (3.173). Para ver la
equivalencia entre esta accién y la de Dirac-Born-Infeld (3.165) utilizamos la ecuacién de

movimients para la métrica intrinseca g5

|
Gkl (p-}- 1 g"?‘[.‘j) = HH, (3190)
Ia cual tiene como solucién

g:3(€) = BEYHu(L), (3.191)

para toda p, desde luego S(£) es una funcién arbitraria.
Esta accién tiene las mismas simetrias que la accién de Abou-Hull (3.173) y adicional-
mente posee invariancia de Weyl en el volumen de mundo

X¥E€) = X*(§),

4 = A (3.192)
6;(6) = exp(2w(€))gi(€),
para w(£) arbitraria. Debido & esta invariancia el ténsor de efférgia momento = —
.. ~3 .. el
4 48 g H; B gIH N\
Ty=— 9 VIRV g L if y .

es de traza nula (g¥T}; = 0) para cualquier Dp-brana. Sin embargo, tenemos nuevamente
el problema de que esta accién es altamente no lineal y por tanto es dificil de analizar.
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3.5.4 Accién conforme II

Para resolver la dificultad de la no linealidad de la accién (3.189) introducimos de una
manera similar a como lo hicimos en el caso de las p-branas, un campo auxiliar ¢ que
elimine Ja petencia L‘:l en la accién. La expresién resultante es

S{X#, gi5, Aiy ] = —%fd”“EexP(—fﬁ)(—h)m(—g)m [9"”-‘:‘99’*3 -(p- 3)90] .
(3.194)
Esta accién ademds de ser invariante ante transformaciones de Poincaré en el espacio-
tiempo y transformaciones de difeomorfismos en el volumen de mundo, es invariante bajo
la transformacién de Weyl siguiente

Xu(e) = X4, (3.195)
AE) = AE), (3.196)
p(e) = exp(—%(pﬂ)(f")) w(£), (3.197)
9(E) = exp2w(€))g;(6)- (3.198)

Para ver la equivalencia cldsica de esta accién con la accién (3.189), obtenemos la
ecuacidén de movimiento del campo auxiliar ¢

il
[}

1 L
L= (P T 19“17{"]') . . (3.199)

Usando esta expresién de ¢ en (3.194) recobramos (3.189), por lo que ambas acciones
son cldsicamente equivalentes. Nétese que la accién (3.194) es cuadrética en el campo de
fuerza F;; para cualquier dimensién, mientras que (3.189) es cuadrdtica sélo para p = 3.

Para la accién (3.194) podemos introducir un tensor de energia momento equivalente
a (3.193) que es también de traza nula y que estd dado por

4 (65 p8S
- o ( S5e)
. 1
= exp(—g)(~h)"/4prH [ﬂij—mg”?iuyﬁ]- (3.200)

Si utilizamos la ecuacién de movimiento (3.199), el tensor de energia momento (3.200) es
exactamente el mismo que (3.193).

De esta nueva forma de la accién invariante de Weyl para Dp-branas (3.194), pode-
mos construir acoplamientos conformes del campo escalar con los campos de norma sobre
la brana. La ley de transformacién del campo escalar bajo difeomorfismos sugiere que
esta puede ser promovida a un campo dindmico jugando un papel andlogo a una coor-
denada espacio-temporal. Considerando que la transformacién (3.197) es equivalente a
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una transformacién de norma U(1) con pardmetro imaginario, una manera natural para
acoplar minimamente el campo escalar ¢ a los campos de norma A; es introduciendo la
derivada covariante de Weyl (39),

D; = 6 + A;, (3.201)

y pidiendo que el vector potencial A; transforme bajo la simetria de Weyl como una
conexién de norma
Ao A+ 2 . (3.202)

Como una consecuencia de esta propiedad la denvada covariante resulta ser
Dy - exp (“E‘(p + 1)) Dip. (3.203)

La accién invariante de Wey! con el campo escalar ¢ promovido 2 una variable dindmica
s

5= —g f dP*i¢ exp(—¢)(—h)1 (—g)' [wﬁ%g""%ﬁ - olp- 3)] : (3.204)
donde la nueva métrica inducida es
hij = GO XHGXY + VJHQD,'{,ODJ'QO. {3.205)

Note que ademés de la métrica inducida standard del espacio-tiempo, los campos escalar
y de norma modifican la métrica inducida sobre la brana. En este sentido estos campos
inducen curvatura sobre la brana.

Mediante la eliminacién de la métrica auxiliar g;; recobramos una accién tipo Born-
Infeld (3.165) con la métrica inducida dada por (3.205). Nétese que este acoplamiento
conforme es diferente del propuesto en {39], donde la métrica inducida hi; no depende del
campo escalar y transforma bajo la simetrfa conforme.

3.6 Conclusiones

En la primera parte de este capitulo hemos desarrollado la teorfa hamiltoniana de las
- -p-branas,_Comenzamas discutiendo las propiedades de diferentes acciones que describen
la evolucién de las p-branas en un espacio-tiempo de Minkowski y desarrollamos sty formus -
lacidn canénica en los casos que es posible. Mostramos que para la accién de Nambu-Goto
hay p + 1 constricciones primarias de primera clase (M, #,). Estas mismas constriccio-
nes aparecen para la accién tipo Schild y la accién tipo Polyakov. Sin embargo para la
accién de Schild, aunque las p constricciones H, siguen siendo constricciones primarias
de primera clase,  aparece como una constriccién secundaria de primera clase. Para la
accién tipo Polyakov las p+-1 constricciones aparecen como constricciones secundarias de
primera clase. Al igual que en el caso de cuerdas, el nimero de constricciones para cada
una de estas acciones es diferente. Para la accién de Nambu-Goto sélo se tienen estas p+1
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constricciones, para la accién tipo Schild se tiene una constriccién primaria de primera
clase extra asociada al momento canénico conjugado del campo auxiliar g, mientras que
para la accién tipo Polyakov se tienen p + 1 constricciones primarias de primera clase
extras asociadas a los momentos canénicos conjugados de las componentes temporales
independientes de la métrica intrinseca del volumen de mundo, p(p + 1)/2 constricciones
primarias de segunda clase extras asociadas a los momentos canénicos conjugados de las
componentes espaciales de la métrica intrinseca y p(p+1)/2 constricciones secundarias de
segunda clase que relacionan las componentes espaciales de la métrica intrinseca con las
respectivas componentes de la métrica inducida (aunque no desarrollamos explicitamente
el an4lisis canénico de la acci6n tipo Polyakov, estas conclusiones se obtienen del anilisis
canénico de la accién conforme II tomando ¢ = 1). Estas tres acciones tienen invariancia
de Poincaré en el espacio-tiempo e invariancia de difeomorfismos en el volumen de mundo.

Con el objetivo de tener acciones de p-branas que incorporen la simetria de Weyl, en el
pasado se construy la que hemos nombrado en el texto, accién conforme L. Esta accion es
altamente no lineal y como consecuencia su formulacién canénica no se puede desarrollar
utilizando el método standard. Con el objetivo de desarrollar la formulacién hamilto-
niana de una accién de p-branas con invariancia de Weyl, hemos introducido una nueva
accién de p-branas para ia cual el método de Dirac puede aplicarse sin problemas, como
consecuencia de que esta accién es cuadrética en las velocidades de las coordenadas. Esta
es una de las contribuciones originales del presente trabajo al desarrollo de los sistemas
extendidos. Mostramos explicitamente que ademds de las (p + 1)(p -+ 2) constricciones
que tiene la accién tipo Polyakov, se tiene una constriccién primaria de primera clase
asociada al momento candnico conjugado del campo auxiliar ¢, y que es precisamente
esta constriccién la encargada de generar la transformacién de Weyl.

Se introdujo también la generalizacién supersimétrica de esta accién con invariancia de
Weyl en espacios-tiempo curvos y se mostré explicitamente su invariancia ante las transfor-
maciones fermidnicas locales conocidas como simetria x. Para el caso en que el subespacio
bosénico del espacio-tiempo es el espacio de Minkowski, construimos explicitamente las
doce super p-branas con simetria de Weyl que existen. La conclusién de esta parte del
capitulo es que podemos construir todas las expresiones que aqui hemos deducido a partir
de las respectivas expresiones de super p-branas sin invariancia de Weyl (7], mediante la
introduccién del campo escalar auxiliar ¢ elevado a la potencia adecuada en todas las
expresiones donde aparezca la métrica, de manera tal que los términos sean invariantes
de Weyl.

Por dltimo, en el espiritu de tener una accién de Dp-branas con simetria de Weyl para
todo p y cuadrética en los campos F;;, construimos una accién con estas caracteristicas
introduciendo para ello un campo escalar auxiliar ¢ de manera andloga a como lo hicimos
para las p-branas. Mostramos que para esta accién se pueden construir acoplamientos
conformes del campo escalar con los campos de norma sobre la brana. Ambos desarrollos
son también una contribucién original al campo de los objetos extendidos.

Para finalizar, mencionemos las publicaciones en las cuales han aparecido los resulta-
dos de las investigaciones presentadas en este capitulo.
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Capitulo 4
Supermembrana conforme

Se sabe que si p > 1 existen 12 diferentes p-branas supersimétricas. De todas estas
super p-branas la que atrajo mas atencién al principio del desarrollo de la teoria de super
p-branas fue la supermembrana p = 2 en D = 11 (para una revisién del estado de la
teoria de supermembranas y de su relacién con el desarrollo actual de la teoria de cuerdas
ver por ejemplo [1, 2, 3, 4, 5]). Este interés no tuvo origen en la necesidad de resolver
algin problema fisico basado en paradojas o anomalfas de la teoria de cuerdas, con la
posible excepcién de ‘explicar’ el origen de la supergravedad en D = 11 dimensiones, sino
porque la supermembrana estaba ahi, y porque se podia visualizar como una teorfa més
general que la teorfa de cuerdas. Todo comenzd cuando en [6) se sugirié que de la misma
manera que la supergravedad en D = 10 dimensiones estd relacionada a una teorfa de
supercuerdas, la supergravedad en D = 11 dimensiones estd relacionada a una teoria de
supermembranas. Se mostré que la preservacién de las simetrias locales de esta accién en
un espacio-tiempo de 11 dimensiones requiere que este espacio satisfaga ciertas restric-
ciones, las cuales son equivalentes a las ecuaciones de movimiento de la supergravedad en
11 dimensiones [6, 7]. Después de la formulacién de la supermembrana se consideraron
varios aspectos de la teorfa. Uno de los primeros problemas atacados fue el referente a su
espectro [8], se mostrd que el espectro es continuo, lo cual indica que no es posible tener
una interpretacién de los estados de la teoria en términos de un espectro de particulas
discreto. También se obtuvo el limite de particula [9] y el limite de cuerdas [7]. El estudio
de los modos cero de la supermembrana en el limite de superparticula mostré que el modo
cero de los osciladores corresponden exactamente al espectro de los estades no masivos
de la supergravedad D = 11 [10]. En [11] la supermembrana fue cuantizada en el limite
en el cual la membrana es enrollada alrededor de un circulo o un toro.

Otro desarrollo interesante fue el surgimiento del drea que preserva difeomorfismos
{SDiff} de la supermembrana como una herramienta 1itil en el estudio de la teorfa cudntica
(12, 13]. Se descubrié el hecho de que el hamiltoniano de la supermembrana en la norma
del cono de luz se convierte en una teoria de Yang-Mills en {0+-1) dimensiones (esto es, la
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mecénica cudntica supersimétrica) con grupo de norma SDiff “SU{co). Este hecho ha sido
completamente apreciado recientemente, en el contexto de la formulacién de matrices de
la teoria M [14]..De hecho es esta relacién con la teorfa M, 1a que ha hecho que se vuelva la
mirada nuevamente a la teorfa de supermembranas. Sin embargo, a pesar de todas estas
caracteristicas interesantes de la teoria, sigue siendo dificil hacer avances significativos en
el problema de cuantizacién de la supermembrana, debido a que esta teorfa es altamente
no lineal. Un resultado rectente es la construccién de los operadores de vértice para la
supermembrana [15], con los cuales se tiene la esperanza de poder hacer mas manejables
algunos célculos a nivel cudntico..

Inspirados en la importancia de las propiedades de la supermembrana, en la primera
parte de este cuarto capitulo hacemos un andlisis de algunas caracteristicas de la su-
permembrana con invariancia de Weyl. Comenzaremas con discutir la supermembrana
conforme en un espacio-tiempo curvo de D = 11 dimensiones y después en un espacio-
tiempo plano. Mostramos que la invariancia fermidnica de esta accién (analizada en el
capftulo anterior en forma general) también implica las ecuaciones de movimiento de
supergravedad en D = 11 dimensiones. Veremos que mediante una doble reduccién di-
mensional la accidn de supermembranas con simetria de Weyl se convierte en la accién
de cuerdas IIA, el andlisis es similar al realizado en [16]. Se discute el andlisis canénico
de la supermembrana conforme, mostramos que este es un sistema de constricciones re-
ducibles y desarrollaremos una separacién cuvaiaste de las constricciones formidnicas,
introduciendo para ello un operador de proyeccién consistente con los paréntesis de Dirac
[17]. Este anélisis aunque directo, es sutil y corrige el an4lisis realizado en [18] para la
supermembrana sin simetria de Weyl. El andlisis canénico de la supermembrana con-
forme es pues una contribucién de este trabajo al desarrollo de los sistemas extendidos y
es el principal resultado del presente capitulo. Finalizamos esta partle del capitulo intro-
duciendo la norma del cono de luz. En esta norma la supermembrana conforme se reduce
& la misma teorfa que la supermembrana standard y por tanto todos los desarrollos hechos
para esta membrana en esta norma, aplican también para la supermembrana conforme
en la misma norma. En la segunda parte del capitulo hacemos una revisién rdpida de las
principales caracteristicas del proceso de cuantizacién de la supermmembrana y del status
de algunos de los problemas no resueltos aiin en esia teorfa. Desde luego hay muchas
revisiones excelentes de la teoria de membranas en la literatura de los objetos extendides
como las citadas anteriormente y no se pretende hacer aquf una revisidén més, la idea de

—— —esta parte de la tesis es exponer brevemente el contexto en el cual este ca.pitulo se encuen-
tra enmarcado. Comenzamos revisando algunas de las soluciones cldsicas a las ecuacion®
de movimiento de la membrana, que se conocen. Discutimos también el proceso de regu-
larizacién matricial y la equivalencia de la teor{a de supermembranas en el cono de luz con
el limite de N grande de la mecdnica cuéntica de matrices supersimétricas. El problema
del espectro es analizado y se discute la interpretacién moderna de este hecho. Se motiva
también la relacién de la teorfa de supermembranas con la teorfa M. Se incluye también
una breve discusién del status de algunos problemas afin no resueltos como lo son el de
la dimensié6n critica de la supermembrana y el de la cuantizacién covariante.
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4.1 La supermembrana conforme en D =11

4.1.1 Supermembrana conforme acoplada a supergravedad

De la discusién hecha en el capitulo anterior tenemos que la accién que describe a una
supermembrana (p = 2) en el super espacio curvo de dimensién D = 11 es

S[Z™, g ) = - f d* [\/_ ©'2g" B¢ Bl — 0/—9 +—E""E"‘E"E°ch],
(4.1)

Esta accidn es invariante bajo difeomorfismos en el volumen de mundo y bajo la transfor-
macién de norma fermiénica &

SE° = 0, (4.2)
SE* = (1+T)%e, (43)
8(v=g¢'Pg") = —2i(1+ I)%xf (Cap)ay EXe~ g™ BR B}
2 Ko B -5,
- r E c /8 kit mn(l i)pg
X (E::;EpaEﬁ b + E;Epaﬁf’ Gng + 994/39mp9nq): (4.4)

donde la matriz gamma estd definida por

a 1 ijk o C a
(F) 8= 3!(P\/__"—g5 JkEi E;Ek(rnbc) B (4'5)

Las restricciones para la torsién y la cuatro forma H que deben satisfacerse en este caso
son

as = —2i([)ap, Hapgas = 2(Cas)as; (4.6)
Neal e = Tashas Hoope, = 3A5(T asc)?,, 4.7
Hopya = Hapys =0, (4.8)

Es posible mostrar [7] que mediante una redefinicién adecuada de las superconexiones y
parte de los ‘supervielbein’, se puede elegir A,, TJg y Ty, igual a cero

TS = T = Hopog = 0. (49)
Las ecuaciones (4.8) y {4.9) corresponden a las ecuaciones de campo de la supergravedad
en 11 dimensiones sobre la capa de masa [19, 20]. En conclusién, la preservacién de la
simetria local & de la accién de supermembranas conformes en un espacio-tiempo de 11
dimensiones requiere que este espacio este sujeto & ciertas restricciones, las cuales son
equivalentes a las ecuaciones de movimiento de la supergravedad en 11 dimensiones.
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4.1.2 Supermembrana conforme en el espacio-tiempo plano

Como mostramos en el capitulo 3, la accidn de la supermembrana conforme en un
espacio-tiempo plano de dimensidn I = 11 estd dada por la accién

T ]
S[X*,6,9,0] = -3 f &g [ V=g Pg T L, ~ v/ =g
+ 6T, 0,0 (n;.*nz +M120T78,0 — %érﬂa,-eﬁrvake)] ,(4.10)
donde _
= 6,~X" - iﬂl""a,-ﬂ, (4.11)

¥ 8 es un espinor de Majorana. Esta accién tiene las siguientes simetrias:

Las simetrias globales estdn determinadas por las simetrias de Killing (bos6nicas y
fermidnicas) de la geometria del espacio tiempo en ¢l cual la supermembrana se mueve.
Para un espacio tiempo plano D = 11, ellas corresponden a las transformaciones de
super-Poincaré

§X#* = gt L AMX, — P8, (4.12)

00 = ALT™6+e {4.13)

donde a* y ¢® son pardmetros constantes que corresponden respectivamente a trasla-
ciones y transformaciones de supersimetria, mientras que A, = —A,, son las matrices de

Lorentz.

Las simetrias bosonicas locales (de norma) estdn asociadas con la invariancia bajo
reparametrizaciones de las coordenadas del volumen de mundo a lo largo de un campo
vectorial (£)

6X* = 7ax, (4.14)
S = 7'dip, (4.15)
88 = 7'a9, (4.16)
8gi; = 1°Bugij + 0ngy; + O gu + 2wgy, (4.17)

la 1iltima ecuacién puede escribirse en forma alternativa como

/=a5"0'") = 3 (1*y=a") ~ ¢y =gg 00’ - oV =ag 0, (419

" donde la cantidad /= NS g"rp"“ es invariante de \ Weyl.

La acci6n es también invariante ante las siguientes transformaciones fermidnicas locales
conocidas como simetria-&

sX* = iBI*(1 + Nk, (4.19)
60 = (1+D)x, (4.20)
5(V=g¢'Pg") = 2R(14 D)0, 8,00 3 gMet LT + 23:’;_ RT#QIOIT,, x (4.21)

e™MiedP (1Y 11, TIATT o5 + 114, T 0™ g + 02 0mpGng)
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donde x{£) es un pardmetro fermi6nico infinitesimal, que es un espinor en el espacio-
tiempo de dimensién I = 11 y un escalar en el volumen de mundo de tres dimensiones.
La matriz I' est4 definida por

= 3lw\1/__ge‘iknfn;fngru,,, (4.22)
y satisface )
1 i

F2 = WE”kém“ﬂfﬂﬂpﬂgﬂwﬂﬂngp. (4.23)

La variacién de la accién (4.10) estd dada por
T iy ;
88 = jd:s& [—55( 'r—_—-gg"tpl/s) (Hfﬂj,, _ 1,02/39.',') +3iP;5X#
+i68 (2T+/=ggp"* (1 - [) TT,.0,0 + T*05; (4.24)
+TT,, 006" ™ g3 (ﬂﬂﬂep Y 39::5) "THQ)
-3 (Pisx* + 89 (ir*0P; - TS'))] |

donde
P = Ty/=ggiie' I — iTe" A, 0;0(T% + %ér"ake), (4.25)
. .. ) _ 1_- -
S o= ¢t [%(rwa)a(n;n; + iYL 3,8 + 5073607 0,0)

~ 2 (C*0)alT 5801 Tireaw)]. (@)

De esta variacidn se deduce que las ecnaciones de movimiento para los campos g, ¢, X*
y & son respectivamente

r[f.‘ﬂ,-,, - (‘02/39{3’ 0, (4.27)

) 9oL, = 3¢™° = 0, (4.28)
Bi(v/—g¢' P9 ;) ~ ie* X 08T, 80 = 0, (4.29)
(1-T)g¥NeT, 8,8 = 0. (4.30)

Las transformaciones (4.14)-(4.21) requieren que
[ #eatric)
[ a1+ T)jos3)

lo cual restringe los pardmetros 7 y  en la frontera. Para que la accién sea supersimétrica
se debe satisfacer

j 439, [— -;»er,we(n;‘n: + 53—'n;f§r”ak9 - %Er#a,-aér"ake)

It

0,

0,

. -
—%(rve)aer,,,a,-s(nﬁ - 3'91""3,;9)] —0.  (431)
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4.2 Supercuerdas a partir de supermembranas

El propdsito de esta seccién es presentar la forma en que se deriva la. accién de su-
percuerda tipo IIA a partir de la accién de supermembrana con simetria de Weyl (4.1),
mediante una reducciénr dimensional del volumen de mundo de tres a dos dimensiones,
y simultdneamente, una reduccién dimensional del espacio-tiempo de once a diez dimen-
siones. A este proceso se le conoce como la doble reduccién dimensional. El cdlculo
original de esta doble reduccién [7] aplicado a la supermembrana. sin simetrfa de Weyl,
fue motivado por el hecho bien conocido de que la supergravedad N = 2a en diez dimen-
siones puede obtenerse a partir de una reduccién dimensional de la supergravedad N =1
en once dimensiones. Por otro lado se conocfa también que la supergravedad N = 2a es la
teorfa de campo limite de la supercuerda IIA mientras que la teoria de supermembranas
implica la supergravedad en once dimensiones. Estos hechos hicieron suponer que habia
una conexién entre la supercuerda tipo IIA y ia supermembrana.

Como hemos discutido antericrmente, la accién de supermembranas con simetria de
Weyl también implica la supergravedad en once dimensiones, esto sugiere que si aplicamos
la duble 1educcién dimensional a la accién {4.1), debemos obtener también la accién de
supercuerda tipo IIA, Esto es precisamente lo que discutiremos en esta seccién.

Con &l propésitc de ilustrar el método de reduccién dimensinnal de una manera clara,
trabajaremos con el sector bosénico de la accién de supermembranas ((3.40) con p = 2)

= 1 f d’g ~ -Usﬁ:sa;)zﬁa XPGu(X) - ) {4.32)
+3 o€, X0, KD X By gy (X))

donde g, ¢ = (0,1, ..., 10) son indices del espacio-tiempo de 11 dimensiones y 1,7 =(0,1,2).
Las ecuaciones de movimiento de g;, ¢y XP estén dadas respectivamente por

Py = 8XP8,X°Gp, {4.33)
3p°7 = gIBXPAR Gy, (4.34)
(\/_ lfagvaaxu) + [4,0,%°9,%° 50 (4.35)
e il e ; Hﬁ;mr‘a EB;X“'&X‘"B;X"’ e
donde Hp,p,pyp, es €l campo de fuerza de By, g,
‘qﬁlﬁ:ﬁaﬁ: = 46[}115‘#'1293&]' (4. 36)

Hacemos ahora una divisién de las coordenadas del volumen de mundo y de las coorde-
nadas del espacio-tiempo en la forma

£ = (&,p), i1=0,1,
{ Xb = (X",Y), u=0,..,89, (4'37)
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y tomamos la eleccién de norma
Y =p, {4.38)

la cual identifica la onceava dimensién del espacio-tiempo con la tercera dimensién del
volumen de mundo. La reduccién dimensional es entonces efectuada por pedir que

8,X* = 0, (4.39)
8Guw = 0, (4.40)
O Biipps = 0, (4.41)
¢ = 0. (4.42)
Estas condiciones permiten escribir los campos del espacio-tiempo en la forma
A G, +P2A,4, %A
G = & ( w+ D244, B4, ) , (4.43
o ‘DQA# (I)ﬁ )
Bﬁlﬁzﬁa = (Bm.ﬂnﬂa: Bml-lﬂ’) = (Bmmua,Bmm)r (4'44)
y la métrica del volumen de mundo §; como
-3 2 2
o _ a2 f €005+ GG ¢°Gy ) . 4.45
9 ¢ ( ¢2Gj & ( )

Sustituyendo estas expresiones en la accién (4.32) se obtiene

2/3 43
S = —%/aﬂf {(\/:3 [901"3 (%) XX G + 7 (fp”s (%) - v)

+! PEPO G (G, ~ B X A, — 8X) (G — B;X"A, - 9;))])  (4.46)
+€90, X 0; X" By + -}

donde hemos eliminado el factor (fdp). Es directo mostrar que las variaciones de esta
accién con respecto a los campos ¢, Gi ¥ gi; llevan a las ecuaciones algebraicas

¢ = D', (4.47)
G; = OXPA,+ 0\ (4.48)
g = ¢ kX" 9;X G (4.49)

Sustituyendo estas expresiones nuevamente en la accién (4.46) obtenemos la accién de
cuerdas

T . .
§=-% / 6 (/=5990. X 8;X* G (X) + €98, X8, X* B (X)) - (4.50)
Més atin, sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de campo (4.35) obtenemos
& (V=3990;X*) + T4, 0,X ;X ¢ = %Hf,e‘ia.-xva,-xa (4.51)
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donde Hy., €s el campo de fuerza de B,
ana' = 36[pBua] = ‘pyﬂ'}’; (4.52)

en el caso X =Y la ecuacién (4.35) es una identidad, como debe suceder por consistencia.

En resumen, la reduecién dimensional corresponde a una compactificacién de Kaluza-
Klein del espacio-tiempo sobre un circulo en el cual se descartan todos los modos ma-
sivos. La diferencia del método convencional de Kaluza-Klein es que por identificar la
onceava dimensidn del espacio-tiempo con la tercera dimensién del volumen de mundo
como en (4.38), el volumen de mundo es compactificade también sobre el mismo circula.
La condici6én (4.39) significa que también se estdn ignorando los modos masivos sobre el
volumen de mundo.

Para incluir fermicnes es necesario repetir directamente el procedimiento pero esta vez
en el super espacio. El ‘ansatz’ de Kaluza-Klein para el ‘supervielbein’ N =1, D = 11 es

pA Eﬂf ng! E}t}
By Ef+ Aux® DAMm
( 0 i 5 (4.54)

donde Ejfy = (EY;, Ef;) es el ‘supervielbein’ de supergravedad N — 2a en D = 10, Ay es
¢l campo de norma /(1) del super espacio y & y x? sun supercampos cuyas componentes
principales son el dilatén y el dilatino respectivamente. Al escribir (4.54) se ha hecho la
eleccién de norma parcial B¢ = 0. Para el potencial del super espacio By yp se tiene

Bunp = Buwp, {4.55)
Buny = Bun. {4.56)

Todos los supercampos en el espacio-tiempo de dimensién D = 10, Efy, 2, Ax, &, o,
Byy y Bywp, s toman como independientes de la coordenada Y. Nétese también que
los indices espinoriales corren de 1 a 32 de manera tal que podemos identificar a & y .
Dividiendo las coordenadas Z = (ZM,Y'), e imponiendo 8,2 =0y Y = p, al igual
que en le caso bosénico. Obtenemos después de sustituir el ‘ansatz’ (4.54)-(4.56) en la
accién (4.1), la accién de una supercuerda tipo IIA acoplada a supergravedad en diez
dimensiones

T y iy
_ SlzZ¥ 5] =-3 j ii_"’fi\/:gg"E}’ Ejn + €7 E{E] B4 . (4.57)

Hasta aquf hemos discutido el proceso de doble reduccién dimensional para p = 2 en
D = 11 dimensiones. Sin embargo como hemos visto en el capitulo anterior, existen 12
diferentes posibilidades de construir objetos extendidos supersimétricos, los cuales caen en
4 secuencias. Comenzando del objeto extendido de mayor dimensién en cada una de las
secuencias, es posible mediante este proceso de doble reduccién dimensional, obtener los
restantes objetos extendidos supersimétricos de cada una de las secuencias. Recordemos
que la supermembrana y la supercuerda est4n en la secuencia octoniénica @, es decir, son
objetos extendidos con ocho grados de libertad tanto para el sector bosénico como para
el sector fermiénico.
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4.3 Formulacién candnica

La supermernbrana al igual que la supercuerda es un sistema con constricciones re-
dundantes de primera y segunda clase las cuales estén mezcladas en las constricciones
fermiénicas. El procedimiento utilizado para dividir estas constricciones es introducir un
operador de proyeccién, el cual al actuar sobre las constricciones fermiénicas da como
resultado el mismo mimero de constricciones de primera y segunda clase. En el capitulo
2 discutimos el caso de la supercuerda y en [18] se discute el caso de la supermembrana.
En esta seccién discutiremos ¢l caso de la supermembrana conforme, pero a diferencia
de [18] utilizamos un proyector diferente que permite una eliminacién consistente de las
constricciones de segunda clase a través del método de Dirac, esto es, ¢l proyector que
utilizamos satisface los criterios de consistencia discutidos en el capitulo 2 y que original-
mente fueron discutidos en [17].

Para simplificar el desarrollo de la formulacién canénica de la accién (4.10) utilizare-
mos nuevamente variables ADM. En estas variables la accidn se reescribe en la forma

=T f d“f( [M8T0o,, — 2N TG, ~ {N?y™ — NTN?) TIETI,,
+§cpN'y + §ef’n3‘nfn§13cm) . (4.58)

El contenido de campos de esta accién es (X#,8%, N, N", 7™, ), los momentos candnicos
asociados a estos campos son respectivamente

_oc @\?
P=_o= T— (Mg, — NTIL,) + TS, (4.59)
P.= 'gg% = —i(fT*)o P, — TS, {4.60)
ac oL - oL aL
=—% I, = —— =0, I,=—=0 I,=_—=0 4.61
=z, g gm0 Mo=g2 (4.61)
donde

S, = %e“nfnf’BB,.,. = " TT 611 + 0T0,0), (4.62)

S, = -;-e"l'IfIIFBBAQ = %E"(r,,,,e)a(n:‘n: + 411481 8,8 + %ér“araér”a,o)

- 2
L (D0)aBT,0,0(T1 — S 0T#2,0), (4.63)
De la definicién del momento obtenemos 39 constricciones primarias

. (32 constricciones),  (4.64)

Fo= P, +i(fT*)aF, + TS, 0
0, (1 constriccién), (4.65)

I,

{2
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T = 0, (1 constriccién), (4.685)
I, =~ 0, (2 constricciones), {4.67)
M, ~ 0, (3 constricciones), (4.68)
El hamiltoniano total asociado a (4.58) es
Hr= f % (No™ PPH + N'H, + Ally + AP+ NI+ XTI, +X71L,),  (469)

aqui los A y A son los multiplicadores de Lagrange asociados a las constricciones primarias
¥

171
"= (T(P“ ~ TSH)(P, — TS,) + Tg*yy I#1L,, — T¢4/37) ., (470)
H, = TP, —TS,). (4.71)

Los paréntesis de Poisson de dos funciones arbitrarias de las variables canénicas 4 y
B estd definido por

5A 8B 5B 64
/& [( U gese, T OV e i @

(A 8B JAGR SASB SA 6B GA 6B . |
§XH3E,  bpoll,  SNOIl  oNvoIl, ' &y ell,, = '

{4, B}

donde £4 = 0 para bosones y £4 = 1 para fermiones. A partir de esta definicidn se tiene
que }os paréntesis de Poisson b4sicos son
{X#(€), PAEN} 8 g - &), {6°(8), P&} = 835°(¢ — &),
{N(),11(£)} e ¢, {N7(€), L)} = 8,6%(6 - ¢), (4.73)
{(€), T (€7} &€ - ¢, {7 (&), (€} = Gy (€ - €).
donde los paréntesis son evaluados a tiempos iguales.

Utilizando el método de Dirac observamos que la evolucién temporal de las constric-
ciones fermiénicas impone restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange A. Esto se
obtiene de la siguiente manera. La evolucién temporal de las constricciones fermiénicas
€5
B N /"d"’f f [N e (Pr— TSIT 5.860)a + TN eI (Cu B B)a— -

—T N 3yy " II#(T,0,8)8 — N"(P* — T5*)(T,,3,6), (4.74)

T
— S T (T A)a + (P¥ - TS")(F,‘A)“] ,

al pedir que estas constricciones se mantengan en el tiempo F,{f] ~ 0, obtenemos un
conjunto de ecuaciones lineales no homogéneas en las incégnitas A®. La solucién més
general a estas ecuaciones es

Folf] 0 = A% = N"8,0% + Ny~ 3¢ [1#(I,5,8)* + A", (4.75)
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donde los dos primeros términos son una solucién particular a las ecuaciones inhomogeneas
y A™ es la solucién més general del sistema homogeneo asociado

s

(P# — TS*)(TyA)q — %e"n::n"(r,,.,A)u ~ 0. (4.76)

Para resolver esta ecuacién utilizaremos la matriz T' definida por

- 1 .
K% =3 ‘/:Eg'ﬁn:‘n;ngrw, (4.77)

la cual satisface [? = 1. Esta matriz difiere de la matriz I’ definida en (4.22}, dnicamente
por el término del denominador y son iguales modulo las ecuacién de movimiento de la
métrica intrinseca (4.27). En términos de las variables canénicas esta matriz se reescribe

en la forma .

2v/—h
con h = £7%6! (L(P, — TS,) (P* = TS*) M, [2T,, — M4TT,H, Ha) ¥ en términos de
esta matriz la ecuacién homogénea (4.76) se reescribe en la forma

T=- % (P* = TSMTLILT s (4.78)

(r#(1- I_‘)A’)a 2 0. (4.79)

La solucién m4s general a estas ecuaciones estd dada por una combinacién lineal de las
funciones arbitrarias A®

(A = (%(1 + 1‘“),\)&. (4.80)

Si sustituimos la expresién del multiplicador de Lagrange (4.75) con A’ dado por (4.80)
en la expresién del hamiltoniano total (4.69), obtenemos

Hy = j d% (N33 — " 0,0T, F) + N (H, + 8,3F)
ATl + A + AL+ NIL + A7M,,) . (4.81)
donde F¢ = §((1 +T)F)=.

La evolucién temporal de las constricciones primarias restantes

N = —p'% (4.82)
i, = -H, (4.83)
. Npl/3

r[,., = _""%(er(s:)_'?'n'rm)gtu (484)
. N _ N _

M, = S ™ *H - 2oy a, (4.85)
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generan las siguientes 6 constricciones secundarias

H 0,
H, 0, (4.86)
Q, = ne,, — {Pﬂla'}'rs ~ 0.

LIS

La evolucién temporal de las constricciones secundarias H y . no genera nuevas cons-
tricciones mientras que la evolucidn temporal de las constricciones §2,, permite determinar
el multiplicador de Lagrange A™, explicitamente tenemos

Oy = 220, (%Nga“/a(l’u ~TS,) + an:') — MEAT, (1 +T)3,0
2
—Ega"/ Yearo + 03N, 2 0, (4.87)

ecuacidn de la cual podemos despejar A™. 5i sustituimos la expresién de este multiplicador
de Lagrange en el hamiltoniano (4.81) obtenemos el hamiltoniano total de primera clase

= f (NG~ BT + N™T; + A, Ty + AF + ML+ NT1,),

donde
T = Mtz 7(Pu = TS5,)0, (@ 21T *[1¥) — g™ [1#8,0T, F, (4.88)
T, = H,+2H#8,(<p'2/3n"ﬂm)+a,eF, (4.89)
To = l'[‘,-i--g-tp—lr["’yﬂ, (4.90)
Fo o= %((1+f‘)(F+4i¢p"2’3H"ﬂfI‘u6‘,9))°. (4.91)

son constricciones de primera clase.

Al igual que en el caso de teoria de cuerdas el siguiente paso en el andlisis es hacer
una clasificacién de las constricciones en constricciones de primera y segunda clase. De
la experiencia adquirida en el capitulo 2 intuimos que utilizando los proyectores (1 T)
es posible separar covariantemente las constricciones F, en constricciones de primera y
segunda clase. De hecho al calenlar el hamiltoniano de primera clase hemos obtenide ya
_como constricciones de primera clase a F3. Para corroborar esto es. necesano caIcula: el
paréntesis de Poisson entre dos constnccxones fermiénicas- =~ T -

{Fulf), Fslo)} = ~2i ] PEfg[(Cu(l — al))ap(P* — TS*) — e (Tp)as  (492)
x TIy~lp=43 ('HH” -H"tpzﬂ'}"y"‘ﬂt _ _Hr( TS"))] ,

B 9 1 . . . 1/2
o= (1 ~ Tt BH+ ,ﬁw’z’}tr?{ -+ términos proporcionales a ﬂ,,) . (4.93)
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De hecho la expresién de o? coincide precisamente con la expresién de I? reportada en [18],
més adn, se puede mostrar que este escalar es precisamente el factor de proporcionalidad
entre las dos diferentes definiciones de la matriz gamma I' = of'. Dado que (1—T)T,(1~
al') = 2(1 - I') conclnimos de (4.92) que las constricciones FZ = ({1 - T}F')* son
constricciones de segunda clase

{F2(f), F2lal} ~ =2 [ d€fg(P* = TS*)(Cu(1 - D). (4.99)

Es conveniente sin embargo afiadir a este conjunto de constricciones un término similar
al que se afiadi6 al conjunto de constricciones fermi6nicas de primera clase

o= -;- (- D) (F+ 4 IPIEL08) (4.95)

La conveniencia de esta correccién es clara cuando se calcula el paréntesis de Poisson
{Q,,, F2}, el cual es diferente de cero, mientras que el paréntesis {85, F2} = 0. Por tanto
la diferencia entre redefinir o no la constriccién tendré una consecuencia préctica cuando
introduzcamos el paréntesis de Dirac. Si no redefinimos la constriccidn el paréntesis tendrad
un término extra. La clasificacidn completa de las constricciones es:

Constricciones de primera clase (IL 1, , T, 77, To ¥y F3),

Constricciones de sequnda clase (I1”%, Q., y F°).

Esta clasificacién se obtiene al calcular el dlgebra de Poisson entre todas las cons-
tricciones. Si se denotan las constricciones de primera clase como Gy, ¥ las de segunda
clase como X, €l 4lgebra de Poisson para sistemas con constricciones reducibles tiene las
siguiente forma general

{Gm, Ga} 0,
{er x"} = Cmn-

Qo

La supermembrana es un sistema con constricciones reducibles ya que las constricciones
fermidnicas no son linealmente independientes. Estas satisfacen las relaciones

(+T)F) = 0, (4.97)
({(1-D)F) = 0 (4.98)

Dado que tenemos constricciones de segunda clase necesitamos introducir el paréntesis de
Dirac. Los tinicos paréntesis de Poisson no nulos entre las constricciones de segunda clase

s0n
(F2(6), FA(E)} ~ —2(P, - TS,)(I*(1 -T))¥& (£ -¢), (4.99)
{Hrl (E)s Qm(f’)} (S _%(7rt7su + 'Yaz'rru)(sz (E - E') 3 (4.100)
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por lo que el paréntesis de Dirac est4 dado por
{A,BY = {AB}+ [ @E{AQ. (e HE){Tu(6), B)
— [ AW 70} (€){0u(), B) (4.101)
—%i [ (4, 7y o ¥ (B, - TS,)T4{F, B).

Bajo este paréntesis, el dlgebra no nula de las constricciones densitizadas de primera clase
es, hasta constricciones de segunda clase

{TIL T} = TA(f8sg - 98,0)™ vy}, (4.102)
{ﬂfL 7;[91}. = n.farg'"garf]: (4.103)
(T Tl = 7Tlfo.g9) - Tlgb, 1], (4.104)
{FA Telaly = —Filgdrf), (4.105)

(ATl = [de(79[ie”(1+T)B0T, — Db, Fy (P~ TSIy o™
~ 21T Fy (P* — TSM)TIUTIPB,4T 10,09 7t~/
+2 TN T, L (P — TSR, 8,8 (4.106)
2T, FL0,0T40,0 + ie"r,,,,ﬂa,érwa,a]
+8, fgU W Fo(P¥ — TS")H:"y"ga“z/a) ,
. . wf1l o o
F A = [ Pere[{Tua+ ) (v (Pr - TSHT - gomeT)
i1+ D)=y 120, 0F,
—%w“/a'y"‘s"([‘,,(l +1))°?(8,6T, F, ) (P* — TSH)II®
—:—;-'y"rp"”aa"([‘wpf'+)(“((l +T)0#8,8)P(PH — TSH)IIZ  (4.107)
(T, (1 4 DT80, T
s e e — FR A+ D6 ey

27 FE (L + DI A0/ (P - TSI

Si se compara esta 4lgebra con la obtenida en [18] podemos ver que el paréntesis de Dirac
(4.107) entre dos constricciones fermiénicas no es el mismo (desde luego, ademds del factor
de ¢ que hace conforme estas expresiones). Especificamente las diferencias son los dos
tiltimos términos que aparecen en dicho paréntesis, el pentittimo término aparece sélo una
vez a diferencia de [18] donde aparece con un factor de 2 y el #ltimo término no tiene
paralelo en el 4lgebra obtenida en [18]. Estas diferencias en el 4lgebra son consecuencia
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exclusiva de las diferentes matrices que hemos utilizado para hacer la proyeccién de las
constricciones fermidnicas.

4.4 Norma del cono de luz

Al discutir las teorfas de norma, relatividad general y teoria de cuerdas, la eleccién
de la norma del cono de luz es a menudo conveniente porque ésta permite la eliminacién
de todos los grados de libertad no fisicos. La cuantizacién de estas teorias en la norma
del cone de luz es entonces directa porque la unitaridad es garantizada. El precio que se
paga es que en esta norma la invariancia de Lorentz no es manifiesta y puede perderse
mediante el procedimiento de cuantizacién. En realidad, en el caso de teoria de cuerdas
esta simetria se pierde a menos que se introduzcan grados de libertad adicionales o que
la dimensién D de! espacio-tiempo tome uno de los varios valores ‘criticos’ posibles.

El papel de la norma del cono de luz en la teoria de supermembranas es bastante
diferente. Esta norma no permite una eliminaciénr de todos los grados de libertad no
fisicos. La razén para esto es ficil de entender. En el sector bosénico, para ir a la norma
del cono de luz hacemos la divisidn de las coordenadas X* en la forma

X# {X* = %(X" +Xx7Y, X', Ir=1,.,(D~2), (4.108)
y entonces se elige la condicién de norma X+ = Pj. En teoria de cuerdas esta condicién
de norma permite resolver para la variable X ~, con el resultado de que quedan finicamente
las D — 2 variables X/, Como hemos visto en el capitulo 2, este es el nimero correcto de
variables fisicas para el caso de la cuerda. Sin embargo aunque para la membrana esta
condicidn de norma permite resolver para X —, sabemos que s6lo D—3 de las D—2 variables
X7 son fisicas. concluimos entonces que la norma del cono de luz para la supermembrana
deja una invariancia de norma residual que debe servir en principio para eliminar una
variable adicional. A mnivel de constricciones esto significa que en la norma del cono de
luz todavia quedan constricciones de primera clase.

Debido a 1a importancia que tiene en la teoria esta condicién de norma, la discutiremos
en el contexto de la teorfa de Dirac. Introducimos entonces las condiciones de norma del
cono de luz como nuevas constricciones G

G = N-1=0, (4.109)
G" = N =0, (4.110)
G, = p—1x0, (4.111)
Gi = X*-PBfr=0, i (4.112)
G, = P*- Py =0, (4.113)
G* = (T*6)°+ i'y“tp‘““(P,, —TS,)(CHT*F_)= (4.114)
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iy . a
+‘§')’ tp 4/3(1):1 — TSN T FL)%,
donde Pt es el modo constante de P+ y I't es definida como
It = —15(1*0 +IM9). (4.115)

Los 1iltimos dos términos en (4.114) se afiaden para que el tinico paréntesis de Poisson no
nulo de G, sea con la constriccién de primera clase F3. En la prictica esto no complica
el cdlculo dado que las constricciones de segunda clase se eligen fuertemente igual a cero
después de que los paréntesis son evaluados, al final estaremos trabajando con la condicién
de norma m4s simple ['*§ ~ 0.

Los tinicos paréntesis de Poisson no nulos de las condiciones de norma son

{G\(6), T(€"} ~ PBfs*(E-¢), (4.116)

- G TE)} ~ ProdiE—8), (a7
(GO Fual@)} = S(CHU+D)35E-E), (.118)

{G(e), 1)} ~ &-¢), (4.119)

{Gr(f),na(f’)} ] 6162(5"5’): (4120)

{G, (), (&)} ~ &(E~¢). (4.12i)

Como hemos discutido anteriormente, no todas las simetrias han sido fijadas por las condi-
ciones de norma {4.109)-{4.114). De! paréntesis {4.117) podemos observar que mientras
V. T" es una constriccién de segunda clase, €™V, 7, es una constriccién de primera clase.
De

[ e {572, Ti(€), XH(©)) = ~ey V20,19, X", (4.122)

donde f(£) es un pardmetro de trasformacién arbitraria, observamos que la constriccién
de primera clase €™V, 7, genera las reparametrizaciones §X# = 59, X*, con n° = 0 y
nr — __Er.l,.r-—lﬁasf.

Finalmente, si la membrana es conexa perc no simplemente conexa, habrd ciertas
constricciones globales de primera clase. Estas constricciones surgen de la siguiente forma.
De acuerdo al teorema de Hodge un vector sobre una variedad compacta arbitraria puede
ser descompuesto en una parte de divergencia nula, una de rotacional nule y una parte

——harménica.- Los-vectores-arménicos-son-vectores-de divergencia y rotacional nuto_y hay

tantos vectores harménicos como el primer niimero de Betti de la variedad. Ahora, una
superficie de Riemann compacta de orden g, tiene nimero de Betti igual a 2¢g. Por tanto
al considerar la descomposicién de Hodge de 7, se obtienen 2¢ constricciones globales
§ T.dl", donde ! es cualquiera de los 2¢ lazos no contractibles sobre la membrana. En
resumen, dadas las condiciones de norma (4.109)-(4.114), las vinicas constricciones de
_primera clase que quedan en la teorfa son

C = €V, T,~0, (4.123)
G = f Tdr™ ~0,  w=1,.,2. (4.124)
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Note que (4.124) tiene el mismo contenido que (4.123) para lazos contractibles.
El paréntesis de Dirac de la teoria, en Ja norma del cono de luz es

ABY = {48} - [ CElA T O €){%(E), B} - {4 TOHECE), B)

LA F (B ~ TSI, B — (AT HG, (), B)

—{A, TEOHPHHENG1(E), B} = {A, T ()} (G (£), B} (4.125)

+{4, V. TT (P V*8,) " (§){G2(€), B}

+i{ A, GNP (P, — TS, )T*ENF+(E), B} - (-1)*7(AB)].
Uno podria considerar fijar los difeomorfismos generados por C). Esto puede hacerse por
ejemplo, al tomar las condiciones de norma X ' — p~ 0y P*,—, = 0. Sin embargo, en
este caso los paréntesis de Dirac se vuelven enormemente complicados. Por tanto es més
conveniente no fijar las simetrias generadas por C. El precio a pagar es la necesidad de
imponer las constricciones C; y €, como condiciones fisicas sobre los estados.

Una vez que se introduce el paréntesis de Dirac, todas las constricciones de segunda

clase pueden tomarse fuertemente ignal a cero y pueden utilizarse para obtener unas
variables en términos de las otras

Xt = PBjr, Pt = P, e =0, {(4.126)
N =0 N=1, p=1, (4.127)
Tre = 6X-0,X, P, =iP,(T"8)s = S,, (4.128)
De 7 = 0 podemos resolver para P~
1
P =8+ ——[P? .
8+ T (P?+17] (4.129)

mientras de V, 77 = 0 podemos resolver para X~
= 1
X~ =X; +A7'V[ir8,0 + FB’X - P}, (4.130)
0

donde X; es una constante de integracién, A = V73, y las letras en negritas representan
las nueve dimensiones transversas, por ejemplo P? = P/P;, etc. En resumen, las variables
canénicas independientes son X, P, X7, P y I'*['"8. La expresién de la densidad
hamiltoniana que se tiene después de fijar la norma es

2
P 7Y _ er5,X1307T18,0. (4.131)
25

H=

4.5 Soluciones clasicas

Antes de introducir los elementos necesarios para discutir la cuantizacién de la super-
membrana discutamos algunas de las caracteristicas bédsicas de sus ecuaciones de movi-
miento y e} procedimiento que se utiliza para obtener soluciones a estas ecuaciones.
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Las ecuaciones de movimiento de la supermembrana (4.27)-(4.30) aiin en la norma del
cono de Juz son intrinsecamente no lineales

OX18,Xr = Rry = Vous {4.132)
- X'+ 8.(hh™8, X"y ~ V2iP*e™(8,.8T78,8) = 0, (4.133)
S +e™8,X'T13,8 = 0. (4.134)

a diferencia de las ecuaciones de movimiento de la supercuerda. En estas ecuaciones S es
un espinor real de 16 componentes que pertenece a SO(9) y estd definido por # = (0, 5},
la cual es solucién de la condicién de norma (4.114).

Debido a la no linealidad no podemos esperar encontrar una solucién general a las
ecuaciones de movimiento, a diferencia de lo que sucede en teorfa de supercuerdas. Lo
que puede hacerse es encontrar soluciones especificas y considerar entonces la cuantizacion
semicldsica de éstas. Tl primer paso es elegir un espacio-tiempo que resvelva las ecua-
ciones de campo de la supergravedad de 11 dimensiones. El siguiente pasc es resolver
las ecuaciones bosdnicas y fermiénicas. La ecuacién fermidnica siempre puede resolverse
tomando & =cte. y la ecuacién se reduce a la correspondiente de una membrana bosénica.
Dada esta solucidn el signiente paso es investigar su posible extensién supersiméirica. En
esta seccién haremocs una revision de algunas de las soluciones cldsicas que se conocen
para la membranga en diferentes espacios-tiempo, utilizaremos ia siguienie nofacidu paia
las coordenadas del volumen de mundo de la membrana £ = {1, g, p).

{1) Soluciones de cuerda.
5i el espacio-tiempo de dimensién D = 11 es (Mink);p x T! entonces, como fue
mostrado en (7], el ‘ansatz’ de doble reduccién dimensional

X% =p, 8,X* =0, u=0,1,...9 (4.135)

para una membrana toroidal, reduce las ecuaciones de la membrana a aquellas de una
cuerda. Por tanto, cualquier solucién de las ecuaciones de la cuerda, junto con X'© = p,
resuelve las ecuaciones de la membrana.

(2} Membrana toroidal estdtica.
. ,Mid_iij‘fe,“,“ ‘_q.gsa;%’ que considere dos diferentes doble reduccidn dimensienal

Xt =p X =g, G, X* =0, p=0,1,..,8,

(4.136)
las ecuaciones de la membrana se reducen a aquellas de una particula, puntual masiva.
Esta masa m es justo la energia almacenada en la superficie de la membrana toroidal
{esto es, la tensién superficial veces el 4drea)., Una solucién a la ecuacién de la membrana
es por tanto

X¥(7) = a* + p*r, p? =m?, (4.137)

junto con (4.136) [11).
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(3) Soluciones esféricas.

Una solucién esférica de las ecuaciones de la membrana fue considerada por Dirac
en [21]. El encontré una solucidn est4tica al suponer que la membrana posee una carga
eléctrica. En este caso hay un radio critico para el cual la repulsién electrostdtica balan-
cea la tensién superficial. Para una membrana sin carga eléctrica (el cual es el caso de
interés aqui) no es posible tener una solucién esférica estdtica. En [22] Colling y Tucker
consideraron una membrana que pulsa periédicamente, donde €l pulso consta del colapso
esférico a un punto, seguido de una reexpansién. La solucién es

X"=7,  X'=r(r)sinocosp, X>=r(r)sinosing, X°®=.-.-=X"=0,
(4.138)
donde r{7) satisface

r+ ;.15 (r6—r%) =0, (4.139)
0

para algiin ry > 0. Esta ecuacién puede ser resuelta en términos de funciones especiales
[221.

(4) Membranas crepé.

Este tipo de membranas fueron introducidas inicialmente como una solucién de la
membrana abierta por Kikkawa y Yamasaki {23] para un espacio-tiempo de Minkowski de
D-dimensiones con D > 5. La solucién puede ser escrita como

XO =T, Xl +'i.X2=O'€in, X3+1X4 ______pel'wr’ X5 _. =X10 — 0, (4140)

Esta representa un disco girando en los planos X!, X? y X% X% La frontera de una
membrana abierta se mueve a la velocidad de la luz [22, 24] de tal manera que la frontera
de la membrana crepé esté en (p* + 0%) = w2

Esta solucién que es claramente aplicable a un espacio-tiempo de dimensién D = 11
de la forma (Mink)s x Tj11-gpara d > 5, fue generalizada a la membrana cerrada por
Mezincescu et. al. [25), ellos tomaron dos copias de la membrana abierta en forma de
disco, una sobre la otra y las identifican a lo largo de sus fronteras. La curvatura intrinseca
de esta membrana es singular en la frontera pero como no hay término de curvatura en
la accién, esta es una solucién regular de las ecuaciones de membrana cerrada. Estas
soluciones son no supersimétricas.

(5) Soluciones Hoppe-Nicolas.

Estas soluciones son superficies cerradas de orden g arbitrario que pulsan y rotan en un
espacio de Minkowski de D dimensiones [26] {para la supermembrana se toma D = 11}.
Las soluciones estdn dadas por

X# = (r;7(7) cos §(7)n(0, p), r(7) sin ¢(7)n(z, p), 0, ..., 0), (4.141)
donde 7(r) ¥ ¢(r) son funciones de 7 que satisfacen

r2(7)¢(r) = const # 0, (4.142)
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y 0 es un k-vector (3 < & < 5), que satisface
n-n=1, (V2 +2)n=0, (4.143)
con
1 . n
v? —=0,(hh*8,), 4.144
7 (hh*0y) (4.144)
h = detha, hop = O,n - Oyn, 8y = (05,8,

fl

Las ecuaciones (4.143) son las ecuaciones para las superficies minimas en S*~!, Para k =4
dichas superficies existen para cualquier orden g. Para g = 0 se puede tomar por ejemplo
n = (sin o cos p, sin o 5in p, cos 0, 0} [26]. Esto da una membrana que es homeomorfa a una
2-esfera, pero la cual no es métricamente una 2-esfera (y por tanto no viene con el nombre
de solucién esférica). Tales membranas no se colapsan necesariamente a un punto. Para
una discusién detallada de estas soluciones debe consultarse {26].

(6) Membranas Colapsadas.

En este tipo de soluciones la membrana se colapsa a una configuracién de drea cero,
esto es, a una linea o un punto. Siguiendo [10] observamos que mediante una eleccién de
norma es posible elegir a gi; en la forma

-h 0
hay = G X*GX"N., {4.146)
donde k = det{hy). Entonces

N -1 0 0
V=gg?=| 0 hn —ha [, (4.147)

0 -hg Ay

de tal forma que las ecuaciones de onda de la brana son
=02 X% + 0, (hna8, X* — h120,X") + 0,(h118,X* — h128,X*) =0, (4.148)

(s = 0,1,...,10). La soluciones de membrana colapsada para esta ecnacién (y las condi-
- ciones.de norma g = —h, g = 0) tienen la forma

Xt =Xt(o)+phr,  PF=0, p-&X(@)=0,  (4149)

donde p* es constante. Por ejemplo
7 =({®00,..,0,p), X¥a) = (0, filo), fa(e), ..., fs(c),0) = 0, (4.150)

esto es, una membrana colapsada a una lfnea y moviéndose (sin cambiar su forma) a
la velocidad de la luz. El caso especial para el cual todas las funcicnes fi, fa, ..., fy son
constantes corresponden a la solucién en [10] de una membrana colapsada a un punto.
Estas soluciones pueden extenderse al caso supersimétrico.
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4.6 Supermembrana como una teoria de matrices

4.6.1 Area preservando difeomorfismos '

Como hemos visto en una seccién anterior, la teorfa de supermembranas en la norma
del cono de luz posee simetrias residuales conocidas como ‘drea que preserva difeoror-
fismos' (APD). Para analizar esta simetrfa residual es conveniente introducir el siguiente
paréntesis definido sobre el espacio de funciones A, B de las coordenadas espaciales de la

membrana s
€

{A, B}(¢} = 8, A(£)8,B(£)- (4.151)
Jule)
Este es el paréntesis de Poisson asociado con la forma simpléctica
I
——df" A dE°, (4.152)

YT e®

la cual, como cualquier dos forma en dos dimensiones, es cerrada. El paréntesis es mani-
fiestamente antisimétrico

y obedece la identidad de Jacobi
{A,{B,C}} + {C.{A,B}} +{B,{C,A}} =0, (4.154)

y por tanto tiene todas las propiedades de un paréntesis de Lie. Consecuentemente las
funciones sobre la membrana forman naturalmente un dlgebra de Lie de dimensién infinita
con el paréntesis anterior. La dimensién de la membrana p = 2 es esencial aqui, ya que
estas canclusiones no son vilidas para p > 2. Utilizando este paréntesis podemos reescribir
la densidad potencial como

v = det(d,X - 8,X) = ({XT, X"})2. (4.155)

Similarmente, la parte del hamiltoniano que no incluye los modos cero y que nos da la
férmula de la masa, puede escribirse en la forma

1 2 1 2\ A
M2=fd25 [2‘/@[13 (£)] + Yw(€) (-2-{X’,X"} +4r I"{X’,G})]. (4.156)

La ventaja de reescribir las formulas anteriores en esta forma peculiar es que su similaridad
con las teorfas de Yang-Mills se vuelve bastante evidente. La energfa potencial se anula
si {X', X’} = 0, lo cual es equivalente a la afirmacién de que X' pertenece al sub
dlgebra de Cartan del algebra de Lie introducida anteriormente. Cuando se trunca esta
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dlgebra de Lie de dimensién infinita a una dlgebra matricial de Lie de dimensién finita,
las configuraciones de energia cero corresponden a matrices diagonales. Dado que

Er.r
™
yul)
no es otra cosa que la proyeccién del elemento de drea de la membrana sobre el espacic-

tiempo la invariancia residual consiste precisamente de aquellos difeomorfismos que dejan
la densidad de drea invariante. Estos corresponden a los difeomorfismos

(X1, x7} = (4.157)

£ — & +17(8), (4.158)
generados por campos vectoriales de divergencia nula
3 (Yw(§e(€) =0. (4.159)

Esta ecuacién es resuelta localmente
ra

"(€) = ——==0ym(£).

Para membranas de topologia no trivial, hay campos vectoriales adicionales que corres-
ponden a las uno formas arménicas en la descomposicién de Hodge standard. Esto es
precisamente lo que hemos encontrado en nuestro anaiisis candnico al fijar 'a norma del
cono de luz. Sélo que aqui hemos mostrado su relacién con el 4lgebra de Lie

(4.160)

4.6.2 Regularizacién matricial

En 1982 Goldstone y Hoppe introdujeron una regularizacién de la teoria de membranas
en el cono de luz, en el caso en el que la membrana es una esfera [27}. De acuerdo a
este procedimiento de regularizacién es necesario truncar la teorfa de membranas a un
modelo de matrices con niimero de grados de libertad finito, esto es, las funciones sobre la
superficie de la supermembrana son mapeadas a un modelo de matices finitas de ¥ x V.
Justo como en la cuantizacién de un sistema de mecénica cldsica definido en términos de
un paréntesis de Poisson, el paréntesis de Poisson que aparece en la teoria de membranas es
._reemplazada en la regularizacién de matrices de la teorfa por un conmutador de matrices.
La idea es entonces definir la membrana cudntica ¢oito el 1fmite donde la-truncacién es
removida, tomando en cuenta posibles renormalizaciones. El modelo truncado puede ser
obtenido de manera alternativa mediante una reduccién original de una teoria de Yang-
Mills SU(N) méximamente supersimétrica de 1+ 9 a 1 + 0 dimensiones. Esta reduccién
fue investigada originalmente en [28, 29, 30].

La forma general de proceder es expander todas las coordenadas del super espacio en
términos de algiin conjunto ortonormal completo de funciones Y4 (£) sobre la membrana

X(E) = Xo+ Y XAY4(6). (4.161)
A
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Se define entonces una métrica sobre esta funcién de espacios

f &y/w(€)Yal)Y() = nas, (4.162)
mediante la cual puede subirse o bajarse los Indices, de forma tal que tenemos las relaciones
de ortogonalidad

[ e u@vaer ) = 8- (4.163)

Por ejemplo, en el caso de membranas esféricas, podemos tomar los Y4 como los arménicos
esféricos standard ¥;,,(6, ¢), en cuyo caso el subir y bajar indices estd dado por la con-
jugacién compleja Y™ = (Yim)* = ¥i,-rm. Para ]a membrana toroidal, los indices son de
la forma A = (n,,n,) donde cada indice representa un modo de Fourier, explicitamente
tenemos

X(8,¢) = ZleYlm(gs(P): (4.164)
Im

X(one) = Zann,Ci("’w'+"2w)- (4.165)
T, h3

También se tiene la relacién de completes general

S yAEYAE) = —566(5 —g). (4.166)

A partir de esta relacién de completes, se puede expresar el paréntesis de Lie en términos
de la nueva base
{Y4,Yp} = fip¥e, (4.167)

donde las constantes de estructura estdn dadas por
fis = fdQEE"BrYAB.YBYC- (4.168)

Explotando estas observaciones se trunca ahora la teoria a otra con un nimero finito de
grados de libertad. Esta ‘regularizacién’ de la membrana estd dada por introducir un
corte sobre el mimero de modos, de manera tal que los indices A, B,..., estén restringidos
a un rango finito de valores 1,...,A. Por consistencia se debe entonces demandar que el
grupo de APD debe ser aproximado por un grupo de Lie finito G con dimGy = A en el
sentido que

A“_{Eﬂffﬁ(GA) = fEB(APD) (4.169)

para cualesquiera tres indices fijos A, B, C. El resultado crucial es que
Gpo=8U(N) con A=N*-1 (4.170)

Como hemos mencionado este resultado fue establecido primero para membranas esféricas
en [27]. Poco después fue extendido a membranas toroidales [31, 32, 33] y finalmente a

133



membranas de orden arbitrario [34]. El 4lgebra de Lie APD es por tanto reemplazada por
un 4lgebra de Lie de dimensién finita, que es el dlgebra de Lie de las matrices SU(N).
Para enfatizar el caricter matricial de esta regularizacién, se reemplaza el paréntesis de
Lie por un conmutador

{3}=210] (4.171)

La correspondencia entre las expresiones de la membrana y las expresiones de matrices
son las siguientes

[ FewYa=0 & Tr(Ta) =0, (4.172)

{Ya,Ys} = fSp¥Yo & [TaTa) = fisTcs (4.173)

JaBc = [dqf\/'EYA{YB:YC} & fape =Tr(TalTs, Tc)), (4.174)
s = [ BE/wYaYn & map=Tr((Ta, To)), (4.175)

[ LeSo{Ya, Yo} =0 & Tr({Ta,Tal)=0. (4.176)

4.6.3 Espectro de la supermembrana

A finales de los ochenta utilizando la idea de la regularizacién de membranas Wit, Hoppe
y Nicolai mostraron [12] que la teoria de supermembranas regularizadas podia ser descrita
en términos de la mecénica cudntica de matrices supersimétricas, la esperanza general era
de que la teoria de supermembranas cuantizada tendrfa un espectro discreto de estados.
En teoria de cuerdas el espectro de estados en el espacio de Hilbert de la cuerda puede ser
puesto en correspondencia uno a uno con estados de particula en el espacio-tiempo. El
hecho de que el espectro de particulas no masivas contiene un gravitén y que existe una
brecha en la escala de masas que separa los estados no masivos de los estados masivos
es crucial para esta interpretacién. Sin embargo, para la teoria de supermembranas el
espectro no parece tener estas propiedades. Esto puede observarse tanto en la teoria de
membranas cldsica como cudntica.

No daremos aquf una demostracién rigurosa de la continvidad del espectro, para ello el
lector puede consultar la literatura original (8], més bien presentaremos una idea intuitiva
de esta caracteristica. La manera méis simple dé ver esta inestabilidad-de la-teoris de-
membranas es considerar una membrana clésica cuya energia es proporcional al drea de
la membrana multiplicada por la tensién T. Una membrana de éstas puede tener espigas
largas y delgadas a un costo de energia muy pequeiio. Si aproximamos a la espiga con un
cilindro de radio r y longitud L entonces la energia de Ia espiga es 2nT'r L. Para una espiga
muy larga pero de radio pequeiio r < 1/T'L el costo de energia es muy pequeiio pero la
espiga es muy larga. Esto fndica que una membrana cudntica tenderd a tener muchas
fluctuaciones de este tipo, haciendo dificil pensar simplemente en la membrana como un
objeto puntual. La demostracién matematica de este hecho geométrico en el caso de la
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teoria de matrices supersimétricas fue probado por de Wit, Liischer y Nicolai en {8]. Ellos
mostraron que para cualquier £ > 0 y cualquier energia E € [0, 00) existe un estado 1 en
el modelo de matrices supersimétrico N = 2, el cual es normalizable (f |¢f? = [[¢]]* = 1)
y el cual tiene

I(H - E)¢|* <e.

para todo € > 0. Esto implica que el espectro de la teoria cudntica de matrices super-
simétricas es continuo. Este resultado indica que no es posible tener una interpretacién
simple de los estados de la teorfa en términos de un espectro de particulas discretas.
Debe mencionarse que esto no resuelve la pregunta de si existe un estado con energia
nula. Después de que este trabajo fue hecho, hubo muy poco desarrollo adicional en la
teoria cudntica de membranas supersimétrica como una teoria de membranas o gravedad
casi hasta una década después.

4.6.4 Cuantizacién covariante

Es natural pensar en generalizar el formalismo de regularizacién matricial a la formu-
lacién covariante de la teorfa de membranas bosénica y supersimétrica. Algunos progresos
se han realizado recientemente en esta direccién por Fujikawa y Okuyama en [35]. Parala
membrana bosdnica es directo implementar el procedimiento de regularizacién matricial.
El dnico inconveniente es que la carga BRST necesaria para implementar €l praocedimiento
de fijar la norma no puede ser expresada de manera simple en términos del paréntesis de
Poisson scbre la membrana. Para la supermembrana existe una complicacién més seria
relacionada con la simetria k£ de la teoria. Esencialmente esto se debe a que cualquier
norma que fije la simetria x rompe la invariancia de Lorentz en el espacio-tiempo de 11
dimensiones. Esta es la misma dificultad que uno encuentra cuando trata de construir
una cuantizacién covariante de la supercuerda de Green-Schwarz. El método discutido en
el segundo articulo de [35] es fijar 1a simetria « de forma tal que rompe el 32 de SO(10,1)
en 16; + 16z de SO(9,1). Asi ellos pueden construir una formulacién matricial de una
teorfa con simetrfa de Lorentz SO(9,1) explicita. Sin embargo esta teoria no tiene la
simetria de Lorentz SO(10, 1) deseada.

4.7 Invariancia de Lorentz

En esta seccién se discute el problema de la invariancia de Lorentz del modelo de ma-
trices en el limite de N grande.
Se sabe que para el modelo de matrices la truncacién a una N finita rompe la in-
variancia de Lorentz atin a nivel cldsico, pero la simetria es restaurada cuando se toma
el limite N — oo [33, 36]. La pregunta crucial, cuya respuesta espera atin, es si esta
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invariancia sigue siendo véalida a nivel cudntico. Dado que el modelo de matrices estd bien
definido para cualquier N finita, es posible atacar este problema al menos en principio.
El primer paso es escribir las expresiones explicitas para los generadores de Lorentz en
la norma del cono de luz. Para hacer esto, uno simplemente trabaja con las cargas de
Noether asociadas con la simetrfa original .S5O(1, 10) y como en la teoria de cuerdas en el
cono de luz, uno reemplaza X~ por (4.130) en todos lados. Este procedimiento lleva a las
expresiones [33]

MY = f d’f(—P’X"+P’X’—i—§I‘”0), (4.177)

Mt~ = [ PE(-PT X" + P XH), (4.178)

MH = f Be(~PHXT + PIXY), (4.179)
- _ P Fy= b Annd in(E) FFTK

M = f PE=PX" + PIX™ T 0P — —gpr= (X, Xi}IUT0Y4.180)

Como es bien conocido de la teorfa de supercuerdas, la parte crucial en el chequeo de la
invariancia de Lorentz es el paréntesis de dos generadares de ‘impulso’

} 0, (4.181)

el cual debe anularse sobre los estados fisicos. Para la supermembrana, esto puede
mostrarse cldsicamente después de una buena cantidad de dlgebra [37, 38]. La teorfa
de cuerdas nos ha ensefiado que aunque el Algebra cldsica de Lorentz sea cerrada esto
no garantiza que lo mismo suceda en la teoria cudniica. Por el contrario, las teorias de
(super)cuerdas son consistentes cudnticamente sdlo en ciertas dimensiones criticas donde
las anomalias se cancelan. Recordemos cual es €l procedimiento que se sigue en ese caso.
Se define primeramente el espacio de Hilbert por medio de las constricciones de Virasoro.
Entonces las ambigiiedades de ordenamiento en los generadores de Lorentz son removidos
por requerir que ellos estén bien definidos, esto es, que tengan elementos de matriz finitos
entre cualesquiera dos de estados. Esto se logra al introducir un ordenamiento normal.
Sdélo después de este paso cobra sentido calcular el 4lgebra y determinar la anomalia, con
el bien conocido resultado de que la cuerda puede vivir finicamente en un espacio-tiempo
. de 26.dimensiones y_la supercuerda en uno de 10 dimensiones.

En el caso del 4lgebra de Lorentz de la membrana, la situacién es considerableffente ™=

mis complicada. el dlgebra de los M**(IV) para N finita no cierra aiin cldsicamente, sino
s6lo en el limite N — oo. Reemplazando las cantidades del espacio fase por operado-
res cudnticos, uno cae inmediatamente en ambigiiedades de ordenamiento cudnticas atin
para N < oo (dorde todo esta bien definido). Para proceder en el célculo uno deberfa
establecer primero la existencia del limite N — co. Ademés de las ambigiiedades de or-
denamiento, las cuales pueden contribuir con términos de O(N) o O(N?) al 4lgebra y por
tanto producir contribuciones extras no deseadas en el imite de N grande, la construccién
de los generadores de Lorentz cudnticos puede requerir renormalizaciones extra como es el
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caso de los operadores compuestos en cualquier teorfa de campo cudntica renormalizable
tal como QCD. Serfa importante poder mostrar que este tipo de renormalizacién es, en
realidad, innecesaria para la supermembrana en D = 11. Un cAlculo reciente (39} muestra
que los términos no triviales de menor orden inducidos por el ordenamiento de operado-
res cudnticos se jcancela! Sorprendentemente, este clculo parece trabajar para todas las
dimensiones cldsicas permitidas, asf que no hay una indicacién de dimensi6én critica en
D =11 al orden considerado.

4.8 Desarrollos recientes

El hecho de que la teorfa de supermembranas pueda ser regularizada y descrita por una
teorfa de mecénica cudntica supersimétrica en la norma del cono de luz se ha conocido
desde finales de los ochenta. Sin embargo, en el tiempo en que esta teorfa fue desa-
rrollada por primera vez, se creyé que la teoria de supermembranas cudntica sufria de
inestabilidades que hacian que su interpretacién como una teoria de gravedad cudntica
a bajas energias era imposible. En 1996 la teorfa cudntica supersimétrica de Yang-Mills
cobré nueva fuerza al presentarse por Banks, Fischler, Shenker y Susskind (BFSS) como
un candidato para una descripcién microscépica cuantica de la teoria M. La propuesta
BFSS, la cual es conocida como la ‘Conjetura de teoria de matrices’ no fue motivada
por la teorfa de membranas, sino por considerar la teorfa de bajas energias de un sis-
tema de muchas D0-branas como una descripcién parténica de la teoria M en un sistema
coordenado particular (llamado en ingiés ‘light-front’).

4.8.1 Tearia M

El concepto de teoria M ha jugado un papel central en el desarrollo de las simetrias
de dualidad. FEsta teoria relaciona las cinco teorias de cuerdas entre si y la teoria de
supergravedad 40, 41, 42, 43, 44]. Se conjetura la teorfa M como una teoria en 11 dimen-
siones cuyo limite de bajas energias corresponde a la supergravedad de 11 dimensiones. A
pesar de que hay dificultades en construir una versién cudntica de la supergravedad en 11
dimensiones, esta es una teorfa clésica bien definida con el siguiente contenido de campos
[45):

e: un ‘vielbein’ (campo bosénico, con 44 componentes),
¥r: un gravitino de Majorana (campo fermiénico, con 128 componentes),

Arsx: una 3-forma (potencial) (campo bosénico, con 84 componentes).
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Ademds de tener una teorfa de gravedad local con un campo potencial (3 forma) extra,
la teorfa M también contiene objetos extendidos. Estas son una supermembrana y una
super 5-brana, 1as cuales se acoplan eléctrica y magnéticamente a la tres forma.

Una manera de definir la teoria M es como el limite de acoplamiento fuerte de la
cuerda tipo ITA. La teoria de supercuerdas I1A es equivalente a la teorfa M compactificada
sobre un circulo 5!, donde el radio de compactificacién R del circulo en la direccién 11
esta relacionado a la constante de acoplamiento g de la cuerda a través de la relacién
R = ¢?%l, = gi,, donde I, y I,=+/& son respectivamente la longitud de Planck de la
teoria M y la longitud de la cuerda . El limite de descompactificacién R —+ oo corresponde
entonces al limite de acoplamiento fuerte de la teorfa de cuerdas IIA.,

Dada esta relacién entre la teorfa M compactificada y la teoria de cuerdas IIA, se
puede construir una correspondencia entre los varios objetos en las dos teorias. Por
ejemplo, el fotén de Kaluza-Klein asociado con la componente gy, del tensor métrico
de 11 dimensiones puede ser asociado con el campo de norma A, del sector R-R. de la
teorfa de cuerdas ITA. El 1nico objeto que estd cargado bajo este campo de norma R-R
en la teoria de cuerdas ITA es la D0-brana; asf, la D0-brana pueden ser asociados con
un supergravitén con momento py, en la direccién compacta. La supermembrana y la
super 5-brana de la teoria M pueden ser asociados con objetos diferentes de la teorfa ITA
dependiendo de si estas branas estdn enrolladas o no en la direccién compacta.

4.8.2 La conjetura BFSS

En 1996, motivados por los avances hechos en D-branas y dualidades de cuerdas, Banks,
Fischler, Shenker y Susskind (BFSS) propusieron que el limite de N grande del modelo de
matrices cudnticas supersimétricas puede describir la teoria M en el sistema coordenado
‘light-front’[14]. A pesar de que esta conjetura encaja en el contexto de la teoria cuintica
de supermembranas, el punto de partida de BFSS fue considerar la teoria M compacti-
ficada sobre un circulo S', con momento grande en la direccién compactificada. como
hemos discutido, cuando la teoria M es compactificada sobre S! la teoria correspondiente
en 10 dimensiones es la teoria de cuerdas IIA, y el cuanto de momento correspondiente en
la direecién compacta son las DO-branas de la teorfa ITA. En el limite donde el radic de

..compactificacién R y el momento p;; son grandes, esta correspondencia relaciona la teorfa
M en el ‘sistema de momento infinito’ &'1a teora no Telativistda de muchas D0:branas-en—
la teorfa de cuerdas IIA.

El lagrangiano de bajas energias para un sistema de muchas D0-branas es el la-
grangiano de la mecdnica cuéntica de matrices que surge de la reduccién dimensional
a 0+1 dimensiones del lagrangiano de super Yang-Mills en 10 dimensiones

L=

2; [X’X’ + %[X’ LXIP +67(i0 — Tf{XT,8)] . (4.182)
8
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El correspondiente hamiltoniano es

1

H=
2¢l,

Tr (Xfx’ - %[xf,xJ][xf,xJ] + a’fr,[x',o]) . (4.183)

Utilizando las relaciones R = g%*l1 = gl,, se observa que en unidades de cuerdas @ni2 =
1) se puede reemplazar gl, = R = 2l De tal manera que este hamiltoniano que
surge de la mecdnica cudntica de matrices es en realidad equivalente al hamiltoniano de la
supermembrana regularizada (4.156). Esta conexién y su posible significado fisico fueron
discutidos por vez primera por Townsend [46]. El hamiltoniano de la teoria de matrices
es a menudo escrito, siguiendo a BFSS, en la forma

H= %TT (P’P’ - %[X’, X7 X", X7+ 67T X ’,9]) : (4.184)

donde se ha reescalado X/g'/® = X y escrito en unidades planckianas {j; = 1.

La conjetura original BFSS fue hecha en el contexto de la teoria de N grande. Poco
después Susskind argument6 que la teoria cuéntica de matrices con N finita debe ser
equivalente al sector cuantizado discretamente en el ‘light-front’ de la teorfa M con N
unidades de momento compacto [47].

Mientras la conjetura BFSS se baso en un contexto diferente al de la cuantizacin
matricial de la supermembrana, el hecho de que la membrana aparezca naturalmente
como un estado coherente en la mecdnica cudntica de matrices fue una pieza sustancial
de evidencia adicional para la validez de la conjetura. Dos evidencias adicionales fueron
dadas por BFSS para mostrar la validez de su conjetura, la primera fue el mostrar que el
espacio de Hilbert de la teorfa cudntica de matrices contiene de manera natural estados de
muchas particulas. Esta observaci6n resuelve el problema del espectro continuo discutido
anteriormente, la segunda evidencia fue el hecho de que los efectos cudnticos en teoria de
matrices da origen a interacciones de largo alcance entre un par de cuantos gravitacionales
(D0-branas} la cual tiene precisamente la forma correcta esperada de la supergravedad en
¢l ‘light-front’. Este tesultado fue mostrado en [48]

4.8.3 Teoria de matrices como una teoria de segunda cuanti-
zacion

Las ecuaciones clésicas de movimiento para una configuracién de matrices bosénica con
Hamiltoniano (4.156) son

X7 = —[[x7, x7], x7). (4.185)
Si consideramos un conjunto de matrices diagonales en bloques
X o
I = ~
xe (X8, w9
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con primeras derivadas temporales X/, las cuales son también diagonales en bloques,
entonces las ecuaciones de movimiento cldsicas para cada uno de los bloques es separable

)}:r = _[[}?I’XJ]’XJ], (4'187)

X = —[[X', X%, X (4.188)

Si pensamos que cada uno de estos bloques describe un objeto en teoria de matrices con
centro de masa

# = IivTr}z’, (4.189)
= %Trf{", (4.190)

entonces tenemos dos objetos que obedecen clisicamente ecuaciones de movimiento in-
dependientes. Es directo generalizar esta construccién a una configuracién de matrices
diagonal en bloques que describa & objetos cldsicamente independientes. Esto da una in-
dicacién de como la teorfa de matrices puede contener, aln en matrices finitas de N x N,
una configuracién de objetos miltiples, en este sentido es natural pensar en la teoria de
matrices como una teoria en segunda cuantizacién desde el punto de vista del espacio-
tiempo.

Dada la interpretacién de que la teoria de matrices puede describir una teorfa en se-
gunda cuantizacién, el problema considerado anteriormente sobre el espectro continuo de
la teorfa es fécilmente resuelto. Si hay un estado en la teoria de matrices que corresponde
a un gravitén de la teoria M con H = 0 el cual es aproximadamente un estado localizado,
entonces por tomar dos de dichos estados con una separacién grande y una velocidad
relativa pequefia v es posible construir un estado de dos CUErpos con una energia total
arbitrariamente pequefia. Dado que las D0-branas de la teoria ITA corresponden a gravi-
tones en la teorfa M con momento longitudinal, esperariamos tener de manera natural
un espectro continuo de energfas aiin en la teoria con N = 2. Esto resuelve el problema
encontrade por de Wit, Liischer y Nicolai de una manera aceptabie, lo cual sugiere que
la teoria de matrices es tal vez atin més poderosa que la teorfa de cuerdas, la cual sélo es
una teorfa de primera cuantizaci6n en el espacio-tiempo.

La naturaleza de la segunda cuantizacién en la teorfa de matrices puede ser vista de
- .manera natural en la teorfa de membranas continua. Recordemos que la inestabilidad de
la teorfa de membranas aparece en la teorfa cldsica de una Tneinbfana continua ciando— -
consideramos la posibilidad de tener una espiga larga y delgada de energia despreciable.
De manera similar, es posible para una membrana clésica de topologia fija ser mapeada a
una configuracién en el espacio-tiempo que parezca como un sistema de miiltiples distintas
membranas macroscopicas conectadas por tubos infinitesimales de energia despreciable.
En el ifmite donde los tubos llegan a ser muy pequeios, su efecto sobre la dindmica cldsica
de la configuracién de miiltiples membranas desaparece y se tiene efectivamente un sis-
tema de miltiples membranas independientes moviéndose en el espacio-tiempo. A nivel
cldsico, la suma del género de las membranas en el espacio tiempo debe ser igual o mds
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pequefio que el orden del volumen de mundo de la membrana, pero cunando se incluyen los
efectos cudnticos se pueden afiadir o remover asas de la membrana. Estas consideraciones
parecen indicar que cualquier teorfa cusntica consistente, la cual contiene una membrana
continua, debe contener en su teorfa efectiva de bajas energias configuraciones de merm-
brana con topologia arbitraria y por tanto debe ser una teoria en segunda cuantizacion
desde el punto de vista del espacio-tiempo.

4.9 Conclusiones

En este capftulo hemos discutido las propiedades de la supermembrana con invariancia
de Weyl tanto en un espacio-tiempo curvo como en el espacio de Minkowski. La con-
clusién general de este andlisis es que la supermembrana con simetria de Weyl tiene las
mismas implicaciones fisicas que la membrana sin invariancia de Weyl, es decir, en el caso
curvo ambas imponen las ecuaciones de supergravedad en D = 11 como restricciones al
espacio-tiempo en el cual la supermembrana evoluciona y ambas se producen mediante el
procedimiento de doble reduccién dimensional, la teoria de supercuerda ITA. M4s ain, en
la norma del cono de luz ambas teorias son exactamente iguales.

Se desarrollé también el anslisis canénico de la supermembrana con invariancia de
Weyl. Generalizando la discusién realizada en el capitulo 2 para el caso de teoria de cuer-
das, introducimos un proyector para separar covariantemente las constricciones fermidnicas
de la supermembrana conforme en constricciones de primera y segunda clase. La con-
tribucién que hemos hecho a este andlisis se puede resumir en los siguientes tres puntos.
i} Determinamos las constricciones de primera clase de la teorfa a través de la construccién
del hamiltoniano de primera clase utilizando el método de Dirac, esto es, determinames
los multiplicadores de Lagrange de las constricciones de segunda clase, ii) introducimos
un operador de proyeccién diferente al utilizado en [18]. Este operador de proyeccion es
consistente con la eliminacién de las constricciones de segunda clase mediante el paréntesis
de Dirac [17] y iii) calculamos explicitamente el dlgebra de Dirac de las constricciones y
mostramos los términos extras que aparecen en el dlgebra como consecuencia del oper-
ador de proyeccién que utilizamos. El andlisis canénico de la supermembrana conforme
considerando estas sutilezas en el célculo, constituye la contribucién principal de este
capitulo a! campo de los objetos extendidos. Finalmente, podemos decir que un intento
de cuantizacién covariante de la accién tipo Green-Schwarz para la supermembrana debe
partir de un anlisis canénico similar al que presentamos en este capitulo.
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Apéndice A. Relaciones de conmutacion

Comencemos por mostrar como se obtienen las relaciones de conmutacién (1.46),las
cuales son vilidas cuando actuan sobre el espacio de Fock fermiénico. Haremos esta
prueba para corrientes en el sector quiral positivo. El caso del sector quiral negativo es
andlogo. El conmutador entre las corrientes regularizadas es

(47 (™ )*]—hmZ( - - )a},+ma,,+,., (4.191)

120 S \Aptmadpins  Apatr

Actuando el conmutador sobre el vacio lleva a

. . N . Nal=n 1 1 " N-1 t [-5] s
[1:% (G ™) 1En, 2N) = lim 37 (A TS )ap+map+n I1 aloye]] b:10).
r—0 P=—00 p+m,s gty \p,a4r t=—co t=N
(4.192)
sin perdida de generalidad, en lo siguiente tomaremos n como un entero positivo y sepa-

remos €l cdlculo en tres partes:

(i) n = m: aquiobtenemos

N-1
[1s™ Ge™) |En,2NY = 3 |, 2N) = n|En, 2N) . (4.193)

p=N-n

(ii) n > m: dado que aquip 4 m < p+ n para todo p, tenemos que cada término en la
suma (4.192) contendré siempre un operador de creacién fermidnico. Obtenemos entonces

(74", (3™} [En, 2N) = 0. (4.194)

(iii) n < m: aquinecesitamos ser mas cuidadosos porque tenemos una suma finita que
se anula después de tomar los limites correspondientes

", ™) 1w, 2N) = limaao TNITE, (Am - 5)
xaLMam 1, af|0) ® TS v 0[0) = 0. (4.195)

Sin embargo, este no es el fin de la historia porque queremos estar seguros de que las
relaciones de conmutacién (1.48) son validas, no solo cuando cuando se actua sobre el
vacio, sino en el espacio de Fock completo. En otras palabras, necesitamos mostrar que

[is" (j+m)'1nj+'v)f|sﬂ,zw)—na ATIG 2Ny, (a16)

p=1 p=1
para un nimero arbitrario k de corrientes actuando sobre el vacio. Esto puede hacerse
por induccién. Para k = 1 tenemos

G+ G (G 2V)) = [lie™, (2™, G ™)'} 1€, 2N} +nbn (G |£N(,2N))).
4.197
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Ahora, es ficil mostrar que para los tres diferentes casos, n > p+m, a<p+4+m, n=
p+m, el primer término en el lado derecho de la ecuacién anterior es cero, probando asfla
afirmacién (4.196) para & = 1. Después asumimos que (4.196)es vélida para k corrientes
¥ provaremos que esto es también cierto para k + 1 de ellas. Para este fin, consideremaos

[j-l-“! (j-l-m)t] Aif[i(j*-")t lgN: 2N)
= [ " [[U+"» ™)1, (j+i')t], (j+i’)f] I (j+i‘+')1] |En, 2N)

k+1

néﬂ,l’]‘l ]___[ (j-i-i’)t ]ng 2N) . (4 198)
p=1
¢l primer término en el lado derecho de la ecuacién anterior es

) . , Syt
= rljr_a, Y Cilayn, my iy, k8] sy dogs, Betns {4.199)
t1om =0 ¢

donde las cantidades Ck{g,n,m, iy, -+, i) estdn definidas en términos de sus relaciones
de recursién
. , , . , 1
Celg.n,my iy, 4) = Croilg+ k0, mydy,- ")3!:—-1)A
g+nte
. R 1
_Ck—l(%n:mi LI TR ,Ik_L)X——_—’
GHmeiy+erdigo iy
1 1
Colg,n,m) = - . {4.200)

’\q+m,l Aq+ﬂ,r A«,'f,a-i»r

De lo anterior, es posible mostrar que en los tres casos n(>, <, =)m+1;+- - - +1,, tenemos
[- ([, Gy, G, u+"=)*], = wm)f] €, 2N) = 0, (4.201)
-~Asfla prueba-queda completa. - - -——  — - . — . . ___

Verifiquemos ahora que las corrientes regularizadas ( 1 45) sab:sfacen la prop:edad de
hermiticidad (j1")} = j+~". Concentremosnos en una corriente + y definamos el operador

. - . = 1 1
= (J+ )* — i n_ llm,_,o E (,\m—“" - A'n.,) a!na.m-,.. (4.202)

m==00

Apliquemos ahora el operador anterior a un vector arbitrario

[{mi}) = I1 am" 10) (4.203)
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en el sub-espacio de fock fermiénico de quiralidad positiva. En general, el subindice m;
tomard valores sobre un subconjunto infinito de mimeros enteros.

Para n = 0 el operador regularizado {4.202) es trivialmente cero, concentremosnoas
asi en el caso n # (. Aqui, inicamente los valores m € {m;-+n} dan un resultado no nulo.
La accién en cada término m de la suma (4.202) remplaza el fermién m; en el estado po
un fermién m; +n. de esta manera, los vectores resultantes son linelmente independientes
y el limite s —+ 0 debe tomarse separadamente en cualquiera de estas contribuciones,
llevando a cero en cada caso. En otras palabras, la tinica suma infinita que podria haber
aparecido corresponde al caso n = 0. La prueba para el sector de quiralidad negativa se
sigue bajo los mismos argumentos.

Apéndice B. Variables ADM

Para construir la teoria hamiltoniana en la teoria de cuerdas y en la de p-branas es
conveniente introducir nuevas variables, las cuales consisten en una reparametrizacién de
las componentes de la métrica en términos del vector “shift” N° y la funcién “lapse” N L.
Por prépositos de simplicidad y claridad, haremos la discusién para el caso de cuerdas y
mencionaremos su generalizacién para el caso de p-branas.

El primer paso es descomponer el vector /87 el cual es tangente a las lineas de o
constante en el sistema coordenado (n, 8/dc). Aqui, n es el vector normal a las lineas de
7 constante. 5

n-——=

o

mientras que 8/dc es el vector tangente a las lineas de 7 constante 2.
La funciones “lapse” N y “shift” N! estdn definidas por
a i)

~—=N N'.— 4.205

gy = VN, (4.205)
donde para la cuerda 7 es el determinante de la métrica espacial ,, (en una dimensién)
inducida sobre las lineas 7 = ctes. De la expresién de g;; en términos de los vectores base
de la hoja de mundo g;; = &; - 8; se obtiene de manera directa el cambio de coordenadas
entre las tres componentes de la métrica g;; por un lado y (N, N',7,) por el otro

Jog = —Na'r + (Nl)2’Y1|, go1 = Nl')'u, giu="m1, V—-g=Nn (4-205)

mientras que para gV

0 n-n=-1, (4.204)

w__ 1w N (Y war)
g = N2y’ =Nz 7 g g4 Niy' .
1Egtas variables fuerén introducidas originalmente en la gravedad de Einstein y se les conoce con el
nombre de variables ADM ( Arnowitt, Deser, Misner}
ZLas componentes del vector 8/8c en el espacio tiempo de D dimensiones son X #/0a, de manera
gimlar, las componentes del vector 8/81 son 8X* [Br, etc. Notece que el vector o es desde luego tangente
8 la hoja de mundo.
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donde 7*! es la inversa de ;. Para la transformacién inversa se obtiene

1 1
9°v—g V=g
La generalizacién de este cambio de coordenadas para el caso de p-branas es directo,
s6lo que ahora en lugar de la funcién “shift N'" tendremos un vector “shift” N™ de p
componentes y el vector i serd también de p componentes. Si denotamos las componentes
temporales del volumen de mundo con los indices r, s, etc. los cuales corren de 1,...,p

tendremos que la descomposicién del vector 8/87 en el sistema coordenado (n, 8/5¢t)
estd dada por

N'=—ylly, N= (4.208)

= N/in + N"%, (4.209)

desde luego tenemos que

lo Flo

n-—-=0, o.n=-L {4.210)

2

Aplicando el mismo procedimiento que para la cuerda se tiene que el cambio de coorde-
nadas entres las (p + 1)(p + 2)/2 componentes independientes de la métrica gi; por un
lado y las coordenadas (IV, N7, v.,) por el otro estdn dadas por la relacién

Foy = ‘h'ﬂ.f + T NN gor = TV, Grs = Ve (4‘211)
mientras que para g“
1 T NTN?
0 _ _ or — o=y 4.212
g e My 9= ey (4.212)
La transformacidn inversa es
g* 1 1
M=% N=—— L ___ 1 __ 4.213
g% V=g =gy (1213

las ecuaciones (4.213) muetran que el cambio de variables es invertible, de tal manera
que es permisible adoptar el segundo conjunto de variables como un nuevo conjunto de
variables independientes.

~ Apéndice C. Notacién y convenciones- — —
En este apéndice se presenta la notacién y las convenciones utilizadas a los largo de la

tesis. También se presentan algunas relaciones ttiles que satisfacen las matrices gamma

y los espinores.

Convenciones generales

Se utilizan las letras intermedias del abecedario como indices en la hoja de mundo
.5k ...
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Otras matrices que necesitamos introducir son los productos antisimetrizados (en los
indices de espacio-tiempo) de las matrices gamma

Cyropn = D+ T (4.218)

En muchos casos es necesario restringir al espinor x para que este sea Majorana y/o Weyl.
Un espinor de Majorana se define como aguel que satisface

x=xC, (4.219)

donde la matriz de conjugacién de carga C es unitaria, y puede ser elegida de tal manera
que sea real ( en dicho caso § serd real o puramente imaginaria). Dependiendo de la
dimensi6n d del espacio-tiempo, esta matriz C es simétrica ¢ antisimétrica

CT = —C (4.220)

donde ¢ = 1. Adicionalmente se tiene que bajo una transformacién de similaridad
inducida por C, las matrices gamma son transformadas en su transpuesta hasta un signo

[T =-gCr,c™t (4.221)

con i) = +1. Usualmente uno est4 interesado en las propiedades de simetria de las matrices
gamma y de sus productos antisimetrizados, pero tal y como estdn definidas estas matrices
no pueden ser utilizadas ya que no es posible intercambiar indices superiores e inferiores.
Para tal propésito se intraducen tas matrices CPy Cagp las cuales estdn relacionadas con
la matriz de conjugacién de carga C y las cuales se pueden ver como una “métrica” para
subir y bajar {ndices espinoriales. La convencién que aqui adoptamos es

X*=C%xps, Xa=xChay C¥Cp=02 CsC"" =6 (4.222)

Comparando (4.219) y (4.222) concluimos que Cog es CT y C*% es C~'. De (4.220) y
(4.221) se tiene que las matrices CT,, y T,,C~" son simétricas o antisimétricas

(CT )T =en(CTy), (T,CHYT =en(T,C7Y). (4.223)
Con las convenciones (4.222) se tiene que los indices de estas son
(CTWag, (LLC7Y)*° (4.224)

En la literatura es comin escribir estas matrices sin poner explicitamente la matriz C,
(Tu)as, (Cu)*. Asi por ejemplo tendremos
A= Xad® = —£X% ey {XT)s = Xa(l[?)% = —ex*(T¥)ap = —€(l¥x)p (4.225)

35 en vez de las convenciones utilizadas aquf se utiliza X = Xa. X+ X™ ¥ (T, £ entonces
Cap CcL,0esCTy (Cl",.)"‘ﬂ, (CuC YVag
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Se utilizan las letras finales del abecedario como indices de las superficies tipo espacio en
la hoja de mundo p,q,r,-. ..
Se utilizan las letras intermedias del abecedario griego como indices de espacio-tiempo

”! U, p) "o
Se utilizan lag letras iniciales del abecedario como {ndices en el espacio tangente al espacio

tiempo a, b, ¢, . . ..
Se utilizan las letras iniciales del abecedario griego como indices espinoriales «, 8,7, . . ..
Signatura de ¢ = (=, +,- -+, +), g = det g;;.
89 = 997695 = —99:;69"
Signatura de 7., ={—,+,- -+, +},
En el caso en que p =2y d = 11 tepemos

012 _ 1.
iz =—€ " =1,

Ele Imn _(\/‘_—g) ll(gjmgkn gm km) m:(ggl ki angki) +gin(gjlgkm _ gjmgkt))
(_Tq_eﬂpq ﬂr.s — %Y(,.rpr.},qu _ ,Ypa,.yrq),

€% = ¥,

Las matrices Gamma satisfacen un dlgebra de Clifford

{rm F”} = 20

Indices espinoriales

Es comin que las expresiones que involucran espinores se escriban omitiendo los indices
espinoriales. Daremos aquf fa forma en la cual se pueden incluir estos indices en las
diferentes expresiones espinoriales utilizadas en la tesis.

La definicién del espinor adjunto ¥ es

£ = x'T, (4.214)

consideraremos que ios esplnores tlenen un indlce supenor ¥ que st sus adJuntos tienen un

indice inferior — —
x— x% X Xo- (4.215)
Los indices espinoriales de las matrices gamma serdn considerados como sigue

(Tu)% (4.216)
de tal modo que cuando los indices no aparezcan explicitamente entenderemos lo siguiente

A= xaA®, ZPuA = xa(L,)%N, ete. (4.217)
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Propiedades adicionales de C y la posibilidad de tener ia condicién de Majorana depende
de la dimensién ¢ . Para p > 2 hay un total de ocho valores de d quepueden ser con-
siderados, d = 4,,,.,11. Acontinnacién especificaremos las convenciones para cada uno
de estos casos. con la idea de incluir también el caso de la cuerda (p = 1) necesitaremos
también especificar las convenciones para d = 3. Para d = 3,4,10 y 11 tenemos espinores
de Majorana con

CT=-C, (Cr)" =(CT,)
para d = 10 tenemos la constriccidn quiral adicional

Fllg == :hg, [‘1[ = 1"01"1 .- 'Fg.
Debido a la propiedad de simetria de la matriz de conjugacién de carga tenemos que

Xah® = =X Aa, x[,‘(l"“)“‘ﬂ)“9 = —x*(T,)as?’.

Las propiedades de simetria de las matrices Gamma () respecto a sus indices espinoriales
son (Tu)ag ¥ (Tpu)as son simétricas mientras que (Iyp)as €s antisimétrica.
Resumiendo tenemos la siguiente tabla

d|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
M MW M M? SMW M- M MW M

Las siguientes idéntidades entre las matrices gamima son

1
Culupwn = F#"L»"n"'mnp[v.rw...un] (4-226)

1
Ful...y,,rn = Ful...y,.,u + mnp[uﬂ Pu....y,,..;] (4227)

Los diferentes espinores que hemos mencionado anteriormente satisfacen ademds algunas
idéntidades que son:

end=3,4,6y 10

062085 =0 {4.228)
mientras que en € = 4,5,7 y 11 se satisface
BT 0505765 = 0 (4.229)

end=6y8
end=97yend=10
(ii) Convenciones para el superespacio

Las coordenadas en el superespacio son ZM = (X#,#4), el supervielbein es Eff(A =
a,a).
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E* = dZME{(E°E? = —E*E®) pero (E°Ef = —EPE®)

1
F= EE*‘! .- 'EA’FA,,---A,

L oM Mp 7N _ O
dF = Edz dz Pz a—zﬁFM,...M,
d(FG) = FdG + (~1)°dFG  para una p forma F y una q forma G.

H=dB;Hynpg = Oy Brpg + -

para una p forma F y una ¢ forma G.

H =dBHunrg = O Bypg + -
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