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Descripción del trabajo 
En las ciencias de la computación existen numerosos campos de interés, dos cuya 

importancia es primordial son: el análisis de algoritmos y los sistemas distribuidos. 
El objetivo de este trabajo es presentar como llevar a cabo un análisis experi­

mental mediante la simulación de un modelo de gran utilidad en el estudio de los 
sistemas distribuidos: las gráficas marcadas estocásticas. 

El análisis que se propone es mediante unas técnicas que son ampliamente usadas 
en el área de la simulación digital. Estas técnicas son conocidas como Técnicas de 
reducción de varianza. 

Como resultado del trabajo se obtuvo una serie de propuestas sobre como simular 
dos casos particulares de gráficas marcadas estocásticas: el ciclo dirigido y la gráfica 
completa. Se eligieron estos casos debido a que existen resultados teóricos exactos 
de su comportamiento asintótico. 

Debido a la complejidad que representa elaborar un programa de simulación 
para este modelo, se revisaron algunas herramientas de simulación de redes de Petri. 
La decisión sobre que herramientas se deberían usar se basó principalmente en la 
posibilidad de controlar la generación de los números aleatorios que conducirían 
la simulación. Para lograr la generación de números aleatorios con distribuciones 
de acuerdo con los modelos de estas gráficas marcadas en particula~, se revisará 
muy brevemente el método de la transformación inversa para la generación de las 
variables aleatorias de entrada. 

En el Capítulo 1 se presenta brevemente dos temas: los sistemas distribuidos y 
el análisis experimental de algoritmos. Este capítulo está tomado principalmente de 
algunos trabajos de Catherine McGeoch sobre métodos experimentales de análisis 
de algoritmos [McGeoch 1986], [McGeoch 1992], [McGeoch 1995]. 

EIlla primera parte del Capítulo 2 se presenta el modelo de gráficas marcadas y se 
enuncian algunos resultados teóricos. Los teoremas enunciados en esta primera parte 
pertenecen a un trabajo en el que además se presentan algunos resultados sobre rela­
ciones entre marcajes y una solución al problema de marcaje máximo lEven 1971]. 
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En la siguiente parte, se hace referencia al modelo que será utilizado para realizar 
el análisis del desempeño de las gráficas marcadas estocásticas. La parte de los re­
sultados teóricos para el desempeño de la red es tomada de [Rajsbaum, Sidi 1994], 
donde se presentan los resultados del análisis hecho para el cálculo de la tasa de la 
red, para los casos del ciclo dirigido y de la gráfica completa, suponiendo tiempos 
de procesamiento y de transmisión aleatorios. 

En el primera parte del Capítulo 3 se presentan cuatro técnicas de reducción 
de varianza, se analizan teóricamente y se presentan algunos ejemplos de cada una. 
La presentación del desarrollo teórico de las técnicas de reducción de varianza está 
tomado en su mayoría del libro de Law y Kelton [Law 1991]. En el trabajo de 
Catherine Me Geocb [McGeoch 1992] se encuentran descritas brevemente otras téc­
nicas de reducción de varianza que podrían ser de utilidad. 

En el Capítulo 4 se lleva a cabo la descripción de las herramientas de simulación 
de las redes de Petri, que se revisaron con el objetivo de llevar a cabo la simulación 
de las gráficas marcadas estocásticas. La información presentada en este capítulo 
se tomó principalmente de la documentación de las herramientas. En la segunda 
parte del Capítulo 4 se evaluan la posibilidad de usar este análisis experimental para 
la estimación del desempeño de la red , en los casos del ciclo dirigido y la gráfica 
completa. 

En el Capítulo 5 se presenta las conclusiones sobre el trabajo y posibles líneas 
de investigación. 



Capítulo 1 

Conceptos preliminares 

Debido a que el objetivo de este trabajo es aplicar algunas técnicas de simulación 
para el análisis de un modelo que facilita el estudio de algoritmos y mecanismos de 
cómputo distribuidos, se describirá brevemente qué son los algoritmos y cómo se les 
puede clasificar. Además se presentará algunos conceptos básicos de los sistemas 
distribuidos. 

1.1 Algoritmos 

Un algoritmo es un método detallado para solucionar un problema. La búsqueda 
y diseño de algoritmos eficientes es una tarea muy importante en las ciencias de la 
computación. 

Un sistema al que se hace referencia frecuentemente cuando se desea clasificar y 
caracterizar la eficiencia de los algoritmos, es la notación asintótica. Aunque se han 
aplicado estudios experimentales a la investigación de la ejecución de los algoritmos, 
se le ha dado poca importancia al método experimental. Esto es desafortunado, 
puesto que este tipo de análisis puede proporcionar ideas nuevas acerca del prob­
lema y, además, proporciona una manera de mejorar mucho los resultados obtenidos 
mediante una experimentación. 

Cuando se realiza el análisis teórico de un algoritmo, se trata de encontrar cotas 
expresadas por medio de funciones que relacionen el tamaño de la entrada can alguna 
medida combinatoria del costo de la ejecución (independiente de la máquina). 

1 
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Las notaciones O, n y e son muy útiles en el análisis de algoritmos y a conti­
nuación se procederá a definirlas. 

Den6tese con N el conjunto de todos los enteros na negativos. En la teoría de 
complejidad se está interesado en funciones de N a N, tales como n2 , 2" y n3 - 2n+5. 
Se usa n como el argumento estándar de tales funciones. Aunque se denoten las 
funciones usadas para definir la complejidad de un algoritmo en una forma que 
admita valores no enteros o negativos, tales como ..¡ñ, log n y ..¡ñ - 410g2 n siempre 
se pensarán como enteros no negativos. Esto es, cualquier función denotada como 
f(n) realmente significa maxUf(nll,O}. 

Sean f y 9 funci0lles de N a N. Se dice que f(n) = O(g(n)) (J(n) es O de 
g(n) o f es del orden de g) si existen enteros positivos e y no tales que para todo 
n 2: no, f(n) :5 cg(n). El significado informal de f(n) = O(g(n)) es que f crece 
tanto como 9 o menos. Se dice que f(n) = n(g(n)) si sucede lo opuesto, esto es, si 
g(n) = O(J(n)). Finalmente f(n) = 9(g(n)) significa que f y 9 tienen precisamente 
la misma tasa de crecimiento. 

Por ejemplo, es posible afirmar que un algoritmo A requiere no más de O(n2) 

comparaciones para ordenar una lista de n elementos. Si esta afirmación se cumple 
para todas las listas posibles de tamaño n, entonces tenemos una cota para el peor 
caso. Alternativamente, se podría establecer una distribución de probabilidad sobre 
el conjunto de posibles entradas de tamaño n y demostrar que el número espcnulo 
de comparaciones no es más de O(n logn); esta es una cota del caso promedio del 
algoritmo. 

Estas cotas analíticas proporcionan un sistema de clasificación que ha sido útil 
para predecir el tiempo de ejecución del algoritmo en la práctica, sin importar qué 
arquitectura de computadora ° lenguaje de programación se usa. Es un hecho que 
cualquier tasa polinomial será sobrepasada en algún momento por cualquier tasa ex­
ponencial. Más aún, rara-vez aparecen en la práctica tasas extremas de crecimiento, _ 
tales como nao y 2n/lOO. Los algoritmos polinomiales típicamente tienen exponentes 
pequeños y constantes multiplicativas razonables, mientras que los algoritmos expo­
nenciales son en verdad intratables. 

Sin embargo, existen cómputos eficientes que no son polinomiales y cómputos 
polinomiales que no son eficientes en la práctica. De hecho existe un problema 
importante que proporciona ejemplos para ambos casos: la programación lineal. 
Un algoritmo ampliamente usado para este problema básico, el método simplex, se 
sabe que tiene complejidad exponencial en el peor caso, pero tiene un desempeño 
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consistentemente espléndido en la práctica; de hecho, su desempeño esperado es 
probablemente polinomial. En contraste, el primer algoritmo polinomial descubierto 
para este problema, el algoritmo del elipsoide, parece demasiado lento en la práctica. 

La notación O(f(n)) puede tiene un defecto: solo examina cómo se desempeña 
el algoritmo en las situaciones menos favorables. El desempeño exponencial del 
peor caso de un algoritmo puede deberse a una fracción estadísticamente insignifi­
cante de las entradas, aunque el algoritmo pueda desempeñarse satisfactoriamente 
en promedio. Seguramente un análisis del desempeño del caso promedio de un al­
goritmo sería más informativo que uno del peor caso. Desafortunadamente, en la 
práctica difícilmente se conoce la distribución de la entrada de un probiema (esto 
es, la probabilidad con la que cada posible instancia pueda ser una entrada al algo­
ritmo) y así un análisis verdaderamente informativo del caso promedio es imposible. 
Además, si se desea solucionar únicamente una instancia particular, y el algoritmo 
tarda mucho en dicha instancia, saber que se está en una excepción estadísticamente 
insignificante es de poca ayuda. 

Cuando los métodos analíticos fallan, pueden utilizarse los experimentos com­
putacionales para estudiar el caso promedio de la ejecución de un algoritmo, usando 
instancias del problema generadas aleatoriamente. El proceso parece bueno: imple­
mentar el algoritmo, generar las instancias, y usar métodos estadísticos apropiados 
para analizar los resultados. Pero no hay ninguna garantía de éxito. En la práctica 
se ha mostrado que puede ser muy difícil obtener estimaciones seguras de formas 
funcionales a partir de los datos experimentales. Además, los estudios basados 
en la experimentación pueden producir de igual manera resultados inconclusos o 
engañosos. 

La elaboración del experimento correcto puede proporcionar buenas ideas sobre 
el problema e igualmente estimular nuevos resultados. Pero, ¿de qué manera se 
puede diseñar el experimento correcto, aquel que dará resultados libres de errores, 
precisos y no ambiguos acerca de la ejecución del algoritmo? 

Una buena técnica experimental para llevar a cabo este análisis es la simulación. 
El algoritmo representa el modelo de simulación del cual se desea cuantificar J1. el 
valor esperado de alguna medida de ejecución, en término de algunos parámetros, 
los cuales describen las propiedades de distribución de la entrada. 

Para poder lograr que en el desarrollo de nuestro estudio de simulación se obtenga 
una buena calidad en los resultados, es necesario atender dos factores: 

• El primero es la varianza observada. Una meta común de los estudios expe-
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rimen tales es estimar la media de alguna cantidad promediando sobre varios 
ensayos aleatorios. La confiabilidad de esta estimación depende de la varianza 
en los resultados. Si fuera posible de alguna manera reducir la varianza de 
una variable aleatoria de salida sin perturbar su eaperanza, se podría obtener 
mayor precisión o, alternativamente, lograr con menOs ensayos la precisión 
deseada. El uso apropiado de alguna de estas técnicas de reducción de va­
rianza (Variance-Reduction Techniques), puede hacer la diferencia entre un 
proyecto de simulación inoperante y unO útil. 

• El segundo factor es la eficiencia de la simulación, qué tan rápido calcula los 
resultados un programa de simulación. La eficiencia de dicho programa puede 
influir en las decisiones sobre el tamaño del problema más grande, el número 
de ensayos, y el número y rango de los parámetros considerados. También la 
eficiencia de la simulación puede reducir la varianza permitiendo más ensayos 
por unidad de tiempo, ya que la varianza es inversamente proporcional al 
número de puntos muestrales independientes. Recíprocamente, una reducción 
en la varianza puede proporcionar una aceleración en la simulación cuando se 
necesitan pocos ensayos para obtener la precisión deseada. 

En un estudio realizado por Catherine McGeoch [McGeoch 1992), la aplicación 
de técnicas de reducción de varianza prmluct: una disminución en la varianza de un 
factor de 1000 en un caso, dando un gran mejoramiento en la precisión de los resul­
tados experimentales. Además, en el mismo estudio la complejidad del programa de 
simulación mejora de e(mn/Hn) a e(m + n logn) (donde m es típicamente más 
grande que n), dando un programa de simulación mucho más rápido y por lo tanto 
más datos por unidad de tiempo de cómputo. 

En otro trabajo de Catherine McGeoch [McGeoch 1995), se proporcionan algunas 
--sugerencias para mejorar la experimentación sobre algoritgl.Os. _ _ 

En dicho trabajo se hace una distinción ent.re una experimentación para comparar 
programas y una experimentación para estudiar propiedades de algoritmos. 

La diferencia radica principalmente en que en un estudio de simulación se tiene 
el control completo sobre el ambiente experimental, es decir, se puede diseñar ex­
perimentos para probar determinadas hipótesis o se puede cambiar las medidas de 
desempeño. En contraste, cuando se estudian aplicaciones se debe tener cuidado de 
que las pruebas no afecten el resultado y se sacrifica cierto grado de control sobre el 
experimento. 
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A continuación se enumeran y describen brevemente los pasos que se deben seguir 
para lograr un buen trabajo experimental: 

• Planeación de los experimentos. Se realizan experimentos computacionales 
cuando algunas preguntas no pueden ser respondidas directamente. Estas 
preguntas abiertas sugieren cuales medidas de desempeño son interesantes y 
que parámetros experimentales deben incorporarse, sin embargo otros factores 
también son clave en la etapa de planeación: 

- ¿Qué medir? Las medidas de desempeño pueden ser sugeridas por las 
preguntas abiertas que motivaron la investigación. 

- Modos de experimentación. Los experimentos computacionales pueden 
desarrollarse para responder varios tipos de preguntas acerca del de­
sempeño. 

* En un estudio de dependencia la meta es descubrir relaciones fun­
cionales entre los parámetros y las medidas de desempeño. 

* Un estudio sobre la robustez observa las propiedades de la distribución 
observadas sobre varios ensayos aleatorios, en lugar de observar sólo 
el comportamiento promedio. 

* Los estudios de sondeo involucran analizar el programa de simulación 
y estudiar los componentes de las medidas de desempeño . 

• El estudio piloto. Un buen primer paso es implementar un programa de si­
mulación básico y un generador de entradas basado en suposiciones simples 
acerca del modelo. Este programa piloto, desarrollado independientemente del 
programa de simulación completo tiene varios usos. 

- La implementación piloto puede usarse para una exploración preliminar 
y para determinar el alcance y las dimensiones del proyecto de simulación 
completo. 

Un programa piloto pudede usarse como implementación de respaldo 
para "alidar los resultados experimentales. El programa piloto puede 
ser portable a otros ambientes de cómputo y ejecutado con generadores 
de números aleatorios alternativos para evaluar el impacto de los factores 
ambientales sobre los resultados. 
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• Desarrollo y ejecución de los experimentos. Una vez que el alcance y la di­
mensión del proyecto son determinados por el estudio piloto, el siguiente paso 
es desarrollar un programa de simulación y probar el ambiente. Después de 
esto, las tareas de la ejecución de los experimentos y el análisis de los datos 
puede empezar. 

- Implementación del programa de simulación. Muchas cosas dependen 
de la eficiencia del programa de simulación. Las conclusiones que se 
obtengan en un estudio pueden depender mucho del tamaño del problema 
más grande. Además de lo anterior, el número de puntos de evaluación 
y el número de ensayos por cada uno de estos puntos están restringidos 
por la velocidad del programa de simulación. 

- Bases para el diseño experimental. ¿Cuáles serán los puntos de evaluación 
en un estudio de dependencia? Los métodos de diseño expe,rimental pro­
porcionan algunas reglas para la elección de los puntos de evaluación: 

* Si el diseño produce muchos puntos de evaluación, entonces es nece­
sario eliminar algunos parámetros. Un desarrollo cuidadoso de de un 
diseño incompleto puede soportar un análisis estadístico riguroso. 

* Comprender parcialmente las relaciones funcionales entre los pará­
metros y el desempeño puede ayudar en el diseño experimental. 

* Es posible detectar más iácilmente comportamieutü5 límite y elclicos 
con un diseño que usa puntos de evaluación con espacios uniformes. 

* Una gran varianza en los datos hace difícil obtener estimaciones con­
fiables de medias. La varianza puede reducirse haciendo más ensayos. 

* La experiencia sugiere que la calidad del experimento se mejora 
tomando los tamaños de problemas más grandes . 

• El análisis de-los datos puede empezar con,una transformación de los 
valores de los datos} frecuentemente tomando logaritmos. La trans­
formación puede aplicarse a parámetros que tienen un crecimiento 
teórico no acotado o que acasionan grandes cambios en las medidas 
de desempeño . 

• Estadísticas y análisis de los datos. Varias propiedades de los problemas al­
gorítmicos sugieren que los métodos de análisis y exploración gráfica son muy 
útiles. 
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Las técnicas de graficación y visualización proporcionan los únicos medios 
prácticos para la manipulación de grandes cantidades de datos. También, se 
está interesado en desarrollar explicaciones de las observaciones y las técnicas 
gráficas y visuales permiten ver directamente los patrones producidos. 

Los métodos de análisis exploratorio de datos son muy recomendados para 
descubrir la forma de la función que relaciona los parámetros de entrada con 
1.., medidas de desempeño. 

Por el momento se considera terminada la presentación de esta metodología pro­
puesta para el análisis experimental de algoritmos. Sin embargo, antes de terminar se 
debe mencionar que existen varios artículos sobre este tema [McGeoch, Moret 1999J, 
[McGeoch 1997J y [Johnson 1996J e incluso Catherine McGeoch proporciona una 
bibliografía sobre la experimentación de algoritmos [McGeoch 1999J. En particular 
el artículo de Bernard M. E. Moret [MoretJ es muy útil para evitar algunos de los 
errores que se cometen comúnmente en esta clase de trabajos. 

1.2 Sistemas distribuidos 

Un sistema es una unidad compleja formada de muchas partes organizadas para lo­
grar un propósito común. Un sistema distribuido es un sistema el cual está esparcido 
sobre un área. 

En el cómputo distribuido es posible tener múltiples nodos conectados; estos 
nodos pueden ser computadoras o pueden consistir de una gran variedad de ele­
mentos incluyendo sensores, dispositivos periféricos o microprocesadores trabajando 
conjuntamente con los sistemas de cómputo. 

Las computadoras ti otros elementos en un sistema de cómputo distribuido 
típicamente estarán dispersos aunque también pueden estar agrupados en distan­
cias muy próximas. El grado de separación geográfica no es importante siempre y 
cuando los controles básicos instituídos en dicho sistema soporten la separación sin 
importar la distancia geográfica. 

En un sistema de Cómputo distribuido los componentes son entidades autónomas 
que exhiben control coordinado a través de un mecanismo global. Todos los sistemas 
distribuidos poseen capacidades de procesamiento global y local. 
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Sin embargo, el diseño y desarrollo de sistemas de cómputo distribuido son tareas 
complejas. La división de las aplicaciones entre múltiples sistemas de cómputo es 
una tarea dificil y laboriosa que demanda un análisis cuidadoso. 

Es posible dividir el estudio de los sistemas distribuidos en dos áreas: funda­
mentos y sistemas de cómputo. En el área de fundamentos se estudian algoritmos y 
técnicas que permitan el desempeño del sistema de una manera eficiente y confiable. 
Por otro lado, en el área de sistemas de cómputo el objetivo es diseñar e implementar 
soluciones prácticas a los problemas de los sistemas distribuidos. 

Para la representación de los sistemas distribuidos existe una gran variedad de 
modelos matemáticos; estos modelos deben describir tres aspectos fundamentales 
del sistema: 

• La topología de la red. 

• La sincronía. 

• La tolerancia a fallas. 

Existe una conexión muy estrecha con la investigación en teoría de gráficas y los 
algoritmos distribuidos, debido a que un sistema distribuido usualmente se modela 
por una gráfica que refleja su estructura de conexión. Los nodos de la gráfica son los 
procesos, y las aristas son los canales de comunicación. Algunas definiciones básicas 
y teoremas de teoría de gráficas se apiican tamLiéu a lüs s:::;temas distrihuidos. 

La existencia de un canal de comunicación particular tiene la ventaja de que los 
procesos conectados pueden comunicarse directamente¡ pero tiene la desventaja de 
que usa recursos de los mismos. Así, el problema de escoger la topología dI:! la red no 
es trivial. Es importante que la estructura en su totalidad sea conexa. Esto significa 
que cualquier proceso puede alcanzar a cualquier otro a traves de una trayectoria 
de procesos intermedios. _ 

En el diseño de redes toler~n¡es a fallas se considera la posibilidad de que un canal 
o proceso arbitrario falle, esto es, se remueva del sistema. Después de removerlo, el 
sistema de los procesos que quedan debe seguir siendo conexo y funcionar normal­
mente. A una subred del sistema con pocas líneas de comunicación pero con una 
buena confiabilidad, se le conoce como certificado falso de conexidad. Existen otros 
problemas relacionados con la topología de la red, por ejemplo encontrar un árbol de 
expansión mínimo) es decir: una subred que contenga a todos los procesos y tenga 
el mínimo número de aristas. 
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En los problemas de sincronización se requiere una relación de tiempo entre 
eventos en diferentes procesos. En su forma más simple se requiere que el evento b 
(en el proceso q) suceda después del evento a (en el proceso p). Esto puede resolverse 
de la siguiente manera: p manda un mensaje a q después de la ejecución de a, y q 
difiere la ejecución de b hasta recibir dicho mensaje. 

En la sincronización de redes, en cada proceso p una secuencia de ap,lt ap,2,'" 
de eventos deben ejecutarse de manera tal que un mensaje enviado a q en el evento 
ap,ú es recibido por q antes del evento aq,i+l' Este problema es fundamental para la 
implementación de sistemas síncronos en redes asíncronas. El evento ap,i representa 
la ejecución de la i-ésima ronda del algoritmo por el proceso p. Los mensajes en un 
sistema síncronos son recibidos siempre antes de la siguiente ronda. Los algoritmos 
para estos problemas se llaman sincronizadores. 

En cuanto a la sincronización de relojes, se asume que cada proceso tiene un reloj 
local. El problema es mantener las lecturas del reloj tan cercanas como sea posible, 
con el objetivo de crear la noción de un reloj global. Las rutinas de sincronización 
de relojes Son muy importantes en las redes de computadoras por varias razones. 
Una de las razones es que las aplicaciones de redes pueden requerir que los eventos 
estén fijos en el tiempo de manera exacta, por ejemplo en algoritmos de control 
concurrente usados en bases de datos distribuidas. Además, muchas técnicas para 
conseguir tolerancia a fallas se basan en la posibilidad de la sincronización de relojes. 

Los componentes de un sistema distribuido están sujetos a fallas. Se habla de 
una falla cuando una componente muestra un comportamiento que se desvía de su 
especificación. En una situación ideal el sistema continuará funcionando como la 
hacía antes de la falla. Al menos las funciones realizadas por componentes correctos 
deben continuar en operación y proceder de una manera correcta. Lo impredecible de 
la ocurrencia y naturaleza de una o múltiples fallas, hace del análisis de la robustez 
de tolerancia a fallas y el diseño de sistemas distribuidos tolerantes a fallas una 
materia muy complicada. 

Un error de transmisión puede acasionar que un mensaje sea recibido con un 
contenido diferente al que tenía cuando fue enviado. Se ha desarrollado una teoría 
matemática de detección de errores y códigos de corrección para hacer la comuni­
cación robusta cOntra estos. Otros posibles errores en la comunicación incluyen la 
pérdida completa del mensaje. 

Se consideran varios tipos de posibles fallas para los procesos y los canales que 
los conectan. Se dice que una falla es transitoria si ocurre únicamente una vez y la 
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componente recupera su operación normal después de que ha ocurrido. Se dice que 
una falla es fail-stop si el proceso detiene su actividad y no hace nada después de 
ésta. Por último, se dice que un proceso falla de manera Bizantina si muestra un 
comportamiento completamente arbitrario. 

Como se mencionó anteriormente existe una conexión importante entre la teoría 
de gráficas y el estudio de algoritmos distribuidos. En particular las gráficas mar­
eadas estocástieas 1 son un modelo útil para dicho estudio. La elección de estas 
gráficas para el desarrollo del presente trabajo está basado en las siguientes razones: 

l. Es un modelo simple mediante el cual se pueden representar mecanismos 
básicos del cómputo distribuido (un sincronizador, por ejemplo). 

2. Resultados teóricos de su desempeño. 

3. El algoritmo para calcular su desempeño es de complejidad exponencial. 

4. No existen algoritmos eficientes para calcular su desempeño. 

El análisis del desempeño de estas gráficas se basa en el que se realiza para las 
redes de Petri estocásticas y debido al enorme tamaño del espacio de estados, las 
técnicas de solución quedan comprendidas en el campo de la simulación. 

1 Este modelo es una subclase del modelo redes de Petri estocásticas. 



Capítulo 2 

Técnicas de reducción de varianza 

Las técnicas de reducci6n de varianza se han utilizado frecuentemente en el campo 
de la simulación digital y Su objetivo es tratar de reducir la varianza de los valores 
muestrales obtenidos mediante la simulación de un modelo que representa el mundo 
real. 

La simulación digital consiste en imitar mediante computadoras las operaciones 
de varios tipos de procesos del mundo real. A dichos procesos se les conoce como 
sistema y para estudiarlo se asumen ciertas características acerca de c6mo trabaja. 
Estas suposiciones, las cuales toman la forma de relaciones matemáticas o lógicas} 
constituyen un modelo que se usa para tratar de entender cómo se comporta el 
sistema. 

Si las relaciones que componen el modelo son lo suficientemente simples, es posi­
ble usar métodos matemáticos para obtener información exacta en preguntas de 
interésj esto se conoce como una solución analítica. Sin embargo, la mayoría de sis­
temas del mundo real son demasiado complejos para permitir soluciones analíticas 
y estos modelos deben estudiarse por medio de la simulación. 

Puesto que el objetivo es conseguir, mediante la simulación, una buena aproxi­
mación del valor esperado de alguna medida de ejecución de un modelo (algoritmo) 
en particular, es muy importante aplicar técnicas estadísticas apropiadas para que 
los datos de salida de la simulación sean analizados, interpretados y lIsados apro­
piadamente. 

Debido a que algunas simulaciones de tamaño considerable pueden requerir 
grandes cantidades de tiempo de cómputo y recursos de almacenamiento, es posible 

11 
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que aplicar un análisis estadístico apropiado sea muy costoso (esto puede suceder 
debido a que a veces son necesarias múltiples repeticiones de nuestro modelo). En­
tonces es preciso usar todos los medios posibles para incrementar la eficiencia de la 
simulación. 

Es claro que la "eficiencia" contempla una programación cuidadosa para facili­
tar la ejecución y minimizar los requerimientos de almacenamiento. Por ahora el 
objetivo será. conseguir una eficiencia estadística, que va a estar calificada por las 
varianzas de las variables aleatorias de salida de la simulación. Si es posible de 
alguna manera reducir la varianza de una variable aleatoria de salida sin perturbar 
su esperanza, será posible obtener una mayor precisión para el mismo costo de si­
mulación o, alternativamente, conseguir la precisión deseada con un menor costo. 
A las técnicas que nos permiten conseguir este objetivo se les conoce como técnicas 
de reducci6n de varianza, y aplicadas correctamente pueden ser la diferencia entre 
una simulación que por su costo es imposible de realizar y otra que nos puede ser 
de gran utilidad. 

La aplicación de técnicas de reducción de varianza depende principalmente del 
modelo particular. Por lo tanto, es necesario entender bien el modelo para el uso 
apropiado de estas técnicas. Hay que señalar que es imposible saber de antemano 
qué tan grande será la reducción de varianza que se obtendrá; entonces lo que se 
puede hacer P;.<; realizar algunas l.:orridas preliminares. Algunas técnicas de reducción 
de varianza por sí mismas incrementan el costo cOIlliJutadonn.!, y esta. pérdida en la 
eficiencia computacional debe compensarse con la eficiencia estadística obtenida. 

En este capítulo se presentará principalmente cuatro tipos generales de técnicas 
de reducción de varianza que parecería que tienen la mayor oportunidad de lograr 
éxito en una gran variedad de simulaciones. 

2.1 Números aleatorios comunes 

La primera técnica de reducción de varianza que se considerará se conoce como 
números aleatorios comunes (NAC); ésta técnica se usa cuando se desea hacer una 
comparación entre dos o más sistemas alternativos. A pesar de su sencillez, la 
técnica de NAC es probablemente la más popular de todas las técnicas de reducción 
de varianza. 

La idea básica es que se debería comparar las configuraciones alternativas uajo 
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condiciones experimentales similares¡ así se podría estar seguro que cualquier dife­
rencia observada en la ejecución se debe a las diferencias entre las configuraciones de 
los sistemas, y no a variaciones en las condiciones experimentales. En la simulación, 
estas condiciones experimentales son las variables aleatorias generadas que se usan 
para llevar el modelo a través del tiempo de la simulación. 

El nombre de esta técnica emana de la posibilidad de usar, en muchas situa­
ciones, los mismos números aleatorios básicos U(O, 1) para llevar a cabo cada una 
de las configuraciones alternativas. Sin embargo, son necesarias algunas técnicas de 
programación para la implementación apropiada de la técnica de NAC. 

Para ver más detalladamente el análisis de la técnica de NAC, considérense dos 
configuraciones alternativas, donde X lj y X2; son observaciones de la primera y 
segunda configuraciones en la j-ésima repetición independiente, y se desea estimar 
~ = /1-1 - /1-2 = E(Xlj ) - E(X2j). Si se hace n repeticiones de cada sistema y se hace 
Zj = Xlj - X2j para j = 1,2, ... , n, entonces E(Zj) = ~ y, así 

Z(n) = í:/i=1 Zj 
n 

es un estimador insesgaclo de {. Puesto que las Z;'s son variables aleatorias inde­
pendientes e idénticamente distribuidas, 

Var[Z(n)] = Var(Z;) = Var(Xlj ) + Var(X,;) - 2Cóv(Xlj , X2j ) 

n n 
Si las simulaciones de las dos diferentes configuraciones son hechas independien­

temente, es decir, con números aleatorios diferentes, Xl; y X2j serán independientes, 
así la Cov(XI ;, X2j) = O. De otra manera, si podemos de alguna manera hacer las 
simulaciones de las configuraciones 1 y 2 de tal manera que Xl; y X2i estén correla­
cionadas positivamente, entonces la Cov(X1j ,X2j ) > O, Y se reduce de esta manera 
la varianza de nuestro estimador Z(n). ASÍ, cuando Z(n) es tomado en un experi­
mento de simulación en particular, su valor estará más cercano a~. 

La técnica de NAC es una técnica en la que se trata de inducir una correlación 
positiva usando (cuidadosamente) los mismos números aleatorios para simular todas 
las configuraciones. Esto es posible gracias a la naturaleza determinista de los gene­
radores de n~meros aleatorios. Si se generan los números aleatorios de una manera 
que sea imposible volver a generarlos (por ejemplo} tornando como semilla la raíz 
cuadrada del valor del reloj de la computadora), todo el posible beneficio de esta 
técnica, al igual que otras valiosas técnicas de reducción de varianza} podría perderse. 
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Desafortunadamente, no hay una prueba completamente general de que la técnica 
de NAC realmente funciona, es decir, de que siempre reducirá la varianza. Aún si 
funciona, usualmente no se sabe de antemano qué tan grande será. la reducción de 
varianza que se obtendrá. La eficacia de la técnica de NAC depende por completo 
de los modelos particulares a compararse, y presupone que el analista crea que los 
modelos diferentes responderán similarmente a valores grandes o pequeños de las 
variables aleatorias que determinan a los modelos. 

En la Fig. 2.1 se ilustra el principio de cuándo esta técnica podría funcionar o 
ser contraproducente. En esta figura el eje de las x muestra posibles valores de un 
VI; en particular usado para un propósito específico en las dos simulaciones; por 
ejemplo, estos UI: podrían usarse para generar el tiempo de disparo de un nodo 
en una simulación de una gráfica marcada estocástica. Las curvas indican cómo 
podrían reaccionar los resultados de las simulaciones (manteniendo todas las demás 
cosas igual) para posibles valores de U.. En cualquiera de las dos simulaciones de 
las gráficas superiores, ambas Xlj y X 2j reaccionan monotónicarnente en la misma 
dirección a Uk, y se esperaría que la técnica de NAC induzca la correlación positiva 
deseada, y así se reduzca la varianza. Sin embargo, en las dos gráficas inferiores, 
Xlj y X 2j reaccionan en direcciones opuestas a UI;, entonces NAC podría inducir 
una correlación negativa y ser contraproducente, haciendo la Cov(X1j , X 2j ) < O Y 
provocando un incremento en la varianza. 

Usualmente, se usan números aleatorios para generar variables de otras distribu­
ciones, las cuales son usadas para llevar a cabo los modelos de simulación. Para 
dar a la técnica de NAC la mejor oportunidad de que funcione, se debe primero 
asegurar que las variables generadas reaccionan monotónicamente a las Uk's en este 
paso intermedio de generación de variables; entonces se debe suponer que las me­
didas de ejecución reaccionan monotónicamente a las variables generadas. Para el 

- problema-particular-de las gráficas' marcadas estocásticas, se puede. usar el métogo 
de la transformación inversa, ya que este método garantiza la monotonicidad de las 
variables de entrada generadas por los números aleatorios. Aunque para algunas 
distribuciones este método es lento, su ineficiencia computacional es compensada 
por su eficiencia estadística [Law 1991]. 

De ser posible, un pequeño estudio piloto puede dar una idea preeliminar sobre 
la eficacia de la técnica de NAC para las configuraciones alternativas. En el CruiO de 
dos configuraciones, hacer n repeticiones de cada una, usando NAC, para obtelle!' 
las observaciones de salida Xlj y X 2j para j = 1,2, ... , n. Sean Sl(n) y S¡(n) 
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Funcionaría Funcionaria 

Xl) 

X1J 
x~ X1J 

O U, O 1], 

Seria Sería 
contr oducente contra oducente 

Xl) x~ 

X1J 
X1J 

O 1], O U, 

Figura 2.1: Respuestas de los modelos para que NAC funcione (primer renglón) y 
sea contraproducente (segundo renglón). 

las varianzas muestrales de las Xlj y X2i respectivamente, y sea S~(n) ]a varianza 
muestral de las diferencias Zj = Xlj - X 2j ; puesto que las corridas fueron hechas 
usando NAC, S~ es un estimador insesgado de la varianza de Zj bajo NAC. Sin 
importar el hecho de que se use NAC, S¡(n} es insesgado para la Var(X'j} y &,(n) 
lo es para Var(X2;}, entonces Sf(n}+Si(n} es un estimador insesgado de la varianza 
de Zj si se hubieran hecho las corridas sin NAC. Entonces, si NAC está funcionando, 
esperaríamos observar que ~(n) < S¡(n} + Si(n}, y la diferencia permite estimar 
qué tanto está reduciendo la varianza de un Zj. Por supuesto que cualquier esfuerzo 
de programación extra que NAC requiera para su implementación debe hacerse para 
el estudio piloto, sin importar si la técnica finalmente va a utilizarse. 

Debe considerarse que NAC es una herramienta útil cuando el analista se en· 
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euentra en la tarea de comparar dos o más configuraciones alternativas. Nótese que 
además de una posible reducción en la varianza, esta técnica da un factor constante 
de mejoramiento en la eficiencia de la simulación, ya que el costo de la generación 
de la entrada es partido a la mitad. 

2.1.1 Sincronización 

Para implementar la técnica de NAC apropiadamente se deben sincronizar los núme­
ros aleatorios a través de las diferentes configuraciones del sistema en una repetición 
particular. Idealmente, un número aleatorio usado para un propósito específico en 
una configuración es usado exactamente para el mismo propósito en todas las otras 
configuraciones. Por ejemplo, si un UI; específico se usa en la primera de dos gráficas 
alternativas para generar un tiempo de disparo particular, entonces también debe 
usarse en la segunda configuración para generar el mismo tiempo de disparo (en 
lugar de usarlo para un tiempo de transmisión o algún otro tiempo de disparo); de 
otra manera podría perderse el beneficio de la técnica de NAC o peor aún el método 
podría ser contraproducente. 

La dificultad de mantener una sincronización apropiada depende en general de 
la estructura del modelo, sus parámetros y de los métodos usados para generar las 
variables de entrada usadas en la simulación. Algunas ideas útiles para conseguir 
una bueua sincmniza.dén en 'Una simuladón son: 

e Si existen varios flujos de números aleatorios disponibles, o si hay varios genera­
dores de números aleatorios independientes, se puede dedicar un generador (o 
flujo) a producir los números aleatorios para cada tipo particular de variable 
aleatoria de entrada. 

_ e_ El II!:ét9do de l(}, transformación inversa para la generación de variables aleato­
rias puede faciÚtar la. sincronización ya que siempre necesita exactamente un 
número aleatorio para producir cada valor de la variable aleatoria deseada. 
Más aún, este método transforma monotónicamente los números aleatorios . 

• Desperdiciar algunos números aleatorios en cierto punto de la simulación. 

Algunas veces puede ser imposible lograr una sincronización completa de los mo­
delos en estudio. Del mismo modo, el esfuerzo extra de programación, tiempo de 
cómputo, o costos de almacenamiento necesarios para una sincronización completa, 
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podrían hacer perder la importancia de reducir la varianza. Entonces, podría consi­
derarse la sicronización de algunas variables de entrada y generar las otras de manera 
independiente a través de las configuraciones. En el análisis final, el beneficio de 
usar NAC y el grado de sincronización dependen de la situación particular. 

2.2 Variables antitéticas 

La técnica de variables antitéticas (VA), es una técnica de reducción de varianza 
que se aplica para la simulación de un único sistema. Como en NAC, se trata de 
inducir una correlación entre corridas separadas, pero ahora el objetivo es de inducir 
UDa correlación negativa. 

La idea principal es hacer pares de corridas del modelo, tales que una observación 
pequeña en una de las corridas en un par tienda a equilibrarse por una observación 
grande en el otro; es decir, las dos observaciones están correlacionadas negativa­
mente. Entonces, si se usa el promedio de las dos observaciones en el par como un 
punto básico para el análisis, tenderá a estar más cercano a la esperanza común JI. de 
una observación (la cual queremos estimar) de lo que estaría si las dos observaciones 
en el par fueran independientes. 

En su forma más simple, la técnica de VA trata de inducir esta correlación 
negativa usando números aleatorios complementarios para llevar a cabo las dos si­
mulaciones en un par. Esto es, si Uk es un número aleatorio particular usado para 
un propósito particular(por ejemplo, generar el i-ésimo tiempo de disparo) en la 
primera corrida, se usa 1 - Uk para este mismo propósito en la segunda corrida. 
Es válido usar 1 - Uk en lugar de simplemente uno generado directamente por el 
generador de números aleatorios, ya que U ~ U(O,I) implica que 1 - U ~ U(O, 1) 
también. 

Un punto importante es que el uso de un Uk en una repetición y su complemento 
1 - Uk en la repetición apareada deben estar sincronizados; es decir, usados para el 
mismo propósito; de otra manera el beneficio de la técnica de VA podría perderse 
o) peor aún, el uso de la técnica podría ser contraproducente. Las ideas propuestas 
en la sección anterior pueden ser también de utilidad para lograr una sincronización 
apropiada para los números aleatorios. Es posible también el uso parcial de VA 
(como para NAC) generando algunas entradas antitéticamente y otras independien­
temente dentro de un par si la sincronización completa es demasiado compleja, o si 
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no se observa un camino claro a seguir para poder usar VA para todas las entradas. 
Para entender el funcionamiento de esta técnica primero se verán las bases 

teóricas de la misma. Supóngase que se hacen n pares de corridas de la simu­
lación y resultan las observaciones (Xl'l,Xl'l), ... , (X!il,X~'l), donde X]'l es de 

la primera corrida (usaodo las "U") del j-ésimo par, y X)'l es de la corrida an­
titética (usaodo los "1 - U", propiamente sincronizados) del j-ésimo par. Am­
bas XJl) y X)2) son observaciones legítimas del modelo de simulación, entonces 

E(X]'l) = E(XJ'l) = p. Además, cada par es independiente de cualquier otro 

par¡ es decir, para ji #- i2, XJ!d y X;!2) son independientes, a pesar de que II y 
l2 sean iguales. Es importante notar que el número de repeticiones es 2n. Para 
j = 1,2, ... ,n, sea X; = (X]'l + XJ'l)J2, y sea el promedio de las X;, X(n), el 

estimador (insesgado) puntual de p = E(XJIl) = E(X;) = E[X(n)]. Entonces ya 
que las X; son variables independientes e idénticamente distribuidas (lID), 

( ) V (X(1l) V (X('l) 2C (X(ll X('l) 
Var[X(n)] = Var X j = ar ; + ar i + O" j' i 

n 4n 

Si las dos corridas fueran independientes, esto provocaría que la Cov(XJIl, XJ'l) = 
O. Por otro lado, si es posible de alguna manera inducir una correlación negativa 
entre XPl y XJ'l, entonces Cov(Xfll, Xj>l) < O, lo cual reduce la Var[X'(n)], y este 
es el objetivo de VA. 

Al igual que la técnica de NAC, tampoco se puede estar seguro que la técnica de 
VA funcionará y su eficacia y factibilidad son tal vez más dependientes del modelo 
que la técnica de NAC. En general, no es posible saber qué tan grande será la 
reducción de varianza lograda. Un estudio piloto como el que se propuso para NAC 
podría ser útil para asegurar cuando la técnica de VA es una buena idea en un caso 
específico. -

El requerimiento fundamental que un modelo debe satisfacer para que VA fun­
cione, es que su respuesta a un número aleatorio usado para un propósito particular 
sea monotónica, en cualquier dirección. Podría ocurrir una situación contrapro­
ducente de VA, por ejemplo, si una respuesta del modelo fuera grande para Uk 

pequeñas, meDor para UI; cerca de 0.5, y nuevamente fuera grande para Vk grandes. 
Al igual que para la técnica de NAO, se sugiere el método de la transformación in­
versa para generar las variables aleatorias de entrada para asegurar la monotonicidad 
requerida en este paso intermedio de generación de variables aleatorias. 



2.3. VARIABLES DE CONTROL 19 

Debido a las similitudes entre las técnicas de N AC y VA, parece razonable la 
idea de usarlas conjuntamente cuando van a compararse varias configuraciones al­
ternativas. En un principio parecería que se podría obtener una mayor reducción 
de varianza aplicando la técnica de VA para cada configuración separadamente y 
usando la técnica de NAO para las diferentes configuraciones. Sin embargo, ha­
ciendo un examen más cercano, encontramos que si ambos NAO y VA funcionan 
propiamente, es decir, que induzcan las correlaciones del signo deseado, ciertas co­
varianzas cruzadas (específicamente, la covafianza entre la primera corrida de un par 
antitético de corridas para la configuración 1 y la segunda corrida del par antitético 
correspondiente para la configuración 2, y viceversa) introduce la expresión relevante 
de la varianza con el signo equivocado. ASÍ, de ningún modo es una buena idea, 
combinar VA con NAC para la comparación de dos configuraciones alternativas de 
un sistema. 

2.3 Variables de control 

De la misma forma que para las técnicas de NAC y VA, el método de variables de 
control (VC) intenta tomar ventaja de la correlación entre ciertas variables aleatorias 
para obtener una reducción de varianza. Dependiendo de la técnica específica de VC 
usada, esta correlación podría surgir naturalmente durante el curso de la simulación, 
o podría inducirse usando NAC en una simulación auxiliar. 

En principio, intuitivamente el uso de la técnica de VC parece aceptable. Sea 
X una variable aleatoria de salida y asúmase que se quiere estimar Ji. = E(X). 
Supóngase que Y es otra variable aleatoria involucrada en la simulación que se piensa 
que está correlacionada con X (positiva o negativamente), y que nosotros sabemos 
el valor de v = E(Y). En el caso que X y Y estén correlacionados, si se ejecuta una 
simulación y se nota que X > v(Io cual se puede afirmar con seguridad ya que se 
conoce v), se podría sospechar que X está también por encima de su esperanza Ji. 
(aunque no se puede saber esto con seguridad a menos que la correlación entre Y y 
X fuera perfecta), y de acuerdo con esto ajustar a X hacia abajo por algún monto. 
Por otro lado, si Y < v, se sospecharía que también X < Ji. Y entonces habría que 
ajustarla hacia arriba. De esta manera, se usa el conocimiento que se tiene sobre 
la esperanza de Y para empujar a X (hacia arriba o hacia abajo) de acuerdo Can 
su esperanza Ji., reduciendo así su variabilidad respecto de J..L de una corrida a la 
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siguiente. Se dice entonces que Y es una variable de control para X ya que es usada 
para ajustar a X, o controlarla parcialmente. 

A diferencia de las técnicas de NAC y VA, el éxito de VC no depende de que 
la correlación sea de un signo en particular. Si Y Y X estuvieran correlacionadas 
negativamente, simplemente se ajustaría X hacia arriba si Y > v y hacia abajo si 
Y< v. 

Para llevar a caho la idea anterior, se debe cuantificar el monto del ajuste de X 
hacia arriba o hacia abajo. Es conveniente expresar este monto en término de la 
desviación, Y - v, de Y con su esperanza. Sea a una constante (que se determinará 
después) que es del mismo signo que la correlación entre X y Y. Se usa a para 
balancear (aumentar o disminuir) la desviación Y - v para llegar a un ajuste en X 
y así se define el estimador "controlado" 

Xc = X - a(Y - v) 

Nótese que si X y Y están correlacionados positivamente, entonces a > O, se ajus­
taría X hacia abajo cuando Y > 11 Y hacia arriba cuando Y < 11, tal como es 
deseadoi lo opuesto es cierto cuando Y y X están correlacionados negativamente, 
en cuyo caso a < O. 

Puesto que E(X) = J.< Y E(Y) = v, se cumple que para cualquier número real a, 
E(Xc ) = Pi esto es, Xc es un estimador insesgado para J.L que podría tener vaii,1.fiza 
más pequeña que X. Específicamente, 

Var(Xc ) = Var(X) + a'Var(Y) - 2aCov(X, Y) (2.1) 

entonces Xc tiene menor varianza que X si y s610 si 

2aCov(X, Y) > a'Var(Y) 

lo cual puede o no ser cierto, dependiendo de la elección de Y y a. En muchos traba­
jos de VC, sólo se consideran los casos especiales a = 1 (si se cree que Cov(X, Y) > O) 
o a = -1 (si se cree que Cov(X, Y) < O), pero esto requiere la condición más fuerte 
de que 1 Cov(X, Y) 1> Var(Y)/2 para que pueda conseguirse una reducción de la 
varianza. Así, simplemente haciendo a = ±1 se coloca todo el peso de lograr éxito 
sobre la selección de la Y; permitiendo otros valores para a es posible hacerlo mejor. 
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Para encontrar el "mejorll valor de a dada una Y I es posible ver el'lado derecho 
de la Ec. 2.1 como una función g{a) de a e igualar su derivada a cero, es decir 

~~ = 2aVar(Y) - 2Cov(X, Y) = O 

y resolver para el valor óptimo (el cual minimiza la varianza) 

a' = .;.,C",ov..!.(X,-':"Y..!.) 
Var(Y) 

(2.2) 

una condición suficiente para que a' sea el mínimo de g(a), es que álgido} = 
2Var(Y) sea positivo, lo cual se cumple. Una de las implicaciones de la ecuación 2.2 
es que si Y está fuertemente correlacionada con X, esto es, I Cov(X, Y) I es grande, 
el valor de a· se incrementa, y entonces se están haciendo ajustes más drásticos a 
X ya que se siente más confianza de lo que la desviación de Y hacia 11 dice acerca 
de la desviación que podría haber de X hacia J.I.. También, si Y por sí misma es 
menos variable, esto es Var(Y) es pequeña, se podría obtener un valor de a* mayor 
(y un mayor ajuste a X) ya que se tiene mayor confianza en la precisión del valor 
observado de Y. 

Sustituyendo a' de la Ec. 2.2 en el lado derecho de la Ec. 2.1, se obtiene que el 
estimador de mínima varianza controlado (o ajustado) Xé sobre todas las elecciones 
de a tiene varianza 

[Cov(X, Y)]' , 
Var(Xc) = Var(X) - Var(Y) = (1 - PXy)V ar(X) 

donde PXY es la correlación entre X y Y. Así, usando el valor óptimo a'" para a, el 
estimador óptimamente controlado Xc nunca puede ser más variable que la X sin 
control, y tendrá de hecho menor varianza si Y está del todo correlacionada con X. 
Más aún, la fuerte correlación entre X y Y, logra la mayor reducción de varianza(en 
el extremo, como PXY -7 ±l, se ve que la Var(X¿') -7 O). Intuitivamente, esto 
dice que si la correlación entre Y y X fuera cercana a ser perfecta (±l), se podría 
controlar X casi exactamente hacia J.1. todo el tiempo, eliminando así prácticamente 
toda su varianza. 

En la práctica las cosas no son tan fáciles. Dependiendo de la fuente y natu­
raleza de la variable de control Y l podría no conocerse la Var(Y), y no conocerse 
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la Cov(X, Y), haciendo imposible la tarea de encontrar el valor exacto de a'. De 
acuerdo con esto, se han desarrollado varios métodos para estimar a· a partir de 
las corridas de la simulación. A continuación se presenta uno de los métodos más 
simples. 

El siguiente método simplemente reemplaza la Cov(X,Y) y la Var(Y) en la 
Ec. 2.2 por sus estimadores muestrales. Supóngase que se hacen n repeticiones 
independientes para obtener n observaciones lID XlI X2J ... I Xn en X y las n ob.­
servaciones lID Y,. , Y" ... , Yn en Y. Sean X(n) y Y(n) las medias muestrales de las 
Xj'. y }j's respectivamente, y sea S~(n) l. varianza muestral insesgada de las }j's. 
La covarianza entre X y Y está estimada por 

- () _ Eí'=¡[Xj - X(n))[}j - Y(n)] 
CXY n - 1 n-

y el estimador para a- es entonces 

_'() CXy(n) 
a n = S?(n) 

para llegar al estimador puntual final para /l, 

Xc(n) = X(n) - a' (n)[Y(n) - v] 

Se debe notar que .puesto que la constante a* se ha reemplazado por la variable 
aleatoria a'(n), la cual generalmente no es independiente de Y(n) (habiéndose cal­
culado de los mismos datos de salida de la simulación), no es posible simplemente 
tomar las esperanzas a través de los factores en el segundo término de Xc(n). Des­
afortunadamente,-entonces, Xc(nh a diferencia-de_Xc y Xé en general será sesg¡:¡.do 
para /l. 

En algunos casos existen realmente dos o más variables de control ~iferentes que 
se pueden combinar para obtener una única variable de control. Sin embargo, no es 
fácil decidir entre sustraer una de la otra o dividir una entre la otra, o más aún restar 
a una un múltiplo de otra, En modelos más complejos existen muchas potenciales 
variables de control disponibles, y será difícil tomar la mejor manera de juntarlas 
todas en una sola, Más aún, si se estuvieran combinando de una manera razonable, 
podría no estar usándose su información para nuestro mejor provecho. Por ejemplo, 
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se podría construir la variable de control Y = y(l) - Y(2); entonces el estimador 
controlado es 

Xc = X - a(Y - v) = X - a(y(l) - vIl)~ - a(Y(') _ vI')~ 

donde VIl) = E(y(l). En este caso, se están forzando ambas variables para entrar 
al ajuste usando el mismo coeficiente, a, el cual podría no ser el mejor uso de su 
información. Una modificación lógica podría ser: permitir a las dos variables de 
control tener diferentes pesos, y redefinir 

Se podría entonces encontrar (y estimar) los pesos al Y a2 que mlnlmICen la 
Var(Xc ), como se hizo antes cuando se tenía s6lo una variable de control. 

Esta idea se generaliza fácilmente al caso donde se tienen m variables de control 
Y(l), y(2) , .•• ,y(m} con sus respectivas esperanzas conocidas lI(1}, l/(2) I ••• I v{m). El 
estimador (linealmente) controlado general es 

Xc = X - I:a,(y(') - vIl)~ 
l=1 

donde las ar's son números reales a determinarse (y estimarse). Tornando en cuenta 
la correlación no sólo entre X y las variables de control sino también entre las 
variables de control} se obtiene 

m m 

Var(Xc) = Var(X) + L a;V ar(Y¡) - 2 L aICov(X, Y¡) 
l=1 l=1 

m ll-1 

+2 L La" a"Cov(Y¡" Y¡,) (2.3) 
h=112=1 

Tomando las derivadas parciales del lado derecho de la Ec. 2.3 con respecto a 
cada una de las al e igualándolas a cero} se llega a un conjunto de m ecuaciones 
lineales por resolver para los m pesos que minimizan la varianza. Como en el caso de 
una sola variable de control, estos pesos óptimos deben estimarse, y la introducción 
de sesgo en el controlador estimado es posible nuevamente. 

A continuación se mencionará algunos puntos importantes para encontrar y se­
leccionar variables de control. Como se ha visto, una buena variable de control debe 
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de estar fuertemente correlacionada con la variable aleatoria de salida X para que 
pueda dar mucha información sobre X y lograr un buen ajuste para é$ta. También 
resulta atractiva una variable de control que por sí misma tenga poca varianza. Para 
encontrar dicha variable de control se puede proceder por un análisis de la estructura 
del modelo, o a través de experimentaciones iniciales. Con estos objetivos presentes, 
se han sugerido tres fuentes generales de variables de control: 

• Internas. Variables aleatorias de entrada, o funciones simples de ellas (tales 
como promedios), se usan frecuentemente como variables de control. Sus esper­
anzas generalmente serán conocidas, y un análisis simple en el modelo puede 
sugerir cómo están correlacionadas con la variable aleatoria de salida. Es im­
portante señalar que las variables de control internas deben generarse de todas 
maneras en el curso de la simulación; así no agregan casi nada al costo de la 
simulación. 

• Externas. Es posible que se esté haciendo una simulación, puesto que no 
se puede calcular 1" = E(X) analíticamente. Tal vez si se altera el modelo 
asumiendo algo adicional que lo simplifica, se podría calcular la esperanza v de 
la variable aleatoria de salida Y del modelo simplificado. Mientras se podría 
no querer hacer estas simplificaciones en el modelo original ya que podrían 
rlañar la validez del mismo) Y podría servir corno una variable de control para 
X. Entonces se simularía el modelo simplificado junto con el modelo actual, 
usando NAO, y esperando que Y esté correlacionada con X, presumiblemente 
de manera positiva. Como este enfoque no es de bajo costo ya que involucra 
una segunda simulación para obtener la variable de control, cosa que no sucede 
con las VC internas; entonces, la correlación entre X y Y debe ser mayor en 
las ve externas para compensar la que se obtendría en el caso que la Y fuera 
una ve interna~-

• Uso de múltiples estimadores. En algunas situaciones se podrían tener varios 
estimadores insesgados Xl, X 2 , ... , X k para ¡.L, donde las Xi,S podrían ser o 
no independientes. Si b¡, .. . , bk son cualesquiera números reales (no necesaria­
mente positivos) que suman 1, entonces 

k 

Xc = ¿biX(i) 
i=l 
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es también insesgado para /-L. Puesto que b1 = 1 - E~=2 biJ se puede expresar 
Xc como 

• • 
Xc = (1- Lb,)XCI) + Lb,XC') 

i=2 i=2 
k 

= XCI) - L b,(XCI) - XC') 
i=2 

entonces es posible ver Y¡ = X(l) - X(i), para i = 2,3, ... , k, como k - 1 
variables para XCI). 

Como se observó anteriormente, puede haber un número muy grande de posibles 
variables de control para un modelo complejo. Sin embargo, no necesariamente es 
una buena idea usarlas todas, puesto que la reducción de varianza que puedan con­
seguir está acompañada por las contribuciones de varianza asociadas con la necesidad 
de estimar las al's optimas. 

2.4 Esperanza condicional 

La técnica de reducción de varianza esperanza condicional (EC), trata de explotar 
alguna propiedad especial de un modelo para reemplazar una estimación de una 
cantidad por su valor analítico exacto. Removiendo esta fuente de variabilidad, 
se espera que la variable aleatoria de salida final sea más estable, aunque no hay 
garantía de éxito; nuevamente, es posible utilizar estudios pilotos que comparen 
la técnica de EC COn una simulación correcta para indicar cuándo se logrará una 
reducción de la varianza y qué tan grande será la misma. 

Sea X una variable aleatoria de salida, cuya esperanza J.L se quiere estimar. 
Supóng¡u;e que bay alguna otra variable aleatoria Z tal que, dado cualquier posible 
valor particular z para Z, es posible calcular analíticamente la esperanza condicional 
E(X I Z = z). Nótese que E(X I Z = z) es una función (conocida) determinista del 
número real z, pero E(X I Z) es una variable aleatoria. Entonces, condicionando 
sobre Z, se ve que Ji. = E(X) = EzIE(X I Z») (la esperanza exterior es denotada por 
Ez ya que es tomada con repecto a la distribución de Z) y que la variable aleatoria 
E(X I Z) es también insesgada para Ji.. Por ejemplo, si Z es discreta con función de 
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masa de probabilidad p{z) = P{Z = z), entonces 

Ez[E{X I Z)] = ¿E{X I Z = z)p{z) , 

donde se asume que las p{z) son conocidas. 
A continuación se define la varianza condicional como: 

Definición 2.1 

Var[X I Z = z) = E[X2
1 Z = z) - (E[X I Z = zJ)' 

Esta definición sirve para la demostración del siguiente teorema: 

Teorema 2.1 

Var[X] = Ez[Var{X I Z)] + Varz{E[X I ZJ) 

Demostración 

Ez[Var{X I Z)] Ez[E[X2 I ZII- Ez[{E[X I ZJ)2] 
= E[X']- (E[XJ)2 - Ez[{E[X I ZJ)2] + (E[Xj)' 
= TI'~_(V\ I7' r(~[v 1'71\21 • 'E 'EfV 11711\2 

~ ..... I ~ ... a.J - ,L;IZl\.L,;I.n. I LJJ) J T \ 'ZL lA I L.tW 

= Var{X) - Varz{E[X I ZJ) 

Entonces ahora se puede concluir el siguiente resultado: 

Varz[E{X I Z)] = Var{X) - Ez[Var{X I Z)] ::; Var(X) (2.4) 

indicando que ~i se obsel'va la variable aleatoria E{X ¡Z) (como calculada a par-_ __ 
tir de una observación z en Z), en lugar de observar X directamente, se obtendrá 
una menor varianza. En otras palabras, se sugiere que se simule para obtener una 
observación aleatoria de z en Z (puesto que su distribución no es conocida), susti­
tuyamos esta observación en la fórmula conocida E(X I Z = z), y se use ésta como 
una observación básica. 

Aquí, el objetivo es especificar una variable aleatoria Z tal que: 

• Z puede generarse de una manera fácil y eficiente, puesto que se tiene que 
simular. 
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• E(X I Z = z) como una función de z puede calcularse analíticamente y 

eficientemente para cualquier posible valor de z que Z pueda tomar. 

• Ez[Var(X I Z)J es grande; así, reduciendo mucho la Var(X) en la Ec. 2.4. 
Ez(Var(X I Z)J es la varianza condicional media de X sobre los posibles 
valores de Z, y puesto que se tiene una fórmula para E(X I Z = z), nunca se 
tiene que simular X dado Z I es decir, Su varianza no afecta. 

Aquí se da por terminada la descripción de algunas técnicas de reducción de va­
rianza, aunque existen otras técnicas que también pueden ser útiles. Estas técnicas 
sólo son descritas brevemente en la siguiente sección en el contexto de los algortimos, 
si se desea una explicación más detallada sobre las mismas se puede consultar el 
trabajo de Catherine McGeoch [McGeoch 1992J donde además se presentan algunos 
ejemplos de aplicación de estas técnicas. 

2.5 Otras técnicas de reducción de varianza 

• Atajos en la simulación. Ahora se considerará el problema de acelerar el 
programa de simulación. La idea clave es que se desea simular un algoritmo, 
no necesariamente implementarlo. Puede ser posible aplicar mejoramientos al 
algoritmo para permitir más ensayos por unidad de tiempo de cómputo, sin 
cambiar las propiedades de distribución de las variables de salida. Mientras 
que no es como las técnicas de reducción de varianza (porque la varianza 
permanece igual en cada corrida) I los atajos en la simulación pueden reducir 
la varianza permitiendo más ensayos por unidad de tiempo. 

Podría obtenerse una aceleración de la simulación explotando el conocimiento 
que no estaría disponible en una aplicación. 

• Parl.icionamiento. Esta técnica puede Ser útil cuando una simulación produce 
dos variables en secuencia, donde la primera reprE::senta algún "estado" y la 
segunda es un estimador del costo esperado de ese estado. Cuando la gen­
eración de un estado es cara, esta técnica reduce mucho el monto de tiempo de 
cómpuLo requerido para obtener estimaciones del costo esperado. El método 
de esperanza condicional extiende esta idea para el calculo directo del costo es­
perado del estado; parl.icionando debe considerarse cuando el cómputo directo 
no es factible. 
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• Estratificaci6n. La técnica de estratificación reduce la varianza distinguiendo 
clases o "estratos" de entrada y generando instancias de la entrada de tal 
manera que el número de instancias que ocurran en cada clase corresponda 
exactamente a su esperanza . 

• Postestmtijicaci6n. Un método para "corregir" un estimador usando infor­
maci6n auxiliar es mediante postestratijicar el experimento. Se habla de "cor_ 
regir" una medida de salida de acuerdo con su esperanza y con la variación en 
la distribución de la entrada. 



Capítulo 3 

Gráficas marcadas estocásticas 

El modelo conocido como gráficas marcadas estocásticas sirve para modelar algunos 
mecanismos básicos del cómputo distribuido. Para este modelo existen resultados 
teóricos de su desempeño; sin embargo, el algoritmo para el cálculo de dicho de­
sempeño es de complejidad exponencial. 

En principio se enunciarán algunos teoremas básicos del modelo de gráficas mar­
cadas y posteriormente mediante el modelo de gráficas marcadas estocásticas se 
calculara la tasa de una red, la cual puede verse como el número promedio de pasos 
computacionales ejecutadas por un vértice en la red por unidad de tiempo. 

3.1 Gráficas marcadas 

Existen muchos modelos de estructura de gráficas que se han usado y sugerido para 
sistemas de procesamiento concurrente. Estas estructuras difieren en la generalidad 
y extensión de acuerdo con las propiedades que se desea modelar y analizar. Las 
gráficas marcadas pueden derivarse como un caso especial de las Redes de Petri. 

3.1.1 Marcajes vivos y seguros de una gráfica dirigida 

Asúmase que se tiene una gráfica dirigida G(V, E), donde V es el conjunto de vértices 
y E es el conjunto de aristas. La notación a 4 b significa que la arista e sale del 
vértice a y entra al vértice b. Se asigna un número M(e) de fichas (un entero no 
negativo) a cada arista e. La función M es llamada marcaje de la gráfica. Se dice 

29 
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que un vértice está habilitado si el número de fichas en cada una de sus aristas de 
entrada es positivo. El disparo de un vértice habilitado consiste en quitar una ficha 
de cada una de sus aristas de entrada y sumar una ficha a cada una de sus aristas de 
salida. Puesto que el número de aristas de entrada y de salida no es necesariamente 
el mismo, el número total de fichas en la gráfica puede incrementarse o disminuir a 
través de un disparo. 

Considérese el número de fichas en un circuito dirigido simple C; este número, 
(M I C), es la suma de fichas en las aristas del circuito y se le conoce como conteo 
de fichas. El siguiente lema es una consecuencia directa de la definición de disparar. 

Lema 3.1 El conteo de fichas de un circuito dirigido no cambia por el disparo de 
un vértice. 

Ejemplo 3.1 En la Figura 3.1 (i) se muestra una gráfica marcada. Existe uniea­
mente una ficha en este marcaje y está en la arista que va del vértice a al b. El 
vértice b está habilitado. Despu.és de disparar el vértice b, las dos aristas que van de 
b al vértice a tienen una ficha en cada una de ellas y a está habilitado. Después de 
disparar el vértice a nuevamente se regresa al marcaje original. Así, el número de 
fichas en la gráfica cambia de 1 a 2 y nuevamente toma el valor de 1; pero el conteo 
de fichas en cada uno de los dos circuitos simples sigue siendo 1. 

Se dice que un marcaje es vivo si todo vértice está habilitado o puede ser habil­
itado mediante una secuencia de disparos. 

Teorema 3.1 Un marcaje es vivo si y sólo si el conteo de fichas de todo circuito 
dirigido es positivo. 

-Demostraei6n 
Si el conteo de fichas de algún circuito dirigido es cero, ningún vértice en este 

circuito puede ser habilitado; ya que el conteo de fichas no cambia si los otros vértices 
se disparan (Lema 3.1), ningún vértice en este ~ircuito puede habilitarse mediante 
disparos. 

Ahora asúmase que el conteo de fichas de todo circuito dirigido es positivo. 
Sea v cualquier vértice de la gráfica. Considérense las aristas libres de ficha. ... que 
entran a v. Si no hay, el vértice está habilitado. Si no, considérense los vértices 
de los cuales emanan estas aristas. Si cada uno de aquéllos está inmediatamente 
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a a 

b 

Figura 3.1: Ejemplo de una gráfica marcada 

habilitado, entonces v estará habilitado después de que cada uno de ellos se dispare. 
Si algunos no lo están, considérense las aristas libres de fichas que entran a ellos, 
etc. Si se continúa con este retroceso, se está seleccionando una subgráfica de G, la 
cual consiste de V, las aristas libres de fichas que entran a v, los vértices de los cuales 
estas aristas emanan, las aristas libres de fichas que entran a ellos, etc. El proceso 
debe terminar puesto que G es finita. Ahora, esta subgráfica debe estar libre de 
circuitos puesto que no hay circuitos dirigidos libres de fichas. Así, la subgráfica 
debe tener al menos un vértice que no tiene aristas de entrada que pertenezcan a 
la subgráfica. Este vértice está habilitado en el marcaje presente de G. Después de 
dispararlo, la subgráfica de retroceso libre de fichas de v es reducida en un vértice. 
Repitiendo este proceso, es posible habilitar a v. 

• 
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Corolario 3.1 Un marcaje que está vivo sigue vivo después de disparar. 

Demostración 
Puesto que el conteo de fichas de los circuitos no cambia con los disparos (Le­

ma 3.1), y si UD marcaje está vivo, entonces el conteo de todos los circuitos dirigidos 
es positivo (Teorema 3.1); este conteo seguirá siendo positivo después de disparar. 
Por el Teorema 3.1 el marcaje permanece vivo. 

• 
Se dice que un marcaje es seguro si ninguna arista tiene asignada más de una 

ficha, y ninguna secuencia de disparos trae dos o más fichas a una arista. 

Teorema 3.2 Un marcaje es seguro si y sólo si toda arista en la gráfica está en un 
circuito dirigido con conteo de fichas de 1. 

Demostración 
Si para toda arista existe un circuito del cual esta arista forma parte, con exac­

tamente una ficha en éste, entonces por el Lema 3.1 el conteo de fichas de este 
circuit.o sigue siendo 1 y nunca. habrá dos o más fichas en esta ari.sta. 

A::;úmuse que existe una arista e, a 4 b, tal que todo circuito dirigido que pasa a 
través de ésta tiene conteo de fichas de 2 o más. Se quiere demostrar que mediante 
una secuencia propia de disparos se puede poner dos fichas en e. Si no hay fichas 
en el se retrocede a la subgráfica libre de fichas, empezando en el vértice a, como 
en la demostración del Teorema 3.1. De la misma forma que la demostración del 
Teorema 3.1, es posible habilitar el vértice a y dispararlo. Esto pone una ficha sobre 
e. Se repite esta construcción. Nuevamente la subgráfica libre de fichas de retroceso 
desde a=no in-cluye a b, -ya que- esto-implicaría la existencia de un circuito con conteo 
de fichas de 1 a través de e. Así, es posible disparar a nuevamente sin disparar b YI 
por lo tanto, colocar una segunda ficha sobre e. Por lo tanto, el mar<;:aje inicial no 
es seguro. 

• 
Corolario 3.2 Si una gráfica tiene un marcaje vivo y seguro, entonces para toda 
arista de la gráfica es posible encontrar un circuito que pasa a través de la arista. 
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Esta es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2. Esta consecuencia elimina 
la posibilidad de tener sumideros, fuentes o cualquier arista de separación en una 
gráfica, a la que se le puede asignar con un marcaje vivo y seguro. 

Teorema 3.3 Si la gráfica subyacente' de una gráfica dirigida G(V, E) es conexa, 
y si a G se le puede asignar un marcaje vivo y seguro, entonces G es fuertemente 
conexa. 

Demostración 
Asúmase que la gráfica subyacente de G es conexa y que a G se le puede asignar 

un marcaje vivo y seguro. Si G no es fuertemente conexa, entonces exist.en rlos 
vértices a y b tales que no existe una trayectoria dirigida de a a b en G. Sea A el 
conjunto de todos los vértices, incluyendo a, que son alcanzables desde a. Puesto 
que A :f:. V Y puesto que la gráfica subyacente es conexa, debe existir un vértice a' 
en A y un vértice b' en V - A que están conectados por una arista e. La arista e 
debe estar orientada 11 4 a', o b' pertenecería a A. Sin embargo, el Corolario 3.2 
implica la existencia de una trayectoria dirigida de a' a b', lo cual contradice el hecho 
de que b' E V-A. Así, la gráfica debe ser fuertemente conexa. 

• 
En resumen, los Teoremas 3.1, 3.2 Y 3.3 dicen que un marcaje dado de una 

gráfica es vivo y seguro si y s610 si ningún circuito dirigido está libre de fichas y a 
través de toda arista existe un circuito con conteo de fichas de 1. También si existe 
un marcaje vivo y seguro la gráfica es fuertemente conexa. Pero ¿existe un marcaje 
vivo y seguro para toda gráfica fuertemente conexa? La respuesta es el contenido 
del siguiente teorema. 

Teorema 3.4 Para toda gráfica dirigida finita y fuertemente conexa existe un mar­
caje vivo y seguro. 

Demostración 
Se puede encontrar un marcaje vivo simplemente poniendo una ficha en cada 

arista. Por el Teorema 3.1 este marcaje es vivo. Ahora se puede usar la técnica 
desarrollada en las pruebas de los Teoremas 3.1 y 3.2 para cambiar el marcaje hasta 

1 Esto significa la gráfica que resulta de G ignorando las direcciones. 
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que éste sea seguro, sin cambiar la cualidad de estar vivo. Asúrnase que para una 
arista dada el mínimo conteo de fichas de los circuitos dirigidos que pasan a través 
de ella es k > 1. Es posible escribir una secuencia de disparos que traerá k fichas 
a la arista. Quitando k - 1 de ellas ningún circuito se vuelve libre de fichas. Esto 
puede repetirse mientras existan aristas para las cuales no hay ningún circuito cuyo 
conteo de fichas sea 1. 

• 
En el trabajo de Even, Commoner, Holt y Pnueli [Even 19711 se mencionan 

algunos otros resultados sobre éstas gráficas. Por ejemplo: 

• En una gráfica fuertemente conexa, un marcaje M puede derivarse mediante 
una secuencia de disparos de un marcaje M' si y s610 si tienen conteos de fichas 
para los circuitos idénticos, es decir, para todo C (M' I C) = (M I C)((M I C) 
es el conteo de fichas que el marcaje M coloca en el circuito C) . 

• En una gráfica fuertemente conexa si un marcaje M' puede generar a M (a 
través de una secuencia de disparos), entonces M puede generar a M'. 

Gráficas marcadas estocásticas 

Las gráficas marcadas son una subclase de las redes de Petri, también llamadas 
redes de Petri libres de decisión o gráficas de eventos. Existen dos tipos de eventos 
en una gráfica marcada: el procesamiento realizado en los vértices, y el retardo de 
transmisión de las fichas a través de las aristas. La duración de los eventos puede 
expresarse por un númer~ n9 n_egªtiY9 o por una variable aleatoria. Para el caso de 

-las cotaS que se usarán en este trabajo se considera que las duraciones de los eventos 
son variables aleatorias independientes, exponenciales e idénticamente distribuidas. 

Las gráficas marcadas junto con el factor del tiempo permiten la evaluación del 
desempeño de sistemas concurrentes. Por ejemplo, modelos de cómputo paralelo, 
sistema de cómputo distribuido, sistemas de manufactura, algoritmos distribuidos. 

La complejidad de un algoritmo distribuido se calcula usualmente suponiendo 
que los tiempos de procesamiento y retardos de transmisión son iguales a. una con­
stante que representa una cota superior de estos tiempos. En el trabajo desarrollado 
por Sergio Rajsbaum y Moshe Sidi [Rajsbaum, Sidi 19941 se estudia el efeclo <:u la 
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tasa de la red de que los tiempos de procesamiento y retardos de transmisión sean 
aleatorios y se comparan los resultados con el caso determinista del estudio de Siman 
Even y Sergio Rajsballm [Even, Rajsbaum] en el que los tiempos de procesamiento 
así como los retardos de transmisión son constantes o acotados. 

La medida de desempeño principal es la tasa de cómputo R(v), es decir, el 
número promedio de pasos computacionales (disparos) de un vértice v por unidad 
de tiempo. Se sabe que para gráficas fuertemente conexas, R(v) es la misma para 
todo vértice v. Se demostró por Michael K. Molloy [Molloy 19821 que la tasa puede 
calcularse analizando una cadena de Markov. Sin embargo este método de cálculo 
de la tasa es muy ineficiente porque, en general, el tamaño de la cadena de Markov 
es muy grande. Por ejemplo, el número de estados de la cadena que corresponde a 
la gráfica marcada completa con una ficha en cada arista es 21nl - !. 

A continuación, usando ecuaciones de recurrencia se derivan cotas calculables 
en la tasa de gráficas marcadas fuertemente conexas. El material que aquí se pre­
senta proviene principalmente de los trabajos de Sergio Rajsbaum y Moshe Sid¡ 
[Rajsbaum, Sidi 19941 y de Sergio Rajsbaum [Rajsbaum 19911; se presentará al­
gunos resultados que se utilizarán para obtener las cotas de la tasa de la red para 
el ciclo dirigido y la gráfica completa. ' 

3.2.1 El modelo 

Sea G = (V, E) una gráfica finita dirigida y fuertemente conexa. Un marcaje S, es 
una función de E a los enteros no negativos y que representa el estado de la gráfica, 
donde s(e) es el número de fichas en la arista e. Una gráfica marcada GM = (G, so) 
consiste de una gráfica G y un marcaje inicial So. Se asume que G M está libre de 
deadlock, es decir, que cada vértice dispara un número infinito de veces. Esto es 
equivalente a asumir que todo ciclo tiene al menos una ficha en So. 

En una gráfica marcada estocástica s(e) representa el número total de fichas en 
la arista e, las fichas que viajan a través de e más las fichas almacenadas en un buffer 
FIFO' (primero en entrar, primero en salir) al final de e. La operación de disparo de 
un vértice v empieza en el momento en el cual hayal menos una ficha en el buffer de 
cada arista de entrada. Después de un tiempo de procesamiento, instantáneamente 
la primera ficha del buffer de cada arista de entrada se remueve y se envía una ficha 
a través de cada arista de salida de v. En este momento termina el disparo. 

2First In, First Out. 
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Inicialmente todos los vértices se encuentran en estado de reposo, en el cual no 
hay fichas en tránsito y no se realizan cálculos. Una vez que un vértice deja su 
estado de reposo, opera en fases que se describen a continuación. Asúmase que en 
un tiempo arbitrario t(vl, el vértice v deja el estado de reposo y entra en su primer 
tiempo de procesamiento PSo. Entonces, v permanece en PSo por íO(V) unidades 
de tiempo y transita a su primer estado de espera, W So. De ahora en adelante, sean 
p S. y W S., k 2: O, el estado de procesamiento y espera para la k-ésima fase. 

Las reglas de transición entre los estados son las siguientes: Si un vértice v 
transita del estado P S. a W S., manda una ficha en cada una de sus ligas de salida. 
Estas fichas se denotan por M •. Cuando v manda sus M. fichas, se dice que v ha 
completado su k-ésimo paso de procesamiento. 

Si un vértice v está en el estado W S. y ha recibido una ficha en cada una de sus 
aristas de entrada, borra una ficha de cada una de sus aristas de entrada, transita 
al estado P Sk+l, permanece ahí por Tk+l unidades de tiempo y entonces transita 
al estado WSk+1' De otra manera (al menos una de sus aristas de entrada no ha 
recibido fichas aún), el vértice v permanece en el estado W Sk hasta que recibe una 
ficha de cada uno de sus vecinos de entrada, y entonces opera como fue descrito 
anteriormente. 

Los estados P S., k 2: O, corresponden a los pasos de cómputo durante la k-ésima 
fase. Los tiempos de procesamiento, Tk(V), corresponden al tiempo que le toma al 
vértice v completar el k-ésimo paso computacional. Los tiempos de procesamiento 
Tk(V), k ;:::: 0, v E V, son variables aleatorias positivas de valores reales definidas 
sobre un espacio de probabilidad. Los estados W Sk corresponden a la espera de v 
hasta la terminación de la k-ésima fase de todos sus vecinos de entrada. 

- Para k2: (j, sea tf(vl el k-ésimo tiempo de terminación, es decir, el tiempo al 
cual el vértice v envía las fichas M. en la red G. Sea NG(vl (o simplemente N(vllel 
conjunto de entrada de un vértice v en G, el conjunto de vértices en G que tienen 

una arista a v, incluyendo a v, esto es N(vl [;, {u: u ~ v E E} U{v}. Con esta 
notación, la operación del vértice v E V es como sigue. Una vez que v ha enviado 
la ficha Mk en el tiempo tk(V), espera hasta que todos los vértices con una arista 
hacia él envíen la ficha Mk ,y empieza el (k + l)-ésimo paso computacional; esto es, 
después del máximo de t.(ul, u E N(vl, inicia el (k + ll-ésimo paso computacional, 
el cual toma Tk+l(V) unidades de tiempo, y entonces envía Mk+l. De este modo, la 
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evolución del modelo puede describirse por las siguientes recursiones: 

to(v) = t(v) + ro(v) 
tO+1(v) = maxueN'(v){to(un + rO+1(v), k ~ O (3.1) 

Los tiempos de terminación tienen una interpretación en la teoría de gráficas. 
Para un vértice v, sea So (v) el conjunto de todas las trayectorias dirigidas de longitud 
k que terminan en v, suponiendo que cada vértice tiene un arco hacia él mismo 
(una arista ti -+ ti). Para k = O, la única trayectoria de longitud O que termina 
en v consiste de ti. Para una trayectoria Pk = Vo -+ V1 -+ ... -+ Vk(= v), sea 

T(Po) ~ t(vo) + E~Ori(vi), y T(So(v)) ~ {T(P): P E So (v)}. Así, T(So(v)) es un 
conjunto de variables aleatorias; cada una es la suma de k + 1 variables aleatorias. 
Nótese que estas variables aleatorias no son independientes, aún si las Ti(V) son 
independientes. El cálculo de to(v) se puede hacer de la siguiente manera: 

Teorema 3.5 Para todo v E V, k ~ O, to(v) = max T(So(v)). 

Demostración 
Por inducción sobre k. Para k :::::: O la única trayectoria de longitud O hacia v es 

v, es decir, So(v) = {v} y T(So(v)) = {t(vo) + ro(v)}. Así, 

to(v) = max T(So(v)) = t(v) + ro(v). 

Se supone que se cumple para k ~ O. De la &uación 3.1 tenemos 

Por la hipótesis de inducción, 

Lo que da el resultado deseado 

• 
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3.2.2 Las medidas de ejecución 

Existen varias medidas de ejecución, unas de las más importantes son los tiempos 
de terminación t.(v), k ~ 0, v E V. Una medida de ejecución de interés es el conteo 
de procesos N.o(v) (o simplemente N,(v)), asociada con cada vértice v y definida 
por 

" N,(v) = sup (k : t.(v) $ t}, 

esto es, N,(v) es el número de pasos computacionales (menos 1) completados por v 
hasta el tiempo t, o el índice más alto de una ficha M. que ha sido enviada por v 
hasta el tiempo t. De la misma manera, Nt ~ L~=l Nt(v) denota el número total 
de pasos computacionales (menos n) ejecutados en la red hasta el tiempo t. La 
siguiente afirmación indica que ningún vértice puede avanzar (en términos de pasos 
computacionales ejecutados) mucho más adelante que cualquier otro vértice. 

Afirmación 3.1 Sea d el diámetro de u.na gráfica G dirigida y fuertemente conexa. 
Entonces para todo ti, v E V Y t ~ 0, IN,(u) - N,(v)1 $ d. 

Demostrnci6n 
Denótese por I la longitud de una trayectoria dirigida simple de u a v. Un 

argumento inductivo simple sobre l demuestra que el hecho de que la última fi('ha 
en .... iada pOi: u hasta ei tiempo t es MNt(u) I implica que Nt(v) :5 NtCu.) + l. ASÍ, 
N,(v) - N,(u) $ I $ d. El mismo argumento para una trayectoria simple de v a u 
demuestra que N,(u) - N,(v) $ d. 

• 
Otra medida de ejecución importante es la tasa de cómputo, RG(v), (o simple­

mente R(v)) del vértice v en la red G y está definida por 

R( )!= l' N,(v) v - lmt-too-
t
-

siempre que el límite existe. Nótese que R(v) es un número, no una variable aleato­
ria. De manera similar, la tasa de cómputo de la red está definida por 

R"l' N, = ~mt-+IXIT 
La Afirmación 3.1 implica que para todo u, v E V, R(u) = R(v), y por lo tanto 
R = nR(v). 
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3.2.3 Distribuciones de probabilidad generales 

En esta sección se compara el desempeño de redes diferentes con distribuciones ge­
nerales de los tiempos de procesamiento, se demuestra que agregar aristas a una 
gráfica con una topología arbitraria, hace más lenta la operación de cada vértice en 
la gráfica; en el trabajo de Sergio Rajsbaum y Moshe Sidi [Rajsbaum, Sidi 19941 
se comparan las tasas de diferentes gráficas usando empotramientos en gráficas. 
Además se comparan gráficas con la misma topología pero diferentes distribuciones 
de los tiempos de procesamiento. En particular, se demuestra que el determinismo 
maximiza la tasa y la distribución exponencial la minimiza. 

El siguiente teorema demuestra que agregar aristas a una red con una topología 
arbitraria retarda la operación de cada vértice en la red. 

Teorema 3.6 Sea una gráfica G(V, E) y E' e v x V un conjunto de aristas dirigi­
das. Sea H(V, E U E') la gráfica obtenida de G agregando las aristas E'. Asúmase 
que el vértice V, 1 :5. v =5 n despierta en G y H al mismo tiempo t(v). Para toda re­
alización de las variables aleatorias Tk(V), k ~ O I 1:5. v :5. n, se cumple la siguiente 
desigualdad 

tf(v) :5 tf(v), 

para todo k ",i: O, 1:5v:5n. 

Demostración 
La demostración es por inducción sobre k. La base de la inducción es 

t~(vJ = t(v) +70(V) = tff(v). 

La hipótesis de inducción es tf(v) :5 tf(v). Se necesita demostrar que tf+! (v) :5 
tl.'..,(V). De la Ecuación 3.1 se tiene que 

tr+! (vJ = maxuENG(v) {tf(u)} + Tk+l (v), tf+! (v) = maxUENH(V) { tf (u)} + r'+1 (vJ. 

Puesto que Nr; eN", se tiene que 

maxuENG(v) {tf(u)} :5 maxuENH(V) {tf(u)} 

y por lo tanto tf+l :S tf!+l para todo v. 

• 
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Corolario 3.3 Bajo las condiciones del (Teorema 3.6) tenemos que N,o(v) ~ N('(v) 
y R,G(v) ~ lW(v) (cuando existe el límite) para todo v E V. También N,a ~ N,H 

Es importante hacer las siguientes observaciones: 

1. Nótese que no se hizo ninguna suposición acerca de las variables aleatorias 
r.(v). En particular no necesitan ser independientes. 

2. Esta demostración implica que la variable aleatoria N.o es estocásticamente 
mayor que N(', es decir Prob{N,a ~ a} ~ Prob{N,H ~ a} para toda a. 

3. Lo anterior implica que si se inicia con un circuito dirigido (la gráfica fuerte­
mente conexa con el menor número de aristas) y se agregan aristas sucesiva­
mente, se obtiene una gráfica completa SiD incrementar la tasa. 

Se puede usar la teoría de empotramientos en gráficas para comparar el com­
portamiento y tasas de gráficas diferentes. Un empotramiento de una gráfica G en 
una gráfica H se especifica por una asignación uno a uno de los vértices de G a los 
vértices de H : a : Va ~ VII Y un ruteo p de cada arista de G a una trayectoria 
diferente en H : p : Ea --f Trayectorias(H). La dilatación de un empotramiento es 
el monto máximo que el rut.en p estrecha cualquier arista de G: 

dilatacion(a, p) = maxu ... ..eEalongitud(p(u --f v)) 

También es posible comparar redes G(V, E) y H(V, E) con la misma t.opología 
pero que operan con distribuciones de las variables aleatorias Tk(V) diferentes. Para 
esto se supone que los tiempos de procesamiento Tf(v), k ~ O, v E V son indepen­
dientes y tienen media finita E[rf(v)] = .\;;1 
_ Se dice __ que.t.v como la tasa potenciaL de tJ_(esta sería la tasa de v si no tuviera 
que esperar fichas de sus vecinos de entrada). Los tiempos de procesamiento de H 
se distribuyen como en G excepto por un subconjunto V' e V de vértices, para 
los cuales se supone que los tiempos de procesamiento son deterministas, es decir, 
r!!(v) = .\;;', v E V', para k ~ O. Sean r{(v) = rf(v) = r.(v), k ~ O, v '" V' 
realizaciones específicas de las variables aleatorias en G. Se asume que los vértices 
se despiertan al mismo tiempo en ambas redes. 

Teorema 3.7 Bajo las condiciones anteriores se tiene 
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para todo vértice v y k ~ O. La esperanza se toma sobre las distribuciones respectivas 
de los tiempos de procesamiento de los vértices de G en V'. 

Demostración La demostración es por inducción sobre k: para el caso base k = O 
obsérvese que: 

E[tlf(v)] = tlf = t(v) + r,(v) = t,(v) 

,parav3V' 
E[tlf(v)] = t(v) + A;1 = t: 

,para v E V' La hipótesis de inducción es ti!(v):O; E[tf(v)] y es necesario demostrar 
que ti!+1(v):O; E[tf+l(V)] para toda v E V 

De la Ecuación 1 se tiene que 

tf+1(v) = maxueN(,)tf(u) +rf+l(v), 

para v E V. La desigualdad de Jensen implica: 

E[tf+l(V)];:: maxueN(,)E[tf(u)] + E[rf+1(v)] 

. Por hipoótesis de inducción 

E[tf+l(V)] ;:: mOXueN(,)ti!(u)] + E[rf+1(v)] = t>+IH(,) 

,porque Eb?+!(v)] = r.+! (v) para v 3 V' Y E[rf+l(v)] = A;I, para v E V' 
Cabe señalar que el teorema se cumple si los tiempos de procesamiento de los 

vértices de H en V' son deterministas, pero no necesariamente tienen que ser los 
mismos para todo k. 

Distribuciones exponenciales 

En esta sección se enuncia algunos resultados suponiendo que los tiempos de proce­
samiento 7"k(V), k 2: O, v E V se distribuyen exponencialmente, son independientes 
y con media A- I , A continuación se presentan algunos resultados para topologías 
generales y se mencionan los cálculos para el ciclo dirigido y la gráfica completa. 

Denótese con d+ (v) el número de aristas que salen de v más 1 y d_ (v) como el 
número de aristas que entran a v más 1, sean 

6+ = max,Evd+(v) 
0+ = min,evd+(v) 

6_ = max,evd_ (v) 

L = min'Evd_ (v) 



42 CAPITULO 3. GRÁFICAS MARCADAS ESTOCÁSTICAS 

Lema 3.2 (Cota inferior) ; 

i) Para todo k ~ O existe un vértice v E V para el cual 

ii) Para todo k ~ O, Y todo v E V se cumple lo siguiente 

E[t.(v)] ~ minuEvt(u) + ~-1[1 + k logLJ 

Lema 3.3 (Cota superior) ; 

i) Para todo k ~ 1, para todo v, 

ii) Para todo k ~ 1, Y para todo v, 

El siguiente teorema se obtiene nsando las cotas para los valores esperados de 
los t. (v) y nos da las cotas superior e inferior de la tasa de la red. 

Teorema 3.8 

Como resultado del (Teorema 3.8) se obtienen las siguientes cotas para la tasa del 
ciclo dirigido Cn (l; = ó = 2) Y para la gráfica completa Kn (l; = ó = n)tomando 
a n como el número de vértices: 

0.36~:O; RC"(v):O; ~ 

~ ~ -- < RK"(v) < _ 
410gn - - logn 
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Para calcular los valores exactos de las tasas de en y Kn se define una ca­
dena de Markov asociada con la gráfica. Esta cadena se puede denotar como 
X(t) = (X¡(t),X2(t), ... ,Xm(t)), donde Xi(t) es el número de fichas guardadas 
en el buffer de la arista i en el tiempo t, y m es el número de aristas en la gráfica. 
El estado en el cual Xi(O) = 1,1 :o: i :o: m se denota por so. 

Es posible demostrar que el número de estados,denotado por N, en la cadena 
de Markov es finito. Esto ocurre porque una transición de la cadena no cambia 
el número total de fichas en un circuito de la gráfica (Lema 3.1). Si la gráfica es 
fuertemente conexa la cadena de Markov es irreductible, es decir, que todos los 
estados de la cadena se comunican entre sí. Por lo tanto, las probabilidades límite 
P¡,1 :5 i :5 N de los estados Si de la cadena existen, son todas positivas y la suma es 
igual a 1. Sin embargo N puede ser exponencial sobre n; por lo tanto no es factible 
calcular directamente la tasa resolviendo la cadena de Markov. Mediante un enfoque 
combinatorio es posible solucionar esta cadena para dos clases de gráficas. 

Sea G x el diagrama de transición de la cadena de Markov X. Considérese un 
árbol de búsqueda por capas BFS de Gx con raíz en so. El nivel L(v) de un vértice 
v es la distancia de So a v. Así, L(so) = O. Denótese con L iJ i 2: O al conjunto de 
vértices en el nh'el i y con L el número de niveles de Gx . 

El siguiente teorema presenta el valor exacto de la tasa del ciclo dirigido y nos 
dice que cada \'értice en en trabaja al menos a la mitad de su tasa potencial, sin 
importar el valor de n. 

Teorema 3.9 La tasa R(v) de un vértice en Cn es 

R(v) = ,\ [1 - n -1 1 ~ ~ 
2n-1 2 

N= (2n-1)! 
n!(n -1)! 

y la probabilidad límite de cada estado es l/N donde N es el número de estados en 
la cadena asociada. 

Demostración 
Si M es el número de estados en los cuales hayal menos una ficha en cada arista, 

entrando a un \'értice v, entonces la tasa de ejecución será M/N veces la tasa de 
disparo esperada. Esto se produce porque v será habilitado cuando tenga más de 
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cero fichas en su arista de entrada y, puesto que todos los estados tiene la misma 
probabilidad, el porcentaje de tiempo que está habilitado es simplemente M/N. 

El número de maneras de poner n objetos en k lugares es 

P(n k) _ (n + k - 1)! 
, - n!(k - 1)! 

En el caso del ciclo N = P(n, n) y M = N - P(n, n - 1). Así 

M n-l 
-=1---
N 2n-l 

• 
Sea Kn una gráfica completa con n procesadores. Un estado está en el nivel l, 

O :5 1 :5 n - 1, si es alcanzable desde So por el disparo de 1 vértices. Se denota con 
P(l) a la probabilidad límite de un estado en el nivel/. 

Teorema 3.10 La tasa de un vértice en Kn es 

n 1 ,\ 
R(v) = A/f> ~-

i=l Z logn 

Demostración 
Considérese una cadena de Markov T. La raíz de T, So, es el estado en el cual 

cada arista tiene una ficha. Un estado s tendrá un hijo por cada uno de los vértices 
habilitados en el estado S; un hijo de s corresponde al estado al que se llega de s 
por el disparo de uno de los vértices habilitados en el estado s. 

En T el número de estados en el nivel 1 es n!/(n -I)!, porque cada vez que un 
___ ~vértice dispara no puede_disparar nuevamente hasta_que el resto de los -vértices ha 

disparado. ASÍ, el número NT de estados en T es 

El número de estados en los cuales un vértice dado está habilitado en el nivel 11 

hab{l) (las aristas del nivel 1 al nivel 1 + 1), es 

1 n! 
hab(l) = n (n - 1- 1)! 
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porque que en el nivel 1 hay n!/(n -1 - 1)! vértices habilitados, y por simetría cada 
vértice es habilitado el mismo número de veces en cada nivel. 

Sea p'T la probabilidad límite de un estado de T en el nivel l. Se puede demostrar 
que p'T = (n -1-1)!(K, donde 

n-l n' n 1 
K -" . nT_ ,,,_ 

- L..--( _1)''-' -n.L..-. 
1=0 n. i=1 ~ 

Así se obtiene que el porcentaje del tiempo que un vértice está habilitado es 

n-l 1 
ut = ~ ut(l) = L:bl t 

donde ut(l) = hab(I)P'T Y su tasa es Aut. 

Corolario 3.4 Para una red Kn 

N = 2n _1 

l!(n -1- 1)! 
P¡ = n! L~l t 

Demostración 

• 

Es posible que dos estados de T correspondan al mismo estado s de Kn. De 
hecho, si un estado de T se alcanza desde So disparando una secuencia de vértices 
de longitud k, entonces todas las permutaciones k! de vértices en esta secuencia 
constituyen UDa secuencia de disparos válida, la euallleva al mismo estado s. Así, 
la probabilidad límite de un estado s al nivel 1 es: 

PI = I!RT = 1!(n-I-1)! 
1 n' "'.1 ! . L-t=l i 

El número total de estados diferentes en el nivel 1 es n!/l!(n - 1 - 1)' Y el número 
total de estados diferentes es: 

n-l 

L n!/l!(n -l)! = 2" - 1 
1=0 
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Corolario 3.5 Asintóticamente, la tasa de una red de n vértices está entre >'n/2 y 
>.n/logn. 

De esta forma termina el Capítulo 3 y ahora será necesario utilizar las técnicas 
de reducción de varianza para analizar las clases especiales de gráficas presentadas 
al final de este capítulo. 

Para llevar a cabo el análisis de estas gráficas mediante simulación, se podría 
usar alguna herramienta de simulación para las redes de Petri, puesto que, como ya 
se ha mencionado, estas gráficas son una subclase de las redes de Petri. 

Para ver con mayor detalle cómo se calculan las probabilidades límite de la 
cadena de Markov asociada con una red de Petri, pueden consultarse los artículos 
de Micbael K. Molloy [Molloy 1982J y de M. Ajmone Marsan [MarsanJ. 

Para los resultados mencionados en este capítulo se supone que los tiempos de 
transmisión de las fichas es insignificante; si se desea ver qué sucede cuando no se 
consideran como insignificantes los tiempos de transmisión, es posible consultar el 
trabajo de Sergio Rajsbaum y Moshe Sidi [Rajsbaum, Sidi 1994J. 



Capítulo 4 

Herramientas para la simulación 

Debido que las Gráficas Marcadas Estocásticas son una subclase de las redes de 
Petri Estocásticas es posible utilizar las técnicas para el análisis de las redes de 
Petri estocásticas en las gráficas marcadas estocásticas. 

Las redes de Petri estocásticas son un formalismo conveniente para calcular el 
desempeño de un sistema concurrente o para determinar si dicho sistema es correcto. 
Las redes de Petri definidas originalmente por Karl Addam Petri, no consideraban el 
tiempo. Esta extensión surgió posteriormente para permitir el análisis cuantitativo 
de un sistema concurrente. 

El análisis necesario para verificar si un sistema es correcto se basa en análisis de 
invariantes o generando la gráfica de alcance. Para realizar el análisis del desempeño 
es necesario calcular la distribución de probabilidad de la Cadena de Markov aso­
ciada, la cual es una técnica analítica exacta. Un estado de la cadena de Markov 
asociada con la red de Petri está dado por un marcaje de la red; cada marcaje dife­
rente corresponde a un estado de la cadena de Markov. Sin embargo, el tamaño del 
espacio de estados crece de manera exponencial. 

Otra técnica para el análisis del desempeño de una red de Petri es la simulación. 
En particular se proponen las técnicas de reducción de varianza para realizar el 
análisis de una red de Petri mediante simulación. 

Como se mencionó en el Capítulo 2 para el uso de las técnicas de reducción de 
varianza, es preciso tener el control sobre la generación de los números aleatorios, 
ya sea para la sincronización en la técnica de NAC o para generar el par de variables 
deseadas en el caso de la técnica de VA. 

47 
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En las siguientes secciones se describen las características de las herramientas 
consideradas en este trabajo. 

4.1 Generación y sincronización de las variables 
aleatorias 

Para la generación de los valores aleatorios que representan la distribución exponen­
cial es recomendable utilizar el método de la transformación de la inversa debido a 
que asegura la monotonicidad en el comportamiento de los números aleatorios con 
respecto a la generación de las variables aleatorias. 

Este método consiste en que una vez que se obtuvo el número uniforme (0,1), el 
número exponencial se obtiene calculando X = F-1(U). 

En el caso de la distribución exponencial sea X una variable aleatoria con dis­
tribución exponencial con media A. Su función de distribución es: 

{ 
1 - e-xl' si x > ° F(x) - -

- O en otro caso 

y así tenemos que 
rl(U) = -Aln(l- u) 

De este modo, para obtener la variable aleatoria exponencial primero generamos 
U ~ uta, 1) calculamos 1 - U Y hacemos X = -A In(1 - U). 

En el caso de las variables aleatorias que se generan para las grá6.cas se escoge 
). = 1/2. Así la función que genera números de acuerdo con una distribución 
exponencial con media A = 1/2 queda: 

X = -1¡2ln(I-1') 

En la presentación posterior del código Java de la definición del retardo de una 
transición, se puede observar que efectivamente este es el método que se sigue para 
la generación de los valores de la distribución exponencial. 

También debe señalarse que el generador de números aleatorios juega un papel 
muy importante en la aplicación de las técnicas de reducción de varianza. Como 
se vió en el Capítulo 2 se necesitan ciertas características deseables en los pasos 
intermedios de la generación de los variables aleatorias como la monotonicidad, la 
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posibilidad de tener diferentes flujos de números aleatorios para poder obtener una 
buena sincronización Y, por último, otra característica importante de un generador 
de números pseudo-aleatorios es que se pueda reproducir un flujo de números, de 
otra forma sería imposible la aplicación de las técnicas de reducción de varianza por 
las razones que se expresaron en su momento. 

4.2 Herramientas de simulación de redes de Petri 

Hay una gran variedad de herramientas y con caracteríticas diferentes: para diferen~ 
tes plataformas, con algún costo o gratuitas, que permiten animación o simulación, 
mediante la cual se puede realizar un análisis cualitativo o cuantitativo, que modelan 
redes de Petri coloreadas o con jerarquía y colas. 

Estas herramientas permiten o exigen diferentes grados de intervención del usua­
rio; mientras que existen algunas que son muy abiertas y permiten mucha flexibili­
dad, existen también los que son muy rígidas pero que presentan mucha facilidad en 
su uso. Para este trabajo fue necesario inclinarse por una herramienta que permi­
tiera mayor flexibilidad y sobre todo aceso a la generación de las variables aleatorias 
que conducirían la simulación. 

La selección de una herramienta de redes de Petri adecuada puede ser un proceso 
largo y complejo debido a la gran variedad de éstas que existen. Afortunadamente 
existen algunos trabajos de evaluación de dichas herramientas que facilitan esta 
tarea. En particular el trabajo de Harald StOrrle [St5rrle ¡998J es muy informativo 
sobre las características de algunas de las herramientas que se evaluaron. De esta 
forma no fue necesario realizar una investigación exhaustiva sobre las herramientas 
que se encuentran disponibles y sólo se consideraron las que quedaron mejor ubicadas 
en la evaluación antes mencionada. 

Se tomaron en cuenta principalmente dos criterios para que estas herramientas 
fueran consideradas en este trabajo: 

• El primer criterio que se consideró con este conjunto reducido de herramientas 
fue el costo, descalificando el uso de las que no fueran de distribución gratuita . 

• El segundo criterio seguido para seleccionar alguna herramienta dentro de 
la nueva y reducida lista fue que permitieran tener cierto control sobre la 
generación de las variables aleatorias para poder utilizar algunas de las técnicas 
de reducción de varianza. 
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De esta forma algunas herramientas muy buenas y que se encuentran bien colo­
cadas dentro de la evaluación no pueden utilizarse para la aplicación de las técnicas 
de reducción de varianza por las razones que se describen a continuación. 

La herramienta de Design CPN está enfocada a la redes de Petri coloreadas 
y también con jerarquía. Esta herramienta es la mejor ubicada en la evaluación 
antes mencionada; sin embargo no permite tomar el control de la generación de las 
variables aleatorias. Cabe mencionar que la documentación que existe sobre esta 
herramienta en Internet es excelente, está muy bien organizada y es abundante. La 
única posibilidad que nos permite es el establecimiento del valor de la semilla del 
generador de números aleatorios, pero esto resulta insuficiente. 

La herramienta HQPN-Tool, a pesar de que permite realizar el análisis cuantita­
tivo y cualitativo de una red de Petri con colas y jerárquicas} no nos permite aplicar 
alguna de las técnicas de reducción de varianza porque la forma en que calcula las 
probabilidades límite es un método analítico exacto} es decir} no permite llevar a 
cabo una simulación de una red de Petri. 

Acerca de la herramienta PEP se puede decir que el criterio que la descalificó 
para considerarse como candidata para usar alguna de las técnicas de red ucción 
de varianza, es que tampoco permite tomar el control sobre la generación de las 
variables aleatorias. Sin embargo existe UD gran interés por parte de los creadores 
de la herramienta en extender sus funciones y en recibir opiniones y sugerencias por 
parte de los usuarios. 

De este modo} la herramienta que mejores oportunidades ofrece para la simu­
lación de las gráficas marcadas estocásticas mediante técnicas de reducción de va­
rianza es Mases} la cual es una evolución de la herramienta CodeSign (que es la 
que aparece originalmente en la evaluación). Esta herramienta presenta las mejores 
oportunidades para la aplicación de algunas técnicas de reducción de varianza y a 
contl!tuación s~ ~escribir~ algunas d~ ~us car~t~rísticas. _ 

4.2.1 La herramienta Moses 

La herramienta de Moses está basada en Java2, por lo tanto es posible desarrollar 
modelos que podrían ser analizados y simulados en distintas plataformas. Este 
punto es muy importante} puesto que algunos autores que escriben sobre el análisis 
experimental de algoritmos, sugieren entre otras cosas precisamente esto: realizar 
los experimentos en distintas plataformas. 



4.2. HERRAMIENTAS DE SIMULACIÓN DE REDES DE PETRI 51 

A continuación se mencionarán algunas de sus características: 

• Permite el modelado visual de sistemas de eventos discretos 

• Soporta notaciones visuales (formalismos) heterogéneas 

• Permite la creación simple de nuevos formalismos 

• Cuenta con un ambiente de simulación, validación y evaluación 

• Genera código Java 

• Permite crear una plataforma de experimentación para: 

- la verificación de algoritmos 

- realizar técnicas de simulación 

- desarrollo y especificación de formalismos 

• Produce modelos ejecutables. 

• Favorece la creación de componentes reutilizables 

• Cuenta con manejo de tiempo 

• Permite visualización del comportamiento y los resultados 

• Cuenta con interfaces para simuladores externos 

• Cuenta con entrada y salida para escenarios de prueba 

Existen diferentes niveles de interacción con Mases, dependiendo de la clase de 
tareas que se deseen realizar y para ello cuenta con tres diferentes tipos de usuario: 

• Usuario 

• Metausuario 

• Programador 
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Cada tipo de usuario tiene un conjunto de facilidades que puede utilizar para 
la simulación del sistema que está interesado en analizar. La organización de las 
facilidades que Moses proporciona mediante tipos de usuario, permite evitar que, por 
ejemplo, un usuario que sólo desea utilizar algunos de los formalismos ya definidos 
para modelar un sistema tenga que aprender muchas de las características que tiene 
la herramienta. Por otro lado, si alguien quiere definir un nuevo formalismo, no 
es necesario que tenga que programar en Java; para ello cuenta con un conjunto 
de lenguajes definidos para estos propósitos y, por último, si alguien desea agregar 
nuevas características o conectar algunos componentes con otros programas de si­
mulación puede hacerlo. A continuación se presentan las facilidades que se permiten 
para cada tipo de usuario. 

El usuario puede realizar las siguientes tareas: 

• Crear componentes del modelo en una variedad de notaciones gráficas y tex­
tuales. 

• Simular y animar los componentes. 

• Evaluar los resultados de la simulación usando una variedad de herramientas 
externas e internas. 

El metausuario 

• Define la sintaxis visual de una notación visual o textual 

- la parte textual se define por el lenguaje de expresión 

• defiIl:e su semántica 

• define sus reglas de animación 

El programador 

• Puede conectar los componentes de Mases con otros ambientes de simulación. 

• Puede usar algún componente como una aplicación independiente. 

• Pueden incorporarse componentes de terceros al ambiente de Mases. 
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En el caso de que se esté interesado en usar Mases para la simulación de las 
gráficas marcadas estocásticas usando técnicas de reducción de varianza se tendrá 
que interactuar con la herramienta a los niveles de un usuario y de un programador, 
ya que con el conjunto de facilidades que proporciona para un usuario no es suficiente 
para poder aplicar dichas técnicas. 

Debido a que en la definici6n de las redes de Petri s6lo las transiciones están 
habilitadas para alojar un objeto de retardo de transmisión, las gráficas marcadas 
se modelaron de la siguiente forma: 

• Los vértices de la gráfica son las transiciones en la red de Petri . 

• Las aristas de la gráfica tendrán tres elementos que las representan: una liga 
entre la transición y un lugar (que funciona Como buffer), el lugar y una liga 
entre el lugar y la transición a la que debe conectarse. 

Si se desea modelar el hecho de que las aristas de una gráfica marcada estocástica 
presenten un retardo de transmisión, es posible definir un retardo en los lugares de la 
red de Petri modificando el formalismo de las redes de Petri estocásticas que Muses 
proporciona. 

En el papel de usuario sólo sería necesario definir las gráficas que van a ser 
analizadas, es decir, definir la estructura de las mismas. Las gráficas se pueden 
definir recursivamente aprovechando esta facilidad de la herramienta. 

La posibilidad de definir una gráfica de manera recursiva es importante, ya que 
de no contarse con ella la tarea de definir las gráficas resultaría casi artesanal. Por 
ejemplo, para el caso de la gráfica completa con 15 transiciones se tendría una gráfica 
como en la Fig. 4.1. 

Utilizando las facilidades de Mases se puede definir la gráfica completa de una 
forma que permita tener una gráfica con un gran número de vértices. Para ello, se 
define la gráfica en dos niveles: el nivel de nodo y un nivel superior que repetirá 
la creación de objetos de tipo nodo tantas veces como sean determinadas por sus 
parámetros de creación. 

Esta comunicación entre niveles de representación de un problema es posible 
gracias a la existencia de los puertos, los cuales permiten la salida o entrada de 
fichas u otros elementos a través de los componentes de un formalismo determinado. 
De esta forma es posible tener comunicación entre una red de Petri y una red de 
procesos. 
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Figura 4.1: Gráfica completa con 15 transiciones. 

Los elementos de un formalismo tienen un conjunto de atributos, los cuales 
pueden editarse. Por ejemplo, una transición tiene un atributo de retardo (De­
lay) y un atributo de función (!'Unetion) entre otros, un lugar tiene un atributo del 
número de fichas inicial (Initial tokens) y un atributo de nombre(Name). 

Aunque la-definición de un ciclo dirigido eS más sencilla, se tiene el mismo pro­
blema de la gráfica completa cuando se desea tener una estructura con un número 
muy grande de vértices, la tarea de definir la estructura puede resultar muy onerosa. 
Por ejemplo en la Fig. 4.2 puede verse en primera instancia el elemento básico para 
la construcción del ciclo; consta de un puerto de entrada, para recibir fichas, de dos 
puertos de salida, uno para enviar una ficha para su vecino de salida y otro para 
enviar las estadísticas ya sea a un archivo o si se desea a un graficador en línea COII 

el que cuenta Moses. 
Un atributo importante de la transición es el atributo Delay, el cual sirve para 



4.2. HERRAMIENTAS DE SIMULACIÓN DE REDES DE PETRI 55 
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Figura 4.2: Definición recursiva del ciclo dirigido en Mases, elemento básico. 

definir la función de distribución que se usará para generar los retardos de proce­
samiento, en nuestro caso se trata del parámetro delayFactory que será propor­
cionado en otro nivel superior de la definición del ciclo. Los parámetros de la si­
mulación de un componente de Moses, se proporcionan a través de una clase del 
tipo DinamicFiringDelayen el componente de configuración de la simulación. Para 
poder emplear algunas de las técnicas de redución de varianza es posible definir 
alguna función de distribución mediante una clase de este tipo. Por ejemplo, en el 
caso de una distribución exponencial la clase de retardo del disparo es la siguiente: 

package hades.PetriNet; 
import java.util.*; 
import hades.PetriNet.*; 
public class DfdExponential extends AbstractDynamicFiringDelay { 
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private double mean; 
public double minFiringDelay() { 

return O; 
} 

public double maxFiringDelay() { 
return Double.POSITIVE_INFINITY; 

} 

public double firingTime(double actTime, double now) { 
double u = nextDouble(); 
return now - mean * Math.log(u)¡ 

} 

public DfdExponential(double mean) { 
this.mean = mean; 

} 

public DfdExponential(int mean) { this«double)mean); } 
} 

La definición tendría que hacerse en código del lenguaje java. De esta manera 
Meses proporciona un medio para extender las funciones que ofrece. Sin embargo, 
cabe mencionar que por el momento no se cuenta con la facilidad de establecer la 
semilla para generar el número ale:ltcric que f:cr:iri par~ generar el valor correSpon-
diente a una distribución particular. 

Como puede observarse se utiliza una notación de listas para definir el valor de 
las salidas de una transición, de tal forma que una ficha puede ser una lista con dos 
elementos, como el caso de la ficha que será liberada por la arista stat, o puede ser 
la lista nula. Es muy importante señalar que la lista que representa las fichas de 
salida o de entrada puede contener varios tipos de objetos, proporcionando un gran 
poder de modelado. 

En el siguiente nivel de la representación del ciclo dirigido se tiene que se hace 
uso del formalismo de las redes de proceso, en este nivel se crearán tantos nodos del 
ciclo como se hayan solicitado mediante alguno de sus parámetros. Gracias a esta 
representación y a la posibilidad del uso de parámetros es posible definir redes con 
el tamaño y distribución de probabilidad que se desee. 

En la Fig. 4.3 puede verse cómo el elemento básico es un objeto asociado a un 
proceso de la red de procesos y uno de sus atributos permite la creación de los 
elementos necesarios en función de su atributo Parameters. 
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Figura 4.3: Definición recursiva del ciclo dirigido en Mases, elemento superior. 

Además del ambiente de definición del modelo usando diferentes formalismos, 
Mases cuenta con un ambiente de simulación que permite varias facilidades. 

Las características de la arquitectura de simulación son: 

• Componentes de la simulación 

- componentes como objetos 

- jerarquía dinámica 

- firmas de componentes 

• Contención y programación de eventos 

- flexible 
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- facilita las estructuras de modelos dinámicos 

- reduce el control 

• Simuladores eficientes en código duro para clases de modelos específicas 

- redes de procesamiento 

- redes de Petri 

• DiscreteEventComponents 

- tienen entradas y salidas 

• MessageListeners, MessageProducers 

* Pueden tener firma 

- tienen un estado 

- se inicializan y pasan a un programador de eventos 

• EventProcessors 

- ejecutan eventos y efectuan el cambio de estado 

- pueden prúgramru.st: exactamente una vez 

• Scheduler 

- arregla una cantidad de EventProcessor de acuerdo con su timestamp 

- inician la ejecución de primer EventProcessor 

Ad~más_ del ambiente_de simulación, Mases permite el uso de expresiones en 
ciertas clases, por ejemplo, en el caso de las transiciones es posible tener funciones 
que tomen valores de sus aristas de entrada (esto es gracias que una ficha puede ser 
un objeto de cualquier clase y gracias a que las aristas tienen nombres que pueden 
usarse dentro de las expresiones) 

El uso de expresiones en ciertas clases de la simulación agrega mucha expresividad 
a la herramienta. Existen varios lenguajes que se manejan dentro de la herramienta 
Moses y cada uno cumple con las siguientes funciones: 

• Elan 
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- cálculos dentro de los métodos 

- parte del procedimiento de verificación de sintaxis 

- configuración de la herramienta 

• GTDL 

- especificación de la sintaxis 

.OMA 

- definición semántica 

- configuración de la herramienta 

• Otros 

- Scheme (cálculo dentro de los modelos) 

- Tc1/Tk/JacJ (configuración de la herramienta, cálculo) 

A pesar de que no se cuenta por el momento con la facilidad de establecer la 
semilla para la generación de las variables aleatorias que conducen la simulación, uno 
de 105 autores de Moses está muy interesado en proporcionar esta característica. 

Así se da por terminado este capítulo en el que se proporcionaron los elemen­
tos para realizar una simulación de dos casos particulares de gráficas marcadas 
estocásticas. 

jE§'f A 'fE§[§ N O §AJLlE 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

En este capítulo se realiza una evaluación de la conveniencia de la aplicación de la 
experimentación para el análisis de las gráficas marcadas estocásticas y del uso de 
alguna herramienta de simulación de redes de Petri. 

5.1 Simulación de las GME usando Moses 

Como se pudo ver, utilizando las herramientas de simulación de redes de Petri se 
puede evitar la programación de un simulador particular para las gráficas marcadas. 
Sin embargo, existen algunas dificultades que hay que tomar en cuenta: 

• Algunas de las herramientas son completamente cerradas y no permiten mo­
dificar o agregar algunas funciones. 

• Existe la posibilidad de tener que realizar programación, para lo cual hay que 
comprender la filosofía de la herramienta que se está empleando. 

• Puesto que se está evaluando el desempeño de las gráficas per se, es necesario 
que exista una forma eficiente para representar gráficas con un número grande 
de vértices. 

Dentro del conjunto de herramientas disponibles Moses proporciona muchas fa­
cilidades no sólo para simular redes de Petri, sino que permite la simulación de 
sistemas complejos usando varios tipos de formalismos que inclusive se pueden usar 
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conjuntamente para modelar, simular y visualizar el comportamiento' de algún sis­
tema complejo. 

Además, Mases cuenta con un componente mediante el cual es fácil visualizar la 
ejecución de algún objeto de un formalismo particular junto con la graficación, al 
tiempo de ejecución, de algunos valores numéricos de resul tado. Esto, gracias a la 
existencia de puertos de entrada y salida que permiten el paso de objetos entre sus 
diferentes componentes. 

También es posible crear un formalismo que represente a las gráficas marcadas de 
una forma natural y no se tenga que ajustar al modelo de redes de Petri. En cuanto a 
la representación gráfica de los elementos de los formalismos, Moses permite asignar 
las figuras que representan a cada uno de los objetos que son parte del mismo. Para 
que Mases pueda generar clases de un nuevo formalismo es necesario proporcionarle 
las reglas de sintaxis y de semántica, utilizando los lenguajes que se mencionaron en 
el Capítulo 4. 

La aplicación de las técnicas de NAC y VA es posible de la siguiente manera: en el 
caso de la técnica de NAC hay que usar un Bujo del generador de números aleatorios 
por cada una de las transiciones de la gráfica para conseguir una sincronización 
completa de los modelos a comparar y en el caso de las variables antitéticas es 
posible definir en Java un nuevo retardo exponencial antitético de disparo para las 
transiciones y usar la media aritmética en lugar de usar nn retardo exponencial 
simplemente. 

Una vez que se hubiera definido el formalismo de las gráficas marcadas, la apli­
cación de otras técnicas de reducción de varianza como Variables de Control o 
Esperanza Condicional podría llevarse a cabo. Sin embargo, con lo que se tiene 
actualmente también es posible realizarlo con el único inconveniente de que la re­
presentación de las gráficas diferentes del ciclo y la completa puede ser una tarea 

~muy_Iaboriosa. 

Hay que recordar que a pesar que estas técnicas se hañ-- aplicado· desde hace 
tiempo en el campo de la simulación, están demostrando su factibilidad en el análisis 
de algoritmos y para una mejor referencia pueden revisarse los trabajos de Catherine 
McGeoch y Bernard Moret. 

Acerca de la simulación de redes de Petri en general, existe otra forma de 
abordar este problema. Existe un trabajo de Francois Baccelli y Miguel Canales 
[Baccelli, Canales] sobre la simulación paralela de las redes de Petri median!" la, 
ecuaciones de recurrencia, lo que permite mejorar el tiempo de simulación con res-
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pecto a la simulación de eventos discretos. 
Otra tarea pendiente es analizar los resultados de simulaciones usando Mases en 

varias plataformas, esto gracias a que está basado en Java. Dichas comparaciones 
indican si el ambiente tiene influencia en la simulación. Para conseguir lo anterior 
basta copiar el repositorio o simplemente los componentes que se requieran. 

De esta manera ya se ha construido un ambiente básico para la simulación de 
estos dos casos particulares de gráficas: el ciclo dirigido y la gráfica completa. Estos 
casos fueron fácilmente representados debido a su estructura, sin embargo tratándose 
de otros casos es posible que su representación resulte más complicada. 

El control sobre el valor de la semilla del generador de números aleatorios está 
previsto en la herramienta Design CPN I pero no es posible ir más allá en el control 
de la generación de las variables aleatorias. En Moses, aunque no está actualmente 
implementado lo anterior. gracias a su flexibilidad es fácil lograrlo y la gran ventaja 
que tiene con respecto a otras aplicaciones de redes de Petri es que agregar funciones 
es sencillo. 
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