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Descripcién del trabajo

En las ciencias de la computacién existen numerosos campos de interés, dos cuya
importancia es primordial son: el an4lisis de algoritmos y los sistemas distribuidos.

El objetivo de este trabajo es presentar como llevar a cabo un andlisis experi-
mental mediante la simulacién de un modelo de gran utilidad en el estudio de los
sistemas distribuidos: las grificas marcadas estocdsticas.

El anélisis que se propone es mediante unas técnicas que son ampliamente usadas
en el 4rea de la simulacién digital. Estas técnicas son conocidas como Técnicas de
reduccidn de varianza.

Como resultado del trabajo se obtuvo una serie de propuestas sobre como simular
dos casos particulares de graficas marcadas estocdsticas: el ciclo dirigido y la grifica
completa. Se eligieron estos casos debido a que existen resultados tedricos exactos
de su comportamiento asintético.

Debido a la complejidad que representa elaborar un programa de simulacién
para este modelo, se revisaron algunas herramientas de simulacién de redes de Petri.
La decisién sobre que herramientas se deberfan usar se basé principalmente en la
posibilidad de controlar la generacién de los mimeros aleatorios que conducirian
la simulacién. Para lograr la generacién de nimeros aleatorios con distribuciones
de acuerdo con los modelos de estas graficas marcadas en particular, se revisarg
muy brevemente el método de la transformacién inversa para la generacién de las
variables aleatorias de entrada.

En el Capitulo 1 se presenta brevemente dos temas: los sistemas distribuidos y
el andlisis experimental de algoritmos. Este capitulo estd tomado principalmente de
algunos trabajos de Catherine McGeoch sobre métodos experimentales de andlisis
de algoritmos [McGeoch 1986, [McGeoch 1992], [McGeoch 1995).

En la primera parte del Capitulo 2 se presenta el modelo de grificas marcadas y se
enuncian algunos resultados tedricos. Los teoremas enunciados en esta primera parte
pertenecen a un trabajo en el que ademads se presentan algunos resultados sobre rela-
ciones entre marcajes y una solucion al problema de marcaje méximo [Even 1971).




En la siguiente parte, se hace referencia al modelo que serd utilizado para realizar
el andlisis del desempefio de las grificas marcadas estocdsticas. La parte de los re-
sultados tedricos para el desempefio de la red es tomada de [Rajsbautm, Sidi 1994],
donde se presentan los resultados del analisis hecho para el cdlculo de la tasae de la
red, para los casos del ciclo dirigido y de la grafica completa, suponiendo tiempos
de procesarniento y de transmisién aleatorios.

En el primera parte del Capftulo 3 se presentan cuatro técnicas de reduccién
de varianza, se analizan tedricamente y se presentan algunos ejemplos de cada una.
La presentacidn del desarrollo teérico de las técnicas de reduccién de varianza estd
tomado en su mayoria del libro de Law y Kelton (Law 1991]. En el trabajo de
Catherine Mc Geoch [McGeoch 1992] se encuentran descritas brevemente otras téc-
nicas de reduccién de varianza que podrian ser de utilidad.

En el Capitulo 4 se lleva a cabo la descripeidn de las herramientas de simulacién
de las redes de Petri, que se revisaron con el objetivo de llevar a cabo la simulacién
de las grificas marcadas estocdsticas. La informacién presentada en este capitulo
se tomd principalmente de la documentacién de las herramientas. En la segunda
parte del Capitulo 4 se evaluan la posibilidad de usar este andlisis experimental para
la estimacién del desempefio de la red , en los casos del ciclo dirigido y la grifica
completa.

En el Capftulo 5 se presenta las conclusiones sobre el trabajo y posibles lineas
de investigacién.




Capitulo 1

Conceptos preliminares

Debido a que el objetivo de este trabajo es aplicar algunas técnicas de simulacién
para €] andlisis de un modelo que facilita ¢l estudio de algoritmos y mecanismos de
cédmputo distribuidos, se describird brevemente qué son los algoritmos y ¢émo se les
puede clasificar. Ademds se presentari algunos conceptos bdsicos de los sistemas
distribuidos,

1.1 Algoritmos

Un algoritmo es un método detallado para solucionar un problema. La busqueda
y disefio de algoritmos eficientes es una tarea muy importante en las ciencias de la
computacién.

Un sistema al que se hace referencia frecuentemente cuando se desea clasificar y
caracterizar la eficiencia de los algoritmos, es la notacién asintética. Aunque se han
aplicado estudios experimentales a la investigacidn de la ejecucién de los algoritmos,
se le ha dado peca importancia al método experimental. Esto es desafortunado,
puesto que este tipo de andlisis puede proporcionar ideas nuevas acerca det prob-
lema y, ademads, proporciona una manera de mejorar mucho los resultados obtenidos
mediante una experimentacién.

Cuando se realiza el analisis tedrico de un algoritmo, se trata de encontrar cotas
expresadas por medio de funciones que relacionen el tamafio de la entrada con alguna
medida combinatoria del costo de la ejecucidn (independiente de la maquina).

1




2 CAPITULQO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Las notaciones O, ) y © son muy utiles en el andlisis de algoritmos y a conti-
nuacién se procederd a definirlas.

Denétese con N el conjunto de todes los enteros no negativos. En la teoria de
complejidad se estd interesado en funciones de N a N, tales como n?, 2* y n3 —2n+5.
Se usa n como el argumento estdndar de tales funciones. Aunque se denoten las
funciones usadas para definir la complejidad de un algoritmo en una forma que
admita valores no enteros o negativos, tales como /%, logn y /1 — 4log® n siempre
se pensardn como enteros no negativos. Esto es, cualquier funcidn denotada como
f{n) realmente significa maz{[f{n)],0}.

Sean f y g funciones de N a N. Se dice que f{r) = O(g(n)) (f(n) es O de
g(n) o f es del orden de g) si existen enteros positivos ¢ y no tales que para todo
n 2 ng, f(n) < cg(n). El significado informal de f(n) = O(g(n)) es que f crece
tanto como g o0 menos. Se dice que f(n) = (1(g(n)) si sucede lo opuesto, esto es, si
g(n) = O(f(n)). Finalmente f{n} = ©(g{n)) significa que f y g tienen precisamente
la misma tasa de crecimiento.

Por ejemplo, es posible afirmar que un algoritmo A requiere no mas de O{n?)
comparaciones para ordenar una lista de n elementos. 5i esta afirmacién se cumple
para todas las listas posibles de tamafio n, entonces tenemos una cota para el peor
caso. Alternativamente, se podria establecer una distribucién de probabilidad sobre
el conjunto de posibles entradas de tamario n y demostrar que el nimero esperado
de comparaciones no es més de On logn); esta es una cota del caso promedio del
algoritmo.

Estas cotas analiticas proporcionan un sistema de clasificacién que ha sido atil
para predecir el tiempo de ejecucién del algoritmo en la préictica, sin importar qué
arquitectura de computadora o lenguaje de programacién se usa. Es un hecho que
cualquier tasa polinomial serd sobrepasada en algiin momento por cualquier tasa ex-
ponencial. Mds aiin; rara vez aparecen-en la practica tasas extremas de crecimiento,
tales como n® y 27190 Log algoritmos polinomiales tipicamente tienen exponentes
pequefios ¥ constantes multiplicativas razonables, mientras que los algoritmos expo-
nenciales son en verdad intratables.

Sin embargo, existen cémputos eficientes que no son polinomiales y cémputos
polinomiales que no son eficientes en la prictica. De hecho existe un problema
importante que proporciona ejemplos para ambos casos: la programacién lineal.
Un algoritme ampliamente usado para este problema bdsico, el método simplez, se
sabe que tiene complejidad exponencial en el peor caso, pero tiene un desempeiio
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consistentemente espléndido en la prdctica; de hecho, su desempeilo esperado es
probablemente polinomial. En contraste, el primer algoritmo polinemial descubierto
para este problema, el algoritmo del elipsoide, parece demasiado lento en la prictica.

La notacién O{f(n}) puede tiene un defecto: solo examina cémo se desempena
el algoritmo en las situaciones menos favorables. El desempefio exponencial del
peor caso de un algoritmo puede deberse a una fraccién estadisticamente insignifi-
cante de las entradas, aunque el algoritmo pueda desempeiiarse satisfactoriamente
en promedio. Seguramente un anilisis del desempefio del caso promedio de un al-
goritmo seria mas informativo que uno del peor caso. Desafortunadamente, en la
practica dificilmente se conoce la distribucién de la entrada de un probiema (esto
es, la probabilidad con la que cada posible instancia pueda ser una entrada al algo-
ritmo) y asi un andlisis verdaderamente informativo del case promedio es imposible.
Ademds, si se desea solucionar dnicamente una instancia particular, y el algoritmo
tarda mucho en dicha instancia, saber que se estd en una excepcién estadisticamente
insignificante es de poca ayuda.

Cuando los métodos analiticos fallan, pueden utilizarse los experimentos com-
putacionales para estudiar el caso promedio de 1a ejecucién de un algoritmo, usando
instancias del problema generadas aleatoriamente. El proceso parcce bucno: imple-
mentar el algoritmo, generar las instancias, y usar métodos estadisticos apropiados
para analizar los resultados. Pero no hay ninguna garantia de éxito. En la préctica
se ha mostrado que puede ser muy dificil obtener estimaciones seguras de formas
funcionales a partir de los datos experimentales. Ademds, los estudios basados
en la experimentacién pueden producir de igual manera resultados inconclusos o
enganosos.

La elaboracién del experimento correcto puede proporcionar buenas ideas sobre
el problema e igualmente estimular nuevos resultados. Pero , jde qué manera se
puede disefiar el experimento correcto, aquel que dara resultados libres de errores,
precisos y no ambiguos acerca de la ejecucion del algoritmo?

Una buena técnica experimental para ilevar a cabo este andlisis es la simulacién.
El algoritmo representa el modelo de simulacién del cual se desea cuantificar p el
valor esperado de alguna medida de ejecucidn, en término de algunos pardmetros,
los cuales describen las propiedades de distribucién de la entrada.

Para poder lograr que en el desarrollo de nuestro estudio de simulacidn se obtenga
una buena calidad en los resultados, es necesario atender dos factores:

s El primero es la varianza observada. Una meta comun de los estudios expe-




4 CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

rimentales es estimar la media de alguna cantidad promediando sobre varios
ensayos aleatorios. La confiabilidad de esta estimacién depende de la varianza
en los resultados. Si fuera posible de alguna manera reducir la varianza de
unsa variable aleatoria de salida sin perturbar su esperanza, se podria obtener
mayar precision o, alternativamente, lograr con menocs ensayos la precisién
deseada. E! uso apropiado de alguna de estas téenicas de reduccicn de va-
rianza (Variance~Reduction Technigues), puede hacer la diferencia entre un
proyecto de simulacidn inoperante y uno itil.

» El segundo factor es la eficiencia de la simulacién, qué tan répido calcula los
resultados un programa de simulacién. La eficiencia de dicho programa puede
influir en las decisiones sobre el tamafio del problema més grande, el nimero
de ensayos, y el ndmero y rango de los pardmetros considerados. También la
eficiencia de la simulacidén puede reducir la varianza permitiendo més ensayos
por unidad de tiempo, ya que la varianza es inversamente proporcional al
numero de puntos muestrales independientes. Reciprocamente, una reduccién
en la varianza puede proporcionar una aceleracién en la simulacién cuando se
necesitan pocos ensaygs para cbtener la precisién deseada.

En un estudio realizado por Catherine McGeoch [McGeoch 1992], la aplicacién
de téenicas de reduccidn de varfanze produce una disminucién en la varianza de un
factor de 1000 en un caso, dando un gran mejoramiento en la precisién de los resul-
tados experimentales. Ademas, en el misimo estudio la complejidad del programa de
simulacién mejora de ©{mn/Hn) a ©(m + n logn) (donde m es tipicamente mds
grande que n), dando un programa de simulacién mucho mds ripido y por lo tanto
més datos por unidad de tiempo de cémputo.

En otro trabajo de Catherine McGeoch [McGeoch 1995], se proporcionan algunas

—-sugerencias para mejorar la experimentacién sobre algoritmos. B

En dicho trabajo se hace una distincién entre una experimentacién para comparar
programas y una experimentacion para estudiar propiedades de algoritmos.

La diferencia radica principalmente en que en un estudio de simulacién se tiene
el control completo sobre el ambiente experimental, es decir, se puede disefiar ex-
perimentos para probar determinadas hipdtesis o se puede cambiar las medidas de
desempeno. En contraste, cuando se estudian aplicaciones se debe tener cuidado de
que las pruebas no afecten el resultado y se sacrifica cierto grado de control sobre el
experimento.
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A continuacién s¢ enumeran y describen brevemente los pasos que se deben seguir
para lograr un buen trabajo experimental:

o Planeacién de los experimentos. Se realizan experimentos computacionales
cuando algunas preguntas no pueden ser respondidas directamente. Estas
preguntas abiertas sugieren cuales medidas de desempefio son interesantes y
que pardmetros experimentales deben incorporarse, sin embargo otros factores
también son clave en la etapa de planeacién:

— ;Qué medir?. Las medidas de desempeiio pueden ser sugeridas por las
preguntas abiertas que motivaron la investigacion.

— Modos de ezperitmentacion. Los experimentos computacionales pueden
desarrollarse para responder varios tipos de preguntas acerca del de-
sempeno.

* En un estudio de dependencia la meta es descubrir relaciones fun-
cionales entre los pardmetros y las medidas de desempefio.

* Un estudio sobre la robustez observa las propiedades de la distribucién
observadas scbre varios ensayos aleatorios, en lugar de observar sdlo
el comportamiento promedio.

* Los estudios de sondeo involucran analizar el programa de simulacién
y estudiar los componentes de las medidas de desempeiio.

¢ El estudio piloto. Un buen primer paso es implementar un programa de si-
mulacién bdsico v un generador de entradas basado en suposiciones simples
acerca del modelo. Este programa piloto, desarrollado independientemente del
programa de simulacién completo tiene varios usos.

— La implementacién piloto puede usarse para una exploracién preliminar
y para determinar el alcance y las dimensiones del proyecto de simulacién
completo.

— Un pregrama piloto pudede usarse come implementacién de respaldo
para validar los resultados experimentales. El programa piloto puede
ser portable a otros ambientes de cémpute y ejecutado con generadores
de nimeros aleatorios alternativos para evaluar el impacto de los factores
ambientales sobre los resultados.
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o Desarrollo y ejecucion de los experimentos. Una vez que el alcance y la di-
mensién del proyecto son determinados por el estudio piloto, ¢l siguiente paso
es desarrollar un programa de simulacién y probar el ambiente. Después de
esto, las tareas de la ejecucién de los experimentos y el anilisis de los datos
puede empezar.

— Implementacién del programa de simulacién. Muchas cosas dependen
de la eficiencia del programa de simulacién. Las conclusiones que se
obtengan en un estudio pueden depender mucho del tamafio del problema
més grande. Ademds de lo anterjor, el nimero de puntos de evaluacién
y el nlimero de ensayos por cada uno de estos puntos estdn restringidos
por la velocidad del programa de simulacién.

— Bases para el disefio experimental. jCudles serdn los puntos de evaluacién
en un estudio de dependencia? Los métodos de disefio experimental pro-
porcionan algunas reglas para la eleccién de los puntos de evaluacién:

*

Si el disenio produce muchos puntos de evaluacidn, entonces es nece-
sario eliminar algunos pardmetros. Un desarrollo cuidadoso de de un
disefio incompleto puede soportar un andlisis estadfstico riguroso.
Comprender parcialmente las relaciones funcionales entre los paré-
metros y el desempefo puede ayndar en el disefio experimental.

Es posible detectar mas facilmente comporiamientos limite y ciclicos
con un diseio que usa puntos de evaluacién con espacios uniformes.
Una gran varianza en los datos hace dificil obtener estimaciones con-
fiables de medias. La varianza puede reducirse haciendo m4s ensayos.
La experiencia sugiere que la calidad del experimento se mejora
tomando los tamaiios de problemas mds grandes.

El andlisis de-los datos puede empezar con.una transformacién de los
valores de los datos, frecuentemente tomando logaritmos. La trans-
formacién puede aplicarse 2 pardmetros que tienen un crecimiento
tedrico no acotado o que acasionan grandes cambios en las medidas
de desempeiio.

o Estadisticas y andlisis de los datos. Varias propiedades de los problemas al-
goritmicos sugieren que los métodos de andlisis y exploracién gréfica son muy

utiles.
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Las técnicas de graficacién y visualizacién proporcionan los tinicos medios
pricticos para la manipulacidn de grandes cantidades de datos. También, se
estd interesado en desarrollar explicaciones de las observaciones ¥ las técnicas
grificas y visuales permiten ver directamente los patrones producidos.

Los métodos de andlisis exploratorio de datos son muy recomendados para
descubrir la forma de ia funcién que relaciona los pardmetros de entrada con
las medidas de desempefio.

Por el momento se considera terminada la presentacién de esta metodologia pro-
puesta para ¢l andlisis experimental de algoritmos. Sinembargo, antes de terminar se
debe mencionar que existen varios articulos sobre este tema [McGeoch, Moret 1999,
[McGeoch 1997) y [Johnson 1996] e incluso Catherine McGeoch proporciona una
bibliografia sobre la experimentacion de algoritmos [McGeoch 1999). En particular
el articulo de Bernard M. E. Moret {Moret] es muy itil para evitar algunos de los
errores que se cometen cominmente en esta clase de trabajos.

1.2 Sistemas distribuidos

Un sistema es una unidad compleja formada de muchas partes organizadas para lo-
grar un propésito comin. Un sistema distribuido es un sistema el cual estd esparcido
sobre un drea.

En el cémputo distribuido es posible tener miiltiples nodos conectados; estos
nodos pueden ser computadoras o pueden consistir de una gran variedad de ele-
mentos incluyendoe sensores, dispositivos periféricos ¢ microprocesadores trabajando
conjuntamente con los sistemas de cémputo.

Las computaderas u otros elementos en un sistema de cémputo distribuido
tipicamente estardn dispersos aunque también pueden estar agrupados en distan-
cias muy proximas. El grado de separacién geografica no es importante siempre y
cuando los controles bésicos instituidos er dicho sistema soporten la separacién sin
importar la distancia geogréfica.

En un sistema de ¢dmputo distribuido los componentes son entidades auténomas
que exhiben control coordinado a través de un mecanismo global. Todos los sistemas
distribuidos poseen capacidades de procesamiento global y local.
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Sin embargo, el disefio y desarrollo de sistemas de cémputo distribuido son tareas
complejas. La divisién de las aplicaciones entre miltiples sistemas de cémputo es
una tarea diffcil y laberiosa que demanda un anélisis cuidadoso.

Es posible dividir el estudio de los sistemas distribuidos en dos 4reas: funda-
mentos y sistemas de cémputo. En el drea de fundamentos se estudian algoritmos y
técnicas que permitan el desempeiio del sistema de una manera eficiente y confiable.
Por otro lade, en el 4rea de sistemas de coémputo el objetivo es disefiar e implementar
soluciones practicas a los problemas de los sistemas distribuidos.

Para. la representacién de los sistemas distribuidos existe una gran variedad de
modelos matemdticos; estos modelos deben describir tres aspectos fundamentales
del sistema.

+ La topologia de la red.
o La sincronia.
e La tolerancia a fallas.

Existe una conexién muy estrecha con ia investigacién en teorfa de grificas y los
algoritmos distribuidos, debido a que un sistema distribuido usualmente se modela
por una gréfica que refleja su estructura de conexién. Los nodos de la grdfica son los
procesos, y las aristas son los canales de comunicacién. Algunas definiciones bisicas
y teoremas de teoria de grificas se aplican también a los sistemas distribnidos,

La existencia de un canal de comunicacién particular tiene la ventaja de que los
procesos conectados pueden comunicarse directamente; pero tiene la desventaja de
que usa recursos de los mismos. Asi, el problema de escoger la topologia de la red no
es trivial. Es importante que la estructura en su totalidad sea conexa. Esto significa
que cualquier proceso puede alcanzar a cualquier otro a trave$ de una trayectoria
«de procesos intermedios.

En el disefio de redes tolerantes a fallas se considera la posibilidad de que un canal
0 proceso arbitrario falle, esto es, se remueva del sistema. Después de removerlo, el
sistema de los procesos que quedan debe seguir siende conexo y funcicnar normal-
mente. A una subred del sistema con pocas lineas de comunicacién pero con una
buena confiabilidad, se le conoce como certificado falso de conexidad. Existen otros
problemas relacionados con la topologia de la red, por ejemplo encontrar un drbol de
ezpansidn minimo, es decir, una subred que contenga a todos los procesos y tenga
el minimo nimero de aristas.
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En los preblemas de sincronizacidn se requiere una relacién de tiempo entre
eventos en diferentes procesos. En su forma mis simple se requiere que el evento &
(en el proceso g) suceda después del evento a (en el proceso p). Esto puede resolverse
de la siguiente manera: p manda un mensaje a g después de la ejecucién de a, ¥ ¢
difiere la ejecucién de b hasta recibir dicho mensaje.

En la sincronizacién de redes, en cada proceso p una secuencia de ap1,8p2, .. -
de eventos deben ejecutarse de manera tal que un mensaje enviado a ¢ en el evento
@y, €s recibido por g antes del evento a,;4;. Este problema es fundamental para la
implementacién de sistemas sincronos en redes asincronas. El evento 6, representa
Ia ejecucién de la i-ésima ronda del algoritmo por el proceso p. Los mensajes en un
sistema sincronos son recibidos siempre antes de la siguiente ronda. Los algoritmos
para estos problemas se llaman sincronizadores.

En cuanto a la sincronizacién de relojes, se asume que cada proceso tiene un reloj
local. El problema es mantener las lecturas del reloj tan cercanas como sea posible,
con el objetivo de crear la nocién de un reloj global. Las rutinas de sincronizacién
de relojes son muy importantes en las redes de computadoras por varias razones.
Una de las razones es que las aplicaciones de redes pueden requerir que los eventos
estén fijos en el tiempo de manera exacta, por ejemplo en algoritmos de control
concurrente usados en bases de datos distribuidas. Adem4s, muchas técnicas para
conseguir tolerancia a falias se basan en la posibilidad de la sincronizacién de relojes.

Los componentes de un sistema distribuido estin sujetos a fallas. Se habla de
una falla cuando una componente muestra un comportamiento que se desvia de su
especificacién. En una situacién ideal el sistema continuard funcionando como la
hacia antes de la falla. Al menos las funciones realizadas por componentes correctos
deben continuar en operacién y proceder de una manera correcta. Lo impredecible de
la ocurrencia y naturaleza de una o miltiples fallas, hace del andlisis de la robustez
de tolerancia a fallas y el disefio de sistemas distribuidos tolerantes a fallas una
materia muy complicada,

Un error de transmisién puede acasionar que un mensaje sea recibido con un
contenido diferente al que tenia cuando fue enviado. Se ha desarrollade una teorfa
matemdtica de deteccidn de errores ¥ codigos de correccién para hacer la comuni-
cacién robusta contra estos. Otros posibles errores en la comunicacién incluyen la
pérdida completa del mensaje.

Se consideran varios tipos de posibles fallas para los procesos y los canales que
los conectan. Se dice que una falla es transitorie si ocurre dnicamente una vez y la
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componente recupera su operacion normal después de que ha ocurrido. Se dice que
una falla es fail-stop si el proceso detiene su actividad y no hace nada después de
ésta. Por dltimo, se dice que un proceso falla de manera Bizentina si muestra un
comportamiento completamente arbitrario.

Como se menciond anteriormente existe una conexién importante entre la teoria
de gréficas y el estudio de algoritmos distribuidos. En particular las grdficas mar-
cadas estocdsticas * son un modelo util para dicho estudio. La eleccién de estas
grificas para el desarrollo del presente trabajo estd basado cn las siguientes razones:

1. Es un modelo simple mediante el cual se pueden representar mecanismos
bésicos del cémputo distribuido (un sincronizador, por ejemplo).

2. Resultados teéricos de su desempefio.
3. El algoritmo para calcular su desempeno es de complejidad exponencial.
4. No existen algoritmos eficientes para calcular su desempefio,

El andlisis del desempefio de estas grificas se basa en el que se realiza para las
redes de Petri estocdsticas y debido al enorme tamano del espacio de estados, las
técnicas de solucién quedan comprendidas en el campo de la simulacién.

!Este modelo es una subclase del modelo redes de Petri estocdsticas.




Capitulo 2

Técnicas de reduccion de varianza

Las téenicas de reduccidn de vartanza se han utilizado frecuentemente en el campo
de la simulacién digital y su objetivo es tratar de reducir la varianza de los valores
muestrales obtenidos mediante la simulacién de un modelo que representa el mundo
real.

La simulacién digital consiste en imitar mediante computadoras las operaciones
de varios tipos de procesos del mundo real. A dichos procesos se les conoce como
sisterna y para estudiarlo se asumen ciertas caracteristicas acerca de cémo trabaja.
Estas suposiciones, las cuales toman la forma de relaciones matematicas o 1gicas,
constituyen un modelo que se usa para tratar de entender cémo se comporta el
sistema.

Si las relaciones que componen el modelo son lo suficientemente simples, es posi-
ble usar métodos matematicos para obtener informacién exacta en preguntas de
interés; esto se conoce como una sclucién analitica. Sin embargo, la mayoria de sis-
temas del mundo real son demasiado complejos para permitir soluciones analiticas
y estos modelos deben estudiarse por medio de la simulacién.

Puesto que el objetivo es conseguir, mediante la simulacién, una buena aproxi-
macién del valor esperado de alguna medida de ejecucién de un modelo (algoritmo)
en particular, es muy importante aplicar técnicas estadisticas apropiadas para que
los datos de salida de la simulacidn sean analizados, interpretados y usados apro-
piadamente.

Debido a que algunas simulaciones de tamafio considerable pueden requerir
grandes cantidades de tiempo de cdmputo y recursos de almacenamiento, es posible

11
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que aplicar un analisis estadistico apropiado sea muy costosc (esto puede suceder
debido a que a veces son necesarias multiples repeticiones de nuestro modelo). En-
tonces es preciso usar todos los medios posibles para incrementar la eficiencia de la
simulacién.

Es claro que la “eficiencia” contempla una programacién cuidadosa para facili-
tar la ejecucién y minimizar los requerimientos de almacenamiento. Por ahora el
objetivo serd conseguir una eficiencia estadistica, que va a estar calificada por las
varianzas de las variables aleatorias de salida de la simulacién. Si es posible de
alguna manera reducir la varianza de una variable aleatoria de salida sin perturbar
su esperanza, serd posible obtener una mayor precisién para el mismo costo de si-
mulacién o, alternativamente, conseguir la precisidon deseada con un menor costo.
A las técnicas que nos permiten conseguir este objetivo se les conoce como técnicas
de reduccidn de varianza , y aplicadas correctamente pueden ser la diferencia entre
una simulacidn que por su costo es imposible de realizar y otra que nos puede ser
de gran utilidad.

La aplicacién de técnicas de reduccidn de varianza depende principalmente del
modelo particular. Por lo tanto, es necesario entender bien el modelo para el uso
apropiado de estas técnicas. Hay que sefalar que es imposible saber de antemano
qué tan grande serd la reduccién de varianza que se obtendrd; entonces lo que se
pucde hacer es realizar algunas corridas preliminares. Algunas técnicas de reduccién
de varianza por si mismas incrementan el costo computacional, ¥ esta pérdida en la
eficiencia computacional debe compensarse con la eficiencia estadistica obtenida.

En este capitulo se presentara principalmente cuatro tipos generales de técnicas
de reduccién de varianza que parecerfa que tienen la mayor oportunidad de lograr
éxito en una gran variedad de simulaciones.

2.1 Nuameros aleatorios comunes
La primera técnica de reduccién de varlanza que se considerard se conoce como
nimeros aleztorios comunes (NAC); ésta técnica se usa cuando se desea hacer una
comparacidn entre dos 0 m4és sistemas alternativos. A pesar de su sencillez, la
técnica de NAC es probablemente la mas popular de todas las técnicas de reduccién

de varianza.
La idea bdsica es que se deberia comparar las configuraciones alternativas bajo
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condiciones experimentales similares; asi se podria estar seguro que cualquier dife-
rencia observada en la ejecucién se debe a las diferencias entre las configuraciones de
los sistemas, y no a variaciones en las condiciones experimentales. En la simulacién,
estas condiciones experimentales son las variables aleatorias generadas que se usan
para llevar el modelo a través del tiempo de la simulacidn.

El nombre de esta técnica emana de la posibilidad de usar, en muchas situa-
ciones, los mismos nimeros aleatorios basicos U(0,1) para llevar a cabo cada una
de las configuraciones alternativas. Sin embargo, son necesarias algunas técnicas de
programacién para la implementacién apropiada de la técnica de NAC.

Para ver mis detalladamente el andlisis de la técnica de NAC, considérense dos
configuraciones alternativas, donde X;; y X; son observaciones de la primera y
segunda configuraciones en la j~ésima repeticién independiente, y se desea estimar
€ = 1 — po = E(X,;) = E(X5;). Si se hace n repeticiones de cada sistema y se hace
Z; = Xy5— Xoj para j = 1,2,...,7n, entonces F(Z;} =€ y, asi

0y g1 Zi

Z(n) = ———
es un estimador insesgado de £. Puesto que las Z;'s son variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas,
VGT'(ZJ) — VO.T(X]_J') + VGT(XQJ') - 2CO’U(X1_T, XQJ)

n n

Si las simulaciones de las dos diferentes configuraciones son hechas independien-
temente, es decir, con niimeros aleatorios diferentes, X5 y Xg; serdn independientes,
asf la Cov(Xy;, Xp;) = 0. De otra manera, si podemos de alguna manera hacer las
simulaciones de las configuraciones 1 y 2 de tal manera que X; y X,; estén correla-
cionadas positivamente, entonces la Cov(Xy;, X2;) > 0, y se reduce de esta manera
la varianza de nuestro estimador Z(n). Asi, cuando Z(n) es tomado en un experi-
mento de simulacidn en particular, su valor estard més cercano a £.

La técnica de NAC es una técnica en la que se trata de indueir una correlacién
positiva usando {cuidadosamente) los mismos niimeros aleatorios para simular todas
las configuraciones. Esto es posible gracias a la naturaleza determinista de los gene-
radores de niimeros aleatorics. Si se generan los niimeros aleatorios de una manera
que sea imposible volver a generarlos (por ejemplo, tomando como semilla la rafz
cuadrada del valor del reloj de la computadora), todo el posible beneficio de esta
técnica, al igual que otras valiosas técnicas de reduccion de varianza, podria perderse.

Var[Z(n)] =
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Desafortunadamente, no hay una prueba completamente general de que la técnica
de NAC realmente funciona, es decir, de que siempre reducird la varianza. Aun si
funciona, usualmente no se sabe de antemano qué tan grande serd la reduccion de
varianza que se obtendrd. La eficacia de la técnica de NAC depende por completo
de los modelos particulares a compararse, y presupone que el analista crea que los
modelos diferentes responderdn similarmente a valores grandes ¢ pequeiios de las
variables aleatorias que determinan a los modelos.

En la Fig. 2.1 se ilustra el principio de cuindo esta técnica podria funcionar o
ser contraproducente, En esta figura el eje de las £ muestra posibles valores de un
Uy en particular usado para un propésito especifico en las dos simulaciones; por
ejemplo, estos Uy podrian usarse para generar el tiempo de disparo de un nodo
en una simulacién de una grifica marcada estocdstica. Las curvas indican cémo
podrian reaccionar los resultados de las simulaciones (manteniendo todas las demds
cosas igual) para posibles valores de Uy. En cualquiera de las dos simulaciones de
las gréficas superiores, ambas Xy; y X; reaccionan monoténicamente en la misma
direccién a Uy, y se esperaria que la téenica de NAC induzca la correlacién positiva
deseada, y asi se reduzca la varianza. Sin embargo, en las dos gréificas inferiores,
Xy; y Xoj reaccionan en direcciones opuestas a Uy, entonces NAC podria inducir
una correlacién negativa y ser contraproducente, haciendo la Cov(Xy;, Xo5) < 0y
provocando un incremento en la varianza.

Usualmente, se usan nimeros aleatorios para generar variables de otras distribu-
ciones, las cuales son usadas para llevar a cabo los modelos de simulacién. Para
dar a la técnica de NAC la mejor oportunidad de que funcione, se debe primero
asegurar que las variables generadas reaccionan monoténicamente a las Uy’s en este
paso intermedio de generacién de variables; entonces se debe suponer que las me-
didas de ejecucién reaccionan monoténicamente a las variables generadas. Para el
~ problema particular-de las graficas marcadas estocdsticas, se puede usar el método
de la transformacién inversa, ya que este método garantiza la monotonicidad de las
variables de entrada generadas por los nimeros aleatorios. Aungue para algunas
distribuciones este método es lento, su ineficiencia computacional es compensada
por su eficiencia estadistica [Law 1991].

De ser posible, un pequefio estudio piloto puede dar una idea preeliminar sobre
la eficacia de la técnica de NAC para las configuraciones alternativas. En el caso de
dos configuraciones, hacer n repeticiones de cada una, usando NAC, para obtener
las observaciones de salida Xy; y Xz; para j = 1,2,...,n. Sean S%(n} y Si(n)
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Figura 2.1: Respuestas de los modelos para que NAC funcione (primer rengién) y
sea contraproducente {segundo renglén).

las varianzas muestrales de las Xq; y Xy; respectivamente, y sea S%(n) la varianza
muestral de las diferencias Z; = X; — Xy;; puesto que las corridas fueron hechas
usando NAC, 5% es un estimador insesgado de la varianza de Z; bajo NAC. Sin
importar el hecho de que se use NAC, S%(n) es insesgado para la Var(X,;) y S2(n)
lo es para Var(Xy;), entonces S2(n)+ S%(n) s un estimador insesgado de la varianza
de Z; si se hubieran hecho las corridas sin NAC, Entonces, si NAC estd funcionando,
esperarfamos observar que S%(n) < S?(n) + S3(n), y la diferencia permite estimar
qué tanto estd reduciendo la varianza de un Z;. Por supuesto que cualquier esfuerzo
de programacién extra que NAC requiera para su implementacién debe hacerse para
el estudio piloto, sin importar si la técnica finalmente va a utilizarse,

Debe considerarse que NAC es una herramienta Gtil cuando el analista se en-
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cuentra en la tarea de comparar dos 0 mds configuraciones alternativas. Nédtese que
ademds de una posible reduccién en la varianza, esta técnica da un factor constante
de mejoramiento en la eficiencia de la simulacién, ya que el costo de la generacién
de la entrada es partido a la mitad.

2.1.1 Sincronizacién

Para implementar la técnica de NAC apropiadamente se deben sincronizar los niime-
ros aleatorios a través de las diferentes configuraciones del sistema en una repeticién
particular. Idealmente, un nimero aleatorio usado para un propésito especifico en
una configuracién es usado exactamente para el mismo propésito en todas las otras
configuraciones. Por ejemplo, si un Uy, especifico se usa en la primera de dos gréficas
alternativas para generar un tiempo de disparo particular, entonces también debe
usarse en la segunda configuracién para generar el mismo tiempo de disparo (en
lugar de usarlo para un tiempo de transmisién o algin otro tiempo de disparo); de
otra manera podrfa perderse el beneficio de la técnica de NAC o peor atin el método
podria ser contraproducente.

La dificultad de mantener una sincronizacién apropiada depende en general de
la estructura del modelo, sus pardmetros y de los métodos usados para generar las
variables de entrada usadas en la simulacién. Algunas ideas utiles para conseguir
una buena sincronizacién en una simulacidn son:

o Siexisten varios flujos de nimeros aleatorios disponibles, o si hay varios genera-
dores de nimeros aleatorios independientes, se puede dedicar un generador {0
flujo) a producir los nimeros aleatorios para cada tipo particular de variable
aleatoria de entrada.

_ ¢ El método de la transformacién inversa para la generacién de variables aleato-
rias puede facilitar la sincronizaciéh ya que siempre necesita exactamente un
nimero aleatorio para producir cada valor de la variable aleatoria deseada.
Ma4s alin, este método transforma monoténicamente los nimeros aleatorios.

+ Desperdiciar algunos nimeros aleatorios en cierto punto de la simulacién.

Algunas veces puede ser imposible lograr una sincronizacién completa de los mo-
delos en estudio. Del mismeo modo, el esfuerzo extra de programacidn, tiempo de
cémputo, o costos de almacenamiento necesarios para una sincronizacidn comnpleta,
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podrian hacer perder la importancia de reducir la varianza. Entonces, podria consi-
derarse la sicronizacién de algunas variables de entrada y generar las otras de manera
independiente a través de las configuraciones. En el andlisis final, el beneficio de
usar NAC y el grado de sincronizacién dependen de la situacién particular.

2.2 Variables antitéticas

La técnica de variables antitéticas (VA), es una técnica de reduccién de varianza
que se aplica para la simulacién de un 1inico sistema. Como en NAC, se trata de
inducir una correlacién entre corridas separadas, pero ahora el objetivo es de inducir
una correlacién negativa.

La idea principal es hacer pares de corridas del modelo, tales que una observacién
pequedia en una de las corridas en un par tienda a equilibrarse por una observacién
grande en el otro; es decir, las dos observaciones estdn correlacionadas negativa-
mente. Entonces, si se usa el promedio de las dos observaciones en el par como un
punto bésico para el anélisis, tenderd a estar mas cercano a la esperanza comin p de
una observacién (la cual queremos estimar) de lo que estaria si las dos observaciones
en e] par fueran independientes.

En su forma més simple, la técnica de VA trata de inducir esta corrclacion
negativa usando nlimeros aleatorios complementarios para llevar a cabo las dos si-
mulaciones en un par. Esto es, si Uy es un nimero aleatoric particular usado para
un propdsito particular(por ejemplo, generar el i-ésimo tiempo de disparc) en la
primera corrida, se usa 1 — Uy para este mismo propdsito en la segunda corrida.
Es vélido usar 1 — U, en lugar de simplemente uno generado directamente por el
generador de nimeros aleatorios, ya que U ~ U(0,1) implica que 1 — U ~ U/{0,1)
también,

Un punto importante es que el uso de un Uy, en una repeticién y su complemento
1 — Uk en la repeticién apareada deben estar sincronizados; es decir, usados para el
mismo propésito; de otra manera el beneficio de la técnica de VA podria perderse
o, peor aln, el uso de la técnica podria ser contraproducente. Las ideas propuestas
en la seccidn anterior pueden ser también de utilidad para lograr una sincronizacién
apropiada para los nimeros aleatorios. Es posible también el uso parcial de VA
(como para NAC) generando algunas entradas antitéticamente y otras independien-
temente dentro de un par si la sincronizacién completa es demasiado compleja, o si
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no se observa un camino claro a seguir para poder usar VA para todas las entradas.

Para entender ¢l funcionamiento de esta técnica primero se verdn las bases
tedricas de la misma. Supéngase que se hacen n pares de corridas de la simu-
lacién ¥ resultan las observaciones (X7, X, ..., (X, X®), donde X,(-l) es de
la primera corrida (usando las “U™) del j~ésimo par, y X J(g) es de la corrida an-
titética (usando los “1 — /", propiamente sincronizados) del j-ésimo par. Am-
bas X}” y ngz) son observaciones legitimas del modelo de simulacién, entonces
E(X}n) = E(XJ@)) = u. Ademds, cada par es independiente de cualquier otro
par; es decir, para 1 # ja, X}f‘) ¥ X};’) son independientes, a pesar de que [ y
I, sean iguales, Es importante notar que el nimero de repeticiones es 2n. Para
i=12,...,n 5ea X; = (XJ(-” + XJ(-2])/2, y sea el promedio de las X;, X(n), el
estimador (insesgado)} puntual de ¢ = E(XJG)) = E(X;) = E[X(n)]. Entonces ya
que las X; son variables independientes e idénticamente distribuidas (IID),

Var(X;) _ Var(X{") + Var(x{) + 2Cou(x{), X1

Var[X{n)] = m m

Si las dos corridas fueran independientes, esto provocaria que la Cov(X J(-'), X }2)) =
0. Por otro lado, si es posible de alguna manera inducir una correlacién negativa
entre X, J.(-“ v X;gz): entonces Cov(X §1),X }2)) < 0, lo cual reduce la Var[X(n)], y este
es el objetivo de VA.

Al igual que la técnica de NAC, tampoco se puede estar seguro que la técnica de
VA funcionari y su eficacia y factibilidad son tal vez més dependientes del modelo
que la técnica de NAC. En general, no es posible saber qué tan grande serd la
reduccidn de varianza lograda. Un estudio piloto como el que se propuso para NAC
podria ser ttil para asegurar cuando la técnica de VA es una buena idea en un caso
especifico. - - - - - : — . - - _

El requerimiento fundamental que un modelo debe satisfacer para que VA fun-
cione, es que su respuesta a un nimero aleatorio usado para un propdsito particular
sea monoténica, en cualquier direccién. Podria ocurrir una situacién contrapro-
ducente de VA, por ejemplo, si una respuesta del modelo fuera grande para U,
pequenas, menor para Ui cerca de 0.5, v nuevamente fuera grande para U, grandes.
Al igual que para la técnica de NAC, se sugiere el método de la transformacion in-
versa para generar las variables aleatorias de entrada para asegurar la monotonicidad
requerida en este paso intermedic de generacién de variables aleatorias.
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Debido a las similitudes entre las técnicas de NAC y VA, parece razonable la
idea de usarlas conjuntamente cuando van a compararse varias configuraciones al-
ternativas. En un principio pareceria que se podria obtener una mayor reduccién
de varianza aplicando la técnica de VA para cada configuracién separadamente y
usando la técnica de NAC para las diferentes configuraciones. Sin embargo, ha-
ciendo un examen mgs cercano, encontramos que si ambos NAC y VA funcionan
propiamente, es decir, que induzcan las correlaciones del signo deseado, ciertas co-
varianzas cruzadas (especificamente, la covarianza entre la primera corrida de un par
antitético de corridas para la configuracién 1 y la segunda corrida del par antitético
correspondiente para la configuracién 2, y viceversa) introduce la expresién relevante
de la varianza con el signo equivocado. Asi, de ningin modo es una buena idea,
combinar VA con NAC para la comparacién de dos configuraciones alternativas de
un sistema.

2.3 Variables de control

De la misma forma que para las téenicas de NAC y VA, el método de variables de
control (VC) intenta tomar ventaja de la correlacién entre ciertas variables aleatorias
para obtener una reduccién de varianza. Dependiendo de la técnica especifica de VC
usada, esta correlacidn podria surgir naturalmente durante el curso de la simulacién,
o podria inducirse usando NAC en una simulacién auxiliar.

En principio, intuitivamente el uso de la técnica de VC parece aceptable. Sea
X una variable aleatoria de salida y asimase que se quiere estimar u = E(X).
Supdngase que Y es otra variable aleatoria involucrada en la simulacién que se piensa,
que estd correlacionada con X (positiva o negativamente), y que nosotros sabemos
el valor de v = E(Y'). En el caso que X y Y estén correlacionados, si se gjecuta una
simulacién y se nota que X > v(lo cual se puede afirmar con seguridad ya que se
conoce v), se podria sospechar que X estd también por encima de su esperanza y
(aunque no se puede saber esto con seguridad a menos que la correlacién entre ¥ y
X fuera perfecta), y de acuerdo con esto ajustar a X hacia abajo por algin monto.
Por otro lado, si ¥ < v, se sospecharia que también X < p y entonces habria que
ajustarla hacia arriba. De esta manera, se usa el conocimiento que se tiene sobre
la esperanza de ¥ para empujar a X (hacia arriba o hacia abajo) de acuerdo con
su esperanza g, reduciendo as{ su variabilidad respecto de p de una corrida a la
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siguiente. Se dice entonces que Y es una variable de control para X ya que es usada
para ajustar a X, o controlarla parcialmente.

A diferencia de las técnicas de NAC y VA, el éxito de VC no depende de que
la correlacién sea de un signo en particular. 5i ¥ y X estuvieran correlacionadas
negativamente, simplemente se ajustaria X hacia arriba si ¥ > v y hacia abajo si
Y <v.

Para llevar a cabo la idea anterior, se debe cuantificar el monto del ajuste de X
hacia arriba o hacia abajo. Es conveniente expresar este monte en término de la
desviacién, Y - v, de Y con su esperanza. Sea ¢ una constante (que se determinard
después) que es del mismo signo que la correlacién entre X y ¥. Se usa a para
balancear (aumentar o disminuir} la desviacién Y — v para llegar a un ajuste en X
y asi se define el estimador “controlado”

Xe=X—-alY - 1)

Nétese que si X y Y estdn correlacionados positivamente, entonces & > 0, se ajus-
taria X hacia abajo cuando ¥ > v y hacia arriba cuando Y < v, tal como es
deseado; lo opuesto es cierto cuando Y y X estdn correlacionados negativamente,
en cuyo caso a < Q.

Puesto que E(X) = p y E(Y) = v, se cuinple que para cualquier nimero real a,
E(X¢c) = p; esto es, X es un estimador insesgado para p que podria teuer vaiianza
mds pequefa que X. Especificamente,

Var(Xc) = Var(X) + a*Var(Y) — 2aCov(X, Y) (2.1)

entonces X tiene menor varianza que X si y s6lo si

2Cou(X,Y) > a®Var(Y)
lo cual puede o no ser cierto, dependiendo de la eleccién de Y y a. En muchos traba-
jos de VC, sdlo se consideran los casos especiales a = 1 (si se cree que Cou(X,Y) > 0)
0 a= —1 (si se cree que Cou(X,Y) < 0), pero esto requiere la condicién més fuerte
de que | Cov(X,Y) |> Var(Y)/2 para que pueda conseguirse una reduccién de la

varianza. Asi, simplemente haciendo a = %1 se coloca todo el peso de lograr éxito
sobre la seleccion de la ¥ permitiendo otros valores para a es posible hacerlo mejor.
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Para encontrar el “mejor” valor de @ dada una Y, es posible ver el'lado derecho
de la Ec. 2.1 como una funcién g{e) de a e igualar su derivada a cero, es decir

% = 2aVar(Y) — 2Cou(X,Y) = 0

y resolver para el valor éptimo (el cual minimiza la varianza)

. CovlX,Y) (2.2)
Var(Y)

una condicién suficiente para que a* sea el minimo de g{a), es que d’g/da? =
2Var(Y) sea positivo, lo cual se cumple. Una de las implicaciones de la ecuaci6n 2,2
es que 51 ¥ estd fuertemente correlacionada con X, esto es, | Cov{X,Y) | es grande,
el valor de a* se incrementa, y entonces se estdn haciendo ajustes més drdsticos a
X ya que se siente mds confianza de lo que la desviacién de Y hacia v dice acerca
de la desviacién que podria haber de X hacia g También, si ¥ por si misma es
menos variable, esto es Var(Y) es pequeiia, se podria obtener un valor de a* mayor
{y un mayor ajuste a X) ya que se tiene mayor confianza en la precisién del valer
observado de Y.

Sustituyendo a* de 1a Ec. 2.2 en e} lado derecho de la Ec. 2.1, se obtiene que el
estimador de minima varianza controlado {0 ajustado) X7 sobre todas las elecciones
de @ tiene varianza

X, Y)?

Var(Xz) = Var(X) - %ﬂ— = (1 - py)Var(X)
donde pxy es la correlacidn entre X y Y. Asf, usando el valor éptimo a* para q, el
estimador 6ptimamente controlado X nunca puede ser mds variable que la X sin
control, y tendréd de hecho menor varianza si ¥ esta del todo correlacionada con X.
M4s aiin, la fuerte correlacién entre X y ¥, logra la mayor reduccién de varianza(en
el extremo, como pyy — =1, se ve que la Var(X2) — 0). Intuitivamente, esto
dice que si la correlacién entre Y y X fuera cercana a ser perfecta (1), se podria
controlar X casi exactamente hacia g todo el tiempo, eliminando asi practicamentc
toda su varianza.

En la prictica las cosas no son tan fdciles. Dependiendo de la fuente y natu-
raleza de la variable de control Y, pedria no conocerse la Var(Y), y no conocerse
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la Cou{X,Y), haciendo imposible la tarea de encontrar el valor exacto de 2*. De
acuerdo con esto, se han desarroliado varios métodos para estimar a* a partir de
las corridas de la simulacién. A continuacién se presenta uno de los métodos més
simples.

El siguiente método simplemente reemplaza la Cov{X,Y) vy la Var{Y) en la
Ec. 2.2 por sus estimadores muestrales. Supéngase que se hacen n repeticiones
independientes para obtener n observaciones IID X, X,,..., X, en X y las n ob-
servaciones [ID Y1,Y5,...,Y, en Y. Sean X(n) y Y (n) las medias muestrales de las
X;'s y Y;'s respectivamente, y sea S3(n) la varianza muestral insesgada de las Yj's.
La covarianza entre X y Y estd estimada por

C3=1lXi = X()][Y; - ¥ (n)]

ny(n) = n—1

y el estimador para a* es entonces
. C'xy(ﬂ)
YO =5m

para llegar al estimador puntual final para g,
Xz(n) =X(n) —a' (n)[Y(n) - v)

Se debe notar que puesto que la constante a* se ha reemplazado por la variable
aleatoria &@*(n), la cual generalmente no es independiente de ¥(n) (habiéndose cal-
culado de los mismos datos de salida de la simulacién), no es posible simplemente
tomar las esperanzas a través de los factores en el segundo términe de X5 (n). Des-
afortunadamente,-entonces, X%(n), a diferencia-de X¢ y X en general serd sesgado
para p.

En algunos casos existen realmente dos o mds variables de control diferentes que
se pueden combinar para obtener una tnica variable de control. Sin embargo, no es
facil decidir entre sustraer una de la otra o dividir una entre la otra, o m4s aiin restar
a una un maltiplo de otra. En modelos mds complejos existen muchas potenciales
variables de control disponibles, y serd dificil tomar la mejor manera de juntarlas
todas en una sola. Mas atn, si se estuvieran combinando de una manera razonable,
podria no estar usdndose su informacién para nuestro mejor provecho. Por ejemplo,
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se podria construir la variable de control Y = Y{) — Y(®); entonces el estimador
controlado es

Xe=X—alY —v) = X —a(YV — V) — o(Y® _ ()

donde ¥ = E(Y™). En este caso, se estén forzando ambas variables para entrar
al ajuste usando el mismo coeficiente, a, el cual podria no ser el mejor uso de su
informacién. Una modificacién légica podria ser: permitir a las dos variables de
control tener diferentes pesos, y redefinir

Xoe=X—ay(YV = V) - g, (Y® — 113

Se podria entonces encontrar (y estimar) los pescs a; y a2 que minimicen la
Var(X¢), como se hizo antes cuando se tenfa sélo una variable de control.

Esta idea se generaliza ficilmente al caso donde se tienen m variables de control
YO v®, | vim con sus respectivas esperanzas conocidas oD, 2, ™ E)
estimador (linealmente) controlado general es

Xe=X -3 a(y® - )
i=1

donde las a;’s son nimeros reales a determinarse (y estimarse}. Tomando en cuenta
la. correlacidn no sélo entre X y las variables de control sino también entre las
variables de control, se obtiene

Var(Xe) = Vear(X)+ Y afVar(Y) - 2)_ aiCov(X, Y1)
i=1 =1
m {=-1

+235 Y aya,Cou(Ysy, Vi) (2.3)

L=1{3=1

Tomando las derivadas parciales del lado derecho de la Ec. 2.3 con respecto a
cada una de las a; e igualdndolas a cero, se llega a un conjunto de m ecuaciones
lineales por resolver para los m pesos que minimizan la varianza. Como en el caso de
una sola variable de control, estos pesos éptimos deben estimarse, v la introduccidén
de sesgo en el controlador estimado es posible nuevamente.

A continuacién se mencionard algunos puntos importantes para encontrar y se-
leccionar variables de control. Como se ha visto, una buena variable de control debe
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de estar fuertemente correlacionada con la variable aleatoria de salida X para que
pueda dar mucha informacidn sobre X y lograr un buen ajuste para ésta. También
resulta atractiva una variable de control que por sf misma tenga poca varianza. Para
encontrar dicha variable de control se puede proceder por un anélisis de la estructura
del modelo, o a través de experimentaciones iniciales. Cor estos objetivos presentes,
se han sugerido tres fuentes generales de variables de control:

¢ Internas. Variables aleatorias de entrada, o funcicnes simples de ellas (tales
como promedios), se usan frecuentemente como variables de control. Sus esper-
anzas generalmente serdn conocidas, y un andlisis simple en el modelo puede
sugerir como estdn correlacionadas con la variable aleatoria de salida. Es im-
portante senalar que las variables de control internas deben generarse de todas
maneras en el curso de la simulacién; asi no agregan casi nada al costo de la
simulacidn.

s Erternes. Es posible que se esté haciendo una simulacién, puesto que no
se puede calcular ¢ = E(X) analiticamente. Tal vez si se altera el modelo
asumiendo algo adicional que lo simplifica, se podria calcular la esperanza v de
la variable aleatcria de salida ¥ del modelo simplificado. Mientras se podria
no querer hacer estas simplificaciones en el modelo original ya que podrian
dafiar la validez del mismo, ¥ podria servir como una variable de control para
X. Entonces se simularia ¢l modelo simplificado junto con el modele actual,
usando NAC, y esperando que Y esté correlacionada con X, presumiblemente
de manera positiva. Como este enfoque no es de bajo costo ya que involucra
una segunda simulacién para obtener la variable de ¢control, cosa que no sucede
con las VC internas; entonces, la correlacién entre X y Y debe ser mayor en
las VC externas para compensar la que se obtendria en el caso que la Y fuera
una VC interna: - - = - - - —

o Uso de miiltiples estimedores. En algunas situaciones se podrian tener varios
estimadores insesgados X!, X2, ..., X* para u, donde las X*'s podrian ser o
no independientes. Si by,..., b son cualesquiera niimeros reales {no necesaria-
mente positives) que suman 1, entonces

k
Xe=5 ;X0

i=1
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es también insesgado para u. Puesto que b = 1 — 5, b, se puede expresar

Xe como
K x _
Xe = -3 X043 5x®
=2 i=2
k
= XO T (XW - X®
=2
entonces es posible ver ¥; = X)) — X® para i = 2,3,...,k, como k — 1

variables para X (),

Como se observé anteriormente, puede haber un nimero muy grande de posibles
variables de control para un modelo complejo. Sin embargo, no necesariamente es
una buena idea usarlas todas, puesto que la reduccién de varianza que puedan con-
seguir est4 acompanada por las contribuciones de varianza asociadas con la necesidad
de estimar las a;'s optimas. '

2.4 Esperanza condicional

La técnica de reduccién de varianza esperanza condicional (EC), trata de explotar
alguna propiedad especial de un modelo para reemplazar una estimacién de una
cantidad por su valor analitico exacto. Removiendo esta fuente de variabilidad,
se espera que la variable aleatoria de salida final sea m4s estable, aunque no hay
garantfa de éxito; nuevamente, es posible utilizar estudios pilotos que comparen
la téecnica de EC con una simulacién correcta para indicar cuindoe se logrard una
reduccién de la varianza y qué tan grande serd la misma.

Sea X una variable aleatoria de salida, cuya esperanza p se quiere estimar.
Supéngase que hay alguna otra variable aleatoria Z tal que, dado cualquier posible
valor particular z para Z, es posible calcular analiticamente la esperanza condicional
E(X | Z = z). Nétese que E{X | Z = 2) es una funcién (conocida) determinista del
mimero real z, pero E(X | Z) es una variable aleatoria. Entonces, condicionando
sobre Z, se ve que i = E{X) = Ez[E(X | Z)] (la esperanza exterior es denotada por
Ez ya que es tomada con repecto a la distribucién de Z) y que la variable aleatoria
E(X | Z) es también insesgada para y. Por ejemplo, si Z es discreta con funcién de
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masa de probabilidad p(z) = P(Z = 2), entonces
EB(X | 2)] = 2 EB(X | Z = 2)p(2)

donde se asume que las p(z) son conocidas.
A continuacién se define la varianza condicional como:

Definicién 2.1
VarlX | 2=z = E{X*>|Z =] - (E[X | Z = 2))*
Esta definicién sirve para la demostracién del siguiente teorema:
Teorema 2.1
Var|X] = Ez{Var(X | Z)} + Varz(E[X | Z})

Demostracidn
EdlVar(X |2)] = EslBX* | Z)) - ES{(EIX | 2

E[X?) - (E[}i] - Ez[(E1X | Z1*) + (E[X}Y

= Var(X) - E{(B[X | Z]}"} + (B E1X | Z1})”

= Var{X) - Verz(E[X | Z])

Entonces ahora se puede concluir el siguiente resultado:

Varg[E(X | Z)] = Var(X) - Ez[Var{X | Z)] € Var(X} (2.4)

indicando que si se observa la variable aleatoria E(X | Z) (como calculada a par-

tir de una observacién z en Z), en lugar de observar X directamente, se obtendra

una menor varianza. En otras palabras, se sugiere que se simule para obtener una
observacidén aleatoria de z en Z (puesto que su distribucién no es conocida), susti-
tuyamos esta observacién en la férmula conocida E(X | Z = z), y se use ésta como
una observacién bdsica.

Aqui, el objetivo es especificar una variable aleatoria Z tal que:

e 7 puede generarse de una manera fdcil ¥ eficiente, puesto que se tiene que
stmular.
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¢ BE(X | Z = 2) como una funcién de z puede calcularse analiticamente y
eficientemente para cualquier posible valor de z que Z pueda tomar,

e Ez|Var(X | Z)] cs grande; asi, reduciendo mucho la Var(X) en la Ec. 2.4,
Ez[Var(X | Z)] es la varianza condicional media de X sobre los posibles
valores de Z, y puesto que se tiene una férmula para E(X | Z = z), nunca se
tiene que simular X dado Z, es decir, su varianza no afecta.

Aqui se da por terminada la descripcién de algunas técnicas de reduccidn de va-
rianza, aunque existen otras técnicas que también pueden ser itiles. Estas técnicas
sdlo son descritas brevemente en la siguiente seccién en el contexto de los algortimos,
si se desea una explicacidn mds detallada sobre las mismas se puede consultar el
trabajo de Catherine McGeoch [McGeoch 1992] dende ademds se presentan algunocs
ejemplos de aplicacién de estas técnicas.

2.5 QOtras técnicas de reduccion de varianza

s Atajos en lo simulocidn. Ahora se considerard el problema de acelerar el
programa de simulacién. La idea clave es que se desea simular un algoritmo,
no necesariamente implementarlo. Puede ser posible aplicar mejoramientos al
algoritmo para permitir m4s ensayos por unidad de tiempo de ¢cémputo, sin
cambiar las propiedades de distribucién de las variables de salida. Mientras
que no es como las técnicas de reduccién de varianza (porque la varianza
permanece igual en cada corrida), los atajos en la simulacién pueden reducir
la varianza permitiendo mds ensayos por unidad de tiempo.

Podria obtenerse una aceleracién de la simulacién explotando el conocimiento
que no estarfa disponible en una aplicacién.

o Particionamiento. Esta técnica puede ser 1til cuando una simulacién produce
dos variables en secuencia, donde la primera representa algiin “estado” y la
segunda es un estimador del costo esperado de ese estado. Cuando la gen-
eracion de un estado es cara, esta técnica reduce mucho el monto de tiempo de
computo requerido para obtener estimaciones del costo esperado. El método
de esperanza condicional extiende esta idea para el calculo directo del costo es-
perado del estado; perticionando debe considerarse cuando el cdmputo directo
no es factible.




28 CAPITULO 2. TECNICAS DE REDUCCION DE VARIANZA

o Estratificacidn. La técnica de estratificacidn reduce la varianza distinguiendo
clases 0 “estratos” de entrada y generando instancias de la entrada de tal
manera que el mimero de instancias que ocurran en cada clase corresponda
exactamente a su esperanza.

s Postestratificacidn. Un método para “corregir” un estimador usando infor-
macién auxiliar es mediante postestratificar el experimento. Se habla de “cor-
regir” una medida de salida de acuerdo con su esperanza y con la variacién en
la distribucién de la entrada.




Capitulo 3

Graficas marcadas estocasticas

El modelo conocido como gréficas marcadas estocdsticas sirve para modelar algunos
mecanismos bisicos del cémputo distribuide. Para este modelo existen resultadoes
teéricos de su desempeiio; sin embargo, el algoritmo para el cdlculo de dicho de-
sempefio es de complejidad exponencial. ‘

En principio se enunciardn algunos teoremas bésicos del modelo de grificas mar-
cadas y posteriormente mediante el modelo de grificas marcadas estocdsticas se
calculara la tasa de una red, la cual puede verse como el niimero promedio de pasos
computacionales ejecutadas por un vértice en la red por unidad de tiempo.

3.1 Graficas marcadas

Existen muchos modelos de estructura de gréficas que se han usado y sugerido para
sistemas de procesamiento concurrente. Estas estructuras difieren en la generalidad
y extension de acuerdo con las propiedades que se desea modelar y analizar. Las
graficas marcadas pueden derivarse como un caso especial de las Redes de Petri.

3.1.1 Marcajes vivos y seguros de una gréfica dirigida

Astimase que se tiene una grafica dirigida G(V, E), donde V es el conjunto de vértices
y F es el conjunto de aristas. La notacién a - b significa que la arista e sale del
vértice a y entra al vértice b. Se asigna un ndimero M(e) de fichas (un entero no
negativo) a cada arista e. La funcion M es llamada marceje de la grifica. Se dice

29
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que un vértice estd habilitado si el nimero de fichas en cada una de sus aristas de
entrada es positivo. El dispare de un vértice habilitado consiste en quitar una ficha
de cada una de sus aristas de entrada y sumar una ficha a cada una de sus aristas de
salida. Puesto que el nimero de aristas de entrada y de salida no es necesariamente
el mismo, el nimero total de fichas en la grifica puede incrementarse o disminuir a
través de un disparo.

Considérese el mimero de fichas en un circuito dirigido simple C; este niimero,
{M ]| C}, es la suma de fichas en las aristas del circuito y se le conoce como conteo
de fichas. El siguiente lema es una consecuencia directa de la definicién de disparar.

Lema 3.1 El conteo de fichas de un circuite dirigido no cambia por el disparo de
un vértice.

Ejemplo 3.1 En la Figura 3.1(i) se muestra uno grdfica marcada. Eziste urica-
mente una ficha en este marcaje y estd en la arista que va del vértice a al b. E!
vértice b estd habilitado. Después de disparar el vértice b, las dos aristas que van de
b al vértice a tienen una ficha en cada una de ellas v a estd habilitado. Después de
disparar el vértice a nuevamente se regrese al marcaje original. Asi, el nimero de
fichas en la grifica cambie de 1 a 2 y nuevamente toma el valor de 1; pero el conteo
de fichas en cade une de los dos circuifos simples sigue siendo 1.

Se dice que un marcaje es vivo si todo vértice estd habilitado o puede ser habil-
itado mediante una secuencia de disparos.

Teorema 3.1 Un marcaje es vive st y sélo si el conteo de fichas de todo circuito
dirigido es positivo.

Si el conteo de fichas de algin circuito dirigido es cero, ningun vértice en este
circuito puede ser habilitado; ya que el conteo de fichas no cambia si los otros vértices
se disparan (Lema 3.1), ningiin vértice en este circuito puede habilitarse mediante
disparos.

Ahora asimase que el conteo de fichas de todo circuito dirigido es positivo,
Sea v cualquier vértice de la grafica. Considérense las aristas libres de fichas que
entran a v. Si no hay, el vértice estd habilitado. 8i no, considérense los vértices
de los cuales emanan estas aristas. Si cada uno de aquélios estd inmediatamente
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O O

Figura 3.1: Ejemplo de una grafica marcada

habilitado, entonces v estard habilitado después de que cada uno de cllos se dispare.
Si algunos no lo estdn, considérense las aristas libres de fichas que entran a ellos,
etc. Si se continia con este retroceso, se estd seleccionando una subgréfica de G, la
cual consiste de v, las aristas libres de fichas que entran a v, los vértices de los cuales
estas aristas emanan, las aristas libres de fichas que entran a ellos, etc. El proceso
debe terminar puesto que G es finita. Ahora, esta subgrifica debe estar libre de
circuitos puesto que no hay circuitos dirigidos libres de fichas. Asi, la subgrifica
debe tener al menos un vértice que no tiene aristas de entrada que pertenezcan a
la subgrafica. Este vértice estd habilitado en el marcaje presente de G. Después de
dispararlo, la subgrafica de retroceso libre de fichas de v es reducida en un vértice.
Repitiendo este proceso, es posible habilitar a v.
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Corolario 3.1 Un marcaje que estd vivo sigue vivo después de disparar.

Demostracidn

Puesta que el conteo de fichas de los circuitos no cambia con los disparos (Le-
ma 3.1), y si un marcaje esta vivo, entonces el conteo de todos los circuitos dirigidos
es positivo {Teorema 3.1); este conteo seguird siendo positivo después de disparar.
Por el Tecrema 3.1 el marcaje permanece vivo.

Se dice que un marcaje es segure si ninguna arista tiene asignada més de una
ficha, y ninguna secuencia de disparos trae dos o més fichas a una arista.

Teorema 3.2 Un marcaje es segure si y sdlo si toda arista en lo grdfice estd en un
circutto dirigido con conteo de fichas de 1.

Demaostracidn

St para toda arista existe un circuito del cual esta arista forma parte, con cxac-
tamente una ficha en éste, entonces por el Lema 3.1 el conteo de fichas de este
circuito sigue siendoe 1 y nunca habrd dos o mds fichas en esta arista.

Aslimase que existe una arista e, ¢ = b, tal que todo circuito dirigido que pasa a
través de ésta tiene conteo de fichas de 2 0 més. Se quiere demostrar que mediante
una secuencia propia de disparos se puede poner dos fichas en e. Si no hay fichas
en e, se retrocede a la subgrifica libre de fichas, empezando en el vértice a, como
en la demostracién del Teorema 3.1. De la misma forma que la demostracién del
Teorema 3.1, es posible habilitar el vértice a y dispararlo. Esto pone una ficha sobre
e. Se repite esta construccién. Nuevamente la subgréfica libre de fichas de retroceso
desde @ no incluye a b, ya que esto implicaria la existencia de un circuito con conteo
de fichas de 1 a través de e. Asi, es posible disparar a nuevamente sin disparar b y,
por lo tanto, colocar una segunda ficha sobre e. Por lo tanto, el mar¢aje inicial no
€5 SegUro.

Corolario 3.2 8i una grdfica tiene un marcaje vive y seguro, entonces pare toda
arista de la grdfica es posible encontrar un circuito que pasa a trevés de la arista.
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Esta es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2. Esta consecuencia elimina
la posibilidad de tener sumideros, fuentes o cualquier arista de separacién en una
gréfica, a la que se le puede asignar con un marcaje vivo y seguro.

Teorema 3.3 i le grdfica subyacente! de una grdfica dirigida G(V, E) es conezs,
y si a G se le puede asignar un marcaje vivo y seguro, entonces G es fuertemente
coneza.

Demostracion

Astimase que la gréfica subyacente de G es conexa y que a G se le puede asignar
un marcaje vivo y seguro. Si G no es fuertemente conexa, entonces existen dos
vértices a y b tales que no existe una trayectoria dirigida de ¢ a b en G. Sea A el
conjunto de todos los vértices, incluyendo a, que son alcanzables desde a. Puesto
que A # V y puesto que la grafica subyacente es conexa, debe existir un vértice o’
en A y un vértice b’ en V — A que estdn conectados por una arista e. La arista e
debe estar orientada &' 5 a', o b' perteneceria a A. Sin embargo, el Corolario 3.2
implica la existencia de una trayectoria dirigida de @’ a ¥, lo cual contradice ¢l hecho
de que ¥ € V — A. Asi, la grifica debe ser fuertemente conexa.

En resumen, los Teoremas 3.1, 3.2 y 3.3 dicen que un marcaje dado de una
grifica es vivo y seguro si y s6lo si ningin circuito dirigido estd libre de fichas y a
través de toda arista existe un circuito con conteo de fichas de 1. También si existe
un marcaje vivo y seguro la grifica es fuertemente conexa. Pero jexiste un marcaje
vivo y seguro para toda grifica fuertemente conexa?. La respuesta es el contenido
del siguiente teorema.

Teorema 3.4 Para toda grifica dirigida finita y fuertemente conezae existe un mar-
caje vivo y seguro.

Demostracidn

Se puede encontrar un marcaje vivo simplemente poniendo una ficha en cada
arista. Por el Teorema 3.1 este marcaje es vivo. Ahora se puede usar la técnica
desarrollada en las pruebas de los Teoremas 3.1 y 3.2 para cambiar el marcaje hasta

1Esto significa la grifica que resuita de G ignorando las direcciones.
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que éste sea seguro, sin cambiar la cualidad de estar vivo. Asimase que para una
arista dada el minimo conteo de fichas de los circuitos dirigidos que pasan a través
de ella es k > 1. Es posible escribir una secuencia de disparos que traera k fichas
a la arista. Quitando £ — 1 de ellas ningin circuito se vuelve libre dé fichas. Esto
puede repetirse mientras existan aristas para las cuales no hay ningin circuito cuyo
conteo de fichas sea 1.

En el trabajo de Even, Commoner, Holt y Prueli [Even 1971] se mencionan
algunos otros resultados sobre éstas gréficas. Por ejemplo:

¢ En una grifica fuertemente conexa, un marcaje M puede derivarse mediante
una secuencia de disparos de un marcaje M’ si y sélo si tienen contecs de fichas
para los circuitos idénticos, es decir, para todo C {M' | C) = (M | CY({M | C)
es el conteo de fichas que el marcaje M coloca en el circuite C).

s En una grifica fuertemente conexa si un marcaje M’ puede generar a M (a
través de una secuencia de disparos), entonces M puede generar a M’.

3.2 Graficas marcadas estocasticas

Las grificas marcadas son una subclase de las redes de Petri, también llamadas
redes de Petri libres de decisién o graficas de eventos. Existen dos tipos de eventos
en una grifica marcada: el procesamiento realizado en los vértices, y el retardo de
transmision de las fichas a través de las aristas. La duracién de los eventos puede
expresarse por un ndmerc no negativo o por una variable aleatoria. Para el caso de
~las cotas que se usarsn en este trabajo se considera que las duraciones de los eventos
son variables aleatorias independientes, exponenciales e idénticamente distribuidas.
Las gréficas marcadas junto con el factor del tiempo permiten la evaluacidén del
desemperio de sistemas concurrentes. Por ejemplo, modelos de cémputo paralelo,
sistema de cémputo distribuido, sistemas de manufactura, algoritmos distribuidos.
La complejidad de un algoritmo distribuido se calcula usualmente suponiendo
que los tiempos de procesamiento y retardos de transmisién son iguales a una con-
stante que representa una cota superior de estos tiempos. En el trabajo desarrollado
por Sergio Rajsbaum y Moshe Sidi [Rajsbaum, Sidi 1994] se estudia el efecto en la
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tasa de la red de que los tiempos de procesamiento y retardos de transmisién sean
aleatorios y se comparan los resultados con el caso determinista del estudio de Simon
Even y Sergio Rajsbanm [Even, Rajshaum] en el que los tiempos de procesamienta
asf como los retardos de transmisién son constantes o acotados.

La medida de desempefio principal es la tasa de cémputo Rfv), es decir, el
niimero promedio de pasos computacicnales (disparos) de un vértice v por unidad
de tiempo. Se sabe que para grificas fuertemente conexas, F(v) es la misma para
todo vértice v. Se demostrd por Michael K. Molloy [Molloy 1982] que la tasa puede
calcularse analizando una cadena de Markov. Sin embargo este método de cdlculo
de la tasa es muy ineficiente porque, en general, el tamafio de la cadena de Markov
es muy grande. Por ejemplo, el niimero de estados de la cadena que corresponde a
la grifica marcada completa con una ficha en cada arista es 2" — 1,

A continuacién, usando ecuaciones de recurrencia se derivan cotas calculables
en la tasa de grificas marcadas fuertemente conexas. El material que aquf se pre-
senta proviene principalmente de los trabajos de Sergio Rajsbaum y Moshe Sidi
[Rajsbaum, Sidi 1994] y de Sergio Rajsbaum [Rajsbaum 1991]; se presentars al-
gunos resuttados que se utilizardn para obtener las cotas de la tasa de la red para
el ciclo dirigido y la gréfica completa. '

3.2.1 El modelo

Sea G = (V, E) una gréfica finita dirigida y fuertemente conexa. Un marcaje s, es
una funcién de E a los enteros no negativos y que representa el estado de la grafica,
donde s(e) es el nlimero de fichas en la arista e. Una grifica marcada GM = (G, s)
consiste de una grafica G y un marcaje inicial sy, Se asume que GM esta libre de
deadlock, es decir, que cada vértice dispara un nimero infinito de veces. Esto es
equivalente a asumir que todo ciclo tiene al menos una ficha en s,.

En una grifica marcada estocéstica s(e) representa el nimero total de fichas en
la arista e, las fichas que viajan a través de e mds las fichas almacenadas en un buffer
FIFO? (primero en entrar, primero en salir) al final de e. La operacién de disparo de
un vértice v empieza en el momento en el cual hay al menos una ficha en el buffer de
cada arista de entrada. Después de un tiempo de procesamienio, instantdneamente
la primera ficha del buffer de cada arista de entrada se remueve y se envia una ficha
a través de cada arista de salida de v. En este momento termina el disparo.

?First In, First Out.
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Inicialmente todos los vértices se encuentran en estado de reposo, en el cual no
hay fichas en trdnsito y no se realizan cdlculos. Una vez que un vértice deja su
estado de reposo, opera en fases que se describen a continuacién. Asimase que en
un tiempo arbitrario t(v), el vértice v deja e} estado de reposo y entra en su primer
tiempo de procesamiento PS;. Entonces, v permanece en PS; por 7o{v) unidades
de tiempo y transita a su primer estado de espera, W S,. De ahora en adelante, sean
PS5, y WSy, k > 0, el estado de procesamiento y espera para la k-ésima fase.

Las reglas de transicidén entre los estados son las siguientes: Si un vértice v
transita del estado PS; a W.S;, manda una ficha en cada una de sus ligas de salida.
Estas fichas se denotan por M;. Cuando v manda sus M, fichas, se dice que v ha
completado su k-ésimo paso de procesamiento.

Si un vértice v estd en el estado WS, y ha recibido una ficha en cada una de sus
aristas de entrada, borra una ficha de cada una de sus aristas de entrada, transita
al estado PSy.;, permanece ahi por 73y, unidades de tiempo y entonces transita
al estado W8,,,. De otra manera (al menos una de sus aristas de entrada no ha
recibido fichas ain), el vértice v permanece en el estade WS, hasta que recibe una
ficha de cada uno de sus vecinos de entrada, y entonces opera como fue descrito
anteriormente.

Los estados P8y, k > 0, corresponden a los pasos de cémputo durante la k-ésima
fase. Los tiempos de procesamiento, 7i(v), corresponden al tiempe que le toma al
vértice v completar el k-ésimo paso computacional. Los tiempos de procesamiento
me(v), k& > 0,v € V, son variables aleatorias positivas de valores reales definidas
sobre un espacio de probabilidad. Los estados WS, corresponden a la espera de v
hasta la terminacién de la k-ésima fase de todos sus vecinos de entrada.

" Para k > 0, sea t{(v) el k-ésimo tiempo de terminacién, es decir, el tiempo al
cual el vértice v envia lag fichas M) en lared G. Sea N®(v) (o simplemente N{v))el
conjunto de entrada de un vértice v en G, el conjunto de vértices en G que tienen
una arista a v, incluyendo a v, esto es N(v) E {v:u—ve E}J{v}. Con esta
notacién, la operacién del vértice v € V es como sigue. Una vez que v ha enviado
la ficha My en el tiempo ¢ (v), espera hasta que todos los vértices con una avista
hacia él envien la ficha M; |y empieza el (k + 1)-ésimo paso computacional; esto es,
después del maximo de £x{u), u € AM(v), inicia el (k + 1)-ésimo paso computacional,
el cual toma 7x41(v) unidades de tiempo, y entonces envia My,,. De este modo, la
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evolucién del medelo puede describirse por las siguientes recursiones:

to{v) t(v) + 7o(v)
(V) = mezuenp{ie(u)} + e (v), 20 (3.1)

Los tiempos de terminacién tienen una interpretacién en la teoria de gréficas.
Para un vértice v, sea 5{v) el conjunto de todas las trayectorias dirigidas de longitud
k que terminan en v, suponiendo que cada vértice tiene un arco hacia él mismo
(una arista v — v). Para & = 0, la tnica trayectoria de longitud 0 que termina
en v consiste de v. Para una trayectoria Py = vy — v; — -+ = (= v}, sea

T(Pe) & tlvo) + D5y mi(ws), y T(Sk(v)) & {T{P) : P € Se(v)}. Asf, T(S(v)) es un
conjunto de variables aleatorias; cada una es la suma de k + 1 variables aleatorias.
Nétese que estas variables aleatorias no son independientes, aln si las 7;(v) son
independientes. El calculo de #¢(v) se puede hacer de la siguiente manera:

Teocrema 3.5 Para todo v € Vi k > 0, tx(v) = maz T(Sc{v}).

Demostracion
Por induccién sobre k. Para & = 0 la tinica trayectoria de longitud 0 hacia v es
v, es decir, Sy{v) = {v} y T(So(v)) = {#{ve) + 70(v)}. Asi,

to(v) = maz T(So(v)) = £(v) + 7o(s).
Se supone que se cumple para k& > 0. De la Ecuacién 3.1 tenemos
tr1(v) = mazuen(y) {te(w)} + Toaa ().
Por la hipotesis de induccidn,
te+1(v) = mazuen(v) {maz T(Sk(u)) + 7es1(v)},
Lo que da el resultado deseado

tes1{v) = maz T(Sesr1(v}).
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3.2.2 Las medidas de ejecucidén

Existen varias medidas de ejecucién, unas de las més importantes son los tiempos
de terminacién tx(v), k > 0,v € V. Una medida de ejecucién de interés es el conteo
de procesos NZ(v) (o simplemente Ny(v)}, asociada con cada vértice v y definida
por
Ni(v) 2 sup {k: tx(v) < t},

esto es, Ny{v) es el niimero de pasos computacionales (menas 1) completades por v
hasta el tiempo ¢, o el indice m4s alto de una ficha M; que ha sido enviada por v
hasta el tiempo ¢. De la misma manera, N; 2 ¥o_, Ni(v) denota el nidmero total
de pasos computacionales (menos n) ejecutados en la red hesta el tiempo £. La
siguiente afirmacién indica que ningdn vértice puede avanzar (en términos de pasos
computacionales ejecutados) mucho mds adelante que cualquier otro vértice.

Afirmacién 3.1 Sea d el didmetro de una grdfica G dirigida y fuertemente coneza.
Entonces pare todo u,v € V yt 2 0, |Ny{u) — Ne(v)] £ d.

Demostrocién

Denétese por { la longitud de una trayectoria dirigida simple de u a v. Un
argumento inductive simple sobre ! demuestra que el hecho de que la dltima ficha
caviada por u hasta el tiempo t es Mp,q), implica que Ny(v) < Ne(u} + 1. Asi,
Ni(v) — N(u) <! £ d. El mismo argumento para una trayectoria simple de v a u
demuestra que Ny(u) — Ny(v) < d.

Otra medida de ejecucién importante es la tasa de cémputo, R%(v), (o s1mp1e-
~ mente R(v)) del vértice v en la red G y estd definida por -

Ng('U)
t

siempre que el limite existe. Nétese que R(v) es un nimero, no una variable aleato-
ria. De manera similar, la tasa de cémputo de la red estd definida por

Ny

A
R= hmg_;mT

R{v) 2 Mmoo

La Afirmacién 3.1 implica que para todo u,v € V, R(u) = R(v), y por lo tanto
R =nR(v).
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3.2.3 Distribuciones de probabilidad generales

En esta seccién se compara el desempefio de redes diferentes con distribuciones ge-
nerales de los tiempos de procesamiento, se demuestra que agregar aristas a una
gréfica con una topologfa arbitraria, hace m4s lenta la operacién de cada vértice en
la gréfica; en el trabajo de Sergio Rajsbaum y Moshe Sidi [Rajsbaum, Sidi 1994]
se comparan las tasas de diferentes grificas usando empotramientos en graficas.
Ademis se comparan grificas con la misma topologia pero diferentes distribuciones
de los tiempos de procesamiento. En particular, se demuestra que el determinismo
maximiza la tasa y la distribucién exponencial la minimiza.

El siguiente teorema demuestra que agregar aristas a una red con una topologia
arbitraria retarda la operacién de cada vértice en la red.

Teorema 3.6 Sea una grdfica G(V, E) y E' C V x V un conjunto de aristas dirigi-
das. Sea H(V,E U E') la grdfica obtenida de G agregando las aristas E'. Asimase
gue el vérticev, 1 < v < n despierte en G y H al mismo tiempoe t(v). Pare toda re-
alizacidn de los variables aleatorias 7 (v), k 2 0, 1 < v € n, se cumple la siguiente
desigualdad

te(v) < &' (v),

paratodo k> 0,1 <v<n.

Demostracion
La demostracién es por induccién sobre k. La base de la induccién es

5 (v) = t(v) + 7o(v) = £ (v).

La hipétesis de induccién es tF(v) < tff{v). Se necesita demostrar que tg.,(v) <
tH. 1 (v). De la Ecuacidn 3.1 se tiene que

tf+1(”) = MATyeNG(v) {tf(“)} + Tiga (v), tf+1(”) = ma$ueN”(u){tf(u)} + Tk (v).
Puesto que MY C N'¥, se tiene que
maz,enop {1 (1)} < mez epnp {th (w)}

y por lo tanto tg,, <t para todo v.
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Corolario 3.3 Bajo las condiciones del (Teorema 3.6) tenemos gue NG{(v) > Nf(v)
y RS(v) > RH(v) (cuando existe el limite) pore todo v € V. También NE > NJ.

Es importante hacer las siguientes observaciones:

1. Nétese que no se hizo ninguna suposicién acerca de las variables aleatorias
e(v). En particular no necesitan ser independientes.

2. Esta demostracién implica que la variable aleatoria N es estocdsticamente
mayor que NF, es decir Prob{NE > a} 2 Prob{N} > a} para toda a.

3. Lo anterior implica que si se inicia con un circuito dirigido (la grifica fuerte-
mente conexa con el menor nimero de aristas) y se agregan aristas sucesiva-
mente, se obtiene una grafica completa sin incrementar la tasa.

Se puede usar la teoria de empotramientos en gréficas para comparar el com-
portamiento y tasas de grificas diferentes. Un empotramiento de una grifica G en
una grifica H se especifica por una asignacién uno a uno de los vértices de G a los
vértices de H : & : Vg = Vj; y un ruteo p de cada arista de (G a una trayectoria
diferente en H : p: Eg — Trayectorias(H). La dilatacién de un empotramiento es
¢l monto miximo que el ruten p estrecha cualquier arista de G:

dilatacion (o, p) = maz,weglongitud(plu — v))

También es posible comparar redes G(V, E) y H(V, E) con la misma topologfa

pero que operan con distribuciones de las variables aleatorias 7,(v) diferentes. Para
esto se supone que los tiempos de procesamiento 72 (v}, k > 9, v € V son indepen-
dientes y tienen media finita E[78{v)] = A,
_ Se dice que X, como la tasa potencial de v.(esta seria.la tasa de v si no tuviera
que esperar fichas de sus vecinos de entrada). Los tiempos de procesamiento de H
se distribuyen como en G excepto por un subconjunto V' C V de vértices, para
los cuales se supone que los tiempos de procesamiento son deterministas, es decir,
Hw) =X, ve V', parak > 0. Sean 7(v) = 78w} = nlv), k2 0, v > V'
realizaciones especificas de las variables aleatorias en G. Se asume que los vértices
se despiertan al mismo tiempo en ambas redes.

Teorema 3.7 Bajo las condiciones anteriores se tiene

tf (v) < E{tf (v)],
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para todo vértice v y k > 0. La esperanza se toma sobre las distribuctones respectivas
de los tiempos de procesamiento de los vértices de G en V',

Demostracién La demostracién es por induccién sobre k: para el caso base k = 0
obsérvese que:
E[t§ (v)] = t§ = t(v) + 7o(v) = ta(v)
,parav 3 V'’
E{t§(v)] = t{o) + 271 =t
, para v € V' La hipétesis de induccién es ¢t (v) < Eft€(v)] y es necesario demostrar
que tf,(v) < E{tf,,(v)] para todave V
De la Ecuacién 1 se tiene que

th+1(”) = maxuem(u)tf(u) + TEH(U)’
para v € V. La desigualdad de Jensen implica:
E[tg,1(v)} 2 mazuen EIEf (u)] + Elrey, (v)]
. Por hipoétesis de induccién
E[tg+l('u)] 2 mmueN(v)tf(u)l + E[TEH(U)] = 14 (u)

, porque E[r8,,(v)] = e (v) para v s V' y E[z8,, (v)] = A;?, parav € V’

Cabe sefialar que el teorema se cumple si los tiempos de procesamiento de los
vértices de H en V' son deterministas, pero no necesariamente tienen que ser los
mismos para todo k.

Distribuciones exponenciales

En esta seccién se enuncia algunos resultados suponiendo que los tiempos de proce-
samiento 7x(v), k¥ 2 0, v € V se distribuyen exponencialmente, son independientes
v con media A, A continuacién se presentan algunos resultados para topologias
generales y se mencionan los cdlculos para el ciclo dirigido y la grafica completa.

Dendtese con d..(v) el ndmero de aristas que salen de v més 1 y d_(v) como ¢l
nimero de aristas que entran a v mds 1, sean

Oy =mozeevdi(v) A =maz,evd_(v)
6.§. = minuevd+('v) 5_ = minuevd..('v)
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Lema 3.2 (Cota inferior) :

i} Para todo k > 0 eziste un vértice v € V para el cual

Ety(v)] 2 mazyevt(u) + X711 + klogéy]

i1} Para todo k > 0, y todo v € V' se cumple lo siguiente

Elty(v)] = mingevit(u) + A7 1 + klogd_]

Lema 3.3 (Cota superior) :

i) Para todo k > 1, para todo v,
4
Elte-1{v)] € mazyevt(y) + K(l +klogAl)

11) Para todo k > 1, y pera todo v,

l'?

4,0 .. L
Eity 1(u)] < mazuevt(u) +log | Vi +3(1 + klog 44)
El siguiente teorema se obtiene usando las cotas para los valores esperados de
los () y nos da las cotas superior e inferior de la tasa de la red.

Teorema 3.8

A <R < Ao
410gmm(/_\+, )_ “logmaa:(ch,é..)

Como resultado del (Teorema 3.8} se obtienen las siguientes cotas para la tasa del
ciclo dirigido Cp, (A = § = 2) y para la grifica completa K, (A = § = n)tomando
& n como el mimero de vértices:

0.36A < R%(v) < A
by A
]

S RK“('U) S
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Para calcular los valores exactos de las tasas de Cn y K, se define una ca-
dena de Markov asociada con la gréfica. Esta cadena se puede denotar como
X(t) = (X1(2), X2(2), ..., Xm(t)), donde X;(t) es el nimero de fichas guardadas
en el buffer de la arista i en el tiempo £, y m es el nimero de aristas en la grafica.
El estado en el cual X;(0) = 1,1 < i < m se denota por sg.

Es posible demostrar que el nimero de estados,denotado por N, en la cadena
de Markov es finito. Esto ocurre porque una transicién de la cadena no cambia
el niimero total de fichas en un circuito de la gréfica (Lema 3.1). Si la gréfica es
fuertemente conexa la cadena de Markov es irreductible, es decir, que todos los
estados de la cadena se comunican entre si. Por lo tanto, las probabilidades limite
F;,1 <4< N delos estados s; de la cadena existen, son todas positivas y la suma es
igual a 1. Sin embargo N puede ser exponencial sobre n; por lo tanto no es factible
calcular directamente la tasa resolviendo la cadena de Markov. Mediante un enfoque
combinatorio es posible solucionar esta cadena para dos clases de gréficas.

Sea Gx el diagrama de transicién de la cadena de Markov X. Considérese un
arbol de bisqueda por capas BFS de Gx con raiz en 3. El nivel L{v) de un vértice
v es la distancia de sg a v. Asi, L{sy) = 0. Denétese con L;, ¢ > 0 al conjunto de
vértices en el nivel 1 y con L el niimero de niveles de Gy.

El siguiente teorema presenta el valor exacto de la tasa del ciclo dirigido y nos
dice que cada vértice en C, trabaja al menos a la mitad de su tasa potencial, sin
importar el valor de n.

Teorema 3.9 La tase R{v) de un vértice en C, es

R(u)=)\[l— ”"1]~%

2n—1
_ (2n-1)!
T alfn—1)

y la probabilided lfmite de cada estado es 1/N donde N es el nimero de estados en
lo cadena asocieda.

Demostracidn

Si M es el nimero de estados en los cuales hay al menos una ficha en cada arista,
entrando a un vértice v, entonces la tasa de ejecucidn serd M/N veces la tasa de
disparo esperada. Esto se produce porque v serd habilitado cuando tenga mas de
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cero fichas en su arista de entrada y, puesto que todos los estados tiene la misma
probabilidad, el porcentaje de tiempo que estd habilitado es simplemente M/N.
El niimero de maneras de poner n objetos en k lugares es

_(n+k-1)
Pl k) = Ty,
En el caso del ciclo N = P(n,n) y M = N — P{n,n —1}. Asi
E—.l__"'_—l
N~ 2n—1

Sea K, una grifica completa con n procesadores. Un estado estd en el nivel [,
0 €1 < n—1,si es alcanzable desde sy por el disparo de ! vértices. Se denota con
P(l) & la probabilidad l{imite de un estado en el nivel L.

Teorema 3.10 Lo tasa de un vértice en K, es

R(v) = A /i.l. ~t
i logn
Demostracion
Considérese una cadena de Markov T, La raiz de T, s, €5 el estado en el cual
cada arista tiene una ficha. Un estado s tendra un hijo por cada uno de los vértices
habilitados en el estado s; un hijo de s corresponde al estado al que se llega de s
por el disparo de uno de los vértices habilitados en el estado s.
En T el nimero de estados en el nivel { es n!/(n — {)!, porque cada vez que un
— _~értice dispara no puede disparar nuevamente hasta que el resto de los vértices ha
disparado. Asi, el niimero Ny de estados en T es

.ol
Nr = Z Kl
i=1
El nimero de estados en los cuales un vértice dado estd habilitado en el nivel I,

hab(l) (las aristas del nivel { al nivel { + 1), es

n!

hab(l) = 'rl—z(n— T~ 1)
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porque que en el nivel { hay n!/(n —{ — 1)! vértices habilitados, y por simetria cada
vértice es habilitado el mismo nimero de veces en cada nivel.

Sea FT la probabilidad limite de un estado de T en el nivel /. Se puede demostrar
que T = (n—1—1)!/K, donde

n—1

K= Z l)|Pl _nz

=0 ( =1
Asf se obtiene que el porcentaje del tiempo que un vértice estd habilitado es

n—1

Zut(l) = =T

=1 §

donde ut(l) = hab(l)PT y su tasa es Aut.

Corolario 3.4 Pare una red K,
N=2"-1

n —[ -1}
P = i{n n i 11).
i=1 §
Demostracion
Es posible que dos estados de T correspondan al mistno estado s de K,,. De
hecho, si un estado de T se alcanza desde sy disparando una secuencia de vértices
de longitud k, entonces todas las permutaciones k! de vértices en esta secuencia
constituyen una secuencia de disparos vilida, la cual lleva al mismo estado s. Asi,
la probabilidad limite de un estado s al nivel { es:

Un-1-1)!
lEl—-lg

El nimero total de estados diferentes en el nivel { es nl/l!(n — { — 1}! ¥ el niimero
total de estados diferentes es:

PL=1IPT =

n—-1

Yoalln-Dl=2" -1

=0
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Corolario 3.5 Asintdticamente, la tasa de una red de n vértices estd enire In/2 y
An/logn.

De esta forma termina el Capitulo 3 y ahora serd necesario utilizar las técnicas
de reduccién de varianza para analizar las clases especiales de graficas presentadas
al final de este capitulo .

Para llevar a cabo el andlisis de estas graficas mediante simulacidn, se podria
usar alguna herramienta de simulacién para las redes de Petri, puesto que, como ya
se ha mencionado, estas gréaficas son una subclase de las redes de Petri.

Para ver con mayor detalle cémo se calculan las probabilidades limite de la
cadena de Markov asociada con una red de Petri, pueden consultarse los articulos
de Michael K. Molloy [Molloy 1982] y de M. Ajmone Marsan [Marsan}].

Para los resultados mencionados en este capitulo se supone que los tiempos de
transmisién de las fichas es insignificante; si se desea ver qué sucede cuando no se
consideran como insignificantes los tiempos de transmisién, es posible consultar el
trabajo de Sergio Rajsbaum y Moshe Sidi [Rajsbaum, Sidi 1994].




Capitulo 4

Herramientas para la simulacién

Debido que las Graficas Marcadas Estocdsticas son una subclase de las redes de
Petri Estocdsticas es posible utilizar las técnicas para el andlisis de las redes de
Petri estocasticas en las graficas marcadas estocdsticas.

Las redes de Petri estocdsticas son un formalismo conveniente para calcular ol
desempeiio de un sistema concurrente o para determinar si dicho sistema es correcto.
Las redes de Petri definidas originalmente por Karl Addam Petri, no consideraban el
tiempo. Esta extensidn surgié posteriormente para permitir el andlisis cuantitativo
de un sistema concurrente.

El anélisis necesario para verificar si un sistema &s correcto se basa en andlisis de
invariantes o generando la gréfica de alcance. Para realizar ¢l andlisis del desempefio
es necesario calcular la distribucién de probabilidad de la Cadena de Markov aso-
ciada, la cual es una técnica analitica exacta. Un estado de la cadena de Markov
asociada con la red de Petri estd dado por un marcaje de la red; cada marcaje dife-
rente corresponde a un estado de la cadena de Markov. Sin embargo, el tamaiio del
espacio de estados crece de manera exponencial.

Otra técnica para el andlisis del desempeno de una red de Petri es la simulacidn.
En particular se proponen las técnicas de reduccidn de verianze para realizar el
andlisis de una red de Petri mediante simulacién.

Como se menciond en el Capitulo 2 para el uso de las técnicas de reduccidén de
varianza, es preciso tener el control sobre la generacién de los nmimeros aleatorios,
va sea para la sincronizacion en la técnica de NAC o para generar el par de variables
deseadas en el caso de la técnica de VA.

47
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En las siguientes secciones se describen las caracteristicas de las herramientas
consideradas en este trabajo.

4.1 Generacién y sincronizaciéon de las variables
aleatorias

Para la generacién de los valores aleatorios que representan la distribucién exponen-
cial es recomendable utilizar el método de la transformacién de la inversa debido a
que asegura la monotonicidad en el comportamiento de los niimeros aleatorios con
respecto a la generacidn de las variables aleatorias.

Este método consiste en que una vez que se obtuvo el niimero uniforme (0, 1), el
nimero exponencial se obtiene calculando X = F~!(U).

En el caso de la distribucidn exponencial sea X una variable aleatoria con dis-
tribucién exponencial con media A. Su funcién de distribucién es:

1—e** siz>0
Flz) = { 0 en otro caso

y as{ tenemos que
F~Yuy=-Aln(l - u)

De este modo, para obtener la variable aleatoria exponencial primero generamos
U ~ U(0,1) calculamos 1 — U y hacemos X = ~Aln(l — U).

En el caso de las variables aleatorias que se generan para las gréficas se escoge
A = 1/2. Asi la funcién que genera nimeros de acuerdo con una distribucién
exponencial con media A = 1/2 queda:

_ X = -1/2In{l.— u) _

En la presentacién posterior del cédigo Java de la definicién del retardo de una
transicidn, se puede observar que efectivamente este es el método que se sigue para
la generacién de los valores de la distribucién exponencial.

También debe sefialarse que el generador de nimeros aleatorios juega un papel
muy importante en la aplicacién de las téenicas de reduccidn de varianza. Como
se vié en el Capitulo 2 se necesitan ciertas caracteristicas deseables en los pasos
intermedios de la generacién de los variables aleatorias como la monotonicidad, la
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posibilidad de tener diferentes flujos de nimeros aleatorios para poder obtener una
buena sincronizacidn y, por iltimo, otra caracteristica importante de un generador
de nimeros pseudo-aleatorios s que se pueda reproducir un flujo de nimeros, de
otra forma seria imposible la aplicacién de les técnicas de reduccién de varianza por
las razones que se expresaron en su momento.

4.2 Herramientas de simulacién de redes de Petri

Hay una gran variedad de herramientas y con caracteriticas diferentes: para diferen-
tes plataformas, con algin costo o gratuitas, que permiten animacién o simulacidn,
mediante la cual se puede realizar un andlisis cualitativo o cuantitativo, que modelan
redes de Petri coloreadas o con jerarquia y colas.

Estas herramientas permiten o exigen diferentes grados de intervencién del usua-
rio; mientras que existen algunas que son muy abiertas y permiten mucha flexibili-
dad, existen también los que son muy rigidas pero que presentan mucha facilidad en
su uso. Para este trabajo fue necesario inclinarse por una herramienta que permi-
tiera mayor flexibilidad y sobre todo aceso a la generacidn de las variables aleatorias
que conducirian la simulacidn.

La seleccién de una herramienta de redes de Petri adecuada puede ser un proceso
largo y complejo debido a la gran variedad de éstas que existen. Afortunadamente
existen algunos trabajos de evaluacién de dichas herramientas que facilitan esta
tarea. En particular el trabajo de Harald Stérrle [Stérrle 1998] es muy informativo
sobre las caracteristicas de algunas de las herramientas que se evaluaron. De esta
forma no fue necesario realizar una investigacidn exhaustiva sobre las herramientas
que se encuentran disponibles y sélo se consideraron las que quedaron mejor ubicadas
en la evaluacién antes mencionada.

Se tomaron en cuenta principalmente dos criterics para que estas herramientas
fueran consideradas en este trabajo:

¢ El primer criterio que se considerd con este conjunto reducido de herramientas
fue el costo, descalificando el uso de las que no fueran de distribucién gratuita.

o El segundo criterio seguido para seleccionar alguna herramienta dentro de
la nueva y reducida lista fue que permitieran tener cierto control sobre la
generacién de las variables aleatorias para poder utilizar algunas de las técnicas
de reduccién de varianza.
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De esta forma algunas herramientas muy buenas y que se encuentran bien colo-
cadas dentro de la evaluacidén no pueden utilizarse para la aplicacién de las técnicas
de reduccién de varianza por las razones que se describen a continuacidn.

La herramienta de Design CPN estd enfocada a la redes de Petri coloreadas
y también con jerarquia. Esta herramienta es la mejor ubicada en la evaluacién
antes mencionada; sin embargo no permite tomar el control de la generacién de las
variables aleatorias. Cabe mencionar que la documentacidn que existe sobre esta
herramienta en Internet es excelente, est4d muy bien organizada y es abundante. La
inica posibilidad que nos permite es el establecimiento del valor de la semilla del
generador de niimeros aleatorios, pero esto resulta insuficiente.

La herramienta HQPN-Tool, a pesar de que permite realizar el analisis cuantita-
tivo y cualitativo de una red de Petri con colas y jerdrquicas, no nos permite aplicar
alguna de las técnicas de reduccién de varianza porque la forma en que calcula las
probabilidades limite es un método analitico exacto, es decir, no permite llevar a
cabo una simulacién de una red de Petri.

Acerca de la herramienta PEP se puede decir que el criterio que la descalificd
para considerarse como candidata para usar alguna de las técnicas de reduccién
de varianza, es que tampoco permite tomar €l control sobre la generacién de las
variables aleatorias. Sin embargo existe un gran interés por parte de los creadores
de la herramienta en extender sus funciones y en recibir opiniones y sugerencias por
parie de los usuarios.

De este modo, la herramienta que mejores oportunidades ofrece para la simu-
lacién de las gréficas marcadas estocdsticas mediante técnicas de reduccidn de va-
rianza es Moses, 1a cual es una evolucién de la herramienta CodeSign (que es la
que aparece originalmente en la evaluacién). Esta herramienta presenta las mejores
oportunidades para la aplicacién de algunas técnicas de reduccién de varianza y a
continuacion se describirdn algunas de sus caracteristicas.

4.2.1 La herramienta Moses

La herramienta de Moses estd basada en Java2, por lo tanto es posible desarrollar
modeles que podrian ser analizados y simulados en distintas plataformas. Este
punto es muy importante, puesto que algunos autores que escriben sobre el andlisis
experimental de algoritmos, sugieren entre otras cosas precisamente esto; realizar
los experimentos en distintas plataformas.
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A continuacién se mencionardn algunas de sus caracteristicas:

Permite el modelade visual de sistemas de eventos discretos

*

e Soporta notaciones visuales (formalismos) heterogéneas

Permite la creacién simple de nuevos formalismos

Cuenta con un ambiente de simulacién, validacién y evaluacién

Genera cédigo Java .

Permite crear una plataforma de experimentacién para:

— la verificacién de algoritmos
— realizar técnicas de simulacién

— desarrollo y especificacién de formalismos
» Produce modelos ejecutables.

Favorece la creacién de componentes reutilizables

Cuenta con manejo de tiempo

o Permite visualizacién del comportamiento y los resultados

Cuenta con interfaces para simuladores externos
+ Cuenta con entrada y salida para escenarios de prueba

Existen diferentes niveles de interaccidén con Moses, dependiendo de la clase de
tareas que se deseen realizar y para ello cuenta con tres diferentes tipos de usuario:

e Usuario
o Metausuario

e Programador
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Cada tipe de usuario tiene un conjunto de facilidades que puede utilizar para
la simulacién del sistema que estd interesado en analizar. La organizacién de las
facilidades que Moses proporciona mediante tipos de usuario, permite evitar que, por
ejemplo, un usuario que sélo desea utilizar algunos de los formalismos ya definidos
para modelar un sistema tenga que aprender muchas de las caracteristicas que tiene
la herramienta. Por otro lado, si alguien quiere definir un nuevo formalismo, no
€8 necesario que tenga que programar cn Java; para ello cuenta con un conjunto
de lenguajes definidos para estos propésitos y, por iltimo, si alguien desea agregar
nuevas caracteristicas o conectar algunos componentes con otros programas de si-
mulacién puede hacerlo. A continuacidn se presentan las facilidades que se permiten
para cada tipo de usuario.

El usuario puede realizar las siguientes tareas:

» Crear componentes del modelo en una variedad de notaciones gréificas y tex-
tuales.

¢ Simular y animar los componentes,

» Evaluar los resultados de la simulacién usando una variedad de herramientas
externas e internas.

El metausuario
# Define la sintaxis visual de una notacién visual o textual
— la parte textual se define por el lenguaje de expresidn
+ define su semdntica
e define sus reglas de animacién
El programador
» Puede conectar los componentes de Moses con otros ambientes de simulacidn.
s Puede usar algin componente como una aplicacién independiente.

¢ Pueden incorporarse componentes de terceros al ambiente de Moses.
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En el caso de que se esté interesado en usar Moses para la simulacién de las
grificas marcadas estocdsticas usando técnicas de reduccién de varianza se tendrd
que interactuar con la herramienta a los niveles de un usuario y de un programador,
ya que con el conjunto de facilidades que proporciona para un ustiario no es suficiente
para poder aplicar dichas técnicas.

Debido a que en la definicién de las redes de Petri sélo las transiciones estdn
habilitadas para alojar un objeto de retardo de transmisién, las grificas marcadas
se modelaron de la sigutente forma:

* Los vértices de la grifica son las transiciones en la red de Petri.

e Las aristas de la grifica tendrén tres elementos que las representan: una liga
entre la transicién y un lugar (que funciona como buffer), el lugar y una liga
entre el lugar y la transicién a la que debe conectarse.

S5i se desea modetar el hecho de que las aristas de una grifica marcada estocdstica
presenten un retardo de transmisién, es posible definir un retardo en los lugares de la
red de Petri modificando el formalismo de las redes de Petri estocdsticas que Moses
proporciona.

En el papel de usuario sdlo seria necesario definir las grificas que van a ser
analizadas, es decir, definir la estructura de las mismas. Las grificas se pueden
definir recursivamente aprovechando esta facilidad de la herramienta.

La posibilidad de definir una gréifica de manera recursiva es importante, ya que
de no contarse con ¢lla la tarea de definir las grificas resultaria casi artesanal. Por
ejernplo, para el caso de la grafica completa con 15 transiciones se tendria una grafica
como en la Fig. 4.1.

Utilizando las facilidades de Moses se puede definir la grafica completa de una
forma que permita tener una grafica con un gran nimero de vértices. Para ello, se
define la grifica en dos niveles: el nivel de nodo y un nivel superior que repetird
la creacion de objetos de tipo nodo tantas veces como sean determinadas por sus
pardmetros de creacidn.

Esta comunicacién entre niveles de representacién de un problema es posible
gracias a la existencia de los puertos, los cuales permiten la salida o entrada de
fichas u otros elementos a través de los componentes de un formalismo determinado.
De esta forma es posible tener comunicacién entre una red de Petri y una red de
procesos.
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Figura 4.1: Grifica completa con 15 transiciones.

Los elementos de un formalismo tienen un conjunto de atributos, les cuales
pueden editarse. Por ejemplo, una transicién tiene un atribute de retardo (De-
lay) ¥ un atributo de funcién (Function) entre otros, un lugar tiene un atributo del
nimero de fichas inicial (Initial tokens) y un atributo de nombre(Name).

Aunque la definicién de un ciclo dirigido es més sencilla, se tiene el mismo pro-
blema de la grifica completa cuando se desea tener una estructura con un nimero
muy grande de vértices, la tarea de definir la estructura puede resultar muy onerosa.
Por ejemplo en la Fig. 4.2 puede verse en primera instancia el elemento bésico para
la construccién del ciclo; consta de un puerto de entrada, para recibir fichas, de dos
puertos de salida, uno para enviar una ficha para su vecino de salida y otro para
enviar 1as estadisticas ya sea a un archivo o si se desea a un graficador en linea con
el que cuenta Moses.

Un atributo impertante de la transicién es el atributo Delay, €l cual sirve para
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Figura 4.2: Definicién recursiva del ciclo dirigido en Moses, elemento basico.

definir la funcién de distribucidn que se usara para generar los retardos de proce-
samiento, en nuestro caso se trata del pardmetro delayFactory que serd propor-
cionado ¢n otro nivel superior de la definicién del ciclo. Los pardmetros de la si-
mulacién de un componente de Moses, se proporcionan a través de una clase del
tipo DinamicFiringDelay en el componente de configuracién de la simulacién, Para
poder emplear algunas de las técnicas de reducién de varianza es posible definir
alguna funcién de distribucién mediante una clase de este tipo. Por ejemplo, en el
caso de una distribucién exponencial la clase de retardo del disparo es la siguiente:

package hades.PetrilNet;

import java.util.*;

import hades.PetriNet.*;

public class DidExponential extends AbstractDynamicFiringDelay {
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private double mean;

public double minFiringDelay() {
return 0,

}

public double wmaxFiringDelay() {
return Double.POSITIVE_INFINITY;

}

public double firingTime(double actTime, double now) {
double u = nextDouble();
return now - mean * Math.log(u);

}

public DfdExponential(double mean) {
this.mean = mean;

}

public DfdExponential(int mean) { this{{double)mean); }

}

La definicién tendria que hacerse en cédigo del lenguaje java. De esta manera
Moses proporcione un medio para extender las funciones que ofrece. Sin embargo,
cabe mencionar que por el momento no se cuenta con la facilidad de establecer la

semilla para menerar el nimern aleateric que servird para generar ¢l valor correspon-
diente a una distribucién particular.

Como puede observarse se utiliza una notacién de listas para definir el valor de
las salidas de una transicién, de tal forma que una ficha puede ser una lista con dos
elementos, como el caso de la ficha que serd liberada por la arista stat, o puede ser
la lista nula. Es muy importante sefialar que la lista que representa las fichas de
salida o de entrada puede contener varios tipos de objetos, proporcionando un gran
poder de modelado. - - i - - -

En el siguiente nivel de la representacién del ciclo dirigido se tiene que se hace
uso del formalismo de las redes de proceso, en este nivel se creardn tantos nodos del
ciclo como se hayan solicitado mediante alguno de sus parimetros. Gracias a esta
representacién y a la posibilidad del uso de pardmetros es posible definir redes con
¢l tamano y distribucién de probabilidad que se desee.

En la Fig. 4.3 puede verse cdmo el elemento bdsico es un objeto asociado a un
proceso de la red de procesos y uno de sus atributos permite la creacidn de los

elementos necesarios en funcién de su atributo Parameters.
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Figura 4.3: Definicién recursiva del ciclo dirigido en Moses, elemento superior.

Ademds del ambiente de definicion del modelo usando diferentes formalismos,
Moses cuenta con un ambiente de simulacién que permite varias facilidades.
Las caracteristicas de la arquitectura de simulacién son:

¢ Componentes de la simulacidn

— componentes como objetos
— jerarquia dindmica
— firmas de componentes

e Contencién y programacién de eventos

— flexible
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— facilita las estructuras de modelos dindmicos

— reduce €} control
¢ Simuladores eficientes en c6digo duro para clases de modelos especificas

- redes de procesamiento
— redes de Petri

o DiscreteEventComponents

— tienen entradas y salidas

* MessageListeners, MessageProducers
* Pueden tener firma

— tienen un estado

— se inicializan y pasan a un programador de eventos
¢ EventProcessors

— ejecutan eventos y efectuan el cambio de estado
— pucden programaise exaciamente una vez
¢ Scheduler

- arregla una cantidad de EventProcessor de acuerdo con su timestamp

— inician la ejecucién de primer EventProcessor

_ Ademds del ambiente_de simulacién, Moses permite el uso de expresiones en
ciertas clases, por ejemplo, en el caso de las transiciones es posible tener funciones
que tomen valores de sus aristas de entrada (esto es gracias que una ficha puede ser
un objeto de cualquier clase y gracias a que las aristas tienen nombres que pueden
usarse dentro de las expresiones)

El uso de expresiones en ciertas ¢lases de la simulacién agrega mucha expresividad
a la herramienta. Existen varios lenguajes que se manejan dentro de la herramienta
Moses y cada uno cumple con las siguientes funciones:

¢ Elan
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— cdlculos dentro de los métodos
— parte del procedimiento de verificacién de sintaxis
— configuracién de la herramienta

e GTDL
— especificacion de la sintaxis
+ OMA

— definicidn seméntica

— configuracién de la herramienta
s Otros

— Scheme {cdlculo dentro de los modelos)
— Tcl/Tk/Jacl (configuracién de la herramienta, cdlculo)

A pesar de que no se cuenta por el momento con la facilidad de establecer la
semilla para la generacién de las variables aleatorias que conducen la simulacién, uno
de los autores de Moses est4 muy interesado en proporcionar esta caracteristica.

Asi se da por terminado este capitulo en el que se proporcionaron los elemen-
tos para realizar una simulacién de dos casos particulares de grificas marcadas
estocdsticas.

LSTA TESIS NO SALE
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Capitulo 5

Conclusiones

En este capitulo se realiza una evaluacién de la conveniencia de la aplicacion de la
experimentacion para el andlisis de las grificas marcadas estocdsticas y del uso de
alguna herramienta de simulacién de redes de Petri.

5.1 Simulacion de las GME usando Moses

Como se pudo ver, utilizando las herramientas de simulacién de redes de Petri se
puede evitar la programacidén de un simulador particular para las gréficas marcadas.
Sin embargo, existen algunas dificultades que hay que tomar en cuenta:

¢ Algunas de las herramientas son completamente cerradas y no permiten mo-
dificar o agregar algunas funciones.

¢ Existe la posibilidad de tener que realizar programacién, para lo cual hay que
comprender la filosofia de la herramienta que se estd empleando.

» Puesto que se estd evaluando el desempenio de las graficas per se, es necesario
que exista una forma eficiente para representar graficas con un nimero grande
de vértices.

Dentro del conjunto de herramientas disponibles Moses proporciona muchas fa-
cilidades no sélo para simular redes de Petri, sino que permite la simulacién de
sistemas complejos usando varios tipos de formalismos que inclusive se pueden usar
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conjuntamente para modelar, simular y visualizar el comportamiento de algtin sis-
tema complejo.

Ademds, Moses cuenta con un componente mediante el cual es facil visualizar la
ejecucién de algin objeto de un formalismo particular junto con la graficacién, al
tiempo de ejecucién, de algunos valores numéricos de resultado. Esto, gracias a la
existencia de puertos de entrada y salida que permiten el paso de objetos entre sus
diferentes componentes.

También es posible crear un formalismo que represente a las grdficas marcadas de
una forma natural ¥ no se tenga gue ajustar al modelo de redes de Petri. En cuantoa
la representacién gréfica de los elementos de los formalismos, Moses permite asignar
las figuras que representan a cada uno de los objetos que son parte del mismo. Para
que Moses pueda generar clases de un nuevo formalismo es necesario proporcionarle
las reglas de sintaxis y de seméntica, utilizando los lenguajes que se mencionaron en
el Capitulo 4.

La aplicacidn de las técnicas de NAC y VA es posible de la siguiente manera: en el
caso de la técnica de NAC hay que usar un flujo del generador de niimeros aleatorios
por cada una de las transiciones de la grafica para conseguir una sincronizacién
completa de los modelos a comparar y en el caso de las variables antitéticas es
posible definir en Java un nuevo retardo exponencial antitético de disparo para las
traasiciones y usar la media aritmética en lugar de usar un retardo exponencial
simplemente.

Una vez que se hubiera definido el formalismo de las graficas marcadas, la apli-
cacién de otras técnicas de reduccién de varianza como Variables de Control o
Esperanza Condicional podria llevarse a cabo. Sin embargo, con lo que se tiene
actualmente también es posible realizarlo con el dnico inconveniente de que la re-
presentacién de las graficas diferentes del ciclo y la completa puede ser una tarea

. muy_laboriosa. N o _

Hay que recordar que a pesar que estas técnicas se han aplicado desde hace
tiempo en el campo de la simulacién, est4n demostrando su factibilidad en el andlisis
de algoritmos y para una mejor referencia pueden revisarse los trabajos de Catherine
McGeoch y Bernard Moret.

Acerca de la simulacién de redes de Petri en general, existe otra [orma de
abordar este problema. Existe un trabajo de Francois Baccelli y Miguel Canales
[Baccelli, Canales] sobre la simulacidn paralela de las redes de Petri medianta las
ecuaciones de recurrencia, lo que permite mejorar el tiempo de simulacién con res-
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pecto a la simulacidn de eventos discretos.

Otra tarea pendiente es analizar los resultados de simulaciones usande Moses en
varias plataformas, esto gracias a que estd basado en Java. Dichas comparaciones
indican si el ambiente tiene influencia en la simulacién. Para conseguir lo anterior
basta copiar el repositorio o simplemente los componentes que se requieran.

De esta manera ya se ha construido un ambiente bdsico para la simulacién de
estos dos casos particulares de gréficas: el ciclo dirigido y la grifica completa. Estos
casos fueron fécilmente representados debido a su estructura, sin embargo tratdndose
de otros casos es posible que su representacidn resulte mas complicada.

El control sobre el valor de la semilla del generador de nimeros aleatorios estd
previsto en la herramienta Design CPN, pero no es posibie ir més alld en el control
de la generaci6n de las variables aleatorias. En Moses, aunque no estd actualmente
implementado lo anterior, gracias a su flexibilidad es facil lograrlo y la gran ventaja
que tiene con respecto a otras aplicaciones de redes de Petri es que agregar funciones
es sencillo,
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