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CAPITULO 1
INTRODUCCION
1.1 Antecedentes.

Desde sus comienzos en la década de 1970, la teoria del caos se ha convertido
en uno de los campos de investigacién matematica con mayor crecimiento.
Hasta ahora, en la fisica, incluso si se consideran las ramificaciones avanzadas
de la teoria cuantica, se ha ocupado principalmente de sistemas en principio
predecibles, al menos a gran escala; sin embargo, el mundo natural muestra
tendencia al comportamiento caético. Por ejemplo, los sistemas
meteoroldgicos de gran tamafio tienden a desarrollar fenémenos aleatorios al
interaccionar con sistemas locales mas complejos. Otros ejemplos son la
turbulencia en una columna de humo que asciende o el latido del corazén
humano [1}].

Durante mucho tiempo, los cientificos carecieron de medios matematicos para
tratar sistemas caoticos, por muy familiares que resultaran, y habian tendido a
evitarlos en su trabajo tedrico. A partir de la década de 1970, sin embargo,
algunos fisicos comenzaron a buscar formas de encarar el caos y determinar
ciertos esquemas recurrentes de comportamiento en los sistemas que tienden
hacia el caos. Los esquemas del caos estan relacionados con los que se
observan en la geometria fractal [2].

El término Caos se refiere a una interconexion subyacente que se manifiesta
en acontecimientos aparentemente aleatorios.

Esto es una definicidn del caos aplicada a nuestras vidas, pero en los apartados
siguientes el caos se tratard desde diversas materias y perspectivas [3].

En la turbulencia de un arroyo es imposible predecir la trayectoria de una
particula de agua. Sin embargo, ese sistema es, a la vez, continuamente
cambiante v siempre estable. Si tiramos una piedra al agua el sistema no se
desestabilizara, cosa que si ocurriria en un sistema no cadtico.

Esto ¢s una metafora de nosotros mismos : somos la misma persona que hace
diez anos, sin embargo hace diez afios estabamos formados por unos adtomos
diferentes y psicologicamente también somos diferentes.



¢, Por que un sistema cadtico es tan cambiante? Porque todo esta influido por
todo. Todo esta interconectado con todo.

Por qué un sistema cadtico es, a la vez, tan estable? Por las interconexiones
sutiles que se forman al estar todo influido por todo. Lo siento, doy la misma
respuesta que a la pregunta anterior.

En la teoria del caos hay tres temas subyacentes:

* El control: La teoria del caos demuestra que ¢l suefio de poder dominar
toda la naturaleza es una ilusion. Hemos de aceptar la impredecibilidad
del caos en vez de resistimos inutilmente a las incertidumbres de la
vida. De ahi sale el siguiente tema:

e La creatividad: Es algo inherente al caos. Pactar con el caos
significaria no dominarlo sino ser participantes creativos.

e La sutileza: (ver influencia sutil) Mas alla de nuestros intentos por
controlar y definir la realidad se extiende el infinito reino de la sutileza
y la ambigiiedad, mediante el cual nos podemos abrir a dimensiones
creativas que vuelven mas profundas y armoniosas nuestras vidas.

Control

Los sistemas cadticos son muy flexibles. Si tiramos una piedra al rio, su
choque con las particulas del agua no cambia el cauce del rio, sino que el caos
se adapta al cambio. Sin embargo, si el rio hubiese sido creado por nosotros
con un orden artificial, donde cada particula de agua tuviera una trayectoria
determinada, el orden se hubiera derrumbado completamente. El caos en
realidad es mucho mas perfecto que nuestro orden artificial; hemos de
comprender el caos y no intentar crear un orden rigido, que no sea flexible ni
abierto a la interaccion con el medio.

Siempre hemos estado obsesionados por el control, creemos que cuantas mas
técnicas creemos, mas control tendremos sobre el mundo. Pero con cada
tecnologia nueva que introducimos se nos echan encima un montdén de
problemas, para cada uno de los cuales hemos de inventar nueva tecnologia.
Volvamos al ejemplo del rio: si tiramos una piedra el cauce no cambia, pero si
tiramos una roca gigante la flexibilidad del sistema cadtico no sera suficiente.
Es lo que ocurre en la Tierra: es un sistema cadtico: siempre cambiante y
adaptandose, pero si nos pasamos de la raya el sistema se puede romper. De
echo lo esta haciendo y por eso tenemos problemas con la capa de ozono, el
aumento de la temperatura global y el deshielo, problemas con los recursos
como el petrdleo, etc.



Se ha demostrado, que en el caos determinista de sistemas dinamicos simples
subyace un orden oculto tras sus fendmenos manifiestamente complicados y
aleatorios. Estos fendmenos cadticos, pese a su caracter determinista, son
impredecibles.

En los sistemas no lineales hay propiedades emergentes, que aparecen como
resultado de la interaccidn entre sus partes y que no pueden explicarse a partir
de las propiedades de sus elementos componentes.

Pero la complejidad no es, necesariamente, sinénimo de complicacion. Sélo
habria que enfocar el mundo desde una visién basada en la no linealidad.
Tanto la geometria como la dinamica de muchos sistemas naturales se pueden
abordar desde enfoques simples.

La hipotesis de la frontera del caos establece que la complejidad aparece en
unas condiciones muy especiales, conocidas como puntos criticos, o puntos de
bifurcacion. En dichos momentos orden y desorden coexisten, formandose
estructuras fractales que se caracterizan por presentar un aspecto
autosemejante a diferentes escalas.

Intermitencia

En el caos siempre existe la paradoja. Y la paradoja aqui es que lo simple y lo
complejo parecen ser reflejos lo uno de lo otro: son dos cosas inseparables.
Los fractales matematicos estan generados por formulas muy simples, pero
son figuras de inagotable complejidad.

Intermitencia es la situacion en que lo simple y lo complejo se alternan
constantemente. Por ejemplo, incluso en amplificadores electronicos de gran
precision ocasionalmente se producen cortas descargas de electricidad
estatica. Eso no se debe a una interferencia externa sino a los resultados de los
efectos no lineales dentro del circuito, produciéndose periodos de caos. Con la
aparicion de relojes atdmicos de precision se descubrié que la Tierra sufria
alteraciones en su rotacion: el paso del "tiempo" de la tierra no es
perfectamente regular porque de vez en cuando aparecen estallidos
intermitentes de caos. También el cuerpo humano presenta gran variedad de
ejemplos de intermitencia. Uno es que se ha demostrado que un poco de caos
es necesario para que ¢l sistema inmunoldgico funcione de forma eficiente.



La informacion ausente

La teoria del caos tiene que ver con la incapacidad de predecir y controlar, con
la incapacidad para hacer una descripcién completa, con lo que algunos
cientificos han llamado "la informacion ausente”. Esta informacion ausente
puede ser de gran importancia pero... esta ausente.

Las paradojas y los koans nos llevan al limite del pensamiento logico, racional
y ordenado. Obligan a la mente a moverse en espiral y realizar repeticiones
logicas mientras intenta resolver el problema. Sin embargo, puede que no haya
solucion desde el contexto en el que estin enmarcados. Nos dicen que algo
falta, algo es incompleto acerca de nuestro concepto de realidad. Pero solo el
hecho de que pensemos en tales paradojas significa que somos superiores al
sistema conceptual que hemos creado; puede que nosotros seamos la
informacion ausente que estamos buscando. Las paradojas se enfrentan a
nuestro deseo de dividir el mundo en dualidades, de colocar los conceptos en
sus categorias adecuadas y después levantar fronteras alrededor. Nos crean un
caos mental necesario para la creatividad, en el cual la mente cambia y
autorreorganiza su percepcion de la realidad.

Lorenz ya comprobd qué ocurre al redondear tres decimales. Tanto en la teoria
como en la préctica, siempre habra informacidén ausente, una limitacion para
nuestro conocimiento. Por un lado un sistema tan complejo como el mundo,
no hay una clara division en partes, lo cual ya nos impide conseguir toda la
informacion, por otro lado, nuestra simple accion de intentar obtener
informacidon, nuestra mera presencia, perturba un sistema de forma
impredecible. Ademas "no podemos meter la totalidad en ¢l bolsillo, ya que el
bolsillo también es parte de esa totalidad".

Siempre queremos acabar las cosas pero nos olvidamos de la informacion
ausente. Nuestro tremendo deseo de controlar la naturaleza humana y el
mundo material nos ha creado una sed insaciable de progreso, acompariada de
una arrogancia con la que clasificamos a otras civilizaciones como primitivas.
Sélo nos preocupa lo conocido y nos olvidamos de la dimension del misterio.
Efectivamente, es sorprendente el progreso tecnologico actual, pero tal vez
estemos ignorando algo, que en cualquier momento, podria trastocar todo
nuestro conocimiento acreditado. Un ejemplo muy evidente: A principios de
siglo, los fisicos especulaban con que su materia de estudio se estaba -



acabando. Pronto no habria aspectos fisicos relevantes que pudieran
descubrirse. Solo les faltaban por resolver tres problemas: por qué la orbita de
Mercurio es irregular, una discrepancia entre la teoria y la cantidad de energia
liberada por un agujero negro, y el efecto de un tercer cuerpo en el
movimiento de otros dos. Pues el intento de completar la informacidn respecto
del primer caso condujo a la teoria de la relatividad; el segundo hizo aparecer
la teoria cuantica; y del tercero surgié la teoria del caos. Cada una de estas
teorias tiene misterios que resolver. Resulté que la naturaleza es bastante mas
sutil de lo que habiamos imaginado.

Pero las teorias completas no existen. Una teoria es una proyeccion mental
sobre la infinita complejidad de la naturaleza, la que pone énfasis en ciertos
matices dentro del flujo de la existencia y de la incertidumbre. Al fisico David
Bohm le gustaba sefialar que las palabras "teoria" y "teatro" proceden de la
misma raiz griega que significa "ver". Una teoria cientifica es un teatro de la
mente, es algo provisional que nos abstrae de un contexto muchisimo mas
amplio. El contexto en el que nacen las teorias cambia permanentemente. Una
teoria funciona durante un cierto tiempo y después parece estancarse, por mas
que hagamos intentos por modificarla, hasta que acaba surgiendo una nueva
produccion teatral de la mente. Las teorias son como herramientas de la mente
y deben poder ser cambiadas cuando haga falta. Lo que a veces ocurre e€s que
acabamos 1identificandonos tanto a nosotros como a la naturaleza con
determinada teoria y hacemos lo posible por adaptar el mundo y la mente a
nuestra teoria. No debemos convertirmos en esclavos de una teoria; no hace
falta acabar creyéndonos nuestras producciones teatrales.

El caos en la naturaleza

Las formas fractales se observan en todo lo que es natural, y a todas las
escalas.

Parece que el mundo de los fractales numéricos y el mundo fractal material
forman parte de un mismo fractal, puesto que contienen formas casi idénticas.
El mundo entero es un fractal que se autoasemeja a diferentes escalas. Sin
embargo los fractales matematicos son mucho mas simplificados. A menudo
la naturaleza ofrece un desafio a la descripcion: las autosemejanzas de sus
formas estan combinadas con una inagotable novedad, que no puede ser
descrita ni siquiera por algoritmos no lineales.



Tomemos como ejemplo la caida de los arboles de la selva. Cuando un arbol
cae deja un claro por donde entra la luz, las condiciones cambian, la
vegetacion se ve muy afectada. Otras veces, al caer un arbol, arrastra a otros,
formandose claros de cientos de metros cuadrados. El dibujo que forman los
claros de la selva formados por la caida de arboles representan una estructura
fractal de un sistema en punto critico.

Su comportamiento global sorprende: si contamos el nimero de individuos
activos, a lo largo del tiempo, comprobaremos que el numero fluctia con una
periodicidad de unos 25 minutos. Cada cierto tiempo ningun elemento esta
activo. Ese ciclo de actividad podria ser solo un reflejo de sincronizacion, sin
embargo la actividad individual es totalmente aperiddica, cadtica, sin ningun
tipo de regularidad intrinseca.

Al aumentar ¢l numero de individuos aparece un comportamiento colectivo
hasta que, para cierta densidad de hormigas, comienzan a aparecer
oscilaciones regulares. Si artificialmente cambiamos la densidad de las
hormigas la colonia redefine sus fronteras, para volver a la densidad optima
para mantenerlas autoorganizadas. En esa densidad critica el sistema se
comporta como un todo, a medio camino entre el orden y el desorden.

El caos aplicado a la inteligencia artificial

El ejemplo de las hormigas se puede comparar con una red neural fluida en la
inteligencia artificial (IA). La fluidez en un sistema cadtico se manifiesta
cuando las conexiones entre elementos cambian con el tiempo como
consecuencia del movimiento al azar o por otras causas. Un elemento (una
hormiga, una neurona) que estd inmovil puede volver a la actividad ya sea por
interaccion o de forma espontanea, siendo las actividades espontaneas
totalmente caodticas. Asi, a baja densidad de elementos, las fluctuaciones
serian muy irregulares porque habria poca interaccidn y los elementos no
propagan bien sus cambios. A grandes densidades las fluctuaciones del
sistema se toman periddicas: la activacion de un elemento se propaga en
forma de onda. Pero entre ambos extremos (irregularidad y periodicidad)
existe una densidad critica, un punto de bifurcacion, en el cual la informacion
transmitida se hace maxima.



La computacion (la capacidad de un sistema complejo para captar y procesar
informacién) a menudo aparece en la naturaleza cuando un sistema cadtico
llega a un punto critico. (jEs curioso que todos los sistemas caéticos tienden a
evolucionar hacia su punto critico!). Para procesar informacién se necesita un
cierto grado de orden interno, que permita almacenar temporalmente cierta
informacidn. Pero la informacion ha de ser manipulable, por eso el desorden
¢s necesario, para permitir la fluidez del sistema cadtico.

La idea de introducir la aletoriedad en los sistemas de IA también se puede
observar de otro modo. En la teoria del caos la aletoriedad es simplemente
algo que no comprendemos por qué pasa, es una pequeia porcidn del fractal
que forma el mundo. Teniendo en cuenta las propiedades de los fractales
(autosemejanza a diferentes escalas) es posible coger esa porcion de fractal y,
estudiandola desde una escala adecuada (es decir, descubriendo un punto
critico), descubrir el contexto de la informacion dentro del sistema fractal. Tal
vez nuestras mentes funcionen asi: cada vez mas se habla de aletoriedad en el
cerebro.

En estado de normalidad cercbral convergen dos aspectos: orden (en las ondas
cerebrales) y desorden. Las ondas son aperiddicas pero permiten, al
propagarse por la corteza , sincronizar miles de millones de neuronas de forma
ordenada. El cerebro es un sistema cadtico en punto critico, capaz de procesar
la informacion captada (haciendo uso de la aletoriedad, tal vez...). Para poder
entender con mas detalle haremos referencia a los sistemas periodicos y
aleatdrios.

Sistema Periddico:

Cualquier clase de evento, sistema o movimiento que se repita en intervalos de
tiempo iguales se denomina periddico, y si el movimiento se efectua hacia
delante y hacia atras sobre la misma trayectoria, se llama oscilatorio.

La oscilacion o vibracidon completa es el movimiento efectuado hasta volver al
punto de partida, es decirde AaB yvolvera A,obien,de0aBalaAy
volver a 0.



El periodo del movimiento, se designa por T, es el tiempo necesario para
realizar una vibracién completa.

La frecuencia f, es el nimero de vibraciones completas que tienen lugar en la
unidad de tiempo. Evidentemente, la frecuencia es la inversa del periodo [4], o
sea :

T=1/f

Una forma matematica de definir una funcion periddica es la siguiente; es una

funcion para la cual
f(t)= f(t+T)

para todo valor de t. La constante minima de T que satisface la ecuacién
anterior se llama el periodo de la funcidn [5]. Mediante la repeticion de la

ecuacion anterior se obtiene:

f(t)=f(t+nT),n=0,+1,£2, ...,

ft)

Fig. 1.1 Senal periddica [5]

La funcién y = sen x describe la variacion del seno de angulos medidos en
radianes. Es continua y periddica de periodo 2n. Se denomina funcion
sinusoidal.

¥ =senx 1
-7 x Ix

-ix -1 2z 4z

Fig. 1.2 Funcidn seno [5]



Todas las funciones trigonométricas son periddicas: sen, cos, sec y cosec
tienen periodo 2z , mientras que tg y cot tienen periodo = [5].

1
tgx

=
I
fa)
o
=
b3

____,_:*_lfi______- N

=
[

a
%

Fig. 1.3 Funciones tangente y cotangente {5]

Sistema aleatorio:

Es aquel que ocurre o no dependiendo del azar. Es, por tanto, el resultado de
una experiencia aleatoria [6].

Experiencia aleatoria, es la experiencia cuyo resultado depende del azar. Son
experiencias aleatorias el lanzamiento de una moneda, el de un dado, o la
extraccion de una carta de una baraja. Los elementos de una experiencia
aleatoria se llaman sucesos aleatorios o, simplemente, sucesos.

También se consideran experiencias aleatorias algunos acontecimientos
relacionados con la sociologia, la demografia, la economia u otras ciencias
cuyos resultados se estudian mas eficazmente si se consideran como aleatorios
que si se pretende estudiar las causas concretas que los provocan; es el caso,
por ejemplo, del namero de accidentes de trafico que se producen en un fin de
semana en una clerta carretera.

Una experiencia aleatona se llama compuesta si se puede considerar como
resultado de concatenar dos o mas experiencias simples. Asi, extraer tres
cartas de una baraja es una experiencia que se puede considerar compuesta por
tres experiencias sencillas consistentes cada una de ellas en extraer una carta.



Las experiencias simples que dan lugar a una compuesta se llaman
independientes si el resultado de cada una de ellas no influye en el de las
siguientes. La experiencia consistente en lanzar dos dados, uno tras otro, se
compone de dos experiencias independientes, pues el resultado que se obtenga
en el primero no afecta a las probabilidades en el segundo.

Dos o mas experiencias consecutivas son dependientes si el resultado de cada
una afecta a las probabilidades de los sucesos en las siguientes. Por ejemplo,
en la experiencia consistente en sacar dos cartas de una baraja, al extraer la
primera se modifica la composicién de la baraja. Por tanto, las probabilidades
en la segunda dependerdin de lo que ocurrid en la primera.
Cada uno de los casos que se pueden dar al realizar una experiencia aleatoria
se llama suceso elemental. El conjunto formado por todos los sucesos se 1lama
espacio muestral y se designa por E. Por ejemplo, al lanzar una moneda, los
sucesos elementales son C (cara) y + (cruz) y el espacio muestral el conjunto
1C, +}; al lanzar un dado, los sucesos elementales son 1, 2, 3,4, 5y 6, vy el
espacio muestral £ = {1,2,3, 4,5, 6].

En general, los sucesos son conjuntos formados por sucesos clementales. Es
decir, cada suceso es un subconjunto del espacio muestral. En ¢l lanzamiento
del dado son sucesos, entre otros, PAR = {2, 4, 6}, MAYOR QUE 4 = {5, 6},
MULTIPLO DE 3 = {3, 6]. También son sucesos los sucesos elementales {5},
'1}, y el propio espacio muestral £.

El grado de posibilidad de que un suceso ocurra es su probabilidad. La
probabilidad de un suceso s un nimero comprendido entre cero y uno.

El espacio muestral se llama suceso seguro porque es seguro que ocurre. Es
decir, su probabilidad es 1. Se llama suceso imposible al conjunto vacio, 9,
que no tiene ningin suceso elemental. Recibe este nombre porque es
imposible que ocurra. Su probabilidad es cero.

La unién de dos sucesos, 4 y B, que se designa 4 U B, es otro suceso formado
con todos los elementos de A y los de B. El suceso A v B ocurre cuando
ocurre A, B 0 ambos.

Se llama interseccion de dos sucesos, y se designa 4 n B, a otro suceso

formado con los elementos comunes a 4 y a B. El suceso 4 n B ocurre
cuando ocurren simultaneamente 4 y 5.
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Dos sucesos son incompatibles si no pueden ocurrir simultineamente. Es
decir, A y B son incompatibles si 4 ~ B = @. En la experiencia del dado, los
sucesos (1,3} y 12,4, 5, 6] son incompatibles.

Dos sucesos se dice que son contrarios si siempre ocurre uno u otro, pero no
ambos simultaneamente. El contrario de un suceso A se designa por A°. Es
decir, Ay 4” son contrarios sid v A’=Fy A n A’=0. En la experiencia del
dado, los sucesos {1, 3} y {2, 4, 5, 6} son contrarios.

El profesor Leon Chua del departamento de Ingenieria Eléctrica y Ciencias
Computacionales de la Universidad de California en Berkeley realizo
interesantes investigaciones sobre el analisis de sistemas dindmicos no lineales
como por ejemplo: Redes Neuronales Celulares, Circuitos y Sistemas No
Lineales, Modelacion de Sistemas No lineales, Aplicaciéon del Caos en la
ingenieria y el circuito cadtico de Chua, este ltimo fue el que lo hizo que
recibiera gran cantidad de reconocimientos alrededor del mundo. También es
autor del libro “Introduccion a la teoria de redes no lineales” [7].

A partir del circuito de Chua diferentes investigadores alrededor del mundo
han tratado de estudiarlo, mejorarlo o simplemente darle una aplicacion desde
el punto de vista artistico ya que las diferentes imagenes que se pueden
producir o la generacion de diferentes tonos musicales han sido de gran
interés.



1.2 Formulacion del problema.

Frecuentemente nos encontramos con el hecho de que determinado sistema
presenta diferentes tipos de comportamiento: cadtico, aleatorio y periddico.
Un problema que se presenta en el analisis de circuitos no lineales es el de
clasificar su comportamiento dinamico dentro de una de las tres categorias
antes mencionadas, esto no es facil y requiere del uso de las técnicas del
analisis de sistemas dinamicos (ASD).

El problema principal de esta tesis consiste basicamente en tratar de hallar la
topologia de un circuito que exhiba comportamiento cadtico (sin ser el circuito
de Chua [8] o el de Pautex [9] )y que tenga una estructura sencilla.

Los circuitos cadticos existentes (Chua, Pautex, etc.) contienen un gran
numero de componentes y una topologia o estructura que los hacen dificiles de
entender y analizar.

Finalmente los sistemas actuales con los que se cuenta para el analisis de
sistemas cadticos, aunque explican su manejo son dificiles de comprender si
no se tienen las bases tedricas suficientes y ejemplos claros que ayuden a
motivar a los estudiosos del tema a seguir en la investigacion de los sistemas
dinamicos no lineales, ya que existe una diverstdad de areas para su posible
aplicacion.
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1.3 Objetivos.

El presente trabajo se propone cubrir los siguientes objetivos:

Proponer un nuevo circuito con comportamiento caético con una topologia
mas sencilla que aquellos propuestos con anterioridad, y que sea mas facil
de analizar y comprender.

Mostrar las diferentes etapas por las que puede pasar el circuito, es decir
desde periddico hasta cadtico (ruta al caos), con sdlo pequefias variaciones
en el valor de uno de sus componentes (parametro de bifurcacidn).

Demostrar mediante el analisis de sistemas dinamicos y con ayuda de
programas de computo que dicho circuito es un generador universal de

sefales.

Poder explicar con claridad cada uno de los diferentes métodos de analisis
con la ayuda de los resultados obtenidos del nuevo circuito.
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1.4 Organizacion del trabajo.

En €l capitulo II se dardn los fundamentos de la geometria fractal y una
discusion de las diferentes formas de métodos para el calculo de la dimensién
fractal (dimension de similitud y dimension de capacidad) que seran base para
el entendimiento del siguiente capitulo.

En el capitulo III se discutiran algunas definiciones referentes al Analisis de
Sistemas Dinamicos (ASD) como Difeomorfismo, Movimiento Cadtico,
Clases de atractores, que nos serviran de marco de referencia para diferenciar
el tipo de comportamiento de las sefiales de salida de los circuitos electronicos
bajo anélisis, dichos conceptos se aplicaran en el capitulo VI.

En el capitulo IV se verdn algunos antecedentes de circuitos con
comportamiento cadtico, como: El circuito de Chua, el circuito de Pautex y se
veran diferencias y similitudes.

En el capitulo V se hara el planteamiento de un nuevo circuito con
comportamiento cadtico pero con una topologia mas sencilla, que la de los
circuitos de Chua y Pautex, ademas de que la simulacion del circuito para cada
uno de los diferentes valores del parametro de bifurcacion, en lo que se conoce
como la ruta al caos; mediante la ayuda del programa de cémputo Electronics
Workbench([10] se haran las simulaciones de los circuitos y se mostraran cada
una de sus senales de salida, haciendo las comparaciones respectivas.

En el capitulo VI se hara un analisis de los resultados mediante la ayuda del
programa de computo CDA (Chaos Data Analizer)[11]. Las técnicas de
analisis consideradas son: Atractor en el espacio de estados, Mapeo de
retorno, Distribucion de probabilidad, Dimensién fractal, Exponente de
Lyapunov y Analisis espectral.

En el capitulo VII se presentan las conclusiones.



CAPITULO
I

LOS FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA FRACTAL
2.1 INTRODUCCION A LA GEOMETRIA FRACTAL

En este capitulo se introduciran las ideas y conceptos basicos de la
Geometria Fractal, sentando las bases para poder efectuar el Analisis de
Sistemas Dinamicos (ASD) de circuitos con comportamiento cadtico; esto es,
altamente sensibles a las condiciones iniciales. La conexion entre la
Geometria Fractal y la Teoria del Caos dentro del contexto del ASD se
discutira en el capitulo III. En el capitulo IV se ilustraran algunos ejemplos ya
clasicos de circuitos con comportamiento cadtico, y es sélo hasta el capitulo
V., en el cual se introduce la propuesta de un circuito cuyo comportamiento se
presume que es cadtico, en donde se utilizaran algunos de los conceptos
desarrollados en este capitulo (en particular, el de dimensidn fractal que se
puede aproximar como dimension de capacidad y como dimensioén de
correlacion) para analizar los atractores generados a partir de la solucién de las
ecuaciones que modelan el circuito propuesto considerandolo como un
sistema dinamico.

Para comprender la importancia de la Geometria Fractal puede ser
ilustrativo el recordar un poco de historia: Galileo, hacia 1623 [12]
mencionaba que “la filosofia escrita en este gran libro (el de la naturaleza) esta
abierto continuamente a nuestra mirada pero, no puede ser entendido a menos
que uno aprenda primero a comprender el lenguaje en el que esta escrito; y
esta escrito en el lenguaje de las matematicas y sus caracteres son los
triangulos, los circulos y otras figuras geométricas sin las cuales seria
humanamente imposible entender una sola palabra de él; sin lo anterior, uno
estaria (continuamente) vagabundeando por un laberinto oscuro”.

Benoit Mandelbrot, el matematico que acufio la palabra fractal, y quien
es considerado como el iniciador de la GEOMETRIA FRACTAL, liberd a la

geometria de la tirania de las lineas rectas, las formas geométricas
convencionales (o euclidianas) y los sdlidos regulares.

15



Mandelbrot se atrevié a evidenciar lo que parecia obvio [13]: “Las
nubes no son esferas, las montafias no son conos, las costas no son circulos, la
corteza (terrestre) no es suave y ni siquiera la luz viaja en linea recta”. Galileo
tenia razon en parte pero, se habia equivocado de dialecto geométrico, pues el
dialecto preferido por el “gran libro de la naturaleza” y el que corresponde a
las formas irregulares del mundo real es precisamente el de la GEOMETRIA
FRACTAL.

Pero, (qué es un fractal? En términos muy técnicos puede mencionarse
la siguiente definicion debida a Mandelbrot y propuesta en 1982 [14]: “Un
fractal es por definicibn un conjunto para el cual la dimensién de
Hausdorff-Besicovitch excede estrictamente la dimensién topolégica™.

Esta definicion requiere de una detallada discusion de qué es lo que se
entiende por dimension de Hausdorff-Besicovith (dy), lo cual se hara mas
adelante; y de una manera mas simple y facil de calcular, conocida como
dimension de similitud (d;) que se utiliza frecuentemente para estimar la
dimension de Hausdorff-Besicovitch,

De hecho, hacia 1986, Mandelbrot propusc una nueva definicién de
fractal que esta intimamente relacionada con el concepto de “auto-similitud”:
“Un fractal, es una forma (geométrica) hecha de partes similares al todo
de alguna manera” [15]

En los fractales se pueden observar figuras geométricas que consisten
en motivos idénticos, que se repiten dentro de si mismos a escalas cada vez
mas reducidas.

Es importante mencionar que la primera definicion de Mandelbrot es
poco satisfactoria, dado que, si bien se ajusta a la descripcion de un cierto
numero de fractales, también excluye a otro gran nimero de conjuntos que
deberian ser considerados como fractales [16].

En una comunicacion personal de Mandelbrot a Feder (1989), el
“inventor” de la GEOMETRIA FRACTAL confesod que “ain falta una nitida
y completa caracterizacion de los fractales” [15].

K. Falconer (1990) en su libro “FRACTAL GEOMETRY:
MATHEMATICAL FOUNDATIONS AND APPLICATIONS”, hace notar
que la definicién de “fractal” deberia ser considerada de la misma forma que
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un biologo intenta dar una definicién de “vida”; en realidad no hay una
definicion simple y rapida de “vida”, mas bien, una lista de propiedades
caracteristicas de los seres vivientes, tales como su habilidad para
reproducirse, para moverse O para existir, hasta cierto punto, de manera
independiente de su ambiente. Siguiendo esta filosofia y en analogia con la
forma de asignar ciertas propiedades caracteristicas al concepto “vida”, nos
referimos al conjunto F (que puede ser considerado como un conjunto de
puntos contenido en cierto espacio) como a un fractal cuando se observen las
siguientes caracteristicas [16]:

i) F tiene una estructura fina; esto es, detalle a escalas arbitrariamente
pequenas.

ii) F es demasiado irregular como para ser descrito en el lenguaje
geométrico tradicional, tanto local como globalmente.

iii) A menudo F tiene o exhibe alguna forma de autosimilitud, tal vez en
forma aproximada o estadistica. Un objeto auto-similar tiene la
propiedad de que una parte de €l, cuando se amplifica, luce como el
todo.

Cuando un fractal es exactamente auto-similar, cada pequefia porcidn de
F al ser amplificada, reproducira exactamente una porcién mas grande;
si se consideran fractales estadisticamente auto-similares, una
amplificacion de F lucira o se parecera a F pero, no sera exactamente
como F.

E! concepto unificador que se “oculta” detras de la conexion entre la
geometria fractal, la teoria del caos ( teoria de los sistemas altamente
sensibles a las condiciones iniciales, teoria que se vera en detalle en el
capitulo siguiente) y las leyes de potencias, es precisamente el de
autosimilitud o invarianza frente a cambios de dimension o escala; es un
atributo de muchas leyes de la naturaleza y de innumerables fenémenos
del mundo que nos rodea. La autosimilitud es una de las simetrias que
modelan (en forma decisiva) nuestro universo y nuestros esfuerzos para
comprenderlo [17].

iv)  Usualmente, la “dimension fractal” de F (que tiene que ser definida de

alguna manera) es mayor que su dimension topologica. Existen fractales
para los cuales se requiere de mas de un exponente de escalamiento para
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ser caracterizados; de tales exponentes, la dimension de Hausdorff es
solo uno; A dichos fractales generalizados se les conoce como
multifractales [17].

v)  En la mayor parte de los casos F se define por medio de un algoritmo
recursivo.

2.2 MEDIDA Y DIMENSION DE HAUSDORFF Y CONCEPTOS
FUNDAMENTALES ASOCIADOS

Anteriormente, se definid un fractal [14], en términos de la llamada
dimension de Hausdorff-Besicovitch; para entender las matematicas asociadas
al concepto de fractal, es esencial tener cierta familiaridad con la medida y la
dimension de Hausdorff. A su vez, sera necesario recordar algunos conceptos
fundamentales de la teoria de conjuntos, de la topologia general y de la teoria
de la medida. Comenzaremos por introducir algunas operaciones elementales
de la teoria de los conjuntos [18].

Sean A o B conjuntos arbitrarios: se llama union AUB de estos
conjuntos al conjunto compuesto de todos los elementos pertenecientes por lo
menos a uno de los conjuntos A o B. En forma analoga se define la suma de

cualquier numero (finito o infinito) de conjuntos: si A, son conjuntos
arbitrarios, su suma \J A, es la coleccidon de elementos, cada uno de los cuales
pertenece por lo menos a uno de los conjuntos.

Se denominara interseccidon ANB de los conjuntos A y B al conjunto
compuesto por todos los elementos pertenecientes tanto al conjunto A como al
conjunto B, la interseccion de un numero cualquiera (finite o infinito) de

conjuntos 4, es la coleccidn n 4, de elementos pertenecientes a cada uno de
los conjuntos 4, .

La operacion de resta o diferencia A\B de los conjuntos A y B consiste
en la coleccion de aquellos elementos de A que no pertenecen a B. A veces se
escribe A-B en vez de A\B para denotar la diferencia de los conjuntos A y B.

La diferencia simétrica AAB de los conjuntos A y B se define mediante:

AAB = (A\B) U (B\A) = (AUB)\ (AnB).
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Se denomina “sistema de conjuntos” a todo conjunto cuyos elementos
son en si ciertos conjuntos.
Denotaremos con letras tipo “Brush Script” mayusculas a los sistemas de
conjuntos.

Un sistema no vacio de conjuntos R se llama anillo si de AeR y BeR

se deduce que AABeR y AnBeR. Como para cualesquiera dos conjuntos A y
B

AUB = (AAB) A (AnB)
y A\B = AA(ANB)

Resulta que si AeR y BeR, también pertenecen a R los conjuntos AUB y
A\B. En consecuencia, un anillo de conjuntos es un sistema de conjuntos
invariante respecto a las operaciones de unidn, interseccion, resta y diferencia
simétrica. Todo anillo es, ademas, invariante respecto a las operaciones
siguientes:

C= Wi Ags D=0 4y

Por otro lado, todo anillo contiene al conjunto vacio ¢ dado que A\A =
¢. El sistema que solo consta del conjunto vacio representa el menor anillo de
conjuntos posible.

A un conjunto E, se le denominara unidad del sistema de conjuntos G si EeG
y ademds VA eG se verifica la siguiente igualdad.

AnE=A

o-anillo. Un anillo de conjuntos se llama c-anillo si junto con toda sucesién
de conjuntos A,,4,,..., A, contiene la union:

S = UpAy

S-anillo. Un anillo de conjuntos se llama 8-anillo si junto con toda sucesion de
conjuntos 4,,4,...., 4, contiene la interseccion:

D=mA,
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Naturalmente, se le denomina c-dlgebra a todo c-anillo con unidad y 8-
algebra a todo §-anillo con unidad. En realidad ambos conceptos coinciden:
toda c-algebra es al mismo tiempo una 8-algebra y toda 5-algebra, una o-
algebra. Lo anterior se deduce de las siguientes relaciones de dualidad.

U, 4, = E\Uy(BE\Ap)
A, A, = B\ (B\Ap)

Las 6-algebras, o equivalentemente las o-algebras se conocen
comunmente como algebras de Borel o sencillamente B-Algebras.

En particular, si se designa con (X', X7, .... ,X™) a las coordenadas del

punto X <R", siendo " el espacio euclidiano m-dimensional; podemos
asociar con un conjunto ¢ una o -algebra que contenga a los conjuntos de
puntos del tipo {19]:

(X:a,< X' <b..a,<X"<b_}
Donde -=x<a, <b, <+ son niimeros reales.

A tales conjuntos se les denomina paralelepipedos semiabiertos a la
derecha. Las sumas finitas de paralelepipedos semiabiertos a la derecha
forman el algebra p, en R™. La minima c-algebra U, que contiene el algebra
i, coincide con la minima o-algebra de los conjuntos que contienen todos los
conjuntos abiertos y cerrados de R™ . Esta c-algebra se denomina boreliana (o
de Borel) y a los conjuntos de U, borelianos. Para propositos de aplicacion se
considerara entonces que la clase de los conjuntos de Borel es la coleccion
maés pequeiia de los subconjuntos de R™ que reane las siguientes propiedades
[16]:

i) Cada conjunto abierto y cada conjunto cerrado es un conjunto de Borel.
1) La unién de cada coleccidn finita o contable de conjuntos de Borel, es

un conjunto de Borel; ademas, la interseccion de cada coleccion finita o
contable de conjuntos de Borel es también un conjunto de Borel.
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Concepto de medida. No seria posible llegar muy lejos en la teoria de
fractales si no se estudian los conceptos basicos de la teoria de 1a medida. Se
denominard a p medida sobre ‘R", si p asigna un nimero no negativo
(inclusive o0) a cada subconjunto de R" | tal que [16,18].

a)  p(p)=0
b) un(A)<u(B) si AcB
c) Si Ay,A,,... es una secuencia infinita de conjuntos, entonces:

p(UT 4) <D 1(4)
il

d) Si {A;} es una sucesion de conjuntos de Borel medibles disjuntos dos a
dos, entonces:

U A4 = Z H{A4;)
il

A esta propiedad de la medida se le conoce como aditividad numerable
o o-aditividad [18)].

Si en particular AcB y A puede expresarse como la unién disjunta
A = BU(A\B), si A y B son conjuntos de Borel entonces una consecuencia
inmediata de ésta ecuacion es:

H(A\B) = p(A) — u(B)

e) Si  AicA,c....es una sucesién creciente de conjuntos medibles,
entonces: .

pUZA4) = {’_‘:2 14}
Notese aqui que U, A; = AU(ANA ) U (As\ Ax)u...., de modo que:

WU A) = p(A)+ Y (WA — p(4)

[}

k
WUT AY = (A + lim 3 ((A4,.) = W(A) = lim (i)
il
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De manera mas general, si para >0, A; son conjuntos de Borel
crecientes cuando 8 decrece, esto es, si AycAspara0 <8 < §’, entonces:

limu(4;) = M[U A; ] -

6 >0
Una clase especial y muy importante de medida es la llamada medida
de Lebesgue en R". Si el conjunto A= {(X;,....X,) € R" : a< Xi<b;} es un
paralelepipedo en R", el volumen n-dimensional de A est4 dado por

vol" (A) = (bi-a,) (b2-a2).... (by-ay)

La medida de Lebesgue n-dimensional L" puede considerarse como una
extensién del volumen n-dimensional para una gran clase de conjuntos. En
esta tesis, sera de utilidad definir la medida de Lebesgue en R" mediante.

LYA) = inf{i vol"(A): Ac U A )
i

Donde el infimo se toma sobre todas las cubiertas de A por los
paralelepipedos A;.

En la teoria de los fractales, la medida de Hausdorff [16] juega un
papel crucial, como tendremos oportunidad de ver mas adelante.

Sea U un subconjunto no vacio del espacio euclidiano n-dimensional,
R". el diametro de U se define como:

|U| = sup (|x-y| : x,y € U)

Si {U;} es una coleccién contable de conjuntos cuyo didmetro es a lo
mas &, que cubren F: esto es:

Fcur U
Con 0< |Uyf € 8 para cada i, se dira que {U;} es una 6-cubierta de F.

Supéngase que F es un subconjunto de R” y que s es un numero no
negativo. Para cualquier 8 >0, se define:
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H(F) =inf (Y |Uf: (Ui} es una 5-cubierta de F)

Aqui se ve que en tanto § sufre un decremento, la clase de cubiertas
permisibles de F se reduce, y por lo tanto, el infimo# (F) se incrementa
aproximandose al limite cuando & — 0. Ast:

HY(F) = fim Hy" (F)

Se denominara a H® (F) la medida de Hausdorff s-dimensional de F.

No es dificil demostrar, que en efecto H® es una medida; en primer
lugar:
H' () =0

Si A esta contenido en F, entonces:
H® (A) < HYF)

Ademas, si {F;} es cualquier coleccién contable de conjuntos de Borel
disjuntos, entonces:

H (U F) =3 H¥(F)

La medida de Hausdorff s-dimensional H® sobre subconjuntos de ‘R",
con 0< s<n, es en realidad una generalizacion de la medida de Lebesgue L" a
dimensiones que no son necesariamente enteras. De hecho, es posible mostrar
[16] que, para subconjuntos de ‘R" la medida de Hausdorff n-dimensional es
igual a la medida de Lebesgue L' (esto es, el volumen n-dimensional)
multiplicado por una constante; asi, si F es un subconjunto de Borel de ‘R":

H" (F) = C, vol" (F)
Siendo C, = 7 "/2%n/2)! el volumen de una bola n-dimensional de

diametro I. Una propiedad, basica en la teoria de fractales, de la medida de
Hausdorff s-dimensional, es la llamada propiedad de escalamiento.
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SiFc®R"y >0
H' (¢F) = ¢*H* (F)

Donde ¢F = (#x:x € F); esto es, el conjunto F esta “escalado’” por un
factor .

Otra propiedad importante de la medida de Hausdorff es la llamada
condicion de Holder del exponente «: Sea Fc R” y f: F— R" un mapeo
tal que:

f)-fy)| <C lx-y® xyeF
Para las constantes C > 0 y o> 0. Entonces para cada s
HP“(f(Fy<C**H’(F)
El caso « =l es particularmente importante:
f)-f(y)| £Clxy]  xyeF
Aqui f se denomina el mapeo de Lipschitz, y
H(f(A)) < C°HY(F)

Si f es una isometria, esto es, Si

|f(x)-f(y)| = |x-y| entonces H' (f(F)) = H’ (F);

Como caso particular, es importante hacer notar que la medida de
Hausdorff es invariante ante translaciones, esto es:

H'(F+a) = H'(F)

Donde F+z = {xta:x € F)}

En forma analoga, puede demostrarse que la medida de Hausdorff es

también ‘“‘invariante ante rotaciones’ .
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DIMENSION DE HAUSDORFF. Sit>sy {U;} es una 8-cubierta de F,
entonces:

U <8 L Uy

Después de tomar ¢l infimo a ambos lados de dicha desigualdad, se
obtiene:

H's(F) <8" H'; (F)

Haciendo & — 0 se ve que si H (F) < o entonces H' (F) = 0 para t>s. En
un grafico de H® (F) vs s (Fig. 2.1) se muestra que hay un valor critico de s
para el cual H® (F) “salta” de wa = 0. A este valor critico se le denomina
dimension de Hausdorff de F, y se escribe dimy F; algunos autores se refieren
a esta dimension como la dimensién de Hausdorff-Besicovitch,

H(F)

dimyg F = s

o

Fig. 2.1 Grafica de H’ (F) vs s, para un conjunto F. La dimension de Hausdorff
es el valor de s para el cual H® (F) “salta” de = a 0 [16].

La dimension de Hausdorff se define fundamentalmente como:

dimg F = inf {s: H}(F) =0} = sup {s: H* (F) = w } de modo que,

H'(F)= {oosis< dimyF )} y {0sis>dimyF ]
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En particular, si s = dimy F, entonces H (F)puede ser 0 0 o0 o puede satisfacer

0<H'<w

Un conjunto de Borel que satisfaga la altima condicion se denomina un

s-conjunto.

La dimension de Hausdorff satisface las siguientes propiedades:

1)

111)

Propiedad de los conjuntos abiertos. Si F < R" entonces dimy F =
n, puesto que F contiene una bola de volumen n-dimensional

positivo.

Propiedad de los conjuntos suaves. Si F es, una subvariedad m-
dimensional continuamente diferenciable (esto es, una superficie

m-dimensional) de ‘R", entonces dimy F = m . En particular, las
curvas suaves tienen dimensidn 1 y las superficies suaves tienen
dimensién 2. Esto puede deducirse de 1a relacion entre la medida
de Hausdorff y la medida de Lebesgue.

Monotonicidad. Si AcF, entonces dimy A< dimy F. Esto se
deduce en forma inmediata de la propiedad H(A) < H(F) para
cada s.

Estabilidad contable. Si Fy, Fs...... es una secuencia contable de
conjuntos, entonces:

dimyU7, Fi=sup,. { dimy F;}
De hecho, dimuU;, F; 2 dim F;

Por otro lado, si s> dimy F; Vi, entonces HXF;) = 0, de modo

que H' (U7, F) =0
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V) Propiedad de los conjuntos contables. Si F es contable, entonces
dimyF = 0, dado que si F; es un punto simple, HO(Fi)=1 y dimyF;
= (; asi por la propiedad de estabilidad contable:

dimg U7, Fi=0
vi) Invariancia geométrica. Sea F < R" y supéngase que f: F —» R"
satisface la condicion de Hoélder.
[fx)-fy)] < C |x-y| xy € F
Entonces dimy f(F) < (1/ o) dimyg F
Corolario a) Si f:F — ‘R" es una transformacion de Lipschitz, entonces
dimy f(F) < dimy F

Corolario b) Si f:F — R" es una bi-transformacién de Lipschitz, esto es
SI:

Ci x-y| £ {x)-f(¥) £ Ca | x-y |, X,y € F
Donde 0 < C; £C; < o0, entonces, dimy f (F) = dimy F

Se tiene aqui una propiedad fundamental de la dimension invariante
ante bi-transformaciones de Lipschitz.

vii) Un conjunto F — R” con dimy F<1 es totalmente inconexo.

27



2.3 DEFINICIONES ALTERNATIVAS DE DIMENSION

Aunque la dimensién de Hausdorff es la definicion basica con la que se
trabaja en la Geometria Fractal, existen otras definiciones que se usan
ampliamente y que resultan mas practicas desde el punto de vista de su
implementacion para el tratamiento de datos en una computadora. Resulta
fundamental la idea de “medida a escala &”. Asi, para cada 8§, se mide un
conjunto de modo que se ignoren las irregularidades de tamafio menor a 8, y
luego se observa como se comportan tales mediciones cuando & — 0. En
particular, puede suceder que una dimension de F sea determinada por una ley
de potencias obedecida por la medida M; (F) cuando 8 — 0. Si M5 (F) =C 8
para C y s constantes; puede decirse que F tiene dimension s, con C vista

como la longitud s-dimensional de F. Tomando logaritmos,

logM; (F)=logc-slogd

Si la diferencia de los dos lados tiende a 0 con 8, entonces:

s=lim logM;(F)/(-log?d))

a4 0

2.3.1 Dimension de la caja o dimension de capacidad (d.)

Esta definicion data de los afios 50’s y también se le conoce como
dimension métrica [16,20].

Sea F subconjunto acotado no vacio de R" y sea N5(F) el nimero mas
pequefio de conjuntos de didmetro de a lo mas & que pueden cubrir F.
Entonces, las dimensiones de la caja (box counting dimensions) inferiores y
superiores de F se definen respectivamente como:

dim; F = Jjm log Ns (F) / (-log 0)

5 +0

dim, F = Jjm log Ns (F) / (-log 6)
& +0
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S1 ambas dimensiones son iguales, nos referiremos a dicho valor
comun, como a la dimensién de la caja de F (también denominada dimension
de capacidad):

dim; F= [, log N5 (F) / (-log 8)

En la ecuacion anterior N (F) puede ser:

1) ¢l nimero minimo de bolas cerradas de radio 6 que cubren F.

i) el nimero minimo de cubos de lado & que cubren F.

1i1) el nimero maximo de bolas distintas de radio & con centros en F.

La lista anterior se podria extender aiin mas; en la practica se adopta la
definicion que sea mas conveniente para una aplicacion dada.

En particular, y dentro del contexto de la teoria del caos , que se
discutira detalladamente en el capitulo III; se evaluara la dimensién fractal dg
(asoctandola con la dimensién de la caja) de un atractor extrafio (concepto que
se tratara en el capitulo III) mediante:

dr = [jm log N (¢) /log(l/ ¢) donde N (¢} es el nimero de esferas p-

r 30
dimensionales de radio ¢ requeridos para cubrir el atractor extrafio, el cual
como se vera en el siguiente capitulo es en esencia un conjunto fractal.

2.3.2 Dimension de similitud (dg)

Ya antes se menciond que “un fractal, es una forma (geométrica) hecha de
partes similares al todo” y que es posible observar en los fractales, figuras
geomeétricas que consisten en motivos 1dénticos, que se repiten dentro de si
mismos a escalas cada vez mas reducidas. Lo anterior esta intimamente
relacionado con el concepto de autosimilitud; esto es, si se toma una pequefia
porcion de un fractal y se amplifica, sera posible reproducir una porcion mas
grande de dicho fractal.

Formalmente, la autosimilitud es la propiedad de los objetos o
conjuntos en donde por magnificacion, amplificacion o aumento, los
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subconjuntos de un conjunto lucen como el todo (cualquiera que sea la
escala).

Antes de obtener una expresién que nos permita calcular la dimension
de similitud d; de un objeto fractal se comenzara por asociar una dimension
topologica dr a ciertos objetos geométricos bien conocidos. Por ejemplo, la
dimension topologica de un punto es dy = 0, la dimension topologica de las
costas, los circulos y en general de las curvas es dr =1, dado que consisten
Unicamente de lineas sin area. Analogamente, en el caso de superficies se
tendra que dr =2, y para objetos con volumen dr =3, etc.

La dimensién dg es la dimensidn euclideana y esta asociada con el nimero de
coordenadas que se requieren para definir un conjunto geométrico. Ya
Mandelbrot habia propuesto en 1982 que “un fractal es por definicion un
conjunto para el cual la dimension de Hausdorff-Besicovitch excede
estrictamente la dimension topoldgica”. Con las definiciones anteriores resulta
natural incluir como casos limite para la dimensién fractal (o de Hausdorff-
Besicovitch) a la dimension topologica dr y a la dimension euclidiana.

dr <dr <dg

Ademas Pfeifer y Obert [21,22] propusieron que la diferencia dg-dr es
algo asi, como una medida del desorden del sistema .Si dg=d7 el sistema esta
ordenado o ligeramente desordenado; si dr < dr el sistema estard fuertemente
desordenado. Ver fig. 2.2, en la cual se presenta de manera contrastante el
papel que juegan la dimension topolégica dr, la dimension fractal dr y la
dimension euclidiana dg. '

30



dT dF dE

1 1.00 1
1 1.02 2
e e e e —

1.12

1 e B TN — 2

Fig. 2.2 Comparacion entre dimension topoldgica, dimension fractal y
dimension euclidiana [22]

Para obtener una expresion para el calculo de la dimensién de similitud nos
ayudaremos de la Fig. 2.3, en la cual se representan una linea, un area y un
volumen respectivamente. Para la linea, las 3 dimensiones discutidas
anteriormente resultan ser iguales a 1, esto es, dr = dp = dg=1,;algo analogo se
tiene en el caso del cuadro en donde dr = dr = dg = 2. De manera similar, para
el cubo dr = dg=dg=3.

En la Fig.2.3 se comenzara por considerar la linea de longitud L, a la cual se
dividira en N=q partes, cada una de las cuales tiene longitud ¢, entonces:

N=L/¢=q y ¢=L/q

Ademas conviene definir una razon de escalamiento r como el inverso
del nimero de partes en las que se ha dividido la linea, el cuadrado, el cubo,

etc., esto es:r=1/q

Y en el caso de la linea, como N=q, entonces
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r=1q=1/Ncon lo cual Nr'=|
En el caso del cuadrado
t=LIqgyN=(L/r)=¢

Con lo cual

r=1/q=1/N"yNr* =]

Para el cubo de lado L,

r=L/qy N=(L/7)’=q’ por lo tanto
r=1q=1/N" conlo que Nr’ =l

Si continudramos con dimensiones superiores a 3, hallariamos una
ecuacion del tipo Nr° = |

El genio de Mandelbrot consistié en reconocer que dicha ecuacion
(aparentemente tan sencilla), podia extenderse a dimensiones no enteras.
Después de aplicar logaritmos la ecuacion anterior queda:

d;, = D= log N/ log (I/r)
Aqui d; es la dimension de similitud la cual se utiliza frecuentemente

para estimar la dimensién fractal o de Hausdorff-Besicovitch, por la facilidad
con que es posible calcularla en el caso de algunos fractales deterministas.
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¥
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y
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dr=dp=dg=1
N = q partes

L 4 r=liq=I/N

Nr=1

nla

dT=d1.-=dE=2

L N= q2 partes

N=@¢)Y=q

r=l/q=1MN"

NP2 =

Fig. 2.3 Dimension de similitud [22].

Generalizando: Nr®=1 yD=d,=1log N/ log (Ir)
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La dimensién de similitud (d,) y la de capacidad (d.) estan relacionadas;
si se parte de la ecuacidn que define la dimensidn de similitud (d,):

N=1%=(L/¢)%=(L/e)® = N(g)

Donde N depende de € obteniéndose para d;

dy =log N(¢) / (log L + log 1/ g}

St se considera en dicha ecuacidn el limite cuando ¢ es muy pequerio, ¢l

termino que involucra L se hace despreciable; esto sugiere definir la
dimension de capacidad (como ya antes se habia hecho) como:

d.= lirii log N(g)/ (log (1/¢)

Existen aun otras definiciones de dimensidn, tales como la dimensién de la
informacidn d;, la dimensién de correlacion dg (o de Grassberger y Procaccia )
y la dimension de orden q, dy[23]; las cuales seran discutidas mas adelante en
relacion con el concepto atractor; que es de fundamental importancia en la
teoria del caos.
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CAPITULO 111

ANALISIS DE SISTEMAS DINAMICOS Y LA CONEXION ENTRE
LA TEORIA DEL CAOS Y LA GEOMETRIA FRACTAL.

3.1 ANALISIS DE SISTEMAS DINAMICOS

El analisis de sistemas dinamicos (ASD) constituye una poderosa
herramienta en el estudio de fenomenos que exhiben un comportamiento
multiperiodico, cadtico o aleatorio [23]. En este capitulo, se establecera la
conexion entre la teoria del caos y la geometria fractal via el concepto de
atractor extrafio . Sin embargo, el concepto de ASD es ain mas general, pues
no se limita Unicamente al calculo de la dimension fractal del atractor extrafio,
sino que comprende un anélisis mas completo de la sefial digital dependiente
del tiempo, que va desde la generacion del Espectro de Fourier [24,25],
pasando por la generacidn del histograma de la distribucion de probabilidad
del sistema (un circuito en el caso que nos ocupa) hasta la caracterizacion
completa del atractor (extrafio o no extrafio y cadtico o no caoético) mediante
las técnicas de analisis propias del ASD de sistemas con comportamiento
cadtico. A continuacién se daran algunas definiciones y conceptos que son
importantes en el ASD, dichas definiciones fueron tomadas o adaptadas del
glosario de [26,27].

Espacio de estados. Espacio  matematico  abstracto  cuyas
coordenadas son las variables de estado o las componentes de un vector de
estado. También es usual referirse al “espacio-fase™, debido a que en mecanica
clasica dicho espacio es un espacio matematico abstracto cuyas coordenadas
corresponden a las coordenadas generalizadas y a los momentos
generalizados. En los sistemas dinamicos, el espacio-fase, tiene usualmente

como variables de estado, a la variable X, a su primer derivada X y a las
derivadas de orden superior.

Sistema dinamico. Es un sistema cuyo estado cambia con el
tiempo t. En las aplicaciones se encuentran dos tipos principales de sistemas
dinamicos: aquellos para los cuales la variable de tiempo es discreta (t € Z o
N) y aquellas para las cuales t es continua (t € R).
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Los sistemas dinamicos discretos pueden representarse mediante una
funcion iterativa del tipo:

£.=f&).teZoN

Aqui, &, representa el estado del sistema a un tiempo t. Ademas t
pertenece al dominio de los nimeros enteros Z o al de los naturales N. Cuando
t es continua, la dinamica se representa usualmente mediante un sistema
autonomo de ecuaciones diferenciales del tipo:

(dt) £ =£ = Z¢),teR

Algunas veces el espacio de estado es euclidiano o un conjunto del
espacto euclidiano pero, también puede tener una estructura no euclidiana; tal
como la del circulo, la esfera, el toroide o cualquier otra variedad
diferenciable.

Por lo general se consideran 2 casos especiales de las ecuaciones
anteriores [28]:

i) Para los sistemas discretos, / es un difeomorfismo.

11)  Las soluciones del sistema auténomo de ecuaciones diferenciales
que sirven para modelar un sistema dinamico pueden ser
descritas por un “flujo” cuya velocidad esta dada por el campo

Y

vectorial =.

Como cualquier descripcion de la teoria de i) e ii) involucra mapeos o
aplicaciones diferenciables, conviene dar algunas definiciones adicionales.

Sea U un subconjunto abierto de R", entonces una funcién g: U— R, se
dice que es de clase C', si es r-veces continuamente diferenciable, 1 <1 < o0,

Sea ademas V un subconjunto abierto de R™ y G : U — V. Dadas las
coordenadas (x,....x,) en Uy (y1,....ym) en V; G puede ser expresado en los
términos de las funciones componentes g;: U— ‘R, donde:

Yi = & (Xt, oo Xm) =1, ., m
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El mapeo G se denomina un C'-mapeo si g; es C” paracadai=l, ...... ,m.
Se dice ademas que G es diferenciable si es un C' -mapeo para alglin 1<r< o,
Yy que es suave si es C*. Los mapeos que son continuos pero no diferenciables
se denominan convencionalmente C° -mapeos.

Difeomorfismo. Se dice que G es un difeomorfismo si es una
bikyeccic')n y tanto G como G™' son mapeos diferenciables. G se denominara
C*-difeomorfismo si tanto G como G™' son C*-mapeos[29].

En particular, la biyeccidn G: U — V es un difeomorfismo si y solo si
m = n y si la matriz de las derivadas parciales (esto es el jacobiano)

DG (xy,...xp) = [ 081/ 0 %17,

es no singular para cada x € U. Si G cumple con la definicion de
difeomorfismo siendo G y G™' mapeos continuos en vez de diferenciables,
entonces se dird que G es un homomorfismo.

Sistema dinamico determinista. Sistema dindmico cuyas
ecuaciones de movimiento, parametros y condiciones iniciales son conocidos
y no son estocasticos o aleatorios. Algunos sistemas deterministas pueden
llegar a exhibir movimientos aperiodicos que aparentan ser aleatorios.

Movimiento cadtico. Denota basicamente un tipo de movimiento
que es altamente sensible a las condiciones iniciales. Es un movimiento para
el cual las trayectorias de un sistema que parte de condiciones iniciales
ligeramente diferentes, divergen exponencialmente. A este tipo de movimiento
se le asocian exponentes de Lyapunov y entropias de Kolmogorov positivas
(ambos conceptos se discutiran en detalle mas adelante).

Contrariamente a lo que se pudiera pensar, el movimiento o
comportamiento cadtico no es un fenémeno raro. Si se considera un sistema
dindmico descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer
orden, se tendran que tomar en cuenta las siguientes condiciones para que se
pueda tener comportamiento caotico [30]:

El sistema tiene al menos tres variables dinamicas independientes.
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Las ecuaciones de movimiento contienen al menos un término no lineal
que acopla a varias de las variables dinamicas en las ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales pueden expresarse en la forma:
dx,/dt = Fy(x1.X2,...Xp)
dxo/dt = Fa(x1,X3,...Xp)
dx,/dt = Fn(x1,X2,...Xn)

Un ejemplo historico de un sistema dindmico determinista lo constituye
el modelo meteoroldgico de Lorentz, que fue propuesto hacia 1963 [31] para
simular el comportamiento del clima. Dicho modelo consiste en un sistema de
tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales acopladas.

dx/dt= X = o (y-x)

dyidt=v = IX-y-Xz

dx/dt= Z = xy-bz

Donde o,r y b son parametros positivos. La solucion de dicho sistema y
similares se ha vuelto una tarea bastante accesible desde que comenzaron a
aparecer en el mercado del software internacional, paquetes tan sofisticados
como “Mathematica” de Stephen Wolfram o “Maple” ¢ incluso “Reduce” que
es un programa no tan moderno escrito en LISP pero, que tiene ciertas
ventajas con respecto a otros sistemas. Solo a manera de ilustracion, se daran
las instrucciones que requiere Mathematica V.2.1, para resolver el modelo de

Lorentz, con 6= 3, r =265 y b= 1.0 y b=1.0 y las siguientes condiciones
iniciales x(0) =z () =0, y(0) = 1.

In[ ] : = NDSolve [(x’[t] ==-3* (x[t]-y{t]],
y ' [t] ==-x*[t]*z [t] +26.5 * x[t] -y[t],

z' [t] ==-x[t]*y [t} - 2{t],

x [0]==2z[0]==0,y[0]==1),

fx,y.z), 110,20}, Max Steps — 3000}
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Out [28] = { {x — Interpolating Function [{0.,20.},<>],

y — Interpolating Function [{0.,20.} ,<>],

z — Interpolating Function [{0.,20.},<>]}},

NDSolve permite hallar la solucién numérica del sistema de EDO’s
(Ecuaciones Diferenciales Ordinarias) considerado. Para graficar la solucién
del modelo de Lorentz, se seleccionan como variables de estado x, y & z.

En los términos de Mathematica,

In[ ] = ParametricPlot3D [Evaluate[ {x[t], y(t], z[t]}/.%], {t, 0, 20}, Plot
Points 1000]

Para mas detalles ver Manual de Mathematica [32](#3.9.7 pag. 702-703
y Fig. 3.1).

Fig. 3.1 Atractor de Lorentz [33].

En la Fig. 3.2 se representa esquematicamente una sola de las variables
(x, y o z) del modelo de Lorentz, a lo que denominaremos sencillamente
“CLIMA”. Obsérvese que una ligera variacion en las condiciones iniciales
provoca una fuerte divergencia (de tipo exponencial) en el comportamiento
del CLIMA a partir de un cierto tiempo critico t*.

39



CLIMA

t

Fig. 3.2 Sensibilidad a las condiciones iniciales, un ejemplo tomado
de la meteorologia [34].

Efecto mariposa. Se refiere a la dependencia sensible a las condiciones
iniciales en la solucion de ecuaciones diferenciales o en diferencias asociadas
a la modelacidén matematica de un sistema dinamico.

El primer ejemplo de este tipo de sistemas fue descubierto por H.
Poincaré (1892) [35] durante el estudio de un problema conocido como de los
3 cuerpos. Ya hacia 1903, Poincaré habia notado que “... pequeiias diferencias
en las condiciones iniciales, pueden provocar grandes diferencias en el
fendmeno final”. Asi, pequefios errores en las condiciones iniciales, provocan
grandes errores en el fenomeno final. De esta forma la prediccion se vuelve
imposible, al menos de un tiempo critico t en adelante como lo descubriria (o
redescubriria) Lorentz en su modelo meteorolégico hacia 1961-1963. Hasta
ahora, se ha ilustrado la manera de generar un atractor particular pero, cuya
importancia es historica, dado que con él comenzé practicamer'e la modema
teoria del caos: El atractor de Lorentz. Sin embargo, no se ha dado aun una
definicion formal del concepto de atractor. Se comenzara por dar las
siguientes definiciones:

Atractor. [36]: Es un subespacio de algun espacio ordinario N-
dimensional hacia el cual la solucidn de un sistema dindmico N-dimensional
se acerca asintoticamente a tiempos largos.
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Otra definicién de atractor debida a F. Moon [26], es la siguiente: Un
atractor €s un conjunto de puntos o un subespacio en el espacio de estados
hacia el cual una ‘“historia de tiempo” se aproxima asintoticamente. Los
siguientes son ejemplos clasicos de atractores dinamicos:

- los puntos fijos

- los ciclos limite (denotan periodicidad)
- una superficie toroidal asociada a movimientos cuasiperiddicos

'\

X % .
X C) t
xl X

Fig.3.3 Tipos de Atractores [37].
a)  Atractor de punto fijo, representativo de un estado estable.
b)  Atractor de ciclo limite, representativo de un régimen periodico.
c)  Atractor toroidal, representativo de un régimen cuasiperiodico.

d)  Atractor extrano, el cual puede representar un régimen cadtico
(no todos los atractores extrafios son cadticos).

Conjunto Compacto. Un conjunto A es compacto si cualquier
coleccion de conjuntos abiertos, los cuales cubren A, tienen una subcoleccion
finita la cual también cubre A; es decir, un conjunto compacto es un conjunto
que ¢s cerrado y acotado.
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Atractor. [33] es un conjunto compacto de valores A, con la
propiedad de que hay un vecindario de valores A, tales que para casi cualquier
condicion 1nicial, el conjunto limite de las drbitas del sistema es A. Asi, casi
cualquier trayectoria en este vecindario de A, pasa arbitrariamente cerca de
cualquier punto A.

Atractor extraiio.[26] se refiere a un conjunto atractor en el espacio de
estados sobre el cual se mueven Orbitas cadticas. Es un atractor que no es un
punto fijo (en equilibrio), no es un ciclo limite, ni un atractor cuasiperiodico
(toroidal). Un atractor extrafio, es un atractor en el espacio de estados al que se
le puede asociar una dimension fractal.

Hay que hacer notar que en la definicién anterior debida a Moon, se
supone que todos los atractores extrafios, por el hecho de serlos, son también
caoticos.

Sin embargo, Brindley en 1991 [27] llamé la atencién sobre el hecho de
que “aunque por algin tiempo los conceptos de atractor extraiio y
comportamiento cadtico eran vistos como sinonimos, se¢ ha reconocido la
existencia de atractores extrafios no caoticos en osciladores forzados no
lineales cuasiperiodicos.

Para evitar confusion, hay que definir de manera precisa los términos
usados. Asi, “extrano” se refiere a la estructura del atractor y un atractor
extrafio es un atractor el cual no es:

- Un conjunto finito de puntos

- Una curva cerrada

- Una superficie suave o suave por partes

- Un volumen acotado por una superficie suave o suave por partes

La palabra “cadtico” se refiere al comportamiento de las trayectorias
sobre el atractor; el atractor es cadtico si las Orbitas cercanas al mismo
divergen con el tiempo, lo cual implica sensibilidad infinita con respecto a las
condiciones iniciales. Dicha divergencia se mide en términos del exponente (0
del espectro de exponentes) de Lyapunov (el cual definiremos con precision
mas adelante), y de hecho un atractor extrafio no cadtico, €s un objeto cuya
geometria no corresponde a ninguno de los casos anteriormente citados y para
el cual, las Orbitas tipicas tienen exponentes de Lyapunov negativos.
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3.2 CARACTERIZACION Y GENERACION DE ATRACTORES
EXTRANOS

La caracterizacion de los atractores como extranos o no extrafios, puede
en principio hacerse generando el atractor en un espacio de estados cuyas
variables de estado corresponden a variables con retardo; esto es, dada la
sucesion de datos de tiempo x(t), es posible generar el atractor del sistema
dindmico en estudio, graficando x(t) vs x(t+ At) ( lo anterior sucede si se desea
ver la forma del atractor en dimension euclidiana dg=2). En dg=3, se tendria
que graficar x(t) .vs x(t+At) . vs x(t+2At).

Una alternativa para generar atractores a partir de una sucesion de datos
de tiempo x(t), consiste en graficar en el espacio-fase x(t) . vs x’(t), donde
x’(t) corresponde a la primera derivada (calculada por lo general
numéricamente). Lo anterior es valido en dg=2. Si se quiere generar el atractor
en dg =3 se tendra que graficar x(t) . vs X’ (t) . vs x”’(t), donde x’’(t) se refiere
a la segunda derivada con respecto a t (la cual también se calcula
numéricamente). Un simple analisis visual en el espacio de estados o en el
espacio-fase, podria ser suficiente para caracterizar un atractor como extrafio o
no extrafio; aunque un analisis mas detallado de la estructura de un atractor
generado en dg =3, puede conducirnos a tomar cortes transversales de dicho
atractor, los cuales reciben el nombre técnico de “Secciones de Poincaré” y
permiten evidenciar la estructura interna (por ejemplo en dE =2) de dicho
atractor (ver Fig. 3.4).

Si la Seccién de Poincaré (Ver Fig. 3.4) forma un patrén geométrico
bien definido, digamos una curva cerrada, esto podria indicar comportamiento
periédico o cuasiperiddico; si el patron geométrico formado es complicado,
pero aiin puede considerarse como un patrén de reconocimiento bien definido,
tendremos la posibilidad de estar ante la presencia de un atractor extrafio
cadtico. Si no se observa ninguna estructura en la seccion de Poincaré, esto
indicara comportamiento aleatorio o estocastico.

La caracterizacion de los atractores extraiios, como cadticos o aleatorios
requiere del célculo de todo un conjunto de parametros, entre los cuales se
encuentran: la dimensidn fractal, el exponente (o el espectro de exponentes) de
Lyapunov y la entropia de Kolmogorov.
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Por lo que respecta a la dimension fractal del atractor, df, esta se puede
estimar haciendo uso de la definicién de dimension de la caja o de capacidad
d., la cual es aproximadamente igual a la dimension fractal.

dr = d, =£ing log N () / (log 1/ €)

Donde N(e) es el nimero de cubos de lado & o de esferas p-
dimensionales de radio ¢ requeridas para cubrir el atractor.

Fig. 3.4 Seccién de Poincaré [34)].

3.3 CALCULO DE LA DIMENSION DE CORRELACION DE
GRASSBERGER Y PROCACCIA

Aunque es posible implementar el llamado algoritmo de la “dimension
de la caja” o dimensién de capacidad (d.); en las aplicaciones comerciales se
prefiere hacer el calculo de la dimension de correlacién dg o dimensién de
Grassberger y Procaccia [23]; quienes para calcularla a partir de una serie de
tiempo propusieron el siguiente algoritmo.

Dada una serie de tiempo escalar x(t), el primer paso es reconstruir un espacio
de pseudofase para el sistema de interés. La sefial experimental x(t) se
digitaliza con un retardo de tiempo At; los valores de la sefial (m+1) y x(i+
At), se consideran para i = 0, 1, 2,....,m. Definiendo asi el vector de la serie de

tiempo como:
X; (1) = (X(i + A1), X(i® A t+1), .., X(i® At+(p-1)1))

coni=0,1, 2, ....( m- (p-1)k)
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donder=ke At, k=1, 2,... y p es la dimension X;(t).

Por consiguiente, con el paso del tiempo t, se obtiene una serie de
vectores p-dimensionales que representan el retrato p-dimensional del sistema;
p se refiere a la dimensién del espacio de fase donde se encuentra incrustado
el atractor. Debido a la divergencia de trayectorias, muchos pares (x;, ;) con
i#] seran pares de puntos, esencialmente aleatorios, dinamicamente no
correlacionados. No obstante, si los puntos se encuentran sobre el atractor,
estaran especialmente correlacionados. Esta correlacion espacial puede
medirse con la correlacion integral C(r) definida como:

Ciry=Ilim 12- X
m o

(ndmero de pares (i, j) cuya distancia |X; (t) - Xj (t} | <r1)

Formalmente

m

C(r) = lim —12 iZH(f‘— X()-X,(t))

mem =l g1

Esta correlacion, se relaciona con la funcidn de correlacion estandar
donde H(e) es la funcion de Heavyside.

Grassberger v Procaccia [23,38] establecieron que para pequefias r’s, la
correlacion se escala como una potencia que es funcién de r:

Cr)=r"

El exponente de correlacion v = dg es igual a la dimensién fractal del
atractor dada por:

y= e

dg = In(r)
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Dimension Generalizada

Existen varias definiciones de dimensidn, tales como la de capacidad, la
de informacion, la de correlacion o de Grassberger y Procaccia, etc., que
pueden compactarse en una sola definicion general [30]:

d9=1/g-1) tim [Ln 3 (p)¢/Lne]

i=1

Donde p; es la i-ésima probabilidad y q es el orden de la dimensién a
calcular.

34 EXPONENTE DE LYAPUNOV

En un sistema cadtico las predicciones a largo plazo del estado del
sistema son imposibles, porque la incertidumbre se incrementa con una
rapidez exponencial en el tiempo.

La pérdida del poder predictivo se debe a la propiedad de que las 6rbitas
(trayectorias) resultantes de condiciones Iniciales cercanas divergen en
promedio con rapidez exponencial. Orbitas cercanas corresponden a sistemas
cuya separacion es muy pequena. Asi, esos sistemas cuyas diferencias no se
resuelven desde el inicio, dan como resultado comportamientos totalmente
diferentes.

Los coeficientes de divergencia o convergencia de las orbitas, llamados
exponentes de Lyapunov, son de fundamental importancia en el estudio del
caos. Cuando los exponentes de Lyapunov son positivos, indican la
divergencia de las érbitas y caos y establecen la escala de tiempo en la cual la
prediccion de estado es posible.

Cuando los exponentes de Lyapunov son negativos, establecen la escala
de tiempo en la cual el estado transiente del sistema decaera.

Para ilustrar las propiedades de los exponentes de Lyapunov, se emplea
la siguiente ecuacion del mapeo unidimensional generado por la ecuacion en

diferencias.

X (n+1) = rX (n) (1-X(n))
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Se puede obtener la ecuacidn que describe el comportamiento del
exponente de Lyapunov a partir de la resolucion de la ecuacion de diferencias
tomando el parametro r, siendo la solucién.

n-1
A= liml/nZIng 7 (x)
no i-0

El limite superior n-1 es necesario, si se obtiene una cantidad que
describa ambos comportamientos a largo plazo y es independiente de la
condicion inicial. La densidad probable del mapeo, es simplemente, la
coleccion normalizada de funciones delta que sefiala la ubicacién x(i) visitada
por una trayectoria.

px) = f’ﬁ ] fniﬁ (x - x(9))

Combinando las dos ecuaciones anteriores se obtiene:

A= [ p(0log| F(X)  dx

Donde la integral se toma sobre el dominio del mapeo. El exponente de
Lyapunov se entiende como “la deformacion (estiramiento local) determinada
por el logaritmo de la magnitud de la pendiente y, es ponderada mediante la
probabilidad de encontrar la cantidad de deformacion™ [31].

Para el calculo de este parametro en ésta tesis se utilizé el programa
Chaos Data Analyzer (CDA) [11].

La palabra caotico se refiere al comportamiento de las trayectorias sobre el
atractor; el atractor es cadtico si las orbitas cercanas al mismo divergen con el
tiempo, lo cual implica alta sensibilidad a las condiciones iniciales. Dicha
divergencia se mide en términos del exponente (o del espectro de exponentes)
de Lyapunov.

Por tanto el exponente de Lyapunov (A) es una medida de la divergencia
exponencial de un sistema. En sistemas multidimensionales (23), un
exponente de 0 indica sistemas periddicos o aleatorios ( no existe divergencia
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neta de trayectorias) y un exponente positivo indica la existencia de un sistema
caotico (divergencia exponencial). Considérese un sistema dinamico de
dimensién N y una bola infinitesimal de radio £(0) al tiempo t = 0. Al
evolucionar esta bola bajo la accién de un flujo no uniforme se distorsionara
en la forma de un elipsoide. Denominemos a los ejes principales de este
elipsoide al tiempo t, &i(t). Asi, el espectro de exponentes de Lyapunov A;
para una determinada posicion de inicio esta dado por:

A, =lim lim ﬁloga )
—ec0-0f  g(0)

Hay N exponentes de Lyapunov en el espectro del atractor de un sistema
dinamico N-dimensional.

Exponentes positivos se asocian con alta sensibilidad a condiciones iniciales
(caos), exponentes negativos miden la convergencia exponencial de las
trayectorias sobre el atractor.El maximo exponente de Lyapunov se puede
calcular mediante [22].

e(t,)
Aoy = log, —*=
Ly ; ’ e(t,)

donde M es el nimero méaximo de pasos de reemplazo considerados.El criterio
para caos es

Ama>0 1indica caos
Amax<0 indica movimiento regular

Las magnitudes de los exponentes de Lyapunov cuantifican la dindmica del
atractor desde el punto de vista de la “informacién” en bits. Dichos
exponentes miden la rapidez con la cual en un proceso se crea o destruye
informacion, expresando la misma en bits de informacién por unidad de
tiempo. Asi, p. €j. si Ama=0.01 bits/s, todo el conocimiento del estado inicial
del sistema, en términos de bits de informacion, se perdera después de
1/0.01=100 s. Por ésta razon a 1/Ama S€ le denomina el limite de
predecibilidad de un sistema [31]. Hay que hacer notar que ain st Ama>0, no
se puede distinguir entre comportamiento cadtico o estocastico, para lo cual es
necesario calcular la dimension de correlacion y la entropia de Kolmogorov.



Criterios de diagnodstico de periodicidad, caoticidad y aleatoreidad.

Uno de los problemas basicos de la ingenieria fractal de “sefiales”
(no necesariamente dependientes del tiempo) es el de diagnosticar la
regularidad ( y posible periodicidad), la caoticidad o la aleatoreidad de las
mismas. El calculo de la dimensién fractal, el espectro de exponentes de
Lyapunov y la entropia de Kolmogorov, es solo parte del analisis. En la Tabla
3.1 se presenta un recuadro que permite diagnosticar el tipo de
comportamiento seguido por una sefial dependiente de una sola variable (p.ej.
el tiempo). En [27,38] es posible hallar mas detalle sobre las técnicas de
diagnostico descritas en la Tabla 3.1. En realidad dicha tabla es solo
preliminar y refleja el hecho de que para diagnosticar el tipo de
comportamiento de una sefial, es necesario tomar en cuenta no solo las
propiedades métricas de la sefial (dimensidn fractal, exponente de Lyapunov,
entropia de Kolmogorov, etc.) sino que ademas es necesario tomar en cuenta
la estructura topoldgica del atractor mismo. El problema de dilucidar dicha
estructura es mas complejo que el de calcular las propiedades métricas del
atractor. De hecho, es un problema cuya solucién ain se encuentra en su
infancia y requiere en buena parte de la herramienta de la teoria de nudos y
trenzas [39].

3.5 ENTROPIA DE KOLMOGOROV

Cualitativamente, la entropia de Kolmogorov (K), permite distinguir
entre sistemas regulares e irregulares. K es cero en sistemas deterministas,
finita y positiva en sistemas cadticos e infinita en sistemas aleatorios.

J.D. Farmer [33]define a la entropia de Kolmogorov de la siguiente
manera:

“Considere un sistema dinamico con F grados de libertad. Suponiendo
que el espacio de fase F-dimensional se divide en cajas de tamanio ey que
existe un atractor cuya trayectoria x(t) se encuentra en la cuenca de atraccion;
si el sistema se mide a intervalos regulares de tiempo t, entonces, la
probabilidad de que x(t=1) visite la caja i;, x(t=21) visite la caja I,...,y x(t=dt)
visite la caja ig es p(ii,...ly) Luego entonces, la entropia de Kolmogorov se
define como:
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K =~limlimlim\/dv ) p(i,,...i,)eln pli,,....i,)

T30e30d .
Hanly

El conjunto de entropias de Reyni de orden g introducen la nocién de
entropias generalizadas K(q), las cuales se definen como:

K, =~limlimlim(1/d0)(1/ g =1)In 3 p'(, i)

g t-Ng 30 d—po P
De todas las cantidades X, , K, es la mas simple de calcular a partir de
una serie de tiempo, la cual tiene las siguientes propiedades:

1 K, 20,

2 K, <K

3. K ,es infinita para sistemas aleatorios y,
4 K, # 0 para sistemas cadticos

Para efectos de este trabajo, se considerd6 que la entropia de
Kolmogorov esta representada por la suma de los exponentes de Lyapunov
positivos. Expresado en forma algebraica:

K= A~

3.6 ANALISIS ESPECTRAL

El analisis espectral consiste en tomar una sefial continua y en separar
las frecuencias que la componen mostrando la contribucidon de cada una de
ellas en la seiial total. Este analisis sirve para diagnosticar comportamiento
periddico o multiperiddico.

Los espectros discretos, caracteristicos de sefiales periddicas y algunas
cadticas, contienen uno o0 mas picos pequefios. Los picos de mayor frecuencia
son multiplos exactos de algunos picos de baja frecuencia. Un espectro
continuo, caracteristico de sefiales aleatorias y algunas caoticas, exhiben
curvas que encierran un gran numero de frecuencias que no guardan relacién
numérica entre ellas.
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Para distinguir un espectro continuo y un espectro discontinuo, se usa la
transformada de Fourier.

Transformada de Fourier:

En 1822, Fourier publicé en el libro “The analytical theory of heat” un
teorema clasico en el cual establece que cualquier sefial puede descomponerse
en una suma de sefiales sinusoidales.

Cada componente sinusoidal varia desde un maximo a un minimo,
siendo la variacion del ciclo sinusoidal conocido como arménica fundamental:
la funcién matematica que describe la fase y el maximo para cada una de las
armonicas es la transformada de Fourier.

La transformada de Fourier como instrumento matematico, €s una
funcidén que describe la amplitud y fase de cada sinusoide: La amplitud define
la altura del sinusoide y la fase especifica el punto inicial en el ciclo de la
sinusoide.

La transformada de Fourier de una funcién f(t), se define como:
F)= [ fine ™adt

Donde F(w) es llamado espectro en frecuencia de f(t), en general, F(w)
es una funcion compleja de o, por lo que:

F(w) = [F(@)j ¢ ™
Donde el valor absoluto de F(w) es la magnitud y 6 es el dangulo de fase,
el cuadrado de la transformada de Fourier nos define la potencia, la cual

muestra la amplitud de las frecuencias de una serie de tiempo. La potencia del
espectro es una funcion real definida para la transformada de Fourier como:

S(w) = [F(o)*
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El calculo de la transformada y el de la potencia de Fourier, para una
serie de tiempo, se realizan actualmente mediante la ayuda de programas de
computadora que permiten reducir considerablemente el tiempo de céalculo.

La ventaja de este método es que sirve para analizar una funcién cuyas
propiedades periddicas son totalmente desconocidas.

El andlisis espectral es insensible al ruido pero, su aplicacion esta
limitada a determinar la presencia o ausencia de sefales periddicas. El analisis
espectral, por si solo, no puede distinguir un proceso cadtico de uno aleatorio.
Pero si permite distinguir entre sefiales con comportamiento periédico y
senales no periodicas.

3.7 TABULACION DE RESULTADOS

En la tabla 3.1 se muestran los resultados que se pueden obtener de cada
una de las pruebas sobre sefiales periddicas, caoticas y aleatorias a partir de
una senal desconocida.

TECNICA PERIODICO CAOTICO ALEATORIO
Espacio de fase | Trayectorias Bandas, espacios | Ninguna -
traslapadas vacios, estructura
dependencia
sensible al estado
inicial
Mapeo de retorno | Puntos Bandas, espacios | Ninguna
traslapados vacios, estructura
dependencia
sensible al estado
inicial
Seccion de | Distribucion Distribucién  no | Distrtbucidn
Poincaré uniforme de | aleatoria de ) aleatoria de
puntos puntos puntos
Exponente de | Cero Positivo Cero
Lyapunov
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Dimensidon Usualmente baja | Usualmente baja | Frecuentemente

fractal alta pero, puede
ser baja

Analisis espectral | Discreto Discreto o | Continuo T

continuo

Entropia de Cero Finita y positiva | Infinita

Kolmogorov

Distribucion de | Cuasi tipo “U” Sin forma Gaussiana o de

Probabilidad Definida Lévy

Tabla 3.1 Resultados esperados de las técnicas analiticas sobre sefales

estandar[27,39].

Con las definiciones y conceptos vistos en los capitulos II y III, se tienen las
bases para poder entender con mayor claridad los diferentes analisis a los que
se someteran las sefiales de salida del nuevo circuito electronico propuesto. En
el siguiente capitulo veremos una breve resefia de algunos circuitos con
comportamiento caotico.
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CAPITULO IV

ANTECEDENTES DE CIRCUITOS CON COMPORTAMIENTO
CAOTICO

En este capitulo se hara una breve resefia de algunos de los circuitos mas
representativos de los ultimos afios cuyo objetivo era generar comportamiento
cadtico, este comportamiento se representaba por medio de sefiales de voltaje
vs. tiempo o por medio de audio. También era usual representar el caos
generando atractores extraios en el espacio-fase.

Uno de los circuitos mas populares en la actualidad que presentan
comportamiento cadtico, es el que fue propuesto por el profesor Leén O.
Chua de la Universidad de California; El profesor Chua ha investigado en
general circuitos y sistemas tedricos no-lineales [8].

4.1 CIRCUITO DE CHUA

%

~

L=85mH 0085K |

R2=3.3K

| I |
| |
11
C2=@8nF
Ci=4.6nF
N
|
AAA L4

I
|
I
N
A
R1=12K

Fig. 4.1 Circuito de Chua [8].

54



Como funciona el circuito.
El circuito puede dividirse en tres secciones:

A.- El inductor L con una resistencia asociada (interna) r, el resistor R, y los
condensadores Cly C2 forman un circuito convencional oscilador. Con el
resto del circuito puesto en corto nos genera una oscilacién amortiguada.

B.- El amplificador operacional, asociado con los resistores, tiene un efecto de
resistencia negativa, esta es una resistencia de tamafio -R1. Se tiene un circuito
lineal elemental. Recuérdese que los circuitos lineales no generan
comportamiento cadtico.

C.- El par de diodos hace que el circuito sea no lineal. Los diodos
simplemente sirven de interruptores en la resistencia R2 en paralelo con la
resistencia -R1 cuando el voltaje llega a ser mas grande que el voltaje
maximo.,

Los efectos combinados de las partes de B y C dan una resistencia negativa
no lineal de valor -R1 para V<Vc¢ y -R1R2//(R2-R1) para V>Vc, por lo tanto
el circuito efectivo es:

R=13K

E

§0.085K

r=
69nF

L=8.5mH
c2=
Ci1=4.6nF
RNL

Fig. 4.2 Circuito equivalente [8].

Para seiales de corriente directa los capacitores actian como circuitos
abiertos; y los inductores como un corto circuito, asi que en el punto lo, Vo se
da una de las dos intersecciones de la linea de pendiente -1/R(la linea de
carga) con la caracteristica no lineal [-V. (Este punto de operacion
estacionario puede ser visto haciendo una simulacién del circuito con’
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C2=75nf. Por ejemplo, cuando las oscilaciones van decayendo). Para sustituir
los valores de C1, C2 y L estas soluciones estacionarias (puntos fijos) llegan a
producir oscilaciones inestables, produciendo una dinamica caética primero
oscilando alrededor del punto lo, Vo, y después oscilando entre los puntos
+lo, +Vo y -lo, -Vo.

El efecto de la resistencia negativa se puede ver en la siguiente grafica:

g1=1/R1

N g2=(R2-R1}/R1'R2

I
-
- ——_— —
s

Slopse -gt —]

Slope -g2 —
Slope -1/R  —]

Fig. 4.3 Efecto de la resistencia negativa [8].

Para ver las caracteristicas del circuito hay que trazar el voltaje medido por
C1 contra €l voltaje medido por C2. Esto corresponde al oscilograma en un
osciloscopto en X-Y con las puntas conectadas por estos condensadores.

Los valores iniciales de los parametros usados en el diagrama corresponden a
los valores de los componentes en el diagrama del circuito, y muestran una
simple orbita periodica (oscilacion). La transicion a la dinamica cadtica puede
ser encontrada por decrecimiento cuidadoso en R o Cl; Ej. al disminuir R en
pasos de 0.01 a 1.2 kQ la simulacion es comparable con lo que realmente se
ve en un osciloscopio. El caos parece desarrollarse via una subarmonica que
cae en forma de cascada.
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Si no se tiene acceso a un osciloscopio se puede usar el voltaje asociado a Cl
0 C2 como la entrada a un amplificador de audio de alta impedancia con los
valores del componente mostrados. La frecuencia de las oscilaciones esta en el
intervalo del audio. Resulta que el oido es muy sensible al desarrollo de una
subarmdnica débil. La subarmoénica se vuelve en principio una octava debajo
del tono original, y el oido oye la caida de la nota una octava incluso cuando
la intensidad es muy débil. Las primeras dos o tres transiciones estan en la
cascada subarmonica hacia la ruta del caos, y la presencia del caos en forma
de ruido es muy audible.

Ecuaciones del circuito;
V1 es el voltaje a través del capacitor C1
V2 es el voltaje a través del capacitor C2 (y el voltaje a través del inductor)

I es la corriente que pasa por el inductor.

Las leyes de Kirchoff por lo tanto estan dadas por:

aV -
C,\ =R 1)- e,
Cz%=R"(VZ—V1)+I
Lﬁ: ~-rl =V,

dt

Donde g es la conductancia (I / V) para una resistencia no lineal (y es una
cantidad negativa para el circuito)

El circuito “tanque” LC tiene una gran selectividad, por lo que se reducen al
minimo las desviaciones de frecuencia en el oscilador. Ademads, puesto que las
senales las genera el “tanque” mismo, se pueden obtener ondas sinusoidales
perfectas u ondas complejas (en el sentido de ondas de Fourier).
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4.2 CIRCUITO DE PAUTEX

Otro circuito propuesto y tomado de [40] pero utilizado por el francés Pautex
JF en su articulo L oscillateur chaotique [9] es el siguiente:

Sortie

Conudle

100KQ)

Zenar3av

Helf

1K R4
LF355
L oLl S Y
1 . Rl

2 ct]
B3 H’ {0nF  10oF RS Réglage oscillation
Adj
5006 ! RIO LK
3.3K
— e -

Fig. 4.4 Circuito cadtico adaptado por Pautex [9].

Este circuito lo utilizd en su laboratorio para diversas pruebas, el
potencidmetro de 100K permite la regulacion de su funcionamiento.
En la siguiente figura se muestra la oscilacion en régimen estable, esta sefial

tiene componentes armonicos.

Fig. 4.5 Oscilacion en régimen estable [9].
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..

Fig. 4.6 Oscilacién en régimen cadtico [9].

Del circuito mostrado anteriormente, sus ecuaciones de estado son:

1 1
ClVl =V1(E‘El)"f(V1 "Vz)'*'[c*

Csz zf(Vl -Vz)_13
LI3 =—[ R, -i-V2

Donde ¥, es el voltaje a traveés del capacitor, ¥, es el voltaje a través del
capacitor C, ¢ /,es la corriente a través de L. La impedancia negativa sera
creada en la operacién del amplificador operacional TLO71; esto puede ser
aproximado por una resistencia lineal con resistencia negativa -R en el rango
de trabajo del voltaje V. La resistencia en paralelo R, compensa la pendiente
negativa de la impedancia negativa como un control basico de parametros del
oscilador. La no-linealidad en el sistema tiene su origen en los dos diodos
zener.

Cabe sefialar que los circuitos mostrados anteriormente, estan entre los mas
representativos del comportamiento cadtico. Existen otros mas, que utilizan
como base para sus oscilaciones el Amplificador Operacional y casi los
mismos componentes con pequefias variaciones. Algunos de los circuitos
propuestos en la literatura usan un doble Amplificador Operacional [9].

En el capitulo siguiente se hace una propuesta de un nuevo circuito con una

estructura mas simple, que sin ser el de Chua o el de Pautex exhibe, como se
demostrara en el capitulo V, comportamiento cadtico.
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CAPITULO V

PROPUESTA DE UN CIRCUITO CAOTICO

3.1 SIMULACION DEL NUEVO CIRCUITO

En la figura siguiente, tenemos un circuito que tiene las siguientes
caracteristicas, genera una sefial de salida, la cual se repite continuamente, y
puede ser de CA o bien de CC fluctuante. Cabe hacer notar que Ia seiial de
salida de este circuito la genera él mismo. Muchos otros circuitos pueden
proporcionar una salida igual a la de un oscilador pero, en estos casos, la
salida es una version amplificada o modificada de una sefial aplicada a la
entrada del circuito. Un oscilador no necesita una sefial de entrada, porque
produce su salida usando unicamente la potencia de CC suministrada por una
fuente de potencia. Asi pues, se puede considerar que un oscilador es un
circuito que convierte potencia de CC a una seilal de CA o bien de CC
fluctuante [41].

Fig. 5.1 Circuito nuevo con comportamiento caotico
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120uH

o T, ]
i L
10 ko.-7_ 10 nfd —— 30 hfe hfe Ib
pfd
. ) ]

Fig. 5.2 Circuito equivalente

Una de las caracteristicas de un resistor normal es que ofrece una resistencia
estable a la corriente, por lo cual, de acuerdo con la ley de ohm, la corriente
aumenta cuando se incrementa la caida de voltaje entre sus terminales. Pero
algunos dispositivos como el transistor, en ciertas condiciones de operacion
presentan una caracteristica esencialmente opuesta; es decir, su resistencia
aumenta rapidamente al incrementarse el voltaje de manera que la corriente se
reduce. Estos dispositivos se dice que tienen resistencia negativa. Los
dispositivos que pueden presentar resistencia negativa, se pueden utilizar para
suministrar la retroalimentacidon regenerativa al circuito “tanque” de un
oscilador [42].

Tomando en cuenta que el transistor presenta un efecto de resistencia
negativa, podriamos simplificar ¢l circuito de la siguiente manera:

\¥ L

2 120 u H 1

- T T -

L
R cC2 Cl
élﬂkg 10 nfd —_— &0 G
pfd
-

Fig.5.3 Circuito Equivalente con resistencia negativa
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Las ecuaciones que describen el circuito oscilador anterior son las siguientes:

av,

C, o =V,R" -1,
V,

€ ‘%t'l:lﬂ ~Gel,

Ve =V,

Las ecuaciones anteriores que describen el circuito estan tomadas sobre la
base del circuito equivalente y con base en las leyes de Kirchoff.

G e/ es la corriente a través del resistor no lineal como una funcidn del voltaje
através de este.,

En la mayor parte de los osciladores LC la combinacién sintonizada inductor-
condensador tiene la forma de un circuito resonante en paralelo o circuito
“tanque”, conectado en la entrada de un transistor. En este tipo de oscilador el
circuito resonante genera una sefial sinusoidal o sin forma. La funcidn
principal del transistor es suministrar la ganancia y retroalimentacion
necesarias para sostener las oscilaciones en el circuito resonante.

Por lo tanto, con un solo pulso del voltaje aplicado a este circuito, se
establece en el “tanque” una intensa corriente que empieza a circular, debido a
la accion del inductor y el condensador, los cuales almacenan la energia y la
liberan alternadamente. La frecuencia de la corriente esta determinada por la
frecuencia resonante del “tanque” f es:

1

f=21t\/L_C;

La amplitud de la corriente depende del valor que tenga el factor Q = XL/R
del “tanque”. Al circular la corriente, se genera un voltaje de CA en el
condensador y alrededor del inductor se establece un campo magnético
alterno. Sin embargo, todo circuito de “tanque” tiene cierta resistencia,
constituida principalmente por la resistencia de CA del inductor. Por lo tanto,
puede ser muy grande la corriente inicial producida en el “tanque” por el pulso
del voltaje aplicado, pero de todas maneras disminuirda gradualmente o se
amortiguara. Para mantener al mismo nivel la circulacion de la corriente y, por
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consiguiente, el voltaje de CA en el condensador, asi como el campo
magnético alterno alrededor del inductor, se necesita agregar periddicamente
energia al circuito “tanque”. Esta proviene de la parte del oscilador constituida
por el transistor. [42].

El nuevo circuito electrénico propuesto se simulara en forma ideal (ajeno de
perturbaciones externas, falsos contactos, etc.) por medio de un programa de
computadora: el Electronics Workbench EDA 5.0a [10].

En el primer caso tenemos el circuito oscilador, el cual es el mismo para todos
los casos; lo unico que va cambiando es el condensador CO, al cual le
llamaremos parametro de bifurcacidn, puesto que es el componente que hace
que la salida (esto es, explicitamente el voltaje vs. tiempo) exhiba un
comportamiento que va de periddico a cadtico. En la ruta al caos se observa
que al ir aumentando CO se pasa de un pequefio numero de estados a un gran
numero de estados (caos).

5.2 PRIMER CASO: C0 = 10 nfd

ko
—— A * »
RO
|2 Im
7 | 10afa TBUpfd —w
— 9V
[ 3 &
Ri
| o,oc' lkQ,

Fig. 5.4 Circuito nuevo con conexion a osciloscopio.
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Sefial de salida obtenida en el osciloscopio:

Yoltaje
A A

i

t

Tiempo
Fig.5.5 Parametro de bifurcacion C0O = 10 nfd
En la grafica se puede observar como la sefial es totalmente periédica y que se
compone de tres estados; con referencia al cero de la grafica dos de estos
estados son positivos y el tercero es negativo, ademas de que sus valores son
constantes; es decir en el tiempo no sufren ninguna variacion. Es importante
también observar que su frecuencia también es constante.

5.3 SEGUNDQ CASQ: C0 =2 nfd

Senal de salida obtenida en el osciloscopio:

Voltaje

JJUJUUULi

Tismpo

Fig. 5.6 Parametro de bifurcacion C0 =2 nfd



En este segundo caso en la gréfica se puede observar que la sefial parece casi
periodica, pero presenta unas pequeiias deformaciones, aqui se aprecian cuatro
estados: dos positivos (con respecto al cero de la grafica) y otros dos
negativos, como si fuera una sefial cuadrada. También se puede observar que
estos valores no parecen permanecer constantes ya que la sefial tiende a
desplazarse hacia arriba, la frecuencia ya no es constante.

5.4 Tercer caso: C0 =500 pfd

La sefial de salida obtenida del osciloscopio para este caso es:

‘.;oltaje !

Tismpo

Fig. 5.7 Parametro de bifurcacién CO = 500 pfd

En la grafica podemos observar que aunque la seiial parece o tiende en lo
general a una sefial de tipo cuadrado, en sus extremos tiene otros dos o tres
estados mds; ademas parece exhibir periodicidad, pero en ciertas partes de la
sefial se “rompe” esta  periodicidad con respecto a la frecuencia.
Aparentemente se tiene una seiial portadora con otras frecuencias asociadas.
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5.5 CUARTO CASOQ: C0 =100 pfd

Senal de salida obtenida en el osciloscopio:

Vollaje

4

H 4
Tiempo

Fig. 5.8 Parametro de bifurcacion CO = 100 pfd

En la grafica observamos que la sefial ha dejado de ser cuadrada, ademas de
presentar una gran cantidad de estados, por lo regular positivos con respecto al
cero de la grafica y varios estados negativos. En esta etapa se ha perdido
aparentemente la periodicidad, la sefial en lo general, presenta una tendencia a
desplazarse hacia abajo. Una técnica que permite identificar comportamiento
peridédico o multiperiodico es la potencia del espectro de Fourier.

5.6 QUINTO CASO: C0 =15 pfd

La sefial de salida obtenida en el osciloscopio, correSpondlente a este caso es:
Vrl‘ta_]e

m
MW bl b ;

I
1

i

Tiempo

Fig. 5.9 Parametro de bifurcacion CO =15 pfd
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En la grafica podemos observar que la sefial pare ser ruido blanco *, pero hay
que recordar que esta sefial fue generada por un circuito ideal; es decir, esta
ajeno de cualquier perturbacion externa, por lo que es imposible que se trate
de ruido blanco. Aln asi, ya no parece existir ninguna periodicidad y se
observa una gran cantidad de estados, tanto positivos como negativos. De
hecho solo puede tratarse de comportamiento cadtico. Sin embargo esta
aseveracion tendra que probarse mediante el ASD de la sefial cuando CO = 15
pfd.

En este capitulo se propuso un disefio de circuito mas simple que el de Chua y
el de Pautex, pero que también exhibe comportamiento cadtico, como se pudo
observar mediante el simple analisis del namero de estados que se fueron
generando al incrementar el parametro de bifurcacion CO. En el siguiente
capitulo se hara un analisis mas detallado del circuito propuesto siguiendo la
filosofia del Analisis de Sistemas Dinamicos (ASD) y se demostrara que
arriba de cierto valor de CO, el circuito es, en efecto, cadtico.

*Sefial externa aleatoria, que se suma a la sefial esperada.
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CAPITULO VI

ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El interés de ésta tesis, consiste en encontrar un circuito electréonico diferente
a los que se han propuesto en la literatura (Chua y Pautex). En el capitulo
anterior se presento un circuito con cinco diferentes valores de CO, de las
cuales se va a analizar un comportamiento que va desde totalmente periédico
hasta totalmente cadtico, que es lo que se conoce como la ruta al caos; pero
esto lo comprobaremos en este capitulo mediante el uso del Chaos Data
Analizer (CDA) [11]. El CDA también nos ayuda a identificar
comportamiento periddico, cuasiperiédico, multiperiédico, cadtico y
estocastico; el analisis de la sefial que genera el circuito se hara con cinco
diferentes valores del pardmetro de bifurcacion CO a lo largo de la ruta al caos,
comprobando que efectivamente se genera comportamiento cactico.

Obtencién y generacion de la informacion.

El analisis se lleva a cabo sobre el circuito que se propuso, el cual tiene la
caracteristica de tener diferentes comportamientos dependiendo del valor del
parametro de bifurcacidn, el cual es CO. Se obtuvieron mas de 2000 datos por
cada una de las salidas del circuito oscilador, para verificar que su
comportamiento fuera periddico & caodtico, el analisis fue realizado mediante
las siguientes técnicas del ASD.

- Atractor en el espacio de estados

- Mapeo de retorno

- Distribucion de probabilidad

- Calculo de la dimension fractal

- Calculo del exponente de Lyapunov

- Analisis espectral (espectro de Fourier)
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6.2 ATRACTOR EN EL ESPACIO DE ESTADOS

Esta grafica nos muestra el valor de x(t) en el eje vertical y en el gje
horizontal nos presenta x(t-1). Aqui podemos ver un atractor en el espacio de
estados el cual puede ser construido a partir de una simple serie de tiempo Sin
la necesidad de calcular las derivadas de x(t).

Un sistema periddico exhibe un ciclo limite y un sistema cadtico (como en ¢l
.caso de la ecuacion logistica) genera un atractor con una estructura
discernible. Existen atractores mas complicados, con regiones totalmente
“rellenas™ en dos o tres dimensiones y con una estructura dificil de discernir.

x(t) x(t

x(t-1) x(t-1)

CO0=10nfd C0 =2 nfd

x(1)
x(t]

x(t-1)

x(t-1)
C0 = 500 pfd C0 =100 pfd
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x(t)

x(t-1)
CO =15 pfd

Fig. 6.1 Espacio de Estados

Como se puede observar para CO = 10 nfd se ve claramente un ciclo limite y la
existencia de trayectorias totalmente traslapadas lo que es una caracteristica
comun de un comportamiento periddico.

Para CO = 2 nfd se puede observar un ciclo limite en las trayectorias y no
todas estas se sobreponen. Lo que se puede decir es que su comportamiento
se considera cuasi-periddico.

En las siguientes figuras, se observa como se va transformando el atractor con
el simple hecho de ir variando en pequefios valores el parametro de
bifurcacion CO. Finalmente llegamos a un valor de CO = 15 pfd, donde se
observa que su trayectoria 0 comportamiento no es una trayectoria traslapada
puesto que toda la grafica esta casi completamente “llena”, pero esta limitada
y acotada (esto es, es un conjunto compacto) y es claramente un atractor
extraio (como se vera mas adelante, el exponente de Lyapunov
correspondiente a dicho atractor resultd ser positivo).
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6.3 MAPEO DE RETORNO

Es una grafica en el espacio de estados de dos dimensiones; aqui generalmente
no se distingue entre un dato aleatorio y un dato cadtico. Para este propdsito,
es util tomar una parte de su seccién transversal del plano-fase para reducir su
dimension a una sola. Después de tal operacion, un dato cadtico, aparecerad
frecuentemente en la forma de un atractor extrafio teniendo una estructura
fractal con dimensién fractal.

La figura 6.2 muestra el valor de x en un tiempo en el cual x'=0 versus el
valor de x en un tiempo previo en el cual ocurre un extremo.

"1

CO0=10nfd C0 =2 nfd

C0 = 500 pfd CO = 100 pfd
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CO =15 pfd

Fig. 6.2 Mapeo de retorno

Para CO = 10 nfd se puede observar que solamente en dos puntos aparecen
concentrados todos los wvalores; una caracteristica muy comun del
comportamiento periddico.

En las figuras siguientes se observa como entre mas se reduce el valor de C0

los puntos en las graficas tienden a expanderse.

Finalmente para CO = 15 pfd los puntos en el espacio fase forman un atractor
que tiene una estructura complicada pero discernible, lo cual es tipico de un
comportamiento cadtico.
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6.4 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

La distribuciéon de probabilidad, muestra la frecuencia de los datos obtenidos,
y se ordenan de acuerdo a su valor.

El histograma para un comportamiento puramente estocastico corresponde a
una distribucion Gaussiana la cual se muestra como una simple curva en
forma de campana; esto también puede ser el caso para un comportamiento
caotico, pero no llega a ser una regla general. Los comportamientos
periddicos suelen dar un simple histograma con picos en las orillas.

d

C0=10nfd CO0=2nfd

C0 = 500 pfd C0 =100 pfd
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CO0=15pfd
Fig. 6.3 Distribucion de Probabilidad

Para C0O = 10 nfd se observa como todos los valores que se generan estan
concentrados en solamente dos estados, que es una de las caracteristicas
tipicas de los comportamientos periédicos o multiperiddicos

Para C0=2 nfd podemos observar que la concentracién de los valores se
reparten en aproximadamente 5 estados.

En las siguientes figuras se observa que el nimero de estados se va
incrementando, hasta llegar con CO = 15 pfd donde se presentan la mayor
cantidad de estados; ademas el histograma no tiene una distribucion simétrica,
sino que presenta un sesgo hacia la izquierda, por lo que no se tiene un
comportamiento normal; estas dos caracteristicas son tipicas de un
comportamiento cadtico.

6.5 DIMENSION FRACTAL

Tendremos que decir que la dimension de correlacion es una aproximacion a
la dimensién fractal.

La dimension de correlacion se comporta de tal forma que cada vez que pasa
a través de un dato, se toma un nuevo punto y se centra en este punto una
esfera de dimensién D y de radio r. La fraccion subsecuente de puntos de
datos se “graba” en la esfera y entonces se hacen calculos para varios valores
de r. Finalmente se hace una grafica del logaritmo de este nimero contra el
logaritmo del radio.
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La dimensién de correlacion, se toma como el promedio de la pendiente de la
curva acumulada sobre la mitad de un cuarto en la escala vertical, y el error se
toma como la mitad de las diferencias de la maxima y la minima pendiente
sobre el mismo intervalo.

CO0 = 10nfd df=0.0

'CO = 2nfd df=0.0

CO0 = 500pfd df=1.371 + 0.399

CO = 100pfd df=2.063 + 0.407

CO = 15pfd df = 2.564 + 0.397
Tabla 6.1

En la tabla anterior se observa que para C0 = 10 nfd y CO = 2 nfd el valor de
df es 0.0, un valor de CO muy pequefio nos sugiere que su comportamiento es
regular (periodico o multiperiddico).

En los siguientes tres valores de la tabla se observa que con cada parametro de
bifurcacidn se asocia una dimension fractal, y este valor va aumentando al
disminuir el valor de CO; es decir es mayor en C0=15 pfd, le sigue C0=100
pfd y el menor de todos es C0=500 pfd.

6.6 EXPONENTE DE LYAPUNOV

El exponente de Lyapunov, es la medida de la razéon con la cual las
trayectorias cercanas divergen en el espacio fase. Las orbitas cadticas tienen
por lo menos un exponente de Lyapunov positivo. Para drbitas periddicas
todos los exponentes de Lyapunov son negativos. El exponente de Lyapunov
es cero cerca de una bifurcacién. En general hay tantos exponentes como
ecuaciones dindmicas. En el CDA se calcula solo el maximo exponente de
Lyapunov.

Hay tres parametros a considerar en el calculo del exponente de Lyapunov. La
dimensién de incrustamiento (embedding) D que debe ser mas alta que la
dimensidon esperada en el atractor. El pardmetro n que es el numero de
intervalos de muestra sobre el cual cada par de puntos es seguido despu€s por
un nuevo par que se ha escogido. Si n es muy grande, la trayectoria llega muy
lejos y el exponencial diverge de las orbitas y se pierde. Si n es demasiado
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pequerio, el calculo Ilega hacer muy lento. Estos son detalles técnicos propios
del software utilizado (CDA) [11].

CO = 10nfd Ay = 0.033 £0.137
CO = 2nfd Ny= 0.174 + 0227
C0 = 500pfd Ao = 0.691 +0.236
C0 = 100pfd A= 0.593 +0.253
(CO=T5pfd Ay — 0.747 £.0.195

Tabla 6.2
En este caso empezaremos por CO = 15 pfd. Ya que la definicién nos indica
que el movimiento cadtico u oOrbitas cadticas tienen exponentes positivos y
tomando en cuenta las incertidumbres, el exponente de Lyapunov que se
obtiene esta entre: 0.552 y 0.942, ambos valores son positivos lo cual indica
que el comportamiento es totalmente cadtico, dado que no se tienen
perturbaciones externas que generen ruido estocastico.

Para CO = 100 pfd los valores obtenidos son: 0.340 y 0.846, como son
positivos, esto nos indican que para este valor de CO su comportamiento
también es caotico.

Para CO = 500 pfd los valores obtenidos para el exponente de Lyapunov son:
0.455 y 0.927 lo que nos indica que su comportamiento es cagtico.

Para CO = 2 nfd y tomando en cuenta las incertidumbres obtenemos los
siguientes datos: -0.053 y 0.401. En este caso tenemos un valor negativo, por
lo que su comportamiento es regular y predecible, como se puede corroborar
en la Fig. 6.1, en donde se observa un atractor cuasiperiddico para este caso.

Para CO = 10 nfd los resultados que se obtienen tomando en cuenta las
incertidumbres son: -0.104 y 0.17 de donde se observa que existe un valor
negativo; pero este valor es mas negativo que el correspondiente para CO = 2
nfd. También se tiene un valor positivo (0.17), pero al considerar las
incertidumbres en CO = 10 nfd se observa una tendencia a cero. Del analisis
del exponente de Lyapunov es dificil afirmar que el comportamiento del
circuito es periddico; sin embargo, del andlisis del atractor en el espacio de
estados, el cual es un ciclo limite para CO = 10 nfd se puede afirmar, sin lugar
a dudas que es periddico y que en 2 nfd es cuasiperiédico.

76



6.7 ANALISIS ESPECTRAL

En esta seccidn se efectio el calculo de la transformada rapida de Fourier y lo
que se muestra en las graficas es el cuadrado de la amplitud como una funcién
de la frecuencia. La frecuencia esta dada en unidades criticas de frecuencia de
Nyquist (la cual es el reciproco a dos veces el intervalo entre cada punto). La
grafica que resulta de un sistema cadtico y aleatorio tiene una tendencia a
subir y es ancha. En el caso de un sistema periddico y cuasi-periddico se
producen pocos picos o0 uno solo y estos son practicamente discretos.

Frecusncy Frecusney
C0=10nfd CO0 =2 nfd
1 1
0
Frecuency Frecuancy

C0 =500 pfd C0 =100 pfd
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Frecuency

C0 =15 pfd
Fig. 6.4 Analisis Espectral

Como se puede apreciar para CO = 10 nfd, la sefial es casi una recta
perpendicular al eje de las absisas, lo que nos indica que todos los valores se
encuentran concentrados en una sola frecuencia, este es el caso tipico de una
senal totalmente periddica.

Para CO = 2 nfd la sefial anterior parece ampliarse en la base, lo que nos indica
que ciertos valores tienden a separarse, pero no en gran cantidad.

Para CO = 500 pfd y CO = 100 pfd se ve como la base de la sefial se amplia
mas y se generan mas picos, lo que nos indica mayor cantidad de datos
esparcidos y concentrados en estos picos.

Finalmente para CO = 15 pfd ya no se observan picos definidos sino que se
generan ondas, lo que nos indica que los valores obtenidos de la sefial de
salida, se encuentran dispersos en cast todo el rango de frecuencias que abarca
la grafica, lo que es sin duda un comportamiento clasico de los sistemas
caoticos.

Como se pudo comprobar en este capitulo, a lo largo de los diferentes analisis
para cada una de los diferentes valores de CO del circuito propuesto; es
indiscutible que con CO = 10 nfd el comportamiento es periédico y para

C0 = 15 pfd el comportamiento es cadtico.

Debido a los analisis hechos en este capitulo para los distintos valores de CO,
se puede decir sin lugar a dudas que el circuito se comporta como un
generador universal de sefiales ya que tiene la facilidad de comportarse desde
periddico hasta cadtico, es decir cubre toda la ruta al caos.
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CAPITULO VII
CONCLUSIONES

Se ha propuesto un circuito electronico con comportamiento cadtico, el cual
tiene la caracteristica de tener una topologia mas sencilla que los circuitos con
comportamiento caotico existentes hasta ahora. Ademas, el circuito tiene la
caracteristica de que para ciertos valores del parametro de bifurcacién (CO0)
puede ser totalmente periédico o totalmente cadtico. Para valores intermedios
de CO se observa la ruta al caos. Esto se realizé6 solo con una pequefia
variacion en uno de sus componentes, que para nuestro caso fue un
condensador o capacitor y su valor vario desde 10x10~° faradios hasta 15x107
faradios.

La mayoria de los circuitos cadticos clasicos (Chua y Pautex) utilizan un
amplificador operacional como base para su retroalimentacion; es decir, para
producir un efecto de resistencia negativa, el circuito también requiere de dos
fuentes de tension, mayor cantidad de componentes pasivos y otros
componentes activos.

El circuito propuesto utiliza un transistor para producir el efecto de resistencia
negativa, ademas de una sola fuente de alimentacion, ningin otro componente
activo y mucho menor cantidad de componentes pasivos, por lo que lo hace
mas sencillo de comprender y analizar .

Es importante mencionar que las diferentes sefiales de salida generadas por el
nuevo circuito cadtico son ajenas a perturbaciones externas estocasticas o
ruido electrénico debido a que estas sefiales son producidas por medio de un
programa de computadora: el Electronics Workbench [10] lo que hace que el
circuito sea ideal.

La utilizacion del programa de cémputo Chaos Data Analyzer [11] nos ayuda
a identificar perfectamente los diferentes comportamientos que va tentendo el
nuevo circuito propuesto; esto es, desde totalmente periédico pasando por los
diferentes valores intermedios del parametro de bifurcacion C0 hasta llegar a
ser totalmente caotico.
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Cuando el pardmetro de bifurcacion es CO = 10 nfd, se tiene sin lugar a dudas
un comportamiento totalmente periddico, basta solamente mencionar que su
atractor en el espacio de estados es un ciclo limite con trayectorias totalmente
traslapadas.

Ultimo caso en CO =15 pfd el comportamiento del circuito propuesto es
totalmente cadtico. Todos los analisis lo confirman; por ejemplo su atractor en
el espacio de estados es claramente extrafio, el analisis del exponente de
Lyapunov méaximo da un valor positivo. Ademas en el analisis espectral se
generan bandas anchas que no indican la existencia de comportamiento
periddico. Finalmente la curva de distribucion de probabilidad no es tipica de
comportamiento aleatorio (ni Gaussiano), lo que se tiene mas bien una curva
de distribucion de probabilidad tipica de comportamiento cadtico.

De todo lo anterior se concluye que el nuevo circuito propuesto es un
generador universal de sefiales con la topologia mas sencilla hasta ahora
conocida de la literatura que se consulto.

El nuevo circuito electronico propuesto facilita el entendimiento de los
sistemas dinamicos y en especial los sistemas cadticos debido a que contiene
menor cantidad de componentes en su topologia y un solo control de ajuste
para poder llevar el circuito de periddico hasta cadtico y viceversa, al
contrario de los circuitos propuestos por Chua y Pautex que contienen mayor
cantidad de componentes en su topologia y dos controles de ajuste para lograr
el mismo efecto lo que los hace mas complicados de controlar.

El nuevo circuito por lo tanto permite una mas rapida estabilizacidn de sefiales
inestables o cadticas a un sistema estable (regular) con una pequefia vanacwn
en solamente uno de sus componentes (parametro de bifurcacion).

Estas caracteristicas del nuevo circuito lo hacen un mejor candidato para
futuras aplicaciones. Ya que lo que se pretende realizar en un corto tiempo es
llevar procesos o sistemas reales sensibles a condiciones iniciales (de los
cuales existen una gran cantidad, cabe mencionar como ejemplos los procesos
econdmicos, quimicos, fabricacién de semiconductores, control de calidad de
procesos de manufactura, etc.) a tener una analogia con el circuito propuesto,
donde las diferentes variables de los sistemas reales sean los componentes del
circuito y la variable mas sensible sea nuestro parametro de bifurcacion CO0;
por lo tanto, el nuevo circuito seria el simulador de sistemas dindmicos reales.
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En el nuevo circuito se igualaria el mismo comportamiento del sistema real
con el atractor y las diferentes técnicas del ASD, una vez que se a logrado esto
se observan o analizan las tendencias cuando se modifica en diferentes
sentidos la variable que se ha seleccionado como parametro de bifurcacion y
asi tomar las decisiones pertinentes para proyectar el comportamiento del
proceso.

En la actualidad se empiezan a utilizar las diferentes técnicas del ASD para
observar el comportamiento de los procesos reales y poder detectar algunos
problemas [27], el inconveniente es el tiempo, ya que para poder apreciar la
pertinencia de las modificaciones en un sistema hay que esperar meses si no €s
que afos, y si no se cumplieron las expectativas, hay que volver a analizar el
sistema, hacer correcciones y esperar. La ventaja de tener un simulador, es
que ¢l tiempo del ASD se reduce considerablemente.

En la siguiente figura se hace una propuesta de un modelo el cual serviria para
analizar cualquier sistema dindmico real, el simulador seria el nuevo circuito
propuesto.

Sisterna Sirmulador MW Analisis de Compor-
NP Variab . . X .

Dinamico Tote n:‘ del (Carqmto Sistemnas i tamiento

Real X1.X2.%3 Caético) Dinamicos iﬂ)""*‘;"’;“" Esperado

L

Vaziabla bajo control X1

Fig. 7.1 Propuesta de un modelo de analisis de un sistema dinamico real
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