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Introduccion

El estudio de las simetrias de estructuras matematicas tales como
conjuntos, anillos, campos, espacios topolégicos y wvaricdades
diferenciables, constituye la teoria de grupos de transformaciones, la
cual aporta una amplia gama de aplicaciones en diversas ramas
de la matemdtica.

A una funcidén de un conjunto en s{ mismo se le conoce
como transformacidn. Cuando un conjunto de transformaciones forma
un grupo, donde la multiplicacion esta definida por la composicidn de
transformaciones, se le lama grupe de trensformaciones.

La importancia de reconocer a un conjunto de transformaciones
cormo un grupo se origing en la Teoria de Galois,

En nuestro caso. los objetos de estudio son los espacios topolégicos
v cada transformacién es un homeomorfismo.

Un grupe topoldgico G es un grupo y ademds un espacio
de Hausdorff provisto de una topologia tal que las operaciones
muitiplicacidn e inversién son funcicnes continuas

Un grupo topoldgico de transformaciones (G,X.8) consiste de
un grupe topolégico . un espacio topaldgico X y una accidn continua
f:Gx X — X En este caso la funcién inducida 8, : X — X definida
por 6,(x} = 0(g, ) es un homeowerfisme. Brevemente diremos que X
es un G-espacio.

Asi. esta tesls se emmarca en la categoria G-TOP donde
los objetos son los G -espacios v los morfisimoes son las funciones
equivarianies es decir, aguéllas que son continuas y quoe conimutan con
la accidn

Aqgui estudiamos algunos espacios cociente de G-espacios. o
especial el espacio de adpmeion. ol cilindro de una transformacion v
el cono  De hecho el vono v ol dalindie de una transformacidn son
un caso espeeial de ospacios de adjuncién.  Mostramos que cuando
¢l prupo que actia en Ios espacios base o8 localmente compacto. a
los espacios coclente mencionados se les puede dotar de una aceidn
continua v considerarlos como G-espacing.
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Este trabajo se relaciona también con las acciones propias en el
sentido de R. Palais. En [Pa2] se define, para un grupo & localmente
compacto, a un G-espacic X de Tychonofl como propio si cada punto
z € X tiene una wvecindad U, tal que para todo punto y € X existe
una vecindad Uy, con la propiedad de que el conjurnto< U, Uy >= {g €
G : glU; N U, 7 8} tenga cerradura compacta en G. En tal caso se dice
que U, y Uy, estin t-relacionadas.

Como antes mencionamos una construccién clave a lo largo
de este trabajo, es el espacio de adjuncidn para el cual se
presentan  varios resultados, mismos que en algunos cascs se aplican
al cono y/o al cilindro de la transformacién de f. A este respecto
uno de los problemas sugeridos es: bajo qué condiciones el espacio
de adjuncién de G-espacios propios resulta ser un G-espacio propio.
Respuestas 2 esto las podemos encontrar en el capitulo IIL

La estructura del trabajo consta de cuatro capitulos.

El capitulo I se ocupa de dar definiciones y resultados sobre
identificaciones, grupos topoldgicos y de Lie, G-espacios y cuestiones
bdsicas que nos servirdn de soporte para los capitulos posteriores. Para
consulta sobre estos temas podemos ver [Du], [Enl, [GM-T], Hu] y
[aw].

En el capitulo II se abordan las acciones de grupos compactos y
las aceiones propias y de Cartan definidas por R. Palais [Pa2] para un
grupo G localmente compacto y X un G-espacio de Tyckonoff. Ambas
acciones poseen propiedades muy especiales y de hecho las acciones de
grupos compactos en un espacio de Tychonoff resultawopias v las
acciones propias son siempre de Cartan.

De gran importancia en esta tesis es el desarrollo del capitulo IT1
en el cual se tratan las identificaciones equivariantes, se estudia v de-
muestra el teorema II1.4.5 de Erick Eliving [Elf] que se enuncia como
sigue: El espacio de adjuncién de dos G-espacios propios paracom-
pactos con espacio de ¢rbitas paracompacto, es un G espacio con esta
misma propiedad. Su demostracion se basa en una técnica de tubos ¥
rebanadas en el sentido de [Pa2], donde para garantizar su existencia
usa la condicién de que el grupo & sea un grupo de Lie. También uti-
liza resultados previos que se demuestran sosteniéndose en la hip&tesis
de paracompacidad
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como alternativa al resultado de [Elf]. El primer resultado se enuncia
de la siguiente manera;

Sean X e Y  (G-espacios propios, A un cerrado invarianie
de X, f: A—Y wuna funcidn equwariante y X{J;Y un espacio de
Tychonoff. St se cumplen:

i) pare todo = en X — A emsten vecindades U, de = y M, de A,
t -relacionadas,

1) existen una vecindad abierta invariante M de Ay f': M — Y
una extensidn equivarionte de f.

Entonces X1JpY es un G-espacio propio.

Para el segundo resultade se quita la propiedad del espacio de
adjuncién de ser de Tychonoff pero se pide que X sea normal ademds
de cammbiar las hipétesis 1) y ii) por las siguientes:

v’) para todo = en X — A existe vecindad invariante M, de A fal
que & no pertenece a la cerradura de M.

u’} existe wvecinduod invarionte M de A tal que A es retracto
equivariante de M.

Por dltimo el capitulo IV estd destinade a las homotopias y
cofibraciones equuvaniantes. Aqui introducimos los conceptos andlogos
de retracto absoluto de vecindades. extensor absoluto de vecindados,
propledad de coxtension de homotopia, cofibraciones y cuadrado
cocartesiano, todos ellos en la vorsidn equivariante.

Se obtiencn también agui resultados en versién equivariantc enfo-
cados al espacio de adjuncidn, asi como al cilindro de una transforma-
cidn Un estudio mas detalladoe de la teorfa de homotopia cquivariante
puede verse en [ID] Para consultar mds ampliamente sobre la teorfa
equivariante de retractos se puede consultar [An).

En cuanto al formato de este trabajo cuando se defice un término
Gste aparecerd on negritas. Los tesultados gque son complejos v va
ostdn probados en otro texto o articulo no se deiuestran haciendo
s6lo referencia a ellos en el momento en que se utithzan.  Para los
resultados de topologia general mny conoadeos se hace exactamente
lo mismoe, Respecto o delinicones  tectanas  lewmas v proposicion

il
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es se enumeran antecediendo el mimerc de capitulo y de seceidn, y se
presentan en negritas. Cuando tiecnen un nombre en especial, éste se
escribe con letra ftdlica y entre paréntesis. Para hacer referencias a un
texto o articulo se escribe entre paréntesis cuadrados la primera sflaba
del apellido ¥ en caso de que el autor citado tenga méds de un articulo
se agrega un atmero respetando la cronologia, si una obra tiene mds
de un autor se escribe la inicial del apellido de los autores en orden
alfabético.




Capitulo 1
Preliminares

En la parte L1 de este capitulo se abordard ¢l concepto de identificacion.
se consideraran construcciones de espacios mediante identificaciones como el espacio de
adjuncion. el cono y el cilindro de una transformacion y se daran resultadus importantes
de la teorfa de 1dentificaciones. asi como algunas cuestiones bdsicas de topologia general
Gliles para el desarrollo de capitulos posteriores

En el apartado I 2 se establecerdn conceptos bisicos de la teoria de grupos topolégicos
3 de Lie.

Por dltime en 13 se definen los G-espacios. ¢l concepto de funclon coquivarnante v

resltactos referentes a ellos,

L1 IDENTIFICACIONES.

Definicion L1.1 Sean Y un conjunto arbitrario. N un espacio topoldgice v
p X - Y una funcidn sobrevectiva  La topologfa identificacion en ¥ determmada

por p estd definida como sigue: U es abierto en ¥ st v s6lo st p7 (U) es abierte en Y

Un conjunto saturado wespecto a4 v os un conjunto A © A tal que poip{ad) = A

I

Por tanto, <1 Ll es un connito satwadsy abictto enn X ocatonces plA) o abierto en Y
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También es cierto, tomando complementos, que € es cerrado en ¥ si v s6lo s p72(0) es
cerrado en X v s1 A es un conjunto saturado cerrado en X entonces p{A) es cerrado en

Y.

Definicion 11.2 Sean X e Y espacios topoldgicos. Una funcidn continua y
sobreyectiva p : X — Y es Hamada una identificacién cuando la topologia en ¥V es

la topologia identificacién. A continuacidn daremos algunos resultados sobre

identificaciones, sus demostraciones pueden verse en [Du] .

Teorema I.1.3 5i p: X — Y es una funcién continua, sobreyectiva y abilerta o

cerrada entonces p es una identificacién.

Proposicién 1.1.4 Sip: X — VY es una identificacién cerrada y X es un espacio 77,

normal, 1}, compacto o conexo entonces también Io es Y respectivamente.

Demostracion. Sea X un espacio 73. Como p es sobreyectiva entonces para cada
y € Y existe r € X tal que p(z) = y. Luego {r} es cerrado en X v por ser p cerrada.
{yl escerradoen Y. AsiY es 7).

S1 X es normal y (. Cs son cerrados ajenos en Y entonces p~H{C1) ¥ p~1{Cs) son
cerrados ajenos de X. Como X es normal. existe I abierto de X tal que p7 (O} C U
v I p~HC) = 0. Por lo tanto ¥ — p{X — U) es un abierto de ¥ que contienc a
pTHC)) =C1y Y —p(X = U)NCy = 0. Es decir. ¥ es normal,

S1 X es compacto {conexo), dado que la hmagen continua de un compacto {conexo)

es compacta (conexa} y p es sobreyectiva se sigue que Y es compacto (conexo). O

Teorema 1.1.5 (Propiedad Universal del Cociente) : Sea p: X — Y una funcién

continua sobreyectiva. “Entonces p es 1ma identificacion si v s6lo st para cada espacio Z

v cada funcién g : ¥ — Z la continuidad de gp implica la de g.
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Teorema 1.1.8 (Transgresion). Sean p : X — Y una identificacisSn y h: X — Z
una funcién continua. Supongamos que ip~! es univaluads (esto s, h es constante sobre

cada fibra p~!(y)). Entonces ip~! : ¥ — Z es continua.

La composicién de identificaciones es una identificacién. Ahora bien, la funcién
producto de dos identificaciones abiertas es sobreyectiva, continza y abierta
¥, por tanto, es una identificacién. Pero en general el producto de identificaciones no

siempre lo es. A este respecto tenemos el sigiiente resultade .

Teorema L1.1.7 La funcidn producto h = f x g de dos identificaciones f: X — Py
g: Y — (@ es una identificacidn si para cada abjerto W en @ y cada y € g7} (W) existe

un abierto V en Q tal que y € g7HV) y ¢~ (V) es un compacto contenido en g~ 1(I¥).

Demostracién. Sea M un conjunto en P x @ tal que A~ (M) es ablerto en X x Y.
Fs suficiente probar que M es abierto en P x @ porque h cs continua y sobrevectiva.

Para ello. sea. (po, Go) un punto a:bitrario en M. Elegimos zo € f~ (po} v % € 97 go)-
Dado que A™HM)} es ablertoen X x VY, cxiste un abieto ¢ en Y tal que
20X G = (zo % Y)[1471{M). Mostiaremes que G es un conjunto saturado respecto a g

Sean W = g{G) v y; € g (W), Futonces exisle yo € G tal que g{yn) = () AsL,
tenemos que fzg, ) = (flre),9(1n)) = (F(ma). glye)) = hizg,y2) € M

Esto lmplica que G = g~ (W), por lo tanto W es abierlo de Q.

Por nucstras aseveraciones acerca e g. existe un abicrlo ¥V oen @ tal que yo € 971 (V)
y ol conjunto ' = E:T(Vj cs un compacto contenido on G, Sea F el conjunto en X gue
consta de todos los punios = € X tales que o x € estd contenido en 271{AN. Claramente
tenenos que s € Fy Fx C Ch™H{A]).

Paa probar que F s abierto en XL tomamos » € F. Entonees axC C R™H{M).
como (s compaclo y L7 AL) es abierto. existe una veoindad alnerta 11 de e enn X con
Hox C Y M), deahi ff © F sto pruebs que 17 oes abierto . Ahora sea [0 = f{(I7

Sy € NN exaste entonees s ¢ F Gl que f{a) s f{e) Para eada v ¢ Ol tenenios



4 Capitulo I. Preliminares

que Mz1,y) = (flz2), 9(y)) = (f(22), 9{y)} = h(z2,y) € M. Esto implica que z; € F, por
lo que f~1{U) = F. Dado que f es identificacién y F es abierto saturado en X respecto
a f. se sigue que U/ es abierto en P.

Entonces (p, g0) = (f(z0), g(zo)) pertenece al abierto I/ x V de P x Q contenido en
M porque U x V' C f(F) x g(C) = A(F x C} ¢ M. Esto prueba que M es un abierto
del producto topoldgico P x . O

Corolario I.1.8 Sea p: X — ¥ una identificacidn ¥ sea Z localmente compacto.

Entonces la funcidn p x id: X x Z — ¥ x Z es una identificacisn.

Como ilustracién, veremos en el siguiente ejemplo tomado de iADQienel cual Z = Q
no es localmente compacto, que el producto de una identificacién por iz identidad no es

siempre una identificacion.

Ejemplo. Consideremos el conjunto de los mimeros racionales Q con la topologia
euclideana y el cociente J/Z obtenido al identificar el conjunto Z a un sélo punto.
Seap:Q— Q/Z laproyeccidn candnica. A confinuacion probaremos que

h:pxid:QX@—’(Q/Z)XQ

no ¢s identificacién. Para ello encontraremos un cerrado en Q x Q. saturado por h.
cuya imagen no sera un cerrado de (Q/Z) x Q.
Para cada n € N. considereinos el niimero irracional Ty = % Sea [, un abierto de

R? contenido en [n.n + 1] % [rae1, 7). de modo que
D_;zﬂ ({n: n+ 1} X R) = {(H.Tn). (ﬂ' +1, rﬂ+1)} .

Observemos que la familia {U,} es localmente finita. Por lo tanto. C = |JT, es un

los puntos r, son irracionales, AN(Z x Q) = 0. Luego, A es un conjunto saturado por

k. Come ([0],0) € h(A), para probar que 2{A) no es cerrado, basta demostrar que {[0].0)
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pertenece a h{A). Sean, entonces, dos abiertos U/ y V tales que ([0},0) € U x V. De
0] € U se deduce que p~{U) es un abierto de Q tal que Z C p~1(U). En particular, para

todo n € N existe un intervalo (n ~ £,,n + &,) de modo que
U=U{n~enn+e)NQneN} CpHU),

lwego U x V Cp~H{U) x V = AU x V). Pero es facil observar que (U x V}{ A # 0,

por lo que h(U’ x V[ h{A) # 0. En particular, (U x V) [ R(A4) # . Como los abiertos

I x V, tal como han sido escogidos, forman una base de vecindades de ([0]. 0). queda

probado lo que nos proponiamos. [0

Definicion 1.1.9 Sean X un espacio, ~ una relacién de equivalencia en X', X/ ~ el
conjunto de clases de equivalencia y p: X — X/ ~ la proveccidn natural que asigna a z
su clase de equivalencia [z]. Al espacio X/ ~ con la topologfa identificacion se le llama

espacio cociente de X y 2 p funcién cociente.

Observacion: Toda identificacidn ¢: X — ¥ es una funcién coclente va que
Y = X/ ~donde z; ~ z2 8t ¢{z;) = ¢{za) Incluso cualquicr descomposicion de X induce
también una relacién de equivalencia. cuyas clascs de cquivalencia son los elementos de

la descomposicicn. la cual determina un espacio cociente.
Ejemplos

a} Colapsando A a un punto: X/A

Sca X un espacio ¥y A un conjunto no vacfo de X El espacio couente inducido por
la descompostaon {A}J{{e} {2z € X — A}} de X es lamado el espacio obtemdo de
A colapsande 1 & un punto. Si A es un cerntado de X entonces 1o funcion cociente
p. X — X/A es corrada porque dado un corado C de X, p7ip() = C s CN A = ()
o P plC) = ClUASECA £ B en ambos casos 7 Ip(C) ox corrado por tanto p(C) es
cerrado en XN/ A

Asi por epemplos o cono de X es ol eopacio Con(N) = X o 770 » [0

g XN xS - Con XY es conada,
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b) Espacio de adjuncién: Z=XU;Y.

Sea f : A — Y continua con A un subespacio cerrado de X. Consideremos la suma
topolégica ajena X LY de los espacios X y Y. Su topologia se define como sigue:

[/ ablertoen X UY si vy s6lo sl U[) X es abierto en X y U[|Y abierto en Y.

La relacién de equivalencia ~ en X 11} generada por a ~ f{a) para todo a € A, es
decir w; ~ wy si y sélo si

(1} wy = uwn YV, we € X LY

QDuwy=Fflwn)parawun EAyun €Y 6wy = flun)conws €Ayu €Y

(3) f(wn) = f{ws) parawn,ws € A
espacio coclente Z = X Y/ ~ es el obtenido adjuntando X a ¥ mediante f : A — Y.
La proyeccidn natural p: X UY — Z  es la funcién cociente que asigna a w su clase
de equivalencia [w] satisface:

“(1) La restriceion p |y: ¥ -+ Z es un encaje cerrado, es decir p |y ¥V — p(Y) es
un homeomorfismo v la imagen es un subespacio cerrado del espacio de adjuncién. En
efecto. p |y es continua e inyectiva. Veremos que es cerrada. Para todo C cerradoen V),
7 Hply (€)= C S HO) es un conjunto cerrado en X UY por tanto p(C) es cerrado
en Z.

(2) La restriccidn p |x_ 4 X — A — Z es un encaje abierto. De acuerdo a la definicidn
de Z es claro que p | x4 es invectiva y continua, falta probar que es abierta. Esto se sigue
del hacho que paratodo I/ C X — A es saturado respecto a p, luegop™ (p [x_4 (U)) = TU.

(3) p(Y) y p(X — A) son digjuntes ¥ Z = p(Y) | jp{X — A).

{(4) Para F C X y B C Y , tenemos las sigulentes igualdades:

pp(E) = EUF  (FENAVUFENA) v p'p(B)=BUB) (L1

En virtud de (1) se considera al espacio Y como el sebespacio cerrado p(Y),

esto es identificarmos y con su clase [y] = p(y)-

c) El cilindro Z; de f.

Séa Fi X ~+ Y continia, El espacio cociente obtenido de la suma topoléig:xcrai ajena

de X x I con Y identificando (z,0) € X x 1 con f{z} € Y paracada z € X es el espacio
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cociente Z; Hamado el cilindro de la transformacidn de f. Esto es, Z; es el espacio de
adjuncion X x I'lJ5Y para la funcién A = X x {0} L, ¥ definida por (z, 0} = f(x).
Sea [z,t] el punto de Z; imagen de (.t} € X » [ bajo la identificacién y sea [y] el
punto de Zy imagende y € Y, asi {z,0] = [f{z)] para z € X.
Las funciones ¢ : X — Zy coni(z) = [z, 1]y 7: Y — Z; con j(v) = [y} son encajes
cerrados por lo que podemos considerar a X e Y como subespacios de Z; cerrados y

ajenos.

d) El cono Cy.
El espacio cociente obtenido del cilindro Z; colapsando «(X) 2 un punto v es Hlamado
el cono de f, denotado por Cy. El punto v es llamado el vértice de C. El espacio ¥ puede

considerarse como un subespacio de Cp.

Proposicién 1.1.10 Sean A un cerradode X, f: A Y continua y Z=XJ ;¥ .

Entonces Z es 7y 81 X e Y lo son.

Demostracién. Supongamos que X e ¥ son T3, sea z € Z.

{z} siz=plz)ze X - A
Uyl siz=p(). ye vy

-1

(=) os corrado, esto implica que = s cerrado y por lo tante Z cs Ty O

Teorema L1.11 Sean X ¢ Y cspacios Hausdorffl, A carado de X y f: A = ¥
continua. 8i se cumplen las dos condiciones siguientes

(1} para cada z € X\ A exasten veandades ajenas I de A v V ode «.

{2} oxaste una extension conlinua, f£ N — Y de fa una vecindad N de A en X, es
decw [ |a= f.

Entonees AU Y s Housderdl
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Demaostracion. Sean z, 2, puntos distintos de Z = X | J Y.

Caso 1. z1, 2z € p(X — A).

Dado que z; = p™ (1) v 7o = p71 (=) son puntos distintos del espacio de Hausdor{l
X\ A, existen U, Us vecindades abiertas ajenas de 27 v £ en X — A respectivamente.
Entonces p(U1) y p(U2) son vecindades abiertas ajenas de z,, z» puesto que p~1p(l;) = U,
para j = I, 2.

Caso2. nep(Y)y = ¢ p(Y).

Entonces z; =ply) cony €Y y zs =p(z) con x € X — A Sean U y W vecindades
ajenas de A y de z en X. Para cualquier vecindad Vide y en Y. Tenernos que p(I7 | V) es
vecindad abierta de z; en Z porque plp(U | JV} = U JV es abierto en X LY. ademds

WYNp(VUV) = @, con p(W) vecindad abierta de z dado que p~lp{H) = W es

abierto.

Caso 3. 21,z € p(Y).

Consideremos g1.42 € ¥ para los cuales p(y1) = 2 ¥ plys) = 2. Como 2z, # 2
entonces ¥ 7 y» ¥ por ser Y Hausdorfl, podemos elegir U}, U vecindades ajenas de
1. 2 respectivamente. Por hipdtesis se tiene que existe N vecindad de Av f/: N = Y

extensién continua de f . Luego tenemos que f*~*(I7) J Uy v £~ HUk) | Us son abiertos
de X UY saturados respecto a p. Ademés I Uz = 0 implica f~Y (U 74T = 0.
Por consiguiente p (f* (L) (JUh) v 2 {(f L) |JU) son vecindades abiertas ajenas de

Z v o O

Teorema L1.12 Si X es T, y ¥ es de Urysohn (dos puntos ajenos tienen

vecindades cerradas ajenas) entonces X | J Y es Hausdordl.

Demostracién. Sean z; y 2, dos puntos distintos de X J;Y . Los casos 1y 2 son
andlogos a la demostracién del teorema anterior.

_Caso 3 21, 22 & p(Y)

Sean . %2 € Y para los cuales p(y1) =z ¥y p(yz) = zp. Como 2 # 7o se tiene iy & ¥

v F ) F Y ye) = €. Por hipdtesis existen Vi v Vs vecindades abiertas ajenas en ¥
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de 31 v y2 respectivamente tal que Vi (Vs = 0. Dado que X es normal existen U y U
vecindades abiertas en X de f~( Vi) v f1(Va) tal que Ih()Us:=0. Considérese
B, = p{U, — A)|p(V;} vecindad de z,. Veamos que p~*(B,) = (U, — A} U/ H{V) UV, es
abierto en X UY. En efecto V, es abierto en ¥ y dade que f~!(1}) es abierto en A existe
W, abierto en X tal que W[ A = f~1{1}) entcnces
(U= AU V) =UNX - AU V) = U NX - AUW.NA) =
=Ulﬂ((X—A Uw.NAN =UNIX -A4AUWNXx)

es abierto en X. Por lo tanto B, es abierto en Z y es facil ver que By [ B; = 0. O

Observacién. Si X es Ty v ¥ es Ty {lo cual implica que ¥ es de Urysohn) entonces
X JsY es de HausdorfL.

Proposicién L.1.13 Sean X e Y paracompactos, A cerradoen Xy f 1 A =V

continua, entonces X | ;¥ es paracompacto.

Demostracién. Ver [Ha

Definicion 1.1.14 Una funcién continua f : A — B ¢s propia si para cada compacto
I de B su imagen inversa f=HK) es compacta: en particular para cada & € 3 su fibra
J7Hb) es compacta. Se dice que una funcién continua [+ A — B ¢s perfecta cuando oo

supravectiva. corrada v con fibras compactas.

Clatamente  la compesiadn  de  [unciones  propias o porfectas o8 propu
v perfecta respectivamente. Como consccucneia del sigmente lewa tencmos que las
funciones perfectas son las wentificaciones cerradas propias, v toda funcidn propia corrada

o la composicion de ana perfecta con una funcidn inchusion cerrada.

Lema L1.15 81 f- A — 3 es continna, certada v con fibras compactas ontonces:
1) para todo B°C F(AY la funoon ££F (B — 1 delinda poar . es perfeeta

\
o es popa:
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iiz) para todo espacio C, la funcién f x 1¢: A x € — B x C es cerrada.

Demostracién. Ver Lema 4.4 [dN]. O

Proposicién 1.1.16 Sea f: A — Y una funcién continua de un subespacio cerrado
A de X. 51 f es cerrada entonces p : X Y — X|J ;Y es cerrada y si f tiene fibras
compactas, p también las tiene. Por lo tanto p es perfectz si f es cerrada con fibras

compactas.

Demostracién. Sea C un cerrado en X 1Y, Probemos que p~! (p(C)) es cerrado en
X Y suponiendo que f es cerrada. Como C[) A es cerrado en X, f(C[] A} es cerrado
en Y, lo que implica

TEHONNY = (CNYIUFCNA)

es unidn de carrados en YV y

P EONNX = (CNXIUFHCNY)
es union de cerrados en X. Asi p~* (p(C)} es cerrado en X UY vy por lo tanto p{C) es
cerrado en X |} ;Y .

Sea ghora z € X | J ;Y. Luego:
z sizep(X —A)

FHwuisl si z € p(Y)
S1 f tiene fibras compactas es claro que p~*(z) es un compacto de X UY en cualquiera

de los dos cases anteriores.

En particular si ¥ es de Hausdorff ¥ A compacto entonees f es cerrada con fibras

compactas por tanto p es perfecta.

Teorema 1.1.17 Sea p: X — Y una funcién perfecta. Entonces:
(1) 8i X es Hausdorfl. regular, metrizable, paracompacto o 2° numerable entonces

tamblen lIoes Y respectn"dmente

(2) §i Y es paracompacto, compacto de Lindelsf entonces ta.mb;en 10 es X

respectivamente.
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Demostracién. Ver {Du] teorema 5.2, y 5.3. U

Corolario 1.1.18 Si f es cerrada con fibras compacias vy X e Y son espacios de
Hausderff ¢ regulares o paracompactos o metrizables entonces £ = X {J ;¥ también lo

es respectivamente.

Las propiedades menciconadas son invariantes bajo funciones perfectas. La propiedad
Tychonoff no es invarianic bajo estas funciones. Con el fin de obtener las condiciones
suficientes en X e Y para que X | Y sea de Tychenoff, propiedad indispensable en

resultados del capitulo III, introduciremos el concepto de push-out.

Definicién 1.1.19 El diagrama conmutative de espacios topeldgicos v funciones

continuas

¥y
41 e N Tbl
X =
@ N s
Y,

¢s un cuadiado cocartesianc ¢ push-out si paia todo espacio W y £, 1 ¥, — W
continun y = 1.2 tales que &, = £, cxiste wna dnica funcion € : 2 — W que hace

conmutative ol diagrama.

Y
¥y v 'l‘d"x\fl
A\ g e W
PN T, e
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SedicequeZoma’SprecisoYlﬂzﬁil”g@elpush-outde}ﬂﬂXi%Yz. Dela

definicién se sigue que Z es tnico salvo por homeomorfismos.

Proposicién 1.1.20 Si f: A — Y esuna funcién continua de un subespacio cerrado

A de X entonces el cuadrado conmutativo

es cocartesiano donde ¢ es la inclusion, Z = XY, px =pix.pr =p v con

p: X UY — Z la proveccién natural.

Demostracién. Dadas las funciones continuas ¢y : X — Wy ¢y 1 Y — W sea
wx Uy la funcion de X UY en W defirida por (ox Uy} x= @x ¥ {Ex Uy lv= oy

Supongamos que £yt = o f esto es. oy (a) = ¢y (Fla}) para todo a € A. Veremos
que (px U oy} (71z)) es un sélo punto de W. En efecto. si z € p(X — A). pi(z) = 2
¥ (ex Uey) (07(2)) = px(z) es un punto de Wisiz € p{V). p7(z) = yUF (w) ¥
(ex Uey) (F Uy = o (F @) Uey(y) = oy (y) porque para cada ¢ € f7'(y).
wy(a) = vy (f(a)) = oy (y). Asl. aplicando el teorema de transgresién 1.1.6. concluimos

que existe una Unica funcién continua ¢ que hace el signiente diagrama conmutativo

=

7 -

PN SexUey
Xuy =

+ W

. Eroposicién L.1.21 Seau X e Y de Tychonoff (T; y completamente regular) A

cerrado en X, f : A — V continua. Si X es normal entonces Z = X |J;Y es de
Tychonoff.
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Demostracidn. Tenemos primero que Z es Ti por proposicién L1.10. Seanz € Z y
C cerrado en Z tal que z ¢ C.

Caso 1. z=p(z) conx € X — A.

Por ser X de Tychonoff existe ¢, : X — I tal que @y (z) =0y para B = AJp3'(C)
cerrado en X, @y (B} = 1. Sea ¢y : ¥ — [ la funcién constante ¢y (¥} = 1, entonces

por ¢l resultado anterior existe ¢ : £ — I continua tal que ¢l siguiente diagrama

X
i / ipx \ﬂPx
A z Lw

I \ ipy/‘ﬂy
Y

conmuta.

Veamos que @ envia el punto z en 0y el cerrado Cen 1 - ¢(z) = wpx(z) = wxiz) =0
Ahora si ¢ € C[ X, wle) = pyle) € wx(B) por lo tanto ple) = 1. si ¢ € CNY,
wlc) = @y lc) =1 tenemns que @{C) = 1.

Caso £ z=p(y)cony Y.

En este caso cxiste ¢y @ Y — [ continua tal que o () = 0y @, (COY) = 1
por ser Y de Tychonoff. Consideremos la composiadn o f @+ A — T v su extension
¥ . AlUpy (C) — I defimda de la siguiente manera ¢ [4= v, f ¥ @ |- oy= 1. Para va1
que ¢ csld bien definida basta mostrar que ¢ (p}l(C) MNA) =1 Seaae AN p¥'(C),
w(a) =y (f{a}) € oy (CY) =1 Ademds es claro que v es continua.

Dadoe que X ¢s normal, por ¢l teorema de Tietze-Urysohn existe una extension Wy

vontinua de i

NSy g

AU



14 Capitulo I. Preliminares

como en el caso 1 existe ¢ : Z — I continua que hace conmutativo el diagrama, se tiene:
px(a) = vy {f(a)) para todo @ € A por construccion y ¢(2) = ¢ (p(y)) = ¢y (y) = 0si
c€CNY, plc) = pylc) = 1.

Sice C~Y, pxtlc) # 0 por lo tanto (e) = vy (px'(c)) = 1. Con lo cual concluimos
la prueba de la regularidad completa de Z. O

Proposicién 1.1.22 Sear A un cerradode X, f: A— Y contimay Z = X [J ;Y.
Entonces Z es normal {6 T) si X e ¥ 1o son.

Demostracidén. Supongamos que X e Y son normales. Si F, G son cerrados ajenos

ent Z entonces por lema de Urysohn existe vy 1 ¥ — [ continua tal que

Osiyep 1 FYNY
isiyep {GNY
Sea B=(p Y{F)NXYJAUWpY{GINX) ysea: B — I tal que
0 sizep H{FINX
Uz)=4 oy (f@) szeA
1 sizep {(GNX

Por la definicion de . ¥ esti bien definida y es continua lo cual veremos

oy {y) =

a contimacién. Sia € Ap~1{F) entonces a € p~ (F)(X; por tanto #{a) = 0
pero también f{a) € p7*(F)NY, luego ¢y-(a) = 0 y por definicion ¥{a) = ¢y{a) = 0,
andlogamente para a € A{|p71(G). Eutonces dado que B es cerrado en X espacio normal.
por el teorema de extensién de Tietze existe py 1 X — I continua tal que ¢y |z= .
Como ¢x{a) = oy (f{a}} para todo a € A, por Ja proposicién 1120 existe p : X — T
continua tal gue wpxy = Py ¥ ¥Py = &y Por construceién py (p~H{FINX) =0y
@y (p7HFYNY) = 0 por lo tanto »(F) = 0. andlogamente se prueba que »(G) = 1. De




L2, Grupos topolégicos y grupos de Lie

1.2 GRUPOS TOPOLOGICOS Y GRUPOS DE LIE.

Un grupo topoldgico es un grupo G provisto de una topologfa tal que las operaciones
multiplicacién p : G x G — G, pl{g.h) = gh, e inversién ¢ : G — G, t(g) = g7}
son funciones continuas, por 1o tanto la estructura de grupo y la estructura topoldgica
de G no son independientes. Es fdcil comprobar que la condicién de continuidad de
ambas funciones g e ¢ equivale a la condicidn de continuidad de la funcién ”divisién”

v:Gx G — G, dada por v{g,h) = gh™L.

Para A y B subconjuntos de un grupo topolégico & sean
AB=p(Ax B)={ab:ac A bc B}

A=Ay ={a"t:a e A}

AB ' =uv{Ax By={ab':ac A b B}

A= Ad ={a10;: a1 € A, ap € A}.

La inversién g +— ¢~! es un homeomerfismo mvolutive de G. es decir :* = 1; Se dice
que A es siruétrico s A = A™'. Las traslaciones o multiplicaciones por i, § »— hg v
g — gh también son homeomorfismos. (7 es un espacio homogéneo, pues dades g1. g2 € G
existe un homeomorfismo ¢ tal que (g1} = g2, en efecto tome ¢ como la traslacidn
izquicrda por gagy "

Si A s abierto, AB v BA son abertos para todo B C G, va que AB = | Abes

be ls
unidn arbitraria de abiortos De la misma forma vanos que BA es abierto.

S1 A es cerrado y B finlto, AL v B4 son corrades, como antes AL = [ Ab v
b B
BA = | DA son uniones flmtas de cerrados,
bE A

IEn virhidd de la homogeneidad. para probar que & satisface cierta propiedad loead
Bastara probarlo paa un punto, en particular para of elemento identidad ¢ de &, Como
¢ es o eleento especial de Gy cualgqueer vecindad de g € G os de la forma gb o Vg con

Vs vectdad de oo el papel gue jueosn Las vedndades de e es sumanente nnpot Gty

15
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Proposicién 1.2.1 Sean G un grupo topoldgico y B una base de vecindades de e en

. Entonces dada N € B existen U,V y W en B tales que
UVPCNVICNyWW I CN.

Ms4s atin, las vecindades abiertas y simétricas de e formar una base de vecindades de

een(s.

Demostracién. La contimiidad de la multiplicacién implica que existen vecindades
Uy vy Uy de e tales que U1l C N. considere 7 € B contenido en U () Uk, entonces
U2 C N. Camo la inversién es continua, hay un elemento 1 en B que cumple V™! C N,
Finalmente en forma andloga al primer caso, Ja continuidad de » implica la existencia
de W tal que WI¥~! C N. Notese que V[V~ y WW ™! son conjuntos simétricos, de
lo anterior se sigue que las vecindades ablertas simétricas de e constituyen una base de

vecindades de e. [J

Los subconjuntos compactos de grupos topoldgicos tienen propiedades similares a
los puntos respecto a axiomas de separacién por ejemplo, zhora en grupos topolégicos

tenemos la siguiente proposicidn.

Proposicién 1.2.2 Para un compacte K de un grupo topoldgico G,

(1) Cada vecindad A de K en G contiene ablertos de la forma UK y KU, donde U
v U’ son vecindades ablertas de .

(2) 8i C es un cerrado de G, CK y KC son cerrados,

{3) Para cada vecindad N de e hay una vecindad V de e tal que {J 571VE C N
BEK

Demostracién. Ver proposicién 3.2 [dN].
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Proposicién 1.2.3 Un subgrupo H de & es grupo topoldgico con la topologia
relativa. Designamos por G/H al conjunte de clases laterales izquierdas con la topologia
identificacién respecto a g : G — G/ H. con g{g) = gH. Entonces g es abierta y el espacio
G/H es homogeneo. 3i H <1 entonces el grupo cociente G/ H es un grupo topoldgico

con esta topologia.

Demostracién. Veamos primerc que g es ablerta. En efecto dado un abierio A en G,
¢~ 'q{A) = AH = |J Ah uni6n de abiertos en G y de la definicién de topologia cociente
g(A) es abierto egeg/H. Ahora G/H es un espacio homogéneo, pues para g1 H, g H
existe un homeomorfismo @, ¢ : gH — g297'gH tomado como la traslacion izquierda.
tal que (g1 5} = goH. Dado que H < G tenemos que G/H es un grupo. Probemos
que las operaciones de grupo son continuas Sea ¢/ : G/H x G/H — G/H defimda
por V(g1 H, g2 H) = g1g;* H veamos que es continua. Para ello, considérese el siguiente

diagrama conmutativo

Gx G5 G

gxql ql
G/HxG/H— G/H

g abierta. ¢ x g os sobreyectiva v abierta, v rg continua por lo tanto ' continua O

Enseguida se mtroducen los srupos de Lie v sc discuten algunas ¢osas de importancia

para resultados posterioves.

Definicién £.2.4 Un grupo topelégice ex un grupo de Lie st tiene una estructura

de una vailiedad diferenciable tal que las operaciones de grupo g ¢ ¢ son diferenciables.

Por la homopeneidad de ¢ basta que exista wna veemdad abierta U de ¢ enG v un
homwomorfismo 2 7 — W sobre un conpunto abicrio W C R para aletin n con e} = 0

v tal que las operaciones del giupo sean diferenciables corea de o en estas coordenadias
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jocales. Mds precisamente, sea z,(g) la i-ésima coordenada de z(g) € R® para g € U.
Entonces para todo g y & en alguna vecindad abierta V € U de e donde las funciones ¢,
son de clase C*en una vecindad de 0 € R?*, 2;{gh) = », (21(g), ---, Z2(9), z1(h), -, T (R)).
Similarmente z;(g7) = ¥, (z1(g); .-, (g)) para g cercano a e, donde las funciones ¥,

son T alrededor de 0 € R™.
Ejemplos.

(1) El espacio Euclideano R® es un grupo de Lie. En efecto con la topologia usual,
R™es una variedad diferenciable y es un grupo topoldgico abeliano con las operaciones

definidas por (z,y) +— z + y ¥ £ — —z que son diferenciables.

{2) Et circulo unitario $! es de Lie compacto. El taro T® = 8! x .. . x S! es grupo de

Lie dado que el producto finito de grupos de Lie es un grupo de Lie.

{3) El grupo general lineal GL{n.R) =det (R ~ {0}). Teremos que GL(n.[R) es una
subvariedad de M(n,R) y es un grupo con respecto a la multiplicacién de matrices. El
producte AB en GL{n,R} tiene entradas polinomiales en las componentes de A ¥ B,
v estas entradas son las expresiones en coordenadas locales de 1a funcién producto, que
es diferenciable. Las entradas de A™! son funciones racionales de las entradas de A con
denominadores diferentes de cero y es también diferenciable. Asi GL(n,R) es un grupo

de Lie.

Teorema 1.2.5 Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G. Existe una
vecindad U de eH en G/H y una funcién continua s : U — & tal que ws = 1y, con

7: G — G/H la proyeccién candnica.

Demostracién. Ver la prueba del teorema 3.37 en [Ka]. O
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1.3 G-ESPACIOS.

Sea G un grupo topolégico. Un G-espacio es un espacio provisto de una accidn
continua de G sobre X, esto s, una funcién continua 6 : G x X — X definida como
{g,z) — gz que satisface ez = z, donde e es la identidad del grupo y A{gz) = (hg)z,
para todos z € X, g, h € G.

Para cada g € G, la accidn § induce la funcién continua 8, : X — X, 8,(z} =z, la

cual es un homeomorfismo puesto que (§,)71 = G,-1.

Para z e X, AC X vy H € & usaremos las notaciones y términos siguientes:
HA={ha:Vhe H ac A}

Gr={gx|ge G} esladrbitadexz

Ga={g€G|gA= A} es el estabilizador de A.

G: = {g & G| gz =2a} es el grupo de isotropia de .

8i G, = G, z es un punte fijo o cstacionario X< es el conjunto de puntos fijos.

Se dice que A es invariante s1 gA = A para todo ¢ € G La unién. interseccidn v
diferencia de dos conjuntos invariantes es un conjunto invariante

Sea X/G ¢l conjunto de Orbitas con la topologia identificacién respecto a la
proyeccién orbital = . X — X/G, dada por #{z) = Go A X/G se le llama ol espacio

de drbitas

Proposicidon 1.3.1 # ¢g abierta y cuande G ¢s compacto 7 es ademds corrada

Demostracidn. Sea 4 un abicrto de X, 27lx(A) = GA = |J g s umdén de abnerfos
en A por lo tanto m{A) es abwerto en X/G. Para of caso G c:Z;ipaci.o mostraremos gue
§1 € es un corrado en X entonges GC' = 77 'w{(?) tambien lo cs

En general se cumple para todo K C G v B.C ¢ X las siguientes equavalencias

BOAKNC =0 K\ BOC =0 (A xNe ()=

Scaw e N - GC, GeNC = B esto implen gue G ¢ [Gx X = 071 abierto en

Gox N donde @ es da accion de G en X Cowo G os compacto existe Vo ovecindad de e al

19
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que G x V C [G x X ~67H{C)] y de las equivalencias antes mencionadas se sigue que
V(1GC = & y por lo tanto GC es cerrado en X. De la definicién de topologia cociente

tenemos que 7{C) es cerrado ex X/G. O

Definicién 1.3.2 Supongamos que G actda en los espacios X e Y. Se dice que una
funcidn continua f : X — Y es equivariante o G—aplicacién cuando f(gz) = gf(z)
para todo z € X, g € . Tenemos que toda funcién equivariante f satisface G, C G
para todo z € X. Ademds f transforma érbitas en érbitas puesto que f(Gz) C Gf(z) e

induce una funcién en los espacios de érbitas, como veremos a continuacién.

Proposicidén 1.3.3 Cada funcién equivariante f: X — ¥ induce una tinica funcién
continua f/G entre los espacios de drbitas que hace ¢l siguiente diagrama conmutativo,

donde = ¥ @' son las provecciones orbitales.

x ! Y
7l 1+
x/6 L vic

Demostracién. Se define {f/G}(Gz) = Gf(z). Como (f/G)w = f=' es continua.

por la propiedad universal del cociente f/G es continua. O

Si H es un subgrupo de G. Dado un H-espacio X. podemos construir un G-espacio
asociado con X como sigue: consideremos la H-accidn sobre el espacio producto (7 x X
definida por h{g.z) = (gh™', hz). el espacio de 6rbitas de esta H-accitn se denota por

19, 2. Xinalmente se defige 1na. Goay

G x5 X por ¢'lg, 2] = [¢'g, z]. El G-espacio G x g X asociado a X. es llamado producto

torcido v tiene las siguientes propiedades.

cién_sobre



L3. G-espacios 21

Proposicién 1.3.4 Sea H un subgrupe compacto de G un grupe de Hausdorff
Entonces

(a)2: X — G xg X, z— [e,z], es un H-encaje cerrado.

(b) La proyeccién G x X — G induce una proyeccién p : G xy X — G/H, definida

por p(lg, z]) = gH, la cual es una identificacién abierta.

Demostracion.

(a) Sean la proyeccién orbital #: G x X — G xgy X y la funcion continua j : X —
& x X definida por j(z) = (e, z). La funcién ¢ de (2} es la composicién w3 por lo tanto
es continua. Para h € H tenemos que

i{hz) = [¢, hz| = [h, 2] = Rkle,z| = ha(z)
esto prueba que : es H—equivariante.

Probemos ahora que ¢ es inyectiva. Sean (zx) = 1(y) para z.y € X esto
es, [e,xz] = [e,y]. Por definicion existe h € H tal que Ale. z} = (e, y) lo que imphea que
(eh=Y hx)={e,y) yasie=h, z=y.

Mostremos que ¢ es cerrada. Sea C un cerrado en X entonces j(C) = {e} x C es
cerrado en G x X dado que G es Hausdorif, ademds como H es compacte 7 cs cerrada
por proposicion L3.1 v entonees 77{C) = 2(C) es corrado en & xy; X, De lo anterior se

slgue que @ s encaje cerrado.

(b} Primeto veainos que p estd bien definda. En cfecto {gy, 2] = [g2. 2,] implica que

para alptin n € H, gy = ik y e = 2. luege g = g2 /7 por lo tanio

plona)) =gl = gH = p{lg2 2a])
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Considérese G x X B G 1a proyeccién sobre la primera coordenada v G -% G/H la

identificacion g{g) = gH. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

GxXB g
7l lg

GXHX‘*G/H
|

Como pm = ='q s continua y « identificacién, p continua. Ademis p es abierta porque

losonp; yg. O




Capitulo 2

Acciones especiales

Las acciones de grupos cornpactos y las acclones propias en el sentido de R. Palais [Pa2],
poseen propiedades especiales muy interesantes, es por eso que dedicamos este capitulo
para su tratamiento. Ademds, los resultados que de ellas se derivan son clave para la

obtencion de resultados del siguiente capitulo.
I1.1 ACCIONES DE GRUPOS COMPACTOS.

LEu esta seccion supondremos que G es compacto. Algunos de los resultados que aqui
¢ exponen no se denwestran, para su demostracién se puede consullar [dN].

Consideremos un G- espacio X con accdn 8 y proveccion orbital «

Mostraremos primero que la accion 6 . G x X — X es cerrada. Se tiene entonces que
para todo cerrado o compacto C de X, GC es cerrado o compacto respectivamente. En

particular las drbitas (T son siempre compacias

Proposicién IL1.1 La accidn 6 : & X X — X o5 corrada

Demostiracion. Sca © un conrado de ¢ x Xy o un punto de a cerradura de #{C7).
entonees hay una red ((ga. i) en O tal que la red {(gary) cowverge a2 ¢ XL Como G

X . o
os compacto, alaune subred {ga) de (oa) converge a4 un elemento g de ¢ Juego (937)

o
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converge a g y por continuidad de la accin (z,,) = (g):y1 (ga,Ta,)) converge a g~lz.
Entonces la red {(gy,,%,)) en C converge a (g,¢7'x) un punto de C y por lo tanto
z=48(g,g 'z) € 8(C). O

Para cada z € X la accidn & induce una funcidn continua, sobreyectiva
# .G — Gz, 0%(g) = gz.
A su vez. 8% induce 6° : G/G. — Gz, gG, — gz biyectiva y continua porque

6%{g) = 8%(h) si y s6lo st kg € G,. Esto es vilido para cualquier grupo topolégico G.

Cuando X es de Hausdorff, el grupo de isotropia G es cerrado ¥ en nuestro caso G
compacto, el espacio de clases laterales G/G. es compacto por lo tanto 7 -.G/G,— Gz
es un homeomorfismo. Ahora bien, la orbita Gz es un G-espacio y el espacio de clases
laterales g, es también un G-espacic respecto a Ia translacidn jzquierda. resulta entonces

T . -
que § es un homeomorfismoe equivariante.

Proposicidn I1.1.2 La proyeccion orbital  : X — X/G es perfecta.

Demostracion.Ya mostramos en la proposicidn 1.3.1 que 7 es cerrada. La fibra

7~ p) de cualquier punto p € X/G es una drbita por tanto es compacta. O

Asi para 7 : X — X/G tenemos que es suprayectiva, continua, abierta, cerrada ¥
propia. Muchas propiedades topoldgicas son invariantes bajo este tipo de identificaciones.
por ejemplo la conexidad, la compacidad. ser 1° numerable. ser 2° numerable ser espacic
T, normal, paracompacto {Teorema de Michael [En| 5.1.33, p.310) y metrizable. {Du]

"Cap. XI sec. B.

Proposicidon I1.1.3 Toda vecindad de un conjunto invariante 4 contiene una

Demostracién. Supongamos que V' es una vecindad abierta de A, el conjunto

U= X/G— #(X — V) es un abierto de X/G. contiene a n(A) y #~* (U} C V porque si
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we U, 7w )X = V)Y =0. Y ast, 71 U) = X —~ G(X — V) es la vecindad abierta

invariante de A contenida en V. O

Para acciones de grupos compactos en espacios de Hausdorfl tenernos el siguiente

resultado sobre extensiones equivariantes.

Proposicion IL1.4 Sea C un cerrado de un G-espacio de Hausdorff X. Si una
funcién continua ¢ : €' — Y en un G-espacio Y satisface ¢(gc) = gy(c) siempre que g ¥

g¢ pertenecen a C, entonces ¢ tieéne una extension eguivariante Unica ¢ : GC' — Y.

Demeostracién. Pongamos ¢'(gc) = gio(c) para todo g € G y c € C, entonces
¢'(c) = wlc) parac € Cy cuando tarabién ge € ' por la hipétesis @{ge) = golc) = ¢'(ge)
lo cual implica que ¢’ : GC — ¥ estd bien deinida. Probaremos la continuidad de ¢
mosirande que para F cerrade en Y, ' '(F) es carrado en X Sea z un punto de
WF_) v sea {z,) una red en ¢~ M F) que converge a x. Ya que x, = g,c, con ga € G
y ¢y € C, hay una subred (g, } de (g} que converge a algin punto ¢ de G, entonces

‘z, luego g7l € C y tenemos que la red

la red (c5,) = (gr Za,) converge al punto g~
en F. (¢(zy,)) = (g 0len, )) converge a gp(g™'z) = '(z), por lo tanto ¢/(z) € F x

s e oHF). 0O

Definicidén I1.1.5 Una seccién de una funcén continua y suprayectiva f X — ¥
¢s una funeidn continua s 0 Y — X tal que fs = 1y Una seccion local en un punto

y €Y es uua funcion s U — X con U vecindad de y tal gue ms’ = 1y

Proposicién IL1.6 Sea ¢ un cenado de un G-espacio de HausdorfT X. 51 la
mtersecadn de C con cada 6rbita consta de exactamente un punto entonces « tiene wa

s0CCion cuya magen es O

t . © o4 CCI011 7 " (N e _\ (7 s 0T l B Py )I(,dc](lf o (if (
DCn’]OStI wcidn L 1 ICSTTICE ( /

LTIV COT L, P IO s N e L101 [1sTh ISR E‘ i }
wveetiva 11 n i 1 } o (RN l SHU ] 1 IPOsICIan (l( (

XNC O seemda de la melmion T N os L secodn buseada 1
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Enseguida presentamos la integral de Haar sobre un grupo compacto de Hausdorff.
Aunque exista para grupos de Hausdord localmente compactos para nuestros fines sélo
consideraremos el caso compacto. En este caso existe una medida de Haar u normalizada,
es decir ¢(G) = 1, v la integral de Haar sobre G que consideramos serd invariante

izquierda ¥ derecha, respecto a la medida de Haar normalizada.

Sea C(G) el espacio vectorial real de todas las funciones continuas ¢ : G — R. Como
s costumbre para r€ R designaremos con r a ia funcién constante #{G) =r, para ¢ y ¢
r € C(G). ¢ = ¢ significa (g) 2 ¥(g) para toda g € G. Las translaciones izquierda y
derecha de G por un elemento k inducen los siguientes automorfismos de C(G) :

R Ly : C(G) — C(G), con Ra(w){g) = v{gh) y La(w){g) = ¢(h™'g), en efecto son
transformaciones lineales biyectivas esto Gitimo es consecuencia de

Rth' - Rh."h! Lth’ = th‘-

Teorema I1I.1.7 Existe una funcién tnica 7 : C{G) — R que cumple:
(a) 1{p1 + pa) = I{ip1) + I (ip2) ¥ I{ep) = el{y) para c € R,

(b) H{Rup) = 1) = I{thp) para todo h € G,

() Sie 20, I(p) 2

{(d) I(1) =

Ta funcién I es la integral de Haar (normalizada) se denota

= [olg)dg

La propiedad {a} irnplica la linealidad de la integral, asf

J{eror + c2ws)(g)dg = a1 [ (g)dg + 2 [ a(g)dg

ahora {b) sxgmﬁca que es invariante dered}a e 1zqulerda

[elgh)dg = [¢lg)dg. = [ @k g)dg
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por {c} se tiene que si v > 0 entonces [ ¢{g)dg = 0.

¥ (d) ¢s la condicién de medida de Haar normalizada, esto es, | dg = 1.

Por ejemplo st G es un grupo finito de orden m, la funcién I(yp [Z wlgll/m
satisface las condiciones del teorema anterior por tanto es la 1ntegra.l de Haar sobre & ;

esta integral es una funcicnal que asigne a cada ¢ su valor medio.

Proposicidén I1.1.8

(1) 1 2 @, implica [ ¢:{g)dg > [ a(g)dg
@) folg)dg | < sup {f elg) | : 9 € G}

(3) Si ¢ = 0 pero ¢ # 0 entonces [ ¢(g)dg > C.

Definicion I1.1.9 Se dice que una funcién continua f de un G—espacio X en un
espacio ¥ es invariante cuando f(gz) = f{x) para todo ¢ € G y cada z € X, dicho de

otra manera f es equivariante respecto a la accién trivial de G en Y.

Proposicion I1.1.10 Sean X un G-espacio y ¢ © X — R continua. La funcién
$: X — R dada por &{z) = [ ¢{gz)dg es continua y satisface ¢(hz) = &(z) para todo
h € G. Ademds 51 A es un conjunto invariante de X y ¢(A) C [b, | entonces ${A4) C [b.c].

Las demostraciones del resullado que damos a contmuacion utilizan la integral de
q 19

Haar normalizada sobre Gy pueden verse en [Brel. [Pal] .

Proposicidn I1.1.11 Sea X un G—espacio. Si X es complotamente regular o de

Tyehonoff o paracompacto o metnizable entonces también lo es X/G respectivamente.

La integral de Haar schre ¢ de funciones continuas de ¢ on R se oxtwende a la
integral e funcones continuas de G con valores vectoriales integrando coordenada pos

courdenada. Procisando, sea - G - BY confinua con ¢ = (1, .. ,49,), se define

[tk (] Aitaddy o o lgddg) o B

27
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La propiedad de lincalidad de la integral de Haar implica que toda transformacion
lineal f : R® — R™ satisface

I Fela)dg = f([ elg)dg),

asimismo, de la invariancia izquierda v derecha de Ia integral de Haar resuita la igualdad

Jolghidg = [ w(g)dg = [ wlhg)dg.

Ademsds, para cada funcién continua v : X — R* de un G-espacio X en R™ se obtiene

una funcién invariante & : X — R™ por

O(z} = [ plgz)dyg

Teorema I1.1.12 (Teorema de Extension de Gleason). Sean X un G-espacio normal,
A un cerrado invariante de X, p: G — GL{n, R) una representacién de G es decir p es
un homeomorfisme continuo. Entonces toda funcién p- equivariante ¢ : A — R™. esto

es &{ga) = p(g)o(a), admite una extensién p-equivariante v : X — R™.
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11.2 ACCIONES PROPIAS.

En esta seccién supondremos que G es un grupo de Hausdorff localmente compacto.
Definiremos los G--espacios propios para X un G -espacic de Tychonoff, concepto intro-
ducido er 1961 por R. Palais [Pa2] con el propésito de exiender gran parte de la. teoria

de grupos de transformaciones compactos a localmente compactos.

Definicién I1.2.1 Dados U ¥ V subconjuntos de un G-espacio X, sea
<UVe>={geG|gUNV # G}

En la siguiente proposicidn se muestran algunas de las propiedades del conjunto

anterior.

Proposicién I1.2.2 El conjunto < U,V > cumple con las siguientes propiedades:

U< V> = <V,U>

D <qlUgV> = @<l V>, g.peC.
<Yl V> = U<lU,V>.
) <UU.NVi> C U<l.v,>

Demostracién. {1) g €< V.U > sl v sélo st gV (U # 8 lo cual mplica que existen
e VyyeUltalgque gr = gy o bien. v = g7y Ast. g7 'UMV # 8 por Jo tanto
gl e UV »y gea UV 70

(2} g €< . g2V > si y s0lo sl g{g U N{g21) # 0. Lucgo, existen w € U, y € V Lal
que glg12) = gay. esto es. g5 'z = y; de donde concluimos que g3 gy, €< UV > v
por lo tanto, g € g2 <U.V > g '

(331 Sea ge< JUL WV > esto muphea que g{lJU) NV #0 Luego existen

a a

rEJba pe Vil que gs = yocomo w & U, para alpiin a entouces g €< U, Vo~ v

Al
pot lotawto o U -0 000 =~
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i} Sea gel|J < U,V >, enionces g €< U,V > para algmin o, esto implica
que existen T € aUa, € V tales que gz = y. Pero sl z € U, entonces z € {JU. ¥
sUUINY #0. Astg € < YT,V > :

De1)vn)set1ene<UUmV> = U<Ua,V>

{4) Sea g€ < UUHHV > entonces emstenx € UU Yy € ﬂV tal que gr =y,

i

lo cual imphica que =z € U, para algin iperoy € V, para todo i, vy asi
ge<l, V> C U<i,Vi>.0

Definiciones I1.2.3 Sea X un G-espacioy AC X, A # 0.

(a) A es delgado si < A, A > tiene cerradura compacia en G.

(b)A es pequeno si cada z € X tiene una vecindad U {—relacionada con A4 (lo
que denotaremos por A U ), es decir, < A, U > tiene cerradura compacta.

(¢) Un G-espacio X de Tychonoff es de Cartan si cada punto de X tiene una vecindad
delgada.

(d) X de Tychonofl es un G-espacio propio si cada punto de X tiene una vecindad

pequeda.

Observacién. Toda accién de grupo compacto de Hausdorfl G en X de Tychonoff

es propla porque cada subconjunto de X es pequefio.

A continuacién presentaremos algunos ejemplos de G-espacios de Cartan y G-espacios

propios.

Ejemplos.

(1) Sea el grupo topolégico G = (R, +) actdando sobre X = R2—{0} porp: Gx X —
X, definida como ¢ (£, (x,y)) = (e'z,e 'y). Entonces X es un G-espacic de Cartan y no
s G-espacio propio. [Elf]

(2) Si H es un su’ogrupo compacto de un grupo topolocuco G iocalmente compacto

entonces el espacio homogéneo de clases laterales G/H es un G-espacio propio.
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{3) Si G es un grupo localmente compacto, I un subgrupo compacto de G y X un

H-espacio entonces G Xy X es un G-espacio propio. Ver proposicion 1.3 en [Elf].

(4) Bl espacio N(E) de todas las normas sobre E, el espacio lineal de dimensién r,

es un G-espacio proplo bajo la accidn natural de el grupo general lineal G = GL{n). Ver
[Anl]

Otros ejemnplos interesantes de G-espacios propios los podemos encontrar en [Ab].

Proposicién I1.2.4. Si X es un G-espacio de Cartan y X/G es T3 entonces X es un

G-espacic propio.

Demostracién. Ver [Pa2] Proposicién 1.2.5. O

Enseguida enumeramos algunas propiedades elementales de conjuntos pequefios cuyas

pruebas se siguen de las propiedades de la proposicion I1.2.2.

{1) Un subconjunto de un conjunto pequeiic es pequeno.

(2) La unién fimta de conjuntos pequefios ¢s pequehia,

(3) & & C X cs pequeiio vy K es un compacto de X entonces R tiene una vecindad
{—relacionada con 5.

(4) §1 X cs un G-espacio propio ¥ I cs compacte de X entouces < K. K > es un
cerrado compacto de G, por o tanto K s delgado ¢ incluso tiene una vecindad delgada.

{3} S1 X ¢s G-espacio proplo entonees cada conjunto compacto de X es pequedo v

tiene una vecindad pequeiia.

Demostracion. Como ejemplo probaremos {5)
Para cada A € K existe Uy vecindad pequetia de & asf obtenemos | Uy nua cubierta
CR
ablerta de K Dado que A es compacto exasten Uy, U tal que N C [J 17, =W
Como cada Uy, s pequena entonces W es veelndad pequena de K ;)(')1'1(2) v por {1)

Koes pequene O
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Proposicién I1.2.5 Un G-espacio propio es un G-espacio de Cartan.

Demostracién. La proposicién se cumple porque toda vecindad pequenia U de =

conttiene una vecindad delgada UV, donde V es una vecindad de = tal que U ~V. O

Lema ¥1.2.6 Sean X,Y G-espacios v f : X — Y equivariante. Entonces

(a) < Ay, Az > C < f{A)), f{A2) > para todo A;, A C X. 5i f es inyectivase dala
igualdad.

(b) < F By}, f~YB2) > € < By,By > para todo By, By € Y. Se cumple la

igualdad cuando f es suprayectiva.

Demostracidn. (a) Sea g €< Ay, Az >, es decir g4, [ A2 # 0. Esto implica que
flgAi M Az) # 0. Luego flgAi [N A2) C gf (A1) N f(A2) # 0. Asfg € < flA), f{A2) >
¥y <A A > C < flA), f(A2) >

Si f es inyectiva se cumple la igmaldad f{gA; [ A2} = gf{A:1}[)f{As), de donde
tenemos que st g €< f(A1), f(A2) > entonces g €< A, As >.

Por tanto < f{A4;1), f{Aa) > C < Ay, Ax > .

b) Veamos que < f~Y(B), f By} > C < By, B> > para todo By, B C Y.

Por (a) < fNBo) S Ba) >C< f(FHB).FUF(B)) > v aplicando
F{fYB.,)) C B, obtenemos {b). Sea shora g € < B;. B; >, 51 f es suprayectiva se tiene
que fHgB 1 B2) # 0. Asi gf {BIN (B # @y g €< [7H(By), [ (B2) >, de
donde se concluye que < By. B: >C< F 1By, F 1B} > .0

Corolario I1.2.7 Si B es delgada o pequefia en ¥ entonces f~1(B) es delgada o

pequefia en X respectivamente.

Lema I1.2.8 Sea U ablerto pequeno en un G-espacio X. Entonces O =< U, U > es

vecindad abierta de e en G.

Demostracién. Sea U un abierto pequefic. Considérese la accién 8 : Gx X — X | su

restriccion 0y : Gx U — X y p1 : Gx U — G la proyveccidn sobre a primera coordenada.



I1.2. Acciones propias

Dado que I/ es abierto, 951 (U} = {(g,z} € G x U | gz € U} también lo es, luego
p1(05(U))es abierto. Veamos que py (051 (U)) = O, para h € p; (65" (U)) 3y € U tal que
hy € U. entonces hy € A7 U # @y por lo tanto h €< U, U >= 0. Sea g € O, entonces

3z € U tal que gz € U. Por lo tanto (g,2) € 85 (U) y g € p1(65'(U)). Esto prueba que
O es abierto en G y claramente e € 0. O
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Capitulo 3
G-Espacios de Adjuncién

En este capitulo trataremos uno de los temas principales de esta tesis, los espacios de
adjuncién de G-espacios propios en el sentido de R. Palais [Pa2]. Lo iniciaremos tratando
con identificaciones equivariantes y resultados bdsicos pars el desarrollo de los temas aqul
contenidos

Posteriormente probamos algunos resultados en donde, bajo clertas condiciones, el
espacio de adjuncion de un G-espacio propio {de Cartan) resulta ser un G-espacio propio
(de Cartan)

Eu la seccion 13 vercmos algunos resultados sobre rebanadas en su mayoria con
grupos de Lie o compactos. Con estos resultados podemos finalmente demostrar cl
Teorema 1114 5 de E. Elfving [Elf], ol cual afirma que si X, Y son G-espacios propios,

paracompactos enfonges ¢l cspacio de adjuncidn ¢s G-espacio propio paracompacto.
I11.1 JDENTIFICACIONES EQUIVARIANTES.

Consideraremos aquf identificaciones equivariantes entre G—cspacios, 1.c. son

wlentificaciones v funeiones equivariani es

Teorema 111.1.1 (Transgresion Eguwivaranie). Sca p .o X -+ ¥ una identificacion

cquivatiante v sen oz N -+ F una funeion cquivatiante (al que yp 2 e noivalunda
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para todo z € Z. Entonces ¢p~(z) es una funcién equivariante.

Demostracién. Por el teorema 1.1.6 sabemos que ¢p~ : Z — Y es una funcién
continua, falta probar que (¢p~*)(gz) = g{ep~(2)) paratodo g € Gy z € Z. Pero
debido a la equivariancia de ¢ es suficiente mostrar que p~1(gz) = gp{z) lo cual resulta
de lo siguiente: z € p~Hgy) S p(z) =gy = plg i) =g gy =y gz ep My &
&g iy). O

Definicién I11.1.2 Una relacién de equivalencia ~ es invariante si z; ~ o implica

gz ~ gz para toda g € G.

Lema IT1.1.3 Sip: X — Y es una identificacién equivariante entonces la relacién en

X definida por x; ~ z2 cuando p(z;} = p(z3) s una relacidn de equivalencia invariante.

Demostracién. Si z; ~ 2, p{z;) = p(zs) esto implica que para todo g € G

plgz1) = gp(z1) = gp(wa) = plgze) por lo tanto gry ~ gzp. O

Proposicién IT1.1.4 §i ~ es relacién de equivalencia mvariante en un G-espacio
X v G es localmente compacto y Hausdorff. Entonces existe-una accidn continua en

Y = X/ ~ tal que la funcidén cociente p: X — X/ ~ es equivariante.

Demostracién. Para [z] € X/ ~ la clase de equivalencia de z. definamos g[z] = [gz]-
Con esta accién la funcién cociente p es equivariante, en efecto

gp(z) = glz] = [gz] = p(gz).

Resta probar que esta accidn es continua. Sea & la accion de G en X y & la accién
de G er X/ ~. Luego #{g.[z]) = [gz} = {6(g.z)] por lo tanto el siguiente diagrama

conmuta.
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Como G es localmente compacto v Hausdorfl id x p es identificacién por el corolario

11.8 y dado que 9'(2d x p) = 0p es continua entonces §' también lo es. O

Proposicién I11.1.5 Sean & wua grupo localmente compacto y Hausdorff,
X €Y G-espacios, A cerrado invariante de X y f : A — ¥ equivariante. Entonces

Z = XY es un G-espacio con la proyeccion p: X UY — Z equivariante.

Demostracién. Para que el espacio X LY/ ~ sea un G-espacioy p: XUY — Z sea
equivariante basta probar, por la proposicion anterior, que es invariante la relacién ~ en
XUY generada por a ~ f(a) para todo a € A. Dado que f es equivariante gf{a) = f{ga)
y claramente a ~ f(a) implica ga ~ f(ga) por lo tanto ga ~ gf{a) para todc v € Ay

g € G. De aguf se inflere que ~ es una relacién de equivalencia invariante.

Proposicién I11.1.6 Con las hipétesis de la proposicidn anterior, el espacio de 6rbitas
Z/G es homeomorfo a X/G ) ;eY/G.

Demostracién. Tenemos las proyecciones orbitales v las funciones cociente

canonicas:

W=xuYy+£z5z/6
L
WG = X/GUY'CL X/G U, eY/G

Aplicando el teorema de tramsgresion existe o1 2/G — N/GU; e Y/G tal que
(g

wnp = p'w
X/GU spcY/G. Paro (wp) " (Gz) = Gp~iiz) es conjunto mvariante de W, la fibra p~1(z)

st v s6lo &1 para tode Gz € Z/G. p'a" ({mp) M (Gz)) es un s6lo punto de

eoes un s8lo punto € X — A por lo tante /7' (G2) os un punto. o bien os un conjunto
de La forma £V ) ULy entonees, o= (5 Y UL = p (G e U Gy) = #1G g
porque (f/GYGF Ny = GF(f YY) = Gu. lnego p'a’ {F Wt Uity = p{Gy) os un

pnto
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Asi @ 1 ZJ)G — X/Gl];cY/G es 1a funcién definida como ¢ {Glw]) = [Gw] con
we XY

Como p{xp) = p'n’ es sobreyectiva tambien lo es ¢, veremos que es inyectiva. En
efecto, supongase que p(Gz) = ¢(Gz2) tenemos que [Gun] = [Gws] con z = [wi] ¥
29 = [ws], luego Gun ~ G, es decir se cumple cualquiera de los siguientes casos:

(i) Gw; = Guws.

(it) Guwy = [/G(Gws) = Gf{wy), luege gfi{wy) = wy ¥y como f es equivariante
Flows} = .

(71} f/G(Gw) = f/G(Gws:) en este caso se tienen las siguientes implicaciones:
Gfluwn) = Gf{wa) = flw1) = gf(w2) = flw) = flguwa).

En los tres casos tenemos que wy ~ gws para algiin g € G.

De donde [w,] = [guws] = glws] ¥ por lo tanto Glwi] = Glws] 0 Gz1 = Gz con lo que
concluimos que ¢ es inyectiva.

1

La funcién inversa ! satisface ¢~ 'p'7’ = pr v por la propiedad universal del cociente

se sigue que es continua. OJ
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1I1.2 ESPACIOS DE ADJUNCION DE G-ESPACIOS PROPIOS.

En lo que sigue supondremos que G es de Hausdorfl ¥ localmente compacto, (X, A)
es (G-par, esto es, X un G-espacio y A un subespacio cerrado invariante de X. Diremos
que /A es un retracto equivariante de una vecindad invariante A de A en X cuando existe

una retraccidn equivariante r @ M — A, es decir r{a) = ¢ para toda o € A.

Teorema IIL.2.1 Sean X ¢ Y G-espacios de Cartany f: A — Y equivariante. S5i A
es retracto equivariante de una vecindad abierta invariante M de Aen X y Z = X | J, Y

de Tychonoff, entonces Z es G-rspacio de Cartan.

Dermostracion. Designaremos con p. X UY — X |J;Y la proyecaidn canénica,
como Z = p{X — A} Up{Y) se mostrard que cualquier punto zp € Z tiene una vecindad
delgada para los casos zp € p(X — A) y 20 € p(Y).

Caso . zg = p{zg), zo € X — A

Sea V vecindad abierta delgada de 29 contenida en X — A. Como V es un conjunto
saturado, es decir p~1p(V) = V tenemos que p{V) = U es vecindad abierta de 2z en Z.
Fialmente por ¢l lema 11.26 (b), < U, U s=<p7 (L. p7 1) > =< V,V > yporlo
tanto U os veeindad delgada.

Caso 1.z = plwa), yo € V.

Scan V' veondad delgada de yo on ¥, @ A — A una retraccion equivariante.

W= (/) Y(WVIUV y U =p(lW) Puesto que

pHI) = [() VYU L VT = [ V)T e V]

es abierto en X LY tencmos que U es veemdad abietta de zp en 2.

Aphcando proposieidn 112 2,

39
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De nuevo por el lema I1.2.6 se tiene que < (fr) V), (f=) (V) > € < V|V >,
como (fry"HV) C X,V ¢ Y v X,Y son conjuntos invariantes ajenos de X LY,
< (fry7HV)L,Y > = < V,(fr)7 (V) » = 8. Concluimos que < U, U7 >C < V.V >,

por lo tanto U es una vecindad delgada de ;. [0

Teorema IT1.2.2 Sean X e Y (G-espacios propios, A cerrado invariante de X,
[+ A=Y equivariante y Z = X | J; ¥ de Tychonoff. 5i se cumplen

(i) vz € X — A existen vecindades U, de z vy M, de A t-relacionadas

{z¢) 3 vecindad abierta invariante M de A v ' : M — ¥ extensién equivariante de f.

Entonces Z es GG-espacio propio.

Demostracién. Probaremos por casos que cualquier punto z; € Z tiene una
vecindad pequetia.

Caso 1. Si zg = p{zq) € p(X — A}, sean [7 vecindad pequenia de zy contenida en X — A
v Us, una vecindad de x4 que satisface (). Entonces 7 = Up () U, es vecindad pequefia
de zp contenida en X — A, tal que < U, M,, > tiene cerradura compacta, probaremos
que p(L7) es una vecindad pequena de z;.

a) Para z € p(X — A) existe una vecindad V' de £ = p~3(z) contenida en X — A
tal que < U,V > es compacto. Los conjuntos I v V son saturados, luego p(U) v p(V)
son vecindades de zg v z en Z. v por el lema I1.2.6 < p{U),p(V} > = < U,V > . asi

concluimos que la cerradura de < p(U). p{V) > es compacta.

b) Para z € p(Y). el conjunto V = ¥ | J M., es saturado porque 4 C M,,, luego p{V)

es vecindad abierta de z. Tenemos que

<pl),p(V)>=<UV>=<UVY>J<UM,> C<U .M, >

nortanto. < (i (1) > tiene.cerradura compaeta
L oikipivid cpivigmig i inme v i 2o b ik Gl iy e o ol s Tt

Caso IL. 8i z5 € p(Y'), sea ahora Up una vecindad pequeda de g =p~ (=) Y en Y.
Entonces el abierto U = f'~1{Us} U Up en X LY es saturado porque
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p'p(U) = [F (U W [T U S U) N A)] = [F~X(Us)] U [Ta]

esta tltima igualdad se justifica porque si a € f~(Uy) () 4 entonces f{a) € Uy ya€ A
por lo tanto f{a) = f(a), luego fla) € o v FIF YU N A) = Us.

a)Para z e p(X — A),p Y z)=z€ X — A

Ya que Uy es un conjunto pequefio de Y, por el corolario I1.2.7 f'~{UJ;) es pequedia
en X, entonces existe una vecindad V de z € X contenida en X — A con # 1 Ul y V

i-relacionadas. Como V" es saturade, p{V') es vecindad de z. Tenemos
<pN,p(V)>=<UV>=< f"HL).V >

ya que < Up, ¥V > =0, por lo tanto p(U/) y p{V'} estdn i-relacionadas..
b) Para z € p(Y¥'), existe una vecindad abierta V, de y = p~1(z) (Y i-relacionada con

Us. Sea V = f""1(V,) UV, como antes p'p{V) = V es abierto. Por lo tanto aplicando el
lema 11.2.6

<pU),pV) > = < fH {U) Ul W)UV, > =
< fTHU) V) > U < Up Vy = < U Uy >

Y como la carradura de < Uy, Vi, > es compacta también < p(L7). p{V) > es compacto

Do los casos Ty 1T conclumes que 2 os G-espacio propio.

Lema IIL.2.3 Si X ¢ Y son G-espacios propios, X ¢s normal v el G-par (X. A)
satisface Jas dos condiciones siguientes

() ¥x e N — A 3 vecindad invanante A, de A tal que z g 3,

{11} 3 veemndad invariante A7 de A tal que A es retracto equivanante de M.

Entonces para cualquier funcidn equivariante [ A — Y, AJ /Y es un G-espacio

propio

Demestracion.  Por la proposicitn 121 el espacto de adjuncién XU{ Y oes de

Tvehoneft Tenemos que (Y umplica (0 del teoremn 111220 Fay eofecta basta tomar ia
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vecindad abierta invariante U, = X — M., de z, por tanto < U, My >= 0. Tambien (i)
implica (#) porque f' == fr, con r : M — A reiraccién equivariante, es una extension

equivariante de f. O

Por ejemplo, € Gpar (X xI,X x{0}) utilizado para construir el cilindro

de f:X — Y, cumple con las condiciones del corolario anterior.

Proposicién II1.2.4 Sean X e Y G-espacios de Cartan y f: X — Y equivariante.
Si X x I es normal Zy es G-espacio de Cartan, ademds st X e ¥ son G-espacios propios,

Z; es C-espacio propio.

Demostracién. Por el teorema II11.2.1 Z¢ es de Cartan y para X e ¥ G-espacios

propios ei lema II1.2.3 implica que Z; es G-espacic propio. U
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II1.3 TUBOS Y REBANADAS.

En esta seccién desarrollamos la técnica de H-rebanadas, herramienta necesaria para

dar los resultados de Erik Elfving en la siguiente seccién.

Definiciones I11.3.1 Sean X un G—espacio y H un subgrupo cerrado de G. Un
subconjunto § de X esg una H-rebanada sl cumple con lo sigulente:

a) § cerrado en G'S

b} S invariante bajo H

¢) 9515 #0 implicage H

d) GS es abierto en X.

Una rebanada en z € X es una G.-rebanada S que contiene a z; la vecindad G5 de
la 6rbita G(z) se Hama una vecindad tubular.

Un subconjunto § de X es llamado un H-kernel si existe una funcién equivariante
f:GS—GfH talque f~H{eH) =S, donde la accidn de G en el espacio de las clases
laterales G/H es g'(gH) = g'gH.

Proposicién II1.3.2 Si S es un H-kernel en un G-espacio X y G es abierto en X.

5 es una A-rebanada en X

Demostracidn. En  virtud de que 5 s un H-kernel existe f 1 GS — G/H
equvariante tal que f~1{eH) = 5. Veamos que S cumple las condiciones de H-rebanada.

En prmmcipio eH es ¢errado en G/ H provisto de la topologia cocienie y dado que
f os continua tenemos que fTHeH) os cerrado en GS. Lucgo flhs) = hf(s) € cll
por lo tante s € S para todo h € H y s € 5 Por altimo ¢S85 # ¥ implica que
i f98NS) C flgh) N fI8) = gH e, esto es. cxaste b € H Lal que gl = ¢, por lo
tae g € 11 [

Praoposicién Y11.3.3 Sca [/ un subgrupe conado de &y X ua G- espacio

SUT N o GFH es equnminante, entonces A= fTOID) o mvaiante bago
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v ¢©: G xgAd— X, definido por g, a] = ge es una funcién equivariante biyeciiva.
Cuando l2 funcién cociente = : G — G/H tiene una seccién local en eH entonces ¢ es

un homeomeorfismo.

Demostracion. A = f~!(eH) es un cerrado H—invariante. En efecto, A C HA
es trivial. Sea o € Ay h € H entonces f(ha) = hf{a) € eH de ahi ha € A por tanto
HA=A

Veremos gue ¢ esta bien definida. Si {g.6] = [¢’,¢] existe h € I tal que
(gh~!, ha) = {g’, ') entonces, gh™ = ¢’ v ha =a’, luego

¢llg,a)] = ga = g'hh™a’ = g’ = p{(¢". a")] .

Observamos primero que f es sobreyectiva. Dado gH € G/H, tomemos = € gA.
entonces f(z) = gH. De hecho X = GA ya que para € X arbitrario, si f{z} = gH,
z € gA porque fg™'z) = eH. Como (g7'z) € A, = = glg™'z) = ¢lg,g7'z], lo cual
demuestra que ¢ es sobreyectiva.

 es inyectiva. En efecto supongamos que ¢([g, a]) = p(]g'. &']). Entonces

ga=g'a y gH = g{f(a)} = flgu} = flg'e') = ¢'f{d) = g'H.

f

Por tanto g '¢ = h € H y asia = g 'g'a’ = ha'. De ahi se sigue que
lg.a) =[g'h 1. ha'] =g, a] y por tanto i inyectiva.

Para probar la contimiidad de ¢ considérese el siguiente diagrama

GxA
P ¥
SN

GXHA—> X

donde (g, a) = ga es la restriccién de la accién de G en A. Entonces ¢ = ¢p. Como v

s continua y p es identificacion ¢ es confinua.

Supongamos que 7 : G — G/H tiene una seccién local s: U — G donde U es una

vecindad de el € G/H.
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Si x e f~YU), probaremos primero que (sf{(x))7'z € A, o sea que
Fllsf(z))lz) =eH .

Sean f(z) = gH y s(gH) = ¢, por ser s seccién local de n, n(s(gH)) = gH pero
como n{g} = gH entonces existe b € H tal que ¢’ = gh. Por lo tanto

fsf() " o= (sf (=)} f(2) = (s(gH))"gH = (¢')'gH
= (gh)"lgH = h™ g7 gH = eH.

Consideremos la furcién g = fp : G xg A — G/H, ¢([g,e]) = ¢gH y definamos
" [THU) — ¢ M (U) por w*{z) = Isf(z), (sf(x)) " 2]. Su imagen estd efectivamente en
g M) porque gp*(z) = sf{z)H = msf(z) = f(z) € U. Probemos que »»* es la mnversa
de 2 |g-1gny @MUY = F7HU). Tenemos que parac € Ay g€ G,

sfige) = sgf{a) = s{gH)

y como antes si s(gH) = ¢’ entonces ¢’ = gh con h € H. Por lo tanto, sf(ga) = gh de
donde

¢*(ga) = [sf(ga). (sf{gu))™" ga] = [gh.(9h) " ga] = [gh,h ' a] = [g,0]

porque b € H v obteremos o7 (g, a]) = ¢ (ga) = ¢ [g. 4]

Ahora  bien o(pt(x) = sf(2) (sf(@)) " w =1z para todo z € [HUY De ahi
concluimos que ¢ os inversa de ¢ | 7)) v asi @ | ¢ U} es un homeomorfismo.

St ahora [g,a] € G %y A, entonces gg™* (U) es una vecindad de [g.a] y gf (U} o5
una vecindad de ga en N. Ahoa o |- gp”H{U) = ¢f "HUY os la composicion de los
howesmarisinos

g U) S g ) B ) S g fH)
donde { es translacidn izquierda por g. Esto prueba que ¢ © G xpy A — X es un

hormeomorfismo £

Observacién. La finwcion o de Lo propesicion antenor es i homeomorfismo

ecqunartatte para & un giupo de Lie o G eompacto, el prioer caso L proeba se sisue
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del tecrema 1.2.5 ¥ de la definicién I1.1.5 ya que existe una seccién local de = en eH
v para el caso G compacto ¢ es cerrada porque la composicidn (g,a) — [g,a} ¥ ga es

cerrada ¥ (og = .

Lema IIL.3.4 Sea (G de Lie o compacto. Si § es un H-kernel en un G-espacio
X entonces la restriccidn de la accidn continua G x § — GS, (g,5) = gs, es una

identificacién abierta.

Demostraciéon. Considérese el siguiente diagrama,

Gx8

Pi N\
GXHS“—}GS
»

donde p es la proyeccion orbital del H—espacio G x 5 sobre su espacio de érbitas, por la
observacién anterior ¢ es un homeomorfismo. Dade que p vy @ son abiertas el resultado

se sigue. [

Lema I11.3.5 Sea H subgrupo cerrado de G un grupo de Lie o compacto y X un
G—espacio. 51 8 es un H-kernel en X y 5 es un subconjunto H-invariante de S, entonces
5 es un H-kernel en X. 81 5 es una H-rebanada y § es un abierto H-invariante de 5

entonces S es una H-rebanada.

Demostracion. 8i f : GS' — G/H es equivariante para la cual f~'eH) = &,
entonces la restriccicn f] : GS — G/H es equivariante y (f]) 71 (eH) = G§N S = S.
Supongamos que. S es abierto de § entonces &5 es abierto en G5’ porque la accidn
GxS8—5es aBierta. Entonces s1 & es una H-rebanads, GS' es abierto en X por tanto
G35 es ablerto en X lo cual implica por la proposicion 111.3.2 que § es una H-rebanada.
J

" Lema ITL3.6 Sea-I; G' érﬁpo de Lie o compacto, X un G—espacio de Hausdorff y

Iy € X para el cual G, es compacto. 51 .5 es una rebanada en zp v W es una vecindad
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de z, entonces ex:ste una rebanada S en zg ablerta en $ y una vecindad abierta D de

e en & tales que D& C W. Mds adn, DS abierto en X.

Demostracién. Denotemos H = G, entonces H es un subgrupo cerrado de G
porque X es de Hausdorff. Como la acciéon G x X 2 X es continua, entonces existen
vecindades abiertas D de een G v B de zg en X, tales que DB C W. Dado que H es
compacte, Hop = 20 y @ |gxst H x 8§ —+ 5 &5 continue, existe una vecindad V de g
en S tal que a(H x V) C §' N B. Ahora, por el lema anterior § = a(H x V} es una
rebanada en xy contenida en S, ademés 1S ¢ DB C W. Finalmente por lema [11.3.4
D5 es ablertoen GS y porlo tanto loes en X [
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IIT.4 E] CASO & UN GRUPO DE LIE.

En esta seccitn se abordardn resultados en donde el grupo que actiia es un grupo de
Lie. El concepto de rebanada como lo define R. Palais en [PaZ], juega un papel importante
en el desarrollo de esta seccidn. Ea su mayoria los resultados agui mencionados se deben
a Erick Effving Elf] y son una herramienta 7itil en la demostraciin del teorema I11.4.5
donde suponiende que X e Y sean G-espacios propios paracorpactos con espacios de

¢rbitas paracompactos, €f espacio de adjuncién X | /Y resulta G-espacio propio.

Teorema II1.4.1 Sea ¢ un grupo de Lie. Entonces para cada punto z de

un G-espacio propio existe una rebanada.

Demostracion. Ver [P22] Proposicién 2.3.1. O

En particular si G es compacto de Lie. cualquier érbita de un G-espacio de Tychonoff

tiene una vecindad tubular. Ver teorema 5.4 Cap. II [Bre].

Si X es un G-espacio de Cartan. esto supone que X espacio de Tychonofl. por lo
que para cada z. G, es cerrado ¥ como esté contenido en el compacto < V,V = con V
vecindad delgada de z. entonces G es compacto. El sicuiente resultado proporciona una
relacién entre la propiedad que una accion de un grupo de Lie G sea de Cartan v la

propiedad que para todo z € X. G es compacto y existe una rebanada en X.

Teorema III.4.2 Sea (¢ un grupo de Lie v X un G-espacio de Tychonoff. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Para cada = € X. G, es compacto y existe una rebanada en z.

b) X es Gréspacio de Cartan.

Demostracién. Ver [Pa2]. Teorema 2.3.3. O
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Lema II1.4.3 Sea G un grupo de Lie y X un G-espacio propio. 8i V esun
subconjunto pequefio de X y T es una Orbita en X tal que cada vecindad tubular de T

corta a V, entonces TNV # 0.

Demostracién. Fijamos 29 € T y una vecindad U de zo para la cual <,V > es
compacto no vacio. Por el teorema {I.4.1 hay una rebanada en zo y por el lema II1.3.6
podemos encontrar una rebanada § en 2y v una vecindad D de e en G tal que DS ¢ U,
Entonces < DS,V > es compacto y tenemos que {(VIGS) € < DS,V > 8, porque si
v € V[NGS, v =gscons & 5 entonces gs € g8 € gDS y como gs € V se tiene que
gE< DSV >,

Denotemos T' = T'(} < DSV >S5 Supongamos que cada z € T tiene una vecindad
U, para la cual U, MV = & mostraremos que esto nos Heva a una contradiccidn.

Veamos que se cumple la siguiente igualdad 77 = a(<DS. V> x{zo}} donde a :
G x § — G5 es la accién (g. s) — gs.

Si grg €<DS. V> zg C<DS. V> § como grg € Gzg = T, tenemos que

cong€ G g e<DS Vs vse S
Entonces, 29 = ¢7'¢'s € ¢71¢'S por le tanto 2o € ¢7'¢'SNS v asi ¢7'¢'SNS e
difevente del vacio; esto unplica que ¢7'g’ € G,. o8 decir g'ry = gug = ¢'s  Entonces
de gque lasgualdad se ciouple 77 s compacto.
Para v € 77 sea g, € G tal que a = gy Abora 7' 17 es una vecindad de g v
usando el lema 111.3.6 encontrames una rebanada S, de xg, la cual es subconjunto abierto
de S,y wa vecindad D, de e € G 1l que D, S, s abierto en X contenido en grtl..
utonees 9, 0,5, eswna vecindad de r vy, 2,5, MV C U, NV = & Como los conjuntos
G, 42,5, vanawddo # € 77, forman una cubienta abierta del compacto 77 podemos clegiy
N

m subcubierta imta {g,, 9, 5. b 1 v, Bl conpunto S* = [} 5., cs una veemdad
ae

abjetta de oy en SO G, -mvanante v entonces, por o Lema T 350 57 os una rebanada

Jde Ty
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Mostremos finalmente que la vecindad tubuler G5* de Ty V son ajenos, lo cual es una,
contradiccién. Sea z = gs, con g € G,s € 5*. Si g € < D5,V > entonces gDS\V =0
yz & V.Sig € <DS V> entonces grg € 7", por tanto gagy € ga, Dz, Se. para algin
n € {1.....N}; pero como &, es una rebanada en g, S, [|GZo = {0}

Ademds d;'g7 gzo € Sn, para algin dz, € D.,, y esto implica que d;1g;'g € Gy,
Dado que g™'z € §* y §* es Gy, -invariante, tenemos que d;'g- g9 'z = d g7z € §*
por L, tanto = € g;.d., S* C g, D2, 8, - Ahora bien por hipétesis, g, D, S.. 1V =0,

entonces r ¢ V. Esto completa la prueba. O

Lema III.4.4 Sean G un grupo de Lie, X e ¥ G-espacios propios paracompactos
con espacios de ¢rbitas paracompactos, A cerrado hnvariante de X y f:A—Y
equivariante. Si V' es una vecindad abierta pequefa de y € Y para la cual < V', V' >
es compacto y V es vecindad abierta de y tal que V € V7, entonces existe un conjunto

abierto U/ en X tal que UM A= f~Y(V) v < U,/ > es compacto.

Demostracién. Denotemos < V', V' > = N. Eptonces NV es una vecindad abierta

de e. por lema I1.2.8 ¥ por hipdtesis N es compacto. Dividimos la prueba en 3 partes.

Paso I Para cada drbita T € X construiremos una vecindad tubular GSr, con

Sr una rebanada en un punto zr € 1, y construimos una vecindad Ur del conjunto
“HV N GSr contenida en GSr tal que < Up, Ur > C NNNL

8i la érbita T tiene una vecindad tubular que no corta a f~!{1'). por ejemplo cuando
T C X — A, escogemos un punto xr € 1’ arbitrario, una rebanada Sy de zr para la cual
GSr N F~YV) = 8 y definimos Ur = §.

Ahora supongamos que cada vecindad de T corta f~1(V). Dado que V'’ es pequefia
" en Y, V es pequefia en Y y por el corolario I1.2.7. f71(V) es pequeda en A. Como A

es Leua.do ln\arlante en X f 1{V) es pequena en X y.por lema. HI 4 3, emste un punto

g5 una vecindad de z7 en A. En.seg‘uida elegimos una vecindad A{ de zr en X para la
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cual M A= fH(V'). Como G es de Lie, existe una rebanada S del punto zr , ademds
dado que G, es compacto v por el lema II1.3.6, existe una rebanada Sr en el punto =7
tal que St es abierto en § v Sr C M.

Luego tenemos que < S, f7HV) > C < M, f7HV} > =< 71V y f1(V) >C N.
Ast f~HV)(NGSr C NSr.

Dado que N es ablerto en G por lema [1.2.8 y ]a accidn G x Sp — G5t es abierta, el
lerma III.3.4 implica que N5r es abierto en GSr.

De csta manera < NSy, NSy >= N < 5r,5r > N~-! por proposicién 11.2.2 (2).
Ademsds gSt () Sr # § implica que g € Gy, luego < Sp, Sr >= Gy .

Como zr € [f7HV), G C< f7HV),[UV) »>C< V',V »>= N entonces
< NS .NSr > C NNN~! y podemos elegir Iir = NS7 corapletando asi la primera

parte de la prueba.

Paso II. En la segunda parte construiremos un conjunte abierto U/ de X tal que
fHVY c Uy < U, U7 > compacto. Sea U = {GSr | T es érbita en X}. Dado que
X/C s paracompacto. I tiene un refinaniento invariante abierto localmente fivito
W= {W,]ae A4}

Para cada o€ A clepimos una drbita T tal que W, C GS5r v deuotamnos
Ur =Up N W,. Cada conjunte U7 e abierto e X, f7H{WV)C UL o€ A} v
<Us Us>C<Up,Up>C NNN™L

Sea Z% una veandad abierta invariante de la Grbita T tal que Z3 C WY, para algin
ay € Av Z5 W, = 0 para casi todo o € -4 Tencmoes asi una cubierta abierta invariante
20 = {Z 1T una oebita en N}, Fialmente, sea Z = {Z3 | 3 € B} un refinaniento
estrella de £ de abiertos 1o vacios invariantos, esto es. paracada 3 € B Funa orbita 7T al
que SHZe ZY=1J{Zy |0 € B. 25 Zy # 0} C Z5 Bstoexiste por la paracompacidad
de NG I p 167-168].

Para cada 8 € B dado que Z; € Z) para algin 7, ZH W, = @ para casi todo
w e Ay Zy ¢ W, para alpiin o < A tenemos que Zy(N) 1, = B para cast todo

o @ v ast Ay W, para salooun ndbuera fiuito de o & 4 Como 75 es po vacio
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podemos definir Ag = {o € A | Z5 C W,}, Az es no vacio y finito. Entonces el conjunto
U= ZsN( N UL} es abierto en X. Ademds f~1 (V)12 € f7H(V)[1Wa C U; para

acAg

todo o € Agy asi f~H(V} (V25 C U}

Definamos U’ = |j Uj. claramente U es abierto en X y f~(V) C U”. Puesto que
peB

< U\U > = | < U, U, >| 8,7 € B}, consideremos los conjuntos < Uy, Ul > para

U, > = (. Entonces

Zy C St{Zs, Z) y existe una Orbita T tal que Z3|)Z, C Zy. Pero Z; C W, para

B, € B. Supongamos que Zz(Z, # 6, de otra forma < Uj

algiin ar € A, asique Z3 C W, v Z, C Wy, , estoes, ar € Ag y ar € A, Por
tanto Uy = Zs{\( [} Ux) C Ua,. De manera semejante obtenemos U, C Uy, . Y asf

atdg
<UpU,>cC < U; U; > C NNN™L Deello se infiere que < I/, U’ > C NNN~' lo

ar Car

cual completa la segunda parte de la prueba.

Paso III. Finalmente mostraremos que U = ("X — AN (V) tiene las
propiedades deseadas. Mostraremos primero gue [J es abierto en X. En efecto, dade que
I~V es abierto relativo en A. existe I abierto en X tal que

WNA=fYV)cUNA, luego

U=0nNx-AUNWN4=UN[IX-AAUW R A]

= UNHX ~ AU X -~ HUA] =T N (X~ AHUF)
¥ por lo tanto I es abierto en X.
Abora UM A = (U'M{(X — AN U FHVINA4) = 771V,

Por ultimo

U U>=<UNX-AUNX-A>U<UNX~4), FYV)>
U<V UNX - A > U< V) (V) >

pero

oy
I T

Como fHV)CU v <I7,07> es compacto entonces < f-1(V). fH{V)>y

< UMYX —A).UNX ~ A) > son compactos. Por tanto < [, U > es compacto. T
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Teorema IT1.4.5 Sean G un grupo de Lie. X e ¥ G-espacios propios paracompactcs
con espacios de 6rbitas paracompactos, A un cerrado Invariante de X y f : A = Y
equivariante. Entonces el espacio de adjuncién Z = X | ;Y es un G-espacio propio

paracompacto y Z/G es paracompacto.

Demostracién. Por la proposicién 111.1.5 Z es un G-espacio. Dade que los
espacios X y Y son paracompactos, el espacio de adjuncidn Z es paracompacto
por la proposicién 1.1.13. El espacio de 6rbitas Z/G es paracompacto, porque Z/G
~ X/G,cY/G y por hipétesis X/G y Y/G son paracompactos.

Por otra parte como Z/G es paracompacte de Hausdorff luego es regular, v aplicando
la proposicidn [1.2.4 es suficiente probar que Z es un G-espacic de Cartan para que sea
un G-espacic propio

Para cada z € Z encontraremos una vecindad U, tal que < U, U, > tiene cerradura
compacta Sea p: X UY — Z la proyeccion candnica. Consideremos dos casos:

Caso I) Siz € p{X — A). p7Hz) = 2 € N — A como X es un G-espacio propio.
tiene una vecindad U delgada contenidaen X — AL Asi p7ip(l/)=U yplU) =V, s la
vecindad requerida.

Caso II) Si z € p{Y), tomames y € ¥ para of cual p(y) = z Dado que Y es G-propio
encontramos para y una vecindad pequenia V' tal que < VIV > cs compacto. Porser Y
regular. existe ¥V vecindad de g tal que U €V ¢ V7 y por el lema 111 4.4 exisie U abuerto de
Xtalque UM A= f~1{V)y < U 1 » es compacto, Claramente pHpUUVI=TV
vesaerto en XY, asi U, = p{U7 1) es vecindad abiertade zen 7 s6lo falta mostran
que é—f/::"ﬁ:\ es compacto. Aphicando ol lema 11 2.6,

<UUe»=<p MU p U >=< U VUV >

=< U<l U<Vl >V V>,
Dado que <UU > v <3V > son compactos y < UV > = < VU == 0 esulia

que < Uy, Ule os compacto, Asf hemos probado que Z es un Geespacio de Cartan [

Observacion. Parn 0 eivne compacto de Hansdodh A nn cetrado mvannte
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de un G-espacio X normal, (X,A} uwn G-par y f: A — Y equivariante en un
G-espacio de Tychonoff, el G-espacio Z = X{ ;Y es propio porque la proposicién 1.1.21
implica que Z es de Tychonoff ¥ siendo G compacto todo conjunto de Z es pequeiio.

Ejemplo. Cualquier subgrupo cerrado G del grupo ortogonal O{n) es compacto
porque O(n) Io es; G actia en E® = {r € R" | ||lz{] € 1} y la esfera 5™ ! es un
subconjunto cerrado invariante del n-celda.

Si Y es un G-espacio de Tychonoff y f:5" 1 = Y es equivariante entonces
Z = D"J,Y esun G-espacio propio. A Z se le llama el espacio que resulta adjuntandole

a Y iuma n-ceida, construccidn bésica para la definicidn de complejos celulares.



Capitulo 4

Homotopia y cofibraciones

equivariantes

Fn este apartado introduciremos, en la version equivariante, los conceptos de
deformacidn continua conocida técnicamente come honiotopia y la propiedad de extension
de homotopia con que cuentan las funciones lamadas cofibraciones. En [t D] capitulo .
se sugiere estudiar cofibraciones equivariantes, para ¢l caso no equivariante en J[AGP]. A
este respecto, daremos algunes resultados importantes sobre los G-espacios de adjuncidn

v veremos los casos particulares del cilindro Z; y cono Cy de una funcidén equivarianic f
IV.1 RETRACTOS Y EXTENSIONES EQUIVARIANTES.

Eu los siguiendes resultados supondreos que G es locahnente compacio y Hausdorff

v constderaremos un G-par (X, A)

Teorema IV.1.1 Sca { . A — Y cquvanante. Enfonces f tiene wna extension
equivariante f : V — Y a una vecindad nvartante Vode A en X 51 v sdlo §1 Y o5 un

retiacto equivanante de una vecmdad Wode Y oen 2= XV

Demostracion. = }Supongamos que existe [ equivariante con V' ovecindad wvariant e

delen V0 Sea WV =~ (07 UY conp N Y oo Z o povecadn satwal, Dade gue
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W3} =V UY es un abierto de X LY. W es vecindad abierta de ¥ en Z. Definimos
r: W — Y por transgresién de p/ = p | VUY ylafuncion F : VUY — Y. dada
por F(v) = f'llv) siv € V, F(y) = y para y € Y. En efecto como la restriccién p/
es una idewsiicacién equivariante. /' es eguivariante y Fp'~}(w) es un sélo punto de la
forma f/(v) o bien y, podemos aplicar la transgresién a Fp~! obteniendo una funcién

equivariante r que hace conmutativo el diagrama.

vuy

7l NF
WSy

Mostraremos que 7 es la retraccion equivariante buscada

yeY CW,r(y)=Fp 7l y) = F (" (»)Ulwh =v-

<)Supongames ahora que existe r - W7 — Y una retraccién equivariante. Entonces
V = p~ (W} X es un abierto invariante de ¥. Definimos ' = rp |v. si a € A entonces
flla) = rip(e)) = r(fla)) = fla). G

Corolario IV.1.2 Sea f : A — Y equivariante. Entonces f tiene una extension

equivariante a X. sl v s6lo si ¥ es retracto equivariante de Z = X () /Y-

Demostracion. En la prueba anterior si 17 = X y W = Z. de donde se sigue el

resulrado e inversamente,

Sea C una clase topoldgica débilmente hereditaria. es decir si X € C todo espacio
homeomorfo a X pertenece a C ¥ todo subespacio cerrade de X pertenece a C.
Denotaremos por G-C la clase de todos los G-espacios X tales que X como espacio

topoldgico pertenece a C.

Definicidn IV.1.8 Un G-espacic Y es lamado un G-extensor absoluto

de vecindad para C o brevemente G — ANE(C) (resp. G-extensor absoluto para
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C 6 G— AE(C)) si para cada X € G-C v cada subconjunto cerrado invariante A de X,
toda funcién equivariante f : A — Y puede ser extendida a una funcién equivariante

f:U =Y, donde U es una vecindad invariante de A en X (resp, U = X).

Definicién IV.1.4 Un G-espacio Y es lamado un G-retracto absoluto
de vecindad para C 0o un G — ANR(C) (resp. un G-retracto absoluto para C 0 un
G - AR{C)), siY € C y siempre que Y sea un cerrado invariante de un Z € G-C,
entonces Y es un retracto equivariante de alguna vecindad de Y en Z (respectivamente,

un retracto equivariante de 7).

Proposicién IV.1.5 Sean A la clase de los espacios normales de Hausdorff &

un grupo de Hausdorff localmente compacto v ¥ un G-espacio con ¥ € A, Entonces

YeG@-—ANEMN)siysslosi¥Y € G— ANR(N),

Demostracién. =-)Siempre se cumple para toda clase.

«=}Sea (X, A) G—par, X € Ny f: A Y equivariante. probemos gue f tienc una
cxtensidn equivariante a una veeindad invariante de A en X Por teorema [V.1 1 basta
probar que ¥ cs retracto de una vecindad Wode Y en Z = X Uy Y. lo enal se cumpie
En cfecto, por hipstesis. ¥V € G — ANR(A) v ¥ es corrado en el G-espacio Z por ser

iy Y — Z un encaje corrado. ademds por el teorema 1122 Z os un espacio nonual J

57
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IV.2 G-HOMOTOPIAS Y G-COFIBRACIONES.

Para X un G-espacio se considerard en X x I Ja accién diagonal de G con G actuando

trivialmente en 1.

Definicion IV.2.1 Sean fy, fr : X — Y dos funciones equivariantes entre G-espacios.
St existe H 1 X x I — Y equivariante tal que para todo z € X, H{z,0} = fifz) ¥
H(z,1) = fi(z) se dice que fo ¥ f1 son G-homotédpicas, lo cual se denota por f; > fi-
Si ademds para aigin conjunto invariante £ de X, H(z.t) = fo(z) para todo =z € F se

dice que G es una homotopia eguivariante relativa a £ y se escribe fo = firel E.

Como en el caso no equivariante, la relacién & s una relacién de equivalencia. La
homotopia equivariante H : X x I — ¥ se denota también por la familia de funciones

equivariantes {h; : X — Y'},z; dadas por k(z) = H{z.t}.

Sea A un conjunto invariante de un G-espacio X. Si existe una homotopia equivariante
H: X x1— X tal que hy es la funcion idéntica ¥ #; es una retraccion de X sobre A
seguida de la inclusién de A en X entonces el subespacio A es lamado un GG-retracto
por deformacién de X. 51 ademss la homotopia es relativa a A, se dice que 4 es un

(-retracto fuerte por deformacién de X.

Dada una funcién equivariante f: X — Y, consideramos Z; su ciiindro,
p: X xIUY — Z; la proyeccidn natural y los encajes cerrados equivariantes k : X — Z.
Hz) =plz.1)] el YV — Z; iy} = ply). los cuales nos permiten identificar X con
X}y 7Y con(Y). asi X e ¥ son cerrados ajenos de Z.

Proposicién IV.2.2 Sean f: X — V equivariante. Zy su cifindro e i la inclusion

de Y en Z;. Entonces existe retraccidn equivariante r : Zy — ¥ tal que el diagrama

- Gente-conmIte
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x 5 z
FAN i
Y
con k(z) = [z,1]. Mds atin o7 % 1dz,, es decir ¥ es un G-retracto fuerte por deformacidn
de VA i

Demostracién. Tenemos gue f': X x [ — Y definida por f'(z,t) = f(z) para todo
¢, es extensién equivariante de f. por el corolario IV.2.1 existe una retraccidén equivariante
r.Zy— Y. Por tanto i = idy.

Sea F': Z; x I — Z; definida por
o, it st z =zt
Py < | S 7=

ysiz=yeVY
Cornprobemos primero que F esta bien definida.

F{[z,0},8) = [,0] = [f{x)]= F (f(z).?)
La continuidad de F resulta de la continuidad de Fp |xwrwr v de Fp ly ;. Veremos
que o o= wdy, rel Y.
F(lr, 11,0 = [(2,0] = [(=)] = i([f (&) = wr{[z, ]).
WP (2. 8].1) = [(z,1)] = 1dy,.

W) F([y] t) = [y} = ir[]. O

A continuacidn introduciremos la vesion equivariaute de la propicdad de extension

de homotopia, abreviada PEH

Definicidén IV.2.3 (Propicdad de la extension de homotopia equivariante). Un G-par
(Y. A) tiene la P H-equivariante respecto a un G-espacio W, si dadas f - X — T
vl Ax ] = W oequvanantes que camplen H{a.0) = f(a) para todo o € A, existe
X = — W equvarianie tal que #'{ot) = H{at) paratodoa € A & € ] y ademiis

Hie 0) = f({o) parn todo ¢ & Nooos deer Lo homotopia cquivarianie 1f que aupieza
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con f |4 puede extenderse a una homotopia H' que empieza con J. Esto es, H' hace el

siguiente diagrama conmmutativo

Ax {0} - AxI

-
n w n
7 f NH
X x {0} c Xx]I

Cuando (X, A) tiene la PEH~equivariante para todo G-espacio se dird simplemente

que (X, A) tiene la PEH-equivariante.

Lema ¥IV.2.4 Para G de Hausdorff localmente compacto v (X, 4) un G-par. son
equivalentes:

{a) {X. A] tiene la. PEH - equivariante respecto a un (-espacio W

{b) Toda funcion equivarianie X x {0} {4 x ] — W tiene una extensicn equivariante
aXxl.

Demostracion. {a) = (b) Dada F : X x {0}{J A x I — WV equivariante, definlendo

f=Flxxoy H=F |ax: obtenemos e} diagrama de funciones equivariantes

Ax {0} — AxIT
v
M i n
i
X x {6} C o X x{

por {a) existe H' : X x I — W equivariante que extiende & H v empieza en f claramente

— - Fesurr extersiOTegVaTiante de F - o : =

{b) = (o) Dadasahora, f y H que hacen conmutativo el diagrama anterior. sea

F: Xx {0} JAXT - W, definida por F(z.0} = f(z.0) v F{a.t) = H(a.t}. Obviamente
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cualguier extensién equivariante H' de F a X x I es una homotopia equivariante que

extiende a /7 y comienza con f. [

Proposicién IV.2.5 Para G de Hausdorff localmente compacto y (X, 4) un G-par,
son equivalentes:

(a) (X, A) tiene la PEH— equivariante

(&) X x {0}1JA x [ es retracto equivariante de X x 1.

Demostracion. (e} = (b} Supongamos que (X, A) tiene la G — PEH respecto a
todo espacio, en particular respecto a X x {0} |JA x I. Por el }ema anterior la funcidn
identidad de X x {0} [J 4 x [ tiene una extensién equivariante X x I — X x {0} [JAx ]
que obviamenfe es una retraccion.

(b} = (a) Sea W cualquier G-espacio. Para probar que (X, A) tiene la PEH-
equivariante respecto a W basta probar por el lema anterior, que una funcién equivariante
F X x{0}1JA x I — W arbitraria tienc una extensién equivariante a X x [

Cousidérese ¢l sipuiente diagrama

X
r AN

xx{oyyax1i 4L w

donde r s retraccidn equivariante.

Obviamente £ o os axtension equivariante de 2. O

Teorema IV.2.6 (Teorema de DBorsuk en versidn eguivaranie). Sean G compacto
de Hausdorll v (X, 4) un G-par con X € . Entonees (X, 4) tiene la PEH —cquivarianle
tespecto a tode espacio 7~ ANR(N)

Demostracién. Sca iV € & — ANV} esto mplica que IV € G — ANE(N), Por
ol lana IV 2.4 basta probar que toda funddon equivanante £ X x {0 JA x [ — W

tiene nm extension equivapanie 5 X w f 0 Comoe W€ ¢F —~ AN exste veemdnd
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invariante U de X x {0}(JA x [ en X x I y una extensién equivariante F': I/ — W de
F.

Tenemos gue Ax I CU C X x I,y por ser I compacto existe V' vecindad abierta de
Aen X talque A x I C V' x I C U Como G es compacto, existe una vecindad abierta
invariante V de Atal que V' C V’, esto implicaque Ax I CcV x I C U

Puesto que X es normal, por el Lema de Urysohn existe una funcién continua
p:X — 1 tal que w{A) =1 y p(X\V) = 0. Mediante la integral de Haar,
¥(z) = [.p{gx)dg resulta de la proposicion IL1.10 que ¥ : X — [ es equivariante
con G actuando trivialmente en I ¥ ¥(A) = 1, ¥(X\V) = 0. Finalmente, la fimcién
R:XxI—- Xx{0}UV x],dada por R{z.t) = (z,#¥(z)). es equivariante porque
R(g(x,1)) = R{{gz,t}} = {gz,t¥(gz}) = {92.7V{2)) = gR(z,1).

Veamos que F'R es extension de F':

Para todo = € X se tiene que F'R(z,0) = F'{z.0) = F(z.0), yparaace Ayt e l.
tenemos " R(a,t) = F'(a,t) = F(a.t). O

En & -TOP, la categorfa de G-espacics v funciones equivariantes, al igual que en la
categorfa TOP, de espacios topoldgicos v funciones continuas. se tiene la defimicion de
cuadrado cocartesiano ¢ push-out y el hecho de que Z = X1 J;Y es un push-out en

G-TOP. el cual para TOP se demostrd en la proposicién 1.1.20.

Definicion IV.2.7 El diagrama conmutativo de G-espacios y funciones

equivariantes

5
™
/

51
/4
N
N
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es un cuadrado G-cocartesiano o G-push-out si para todo G-espacio Wy £, : Y, - W

equivariante j = 1,2 tales que & = &0, existe una tnica funcién equivariante

£ : Z — W que hace conmutativo el diagrama.

bel
£1 / l"l»'; \51
X Z £, W
Yo \ T%”a /52
Y,

De la definicién se sigue que Z es tnico salvo por homeomorfismos equivariantes.

Proposicién IV.2.8 Si (X. 4) es un G-par v f: A — Y equivariante entonces

es G-cocartesiano el cuadrado

X
v N Px
A Z
I~ Sy

donde Z = X{J Y, py=p|v.pr=plyeon p: XUY — Z la proyeceion natural

Demostracién. La demostracion es igual que en la proposicion 11.20 pidiendo
aquivariancia a as funciones, pueste gue la rransgresion en teorfa cquivariaute taminén

s0 cumple como lo vimos en of teorema [1HL11, 0

Definicién IV.2.9 Una funcién equivariante ¢ @ A — X entre dos G-espacios A v .\
es una G-cofibracidn si para todo G-espacio 117 v todo par de funciones equivariantes

JoN =W HooAx T o Woague complen e 0% — flo(od) Ve © AL existe wm
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homotopia equivariante 7 : X x I — W, tal que E’(go(a),t) =H{a,t)y ff(z, 0} = fiz),
paratodoa € A,z € X y ¢t € I. El diagrama correspondiente es:

A x {0} - AxI

O H
pxidgy -L w lqaxzd;
N

Xx{0} ¢ XxI

De la definicidn se sigue si (X, A) es un G-par con la PEH— equivariante entonces la
inelusion ¢ : A — X es una G—cofibracién. De hecho el siguiente resultado nos dice que

les G—cofibraciones son todas inclusiones equivariantes salvo por G—homeomorfisinos.

Proposicién IV.2.10 Lafuncién k : X — Z;, k(z) = [z,1] dela proposicion IV.2.2,

es una {-cofibracion.
Demostracién. Considérese el siguiente diagrama

X x1I

s
WS- Zp x I
o1

Zs

con o {k(z)) = ([z,1]) = 9(z,0).
Definamos €' como ¢ (Jy], s) = w(jy]) paray e ¥,y
—(1—38)(1— it+s>
¥z ] B30 ﬂMsme_1¥
e ol{pt+stf(i=s)l sit+s <l
Veamos que & est4 bien definida. En efecto, si [y} = [{z, 0)] entonces

' ([, 1) = o{ly]) = p{(z,0)] = &'[(z,0).1].
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Ademds tenemos que

& (k(2),8) = & (2, 1),8) = (.8} y &' (5).0) = oly] -
Por dltimo que coinciden cuando f + s = 1, puesto que
@ (2,5 ts/t) = B(z,0) = ([, 1]) = vl(z,t + st/0)].

Asi k es una G-cofibracion. O

De lo anterior podemos decir que toda funcién equivariante [ seguida de la wnclusién

1 es del mismo tipo de G-homctopia que una G-cofibracion.

Proposiridn TV.2.11 Sean G un grupo de Hausdorfl localmente compacto,
f X — Y equivariante y Z; su cilindro, entonces existe una iinica funcién equivariante
F:Z;—YxTtalque Foplyx=fxudy vy Foply=ip (conigly)=(y,0) ¥
p: X x IUY — Z; la proyeccién natural).

Demostracion. Sea F': Z; — Y x I como sigue:

F(z) =

la cual esta bien definida, pucsto que si p(z,t) = ply) se tiene que y = f{a) y i =0 .
entonces Flpla,8)] = (f(2),0) = (4,0) = Flply).

Para verificar la continuidad de F obscrvamos que como Fop: A x JTUY — Y x [
os cquivariante porque son equivariantes Fop [y = f xadr y Foply=10.

Es fadl ver que la funcion es tinca v cumnple con las condiciones requeridas. 3

Proposicién IV.2.12 Sca f: A — Y equivariante, y scan p : A x T UY — Zj.
Jo- N = X xlcon )= (20 yip. ¥ «— ¥ x T definida por w(y) = (4. 0).

{e) STOYL SN Gone Ta G - PEMT especto a 2 entonees existe [ Y x [ — Zy
copmyariante tal que o (f >tady} = plyes Hody = ply v [T ol =ddy, con I dada en

la proposierdn anterior,
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{b) 5i existen F' y H equivariantes definidas como antes y cumplen que i o F = idg,

vy Ho(f xid;) =p|xxs, H ciy =p |y entonces f es una G-cofibracién.
Demostracion. {a) Consideremos el siguiente diagrama,

X 2, X x1T

/Pxxf

fl Zf lfx'ui}
Py / F\'\H

Y — Y7

0

dado que (Y, f(X)) tiene la G — PEH respecto a Z5. p |y ¥ P |xx; determinan una
G-homotopia H que hace e diagrama conmutativo.

Veamos que f{ o F = idg,.

H(F(p(z.7)) = H{{f(z).t) = H (f x id)(=.1)) = p(z,t) = [&.1].

H{F{p(y))) = H(y.0) = Hodo{y) = ply) = [y].

{t; Para cualquier G-espacio W. dado el siguiente diagrama conmutativo

X — XxI

fi W lrxg,

Y e YxI

1

por enconirar &' : Y x I — W equivariante que cumple &' o (f X ;) =@ v &' o4y = ¢
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Por la proposicidn IV.2.8 dado ¢! diagrama en G-TOP

X 2 X w1
Ve

existe ¥ : 7y — W que lo hace conmutativo.
Defina " 1 ¥ x I — W como @ = ¥ e H por tanto es equivariante y satisface
do(fxed;) =ToHo(fx1dy) = Vopxx; =Gy Poiyg=VoHory = Yopy = .

y por lo tantc | es una G-cofibracion. O

Proposicidn IV.2.13 Toda G—cofibracién ¢ - A — X es un encaje equivariante v

(X, 0{A)) s un G—par con la PEH —equivariantc.

Demostracién. Scan F: Z; = ¥ x [ v H : Y x [ — Z;. como ¢n la proposicion
IV.2.12, H o F s la identidad en Z;. Asi F define una funcién equivariante de 2y scbre
Flz)=f(XyxTUY =0 CY =7

Yaque p |« s homeomorfisimo de N s {1} sobre p{X % {1}). sc tiene por la definicién
de £ en la proposicidn IV 2.11 un homeomorfisme Fop xwn: X =< {1} — f{X} x {1}
Pero dado que X x {1} v f{X)» {1} sou homeonorfos s tiene que f os me homeonworfismo

sobre su imagen v por lo tanto f es un encaje equuvariante.

67




68




69

Bibliografia BT AT T DA
B Tt i T A o e S o
O - TS . TUT IR

[Abj Abels, H. Parallelizability of proper actions, global K-slices and
mazmal compact subgroups, Math, Ann., No. 212 (1974}, pp. 1-19.

[ADQ)] Ayals, R., Dominguez, E., Quintero,A., Elementos de la topologia
general. Addison-Wesley Ibercamericana, (1997).

[AGP] Aguilar, M., Gitler. S.. Prieto, C. Topologia Algebrarca. Mc Graw-
Hill, (1998).

[An] Antonian, S. Eguivariant embeddings wnto G-AR's, Glasnik Mat. |
Vol 22. No 42 (1987), pp. 503-533.

[Anl] Antoman,S, The Banach-Mazur Compacta are Absolute Refracts.

Bulletin of the Polish Academy of Sciences Mathematics, Vol.46, No 2. (1998).

[Bre] Bredon, G. Introducton to compact transformation groups. Acade-

mic Press, (1972).
(D] Dujundji 1. Topelogy. Allvn and Bacon Inc.. Bostou (1960)

|EM] Elfving. E. The G-homotopy type of proper locally lincer G-manafolds.
AnwAcad. Scin Fen, Math Dissertationes 108, (1996).

En Engelking R. General Topology, Heldennann Verlag Berlin, (1939},
2 g

IGMET) Garcla-Mdynez, A, Tamaiz Mascarda, A Topologia Gencral,
Porrtia, México, {1988),

{Ha] Hanuer . O, Refraction and crtension of mappings of metrie and non,

melre spaces, Arkive Mathe Volo 2 (1952 pp. 315-360

Hut Hu S 17 Flements of gencral topology Holden-Das, Ine (1963)




70

{Kaj Kawakubo, K.  The theory of transformation groups, Qxford
University Press (1991).

[dN] De Neymet, S. Grupos Topoldgicos de Transformaciones, Apuntes
del curso ”Grupos Topolégicos de Transformaciones”, Facultad de Ciencias
UNAM, 1996.

[Pal] Palais, R., The classification of G-spaces, Mem. Amer. Math. Soc..
No. 36 (1960).

[Pa2] Palais, R., On the eristence of slices for actions of non-compact Lie
groups, Ann. Math., No. 73 (1961), pp. 295-323..

[Saj Salicrup, G., Introduccicn o la topologia, Aportaciones Matemiticas,

Sociedad Matemdtica Mexicana, Textos Nivel Medio (1997).

[tD} tom Dieck, T. Tronsformation groups, Walter de Gruyter. (1987).




Indice de Materias

Accién continua, 19

Cocartesiano, 11

Conjunto

espacio de Cartan, 30
espacio propio, 30

extensor absoluto, 56

delgado, 30 extensor absoluto de vecindad, 56

tnuariante, 19 homotdprcas, 58

pequerio, 30 par. 39
saturado, 1 push-out, 63
retracto absoluto, 57
Espacio

retracto absoluto de vecindad. 57
cociente, B

de orbitas, 19

retracto fuerte por deformoeidn. 58

retracto por deformacidn. 58

de ad 5 6
¢ adjuncion, Grupo
homogénee, 15
4 de rsotropia. 19
Estabilizador, 19

de Lie. 17
Funecidn topoldgico, 15
coczente. 5
. -
equivarianle, 20
kernel. 43

perfecta. 9

propie, 9 rebanada. 43
]

Homolopia cquivatianie, 58
(i-

cocortesuane, 63 Identificacion. 2
cofibracidn. 63 cquivaranic, 35

espacto, 19 fopalogra. 1



72

Integral de Haar, 26
Orbita, 19

Producto torcido, 20

Propiedad
de extensicn de homotopie equivariante, 59
universal del cociente, 2

Proyeccion orbital, 19

Push-out, 11

Relacion de equivalencia invariante, 36
Seccion local, 25

Teorema
de Borsuk equivariante, 61
de extension de Gleason, 28
de transgresidn, 3

de transgresion equivariante, 35

Vecindad tubular, 43




	Portada 
	Contenido 
	Introducción 
	Capítulo 1. Preliminares 
	Capítulo 2. Acciones Especiales 
	Capítulo 3. G-Espacios de Adjunción

	Capítulo 4. Homotopía y Cofibraciones Equivariantes

	Bibliografía 

