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INTRODUCCIÓN 

La propagación de las ondas acústicas puede estudiarse con dos 

enfoques distintos: el primero, para el conocimiento del fenómeno "per se", 

en donde se investiga el comportamiento y la propagación de un campo de 

esfuerzos en un medio de características conocidas y el segundo, como una 

herramienta para determinar las características de otros fenómenos en 

materiales en los que se supone conocido el comportamiento de los campos 

acústicos. Ambos enfoques son interesantes en el campo de la 

investigación, . el primero como parte de la investigación pura; el segundo 

como una técnica de investigación en otras áreas del conocimiento de 

ciertos fenómenos de la naturaleza. En ambos la formalidad del tratamiento 

de los campos acústicos es indispensable. 

La presente tesis, forma parte de un proyecto más amplio cuya fmalidad 

se encuadra en el segundo enfoque, esto es, suponer conocido el 

comportamiento de las ondas en un medio de propagación, sólidos en este 

caso particular, y determinar ciertas características del comportamiento del 

medio o medios donde se produce la propagación en condiciones de control. 

El estudio que se reporta en la presente tesis, se concreta a describir el 

comportamiento de ondas de esfuerzos en la interfaz entre medios sólidos 

elásticos y viscoelásticos a partir de modelos conocidos, con el objeto de 

encontrar los coeficientes de transmisión y reflexión para obtener los 

valores de las intensidades de las ondas reflejadas y transmitidas en estos 

arreglos. Estos resultados son importantes, por ejemplo, para entender la 



función de los agentes que se emplean para acoplar un transductor 

ultrasónico a un material sólido donde se debe propagar el campo sonoro o 

para el análisis de adhesividad de ciertos pegamentos en metales y 

cerámicos o para el disei\o de lentes acústicas de mayor eficiencia para 

enfocar haces ultrasónicos en equipos de pruebas no destructivas. 

El trabajo se ha dividido en tres capítulos. En el primero se considera la 

descripción matemática de las características de un medio elástico y la 

propagación de ondas de esfuerzos longitudinales, encontrando la forma 

explicita de la función de onda correspondiente; de igual forma se analiza la 

propagación de esfuerzos en un medio viscoelástico, recurriendo a los 

modelos de Maxwell y de Voigt. 

El segundo capítulo se considera el análisis de la propagación de ondas 

de esfuerzos longitudinales en tres casos particulares: primero en la región 

de frontera entre dos sólidos elásticos. Segundo en la frontera entre un 

medio elástico y uno viscoelástico. Tercero en una región que comprende 

un sólido elástico en el cual se ha insertado una franja viscoelástica de 

espesor ¡¡L. Para cada caso se han calculado los correspondientes 

coeficientes de reflexión y de transmisión. 

En el tercer capítulo se plantean algunas posibles aplicaciones de los 

resultados obtenidos, se presentan las conclusiones generales del trabajo 

realizado y se realizan algunas sugerencias para el trabajo posterior de esta 

investigación. 
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INTRODUCCION 

En este capítulo se establecen los conceptos necesarios y las 

herramientas adecuadas para comprender como se da la propagación de las 

ondas de esfuerzo en los sólidos, tanto elásticos como viscoelásticos. 

En la primer parte, se caracteriza a los sólidos elásticos empleando sólo 

aquellos conceptos que son de utilidad para la comprensión del tema, en la 

segunda, las ondas se estudian según la forma en la que se propagan en el 

medio elástico y se presentan sus ecuaciones de movimiento 

correspondientes, en la tercera se caracteriza a los sólidos viscoelásticos, en 

la cuarta se discute el movimiento de las ondas de esfuerzo en un sólido 

viscoelástico y en la quinta y última parte se hace una discusión general del 

fenómeno. 

Cuando se le aplica fuerza a un sólido ésta no siempre es normal a la 

superficie, por lo que dicha fuerza debe de estudiarse en tantas componentes 

como el sistema tridimensional lo indique. Al deformarse fisicamente un 

cuerpo, éste puede o no regresar a su forma original; esto está 

estrechamente relacionado con la rapidez con la que se propaga la onda en 

el medio, ya que la elasticidad es la que se encarga de regresar a su posición 

original a la parte desplazada del medio mientras que la inercia es la 
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resistencia que presenta dicha parte para volver a su posición original, 

factores de este tipo se estudian en este trabajo y se toman en cuenta para el 

análisis de las ondas de esfuerzo tanto en un sólido elástico como en un 

sólido viscoelástico. 

1.1 CARACTERISTICAS DE SOLIDOS ELASTICOS 

La propiedad de mayor interés en este trabajo es la elasticidad del 

sólido. Esta propiedad es la capacidad que tiene un cuerpo para deformarse 

y volver a su forma original sin presentar cambio alguno cuando el agente 

que produce la deformación cesa; sin embargo, cuando el límite hasta donde 

los sólidos pueden deformarse (conocido como límite elástico) se excede, 

su forma cambia permanentemente. 

Otra de las propiedades fisicas que caracterizan al material, es la 

homogeneidad del mismo, al hablar de ésta se entiende que todas las partes 

del sólido tienen las mismas características, es decir, que sus partículas se 

hallan igualmente mezcladas e igualmente distribuidas. Por otro lado, un 

cuerpo inhomogéneo es aquel en él que sus partículas no están igualmente 

distribuidas o bien, sus elementos no están igualmente relacionados y sus 

características cambian con la posición. 

Una propiedad más, es la isotropía, que es aquella en la que no importa 

la dirección en la que se analiza el fenómeno producido en el material ya 

. que en cualquier dirección se componará de igual manera. Por otro lado, un 
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medio es anisótropo cuando al analizar un fenómeno, éste depende de la 

dirección del mismo. 

La elasticidad se describe por medio de la ley de Hooke, la cual no se 

expresa en este trabajo como la ecuación que defme el comportamiento de 

un resorte, sino como una combinación lineal de esfuerzos y deformaciones 

que caracterizan el comportamiento de las ondas producidas en el sólido 

elástico. 

Así, el esfuerzo (c:r), se defme como la fuerza por unidad de área que 

se aplica sobre una superficie y es expresado como un tensor de rango dos, 

por lo que necesita nueve componentes para quedar defmido, mientras que 

la deformación (E), es el cambio fraccional o por unidad de longitud a lo 

largo del sólido. 

Al aplicar una fuerza a un sólido, ésta no siempre es normal a la 

superficie, por lo que en un espacio tridimensional se tienen dos 

componentes tangenciales y una normal para cada plano, así, c:r"", c:r")', c:r"" 

c:ryx, c:r¡y, c:r)~, c:r"" c:r"f y c:r", son todas las componentes de la fuerza por 

unidad de área (llamadas esfuerzos), donde el primer subindice indica la 

dirección de la componente y el segundo, el plano en el cual actúa dicho 

esfuerzo (ver Fig. 1.1.1). 

Sin embargo, por equilibrio: 
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O"xy=O"yx 

O"yz =O"zy 

O"xz = O"zx 

y así, de nueve componentes, el número se ha reducido a seis. 

z 

yx 

x 

Fig. ] .1.1. Componentes de esfoerzo aplicado a un elemento de volumen 

El desplazamiento de cualquier punto está en función del 

desplazamiento de sus puntos adyacentes 
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Si un punto que está en la posición (x, y, z) se desplaza a (x + u, y + v, z 

+ w) mientras que un punto muy cercano localizado en (x + dx, Y + dy, z + 

dz) se desplaza relativamente una distancia (u + du, v + dv, w + dw) Y si dx, 

dy Y dz son lo suficientemente pequeftas se tiene: 

au 8u 8u 
du = -dx+-dy+--dz 

8x ay 8z 

Ov Ov Ov 
dv = --dx+-dy+-dz 

8x ay 8z 

aw aw aw 
dw=-dx+-dy+-dz 

8x ay 8z 

De este último conjunto de ecuaciones las cantidades: 

8u 8u 8u Ov Ov Ov aw aw aw 
ax'ay'&'ax'ay'&'ax'ay'& 

se reagrupan de la siguiente forma. 

8u 
Cxx =-

8x 
Ov 

c =-
~ ay 1.1.1 
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Ow 
ti =­

zz 8z 
1.1.1 

Las primeras tres cantidades, &xx, Err y Eu , son cambios fraccionales de 

longitud en la dirección de la defonnación, ya que corresponden a la 

expansión ó contracción de la línea infInitesimal de elementos alrededor del 

punto de interés. 

1.1.2 

Las cantidades Eyz, E", Y ~" corresponden a la defonnación cortante en 

los planos indicados por los subíndices. 

Owav 
2m =--­

x ay 8z 

8u aw 
2m =--­

y 8z ax 1.1.3 
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Ov Bu 
2m =---

z fu ay 1.1.3 

y las tres últimas cantidades corresponden a la rotación de un elemento 

alrededor del punto de interés. 

Si cada una de las ecuaciones del conjunto l.U es igual a cero se tiene 

una deformación pura, ya que si bien, la rotación no es estrictamente una 

deformación; cuando l.U "# O se presenta una deformación y una rotación 

combinadas, que dependiendo de la relación de las magnitudes con que 

cada una se presenta, pueden enmascarar el efecto de la otra. 

Así, la ley de Hooke se puede explicar de la siguiente forma: cada una 

de las seis componentes de esfuerzo es en cualquier punto una función 

lineal de las seis componentes de deformación, lo que significa que las 

deformaciones observadas en los sólidos elásticos son proporcionales a la 

fuerza, siempre y cuando no se exceda el límite elástico y entonces la ley de 

Hooke ya no se cumple. 

Al expresar entonces a la ley de Hooke como una combinación lineal de 

las deformaciones, matemáticamente queda expresada de la siguiente 

forma: 
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{j xx = C¡¡Exx + C¡2Ey'y + C¡3Ezz + C¡4Eyz + C¡SEzx + C¡6Exy 

{j y.y = C 2¡Exx +C22Ey'y +C23Ezz +C24Eyz +C2SEzx +C26Exy 

{jzz = C 3¡Exx +C32Ey'y +C33Ezz +C34Eyz +C3SEzx +C36Exy 

{jyz =C4¡Exx +C42Ey'y +C43Ezz +C44Eyz +C4SEzx +C46Exy 

{jzx = CS¡EXX +CS2Ey'y + C S3Ezz +CS4Eyz + CSSEzx +CS6Exy 

{jxy =C6¡Exx +C62Ey'y +C63Ezz +C64Eyz +C6SEzx +C66Exy 

1.1.4 

donde los coeficientes C'" son las constantes elásticas del material. 

Sin embargo, se puede demostrar (Love 1927, pág.99) que: 

ya que esto es una condición para que la energía elástica sea una función 

univaluada del esfuerzo. Así, de treinta seis constantes elásticas que se 

tenían en un principio quedan ahora veintiún constantes distintas. 

En un sólido isótropo los valores de los coeficientes no dependen de la 

orientación que éste tenga con respecto al sistema de referencia por lo que 

aplicando esta condición al conjunto de ecuaciones (1. 1.4) quedan 

únicamente dos constantes independientes denotadas por 'A. y G, que se 

conocen como las constantes de Lamé y defroen completamente el 

comportamiento elástico del material, así: 

10 



Cl2 == C13 == C23 == C21 == C31 == C32 == íL 

C44 =CS5 ==C66 ==G 

CII == C22 = C33 == 2G + íL 

las veinticuatro constantes que faltan son iguales a cero (Love, pág. 151). 

Así, la ley de Hooke (1.1.4) para un sólido elástico puede escribirse de 

la siguiente fonna: 

donde: 

(j xx == 2Gcxx + íLil 

(j y.y == 2Gcy'y + M 

(j zz == 2Gczz + íLil 

(j yz == Gcyz 

(jzx == Gczx 

(jxy == Gcxy 

representa la dilatación, que es el cambio fraccional del volumen. 

1.1.5 
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En términos de las constantes de Lamé se pueden representar las cuatro 

propiedades que caracterizan el comportamiento de un sólido elástico, las 

cuales son las siguientes. 

El módulo de corte (G): el cuál es una de las constantes de Lamé y se 

defme como la razón entre el esfuerzo de corte y la deformación de 

corte es decir: 

El módulo de Young (E): es la razón entre el esfuerzo aplicado en una 

dirección y la deformación producida en la misma dirección. Esta cantidad 

es una constante de proporcionalidad y en ocasiones se le llama módulo de 

elasticidad. Casi siempre se conoce su valor. Para medirlo se emplea 

una muestra que tiene forma de cilindro o de prisma y se somete a un 

esfuerzo constante, además de que sus caras laterales, se supone, no sufren 

perturbación alguna. Si el eje x es paralelo al eje principal del cilindro o del 

prisma el esfuerzo aplicado es O"xx Y todos los demás son cero, así que 

aplicando esto al conjunto de ecuaciones (1.1.5) se tiene: 

E = (jxx = G(3A+2G) 
8 xx A+G 

12 



La razón de Poisson (v*): se define como la razón entre la 

contracción lateral y la extensión longitudinal de la muestra, es decir: 

Ey)' A 
v*=--=----

Exx 2(A+G) 

El módulo volumétrico (k): también conocido como módulo de 

compresibilidad de volumen, se define como la razón de cambio de 

presión entre: el cambio fraccional de volumen cuando el sólido se 

expone a una compresión hidrostática unifonne, es decir: 

cr =cr =cr =-p y cr =cr =cr =0 xx W = ~ u ~ 

Así que aplicando estas condiciones al conjunto de ecuaciones (1.1.5) se 

tiene que: 

P 
E =E =E =----

xx xx xx 3A+2G 

De este último resultado se tiene que: 

P 2G 
k=-=A+-

Il. 3 
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1.2 ONDAS DE ESFUERZO EN SOLIDOS 

ELASTICOS 

En esta sección se caracteriza a las ondas de acuerdo a como se originan 

y propagan en el medio sólido elástico. Todas las ondas que aquí se 

mencionan se engloban en un solo tipo, las ondas de esfuerzo. que son 

aquellas perturbaciones ocasionadas mecánicamente en un sólido. 

La onda longitudinal que en ocasiones se llama onda irrotacional o 

bien onda de dilatación, se caracteriza porque el movimiento de las 

particulas del medio donde se propaga se produce en el mismo sentido de la 

onda. 

Una onda es transversal, también conocida como onda equivoluminal 

o bien, onda de distorsión, porque el movimiento de las partículas que 

transportan a la onda es perpendicular a! sentido de propagación, sin cambio 

loca! de volumen. 

Los dos tipos de ondas anteriormente mencionados se llaman en general 

ondas de volumen debido a que se propagan en el interior de un medio 

materia! ilimitado. 

Otro tipo de ondas que también debe mencionarse son las llamadas 

ondas superficiales, las cuales como su nombre lo indica, se propagan 

solamente sobre la superficie libre del sólido y dependen de la dirección de 

14 



propagación de la onda, éstas se subdividen en tres tipos y propagando la 

onda en la dirección y se tiene: 

a)Ondas Rayleigh: se llaman así porque el primero en estudiarlas fue Lord 

Rayleigb en 1887. Cuando estas ondas se generan en la superficie libre de 

un sólido, conforme van penetrando en el mismo su amplitud es 

considerablemente menor, se puede decir entonces, que son ondas 

rotacionales que se propagan en la superficie libre del plano yz (ver 

Fig.1.2.1 ). 

x 

z 

~ Onda 

ndas de Litmb 

Ondas de Raylei h 

Dirección de propagación de la onda 
• 

Fig. 1.2.1. Ondas superficiales 

y 
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blOndas de Love: éstas también son ondas rotacionales que se propagan a 

través del plano xy, sin penetrar al interior del sólido, además de que viajan 

perpendiculannente a las ondas Rayleigh (ver Fig. 1.2.1). 

c)Ondas de Lamb: estas ondas son también de tipo rotacional y se 

propagan en la superficie del sólido determinado por el plano zx, sólo que a 

diferencia de las dos ondas anteriores, éstas son perpendiculares tanto a las 

ondas de Rayleigh como a las ondas de Love (ver Fig.I.2.1). 

Las ondas rotacionales son aquellas en las que su rotacional es 

diferente de cero. 

Por último, las ondas por flexión se ocasionan cuando el sólido está 

sujeto a fuerzas transversales distribuidas en toda su longitud, por ejemplo, 

cuando se pone a vibrar una regla a la cual se le sujeta en uno de sus 

extremos con fJm1eza mientras que el otro extremo se levanta y se deja caer 

libremente. 

1.2.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

Para obtener las ecuaciones de movimiento de un medio elástico se 

considera la variación en el esfuerzo a través de un pequefto elemento de 

volumen, el cual por simetria con respecto al sistema de referencia 

tridimensional y para fmes prácticos y sencillos se escoge cúbico (ver Fig. 

1.2.2). 
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Basándose en la figura (1.2.2) se puede ver que al aplicar una fuerza a 

un pequetlo elemento de volumen, ésta se subdivide en nueve componentes 

llamados esfuerzos, los cuales, por condiciones de equilibrio se reducen a 

seis. 

Si se considera que la fuerza está actuando en la dirección x y teniendo 

en mente la segunda ley de Newton, se llega a lo siguiente: 

z 

..... _--{ 

I • 

/o-... ······_·--r XJ' 

~ 

8u 
U XJ' + ayXJ' dy 

Y 

x 

Fig. 1.2.2. Deformación ocasionada por un esjiterzo aplicado a un sólido 

17 



( O" xx + a~xx dx )dYdz - O" xxdydz + 

+ ( O" xy + o~xy dY)dxdz - O" xydxdz + 

+ (O" xz + aO" xz dz)dxdY - O" xzdxdy = (pdxdydz) a2~ 
oz. ot 

Simplificando: 

donde p es la densidad del elemento o material y u es el desplazamiento en 

la dirección X, además de que se hace la suposición de que no se toman en 

cuenta fuerzas externas taJes como la gravedad. Análogamente para los 

desplazamientos v y w se procede de la misma fonna, obteniendo: 

1.2.2 
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las cuales pueden representarse en términos de las constantes de Lamé 

empleando las ecuaciones (1.1.1) Y (1.1.5) 

Estas son las ecuacIOnes de movimiento que caracterizan el 

comportamiento elástico de un sólido cuando se somete a una fuerza, de 

éstas se puede demostrar que se generan dos tipos de ondas. 

Si se diferencia el conjunto de ecuaciones (1.2.3) con respecto a X, y y z 

respectivamente y por último se suman: 

p a
2

/).2 = (A + 2G "\.,2 /). 1.2.4 at }V 
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lo cual indica que la onda de dilatación se propaga a través del medio con 

velocidad: 

e = ¡A,+2G 
V p 

Si se diferencia la segunda ecuación del conjunto (1.2.3) con respecto a 

z y la tercera con respecto a y, y por último se resta el segundo resultado al 

primero: 

como: 

Ow 8v 
ro =---

x ay OZ 

entonces: 

Lo cual quiere decir que al encontrar las otras dos ecuaciones restantes 

que son: 
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y 

pero como: 

Bu 8w Ov Bu m =---
y Bz Ox 

y m =---
z Ox ay 

entonces: 

y 

por lo tanto hay una rotación que se propaga a través del medio con 

velocidad: 

c=~ 
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Estos dos últimos resultados implican que en el interior del sólido se 

propaga en el primer caso, una onda longitudinal y en el segundo, una onda 

transversal. 

1.2.2 SOLUCIONES 

La velocidad de las ondas transversales depende solamente de la 

densidad del material y del módulo de corte, mientras que la velocidad de 

las ondas longitudinales depende de la densidad y de una combinación de 

las dos constantes de Lamé. 

Las ecuaciones: 

y 

son iguales a la ecuación de onda general: 
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Tomando en cuenta que la propagación estudiada en este trabajo es 

función de una dirección, como por ejemplo x, la ecuación queda como: 

1.2.5 

para la cual la solución es de la forma 1; = h (x - el) + H (-x - ct) donde h y 

H son funciones arbitrarias que dependen de las condiciones iniciales, 

algunos ejemplos de dichas funciones incluyen, log(x-ct), sen(kx-Clt) y 

expj(kx-Clt). 

Ahora se va a demostrar que en efecto estas dos funciones planteadas en 

un principio arbitrariamente, son las soluciones a dicha ecuación. 

Si al argumento de la función h se le llama, m = x - ct y se deriva 

parcialmente dos veces con respecto a t: 

1.2.6 

Por otro lado, derivando parcialmente a la función h dos veces con 

respecto de x: 
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1.2.7 

Sustituyendo las ecuaciones (1.2.6) y (1.2.7) en la ecuación (1.2.5) se 

demuestra que cualquier función con argumento (x - ct) es una solución de 

dicha ecuación. En fonna similar se demuestra que H (-x + ct) es también 

una solución. Entonces la swna de estas dos funciones es la solución 

completa de la ecuación de onda. 

Si ~ representa al desplazamiento de la partícula del sólido elástico y c 

es la velocidad de la onda que se propaga en dicho sólido, entonces se 

puede establecer una solución particular para cada una, es decir, si el 

desplazamiento de la onda es transversal al de las partículas y c su 

correspondiente velocidad en el medio, entonces la ecuación representa a 

una onda transversal, en fonna similar se hace un análisis para la onda 

longitudinal. 

1.3 CARACTERISTICAS DE SOLIDOS 

VISCOELASTICOS 

En esta sección se estudia el comportamiento de los sólidos 

viscoelásticos, para los que hay tres teorias, los autores de las dos primeras 

son Maxwell y Voigt , la última es una combinación de ambas. La fonna en 

la que se representan los sólidos viscoelásticos para estas teorias se muestra 

en la figura (1.3.1). 
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(a) (b) (e) 

Fig. 1.3.1(0) Sólido de Maxwell. (b)sólido de Voigt, (c)combinación de las 

dos teorías. 

Mientras Maxwell estudiaba la naturaleza viscosa en los gases sugirió 

que el comportamiento de un sólido real difiere del de uno elástico en que 

para el segundo la relación entre esfuerzo-defonnación está dada por cr=E*r; 

donde E* es la constante elástica apropiada, mientras que para el primero la 

relación es: 

dO' _ E* ds O' --- --- 1.3.1 
dt dt r 

donde 't es el tiempo de relajación del medio y se define como el tiempo 

en el cual la velocidad con la que decrece una función de la forma 

y:Dexp[-dtlse aproxima a lIe, donde D y d son constantes que dependen 
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del problema con el que se esté trabajando. Esta relación implica que para 

tiempos pequeños comparados con t el sólido se comporta como un sólido 

elástico, mientras que para tiempos grandes comparados con t el sólido se 

comporta como un líquido viscoso de viscosidad EOt . Un sólido que 

obedece a esta relación se llama "sólido de Maxwell" y se representa 

mediante un resorte puesto en serie con un pistón que se desliza a través de 

un líquido, el cual hace las veces de un amortiguador (ver Fig. 1.3.1 (a»; el 

resorte obedece a la ley de Hooke y el amortiguador a la ley de viscosidad 

de Newton. 

Al considerar Maxwell un sistema con una masa M la cual se encuentra 

suspendida de una barra delgada de longitud L y de área de sección 

transversal S, encontró que la ecuación de movimiento de la masa se puede 

expresar como la ecuación de movimiento de un oscilador armónico simple 

despreciando la inercia de la barra, por lo que se tiene: 

M~ +Sa=O 1.3.2 

como la deformación es el cambio por unidad de longitud a lo largo de la 

barra se tiene entonces que 1: = 1; I L, por lo que la ecuación (1.3.1) queda 

de la siguiente forma: 

da E * d; a 
=------

dt L dt 'f 
1.3.3 
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Eliminando a y da/dt de las ecuaciones (1.3.2) y (1.3.3) 

respectivamente se tiene: 

M d3~ M d2~ E*d~ 
---+---+--=0 1.3.4 
S dt3 S T dt2 L dt 

Integrando (1.3.4) con respecto a t y multiplicando por SIM toda la 

expresión se tiene: 

d2~ 1 d~ E*S 
-+--+ ~=cte. 
dt2 

T dt LM 
1.3.5 

Esta última ecuación es equivalente a la de un oscilador annónico libre 

y es una ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes por lo que 

al resolverse como tal, su solución es: 

{[ 
1 ( 1 )2 E * S 1 t} ~ = A exp - T + ~ - 4 LM 2 + 

{[ 
1 ( 1 )2 E * S 1 t} + B exp - T - T - 4 LM 2 

Analizando esta ecuación se observan tres posibles casos. 
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El primero cuando 4E"S/LM es mayor que 111:2 y al cual se le llama 

subamortiguamiento, el segundo, cuando IIt2 es mayor que 4E"S/LM y 

recibe el nombre de sobreamortiguamiento y el último cuando ambos 

términos son iguales y se le da el nombre de amortiguamiento crítico, sin 

embargo, en este trabajo se considera el primero porque es en el que se da la 

propagación de la onda. 

Representando la solución como una forma alternativa (amplitud -fase) 

se tiene: 

~ = cex{ -;. }os(mlt+~) 
donde e y ~ son constantes que dependen de A y B. ~ recibe el nombre de 

ángulo de fase. 

La solución completa demuestra que la onda va disminuyendo conforme 

va avanzando a través del sólido viscoelástico. 

Así, la frecuencia de este oscilador subamortiguado está dada por la 

relación: 

2 E*S 1 
mI = 

ML 4.2 
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Si la frecuencia de oscilación del sistema está dada por: 

la amplitud de la onda es una función dependiente del tiempo, Le., se 

considera como una onda modulada por la exponencial de COI: 

cexP(-~J 
TW) 

Esta última ecuación se relaciona con el decremento logarítmico (.1' ), 

el cual representa una medida de la fricción interna, de la siguiente forma: 

pero si el tiempo de relajación t, se defme como la razón entre la 

"viscosidad equivalente" 11· yel módulo elástico E·, entonces: 

A' = 7rE* 
1]*W) 

1.3.9 
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De este último resultado se puede ver que el decremento logaritmico es 

inversamente proporcional a la frecuencia de oscilación del sistema y que 

está relacionado con el tiempo de relajación o bien con la viscosidad 

efectiva y el módulo elástico. 

Por otro lado, Voigt relaciona a las componentes de esfuerzo en un 

sólido viscoelástico sumando los términos que corresponden a la 

defonnación, con los de la razón de cambio de la defonnación, esto implica 

que a las ecuaciones (1. 1.4) se le agregan seis ténninos más a cada una de 

las ellas, es decir, además de los: 

se le agregan: 

donde los coeficientes a", corresponden a las constantes viscosas del 

material. 

Como anterionnente se había visto, para un sólido isólropo elástico las 

ecuaciones de movimiento de las partículas se reducen a seis y todas en 

términos de las dos constantes de Lamé, en este caso sucede lo mismo, sólo 
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que ahora aparecen dos constantes más, A: y O' que son las constantes de 

viscosidad, así que A. se sustituye por: 

y O por: 

G+G'~ at 

Un sólido que obedece a estas relaciones se conoce como un "sólido de 

Voigt" y se representa mediante un resorte y un amortiguador puestos en 

paralelo (ver Fig, 1.3.1 (b». 

Thompson demostró (Kolsky, pág 111) que para un sólido de Voigt, la 

relación entre el esfuerzo y la deformación está dada por: 

de 
(j = Ee + E'--.!!. 

xx xx dt 1.3.6 

donde E' es el coeficiente de viscosidad normal y está dado por: 
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donde: 

A' 
'Z"¡ =-;¡, y 

G' 
'Z"2 =-

G 

Para un sólido de Voigt, el análisis es equivalente al que se hizo para un 

sólido de Maxwell, ya que también se estudia el movimiento de una masa 

M sujeta a una barra de longitud L. 

La ecuación que representa al movimiento de la masa ahora es: 

M¡¿ +BE'~ +BE = O 1.3.7 

donde B es una cantidad que tiene que ver con la disipación de la energía 

(aunque en realidad depende de la geometría de la muestra, entre otros 

factores, el cuadrado de la longitud de la barra). 

La solución para esta ecuación es la siguiente: 

{

-BE +~(BE'Y -4M¡BE} 
q=Aexp t+ 

2M¡ 

{
-BE -\j(BE'Y -4M¡BE} 

+ Bexp t 
2M¡ 
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Aquí también se presentan los tres casos mencionados en el análisis del 

método de Maxwell pero de la misma forma que anterionnente solo se 

estudia el primero. 

Representando la solución nuevamente en la fonna amplitud-fase se 

llega a: 

f = e exp - -- cos(a>¡t + t/J ) ( BE'] 
2MI 

donde ahora la frecuencia de oscilación del sistema está dada por: 

O1~ _ _ BE _ (BE'Y 
MI 4M~ 

y si la frecuencia de oscilación se defme de la misma fonna que para un 

sólido de Maxwell, entonces la amplitud de la onda está dada por: 

e exp(- _BE_'_1í) 
MI 011 

Para obtener el decremento logarítmico se considera que para 

amortiguamientos pequeilos: 
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asl que: 

entonces el decremento logaritmico queda como: 

1.3.10 

De este último resultado se ve que el decremento es directamente 

proporcional a la frecuencia de oscilación del sistema y que está 

relacionado con el módulo de Y oung y con el coeficiente de viscosidad 

normal. 

La representación de la combinación de ambas teorías se muestra en la 

figura (1.3.1 (e» por lo que también es una combinación en su descripción 

matemática, sin embargo no se da un análisis más detallado debido a que 

esta teoría no retribuye muy buenos resultados salvo en pequellos intervalos 

de frecuencia. 
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1.4 ONDAS DE ESFUERZO EN SOLIDOS 

VISCOELASTICOS 

La ecuación de las ondas de esfuelZo en un sólido viscoelástico, en la 

dirección x se deduce de las ecuaciones de movimiento para un sólido 

elástico (1.2.3) y está descrita por: 

Pero para una onda longitudinal la ecuación de movimiento se obtiene 

de la ecuación (1.2.4), así: 

Sin embargo según Hillier (Kolsky, pág. 118), para una onda 

longitudinal propagándose a través de una barra la cual se comporta como 

un sólido de Voigt la ecuación anterior se puede expresar como: 

1.4.1 
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donde E' es el coeficiente de viscosidad ya descrito anterionnente sin 

embargo, también se defme como E'=Et' (Kolsky, pág 110). La solución de 

esta última ecuación es diferente a la solución general h (x - ct) o H (-x - ct 

) por lo que se propone una solución armónica de la siguiente fonna: 

AexpJ(/¡x-OJt ) 

donde ro corresponde a la frecuencia angular del sistema y f l a una función 

compleja que depende de f y a que a su vez son funciones arbitrarias que se 

detenninan dependiendo del modelo con el que se esté trabajando. Queda 

entonces f l detenninada en forma general de la siguiente manera: 

/¡ =f + ja 104.2 

Así para un sólido que es considerado como un sólido de Voigt se tiene 

que al sustituir f l en la ecuación (lA, 1): 

104.3 

Sustituyendo la ecuación (1.4.2) en la ecuación (1.4.3) y separando la 

parte real de la parte imaginaria se tiene que: 

poi = E(¡2 _a2 )-2E'OJja 

2Efa =-E'm(¡2 _a2) 
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Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas se llega 

a las soluciones correspondientes para fy a, así: 

12 - Epa} {~l + (~ + l} 
- 2(E+E'a}) E 2 

2 Epa} {~l ~ l} 
a = 2(E+E'a}) + E2 -

1.4.4 

Hillier también investigó la propagación de las ondas de esfuerzo a lo 

largo de un filamento viscoelástico para un sólido de Maxwell, la relación 

entre el esfuerzo y la defonnación está dada por: 

00' _ E * 02U O' -- ---- 1.4.5 ot axot T 

donde 't es el tiempo de relajación y si se llama a TI* la " viscosidad 

equivalente" del sólido, 't = TI·IE". 

De la segunda ley de Newton la ecuación de movimiento en una barra es: 

1.4.6 
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Derivando la ecuación (1.4.5) con respecto a x y sustituyendo este 

resultado en la ecuación (1.4.6), se obtiene: 

1.4.7 

La ecuación anterior tiene una solución equivalente a la de la ecuación 

(1.4.1) en donde las condiciones son las mismas así que: 

1.4.8 

Hillier, sin embargo consideró otro modelo más el cual se muestra en la 

figura (1.4.1), el cual consiste en un modelo de Voigt colocado en serie con 

un resorte auxiliar. 

E'., E\' y lh, corresponden a la rigidez del resorte auxiliar, la rigidez del 

resorte del modelo de Voigt y a la viscosidad del amortiguador 

respectivamente. 
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E' a 

Fig. 1.4.1 Representación de la modificación de Hillier en un sólido de 

Voigt 

La relación esfuerzo-deformación para un modelo de este tipo está dado 

por la siguiente relación: 

Si se diferencia esta última ecuación con respecto a x y se sustituye en 

la ecuación (1.4.6): 
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E' E a
2
u = O 

a v ax2 
1.4.9 

Si se sustituye 1lv I Ev por 'r, el "tiempo de relajación", del modelo de 

Voigt, y empleando nuevamente la solución (1.4.1) esta última ecuación 

será satisfecha si: 

1.4.10 

donde: 

es la suma de la rigidez del sólido de Maxwell y la rigidez del sólido de 

Voigt. 
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Si el resorte auxiliar es muy rígido entonces las ecuaciones (1.4.10) se 

simplifican de tal manera que se obtendría el primer conjunto de fórmulas 

vistas al comienzo de esta sección, es decir, como el conjunto de ecuaciones 

(1.4.4), si por otro lado, el resorte del modelo de Voigt tiene un a rígidez 

insignificante, entonces la ecuación (1.4.9) quedaría como la ecuación 

(1.4.6), es decir, como la de un sólido de Maxwell. 

1.5 DlSCUSION 

Se comenzó estudiando la propagación de las ondas de esfuerzo en un 

sólido elástico porque es el caso más sencillo, generando as! las bases 

necesarías para después pasar al estudio de las ondas en un sólido 

viscoelástico. 

Se analizan básicamente las ondas de dilatación porque son las que 

interesan en este trabajo. 

Por el análisis presentado para la propagación de las ondas se puede ver 

claramente que dicha ecuación indica que tipo de onda es la que se estudia, 

siempre y cuando se especifique cada uno de los términos que involucra 

dicha ecuación. 

En cuanto al análisis hecho acerca de los sólidos viscoelásticos se puede 

decir que ésta es una parte muy interesante ya que se toman en cuenta 

diversos factores que repercuten grandemente en su estudio, como las 

constantes de viscosidad. 
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Un aspecto importante es que a pesar de que tanto Voigt como Maxwell 

presentan teorías completamente opuestas, cada una de ellas sirve para 

describir bien el comportamiento del sólido viscoelástico qúe mejor se 

ajusta a sus condiciones, mejor incluso que la última teoría, que combina a 

ambas y solo sirve para determinadas frecuencias. 

Maxwell, al desarrollar su teoría, comprobó que el decremento 

logarítmico (o la medida de la fricción interna) es inversamente 

proporcional a la frecuencia de oscilación del sistema, lo cual quiere decir 

que entre mayor sea la vibración de este último, menor será la disipación de 

la energía. 

Voigt por su lado, comprobó que el decremento logarítmico en un 

sólido viscoelástico que se comporta bajo sus condiciones previamente 

establecidas, es directamente proporcional a la frecuencia de oscilación del 

sistema, lo cual implica, que a mayor vibración, mayor será la cantidad de 

la energía disipada. 

Sin embargo, en ambos casos el factor relevante es el de la viscosidad 

del sólido. En el caso de Maxwell resulta ser un factor favomble, ya que la 

viscosidad atenúa o minimiza la disipación de la energía, mientras que para 

Voigt, resulta ser todo lo contrarío, entre más viscoso sea el sólido, la 

cantidad de la energía disipada será cada vez mayor. Claro está, que ambos 

resultados sólo son válidos en intervalos determinados para ciertas 

frecuencias. 
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Otro factor que es importante destacar, es que Maxwell emplea un 

tiempo de relajación (l) para relacionarlo con la disipación de la energía, 

RÚentras que Voigt, emplea un coeficiente de viscosidad normal (E ') con el 

RÚsmo objeto. 
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En este capítulo se examina la propagación de una onda de dilatación 

que incide nonnalmente a través de un sólido homogéneo y elástico así 

como en un sólido viscoelástico combinándose ambos de diferentes 

fonnas. 

El objetivo de este capítulo es encontrar los coeficientes de reflexión 

(R) y de transmisión (T) para las condiciones dadas. En la primer sección se 

trabaja con dos capas de materiales distintos pero elásticos, homogéneos y 

semi-infmitos, en la segunda, una capa es de un sólido elástico y 

homogéneo y la otra de un sólido viscoelástico, ambos también semi­

infmitos. En la última sección se estudian tres capas, la primera y la última 

son iguales, es decir, del mismo material sólido, elástico, homogéneo y 

semi-infmitos mientras que la de en medio tiene un grosor oL y es de un 

sólido viscoelástico. 

2.1 TRANSMISION EN UNA INTERFAZ ELASTICA 

-ELASTICA 

Al producir una onda longitudinal en un sistema fonnado por dos 

medios elásticosy homogéneos, diferentes entre sí, se generan otras dos 

ondas longitudinales, la que se refleja y la que se transmite (ver Fig. 2.1.1), 

el desplazamiento de cada una de las ondas está dado de la siguiente fonna: 
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Medio 1 Medio 2 
x=O 

Fig. 2.1.1 Dos sólidos elásticos diforentes unidos en lafrontera x=O 

i) para la onda incidente, la cual viaja hacia la derecha, en el primer 

sólido homogéneo y elástico: 

;: - A Jlk¡x-w 1) 
,:>¡¡ - le 

donde k, es el número de onda en el medio l. 

ii) para la onda reflejada, que viaja hacia la izquierda, en el mismo 

sólido homogéneo y elástico: 

;: - B Jl-k¡x-w 1) 
':>rl - le 
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iii) para la onda transmitida, propagándose hacia la derecha, al segundo 

sólido, también elástico y homogéneo: 

donde k2 es el número de onda en el medio 2. 

Para encontrar los coeficientes de reflexión y transmisión, otros factores 

que deben de tomarse en cuenta son, la presión y la velocidad. 

Para relacionar la presión con la densidad, la velocidad de la onda en el 

medio y la derivada del desplazamiento de la partícula en la dirección de 

propagación, que por simplicidad se considera X, se emplea la segunda ley 

de Newton, la defmición de la aceleración en términos de la segunda 

derivada de la posición con respecto al tiempo y la ecuación de la onda, es 

decir: 

de la ecuación de onda se tiene: 
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por lo tanto se llega a que: 

Para la velocidad, que es la que indica la dirección del movimiento se 

emplea la siguiente relación: 

a~ a~ -=-c-
al fu 

obtenida al derivar una vez con respecto a t y a X, la función h defmida en la 

sección 1.2.2. 

Así: 

Tomando en cuenta todo lo anterior, tanto para la preSión como para la 

velocidad en la frontera x = O se tiene: 

Para la onda incidente: 

. '"A jOJ t Y Vil = }CI"1 le 
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Para la onda reflejada: 

Para la onda transmitida: 

y 

y 

. k B j(¡} t 
V r) = - le) ) )e 

Los subÚldices Úldican el medio en el cual se están propagando las 

ondas y si es Úlcidente (i), reflejada (r) o transmitida (t). 

Para obtener los coeficientes de reflexión (Rn) y el de transmisión (T 12) 

se utilizan las condiciones de frontera (Kinsler, Fundamentos de acústica, 

pág, 177) que tanto para las presiones como para las velocidades está dado 

de la siguiente forma: 

Pi! + Prl = Pt2 y 

Asi, para las presiones: 

2.1.1 

Para las velocidades: 
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2.1.2 

Para obtener el coeficiente de reflexión R l2 se despeja de la ecuación 

(2.1.2) Al yal sustituirlo en la ecuación (2.1.1) se llega a:' 

Al ténnino pc se le conoce como la impedancia de un sólido elástico 

Este coeficiente de reflexión obtenido indica que la onda reflejada se 

desfasa 1800 cuando la impedancia del segundo medio es mayor a la del 

primero, cuando sucede lo contrario, la onda reflejada se encuentra en fase 

con la incidente y cuando son iguales se tiene una transmisión completa al 

segundo medio. 

Los subindices colocados en cada uno de los coeficientes indicarán las 

fronteras entre las cuales está incidiendo la onda de interés. 

Para obtener el coeficiente de transmisión T 12 se toma en cuenta que 

T=I+R. Así: 
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El coeficiente de transmisión obtenido siempre es positivo, lo cual 

implica que la onda transmitida siempre está en fase con la onda incidente. 

Además de que no hay disipación de la energía cuando pasa de un medio a 

otro por que ambos sólidos son elásticos. 

Se puede observar que ambos coeficientes dependen de la impedancia 

de cada uno de los medios. 

En la mayorta de la bibliografla consultada los coeficientes se 

presentan en diferentes términos, sin embargo, este trabajo se apoyó en 

aquella persona que tiene ya un amplio camino recorrido en cuanto a este 

tema se refiere como lo es el Dr. Kinsler. 

2.2 TRANSMISION EN UNA INTERFAZ ELASTICA 

- VISCOELASTICA 

En esta sección, se considera un sistema formado también por dos 

medios, sin embargo, la diferencia entre ésta y la sección anterior es que el 

medio I es elástico y el medio 2 es viscoelástico, (ver Fig. 2.2.1) 

Al hacer incidir la onda longitudinal en el medio elástico, se generan 

nuevamente dos ondas longitudinales más, la onda reflejada propagándose 

hacia la izquierda en dicho medio (medio 1) Y la transmitida, propagándose 

hacia la derecha en el medio viscoelástico (medi02). 
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Medio 1 

~il (Al) 

¡;"I (BI) -

Medio 2 
x=O 

FIg. 2.2.1. Sólido elástico y sólido viscoelástico unidos en la frontera x=O 

La expresión para el desplazamiento de las partículas en cada medio es 

la siguiente: 

i) Para la onda incidente en el sólido homogéneo y elástico: 

ii) Para la onda reflejada en el mismo sólido homogéneo y elástico: 

;: _ B ¡(-klx-úJ t) 
':>rl - le 

iii) Para la onda transmitida al sólido viscoleástico: 

51 



donde f[ ya fue definido en la sección 1.4.2. 

La presión y la velocidad para el medio l son las que se establecieron 

en la sección anterior y para el medio 2 (sólido viscoelástico) se obtienen de 

la siguiente fonna: 

La presión sigue siendo la misma que en un sólido elástico, así que: 

Sin embargo, la velocidad cambia un poco al derivar con respecto a X, 

la solución del desplazamiento de la partícula, asl: 

v=±-,,-P­
jp2C2ft 

Tomando en cuenta todo lo anterior, tanto la presión como la velocidad 

para cada solución de onda en la frontera donde x = 0, es: 

Para la onda incidente: 
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Para la onda reflej ada: 

. 2k jaJl 
Prl = lPICI IBle 

para la onda transmitida: 

y 

y . k B j01 t 
V rl = - lCI I le 

y 

El signo menos en la presión de la onda transmitida al medio 2 indica 

que ésta se desfasa de la onda incidente en el medio l. 

Empleando nuevamente las condiciones de frontera para las presiones y 

las velocidades, se tiene respectivamente que: 

PiI + Prl = Pt 2 y 

por lo que: 

2.2.1 

2.2.2 
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empleando el mismo procedimiento que en la sección (2.1) , de las 

ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) se puede ver que los coeficientes de reflexión 

(T12') y de transmisión (RI/) se expresan de la siguiente forma: 

r,. • - A2 - [2 ]*[ PICI + jp2C2/¡ 1 
¡2 - - ~ PIC¡ (_ \2 (_ \2 

A¡ V'¡C¡' +V'2C2/¡' 

La presencia del término j en ambos coeficientes implica que la onda se 

atenúa en su paso por el sólido viscoelástico ya que no se debe olvidar que 

este se comporta como un resorte y un amortiguador relacionados en cierto 

orden. De hecho más adelante se demostrará que dicha atenuación es muy 

grande, por lo menos para algunos materiales, palimeros en general. 

Al comparar estos dos resultados con los de los dos coeficientes 

obtenidos en la sección anterior, destacan dos cosas, la primera, que son 

muy similares y la segunda que estos dos últimos coeficientes son 

complejos además de que dependen de las densidades, las velocidades y de 

la fimción compleja f" lo cual resalta la presencia del sólido viscoelástico. 

El • colocado en la parte superior de los coeficientes indicará que 

pertenecen a una situación en donde se involucra un medio viscoelástico. 
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2.3 TRANSMISION EN UN MEDIO ELASTICO CON 

UNA FRANJA VISCOELASTICA 

Ahora el sistema está formado por tres medios, dos elásticos y uno 

viscoelástico de grosor ¡¡L, como se ha agregado un elemento más, el 

número de ondas transmitidas y reflejadas aumenta Sin embargo, un 

análisis detallado del comportamiento de dichas ondas demostró que la 

onda transmitida hasta el tercer medio tiene una amplitud casi nula, lo que 

indica que la onda que se está propagando en el segundo medio es atenuada 

tanto por el sólido viscoelástico que transmite muy poco también al primer 

medio. 

Medio 1 

-~t1 (~) 

x=O 

Medio 2 Mediol 

x=IIL 

FIg.2.3.1. Amplitud de las ondas propagadas en los tres medios 
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Por lo mencionado en el párrafo anterior, además de los dos coeficientes 

obtenidos en la sección anterior solamente se especificará uno más. El 

coeficiente que se obtiene cuando la onda transmitida I;u, incide en la 

frontera entre el medio 2 y el medio 3, generando así una onda reflejada 1;.-2, 

además de la transmitida al medio 3 (con una amplitud casi nula), en el 

mismo medio 2, pero claro está que con características diferentes, así a este 

último coeficiente se le Uamará R*23. 

Tomando en cuenta todo lo anterior, tanto la presión como la velocidad 

para cada onda en la frontera donde x = IlL, es: 

Para la onda incidente: 

Para la onda reflejada: 

Por último, para la onda transmitida: 

Empleando las condiciones de frontera se tiene: 
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2.3.2 

Manejando las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2) se llega a lo siguiente: 

Es importante mencionar que en la frontera entre el medio elástico y el 

viscoelástico hay WJ desfasamiento tanto de la onda transmitida como de la 

onda reflejada. 

Existen 3 coeficientes más que podrían tomarse en cuenta siempre y 

cuando la atenuación no sea nula, T 23, R21 Y T 2 ¡, en está ocasión no fue 

posible ya que el sólido viscoelástico atenúa demasiado la seftal, pero en el 

caso de los sólidos elásticos si es posible. 

A continuación se presentan las gráficas que muestran el 

comportamiento de dos materiales a los cuales se les aplicaron las 

relaciones de los coeficientes de reflexión y transmisión encontradas, tanto 

para el modelo de Voigt como para el modelo de Maxwell. El análisis fue 
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hecho para varios materiales, sin embargo, se presentan como ejemplos, las 

obtenidas para el polietileno a baja densidad y nylon 6. 

Es necesario especificar que los coeficientes fueron evaluados en 

frecuencias de 100 Hz hacia arriba ya que sobre todo el modelo de Maxwell 

no es válido para frecuencias bajas. De hecho la mayoría de los polimeros, 

ya no presenta ningún valor a 1 o menor a -1 a partir de aproximadamente 

1,000 Hz. 

Antes de mostrar las gráficas es necesario recordar que el término fl 

(defmido en la sección 1.4.2) es el que determina si el modelo empleado en 

el coeficiente es el de Maxwell o el de Voigt. 

La función fI es una función compleja que dependerá solamente de ro, 

ya que todos los demás términos serán previamente especificados, por lo 

tanto cualquiera de los coeficientes mencionados en las gráficas dependerá 

de ro. 
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Grafica 1.3.1 Re {T*/¡}. Comportamiento de la porte real del coeficiente de 

transmisión para el modelo de Voigt en una interfaz aluminio­

polietileno(L.D) 
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Grajica 1.3.21m {T*/¡}. Comportamiento de la parte imaginaria del 

coeficiente de transmisión para el modelo de Voigt en una interfaz 

aluminio-polietileno(L.D) 
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Graflca 2.3.3 Re {T*I2}' Comportamiento de la parte real del coeficiente de 
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Graflca 2.3.41m{T*¡J. Comportamiento de la porte imaginaria del 

coeficiente de transmisión para el modelo de Maxwell en una interfaz 

aluminio-polietileno(L.D) 

60 



0.99995 

0.9999 

0.99985 

0.9998 

0.99975 

100 1000 10000 100000. 

Grafica 2.3.5 Re (R*12J. Comportamiento de la partereal del coeficiente de 

reflexión para el modelo de Voigt en una interfaz aluminio­
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Grajlca 2.3. 7 Re (R*I1J. Comportamiento de la portereal del coeficiente de . 
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Grafica 23.S/m (R*/¡J. Comportamiento de la parte imaginaria del 

coeficiente de reflexión para el modelo de Maxwel/ en una interfaz 

aluminio-polietileno(LD) 
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Grajica 2.3.9 Re (R*vJ. Comportamiento de la parte real del coeficiente de 

reflexión pora el modelo de Voigt en una interfaz poUedleno(LD)­
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Grajlca 2.3.11 Re {R*23}. Comportamiento de la parte real del coeficiente 

de reflexión para el modelo de Marwell en una interfaz pollet/leno(L.D)­
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Grafica 2.3.12 1m {R*v}. Comportamiento de la parte imaginaria del 

coeficiente de reflexión para el modelo de Marwell en Um2 interfaz 

polietileno(L.D)-aluminio. 
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Grajica 2.3.15 Re {T*l1l. Comportamiento de la parte real del coeficiente 

de transmisión para el modelo de Maxwell en una interfaz aluminio-
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Grajica 2.3.16/m {T*¡zI. Comportamiento de la porte imaginara del 

coeficiente de transmisión para el modelo de Maxwell en una interfaz 

aluminio-nylon6. 

66 



ROI2 

1 

0.999999 

0.999998 

0.999997 

0.999996 

0.999995 

0.999994 
ID 

100 1000 10000 100000. 1. x lO' 
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Haciendo una discusión general de las gráficas obtenidas se puede decir 

lo siguiente teniendo en mente que la parte compleja de las gráficas se 

relaciona con la atenuación de la onda mientras que la parte real se 

relaciona con la reflexión o transmisión de dicha onda 

En el modelo de Volgt: 

Se observa que el coeficiente de transmisión T*12 en ambos materiales 

en la atenuación (es decir, en su parte imaginaria) presenta atenuación alta a 

frecuencias bajas, mientras que para frecuencias altas, la atenuación es baja 

Mientras que en la transmisión (parte real del coeficiente), para el 

polietileno se observa un ligero decaimiento en un interva10 de entre 100 Hz 

Y 1,000 Hz aproximadamente y después comienza a aumentar conforme la 

frecuencia también aumenta Sin embargo en el Nylon 6 el comportamiento 

es similar pero la disminución en el intervalo anteriormente mencionado es 

bastante notable y después de 1,000 Hz comienza a elevarse pero muy 

lentamente. 

Si el sólido viscoelástico (medio 2) atenúa demasiado la seftaI en la 

transmisión es porque la mayor parte de la onda se ha reflejado y debido a 

que lo hace al medio 1 (material elástico) como no hay casi pérdida de 

energía la atenuación es mínima Las gráficas muestran que en dicha 

reflexión la atenuación a frecuencias bajas va aumentando hasta 

aproximarse a cero y después se mantiene constante en dicho valor. Sin 

embargo, al igual que en el coeficiente de transmisión, arriba mencionado, 

hay algunas diferencias entre ambos materiales en la parte real del 
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coeficiente de reflexión R·12. En el polietileno se observa una ligera 

elevación entre 100 Hz Y 1,000 Hz, después se estabiliza un poco para 

posterionnente comenzar a disminuir confonne la frecuencia angular 

anmenta. En el nylon 6 el aumento es muy notable entre 100 Hz Y 1,000 Hz, 

se estabiliza un poco y después desciende confonne la frecuencia anmenta 

pero no tan rápido como con el polietileno. 

En el último de los coeficientes R ·23, se tiene un comportamiento muy 

diferente entre ambos materiales. En el polietileno la atenuación aumenta 

confonne la frecuencia anmenta hasta aproximarse a cero, mientras que en 

la parte real del coeficiente de reflexión se observa que confonne dicha 

frecuencia va aumentando hay por aIú un pico, llega aproximadamente a 

0.60 y vuelve a disminuir. En el nylon 6 la gráfica presenta muchos picos, 

lo cual indica que el coeficiente varia demasiado, sin embargo, permanece 

dentro del intervalo de valores permitido. 

En el modelo de Maxwell: 

En el coeficiente T·12 la transmisión va disminuyendo confonne la 

frecuencia anmenta pero la atenuación también disminuye. 

La reflexión entre los medios l y 2 es casi completa, sobre todo para 

frecuencias altas y claramente se ve en las gráficas que la atenuación tiende 

a cero confonne dicha frecuencia va aumentando. A frecuencias bajas tal y 

como se había explicado anterionnente, el modelo se dispara y entonces 

R ·12 presenta valores que no son ni posibles ni creíbles y esto se debe a que 
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en dicho modelo la atenuación es inversamente proporcional a la frecuencia 

angular de oscilación del sistema 

En el coeficiente de reflexión R· 23 ambos materiales presentan un 

comportamiento muy similar, además de que son claramente senosoidaIes 

se desfasan aproximadamente 1800, es decir, cuando la reflexión es máxima 

la atenuación tiende a ser minima 

No se puede precisar demasiado respecto a los resultados numéricos que 

muestran las gráficas ya que ningún algoritmo es exacto ni lo 

suficientemente preciso. También es necesario mencionar que conseguir E, 

p, 1j Y c para materiales viscoelásticos no es nada fácil, además de que en 

los pocos libros en donde se presentan algunas tablas varian los datos y en 

algunos de ellos no es tan poca la diferencia 
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3.1 APLICACIONES 

Los resultados obtenidos en el capítulo anterior, donde se tienen las 

expresiones completas de los coeficientes de reflexión y de transmisión 

. sobretodo para la frontera entre un medio elástico y un medio viscoelástico, 

pueden aplicarse para casos específicos en los cuales tales situaciones son 

reales. 

El primer caso tiene que ver con el acoplamiento de un transductor 

ultrasónico con un cuerpo sólido en donde debe producir un campo 

acústico. Si el transductor se coloca sobre un sólido la cantidad de energfa 

acústica que se transfiere al sólido depende de la presión estática que se 

aplica al transductor, de la cantidad de aire que queda entre las dos 

superficies y de la rugosidad que cada superficie presenta (ver F ig. 3.1.1). 

Para evitar tal problema con frecuencia se recurre a "substancias 

acopladoras" como el aceite de castor, de linaza o grasas de origen vegetal o 

mineral como la grasa a base de silicio usada en los sellos de los sistemas 

de vacío (ver Fig. 3.1.2). Este procedimiento da magnificos resultados para 

acoplar las impedancias y producir una transferencia de la energfa acústica, 

pero no se puede determinar con exactitud la cantidad de energía 

transferida. Lo anterior es consecuencia de que en general no se conocen los 

coeficientes de transmisión de las substancias acopladoras. 
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T __ ~ Ore~ Sólido 

Flg. 3.1.1. Transductor unido a un sólido con aire en medio 

Sólido 

Flg. 3.1.2 Transductor unido a un solido con grasa en medio 

Sin embargo como se puede observar, los casos anteriormente 

mencionados, corresponden al de un sistema elástico con una franja 
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viscoelástica de espesor c5L yen consecuencia puede tratarse de acuerdo al 

fonnalismo empleado en el caso tres del capítulo anterior. 

El segundo caso, se refiere al análisis de propagación de ondas en 

especimenes compuestos de diferentes materiales elásticos pegados con 

diferentes adhesivos, que en general tienen un comportamiento 

viscoelástico (ver Fig. 3.1.3). Dichos materiales con frecuencia deben 

someterse a pruebas destructivas para investigar la calidad del cementado. 

Metal I 1;11 ~ 

Adhesivo 

Metal 

Fig. 3.1.3. Propagaci6n de oruJos en especimenes compuestos 

Sin embargo en la actualidad se están realizando investigaciones para 

obtener una serie de pruebas con ultrasonido, ya sea con onda continua o 

con técnicas de pulso-eco con la intención de evaluar de fonna no 

destructiva la calidad del material compuesto. Tales pruebas no son 

concluyentes por no considerar en las señales la cantidad de energia que se 

trasmite o se refleja Si se puede avanzar en las técnicas de pruebas no 
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destructivas con ultrasonido de forma que los resultados permitan garantizar 

la calidad del proceso de cementado comparando los patrones de reflexión o 

de transmisión de las ondas de los sistemas con buena adhesión con los que 

tienen un cementado defectuoso, las técnicas de prueba destructivas no 

serán ya necesarias. Por otro lado, la descripción completa de las ondas 

reflejadas, incluyendo su espectro de energía serán útiles en otros procesos 

de detección de fallas. 

El tercer caso que puede tener mejoras con un adecuado conocimiento 

de los coeficientes de reflexión y de transrnisiónes el diseí!o de lentes 

acústicas para lograr un adecuado enfoque de los campos de esfuerzos en 

este caso, los materiales que normalmente se emplean para el diseí!o de 

tales dispositivos son plásticos (con frecuencia el nietilmetacrilato, un 

derivado del ácido acrílico) que tienen buenas propiedades para la 

propagación de ondas mecánicas, pero que sin embargo presenta un 

comportamiento viscoelástico apreciable para ciertas frecuencias (ver Fig. 

3.1.4). 

Campo 

"" Lente de metilmetacrilato 

Fig. 3.1.4. Campos de esfuerzo atravesando una lente 
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Los procesos de refracción en dichos materiales pueden describirse 

mejor si se introduce en ellos el factor correspondiente f l que aparece en el 

tratamiento de interfaces viscoelasticas. 

3.2 CONCLUSIONES: 

1. Validez del modelo de Maxwell: Después de haber graficado varios 

materiales (de los cuales no se mostraron las gráficas porque con dos 

materiales es suficiente) se observó que el modelo no es válido para 

frecuencias bajas, de hecho para algunos materiales es válido a partir de 

100 Hz., mientras que para otros, los resultados son crelbles a partir de 

1,000 Hz. 

El coeficiente de transmisión entre los medios 1 y 2 aumenta 

conforme la frecuencia aumenta tanto en su parte real como en su parte 

imaginaria (la cual no se debe de olvidar que está estrechamente 

relacionada con la atenuación de la onda). 

En el coeficiente de reflexión R *12, la parte real aumenta conforme la 

frecuencia aumenta pero en la parte imaginaria se observó un 

comportamiento completamente contrario al de la real, es decir, para 

frecuencias altas la atenuación disminuye. 

El coeficiente de reflexión R· 23 presenta un comportamiento 

senosoidal tanto en la parte real como en la parte imaginaria, pero con un 

desfasamiento de aproximadamente 1800
• 
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2. Validez del modelo de Voigt: Generalizando este modelo, sin 

precisar demasiado en las gráficas mostradas en la sección anteriores 

puede concluir lo siguiente: 

El coeficiente de transmisión T"12 comienza a aumentar en su parte 

real a partir de una frecuencia de 1,000 Hz aproximadamente, mientras 

que en su parte imaginaria, el comportamiento es inverso, es decir, a 

mayor frecuencia menor atenuación. 

Para el coeficiente de reflexión R"¡2, en la parte real dicha reflexión 

es casi completa, aunque para frecuencias mayores a 10,000 Hz se 

comienza a observar un ligero decaimiento. En la parte imaginaria para 

valores menores a 1,000 Hz, la atenuación aumenta y después se 

mantiene constante en un valor próximo a cero. 

El más dificil de generalizar es el coeficiente de reflexión entre los 

medios 2 Y 3 (sólido viscoelástico-sólido elástico ),es decir, R "23, ya que 

para cada material empleado es diferente, en algunos no completamente, 

pero en otros si, debido a esto se puede concluir que este coeficiente 

depende mucho del material con el que se esté tabajando. 

3. Impedancia acústica para un sólido viscoelástico: después de haber 

desarrollado las ecuaciones correspondientes para la propagación de las 

ondas de esfuerzo en un sólido viscoelástico, se llegó a la conclusión de 

que la impedancia acústica correspondiente es compleja (z = f¡P2c) y 

depende de una f l que a su vez depende de las condiciones con las que se 

E§TA 1rlE§TI§ NO §AlLX' 
jjJ))E lLA lRlIlffilL[O'rnCA 
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esté trabajando es decir, queda determinada por el modelo que se esté 

empleando, además de que también involucra a la densidad del medio y 

a la velocidad de la onda. 

Puede entenderse que la parte real de la impedancia, está asociada al 

efecto disipativo del medio, en tanto que la parte imaginaria, tiene que 

ver con el efecto reactivo del medio, esto es, el almacenamiento de 

energía debido al tiempo de relajamiento. 

4. Coeficiente de reflexión en la frontera viscoelástica: se comprobó que 

la reflexión entre los medios I y 2 es casi completa, lo que indica que la 

franja viscoelástica actúa como si fuera una pared muy rigida que impide 

la mayor parte de la transmisión de cualquier onda que incida sobre eUa. 

El coeficiente de reflexión R023, en cuanto al modelo de MaxweU se 

refiere, el comportamiento resultó ser muy general, sin embargo, el 

modelo de Voigt resultó muy inestable. 

Sin embargo, para ambos modelos y para ambos coeficientes de 

reflexión, la onda reflejada se desfasa de la incidente. 

5. La presencia de una expresión compleja implica una disipación de 

energía: la presencia del término complejo en cualquier coeficiente, ya 

sea de reflexión o de transmisión, implica que existe una perdida de 

energía por parte de la onda que se está propagando, sin embargo, ésta 

puede ir decreciendo poco a poco o drásticamente en fonna exponencial 

(según muestran las gráficas del capítulo anterior). 
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6. Por último se concluye que el modelo de Maxwell fue mucho más 

estable que el modelo de Voigt, para el análisis hecho en este trabajo, 

pero el modelo de Voigt no tuvo tantos problemas para las frecuencias 

bajas como el modelo de Maxwell. Por lo tanto, ambos modelos tienen 

su ventajas y sus desventajas, así que ninguno de ellos es mal modelo. 

3.3 SUGERENCIAS PARA CONTINUAR CON LA 

INVESTIGACIÓN DE LA PROPAGACIÓN DE LAS 

ONDAS DE ESFUERZO EN FRONTERAS 

ELASTICAS - VISCOELASTICAS 

1. Es necesario en un futuro trabajo considerar la incidencia oblicua de 

las ondas en la frontera de los dos medios. Se sabe que la energía que se 

transmite al segundo medio depende del ángulo de incidencia. En el 

presente trabajo, esta situación no se consideró. 

2. De igual forma es necesario pensar en la generación de ondas 

transversales que se producen durante la reflexión y la refracción y que 

si se conoce la descripción completa de este proceso y se determinan 

analíticamente los coeficientes respectivos para casos similares a los 

tratados en esta tesis, se puede emplear una técnica de ondas 

transversales para completar la caracterización de pruebas no 

destructivas. 

81 



3. Hasta ahora solo se han considerado los casos isótropos y 

homogéneos, pero en el futuro es posible que se puedan hacer 

descripciones analíticas para sólidos inhomogéneos en los cuales las 

constantes elásticas varíen por ejemplo, de acuerdo a una función lineal 

de la posición o bien con perfiles de carácter parabólico o exponencial. 

4. Es clara la necesidad de contrastar estos resultados teóricos con datos 

experimentales, razón por la cual se sugiere que antes de continuar con la 

parte teórica, o tal vez, simultáneamente con esta, se empiecen a realizar 

experimentos controlados que permitan verificar los intervalos de 

validez, para los desarrollos presentados aquí. 
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