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INTRODUCCION

La propagacion de [as ondas acusticas puede estudiarse con dos
enfoques distintos: ¢l primero, para el conocimicnto del fenomeno “per se”,
en donde se investiga ¢l comportarniento y la propagacién de un campo de
esfuerzos en un medio de caracteristicas conocidas y el segundo, ¢omo una
herramienta para determinar las caracteristicas de otros fenémenos en
materiales en los que se supone conocido el comportamiento de los campos
acusticos. Ambos enfoques son interesantes en el campo de la
investigacion, el primero como parte de la investigacion pura; el segundo
como una técnica de investigacién en otras dreas del conocimiento de
ciertos fenémenos de la naturaleza. En ambos fa formalidad del tratamiento

de Jos campos acasticos es indispensable,

La presente tesis, forma parte de un proyecto mas amplio cuya finalidad
se encuadra en el segundo enfoque, esto e¢s, suponer conocido el
comportamiento de las ondas en un medio de propagacion, sélidos en este
caso particular, y determinar ciertas caracteristicas de! comportamiento del

medio o medios donde s¢ produce la propagacién en condiciones de control.

El estudio que se reporta en la presente tesis, se concreta a descnibir el
comportamiento de ondas de esfuerzos en la interfaz entre medios sélidos
elasticos y viscoelasticos a partir de modelos conocidos, con el objeto de
encontrar los coeficientes de transmision y reflexién para obtener los
valores de las intensidades de las ondas reflejadas y transmitidas en estos

arregios. Estos resultados son importantes, por ejemplo, para entender ia




funcion de los agentes que se emplean para acoplar un transductor
ultrasonico a un material sdlido donde se¢ debe propagar ¢l campo sonoro o
para el andhsis de adhesividad de cicftos pegamentos en metales y
ceramicos o para el disefio de lentes acusticas de mayor eficiencia para

enfocar haces ultrasénicos en equipos de pruebas no destructivas.

El trabajo se ha dividido en tres capitulos. En el primero se considera la
descripcion matemética de las caracteristicas de un medio elastico y la
propagacion de ondas de esfuerzos longitudinales, encontrando la forma
explicita de la funcién de onda correspondiente; de igual forma se analiza la
propagacién de esfuerzos en un medio viscoeldstico, recurriendo a los

modelos de Maxwell y de Voigt.

El segundo capitulo se considera el andlisis de la propagacién de ondas
de esfuerzos longitudinales en tres casos particulares: primero en la region
de frontera entre dos sdlidos elasticos. Segundo en la frontera entre un
medio elastico y uno viscoelastico. Tercero en una region que comprende
un solido elastico en el cual se ha insertado una franja viscoelastica de
espesor &L. Para cada caso se han calculado los correspondientes

coeficientes de reflexion y de transmisidn.

En el tercer capitulo se plantean algunas posibles aplicaciones de los
resultados obtenidos, se presentan las conclusiones generales del trabajo
realizado y se realizan algunas sugerencias para el trabajo posterior de esta

mvestigacion,



CAPIULO 1

INTRODUCCION

En este capitulo se establecen los conceptos necesarios y las
herramientas adecuadas para comprender como se da la propagacion de las

ondas de esfuerzo en los sélidos, tanto elasticos como viscoeldsticos.

En la primer parte, se caracteriza a los sélidos elasticos empleando sdlo
aquellos conceptos que son de utilidad para l2 comprension del tema, en la
segunda, las ondas se estudian segun la forma en la que se propagan en el
medio e¢ldstico y se presentan sus  ecuaciones de  movimiento
correspondientes, en la tercera se caracieriza a los sdlidos viscoelésticos, en
la cuarta se discute el movimiento de las ondas de esfugrzo en un sélido
viscoeldstico y en la quinta y dltima parte se hace una discusién general del

fenoémeno,

Cuando se le aplica fuerza a un sélido ésta no siempre es normal a Ja
superficie, por lo que dicha fuerza debe de estudiarse en tantas componentes
como el sistema tridimensional lo indique. Al deformarse fisicamente un
cuerpo, éste puede o no regresar a su forma original; esto esta
estrechamente relacionado con la rapidez con la que se propaga la onda en
el medio, ya que Ia elasticidad es la que se encarga de regresar a su posicion

original a la parte desplazada del medio mientras que la inercia es la




resistencia que presenta dicha parte para volver a su posicion original,
factores de este tipo se estudian en este trabajo y se toman en cuenta para ¢l
~andlisis de las ondas de esfuerzo tanto en un sélido elastico como en un

soltdo viscoelastico.
1.1 CARACTERISTICAS DE SOLIDOS ELASTICOS

La propiedad de mayor interés en este trabajo es la ¢lasticidad del
solido. Esta propiedad es la capacidad que tigne un cuerpo para deformarse
y volver a su fonma original sin presentar cambio alguno cuando el agente
que produce la deformacion cesa; sin embargo, cuando el limite hasta donde
los sélidos pueden deformarse (conocido como limite elastico) se excede,

su forma cambia pcrmanentemente.

Otra de las propiedades fisicas que caracterizan al material, es la
homogencidad del mismo, al hablar de ésta se entiende que todas las partes
del solido ticnen las mismas caracteristicas, es decir, que sus particulas se
hallan igualmente mezcladas e igualmente distribuidas. Por otro lado, un
cuerpo inhomogéneo es aquel en €l que sus particulas no estan igualmente
distribuidas ¢ bien, sus elementos no estan igualmente relacionados y sus

caracteristicas cambian con la posicion.

Una propiedad mas, es la isotropia, que es aquelia en la que no importa
la direccion en la que se analiza ¢l fenémeno producido en el material ya

_que en cualquier direccion se comportard de igual manera. Por otro lado, un



medio es anisdtropo cuando al analizar un fendmeno, éste depende de la

direccion del mismo.

La elasticidad se describe por medio de la ley de Hooke, la cual no se
expresa en este trabajo como la ecuacion que define el comportamiento de
un resorte, sino como una combinacién lineal de esfuerzos y deformaciones
que caracterizan €! comportamiento de las ondas producidas en el silido
eldstico.

Asi, el esfuerzo (o), se define como la fuerza por unidad de drea que
se aplica sobre una superficie y es expresado como un tensor de rango dos,
por lo quec necesita nueve componentes para quedar definido, mientras que
la deformacién (g), ¢s €l cambio fraccional o por unidad de longitud a lo

largo del sélido.

Al aplicar una fuerza a un sélido, ésta no siempre es nommal a la
superficie, por lo que en un espacio tridimensicnal se ticnen dos
componentes (angenciales y una normal para cada plano, asi, Ou, O, Ox,
Oyx» Opy, Oy, On, Oz ¥ Oz, Son todas las componentes de la fuerza por
unidad de 4rea (llamadas esfuerzos), donde el primer subindice indica la
direccidon de la componente y el segundo, el plano en el cual achia dicho
esfuerzo (ver Fig. 1.1.1).

Sin embargo, por equilibrio:




xy yx
T,=0,
O, =0,

y asi, de nueve companentes, el numero se ha reducido a seis.

z
F Y
1! O.zz
/——bdﬁ
« O e ry
——
6, Oy
] >y
GZX
=

S

Fig. 1.1.1. Componentes de esfuerzo aplicado a un elemento de volumen

X

El desplazamiento de cualquier punto estd en funcion del

desplazamiento de sus puntos adyacentes




Si un punto que esta en la posicion {x, y, z) se desplazaa(x +u,y + v,z
+ w) mientras que un punto muy cercano localizado en (x + dx, y + dy, z +
dz) se desplaza relativamente una distancia (u + du, v + dv, w + dw) y si dx,

dy y dz son lo suficientemente pequefias se tiene:

du=L e+ My M
o &y oz
dv=gl—)dr+@dy+gv—dz
ox oy 0z
dw= aw awdy+§‘Ea’z
ax oy oz

De este itltimo conjunto de ecuaciones las cantidades:

0u Ou Ou Ov Ov Ov Ow Ow Ow

Ox 8y’ 0z ox’8y 8z ox By oz

se reagrupan de 1a siguiente forma.

1.1.1



€,

Iz

ow
a

1.1.1

Las primeras trcs cantidades, €,,, &y ¥ €., Son cambios fraccionales de

longitud en la direccion de la deformacién, ya que corresponden a la

expansion ¢ contraccién de la linea infinitesimal de elementos alrededor del

punto de interés.

_1fow o
E”_E_é; &z
\

1(ou ow
Ep = =] —
2\ 8z ox
1{ov ou
£y ==| —+—
2\ 0 oy

Las cantidades &, €4 Y £, cOmresponden a la deformacién cortante en

los planos indicados por los subindices.

20, =

Zwy

ow v
oy oz
ou ow
& ox

1.1.3



2w —?1—@ [.1.3

z—'ax ay

Y las tres Oltimas cantidades corresponden a la rotacién de un elemento

alrededor del punto de interés.

Si cada una de las ecuaciones del conjunto 1.1.3 es igual a cero se tiene
una deformacién pura, ya que si bien, la rotacién no es estrictamente una
deformacién; cuando 1.1.3 # O se presenta una deformacién y una rotacién
combinadas, que dependiendo de la relacion de las magnitudes con que

cada una se presenta, pueden enmascarar el efecto de la otra.

Asi, la ley de Hooke se puede explicar de la siguiente forma: cada una
dc las seis componentes de esfuerzo es en cualquier punto una funcidn
lineal de las seis componentes de deformacion, lo que significa que las
deformaciones observadas en los sélidos eldsticos son proporcionales a la
fuerza, siempre y cuando no se exceda ¢l limite ¢lastico y entonges la ley de

Hooke ya no se cumple.

Al expresar entonces a la ley de Hooke como una combinacién lineal de
las deformaciones, matematicamente queda expresada de la siguiente

forma:




O =CpyE T Ciay +Cia6, + 046, + 56, + Cie€xy
Oy =0 +Cp€,, +Cp€,, + C24€ﬁ +CosE, + 06
0, = (18 +CipE,, + 058, + C34£yz + (56, + Uiy
Oy =08 +Cap€,, + CisE,, 1 Cy6, +Cys8, +Cye8y,
O, =C56, + (,‘525”, +Csz6,, + C54£yz + 56, + Cs6E
Oy = C1€ +Cir,, + C36,, + Cy€ ), +Cos, +CigeEy,
1.1.4

donde los coeficientes C son las constantes elasticas del material.

Sin embargo, se puede demostrar (Love 1927, pdg.99) que:

C

ry

C

sr

ya que esto es una condicion para que la energia cldstica sea una funcién
univaluada del esfuerzo. Asi, de treinta seis constantes eldsticas que se

tenian en un principio quedan ahora veintitin constantes distintas.

En un sélido isétropo los valores de los coeficientes no dependen de la
ornentacion que éste tenga con respecto al sistema de referencia por lo que
aplicando esta condicion al conjunto de ecuaciones (1.1.4) quedan
tnicamente dos constantes independientes denotadas por A y G, que se
conocen como las constantes de Lamé y definen completamente el

comportamiento elastico del material, asi:



C, =C); =Cy =C2| = L3 =C3:a=’1
Caa=Cs5=Ce =G
Ci1 =Cyy =Gy =2G+4

las veinticuatro constantes que faltan son iguales a cero (Love, pag. 151).

Asf, la ley de Hooke (1.1.4) para un sélido elastico puede escribirse de

la siguiente forma;

o, =2Ge,, +AA

O, = 2Ggyy + AA
o, =2Ge, +AA
0, = Geyz
o, =GE,
Oy = Ge‘w 1.1.5
donde:
A ——-éK =&y TEy +E,

representa la dilatacién, que ¢s cl cambio fraccional del volumen.
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En términos de las constantes de Lamé se pueden representar las cuatro
propiedades que caracterizan ¢! comportamiento de un sélido eléstico, las

cuales son las siguientes.

Ei médule de corte (G): el cudl es una de las constantes de Lamé y se
define como la razén entre el esfuerzo de corte y la deformacién de

corte es decir:

G=-2="Y donde i#j
gxy 8,}-

El médulo de Young (E). es 1a razon entre el esfuerzo aplicado en una
direccion y la deformaciéon producida en la misma direccion, Esta cantidad
es una constante de proporcionalidad y en ocasiones se le llama médulo de
clasticidad. Casi siempre se conoce su valor. Para mcdirlo se emplea
una muestra que tiene forma de cilindro 0 de ptisma y s¢ somete a un
esfuerzo constante, ademas de que sus caras laterales, se supone, no sufren
perturbacion alguna. Si el eje x es paralelo al eje principal del cilindro o del
prisma el esfuerzo aplicado es oy y todos los demds son cero, asi que

aplicando esto al conjunto de ecuaciones (1.1.5) se tiene:

Fo O _ G(34+2G)
&y A+G




La razon de Poisson (v*). se define como la razdém entre Ia

contraccion lateral y la extensién longitudinal de la muestra, es decir:

Ey A
Ex 2(A+G)

* = —

El médulo volumétrico (%): también conocido como médulo de
compresibilidad de volumen, se define como la razén de cambio de
presién entre el cambio fraccional de volumen cuando el sélido se

expone 2 una compresioén hidrostatica uniforme, es decir:

Asi que aplicando estas condiciones al conjunto de ecuaciones (1.1.5) se

tiene que:
P
Eq = Eq =6 =T ——
3442G
De este tiltimo resultado se tiene que:
k=L 4%

13



1.2 ONDAS DE ESFUERZO EN SOLIDOS
ELASTICOS

En esta seccion se caracteriza a las ondas de acuerdo a como s¢ originan
y propagan en el medio solido elastico. Todas las endas que aqui se
mencionan se engloban en un solo tipo, las ondas de esfuerzo, que son

aquellas perturbaciones ocasionadas mecinicamente en un sélido.

La onda longitudinal que en ocasiones se {lama onda irrotacionat o
bien onda de dilatacibn, se caracteriza porque el movimiento de las
particulas dei medio donde se propaga se produce ¢n el misme sentido de [a

onda.

Una onda es transversal, también conocida como onda equiveluminal
o bien, onda de distorsién, porque el movimiento de las particulas que
fransportan a la onda es perpendicular al sentido de propagacion, sin cambic

local de velumen.

Los dos tipos de ondas anteriormente mencionados se llaman en general
ondas de volumen debido a que se propagan en el interior de un medio

material itimitado.

Otro tipo de ondas que también debe mencionarse son las llarnadas
ondas superficiales, las cuales como su nombre lo indica, se propagan

solamente sobre la superficie libre del sdlido y dependen de la direccién de



propagacion de la onda, €stas se subdividen en (res tipos y propagando la

onda en la direccién y se tiene:

2)Ondas Rayleigh: sc¢ {laman asi porque el primero en estudiarias fue Lord
Rayleigh en 1887. Cuando estas ondas se generan en la superficie libre de
un solido, conforme¢ van penetrando en e! mismo su amplitud es
considerablemente menor, se puede decir entonces, que son ondas
rotacionales que se propagan en la superficic libre del plano yz (ver
Fig.1.2.1).

C:\q OndasAde Love
”-\ Ondas de},hmb

y

Ondas de Rayleigh

Direccién de propagacion de la onda
—_—

Fig. 1.2.1. Ondas superficiales



b)Ondas de Love: éstas también son ondas rotacionales que se propagan a
través del plano xy, sin penetrar al interior del s6lido, ademas de que viajan

perpendicularmente a las ondas Rayleigh (ver Fig. 1.2.1).

¢)Ondas de Lamb: cstas ondas son también de tipo rofacional y se
propagan en la superficie del sélido determinado por el plano zx, sélo que a
diferencia de las dos ondas anteriores, €stas son perpendiculares tanto a jas
ondas de Rayleigh como a las ondas de Love (ver Fig.1.2.1).

Las ondas rotacionales son aquellas en las que su rotacional es

diferente de cero.

Por ultimo, [as ondas por flexién se ocasionan cuando el sélido estd
sujeto a fuerzas transversales distribuidas en toda su longitud, por ejempio,
cuando s¢ pone a vibrar una regla & la cual se le sujeta en uno de sus
extremos con firmeza mientras que el otro extremo se levanta y se deja caer

libremente.

1.2.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Para obtener [as ecuaciones de movimiento de un medio eldstico se
considera la variacién en el esfuerzo a través de un pequefio elemento de
volumen, el cual por simetria con respecto al sisterna de referencia
tridimensional y para fines practicos y sencillos se escoge cubico (ver Fig
1.2.2)




Basandose en la figura (1.2.2) se puede ver que al aplicar una fuerza a
un pequefio elemento de volumen, ésta se subdivide en nueve componenies
llamados esfuerzos, los cuales, per condiciones de equilibrio se reducen a

seis.

Si se considera que la fuerza est4 actuando en fa direccién x y teniendo

en mente la segunda ley de Newton, se Hega a lo siguiente:

z
4
1 0 o
p
2R
a ]
O'R‘-{ Z2dz v
Oz
oo
«l __I/’ O, Oyt 2 dy
| oy
i
L 4 »
4 Pl Y
P
v ¥ o0 v Tx
x o+ —2dx
Ox

Fig. 1.2.2. Deformacion ocasionada por un esfuerzo aplicado a un sélido
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+ o, +—dy

dydz — o, dydz +

3
dudz — o, dvdz +
/

{ 2
o, +5%dz)dx@ ~o dvdy = (pdxdydz)%—;i

\ oz

Simplificando:

&#u (oo, 00, bc
(ﬂdxdde} 7= | 2 — T+ % \dydydz 1.2.1
ot Ox oy 0z
donde p ¢s Ia densidad del elemento o material y u es ¢! desplazamiento en
la direccion x, ademds de que se hace la supasicién de que no se toman en
cuenta fuerzas externas tales como la gravedad. Anélogamente para los

despiazamientos v y w se procede de la misma forma, obteniendo:

&u 60},_‘_30’” oo

+
P ot oy oz

G LT / A 1.2.2



3w oo, 60'zy 00,

_ 122
P "o oy @&

las cuales pueden representarse en términos de las constantes de Lamé
empleando las ecuaciones (1.1.1} y (1.1.5)

32 2

P =(A+ G) +GVu

52

62_(1 G)ay +GV3y

2

p7Y - (1+6) 2 1 GvPw 123
ot oz

Estas son las ecuaciones de movimiento que caracterizan el
comportamiento eldstico de un solido cuando se somete a una fuerza, de
éstas se puede demostrar que se generan dos tipos de ondas.

Si se diferencia el conjunto de ecuaciones (1.2.3) con respecto 8 X, yy z

respectivamente y por ultimeo se suman:

p%j—’f ={1+2G VA 1.2.4
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lo cual indica que la onda de dilatacién se propaga a través del medio con

velocidad :

Si se diferencia la segunda ecuacion del conjunto (1.2.3) con respecto a

z y la tercera con respecto a y,‘ y por Gltimo se resta el segundo resultado al

primero:
S0 (aw_av)_ oo aw_ov
or*\ oy oz dy oz
COomo:;
o =
ooy oz
entonces:
& 2
pé}iwx=GV @,

Lo cual quiere decir que al encontrar las otras dos ecuaciones restantes
que son:
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y
2
P—a—z ov _ou =GV? v _ou
ot°\ Ox Oy ox oy
pero como:
oW, O
Y 0z ox o oy
entonces:
o 2 8 2
p—a—t-fcoy =GV, y p-ét—za)z =GV o,

por lo tanto hay una rotacion que se propaga a través del medio con
velocidad:

IG

2]



Estos dos iltimos resultados implican que en el interior del sélido se
propaga en ¢] primer caso, una onda longitudinal y ¢n el segundo, una onda
transversal.

1.2.2 SOLUCIONES

La wvelocidad de las ondas transversales depende solamente de la
densidad del material y del mddulo de corte, mientras que la velocidad de
las ondas longitudinales depende de la densidad y de una combinacién de
Ias dos constantes de Lamé.

Las ecuaciones:

2
P8 _(a+26)VA
ot
Yy
6201 2
—> =GV o
P Y x

son iguales a Ja ecuacién de onda general:

o

292
pwe =c"VE

22



Tomando en cuenta que la propagacion estudiada en este trabajo es

funcién de una direccién, como por ejemplo x, la ecuacién queda como:

2 2
0% _29% 1.25

para la cual la solucién es de Ja forma E=h (x-ct)+ H(-x - ct) donde hy
H son funciones arbitrarias que dependen de las condiciones iniciaies,

algunos ejemplos de dichas funciones incluyen, log(x-ct), sen(kx-ot) y
expj (kx-mt).

Ahora se va a demostrar que en efecto estas dos funciones planteadas en

un principio arbitrariamente, son las soluciones a dicha ecuacion,

Si al argumento de la funcién h se le llama, m = x - ct y se deriva
parcialmente dos veces con respecto a t:
*h  (d’h\om _ ,d’h

C =c 1.2.6
or dm® ) ot dm?

Por otro lado, derivando parcialmente a la funcién h dos veces con

respecto de x:

23



1.2.7

oh_o(dn)_dh
o’ ox\dm) dm’

Sustituyendo las ecuaciones (1.2.6) y (1.2.7) en la ecuacién (1.2.5) se
demuestra que cualquier funcidén con argumento (x — ct) es una solucion de
dicha ecuacion. En forma similar se demuestra que H (-x + ct) es también
una solucién. Entonces la suma de estas dos funciones es la solucién

completa de la ecuacién de onda.

Si € representa al desplazamiento de la particula del sélido eldstico y ¢
es la velocidad de la onda que se propaga en dicho sélido, entonces se
puede establecer una solucién particular para cada una, es decir, st el
desplazamiento de la onda es transversal al de las particulas y ¢ su
correspondiente velocidad en el medio, entonces la ecuacion representa a
una onda transversal, en forma similar s¢ hace un andlisis para la onda
longitudinal.

1.3 CARACTERISTICAS DE SOLIDOS
VISCOELASTICOS

En esta seccion se estudia ¢l comportamiento de los sodlidos
viscoelasticos, para los que hay tres teorias, los autores de las dos primeras
son Maxwell y Voigt , la iltima es una combinacién de ambas. La forma en
la que se representan los sélidos viscoeldsticos para estas teorias se muestra
en la figura (1.3.1).
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(a) (b) ©)

Fig. 1.3.1(a) Sélido de Maxwell, (b)solido de Voigt, (c)combinacién de las

dos teorias.

Mientras Maxwell estudiaba la naturaleza viscosa en los gases sugiri6
que el comportamiento de un sélido real difiere del de uno elastico en que
para el segundo la relacion entre esfuerzo-deformacion estd dada por c=E*¢
donde E* es la constante elastica apropiada, mientras que para el primero la

relacion es:

do _ pude_o 1.3.1

dt a r

donde t es el tiempo de relajacién del medio y se define como el tiempo
en ¢l cusl Ja velocidad con la que decrece una funcién de la forma

y=Dexp|-dtjse aproxima a 1/e, donde D y d son constanies que dependen
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del problema con ¢l que se esté trabajando. Esta relacion implica gue para
tiempos pequetios comparados con t ¢l sdlido se comporta como un sélido
elastico, mientras que para tiempos grandes comparados con 1 el sdlido se
comporta como un liquido viscoso de viscosidad E*t . Un sélido que
obedece a esta relacién se Hama “solido de Maxwell” y se representa
mediante un resorte puesto en serie con un pistén que se desliza a través de
un liquido, el cual hace las veces de un amortiguador (ver Fig. 1.3.1 (a)), el
resorte cbedece & la ley de Hooke y el amortiguador a la Jey de viscosidad
de Newton.

Al considerar Maxwell un sistema con una masa M Ia cual se encuentra
suspendidza de una barra delgada de longitud L y de drea de seccion
transversal S, encontré que la ecuacion de movimiento de la masa se puede
expresar como 1a ecuacion de movimiento de un oscilador arménico simple

despreciando la inercia de la barra, por lo que se tiene:

ME+Sc=0 1.3.2

como la deformacion es el cambio por unidad de longitud a lo largo de la
barra se tiene entonces que € = & / L, por lo que la ecuacién (1.3.1) queda

de fa siguiente forma:

do _E¥dé o

= 1.3.3
dt L dt T
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Eliminando ¢ y do/dt de las ecuaciones (1.3.2) y (1.3.3)

respectivamente se tiene;

3 2 %
Mds Md¢ E*df_,

St 1.3.4
S d° Stdt L dt

Integrando (1.3.4) con respecto a t y multiplicando por S/M toda la

expresion se tiene:

d’¢ 1d¢ E*S

at tdi IM

& =cte. 1.3.5

Esta ultima ecuacién es equivalente a 12 de un oscilador arménico libre
y €s una ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes por lo que

al resolverse como tal, su solucién es:

(72
1 1 E*S |t
= dexpd|——+. I - | =452 |14
& =dexpy = V(r) M |2
2 pxo
+ Bexp St [1) —4E St
r Wz LM |2

Analizando esta ecuacin se observan tres posibles casos.
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El primero cuando 4E*S/LM es mayor que 1/7° y al cual se le llama
subamortiguamiento, el segundo, cuando 117 es mayor que 4E*S/LM vy
recibe €] nombre de sobreamortiguamiente y el Ultimo cuando ambos
términos son iguales y se fe da el nombre de amortiguamiento critico, sin
embargo, en este trabajo se considera el primero porque es en el que se da la

propagacién de la onda.

Representando la solucién como una forma altemativa (amplitud —fase)

se tiene:
!
E=Cexp| —-— cos(a)lr + ¢)
27
donde C y ¢ son constantes que dependen de A y B. ¢ recibe el nombre de

angulo de fase.

La solucién completa demuestra que la onda va disminuyendo conforme

va avanzando a través del sdlido viscoeldstico.

Asi, la frecuencia de este oscilador subamortiguado estd dada por la

relacidn:

wz_E*S_ 1
oML 442
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Si ia frecuencia de oscilacion del sistema esta dada por:

_ o

‘ﬁ_ZE

la amplitud de la onda es una funcién dependiente del tiempo, i.e., se

considera coma una onda modulada por la exponencial de @,

/4
Cexpf ~—-
({0}

Esta uitima ecuacién se relaciona con €] decremento logaritmico (A° ),

el cual representa una medida de la friccién interna, de la siguiente forma:

pero si el tiempo de relajacion 1, se define como la razdn entre la

“viscosidad equivalente” n* y el modulo elastico E*, entonces:

E*
_U*wl

A’ 1.3.9
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De este ultimo resultado se puede ver que el decremento logaritmico es
inversamente proporcional a la frecuencia de oscilacidn del sistema y que
esta relacionado con el tiempo de relajacion o bien con la viscosidad

efectiva y el médulo eléstico.

Por otro lado, Voigt relaciona a las componentes de esfuerzo en un
sélido viscoeldstico sumando los términos que comresponden a la
deformacién, con los de la razén de cambio de la deformacién, esto implica
que a las ecuaciones (1.1.4) sc le agregan seis términos més a cada una de

fas ellas, es decir, ademds de los:

C g,

rsij

se le agregan:

0
a. ‘a-t(é'u)

donde los coeficientes a, comesponden a las constantes viscosas del
material.

Como anteriormente se habia visto, para un sélido isétropo eléstico las

ecuaciones de movimiento de las particulas s¢ reducen a scis y todas en

términos de las dos constantes de Lamé, en este caso sucede o mismo, s6lo
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que ahora aparecen dos constantes més, A" ¥ G’ que son las constantes de

viscosidad, asi que A se sustituye por:

ﬁ.+ﬂ’—€
ot

y Gpor:
G+G'E
ot

Un sélido que obedece a estas relactones se conoce como un “sélido de
Voigt” y se representa mediante un resorte ¥ un amortiguador puestos en
paralelo {ver Fig. 1.3.1 (b)).

Thompson demostré (Kolsky, pag 111) que para un sélido de Voigt, la
relacién entre el esfuerzo y la deformacién estd dada por:

de,s

1.3.6
dt

o,=Fe +FE
donde £ es el coeficiente de viscosidad normal y estd dado por:

E_ Gt +[2+44G+26Y)
E (1+G)J34+2G)
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donde:

Para un sdlido de Voigt, el andlisis es equivalente al que s¢ hizo para un
s6lido de Maxwell, ya que también se estudia el movimiento de una masa

M sujeta a una barra de longitud L.

La ecuacién que representa al movimiento de la masa ahora es:

ME+BEE+BE=0 13.7

donde B es una cantidad que tiene que ver con la disipacion de la encrgia
(aunque en realidad depende de la geometria de la muestra, entre otros
factores, el cuadrado de [a longitud de la barra).

La solucion para esta ecuacion es {a siguiente;

~BE+.[(BE'} - 4M,BE

= Aex
g p 2M,

[+

+ Bexpl 55 —,1/_(9;%}?_ ~AMBE |
1
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Aqui también se presentan los tres casos mencionados en el analisis del
método de Maxwell pero de la misma forma que anteriormente solo se

estudia el primero.

Representando la solucién nuevamente en la forma amplitud-fase se

llega a:

BE'
=Cexp| ——— t+
< Xp oM, cos(ml ¢)

donde ahora la frecuencia de oscilacién del sistema ests dada por:

2= BE_(BEY
M, aMm?

Y si la frecuencia de oscilacién se define de la misma forma que para un
séhdo de Maxwell, entonces [a amplitud de 1a onda esta dada por:

BE'x
M, o,

Cexp| ~-

Para obtener ¢l decremento logaritmico se considera que para

amortiguamientos pequedios:
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(BE'Y << 4BEM,

asi que;

entonces ¢l decremento logaritmico queda como:

_ oy’
E

A 1.3.10

De este dltimo resuliado se ve que el decremento es directamente
proporcional a la frecuencia de oscilacion del sistema y que esta
relaciontado con el modulo de Young v con el coeficicnte de viscosidad
normal.

La representacion de la combinacién de ambas teorias se muestra en la
figura (1.3.1 (¢)} por lo que también es una combinacién en su descripcion
matemética, sin embargo no se da un analisis mas detallado debido a que
esta teorfa no retribuye muy buenos resultados salvo en pequeilos intervalos

de frecuencia.
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14 ONDAS DE ESFUERZO EN SOLIDOS
VISCOELASTICOS

La ecuacion de las ondas de esfuerzo en un sélido viscoelastico, en la
direccion x s¢ deduce de las ecuaciones de movimiento para un sélido

elastico (1.2.3) y estd descrita por:

621{ 0 |0A 0 2
— ={{A+GHAV+(G )= |—+| G+G' =V
P ol [( @+ )a:]ax ( ar) “

Pero para una onda longitudinal la ecuacién de movimiento se obtiene

de la ecuacion (1.2.4), asf:

*u

Pp= (A+2GWVu+ (1 +2G' )WV u
/]

ot

Sin embargo segin Hillier (Kolsky, pdg. 118), para una onda
longitudinal propagandose a través de una barra la cual sc comporta como

un s6lido de Voigt la ecuacién anterior se puede expresar comq:

2 2 3
p6u=Eau+E, o u

1.4.1
or? ax? ox2or

35



donde £ es el coeficiente de viscosidad ya descrito anteriormente sin
embargo, también se define como E'=Et’ (Kolsky, pag 110). La solucion de
esta tltima ecuacion es diferente a la solucién general h (x - ¢t} o H (-x - ct

) por lo que se propone una solucion arménica de la siguiente forma:

Aexp jlfix—ax )

donde o corresponde a la frecuencia angular del sistema y f; a una funcién
compleja que depende de f y a que a su vez son funciones arbitranas que se
determinan dependiendo del modelo con el que se esté trabajando. Queda

entonces f; determinada en forma gencral de la siguiente manera:

hHh=f+]a 1.4.2

Asi para un sélido que es considerado como un sélido de Voigt se tiene

que al sustituir f, en la ecuacion (1.4.1):
2 2y g2
po’ =Ef°+ jEf w 1.4.3

Sustituvendo la ecuacion (1.4.2) en la ecuacion (1.4.3) y separando la

parte real de la parte imaginaria se tiene que:

pw’ = E(f2 -at )— 2E ofa
2Efa = -E'o(f*-a?)
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Resolviendo este sisterna de dos ecuaciones con dos incognitas se llega

a las soluciones correspondientes para f'y e, asi:

2 ( ' 1
f*= Epw =1 I+£E—?X+If
2(E + E'w*") E
2 ( ' ]
2. __Lpo e Eo] 144
2(E + E'w*%) E

Hillier también investigé la propagacion de las ondas de esfuerzo a lo
largo de un filamento viscoeldstico para un sélido de Maxwell, la relacion

entre el esfuerzo y la deformacion esta dada por:

2
9o _peOu O 1.4.5
ot xor 1

donde t es el tiempo de relajacidn y si se llama a n* la “ viscosidad

equivalente” del solido, t = ry*/E™.

De la segunda ley de Newton la ecuacion de movimiento en una barra es:

P = 1.4.6
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Derivando la ecuacion (1.4.3) con respecto @ x y sustituyendo este

resultado en la ccuacion (1.4.6), sc obticnc:

d*u &*u ( p) 0*u
S _E* T [ E22=0 0 147
P o*xor \r)ort

La ecuacion anterior tiene una solucion equivalente a la de la ecuacién

(1.4.1) en donde las condiciones son las mismas asi que:

)1
f*= gg* _\aﬁw*zrﬁz +1
:_pot| =5
a ——-'2—l—;-;_\1+ﬂ) T —1- 1.4.8

Hillzer, sin embargo considerd otro modelo mas el cual se muestra en la
figura (1.4.1), el cual consiste cn un modelo de Voigt colocado cn serie con

un resorte auxiliar,
E'. E, ¥ 1. corresponden a la rigidez del resorte auxiliar, la nigidez del

resorte del modelo de Voigt y a la viscosidad del amortiguador

respectivamente.
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Fig. 1.4.1 Representacion de la modificacion de Hillier en un solido de
Voigt

La relacién ¢sfucrzo-deformacion para un modelo de este tipo esta dado

por la siguiente relacion:

oo og
E+Elo+n -—-nk —-EEg=0
(£, V)Jmat ko —Eak,

Si se diferencia esta Gltima ecuacién con respecto a X y s¢ sustituye en
la ecuacién (1.4.6):
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O’u 0’u
U (B +E)E -
p, 5 +PE+E)
, &u , . 8%u
"‘T}an 5;25[ _Ea v? =0 1.4.9

Si se sustituye 1, / E, por 1, el “tiempo de relajacion”, del modelo de

Voigt, y empleando nucvamente la solucién (1.4.1) esta ultima ecuacién
sera satisfecha si:

2 g2 2.2 ’2 2.2
12 = po° | |[E+Ewt® E " +Ew'r

EE 1+ = 1+0
1.4.10
, pot | |[E}+Ew’? E?+Eo'’
@ = a2 T T 32
EE |\ l+o’r 1+t
donde:

.t
E E E

es la suma de la rigidez del solido de Maxwell y la rigidez del solido de
Voigt.
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Si el resorte auxiliar es muy rigido entonces las ecuaciones (1.4.10) se
simplifican de tal manera que se obtendria el primer conjunto de formulas
vistas al comienzo de esta seccion, es decir, como el conjunto de ecuaciones
(1.4.4), si por otro lado, el resorte del modelo de Voigt tiene un a rigidez
insignificante, entonces la ecuacion (1.4.9) quedaria como la ecuacién

(1.4.6), es decir, como la de un sélido de Maxwell.

1.5 DISCUSION

Se comenzé estudiando la propagacién de las ondas de esfuerzo en un
solido eldstico porque es el caso mds sencillo, generando asi las bases
necesarias para después pasar al estudio de¢ las ondas en un sélido

viscoelastico.

Se analizan bésicamente las ondas de dilatacién porque son las que

interesan en este trabajo.

Por ¢! andlisis presentado para la propagacion dc las ondas se puede ver
claramente que dicha ecuacién indica que tipo de onda es la que se estudia,
siempre y cuando se especifique cada uno de los términos que involucra

dicha ecuacion.

En cuanto al andlisis hecho acerca de los solidos viscoelasticos s¢ puede
decir que ésta es una parte muy interesante ya que se toman en cuenta
diversos factores que repercuten grandemente en su estudio, como las

constantes de viscostdad.
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Un aspecto importante ¢s que a pesar de que tanto Voigt como Maxwell
presentan teorias completamente opuestas, cada una de ellas sirve para
describir  bien el comportamiento del sélido viscoelastico que mejor se
ajusta a sus condiciones, mejor incluso que la 1ltima teoria, que combina a

ambas y solo sirve para determinadas frecuencias.

Maxwell, al desarrollar su teoria, comprobé que el decremento
logaritmico (o la medida de la friccion inferna) €s inversamente
proporcional a la frecuencia de oscilaciéon del sistema, lo cval quicre decir
que entre mayor sea la vibracién de este altimo, menor sera la disipacién de

la energia.

Voigt por su lado, comprobd que el decremento logaritmico en un
sélido viscoeldstico que se comporta bajo sus condiciones previamente
establecidas, es directamente proporcional a la frecuencia de oscilacién del
sistema, lo cual implica, que a mayor vibracién, mayor scré la cantidad de

la energia disipada.

Sin embargo, en ambos casos ¢l factor relevante es ¢l de la viscosidad
del sélido. En el caso de Maxwell resulta ser un factor favorable, ya que la
viscosidad atenua o minimiza la disipacion de la energia, mientras que para
Voigt, resulta ser todo lo contrario, entre mas viscoso sea ¢l sdlido, la
cantidad de la energia disipada serd cada vez mayor. Claro est4, que ambos
resultados solo son validos ¢n intervalos deteyminados para ciertas
frecuencias.
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Otro factor que es importante destacar, es que Maxwell emplea un
tiempo de relajacién (1) para relacionarlo con la disipacion de la energia

mientras que Voigt, emplea un coeficiente de viscosidad normal (E’) con el
mismo objeto.
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CAPIUILO 2

En este capitulo se examina la propagacién de una onda de dilatacidn
gue incide normalmente 2 través de un sélido homogéneo y elastico asi
como ¢n un solido viscoeldstico combindndose ambos de diferentes

formas.

E!l objetivo de este capitulo es encontrar los coeficientes de reflexién
(R) y de transmision (T) para las condiciones dadas. En la primer seccién s¢
trabaja con dos capas de materiales distintos pero elasticos, hormnogéneos y
semi-infinitos, en la segunda, una capa es de un sélido elastico y
homogéneo y la otra de un sélido viscoelastico, ambos también semi-
infinitos. En la dltima seccién se estudian tres capas, la primera y la ltima
son iguales, es decir, del mismo material sélido, eldstico, homogéneo y
semi-infinitos mientras que la de en medio tiene un grosor 8L y es de un

solido viscoeléstico.

2.1 TRANSMISION EN UNA INTERFAZ ELASTICA
- ELASTICA

Al producr una onda longitudinal en un sistema formado por dos
medios elasticosy homogéneos, diferentes entre si, se generan otras dos
ondas longitudinales, la que se refleja y Ia que se transmite {ver Fig. 2.1.1),
el desplazamiento de cada una de las ondas est4 dado de ta signiente forma:
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Medio 1 Medio 2

EitlAD Eu (Az)

— —_—

€1 (By)

—

Fig. 2.1.1 Dos sélidos eldsticos diferentes unidos en la frontera x=0

i) para la onda incidente, la cual viaja hacia la derecha, en el primer

sélido homogéneo y eldstico:
_ j{k,x—w !J
o = Ae

donde Kk, es el niimero de onda en el medio 1.

i)  para la onda reflejada, que viaja hacia la izquierda, en ¢l mismo

solido homogéneo y elastico:

S = Blej{_kix_w !
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iil) para la onda transmitida, propagandose hacia la derecha, al segundo
solido, también elastico y homogéneo:

ik, x—o
G2 = Azej( g

donde k; es el nimero de onda en el medio 2.

Para encontrar los coeficientes de reflexion y transmision, otros factores

que deben de tomarse en cuenta son, la presion y [a velocidad.

Para relacionar la presién con la densidad, la velocidad de la onda en el
medio y la derivada del desplazamiento de la particula en la direccion de
propagacidn, que por simplicidad se considera x, se emplea la segunda ley
de Newton, la definicién de la aceleraciéon en términos de la segunda
derivada de la posicién con respecto al tiempo y la ecuacion de la onda, es

decir:

2 2
1'?'=m¢:1r=pVQ—2é = P=p—V 6_2.5
ot A\ ot

de la ecuacién de onda se tiene:

2 2 2
O _ 228 = ap=pdic?lS

ar  C an P
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por lo tanto se llega a que:

= 205
Plx'ax

Para la velocidad, que es fa que indica la direccién del movimiento se
emplea la siguiente relacién:

35 __ ¢

= = —

ot Ox

obtenida al derivar una vez con respecto aty a x, la funcién h definida en la
seccidn 1.2.2.

Asi:

<
i
}

Tomando en cuenta todo lo anterior, tanto para la presién como para la
velocidad en [a frontera x = § se tiene:

Para ia onda incidente:

jot

Pa= jpiclzkleefm t y vy=jekde

47




Para la onda reflejada:
—: 2 Ja t s Jot
P =JpicikBe Yy Vaq=-jokBe
Para Ia onda transmitida;
e 2 Jart 3 Jjot
Py = Jpacrk,Ase y v, = jok,de

Los subindices indican el medio en el cual se estin propagando las
ondas y si es incidente (i}, reflejada (r) o transmitida (t).

Para obtener los cocficientes de reflexion (R;;) y el de transmision (T3)
se utilizan las condiciones de frontera (Kinsler, Fundamentos de actistica,
pag, 177) que tanto para las presiones como para las velocidades estd dado

de Ta siguiente forma:
Pt P =P Y VatV,y =Vp
Ast, para las presiones:
picikd + peik B, = pyeiky 4, 2.1.1
Para las velocidades:
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C] klAl _CI lel = Czszz 2.1.2

Para obtener el coeficiente de reflexidn Ry, se despeja de la ecuacién
(2.1.2) A, y al sustituirlo en la ecuacién (2.1.1) se llega a:”

R. = & _ P26 — /G
2= =
4 pe+pe;

Al término pe se le conoce como la impedancia de un sélido eldstico

Este coeficiente de reflexién obtenido indica que la onda reflejada s¢
desfasa 180° cuando la impedancia del segundo medio es mayor a la del
primero, cuando sucede lo contrario, la 6nda reflejada se encuentra en fase
con la incidente y cuando son iguales se tienc una transmisién completa al
segundo medio.

Los subindices colocados en cada uno de los coeficientes indicardn las
fronteras entre las cuales esta incidiendo la onda de interés.

Para obtener ¢l coeficiente de transmision T); se toma en cuenta que
T=1+R. Asi:

T. = A4, _ 2050, _
pP=— ="
A4 picy+ pic
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El coeficiente de transmision obtenido siempre es positivo, lo cual
implica que la onda transmitida siempre estd en fase con la onda incidente.
Ademads de que no hay disipacion de la energia cuando pasa de un medio a

otro por que ambos sélidos son elasticos.

Se puede observar que ambos coeficientes dependen de la impedancia
de cada uno de los medios.

En la mayorfa de la bibliografia consultada los coeficientes se
presentan en diferentes términos, sin embargo, este trabajo se apoyd en
aquella persona que tiene ya un amplio camino recorrido en cuanto a este

tema se refiere como lo es el Dr. Kinsler.

2.2 TRANSMISION EN UNA INTERFAZ ELASTICA
~ VISCOELASTICA

En esta secci6n, se considera un sistema formado también por dos
medios, sin embargo, la diferencia entre ésta y la seccién anterior es que el

medio 1 es elastico y el medio 2 es viscoeldstico, (ver Fig. 2.2.1)

Al hacer incidir Ia onda longitudinal en el medio elastico, s¢ generan
nuevamente dos ondas longitudinales mds, la onda reflejada propagandose
hacia la izquierda en dicho medio (tnedio 1) y Ia transmitida, propagindose
hacia la derecha en el medio viscoeldstico (medio2).
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Medio 1 Medio 2

& (Ar) Eu(Ag)
_ — >

En(By)

Fig. 2.2.1. Séiido eldstico y solido viscoeldstico unidos en la frontera x=0

La expresion para el desplazamiento de las particulas en cada medio es

1a siguiente:

1) Para la onda incidente en el sélido homogénco y elastico:

it = Alejlklxmm !

1))  Parala onda reflejada en el mismo sélido homogéneo y eléstico:

&n = 1'3’1‘3'1(_“_m !

iit)  Para la onda transmitida al sélido viscoledstico;
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_ I U,x—w IJ
Sio = A€
donde f1 ya fue definido en la seccién 1.4. 2.
La presion y la velocidad para ¢l medio 1 son las que se establecieron
en la seccién anterior y para el medio 2 (sélido viscoelastico) se obtienen de

la siguiente forma:

La presién sigue siendo la misma que en un sélido elastico, asi que:

1 0€
= p.Cs—=
P p226x

Sin embargo, la velocidad cambia un poco al derivar con respecto a x,
la solucion del desplazamiento de la particula, asi:

v=t-————r P
I 04

Tomando en cuenta todo lo anterior, tanto la presién como la velocidad

para cada solucién de onda en la frontera donde x = 0, es;

Para la onda incidente:
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s 2 jfort _ Jor
Py = JpcikAe y vy =jekde
Para ]a onda reflgjada:
_ 2 Jat _ . jart
P = JjpcikBe y vy =-jokBe

para la onda transmit:da:

Jo t

2 jot _
D =—jpicifiAse Y Vo= Ae

El signo menos en la presién de la onda transmitida al medio 2 indica

que ¢sta se desfasa de la onda incidente en el medio 1.

Empleando nuevamente las condiciones de frontera para las presiones y

las velocidades, se tiene respectivamente que:
Doyt Pn=Pn Y VitV =V

por lo que:
picT kA + piei kB, = pac; fidy 221
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empleando el mismo procedimiento que en la seccion (2.1) , de las
ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) se puede ver que los coeficientes de reflexion

(Ty )y de transmisién R, se expresan de la signiente forma:

=B _(B_lcl +fP_2‘72fi)2
12

- ‘Z__ (Plél)z+(P2C2ﬁ)z

. A4 c + jp,C
2—;2 =_2"=[2)0101]* plhl ij Zfi_ﬁ

4 (plcl)z + (/‘72"'2,{1}2

La presencia del término j en ambos coeficientes implica que la onda se
atenila en su paso por el sélido viscoeldstico ya que no se¢ debe olvidar que
¢ste s€ comporta como un resorte y un amortiguador relacionados ¢n cierto
orden. De hecho mds adelante se demostrara que dicha atenuacién es muy
grande, por lo menos para algunos materiales, polimeros en general.

Al comparar estos dos resultados con los de los dos coeficientes
obtenidos en la seccidn anterior, destacan dos cosas, la primera, que son
muy similares y la segunda que estos dos ultimos coeficientes son
complejos ademas de que dependen de las densidades, las velocidades y de

la funcién compleja £y, lo cual resalta la presencia del solido viscoelastico.

El * colocado en la parte superior de los coeficientes indicard que

pertenecen a una situacién en donde se involucra un medio viscoeldstico.
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2.3 TRANSMISION EN UN MEDIO ELASTICO CON
UNA FRANIJA VISCOELASTICA

Ahora ¢l sistema estd formado por tres medios, dos eldsticos y uno
viscoelastico de grosor 8L, como se ha agregado un elemento miés, el
numero de ondas transmitidas y reflejadas aumenta. Sin embargo, un
anélisis detallado del comportamiento de dichas ondas demostré que la
onda transmitida hasta ¢l tercer medio tiene una amplitud casi nula, lo que
indica que la onda que sc est4 propagando en el segundo medio es atenuada
tanto por ¢l sélido viscoeldstico que transmite muy poco también al primer

medio.

Medio 1 Medio 2 Medio 3
=0 x=48L
Eir (A1) Ee (Az) Ea (Az)
— > >
érl (Bl)
‘e ———
€2 (B2
-
-—
S (Aq)

Fig.2.3.1. Amplitud de las ondas propagadas en los tres medios
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Por lo mencionado en ¢l parrafo anterior, ademas de los dos coeficientes
obtenidos en la seccion anterior solamente se¢ especificard uno més. El
coeficiente que se obtiene cuando Ia onda transmitida &, incide en la
frontera entre el medio 2 y el medio 3, generando asi una onda reflejada &,
ademds de la transmitida al medio 3 (con una amplitud cast nula), en el
mismo medio 2, pero claro esta que con caracteristicas diferentes, asi a este
ulimo coeficiente se le llamara R*,;.

Tomando en cuenta tode lo anterior, tanto la presidon como la velocidad

para cada onda en 1a frontera donde x = 8L, es:

Para la onda incidente:
I PP JéLf, o JOL
P =—jpey 147"y vy =4’
Para la onda reflejada:

. - jé, éLf,
P =JPei fiBe ™y v, =0, Be!™

Por 1ltimo, para la onda transmitida:

Pn = J'PlclzkrAﬂj&k' Y Vi = jclklA3ej&kl

Empleando las condiciones de frontera se tiene:
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- pa€3 [y + pocl f By = etk A
23.1

62 Azelfl& - C2 Bze”'lﬁ& = j.Cl kl A3ejkaéz 2.3.2
Mangjando las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2) se llega a lo siguiente:

B,

Ry =2
23 Az

= Exp[27xSL x f;]

Es importante mencionar que en la frontera entre el medio elastico y el
viscoeldstico hay un desfasamiento tanto de la onda transritida como de la
onda reflejada.

Existen 3 coeficientes més que podrian tomarse en cuenta sietnpre y
cuando la atenuaciéon no sea nula, Ty, Rz y T;;, en estd ocasién no fue
posible ya que el sélido viscoeldstico atentia demasiado [a sefial, pero en ¢l

caso de los sélidos eldsticos si es posible.

A continuacién se presentan las grificas que muestran el
comportamiento de¢ dos materiales a los cuales se les aplicaron las
relaciones de los coeficientes de reflexién y transmisién encontradas, tanto

para el modelo de Voigt como para el modelo de Maxwell. El andlisis fue
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hecho para varios materiales, sin embargo, se presentan como ejemplos, las

obtenidas para el polietileno a baja densidad y nylon 6.

Es necesario especificar que los coeficientes fueron evaluados en
frecuencias de 100 Hz hacia arriba ya que sobre todo el modelo de Maxwell
no ¢s valido para frecuencias bajas. De heche la mayoria de los polimeros,
ya no presenta ningun valor a 1 0 menor a -1 a partir de aproximadamente
1,000 Hz.

Antes de mosirar las graficas es necesario recordar que el término fl
(definido en la seccidn 1.4.2) es el que determina si el modelo empleado en
el coeficiente es el de Maxwell o el de Voigt.

La funcién f1 es una funcién compleja que dependers solamente de o,
ya que todos los demds términos serén previamente especificados, por lo
tanto cualquiera de los coeficientes mencionados en las grificas dependerd

de @.

58



™0

0.00025

0.0002

e D T T

0.00015 |
0.0001 |

0.00005 t

of ~ . | o
100 1000 10000 100000, 1. x 106

Grafica 2.3.1 Re {T*3}. Comportamiento de la parte real de! coeficiente de
transmision para el modelo de Voigt en una interfaz aluminio-
polietileno(L.D)
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Grafica 2.3.2 Im {T*;3}, Comportamiento de la parte imaginaria del
coeficiente de transmision para el modelo de Voigt en una interfaz

aluminio-polietileno(L. D)
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Grafica 2.3.3 Re {T*,,}. Comportamiento de la parte real del coeficiente de
transmision para el modelo de Maxwell en una interfaz aluminio-
polietileno(L.D)
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Grafica 2.3.4 Im{T*;,}). Comporiamiento de la parte imaginaria del
coeficiente de transmision para el modelo de Maxwell en una interfaz

aluminio-polietileno(L.D)
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Grafica 2.3.5 Re {R* ;). Comportamiento de la partereal del coeficiente de
reflexion para el modelo de Voigt en una interfaz aluminio-
polietileno(L.D)
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Grafica 2.3.6 Im {R* ). Comportamiento de la parte imaginaria del
coeficiente de reflexion para el modelo de Voigt en una interfaz aluminio-
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Grafica 2.3.9 Re {R*;3}. Comportamiento de la parte real del coeficiente de
reflexion para el modelo de Voigt en una interfaz polietileno(L. D)-
aluminio.
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Grafica 2.3.11 Re {R*3}. Comportamiento de la parte real del coeficiente
de reflexion para el modelo de Maxwell en una interfaz polietileno(L. D)-

aluminio.
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Grafica 2.3.13 Re {T*;;}. Comportamiento de la parte real del coeficiente
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Grafica 2.3.14 Im {T*:3}. Comportamiento de la parte imaginaria del
coeficiente de transmisién para el modelo de Voigt en una interfaz

aluminio-nyloné.
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Grafica 2.3.22 Im {R*:3}. Comportamiento de la parte imaginaria del
coeficiente de reflexion para el modelo de Voigt en una interfaz nylon6-
aluminio
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Haciendo una discusion general de las gréficas obtenidas se puede decir
lo siguiente teniendo en mente que la parte compleja de las graficas se
relaciona con la atenuacién de la onda mientras que la parte real se
relaciona con la reflexién o transmisién de dicha onda.

En ¢l modelo de Voigt:

Se observa que ¢l coeficiente de transmision T*;; en ambos materiales
en la atenuaci6n (es decir, en su parte imaginaria) presenta atenuacién alta a
frecuencias bajas, mientras que para frecuencias altas, ia atenuacién es baja.
Mientras que en Iz transmisidn (parte real del coeficiente), para el
polietileno se observa un ligero decaimiento en un intervalo de entre 100 Hz
y 1,000 Hz aproximadamente y después comienza a aumentar conforme la
frecuencia también aumenta. Sin embargo en el Nylon 6 el comportamiento
es similar pero la disminucidn en el intervalo mtedormenfe mencionado es
bastantc notable y después de 1,000 Hz comienza a elevarse pero muy
lentamente.

Si el sélido viscoeldstico (medio 2) atentia demasiado la sefial en la
transmisién €s porque la mayor parte de Ia onda se ha reflejado y debido a
que lo hace al medio 1 (matenial elastico) como no hay casi pérdida de
energia la atenuacién es minima. Las grificas muestran que en dicha
reflexion la atenuacién a frecuencias bajas va aumentando hasta
aproximarse a cero y después se mantiene constante en dicho valor. Sin
embargo, al igual que en el coeficiente de transmisién, arriba mencionado,
hay algunas diferencias entre ambos materiales en la parte real del
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coeficiente de reflexibn R*,;. En el polietileno se observa una ligera
elevacién entre 100 Hz y 1,000 Hz, después se estabiliza un poco para
posteriormente comenzar a disminuir conforme la frecuencia angular
aumenta. En el nylon 6 el aumento es muy notable entre 100 Hz y 1,000 Hz,
se estabiliza un poco y después desciende conforme la frecuencia aurnenta
pero no tan rdpido como con el polietileno.

En el dltimo de los coeficientes R*;,, se tiene un comportamiento muy
diferente entre ambos materiales. En el polietileno la atenuaciéon aumenta
conforme la frecuencia aumenta hasta aproximarse a cero, mientras que en
la parte real del coeficiente de reflexién se observa que conforme dicha
frecuencia va aumentando hay por ahi un pico, Hega aproximadamente a
0.60 y vuelve a disminuir. En el nylon 6 la grifica presenta muchos picos,
lo cual indica que ¢l coeficiente varia demasiado, sin embargo, permanece
dentro del intervalo de valores permitido.

En ¢l modelo de Maxwell:

En el coeficiente T*; la transmisién va disminuyendo conforme la

frecuencia aumenta pero la atenuacién también disminuye.

La reflexion entre los medios 1 y 2 es casi completa, sobre todo para
frecuencias altas y claramente se ve en las gréficas que la atenuacién tiende
a cero conforme dicha frecuencia va aumentando. A frecuencias bajas tal y
como se habia explicado anteriormente, ¢! modelo se dispara y entonces

R*)» presenta valores que no son ni posibles ni crefbles y esto se debe a que
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en dicho modelo Ia atenuacion es inversamente proporcional a la frecuencia
angular de oscilacién del sistema.

En el coeficiente de reflexion R%;; ambog materiales presentan un
comportamiento muy similar, ademis de que son claramente senosoidales
se desfasan aproximadamente 180°, es decir, cuando la reflexién es maxima

la atenuacién tiende a ser minima.

No se puede precisar demasiado respecto a los resultados numéricos que
muestran las graficas ya que ningin algortmo es exacto mi lo
suficientemente preciso, También es necesario mencionar que conseguir E,
p, N Y ¢ para materiales viscoeldsticos no es nada fécil, ademéas de que en
los pocos libros en donde se presentan algunas tablas varian los datos y en
algunos de ellos no es tan poca la diferencia.
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CARITUEOR

3.1 APLICACIONES

Los resultados obtenidos en el capitulo anterior, donde se tienen las
expresiones completas de los coeficientes de reflexion y de transmisién
- sobretodo para la frontera entre un medio eléstico y un medio viscoeldstico,
pueden aplicarse para casos especificos eu los cuales tales situaciones son
reales.

El primer caso tiene que ver con el acoplamicnto de un transductor
ultrasénico con un cuerpo sélido en donde debe producir un campo
acistico. Si el transductor se coloca sobre un sélido [a cantidad de energia
aciistica que se transfiere al sélido depende de la presién estdtica que se
aplica al transductor, de [a cantidad de¢ aire que queda entre las dos
superficies y de la rugosidad que cada superficie presenta (ver Fig. 3.1.1).
Para cvitar ta]l problema con frecuencia se recurre a “substancias
acopladoras” como el aceite de castor, de linaza o grasas de origen vegetal o
mineral como la grasa a base de silicio usada en los sellos de los sistemas
de vacio (ver Fig. 3.1.2). Este procedimiento da magnificos resultados para
acoplar las impedancias y producir una transferencia de la energia acistica,
pero no se puede determinar con exactitud la cantidad de energia
transferida. Lo anterior es consecuencia de que en general no se¢ conocen los

coeficientes de transmisién de las substancias acopladoras.
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Trasnductor aire Sélido

Fig. 3.1.1. Transductor unido a un sélido con aire en medio

Trasnductor p
-
4

Sélido

N

Sélido Qrasa Sélido
El4stico Sélido Elastico
Viscoelasti

Fig. 3.1.2 Transductor unido a un solido con grasa en medio

Sin embargo como se puede observar, los casos anteriormente

mencionados, corresponden al de un sistema eldstico con una franja
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viscoeldstica de espesor 8L y en consecuencia puede tratarse de acuerdo al
formalismo empleado en el caso tres del capitulo anterior.

El segundo caso, se refiere al analisis de¢ propagacion de ondas en
especimencs compuestos de diferentes materiales eldsticos pegados con
diferentes adhesivos, que en general tienen un comportamiento
viscoeldstico (ver Fig. 3.1.3). Dichos materiales con frecuencia deben

someterse a pruebas destructivas para investigar la calidad del cementado.

Metal

énl T&Tz |

Adhesivo

&4 T Eri
on

Metal

Fig. 3.1.3. Propagacién de ondas en especimenes compuestos

Sin embargo en la actualidad se estan realizando investigaciones para
oblener una serie de pruebas con uitrasonido, ya sea con onda continua o
con técnicas de pulso-eco con la intenciébn de evaluar de forma no
destructiva la calidad del material compuesto. Tales pruebas no son
concluyentes por no considerar en las sefiales la cantidad de energfa que se

trasmite o se refleja. Si se puede avanzar en las técnicas de pruebas no
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destructivas con ultrasonido de forma que los resultados permitan garantizar
la calidad del proceso de cementado comparando los patrones de reflexién 0
de transmisién de las ondas de los sistemas con buena adhesion con los gue
tienen un cementado defectuoso, las técnicas de prueba destructivas no
seran ya necesarias. Por ofro lado, la descripcién completa de las ondas
reflejadas, incluyendo su espectro de energia seran atiles en otros procesos
de deteccién de fallas.

El tercer caso que puede tener mejoras con un adecuado conocimiento
de los coeficientes de reflexién y de transmisién es el diseflo de lentes
acusticas para lograr un adecuado enfoque de los campos de esfuerzos en
este caso, los materiales que normalmente se emplean para ¢l disefio de
tales dispositivos son pldsticos (con frecuencia el n'xetilmetacrfiato, un
derivade del 4cido acrilico) que tienen buenas propicdades para la
propagacién de ondas mecénicas, perc que sin embargo presenta un
comportanmuento viscoeldstico apreciable para ciertas frecuencias (ver Fig.
3.1.4).

Material

Campo

Lente de metimetacrilato

Fig, 3.1.4. Campos de esfuerzo atravesando una lente
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Los procesos de refraccién en dichos materiales pueden describirse
mejor si se introduce en ellos el factor correspondiente f; que aparece en ¢l

tratamiente de interfaces viscoelasticas,

3.2 CONCLUSIONES:

1. Validez del modelo de Maxwell: Después de haber graficado varios
materiales (de los cuales no se mostraron las grificas porque con dos
materiales es suficiente) se observd que el modelo no es valido para
frecuencias bajas, de hecho para algunos materiales es valido a partir de
100 Hz., mientras que para otros, los resultados son creibles a partir de
1,000 Hz.

El cocficiente de transmisién entre Jos medios 1 y 2 aumenta
conforme la frecuencia aumenta tanto en su parte real como en su parte
imaginaria (la cual no se debc de olvidar que estd estrechamente
relacionada con Ia atenuacién de la onda).

En el coeficiente de reflexion R*,,, la parte real aumenta conforme la
frecuencia aumenta pero en la parte imaginana se observé un
comporianuiento completamente contrario al de la real, es decir, para

frecuencias altas la atenuacion disminuye.

El coeficiente de reflexion R*;; presenta un comportamiento
senosoidal tanto en la parte real como en la parte imaginaria, pero con un

desfasamiento de aproximadamente 180°,
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2. Validez del modelo de Voigt: Generalizando este modelo, sin
precisar demasiado en las graficas mostradas ¢n la seccién anteriores

puede concluir o siguiente:

El coeficiente de transmision T*12 comienza g aumentar en su parte
real a partir de una frecuencia de 1,000 Hz aproximadamente, mientras
que en su parte imaginaria, el comportamiento ¢s inverso, ¢s decit, a

mayor frecuencia menor atenuacién.

Para el coeficiente de reflexién R* 3, en la pane real dicha reflexion
es cast completa, aunque para frecuencias mayores a 10,000 Hz se
comienza & observar un ligero decaimiento. En la parte imaginaria para
valores menores a [,000 Hz, 1a atenuacion aumenta y después se

mantiene constante en un valor préximo a cero.

El mas dificil de generalizar es el coeficiente de reflexién entre los
medios 2 y 3 {solido viscoeldstico-sdlido elastico),es decir, R*:3, ya que
para cada material empleado es diferente, en algunos no completamente,
pero en otros si, debido a esto se puede concluir que este coeficiente

depende mucho del material con el que se esté tabajando.

3. Impedancia actstica para un sélido viscoeldstico: después de haber
desarrollado las ecuaciones comespondientes para la propagacion de las
ondas de¢ esfuerzo en un sélido viscoeldstico, se Ilegé a la conclusion de
que la impedancia aciistica correspondiente es compleja (z = fipc} v

depende de una f; que a su vez depende de ias condiciones con las que se
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esté trabajando es decir, queda determinada por el modele que se esté
empleando, ademas de que también involucra a la densidad del medio y
a la velocidad de la onda.

Puede entenderse que la parte real de la impedancia, estd asociada al
efecto disipativo del medio, en tanto que la parte imaginana, tiene que
ver con ¢l efecto reactivo del medio, esto es, ¢l almacenamiento de

energia debido al tiempo de relajamiento.

4. Coeficiente de reflexion en la frontera viscoeldstica: se comprobé que
la reflexién entre los medios I y 2 es casi completa, o que indica que la
franja viscoeldstica actua como si fuera una pared muy rigida que impide
la mayor parte de la transpusion de cualquier onda gue incida sobre ella.
El coeficiente de reflexién R*,;, en cuanto al modelo de Maxwell se
refiere, ¢! comportamicnto resulté ser muy general, sin embargo, el
madelo de Voigt resulté muy inestabie.

Sin embargo, para ambos modelos y para ambos cocficientes de

reflexion, la onda reflejada se desfasa de la incidente.

5. La presencia de una expresion compleja implica una disipacion de
energia: la presencia del término complejo en cualquier cocﬁciente, ya
sea de reflexion ¢ de transmisién, implica que existe una perdida de
energia por parte de la onda que se esta propagando, sin embargo, ésta
puede ir decreciendo poco a poce o drasticamente en forma exponencial

(segitn mucstran las graficas del capitulo anterior).
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6. Por ultime se concluye que el modelo dc Maxwell fue mucho mas
estable que el modeclo de Voigt, para el andlisis hecho en este trabajo,
pero el modelo de Voigt no tuvo tantos problemas para las frecuencias
bajas como ¢l modelo de Maxwell. Por lo tanto, ambos modelos tienen

su ventajas y sus desventajas, asi que ninguno de ellos es mal modelo.

3.3 SUGERENCIAS PARA CONTINUAR CON LA
INVESTIGACION DE LA PROPAGACION DE LAS
ONDAS DE ESFUERZO EN FRONTERAS
ELASTICAS - VISCOELASTICAS

1. Es necesario en un futuro trabajo considerar la incidencia oblicua de
las ondas en la frontera de los dos medios. Se sabe que la energia que se
transmite al segundo medio depende del angulo de incidencia. En el

presente trabajo, esta situacion no se considero.

2. De igual forma es neccsario pensar en la generacién de ondas
transversales que s¢ producen durante a reflexion y la refraccidn y que
st se conoce la descripcion completa de este proceso y se deferminan
analiticamente fos coeficientes respectivos para casos similares a los
tratados en esta tesis, s¢ puede emplear una técnica de ondas
transversales para completar la caracterizacion de pruebas ne
destructivas.
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3. Hasta ahora solo se han considerado los casos isétropos ¥
homogéneos, pero en el futuro es posible que se pucdan hacer
descripciones analiticas para solidos inhomogéneos en los cuales las
constantes elasticas varien por ejemplo, de acuerdo a una funcion lineal

de la posicion o bien con perfiles de cardcter parabélico o exponencial.

4. Es clara la necesidad de contrastar estos resultados tedricos con datos
experimentales, razon por la cual se sugiere que antes de continuar con la
parte tedrica, o tal vez, simultdneamente con esta, se empiecen a realizar
experimentos controlados que permitan verificar los intervalos de

validez, para los desarrollos presentados aqui.
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