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Resumen

Se realizd un estudio tedrico de un generador electrico termoacustico
magnetohidrodinamico (MHD) que puede acoplarse a un sistema de potencia solar. Se
estudio el comportamiento de los flujos oscilatorios de fluidos conductores bajo un campo
magnético que tienen lugar en el ducto del generador MHD. Por un lado, se analizé el flujo
laminar oscilatorio en la region de capa limite, bajo un campo magnético transversal y se
obtuvieron soluciones analiticas desde distintos sistemas de referencia. Se encontré que a
pesar de la naturaleza no inercial de los sistemas de referencia, en algunos casos existen
transformaciones similares a las Galileanas. Asimismo, se elabordé un modelo
unidimensional del generador MHD a partir del flujo de Hartmann oscilatorio y se obtuvo
una expresion analitica de su eficiencia. Con esta eficiencia y la de los componentes de un
sistema de concentracion solar se pudo estimar la eficiencia global del sistema de potencia.
Se realizé también un analisis numérico bidimensional del flujo oscilatorio bajo un campo
magnético transversal en un ducto de seccion transversal rectangular, cuando las paredes
son aislantes o bien conductoras delgadas. Se encontrd que los efectos inerciales dan lugar
a altas velocidades en la capa limite lateral (paralela al campo) cuando las paredes del ducto
son aislantes. Cuando éstas son conductoras delgadas, las altas velocidades que aparecen en
el caso estacionario, desaparecen al intensificarse los efectos inerciales. Tentativamente
puede afirmarse que el flujo oscilatorio MHD en ductos con paredes conductoras delgadas
podria ser mas estable que con paredes aislantes.



INTRODUCCION

En el presente trabajo se realiza un estudio teérico de un generador eléctrico alterno magneto-
hidrodindmico (MHD) que puede acoplarse a una fuente calorifica solar. El estudio estd encamina-
do a profundizar la comprensién del funcionamiento de este tipo de dispositivos y determinar los
principales factores que afectan su desempefio y su acoplamiento a una fuente solar.

Los generadores alternos MHD transforman la energia del movimiento oscilatorio de un fluido
eléctricamente conductor bajo un campo magnético, en energia eléctrica. En los dispositivos estudi-
ados aqui el movimiento oscilatorio del fluido se obtiene por medio de una maquina termoactstica
que transforma calor en energia mecdnica, estrictamente, en potencia acustica. Debido a que las
temperaturas necesarias para su funcionamiento se encuentran dentro del intervalo de temperaturas
de las tecnologias solares existentes, estas maquinas pueden ser acopladas a fuentes solares tales
como colectores parabdlicos.

A nivel internacional, existe un extenso programa de investigacion y desarrollo de las maquinas
termoacuisticas; en particular, en el Centro de Investigacién en Energia de la UNAM, se han desar-
rollado estudios interesantes encaminados a la comprension de los fendmenos basicos involucrados
en el funcionamiento de las maquinas termoacdsticas. Sin embargo, un aspecto que ha sido muy
poco explorado, es el comportamiento dindmico de los flujos oscilatorios de fluidos conductores
bajo un campo magnético, que tienen lugar en un generador termoacistico MHD. Este aspecto es
precisamente uno de los que se aborda en esta tesis, ya que es de fundamental importancia tanto
para la comprension del funcionamiento de estos generadores como para el desarrollo de modelos
que permitan elaborar diseiios factibles de los mismos. El estudio de los flujos que se presentan
en el generador MHD y por lo tanto ¢l disefio de estos dispositivos, necesariamente se basa en la
teorfa MHD aplicada a metales liquidos.

El otro aspecto que se aborda en esta tesis, a saber, el acoplamiento de las mdquinas termoacuts-
ticas a una fuente solar, se basa en el conocimiento de los requerimientos térmicos de tales maquinas
y en el andlisis de una propuesta especifica de utilizacion del recurso solar.

El trabajo esta dividido en cinco capitulos que se describen brevemente a continuacion:

En el capitulo | se presenta un panorama general de los sistemas MHD de conversion de en-
ergia, particularmente de aquellos que utilizan metales liquidos como fluido de trabajo en un in-
tervalo de temperaturas que los hacen susceptibles de ser acoplados a fuentes solares. Asimismo,
se describe el funcionamiento de tas maquinas termoacisticas MHD. Postertormente se realiza un



andlisis de los pardmetros de interés de la maquina termoaciistica MHD que determinan la factibil-
idad de acoplamiento a una fuente calorifica solar, tales como las temperaturas de la fuente y del
sumidero, los flujos de calor a la temperatura caliente y fria y la potencia de salida de la maquina.
A partir de lo anterior, se presenta una propuesta de acoplamiento de una miquina termoacustica
MHD con un sistema de concentracidn solar que transfiere la energia por medio de una fibra dptica

En el capitulo 2 se presentan las ecuaciones del campo electromagnético y las ecuaciones de
balance de la dindmica de fluidos, y a partir de ellas se obtienen las ecuaciones fundamentales de
la MHD utilizando lo que se conoce como la aproximacién MHD. Estas ecuaciones fundamentales
se utilizan posteriormente en la modelacion del generador eléctrico MHD.

En el capitulo 3, se inicia el estudio de los flujos oscilatorios que tienen lugar en un generador
eléctrico MHD alterno. Se realiza el andlisis del flujo laminar oscilatorio de un fluido eléctrica-
mente conductor en un ducto rectangular, inmerso en un campo magnético uniforme transversal,
en la regién de capa limite. Primero se presentan las ecuaciones bdsicas de la MHD en forma
adimensional y se simplifican utilizando la aproximacién de bajo nimero de Reynolds magnético
que, esencialmente supone que el campo magnético no se ve alterado por el movimiento del fluido.
Se analiza entonces el flujo de capa limite un fluido conductor en un campo magnético transver-
sal en régimen laminar. Posteriormente, se obtienen y discuten diversas soluciones desde distintos
sistemas de referencia. El estudio de los flujos oscilatorios MHD en capa limite es de gran im-
portancia ya que s en esta region donde se concentran esencialmente los efectos disipativos que
evidentemente afectan la eficiencia del generador.

En el capitulo 4, se presenta la solucidn analitica para el flujo oscilatorio MHD en un canal
MHD unidimensional, lo que se conoce como el flujo de Hartmann oscilatorio. A partir de esta
solucidn, se elabora un modelo sencillo del generador MHD y se obtienen expresiones analiticas
para la corriente total, la potencia de flujo, la potencia eléctrica de salida y la eficiencia eléctrica.
Con base en esta dltima y en un modelo de concentracién solar basado en fibra dptica, se analiza
la eficiencia total del sistema MHD termoacistico solar. Posteriormente, con el fin de determinar
el efecto de la resistencia eléctrica de las paredes del ducto resonador, se formula el problema para
el flujo oscilatorio bidimensional completamente desarrollado de metal liguido en un ducto rectan-
gular bajo un campo magnético uniforme transversal en regimen laminar. Se obtiene una solucidn
numérica para el flujo en la regidn del nicleo-capa limite lateral con condiciones de frontera para
paredes conductoras delgadas asf como para paredes aislantes. Se presentan entonces soluciones
numéricas para diferentes intensidades de campo magnético, frecuencia de oscilacidn, asi como
para diferentes valores de conductividad eléctrica de las paredes.

Finalmente, en el capitulo 5 se establecen las conclusiones del trabajo.



CAPITULO 1

Los Generadores MHD como Maquinas Térmicas

1.1. Antecedentes

La produccién de electricidad mediante sistemas de conversidn directa de energia acoplados a
una fuente alterna de energia ha sido uno de los principales retos tecnoldgicos recientes.

Entre los diversos métodos de conversion directa de energia térmica en eléctrica, tales como
la generacidn termoeléctrica o la termoidnica, el método magnetohidrodindmico (MHD) presenta
diversas ventajas atractivas. En esencia este método consiste en hacer pasar un fluido conductor a
través de un campo magnético uniforme, transversal al movimiento, generandose asi una corriente
eléctrica al cortar el fluido conductor el flujo magnético. El generador eléctrico MHD es un dispos-
itivo que convierte energia mecéanica (y/o térmica) en energia eléctrica mediante la interaccion de
un fluido eléctricamente conductor con un campo magnético. El generador MHD tipico (ver figura
1.1) consiste de un ducto de seccidn transversal rectangular, inmerso en un campo magnético exter-
no, por donde fluye el fluido conductor. Las paredes transversales al campo son aislantes eléctricos
mientras que las paralelas al campo son electrodos conectados a un circuito externo. El movimien-
to relativo del fluido y el campo induce una corriente eléctrica directa que puede ser extraida a
través del circuito externo. Una de las ventajas evidentes en este tipo de dispositivos, ademds de
la simplicidad de disefio, es la ausencia de partes mecdnicas mdviles lo que permite alcanzar al-
tas eficiencias de conversién que superan a las eficiencias de los generadores convencionales. De
hecho el generador MHD combina en un disefioc muy simple las funciones de una turbina y de un
generador convencionales [1].

La temperatura a la que trabajan los sistemas MHD esta determinada esencialmente por el flu-
ido de trabajo utilizado. Una opcién es utilizar un gas ionizado o plasma, pero debido a que se
requieren muy altas temperaturas para que el plasma alcance una conductividad eléctrica adecua-
da, los sistemas MHD que utilizan este fluido conductor requiren fuentes calorificas convencionales
o bien nucleares [1]. La posibilidad de trabajar a temperaturas mis bajas se presenta al utilizar met-
ales liquidos como fluidos de trabajo. La utilizacién de un metal liquido presenta ventajas respecto
al gas ionizado sobre todo en lo que respecta a la conductividad eléctrica del fluido. De hecho, la
conversién de energia MHD basada en metales liquidos es uno de los métodos mas prometedores
para convertir la energia térmica de fuentes de calor de baja temperatura, como las solares o las
geotérmicas, en energia eléctrica [2]. El desarrollo de esta tecnologia se ha dado principaimente a
través de los generadores MHD de metal liquido en una o dos fases que se incorporan a un ciclo
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Figura 1.1. Generador Magnetohidrodindmico (MHD) tipico




termodindmico. Estos sistemas son susceptibles de ser acoplados a un sistema de coleccion solar
como colectores de plato plano (350 -370 K) o colectores de baja concentracién (400-700 K).

En la gran mayoria de los sistemas MHD con metal liquido incorporados a un ciclo termod-
indmico solar, se involucra la presencia de una fase compresible (gas o vapor) en determinadas
regiones del ciclo dando lugar a un flujo en dos fases que permite la conversion de energia térmica
en mecdnica. Se tiene entonces una mezcla de metal liquido caliente con gas o vapor en intimo
contacto. Asi, al expandirse, el gas transforma energfa calorifica en trabajo mecdnico, impulsando
al conductor liguido [3, 4). Este trabajo mecinico a su vez es transformado en energia eléctrica por
el metal liquido mediante la interaccién con el campo magnético aplicado. El uso de dos fluidos
de trabajo da flexibilidad en acoplar diferentes fuentes calorificas. En algunos sistemas MHD, se
utiliza un flujo estacionario de metal liquido que fluye por el generador MHD y que posteriormente
circula por el recibidor de un colector solar; una vez que el fluido es calentado, se mezcla con un
fluido vol4til. En otros sistemas el fluido que pasa directamente a través del generador MHD es la
mezcla del metal liquido con un gas o vapor, la que posteriormente también circula en el recibidor
de un colector solar [3].

A partir de finales de los afios sesenta, se desarrollaron un gran niimero de ciclos termodindmi-
cos que involucran generadores MHD de metal liquido acoplados a fuentes calorificas solares.
Originalmente estos desarrollos estaban enfocados a proporcionar energia a estaciones espaciales
[6]. Posteriormente surgié un programa muy intenso encaminado a desarroilar sistemas de gen-
eracion eléctrica MHD de mediana escala con fuentes solares para proporcionar energia a comu-

nidades pequeiias.

1.2. Principales sistemas solares de potencia MHD

Existen muchos ciclos termodindmicos para los sistemas MHD de metal liquido. Dependiendo
de la fuente calorifica, estos sistemas pueden operar eficientemente en ciclos Rankine cuando se
trabaja a temperaturas entre 350 y 850 K o bien en ciclos Brayton para una gama de temperaturas
de 800 a 1400 K.

El empleo de generadores MHD de metal liquido para la conversion de energia solar en elec-
tricidad es factible para intervalos de temperatura entre 350 K y mds de 1100 K [§]. Estos sis-
temas son muy atractivos debido a su eficiencia y su costo por unidad de potencia instalada y son
definitivamente capaces de competir con los sistemas de conversion fotovoltaica y los sistemas
termodinimicos convencionales [5].

Uno de los sistemnas solares de potencia MHD propuestos en la Universidad de Ben-Gurion
en Israel [5] se muestra en la figura 1.2 y opera de la siguiente manera: Un metal liquido pasa
directamente a través del colector solar (plano o concentrador) y entonces entra al mezclador. Un
liquido orgdnico se inyecta dentro del metal liquido y se evapora debido a la transferencia de calor
entre ambos fluidos. El gas orgdnico experimenta una expansion isotérmica y acelera el flujo de la

7



f CONDENSADOR
\ L GAS
\4\‘ ;\ —D R

PLATO PLANO O 4
- SEPARADOR
COLECTOR DE GENERADOR-MHD L4+ p—
CONCENTRACION —
SOLAR ENFRIADO s
POR METAL
LIQUIDO LIQUIDO
LN
Pr—
<
L/r__S_I i
BOMBA - MHD

Figura 1.2. Sistema Solar de potencia MHD de Metal Liquido




mezcla en dos fases dentro del generador MHD, (proceso 3-4 en el diagrama del ciclo fig. 1.2). El
gas es separado del metal liquido y es entonces enfriado y condensado(1-4). La presién del liquido
orgdnico es incrementada a la presidn de evaporacién mediante una bomba (1-2).

En 1a misma Universidad de Ben-Gurion se propuso un sistema de potencia mas sencillo sin un
mezclador y un separador (Fig. 1.3). La potencia en este sistema es generada a partir de energia
solar que también es utilizada para el calentamiento industrial o doméstico. La inversion en este
tipo de sistemas, por razones obvias, es mucho menor que el descrito anteriormente.

Una planta piloto que utiliza los conceptos mencionados anteriormente, denominada ETGAR
3 [7], fue construido a mediados de los ochentas. El ETGAR 3, mostrado esquematicamente en la
figura 1.4, es un sistema muy simple de conversién directa con circulacién natural que emplea una
aleacién de plomo-bismuto como fluido de trabajo y opera entre un intervalo de temperaturas de
338-423 K, y rinde una potencia eléctrica de salida de 8kW, con una eficiencia global de 8.2 por
ciento. En operacién, en la parte inferior del dispositivo se calienta un metal liquido y se dirige a
un mezclador donde se inyecta un gas o vapor a una presidn y temperaturas apropiadas. Se crea
entonces un flujo en dos fases con una densidad inferior al metal liquido y conforme fluye al sepa-
rador, la fase gaseosa experimenta expansién desde la alta presién del mezclador a la baja presién
del separador, acelerando al fluido y disminuyendo su densidad. La fase geseosa es separada en
el tanque superior por fuerzas de flotacién (gravedad), de modo que dnicamente el metal regresa
por el ducto de descenso. La presion diferencial que existe entre los tubos de ascenso y descenso
debida a la diferencia de densidades hace que el metal liquido circule por el sistema y al pasar a
través del generador MHD genere una diferencia de potencial y se extraiga la energia eléctrica.
Ya que el vapor en el ducto de ascenso estd completamente rodeado por metal liquido caliente,
el calor es sumistrado al vapor continuamente durante su expansién, ocasionando que el ciclo ter-
modindmico pueda ser considerado de recalentamiento infinito. La mayor parte del calor sensibie
contenido en el vapor, después de haber sido separado del metal liquido, regresa al sistema por
regeneracion. El sistema puede disefiarse para aprovechar al mdximo estas caracteristicas dnicas y
producir eficiencias sustancialmente mayores a las de los ciclos convencionales,

El generador MHD puede ser acoplado a un ciclo Rankine lo cual es muy factible para bajas
temperaturas con colectores planos (350-370 K), y con colectores de baja concentracidn (400-700
K) [8]. es decir, con tubos evacuados, CPCs (Colectores solares compuestos), y lentes de Fresnell.
En un sistema MHD el uso del metal liquido en los colectores solares, sin un intercambiador in-
termedio y con ayuda de un calentador de contacto directo, puede obtener un incremento del 25%
en la temperatura més alta del fluido termodindmico escencialmente con la misma eficiencia del
colector, lo cual no es factible en los ciclos Rankine convencionales; ademds de que no se nece-
sita un regenerador, ni una turbina. Pero quiza lo mds importante para este sistema simple es que
el generador MHD puede usar imanes permanentes, que no requieren de una fuente de potencia
extra. Como se menciond, en estos sistemas el metal liquido pasa directamente a través de los
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colectores solares y un fluido orgdnico compatible se evaporiza al contacto directo en el mezclador
al inyectarlo como pequeiias gotas dentro del metal liquido caliente.

Para aplicaciones de sistemas que trabajan con temperaturas intermedias (510 a 850 K), el sis-
tema MHD acoplado al ciclo Rankine de metal liquido-vapor{8], es atractivo porque da eficiencias
de conversién més altas que el ciclo Rankine convencional de vapor para el mismo intervalo de
temperatura del vapor, y si estos sistemas estan bien acoplados a todo tipo de colectores, permite el
uso de metales liquidos para enfriar los colectores y asi mejorar el funcionamiento del colector sin
la necesidad de un riesgo potencial en un intercambiador de calor de metal liquido a agua; ademas
es atractivo a niveles de potencia mds bajos.

Para temperaturas arriba de 800 K, el sistema de un generador MHD acoplado al ciclo Brayton
usando centrales solares se vuelve atractivo debido a su eficiencia, a su simplicidad (pocos com-
ponentes, sin turbina), y a la baja sensibilidad de la eficiencia al nivel de la potencia de disefio (la
eficiencia en los generadores MHD depende de un efecto de volumen) (8], El uso de metales liqui-
dos en los colectores es apropiado ya que éstos tienen buenas propiedades de transferencia térmica,
baja presién de vapor a altas temperaturas, no hay descomposicién térmica y el costo inicial de
instalacion es bajo.

En resumen, ¢l disefio sencillo de estos sistemas, la ausencia de partes méviles, la alta eficiencia
de conversién y la facilidad de acoplamiento de fuentes alternas de energia son algunas de las
caracteristicas que hacen atractivos a estos dispositivos. A la fecha, estos sistemas no han alcanzado
el estatus de una tecnologia madura, sin embargo, el interes en ellos permanece latente [2].

1.3. Maquina termoaciistica MHD

Las maquinas termoacusticas proveen una nueva forma de convertir calor en energia mecdni-
ca con una eficiencia comparable a la tecnologia existente, pero con un potencial a incrementarse
debido a la ausencia de partes mdviles. En esencia, una maquina termoactstica como las desar-
rolladas en el Laboratorio Nacional de los Alamos [9], utiliza el flujo de calor de una fuente de
alta temperatura a un sumidero de baja temperatura para generar potencia acistica, en la forma de
una onda de sonido de gran amplitud en un gas o en un metal liquido tal como sodio liquido. Esta
mdquina puede combinarse con un transductor MHD [11] para transformar la potencia acistica en
potencia eléctrica con alta eficiencia, como se describe a continuacidn.

Las mdquinas termoacusticas desarrolladas en el Laboratorio de los Alamos [9] y que utilizan
un transductor MHD (ver fig. 1.5) consisten en un resonador cilindrico de acero inoxidable repleto
de sodio liquido o bien de una aleacién de sodio potasio(NaK). En su interior se monta un con-
junto de placas de molibdeno apiladas, en cuyos extremos se dispone un intercambiador de calor
caliente y uno frio. De esta forma, los extremos de las placas apiladas se mantienen a temperaturas
T. y Ty, con la temperatura caliente 7, adyacente al extremo cerrado més cercano del resonador.

9
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Cuando el gradiente de temperatura entre las placas es suficientemente grande, provoca que el so-
dio oscile espontdneamente, estableciéndose una onda de sonido estacionaria de gran amplitud en
el sodio dentro del resonador. Es decir, en la vecindad de las placas de molibdeno el sodio oscila
de un lado a otro. Una cierta parcela de sodio experimenta entonces una temperatura oscilante y
por ende una expansion y contraccién periodicas que producen trabajo a la frecuencia acdstica.
Parte de este trabajo se necesita para mantener la onda estacionaria contra las pérdidas pardsitas;
el resto puede extraerse del resonador y producir energia eléctrica mediante un transductor. La
frecuencia de oscilacién de la maquina termoacistica se determina por Ia geometria del resonador,
principalmente por su longitud. La potencia es substancialmente proporcional al drea de la seccién
transversal de las placas apiladas y al cuadrado de la amplitud de la presién acustica. La eficiencia
es menor pero substancialmente proporcional a la eficiencia de Carnot 1 — T /T, {10]. Aunque hay
gran cantidad de mecanismos de transduccion, el MHD es particularimente adecuado para ondas de
sonido en metales liquidos. En tal caso, se aplica un campo magnético en el centro del resenador,
perpendicular a la direccién de la velocidad acidstica. Se tiene entonces un dispositivo muy sim-
ilar al generador MHD con flujo estacionario mostrado en la figura 1.1, sélo que en este caso el
movimiento del metal liquido a través del campo magnético no es unidireccional sino oscilatorio.
Por tanto, la corriente eléctrica generada por el movimiento relativo entre el fluido y el campo sera
una corriente alterna que puede ser extraida para propdsitos utiles a través de los electrodos en
contacto con el sodio. El mecanismo de transduccién MHD promete ser un mecanismo eficiente
de conversién de potencia acustica en eléctrica. Globalmentc la médquina tiene la capacidad de
producir una alta potencia eléctrica a partir de calor con una eficiencia modesta {11]. Una ventaja
adicional de los generadores termoaciisticos MHD es que la potencia eléctrica es proporcionada
como corriente alterna, y no como corriente directa como en muchas tecnologias de conversion
directa, lo que evita el requerimiento de un inversor.

Los componentes bésicos de una médquina termoactstica MHD de metal liquido [12] son la
estructura activa, el resonador y el transductor, ademas obviamente, del fluido de trabajo.

La estructura activa, la cual es el corazdn de la mdquina termoacistica, permite mantener ¢l
gradiente de temperatura a lo largo de la estructura y permite que todo el fluido de trabajo se
encuentre en contacto térmico. El material debe ser poco conductor de calor para evitar el flujo
de calor desde la parte caliente a la parte fria de los placas. El elevado gradiente de temperatura
es generado por una fuente de calor y/o un sumidero de calor. En esta componente, la presencia
de una onda estacionaria estimula un fiujo convectivo promedio en el tiempo a través del gradiente
de temperatura, acompaifiado por la produccidn de potencia acistica. Se requiere (en general) un
intercambiador de calor en la parte caliente y otro en la parte fria para mantener el gradiente de
temperatura a lo largo de la estructura activa. El intercambiador caliente suministra calor y el
intercambiador frio extrae calor. En principio, el calor necesario para alcanzar la alta temperatura
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de la parte caliente se puede obtener de un sistema de coleccidn solar de baja temperatura como
colectores de plato plano (350 -370 K) o colectores de baja concentracion (400-700 K).

El resonador es necesario para contener las placas y al intercambiador de calor y es impre-
scindible para la generacion de las ondas acusticas estacionarias. El resonador debe proveer tanto
la frecuencia de resonancia como la impedancia acistica de la pila de placas requeridas. El res-
onador debe tener un alto factor de calidad acistica para minimizar la disipacién de la potencia
acustica en calor, y por tanto existen diversas geometrias que tratan de cumplir este objetivo.

El transductor es requerido para convertir la potencia acustica en electricidad. Varios mecan-
1smos basicos de transduccidn son aplicables, tales como el electrodindmico, el electrostatico, el
pizoeléctrico, el MHD, etc. El transductor debe ser simple, confiable y eficiente. El transductor
MHD de metal liquido cumple con todos estos requerimientos.

La maquina termoacistica MHD de sodio liquido (Fig. 1.6) desarroliada por Swift y su grupo
en ¢l Laboratorio de los Alamos [11], estd compuesta de un resonador de la mitad de una onda
acustica que contiene dos pilas de placas simétricas con intercambiadores, uno caliente y uno frio,
cada una de las pilas. En el centro hay un antinodo de la velocidad acistica, y es la region donde
es extraida la potencia eléctrica mediante el transductor MHD. En corridas experimentales del
generador termoacustico MHD de sodio liquido se utilizé una frecuencia de operacion de 1 kHz,
a la cual la longitud de onda en el sodio es de 2 m. La diferencia de temperatura que se utilizd
para generar potencia acistica en el sodio fue de 600 °C, manteniendo la fuente de calor en 700°C
y una temperatura de 100°C para el sumtdero de calor. Utilizando una drea transversal de 10 cm?,
{1.2 em de separacién entre paredes aislantes y 7.6 ¢m entre los electrodos del generador MHD)
se obtuvo una potencia actistica y eléctrica cercana a los 500 W. En este prototipo se utilizaron
campos magnéticos de hasta 2.3 7" que de manera uniforme abarcaron todo el canal, que tiene una
longitud de 20 c¢m. El canal es capaz de soportar una presién interna de hasta 200 bares, necesaria
para que la mdquina funcione adecuadamente [9, 11].

Aunado a la posibilidad de alcanzar altas eficiencias, este tipo de mdquinas termoacusticas
MHD tiene la ventaja de evitar la circulacién global del metal liquido, manteniéndolo confinado
en el resonador y sin la presencia de partes mecanicas méviles. Estudios preliminares indican la
viabilidad de este sistema, sin embargo, quedan adn diversas interrogantes por contestar. Asimismo,
el desarrollo de un modelo simple que caracterice su funcicnamiento y que sirva de guia para su
disefio es aiin una tarea incompleta. La energia térmica necesaria para el funcionamiento de las
mdquinas termoactsticas puede ser obtenida a partir de fuentes calorificas convencionales , o bien,
en principio, de fuentes calorificas solares [13]. La factibilidad de acoplamiento con estos tltimos

se analiza a continuacion.
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Figura 1.6. Modelo avanzado de la Maquina Termoacustica MHD de sodio liquido



1.4. Factibilidad de Acoplamiento de una Maquina Termoacistica MHD a un sistema solar

El acoplamiento de un sistema termoacustico a una fuente calorifica determinada se realiza
principalmente en el intercambiador de calor de alta temperatura, desde donde el calor se transfiere
al conjunto de placas apiladas que producen la oscilacién espontanea del fluido. Debido al gradiente
de temperaturas generado por los intercambiadores, se genera entonces una onda estacionaria de
sonido que se propaga a lo largo del resonador. El intercambiador de calor debe tener una longitud
apropiada, es decir, una longitud aproximada a ta amplitud de desplazamiento de pico a pico de
la onda sonora. Si la longitud es mayor, algunos paquetes de fluido solamente tienen contacto
con el intercambiador de calor en ambos extremos de sus posiciones y su presencia es puramente
disipativa. Si el intercambiador de calor es mds corto, algunos paquetes de fluido pasan “saltando”
el intercambiador y nunca tienen contacto del todo con el intercambiador, por lo que existe un
transporte de calor poco eficiente. Evidentemente, estas caracteristicas dependen del tipo de fluido
a usar en el resonador, de la frecuencia de operacion y de la potencia de salida del sistema.

Las variables de interés para analizar el tipo de acoplamiento son las temperaturas caliente
(fuente) y fria (sumidero), el flujo de calor a la temperatura caliente, el flujo de calor a la temper-
atura fria y la potencia.

Recientemente se ha propuesto la posibilidad de acoplar una fuente de energia solar a una
mdquina termoacistica [13]. La utlizacidn de energia solar como fuente de calor en principio puede
simplificar la conversidn termoacustica ya que si se iluminan directamente las placas del resonador,
es posible eliminar la necesidad de utilizar un intercambiador de calor para la parte caliente de la
mdquina termoacustica.

En las mediciones realizadas en la Universidad Estatal de Pennsylvania en una maquina ter-
mocustica solar [13] se utilizé aire como fluido de trabajo y se compararon resultados usando
calentamiento solar y calentamiento eléctrico. Para el acoplamiento solar utlizaron como concen-
trador solar lentes de Fresnel con un diametro de 35" y una distancia focal de 30, produciendo una
mancha solar de 7 ¢m. De esta forma se garantizé un flujo de energia solar suficiente para la parte
caliente del resonador. Se determind la concentracién de flujo solar en este sistema, encontrando
una produccién de 275 W de calor, correspondiente a un factor de concentracion de 85. Debido a
la carencia de dias soleados en el lugar del experimento, se fabricé un calentador eléctrico que se
utlizd para mediciones de laboratorio. Se realizaron mediciones de temperatura en las placas api-
ladas asi como de la amplitud de presidén mdxima, ambas para distintos flujos de calor. Aunque se
detectaron fluctuaciones en estas cantidades debido a la variabilidad temporal de la fuente solar, se
encontré que los resultados concuerdan con la teoria establecida por Swift [14] para las maquinas
termoacusticas. En particular, se determind que la diferencia de temperatura a través de las pla-
cas es esencialmente independiente de la potencia calorifica de entrada después del comienzo del
calentamiento. Asimismo, se encontré que el cuadrado de la amplitud de presion es linealmente



proporcional a la potencia del calentador. En resumen, puede afirmarse que estos primeros resulta-
dos indican que la utilizacién de energia solar para la alimentacién de una maquina termoacdstica
es factible. Evidentemente aiin quedan por evaluar maltiples factores necesarios para asegurar un
acoplamiento exitoso de una fuente solar con una midquina termoacistica que utilice sodio como
fluido de trabajo. Sin embargo, la temperatura reportada por Swift [11] de 700°C para la fuente de
calor requerida para el funcionamiento de un generador termoactstico MHD, es ficilmente alcan-
zable mediante concentradores solares [15], como CPCs (Colectores solares compuestos) y lentes
de Fresnell. En la Figura 1.7, se muestra un sistema de potencia solar utilizando lentes de Fresnell
como concentrador. El sistema consiste de un helidstato que sigue el movimiento relativo del sol
que a su vez refleja la luz solar en la lente de Fresnell. El generador termoacistico MHD se coloca
en el foco de la lente en un lugar fijo. En este caso, en el resonador existe sélamente un conjunto
de placas apiladas cerca del extremo donde se recibe la radiacién solar, similarmente al sistema
mostrado en la figura 1.5. Este puede ser un sistema factible ya que, como se mencioné anterior-
mente, las temperaturas que se obtienen de la fuente solar son las requeridas para el funcionamiento
del generador.

Es precisamente la temperatura de la fuente de calor el pardmetro principal que determina
la factibilidad de acoplamiento de una maquina termoacistica y una fuente solar. De hecho la
variacion de este pardmetro afecta a la amplitud del gradiente de presién oscilatorio producido ¥
en consecuencia la oscilacion del fluido en el generador. Chen & Garrett {13} obtuvieron exper-
imentalmente que el cuadrado de la amplitud de presién en el generador varia linealmentel a la
potencia calorifica. Para simular las variables de interés en un Generador Termoacustico MHD
acoplado a una fuente calorifica solar es conveniente encontrar una expresién analitica, ya sea a
apartir de un modelo o bien del experimento, que pueda relacionar el gradiente de presion con la
temperatura caliente suministrada por el colector solar. La variacién de la temperatura caliente se
puede encontrar de expresiones bien conocidas para tos diferentes sistemas de coleccion de solar
[15].

Existen otros mecanisinos posibles para acoplar una fuente calorifica solar a una maquina tér-
mica. Abraham et al. [16], realizaron un estudio del uso potencial de las fibras dpticas para la
generacién de potencia térmica solar. Uno de estos mecanismos es el de fibras dpticas para un
sistema de disco/Brayton y de disco/Stirling. Uno de los principales beneficios potenciales del uso
de fibras consiste en la posibilidad de remover el recibidor y la maquina térmica del punto focal de
seguimiento a un lugar fijo sobre el pedestal del plato concentrador o en el piso. El uso de fibras
dpticas para aplicaciones solares ha sido recientemente explorado en el CIE y actualmente existe
un proyecto de investigacion en esta direccion [17].

En este trabajo proponemos €l uso de fibras Opticas para la transmision de energia solar con-
centrada para alimentar un generador termoacistico MHD, conformando entonces un sistema solar
de generacién de potencia. El sistema consistird entonces de un colector solar, un arreglo de fibras
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Figura 1.7. Sistema solar usando lente de Fresnell



Opticas para la transmisién de energia y la unidad de conversién de potencia, es decir, la maquina
termoacustica MHD.

Dentro de estos sistemas existen diferentes configuraciones posibles, las cuales podrian usarse
para el acoplamiento a un generador termoacustico MHD. Estas se describen a continuacidn.

I. La fibra guia se coloca en el foco del disco (Figura 1.8), instalando la apertura de entrada del
paquete de fibras en el punto focal del disco y las fibras se acanalan a un lugar fijo.

1. Disco “Cassegrainian’ con fibra guia (Figura 1.9). La luz concentrada se dirige hacia el disco
usando un espejo hiperboloide [18], y se coloca el paquete de fibra dptica en la apertura localizada
en el foco trasero de la hipérbola .

I1. Mini-Disco Colector (Figura 1.10). Se instalan varios pequefios mini-platos, cada uno ali-
mentando a una fibra en particular, sobre un marco que sirve como helidstato y sigue al sol como
unidad. Todas las puntas de cada fibra son colectadas a un paquete dirigido al recibidor o al gener-
ador.

Evidentemente para evaluar la factibilidad de un sistema MHD termoacustico solar basado en la
transmisién por fibra dptica es necesario conocer la eficiencia total del sistema y por ende 1a de cada
componente del mismo. Uno de los principales aportes de este trabajo es precisamente la obtencion
de una expresién analitica para la eficiencia del generador termoacistico MHD a apartir de la cual
y tomando en cuenta la eficiencia de los otros componentes, es posible estimar la eficiencia global
del sistema.

La expresion para la eficiencia del generador MHD se basa en un modelo sencillo que permite
evaluar diversos parametros que determinan su funcionamiento. A su vez, el modelo esta sustentado
en el estudio del comportamiento dindmico de {os flujos oscilatortos del sodio liquido que tienen
lugar en el resonador bajo la accién de un campo magnético transversal. Del entendimiento de
la dindmica de estos flujos depende en gran medida el desarrollo de modelos adecuados de un
generador termoactstico MHD, que sirva para elaborar disefios realistas de un dispositivo de este
tipo.
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CAPITULO 2

Fundamentos de Magnetohidrodinamica

En este capitulo presentaremos las ecuaciones fundamentales de la MHD que posteriormente
seran utilizadas en la modelacién del generador eléctrico alterno MHD.

La MagnetoHidroDindmica estudia el movimiento de un fluido eléctricamente conductor en
presencia de un campo magnético. Las corrientes eléctricas inducidas en el fluido como resultado
de su movimiento relativo con el campo, modifican el campo magnético original; al mismo tiempo,
el flujo de las corrientes en el campo magnético produce fuerzas que modifican el movimiento del
fluido. De esta forma, el estudio de la MHD requiere del acoplamiento de las ecuaciones ordinarias
del electromagnetismo y de la dindmica de fluidos, bajo aproximaciones especificas.

A continuacién presentaremos las ecuaciones del campo electromagnético y las ecuaciones de
balance de la dindmica de fluidos, y a partir de ellas obtendremos las ecuaciones fundamentales
de la MHD utilizando lo que se conoce come la aproximacién MHD. Adicionalmente, haremos
suposiciones especificas que se aplican al considerar que el fluido de trabajo es un metal liquido.

EY

2.1. Ecuaciones del Campo Electromagnético

Las ecuaciones generales de electromagnetismo, conocidas como las ecuaciones de Mdxwell,
escritas en su forma diferencial en el sistema MKS [19] son:
La ley de Coulomb

(2.1.1) V- -D = pg

la no existencia de monopolos magnéticos

(2.1.2) V.B=0;

la ley de induccidn de Faraday

oB

2.1.3 VXE=—-——
1.9 * ot

y laley de Ampere-Maxwell



(2.1.4) VxH=j+?P—,
ot
donde D es la densiddad de flujo eléctrico, E 1a intensidad del campo eléctrico, H la intensidad
del campo magnético, B la induccién magnética, j la densidad de corriente eléctrica y p,, la densi-
dad de carga eléctrica. Estas ecuaciones deben complementarse con ecuaciones constitutivas para

los campos. Para un medio lineal e isotrépico en el sistema de laboratorio estas ecuaciones estin

dadas por
(2.1.5) D =¢E,
(2.1.6) B = uH.

Para la mayoria de los materiales de interés en problemas MHD (metales liquidos, gases y
soluciones, por ejemplo), la permeabilidad magnética ;. se puede suponer igual a la permeabilidad
magnética en el vacio, u, [19]. En algunos gases, principalmente en plasmas, se puede considerar
la permitividad eléctrica € aproximadamente tgual a la permitividad del vacio ¢,, lo que no es
estrictamente cierto para metales liquidos.

La otra ecuacidn constitutiva que debemos considerar es la ley de Ohm, que para medios lin-
eales e tsotrdpicos (como los metales liquidos) en el sistema de laboratorio se escribe como

(2.1.7 j=pu+a(E+uxB),

dode ¢ es la conductividad eiéctrica del medio, que como una buena aproximacién puede
suponerse constante, y u es la velocidad del material. E! término p.u se conoce como la cor-
riente de conveccién y como se verd mas adelante, en problemas MHD puede despreciarse. La
ecuacién (2.1.7) no incluye el efecto Hall, que puede suponerse despreciable al tratar el flujo de
metales liquidos en campos magnéticos.

Por otra parte, la densidad de fuerza de Lorentz para un medio continuo esti dada por

(2.1.8) f=pE+jxB,

donde el primer término estd asociado a la fuerza eléctrica presente cuando existe una densidad
de carga p, vista desde el sistema de laboratorio y el segundo a la fuerza de interaccién entre la

corriente y el campo magnético.



Una forma alternativa de la densidad de fuerza de Lorentz puede obtenerse utilizando las ecua-
ciones de Maxwell (2.1.1)-(2.1.4) y las ecuaciones ecuaciones constitutivas (2.1.5) -(2.1.6) obte-

niendo asi

_M
ot

donde T es el tensor de esfuerzos de Maxwell dado por

(2.1.9) f= +V-T,

2 2
(2.1.10) T — cBE + uHH | (ell;! N y,|£—1| ) |

siendo 1 la matriz unitaria. A su vez, M es la densidad de momento asociado con el campo
electromagnético dado por

1
(2.1.11) M = —E x H.
C

En la prictica, en la mayoria de los problemas de MHD esta densidad de flujo de momento es
una cantidad muy pequeiia, y puede ser despreciada [19].

2.2, Ecuaciones de Balance de un Medio Continuo

2.2.1. Balance de Masa. La ecuacién diferencial que expresa la conservacion de ia masa en

el fluido es
%,
2.2.1) a—§+u-Vp=—pV-u,
donde p es la densidad de masa y u la velocidad del fluido. Esta ecuacidn puede reescribirse en
la forma
dp
222 —=—-V_ -mz
(2.22) T, J

donde el vector j, = pu es la densidad de flujo de masa. Su direccion es la del movimiento
del fluido y su magnitud es igual a la masa de fluido que atraviesa por unidad de tiempo un drea
unitaria perpendicular a la velocidad.

Para que el efecto termoacidstico tenga lugar evidentemente es indispensable que el fluido de
trabajo sea compresible. Sin embargo, para efectos del analisis MHD puede suponerse que el
fluido conductor es incompresible siempre y cuando la longitud de onda acustica, A, sea mucho
mayor que la longitud caracteristica del flujo, L, es decir, A > L. Tal es el caso en las maquinas
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termoacusticas desarrolladas en el Laboratorio de los Alamos [11], donde A = 2m para frecuencias
del orden de 1K H z en sodio liquido, mientras que L es del orden de 2cm. Por tal motivo, en este
trabajo supondremos que la hipdtesis de incompresibilidad es vélida.

Para un fluido incompresible, la densidad es constante y la ecuacion (2.2.1) se reduce a

(2.2.3) Vou=0,

En general, en ausencia de reacciones quimicas el balance de masa no se modifica por la inter-
accion electromagnética.

2.2.2. Balance de Momento. En su forma mds general, la ecuacion de balance de momento
en forma diferencial puede escribirse como

(2.2.4) p (%—': + (u- V)u) =V -F+f,

donde f representa la densidad de fuerzas de cuerpo que actian sobre el fluido, tal como la
fuerza de gravedad o la fuerza electromagnética dada por la ecuacién (2.1.8). El tensor de esfuerzos
mecdnico, 7, puede ser separado en una parte de presién y otra que considera los esfuerzos viscosos
{20], es decir,

(2.2.5) Tij = —POij + T

donde p es la presion y 7;; es el tensor de esfuerzos viscosos. Para un fluido Newtoniano ¢
incompresible (como los metales liquidos) con viscocidad dindmica jiy constante, la fuerza viscosa
se reduce a [21]

(2.2.6) V-1 =V

Por otra parte, en problemas MHD la densidad de fuerza de cuerpo f relevante es la electromag-
nética, dada por (2.1.8). Sustituyendo esta fuerza junto con la fuerza viscosa (2.2.6) en la ecuacion
(2.2.4), se obtiene

9
22.7) P (B_l: +(u v)u> = =Vp+uViutpB+jxB.

Con la ayuda de la ecuacién de balance de masa (2.2.1) y de la ecuacion (2.1.9), la ecuacion
(2.2.4) se puede reescribir en la forma

G _ =~

(2.2.8) - =V 1L
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donde la densidad de flujo total de momento esta dado por 0=puu+7+T y la densidad
de momento total por G = pu + M. La ecuacidn (2.2.8) indica que la variacién en el tiempo de
la densidad de momento total (fluido mds campo eléctromagnético) en un elemento de volumen
infinitesimal es debida al flujo de momento a través de las fronteras del elemento, que a su vez
comprende una parte mecanica y otra debida al campo electromagnético.

2.2.3. Balance de energia. La primera ley de la termodindmica aplicada a un elemento de
fluido en presencia de un campo electromagnético (bajo 1a hipotesis de equlibrio local) establece
que la razén de cambio de energia total (energia interna mds energfa cinética) de un elemento de
fluido en movimiento es igual al flujo de energia a través de la superficie tanto por transporte de
masa como por procesos de friccidn interna, mas el flujo de calor q por conduccién térmica , mas
la tasa a la que el campo electromagnético hace trabajo sobre el volumen de fluido. De esta forma,
la ecuacion de balance de energia se puede expresar en su forma diferencial como

De 1Dl
Dt 2 Dt

(2.2.9 =-V-q+V-(T-u)+j-E,

donde ¢ es 1a densidad de energia interna especifica. Despejando el campo eléctrico E de la ley
de Ohm dada por la ecuacidn (2.1.7) (despreciando la corriente de conveceién) y sustituyendo el
resultado en el término j - E obtenemos
.|2

Bl
a

(2.2.10) iE=24(GxB) u

El primer término del lado derecho de la ecuacién corresponde a la energia perdida por disi-
pacién Sdhmica al fluir la corriente eléctrica a través del conductor (calor de Joule), mientras que
el segundo término representa la razon a la que la fuerza electromagnética hace trabajo sobre el
conductor creando energia cinética o ayudando a vencer otras fuerzas (potencia magnética).

Por otra parte, usando las ecuaciénes (2.1.1)-(2.1.4) asi como las ecuaciones constitutivas
(2.1.5)y (2.1.6) el término j - E se puede reescribir como

dw
A 1 B = — Q-
2.2.11) j V-8 5
donde
(2.2.12) S=ExH,

es el vector de Poynting que representa la densidad de flujo de energia electromagnética y
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(2.2.13) w=pH-H+eE-E,

es la densidad de energia electromagnética. La ecuacidn (2.2.11) se conoce como el Teorema de
Poynting, y establece un balance de la energia electromagnética. Sustituyendo la ecuacién (2.2.11)
en la ecuacién (2.2.9) y con ayuda de las ecuaciones de balance de masa y momento, la ecuacién
de balance de energia se puede expresar como

'l
(2.2.14) Q(;—t— =-V-K,
donde
) jul® 1
(2.2.15) W=p 8+T ~|—-2-(,u.H-H+EE-E),
es la densidad de energia total del sistema y
2
(2.2.16) K =pu c+% —-7-u+q+ExH,

es la densidad de flujo total de energia. La ecuacidn (2.2.14) expresa que el cambio temporal
en la energia total del sistema contenida en un volumen infinitesimal es igual al flujo de energia a
través de la superficie que encierra a dicho volumen.

2.3. Aproximacién MHD

Es bien sabido que las ecuaciones del campo electromagnético son invariantes ante las transfor-
maciones de Lorentz. Por su parte, las ecuaciones de balance de la dindmica de fluidos presentan
una invariancia Galileana. Por lo tanto, la mezcla de estos dos sistemas de ecuaciones presen-
ta, en principio, una inconsistencia fundamental. Para los problemas tratados en MHD es posible
introducir aproximaciones que permiten simplificar las ecuaciones fundamentales del campo elec-
tromagnético y las ecuaciones de balance del medio continuo, y obtener un sistema consistente con
la invariancia Galileana.

Esta simplificactén se conoce como la aproximacion MHD y puede resumirse de la siguiente
manera [19i:

a) Las velocidades consideradas son mucho menores que la velocidad de la luz ¢, es decir,
ugc.

b) El campo eléctrico E se supone del orden de magnitud de los efectos inducidos, u x B.
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¢) No se consideran los fendmenos que involucran altas frecuencias. Esto implica que la corri-
ente de desplazamiento % ¢s despreciable comparada con la corriente de conduccién j. Con esta
aproximacion la ecuacion (2.1.4) se reduce a la ecuacion de Ampere,

(2.3.1) VxH=j

d) La energia eléctrica es despreciable comparada con la energia magnética, ya que la primera es
del orden u? /¢? < 1y la segunda es de orden uno. Debido a que la corriente de desplazamiento y la
energia del campo eléctrico son despreciadas, la interaccidn principal es entre el campo magnético
y ¢l fluido.

e) En la ley de Ohm, la corriente de conveccién p,u puede ser despreciada en comparacion a la

corriente de conduccién j. Por lo tanto, la ecuacién (2.1.7) puede escribirse en la forma

(23.2) j=o(E+uxB).

f) En ta fuerza de Lorentz, dada por la ecuacién (2.1.8), la parte eléctrica p.E es comunmente
despreciada ya que el cociente de la magnitud de los términos p.E y j x B, suponiendo que |E| ~
fu x BJ, es de orden u®/c?. Esta aproximacidn no es estrictamente vilida para gases que no son
eléctricamente neutros, ya que la fuerza eléctrica puede ser muy importante.

g) Aplicando la divergencia a la ecuacidn (2.3.1), se sigue la condicién V - j = 0, que equivale a
despreciar la corriente de desplazamiento. En esta aproximacidn es apropiado ignorar la ecuacién
de la conservacidn de la carga eléctrica (2.1.1), ya que el campo eléctrico estd completamente
determinado por las ecuaciones rotacionales y la ley de Ohm. En si misma, la distribucion de
cargas no es de interés en MHD, sin embargo es importante notar que no se estd afirmando que
V-E=0.

Un andlisis detallado de las aproximaciones realizadas en los incisos anteriores pueden encon-

trarse en las referencias [19] y [22].

2.4. Ecnaciones Fundamentales de la MHD

En resumen las ecuaciones bisicas del campo electromagnético bajo la aproximacién MHD son
[23]:
Ecuaciones de Maxwell

0B
(2.4.2) VxH-=j
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(2.4.3) V.j=0,

(2.4.4) V.B=0,

laley de Ohm

(2.4.5) j=0o(E +uxB),

y la fuerza de Lorentz:

(2.4.6) £ =jxB.

Combinando las ecuaciones (2.4.2)-(2.4.5) y la ecuacion constitutiva B = pH, obtenemos una
ecuacion de transporte para el campo magnético, es decir,

(2.4.7) %?anB+mexBL

donde 1 = 1/ se conoce como la difusividad magnética. La ecuacion (2.4.7) tiene la misma
forma que la ecuacién de transporte de vorticidad [24]. En esta ecnacidén, dominard el término
convectivo V x (u x B) si la conductividad eléctrica es alta o el término difusivo nV2B si la
conductividad es baja. La ecuacion (2.4.7) junto con V - B = {, contienen toda la informacidn
acerca de B contenida en las ecuaciones de Maxwell bajo la aproximacién MHD.

L.a ecuacién de balance de masa para un fluido incompresible es

(2.4.8) V. u=0.

A su vez, la ecuacién de balance de momento en la aproximacién MHD queda

(2.4.9) a—u-%— (u-Viu= —l\_/'p-i-uvzu-i-lj x B,
ot p p

donde v = 115/ p es la viscosidad cinemdtica del fluido.
Por otra parte, usando las ecuaciones (2.1.6) y (2.3.1), la fuerza de Lorentz puede escribirse
€omo
1

(2.4.10) f=-VxBxB.
I3
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Con ayuda de identidades vectoriales, la ecuacién anterior toma la forma

2
24.11) f:l(B-V)B—v(@),
1 21

donde el primer término corresponde a la contribucidn rotacional de la fuerza magnética mien-
tras que el segundo término corresponde al gradiente de la presién magnética.
Sustituyendo la ecuacidn (2.4.11) en la ecuacién (2.4.9) y despreciando la fuerza gravitacional

obtenemos
d 1 1
(2.4.12) i V)u= VP +rsV2u+—(B-V)B,
ot p j1p
donde la presidn total P estd dada por
B2
(2.4.13) P=p+ B
25

Bajo la aproximacién MHD, la ecuacién de balance de energia (2.2.9) puede reescribirse uti-
lizando las ecuaciones de balance de masa y momento, obteniendo la ecuacion de transferencia de

calor, a saber,

| DT ,

I
= + (I),
ag
donde C, y & son la capacidad calorifica y conductividad térmica del fluido, respectivamente, y
O es la funcidn de disipacién viscosa para un fluido Newtoniano [25]. El término QCJ; corresponde
obviamente al calor disipado por efecto Joule. En la obtencién de la ecuacién (2.4.14) se ha hecho
uso de la relacién termodindmica e = C, T, donde T es la temperatura del fluido, ademas de la ley

de Fourier para la conduccion de calor,

(2.4.15) q = —&VT.

En resumen, las ecuaciones (2.4.1)-(2.4.5) mds las ecuaciones (2.4.8), (2.4.9) y (24.14) (o
bien (2.4.4), (2.4.7), (2.4.8), (2.4.12) y (2.4.14) ) constituyen un sistema completo de ecuaciones
que puede utilizarse en la solucion de problemas de flujo de fluidos eléctricamente conductores
(en particular, metales liquidos) en campos magnéticos. Evidentemente, estas ecuaciones deben
complementarse con condiciones iniciales y de frontera especificas.
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CAPITULO 3

Flujos Oscilatorios MHD en Capa Limite

En este capitulo iniciaremos el estudio de los flujos oscilatorios que tienen lugar en un gener-
ador eléctrico MHD alterno. El comprender la dindmica de los flujos oscilatorios MHD es muy
importante ya que ésta afecta directamente el funcionamiento del generador MHD.

El estudio del flujo oscilatorio en ductos debido a un gradiente de presién pulsante en presencia
de un campo magnético es bastante complejo. Una manera de atacar el problema es analizar el
flujo en diferentes regiones a, saber, el nucleo del ducto donde puede suponerse un flujo inviscido y
las regiones de la capa limite cercanas a las paredes donde los efectos viscosos son importantes, A
lo largo de este trabajo consideraremos tnicamente flujos laminares. El estudio de inestabilidades
y la aparicion de turbulencia estin fuera del alcance de este trabajo.

En este capitulo realizaremos el andlisis del flujo laminar oscilatorio de un fluido eléctricamente
conductor en un ducto rectangular, inmerso en un campo magnético uniforme transversal a éste,
en la regién de capa limite que se forma en las paredes transversales al campo. Las capas limite
que se forman en las paredes paralelas al campo serdn estudiados en el capitulo 4. La principal
justificacién para el estudio de los flujos oscilatorios MHD en capa limite la presenta el hecho de
que los efectos disipativos que afectan el funcionamiento de un generador alterno MHD, tienen
lugar esencialmente en estas regiones. El sistema de interés puede modelarse visualizando una
placa infinita que limita al fluido, el cual realiza un movimiento oscilatorio (con media cero) debido
ya sea al movimiento oscilante de la placa o bien a un gradiente de presién pulsante. Se supone que
la placa estd completamente lisa y que la amplitud de oscilacidn del fluido es lo suficientemente
pequeiia, de manera que los efectos no lineales son despreciables. Asimismo, el andlisis se lleva a
cabo en una regién suficientemente alejada de los bordes de la placa, de modo que el flujo puede
considerarse completamente desarrollado.

Con el fin de comprender claramente el efecto del campo magnético, primero efectuaremos
un andlisis puramente hidrodindmico y posteriormente supondremos la existencia de un campo
magnético uniforme transversal a }a placa. A continuacién investigaremos analiticamente diferentes
casos que ayudan a comprender situaciones mds complicadas, como aquellas que se presentan
cuando el flujo es inestable. En particular, estudiaremos los flujos desde distintos sistemas de
referencia lo que ocasiona la aparicion de distintas fuerzas inerciales o ficticias.
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3.1. Flujos en capa limite en ausencia de campos magnéticos

3.1.1. Elsegundo problema de Stokes. Los flujos oscilatorios laminares en capa limite pueden
generarse mediante movimientos periddicos de amplitud pequeila de cuerpos rigidos inmersos en
fluidos viscosos o bien mediante gradientes de presién que varian periédicamente. De hecho estas
dos distintas situaciones fisicas pueden visualizarse como un mismo problema desde dos diferentes
sistemas de referencia no inerciales. Fue Lighthill [26] quien observé la equivalencia completa de
los sistemas de referencia en la hidrodindmica de fluidos incompresibles siempre que los sistemas
se encuentren en movimiento traslacional uniforme, pero no necesariamente constante, relativo uno
a otro. Esta equivalencia se debe a que cualquier fuerza inercial uniforme por unidad de volumen,
se cancela automaticamente por un gradiente de presién uniforme de igual magnitud. Lighthill noté
que la cancelacién se debe a la accién de ondas de sonido que pueden considerarse instantineas
siempre que la hipétesis de incompresibilidad se satisfaga.

Cuando dos sistemas de referencia se mueven uno con respecto al otro con velocidad constante,
se puede establecer una relacién entre ambos a través de las transformaciones Galileanas. Sin
embargo, cuando un sistema de referencia se encuentra en movimiento acelerado respecto a otro, el
cambio de sistema introduce fuerzas espurias o inerciales en la ecuacion de balance de momento.
Uno de los ejemplos mas conocidos es la existencia de las aceleraciones centrifuga y de Coriolis en
la descripcidn de flujos en rotacidon. Los flujos oscilatorios son otro ejemplo donde se hace patente
la existencia de sistemas de referencia acelerados. Una estrategia conveniente para el andlisis de los
flujos es identificar el sistema de referencia donde la descripcion del fenémeno y las condiciones de
frontera son mds simples. Para ilustrar este punto, consideraremos primero un problema sencillo,
el llamado segundo problema de Stokes, en dos distintos sistemas de referencia y posteriormente
tomaremos en cuenta la presencia de campos magnéticos en los flujos oscilatorios de capa limite.

El flujo viscoso oscilatorio mas sencillo corresponde a la solucidn clisica obtenida por Stokes
(25, 27]. El segundo problema de Stokes consiste en el movimiento de un fluido viscoso incompre-
sible semi-infinito causado por la oscilacién arménica de una placa infinita en direccidn paralela a
si misma. El fluido ocupa el plano medio superior sobre la placa, la cual se encuentra a lo largo
del eje x, mientras que la direccidn y es transversal a la placa. El sistema de referencia esta fijo en
infinito, es decir, muy lejos de la placa donde el fluido se encuentra en reposo, y se supone que la
velocidad del fluido sélo tiene componente en la direccién x, y que ésta depende sélo del tiempo
y de la coordenada transversal. Por otra parte no existe gradiente de presidn en la direccién z, de
modo que el movimiento es producido tinicamente por el movimiento oscilatorio de la placa [25].

Con estds aproximaciones, la ecuacion de continuidad se satisface idénticamente y la ecuacién
de movimiento (2.4.9) en ausencia de campo magnético se reduce a

Ou A

(3]1) EZU"@,

t=>0, y>0
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ademds se deben satisfacer las siguientes condiciones de frontera que en notacidén compleja se
expresan Como

u(0,t) = U,e™t,

u{oo,t) = 0,
donde w representa la frecuencia de oscilacién, U, la amplitud maxima de la velocidad de la placa,
y v es la viscosidad cinematica del fluido. Como de costumbre, en cualquier expresién compleja
que aparezca aqui se asume que la parte real es la que tiene significado fisico.
En términos adimensionales las ecuaciones anteriores se pueden reescribir en la forma

ou*  19%u*
. —— = = , Y
(3.1.2) 57 59y T >0, > 0,
w'(0,7) = e,

(oo, ) =0,
donde u* = wu/U,, Y = y/4, siendo 4 el grosor de la capa de Stokes dado por § = /2v/w, y

T = wt. Por tratarse de una ecuacidn diferencial lineal, se propone que la solucién sea de la forma

(3.1.3) w (Y, 7) = f(Y)e".

Sustituyendo esta ecuacién en la ecuacién de movimiento adimensiona) y eliminando el térmi-

nor e'” se obtiene

d*f
(Y2
La solucién a esta ecuacion es de la forma f(¥) = ¢;e*" + ce™ con k = 1 + 4, y debe

—2if = 0.

satisfacer las condiciones

oy =1,

f(o0) = 0.
La constante de integracién ¢, debe ser igual cero ya que cuando Y tiende a infinito la funcién

f diverge, mientras que la constante ¢, debe ser igual a uno para que satisfaga la condicién de
frontera. Por lo tanto, y la solucidn es
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w =YY

donde por simplicidad se ha omitido el simbolo *. Tomando la parte real de w, la solucidn se
reduce a

(3.14) u (Y, 7) = u(Y,7) = e cos(t — Y).

De la forma dimensional de (3.1.4), puede verse que la solucidn anterior representa una onda
transversal viajando hacia fuera de la placa con velocidad de fase V2uw [28]. Las oscilaciones del
movimiento decaen exponencialmente conforme la distancia a la frontera se incrementa. De hecho,
la pared oscilante actda como una fuente de vorticidad que cambia de signo conforme se difunde
hacia fuera, generando una capa limite con espesor § = /2v/w. Por lo tanto, disminuyendo la
viscosidad o incrementando la frecuencia decrece la profundidad de penetracién de los efectos de
la placa oscilante en el fluido viscoso. También se puede observar que las oscilaciones tienen la
misma frecuencia en todo el fluido, pero existe una fase relativa con respecto a la placa dada en
términos dimensionales por \/%y [29]. Es decir, existe un desfasamiento entre el movimiento de
la placa y el fluido debido a los efectos viscosos.

3.1.2. El segundo problema de Stokes desde otro sistema de referencia. Resulta ilustrativo
analizar el problema de Stokes desde otro sistema de referencia. Si consideramos que nuestro
sistema de referencia ahora se encuentra fijo en la placa, debemos introducir una fuerza que genere
el flujo ya que ahora la placa se encuentra en reposo. Es decir, €l movimiento del fluido debe
atribuirse a un gradiente de presién oscilatorio que provoca un flujo potencial lejos de la placa
(donde los efectos viscosos son despreciables) en direccidn paralela al movimiento, es decir, U et
donde U/, es una constante. A su vez, el flujo potencial externo, induce un flujo de capa limite cerca
de la placa, donde los efectos viscosos juegan un papel preponderante; evidentemente, sobre la
placa deben satisfacerce las condiciones de no deslizamiento. En otras palabras, un observador
montado en la placa oscilante, veria que ¢l fluido oscila arménicamente muy lejos de €sta y que
este movimiento induce un flujo de capa limite cerca de la placa, de tal forma que la velocidad del
fluido es cero sobre ésta.

La ecuacion de movimiento que describe el flujo en la capa limite en este sistema, estd dada por
la ecnacién (3.1.1) mds el término del gradiente de presién en la direccidn x, es decir, en términos
dimensionales,

du 19p 8%

(3.1.5) o pow Vo

y las condiciones de frontera que ahora deben satisfacerse son

t>0, y>0,
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(3.1.6) u(0,t) =0,

(3.1.7) u(y, t) = U,e™, cuandoy — oo.
Por otro lado, fuera de la capa limite la velocidad del flujo potencial, U = U,e™*, satisface la
gcuacion

U ldp

at pdz
Adimensionalizando la ecuacién de movimiento en la capa limite dada por (3.1.5) y las condi-

ciones (3.1.6)-(3.1.7) se obtiene lo siguiente

Ju*  Resdp” 1 Ou

3.1.8 —_— = = YV
G198 or 2 ax Tzover 770 Y20
(3.1.9) 2 {0, 7) =0,

(3.1.10) w (Y, 7) —= €7, cuandoY = oo,

donde se han usado las mismas variables adimensionales que en la seccion anterior, agregando
para la presién p* = p/pUZ, y para Ja coordenada axial X = z/d; adicionalmente se ha introducido
el nimero de Reynolds en la capa limite dado por Res = U,d/v.

La ecuacién adimensional que satisface el flujo potencial es

oU*  Resdp’
ar 2 dx’

donde U*{r) = Re{e"} = cos(r). Sustituyendo la ecuacién (3.1.11) en la ecuacién (3.1.8)

G.1.11)

obtenemos

Ou-U) 10%
or  29YY
donde nuevamente se ha eliminado el simbolo * por simplicidad en la notacién.

La solucidn a este problema que satisface las condiciones (3.1.9) y (3.1.10) es

w =7 — G_Yei(T—Y),
o0 bien, tomando la parte real
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(3.1.12) un(Y,7) = u(Y, 7) = cos(7) — e cos(t — Y).

A partir de esta ecuacién y la solucién (3.1.4) observamos que la relacién entre las soluciones en
los dos sistemas de referencia es ., (Y, 7) = U(7) — u,(Y, 7). Porlo tanto, a pesar de la naturaleza
no nercial de los sistemas de referencia, obtenemos una transformacién entre ellos similar a la
Galileana.

3.2. Flujos en capa limite en presencia de campos magnéticos

En esta seccion analizaremos el flujo oscilatorio en capa limite de un fluido eléctricamente
conductor en presencia de un campo magnético transversal a la pared.

Cuando el fluido es eléctricamente conductor, un campo magnético B puede modificar el flujo
principalmente debido a la existencia de una fuerza de cuerpo, a saber, la fuerza de Lorentz da-
da por la ecuacién (2.4.6). Dicha fuerza se genera al interaccionar la corriente eléctrica inducida,
ocasionada por el movimiento relativo entre ¢l fluido y el campo magnético, con el mismo campo.
La corriente eléctrica, a su vez, induce un campo magnético B; que altera el campo original. Sin
embargo, en aplicaciones tecnoldgicas o de laboratorio utilizando metales liquidos, el campo mag-
nético inducido es generalmente despreciable. Una estimacién de la magnitud del campo inducido
respecto al campo aplicado, la da el nimero de Reynolds magnético R,,, = U,L/n, donde U, y L
representan una velocidad y longitud caracteristicas del flujo y n = 1/p,0 es la difusividad mag-
nética. En la mayoria de las aplicaciones de interés tecnolégico se tiene que Rm < 1, de modo
que el campo inducido se puede despreciar.

Al estudiar los flujos MHD en capa limite supondremos que los efectos convectivos (no lineales)
son despreciables. Esto se logra considerando el flujo laminar sobre una placa plana donde los
bordes de la misma se encuentran muy alejados. Asimismo debe suponerse que la amplitud de
oscilacién del fluido es pequefia comparada con una longitud caracteristica, de modo que se evite el
desprendimiento de la capa limite [30]. EI flujo serd analizado desde distintos sistemas de referencia
y por lo tanto se presentardn diversas fuerzas inerciales dependiendo del sistema que se elija. Es
importante enfatizar que la fuerza de Lorentz aparece tlinicamente cuando existe un movimiento
relativo entre el fluido y el campo magnético.

Los flujos que estudiaremos aqui tienen lugar en el plano formado por la placa que limita
al fluido y el campo magnético transversal a ella, es decir, son flujos bidimensionales. Ya que
en general supondremos que ¢l movimiento del fluido se presenta en una direccion transversal al
campo magnético aplicado, de la ley de Ohm se tiene que las corrientes inducidas serdn ortogonales
tanto a la velocidad como al campo aplicado, es decir, perpendiculares al plano de movimiento.
Esto a su vez implica que la fuerza de Lorentz estard en la direccion del movimiento del fluido, y
de hecho se opondra a él.
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Aunque suponemos que el problema es esencialmente bidimensional, la corriente perpendicular
al plano de movimiento debe necesariamente completar su trayectoria. Aqui supondremos que muy
lejos del plano en cuestion existen paredes que permiten completar las trayectorias de corriente ya
sea, a través del mismo fluido, de las paredes (conductoras) o bien de un circuito eléctrico externo.
Precisamente las condiciones eléctricas en estas paredes lejanas son las que determinan el valor del
campo electrostitico E. Puede demostrarse que en el caso en que el campo magnético estd inmerso
en el plano de movimiento, el campo E no depende de las coordenadas espaciales, es decir, es a lo
mds una funcidn del tiempo [31].

En general, la fuerza de Lorentz puede ser rotacional, lo que significa que es capaz de modificar
la vorticidad del fluido. Si sustituimos la densidad de corriente j dada por la la ley de Ohm (2.4.5),

en la fuerza de Lorentz y utilizamos algunas identidades vectoriales obtenemos
(3.2.1) f=jxB=¢ExB-¢[(B-Bju-B(B-u),

y yaque B L u, la expresién para la fuerza se escribe como

(3.2.2) f =oE x B - 0By,

donde se observa que el segundo término tiene signo opuesto a la velocidad.
Aplicando el rotacional a la expresidn anterior y reescribiendo usando identidades vectoriales,

obtenemos

Vxf=0[(V-BE-B(V -E)]-0B*V xu

Ya que V - B = 0 y E no depende de las coordenadas espaciales tenemos que
(3.2.3) Vxf=-0BVxu

Esto indica que la fuerza eléctrica es irrotacional, y por tanto no modifica la vorticidad del
fiujo. Cuando las condiciones eléctricas en las paredes laterales son tales que la corriente eléctrica
se cortocircuita, se tiene que el campo eléctrostitico es cero, E = 0. En tal caso, la fuerza de
Lorentz se reduce a

(3.2.4) f = —oBu

Como en cualquier problema de MHD, la solucidén del ftujo oscilatorio de capa limite en pres-
encia de un campo magnético debe satisfacer las ecuaciones de la dinamica de fluidos y del campo
electromagnético, es decir, las ecuaciones MHD obtenidas en el capitulo 2.

3.2.1. Ecuaciones fundamentales de la MHD en términos adimensionales. Del capitulo 2,
tenemos que las ecuaciones fundamentales de la MHD se expresan dimensionalmente en la forma
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0 1 1
—E—l-(u-V)u:——Vp-H/VQu%-ujxB,
ot p p
V-.ou=0,
_ _9B
VXE—*-ET’
V x B = pj,
V-.j=0,
V.-B =0,

j=c(E+uxB)
Ahora procederemos a adimensionalizar estas ecuaciones de acuerdo al tipo de problemas fisi-
cos que deseamos de analizar. Si suponemos que el flujo se produce por un gradiente de presion
oscilatorio en direccidn axial, se tiene que

9p _9p _,

dy Oz
P _ G cos(uwt) = pliwcos(wi)
T cos(wt) = pl/ w cos(wt),

donde G es la amplitud de dicho gradiente. De esta forma, podemos definir una velocidad

caracteristica a partir de G, es decir,

En el caso de que el flujo sea producido por una pared oscilatoria, U, seria la amplitud de la
velocidad de la pared, o bien puede ser la amplitud de velocidad del flujo potencial.

Si ahora consideramos las siguientes variables adimensionales,

S N e
u = T = wt, } =1 X A YA I
P . J B E

R . M - g — B* = —. E*:—-——-—

PEsuB 7 T suB, B, U,B,

donde B, es la magnitud del campo magnético aplicado y L una longitud caracteristica del
flujo, tenemos que las ecuaciones fundamentales de la MHD se transforman en

ou*
ar

1
t+e(ut Viut = —N,Vp* + -R:v?u* + N,j* x B*,

V-u =0,



oB*
VxE =~
eV X o7’
V xB* = R,.j%,
V.j' =0,
vV .-B* =0,

j*:E*_*_u*XB*,

donde el operador V estd dado por V = (3%, 2, -2 ) y ademds
U L2 2
£=—2, R,=2 ) NwzaB“E [.
wl v pw i,

El pardmetro £ puede interpretarse como el cociente de la amplitud de desplazamiento del fluido
U,/w y la longitud caracteristica L. Aqui supondremos que se cumple la condicién de oscilaciones
de amplitud pequeiia, es decir, € < 1. Esta condicion asegura la ausencia de separacion de la capa
limite [30]. Por otra parte, el pardmetro R, es el nimero de Reynolds oscilatorio. La cantidad
RY? puede interpretarse como el cociente de la longitud caracteristica L y “la longitud viscosa”
(v/w)'/?. A suvez, N, se conoce como el pardmetro de interaccidn y da una estimacién de la inten-
sidad de la fuerza magnética comparada con la inercial. También puede interpretarse como la razén
del tiempo caracteristico asociado al transporte de vorticidad inercial y el tiempo caracteristico de
la atenuacién magnética (tiempo de Joule, 7; = p/ocB2).

Asimismo, M es el nimero de Hartmann y da una estimacion de la magnitud de la fuerza
magnética comparada con la viscosa.

El sistema de ecuaciones previo puede simplificarse sustancialmente si suponemos que R,, <
1. Como se menciond anteriormente, tal condicién implica que el campo magnético no se altera
por el movimiento del fluido, pero éste si se ve afectado por el campo a través de la fuerza de
Lorentz. Bajo la aproximacién R, < 1, el campo magnético estd gobernado por las ecuaciones
magnetostiticas, es decir,

(3.2.5) v x B* =0,
(3.2.6) V. B*=0.
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Esto implica que B* puede determinarse independientemente de u*, y ademds, que B* no
depende del tiempo. En otras palabras , B*no se ve alterado por el movimiento del fluido.

Entonces, ya que %”;— = {}, la ecuacién de Faraday queda
(3.2.7) V xE" =0,
de donde E* = —V ¢*, siendo ¢* el potencial eléctrico, adimensionalizado por U, B, L.

Entonces bajo la aproximacién R,, < 1, las ecuaciones fundamentales de la MHD para un

fluido incompresible se reducen a

(3.2.8) V.u=0,
ou 1 9 .
(3.2.9) Lt eu-V)iu=—-N,Vp+ —Vu+N,j x B,
or R,
(3.2.10) j=-Vé+uxB, V-j=0,
(3.2.1D) V-B =10, VxB=0,

donde se ha eliminado el simbolo* por simplicidad.
En este trabajo, nos interesa analizar flujos en ductos o sobre paredes bajo un campo magnético
transversal de modo que tomamos

(3.2.12) B =7,

donde ¥ es el vector unitario en la direccion transversal y. Evidentemente, la ecuacidn (3.2.12)
satisface las ecuaciones magnetostaticas (3.2.11).

De esta forma, en la aproximacién de capa limite las ecuaciones a resolver son

ou  Ov
(3.2.13) o+ 57 =0
Ju ou v dp  18% )
2.14 = ) = —Numo + 22— Noj,
(3.2.14) ar Teligy TUgy) ax Taay
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¢ d7. _
-5, T U, e =

07 ’ 0z
donde la longitud caracteristica se ha tomado igual al grosor de la capa de Stokes, L = 4,

(3.2.15) Jz = 0

de modo que R, = 2. En este flujo bidimensional, la tinica componentie de la corriente estd en la
direccién z, perpendicular al plano de movimiento. En todos los flujos de capa limite, supondremos
que la pared que limita al fluido es eléctricamente aislante, de modo que la corriente eléctrica no
penetra en la pared. Adicionalmente, las condiciones de frontera que se deben satisfacer cuando el
sistema de referencia esta fijo en la pared, son

(3.2.16) u=v=0 enY =1{;

(3.2.17) u— U, cuando Y — o0,

donde U es el flujo potencial externo a la capa limite.

En la ecuacion (3.2.14) el término convectivo aparece modulado por el pardmetro €. Parae # 0,
este término es distinto de cero en la cercania de los bordes de la placa, o bien cuando la superficie
es curva . En estos casos, es posible encontrar soluciones analiticas mediante el método de pertur-
baciones, suponiendo que £ < 1 [32, 33]. En los casos que analizaremos aqui, supondremos que
la placa es plana e infinita de manera que la aceleracién convectiva es idénticamente cero. Esto a
su vez implica que la velocidad axial » es funcién sélo de Y y 7, y por continuidad (Ec.(3.2.13)) se
tiene entonces que no existe componente transversal de la velocidad (v = 0).

Finalmente entonces, debemos resolver la ecuacion

ou op  10%u O
2.1 _:_Nw—__ _—'_r_j\rw A 3
(3.2.18) ar ax 28y (~57 *+4
con las condiciones de frontera
(3.2.19) u=20 enY =0,
(3.2.20) u— U, cuando Y — o0

Debe notarse que estas condiciones pueden variar dependiendo del sistema de referencia uti-
lizado, como veremos en los siguientes problemas.
Fuera de la capa limite, el flujo potencial U = U{r) satisface la ecuacién de Euler MHD
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ou op d¢
3.2.21 — ==N - N, (== .
(3.2.21) ar gy ~ Nulgz tY)
Notese que el campo eléctrico £, = —g—g, que sdlo depende del tiempo, es el mismo que en
la capa limite. Sin embargo, la densidad de corriente eléctrica, J, = —g% + {J, difiere de la de la

capa limite.

3.2.2. El segundo problema de Stokes con campo magnético fijo relativo al fluido. Primer-
amente analizaremos el flujo de un fluido eléctricamente conductor producido por una placa plana
que oscila arménicamente de manera similar al segundo problema de Stokes, pero bajo la presencia
de un campo magnético transversal a la placa.

En este caso suponemos que el sistema de referencia y el campo magnético estdn fijos en infinito
donde el fluido se mantiene en reposo. De esta forma el movimiento relativo aparece sélamente
en la vecindad del la pared oscilante, donde se forma la capa limite. En esta regidn, se induce
una densidad de corriente eléctrica en la direccién z, perpendicular al movimiento de la placa y al
campo magnético.

Ademds, se supone que la presion en la direccién X es constante, de manera que su gradiente
se elimina. Si ademds suponemos condiciones de corto circuito g—z = 0, la ecuacién que describe
el flujo (ecuacién(3.2.18)), se transforma en

du 1 &u
222 — + Ny = =,
3 ) or + Nt 20Y2
con las condiciones de frontera
u(0,7) = €7,
u(oo, ) = 0.

La solucién completa a este problema viene dada por

w(Y,7) = e Velm

donde k = \/2(N, +i) = Vr+ N, +ivr — N, conr = /N2 + 1. Obteniendo la parte real

de la expresién anterior, la solucién final se expresa como

(3.2.23) usp(Y,7) = w(Y,7) = e Ve cos(T — Y /1 — N,).

Observamos que cuando N, = 0, es decir, cuando no hay campo magnético externo, la expre-
sién anterior se reduce a la solucidn de Stokes, dada por la ecuacién (3.1.4). A su vez si N, — ¢,
se tiene que U(Y, 7) = 0. Esto indica que el campo magnético es capaz de frenar el movimiento del
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fluido, atenuando el momento lineal y la energia cinética del flujo e incrementando su energia térmi-
ca a través del efecto Joule. Nétese ademads que la existencia del campo modifica el desfasamiento
entre el movimiento de la placa y el fluido.

La destruccion total del momento lineal y la energia cinética del flujo que lleva a frenar com-
pletamente el flujo cuando el campo magnético es suficientemente intenso es un efecto introducido
por la bidimensionalidad del problema. Al considerar un flujo tridimensional, el frenado magnético
no es total y se presenta una redistribucién de energia y de momento lineal y angular del sistema.
Este tépico ha sido estudiado a profundidad por Davidson [34].

3.2.3. El segundo problema de Stokes con campo magnético fijo relativo a la placa. Aho-
ra resolveremos el problema manteniendo el sistema de referencia fijo en infinito pero fijando el
campo magnético transversal a la placa oscilante. Por lo tanto, debe tomarse en cuenta la velocidad
relativa v entre el campo magnético y el fluido. En estas condiciones, se induce una corriente en
la direccién det eje Z dada por j = v x 7. Entonces, la fuerza de Lorentz en condiciones de corto
circuito ahora estd dada por f' = — N, v, donde la magnitud de la velocidad relativaes v = u — ™",
siendo w la velocidad del fluido y ¢'” la velocidad de la placa.

La ecuacién de movimiento y las condiciones de frontera que determinan el flujo son

du gy = L O*u
(3.2.24) oot Ny(u—¢7) = 3972’

w(0,1) = ¢,

u{o0, T7) < 0.
La solucién completa a este problema viene dada por
ez“r

Ny+1
Explicitamente, la parte real de la solucidn anterior tiene la forma

u(Y,7) = (te™* 4+ N,)———

(3.2.25)
e~ YVrNG

JV2 j\.r 2

En ausencia de campo magnético, cuando N, = 0, la solucidn anterior se reduce a la solucién

w = [cos(r —YVr—-N,)— Nysin(t = YVr - N+ ——— [N cos(7) + sin(7)].

de Stokes. Cuando NV, es finita, el primer término del lado derecho de la solucién (3.2.25) tiende

a cero conforme la distancia a la pared crece (i.e. Y — 00). Sin embargo, el segundo término que

es independiente de ¥ permanece, indicando un movimiento armoénico en el tiempo muy lejos de

la placa. Por otra parte cuando NV, — 00, €l primer término de (3.2.25) se anula y el segundo tiende
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a cos 7; es decir, el fluido se mueve como un cuerpo rigido con ta misma frecuencia y fase que la
placa oscilante.

En los siguientes dos casos se fija el sisterna de referencia en la placa y se analiza el movimiento
del fluido debido a un gradiente de presién oscilatorio muy lejos de la placa, pero con un campo
magnético constante B, perpendicular al movimiento del fluido. En un caso, el campo estd fijo a la
placa, mientras que en otro éste oscila junto con el fluido en infinito.

3.2.4. Capa limite oscilatoria con % # (0 y campo magnético fijo a la placa. Cuando el
flujo es producido por un gradiente de presion, se genera una region de flujo potencial lejos de
la placa y una regién de capa limite cerca de ella. Ya que las velocidades en cada region son
distintas, la corriente inducida y por tanto la fuerza de Lorentz serd distinta en cada regién. Como
en este caso el campo magnético esta fijo a la placa, la fuerza de Lorentz en la capa limite esta
dada por f; = j x ¥, donde j es la densidad de corriente en la capa limite dada por la ley de Ohm,
j = E+u x 7. Fuera de ésta la fuerza estd dada por f, = J x 7, donde J es la densidad de corriente
en el flujo potencial, J = E + U x ¥. En este caso no se suponen condiciones de corto circuito de
manera que el campo eléctrico E es distinto de cero.

Entonces, las ecuaciones que gobiernan el flujo en la’ capa limite estin dadas por (3.2.18)-
(3.2.20), mientras que el flujo potencial satisface la ecuacién (3.2.21). Despejando el gradiente de
presién en la ecuacion(3.2.21) y sustituyendo el resultado en la ecuacidn (3.2.18), obtenemos

Ou—U) 1 8%u

(3.2.26) o + Ny(u—-U)= 2377

con las condiciones de frontera
w(0,7) =0,

u(Y ~»00,7) =U,
donde U(7) = €'". La solucién de la ecuacién(3.2.26) que satisface las condiciones a la frontera
estd dada por

uw(Y,7) = (1 — e "),

Explicitamente, la parte real de la solucion anterior es

(3.2.27) (Y, T} = (Y, T} = cos[r] — ™"V cos(r — Y /1 — N,,).

Si N, = 0, laecuacidn (3.2.27) se reduce a la solucion de Stokes desde un sistema de referencia
fijo en la placa dada por la ecuacién (3.1.12), estudiada en la seccién 3.1.2. Observamos que la
solucion es igual a la velocidad de oscilacidn del fluido muy lejos de la placa menos la velocidad
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de Stokes con campo magnético fijo relativo al movimiento del fluido dada por u,z (Y, 7), es decir,
umpg(Y,7) = cos(7) — usp(¥, 7).

Para N, finita, el segundo término de la ecuacidn (3.2.27) tiende a cero conforme y — o0 y
entonces el fluido se mueve arménicamente como el cos(r). Por otra parte, cuando N,, — co el
segundo término de la ecuacién (3.2.27) nuevamente tiende a cero y el fluido se mueve como el
cos(7) dentro y fuera de la capa limite, es decir, presenta un movimiento de cuerpo rigido.

3.2.5. Capa limite oscilatoria con -g% # 0 y campo magnético fijo al fluide. Ahora re-
solveremos el problema suponiendo que el campo magnético oscila arménicamente junto con el
flujo potencial en el infinito. Es decir, el campo magnético se mueve junto con el fluido fuera de
la capa limite, por lo que no existe una corriente inducida en esa regién debido a que no hay una
velocidad relativa entre el fluido y el campo. De esta forma, la fuerza de Lorentz estd dada en
esa regién Unicamente por f, = —Nw%. En la capa limite, si hay movimiento relativo entre el
campo y el fluido [35] por lo que la fuerza de Lorentz estd dada por f; = — N, (— g% + v}, donde la
velocidad relativa es v = u — U, siendo u la velocidad del fluiddoy U = ¢'” 1a velocidad del campo
magnético que coincide con la del flujo potencial.

La ecuacion de movimiento y las condiciones de frontera que describen el flujo en la capa
Iimite estan dadas nuevamente por las ecuaciones (3.2.18)-(3.2.20). Sin embargo, la ecuacién que
satisface el flujo potencial es

ol ap d¢

— = —Ny,70— + Ny—=%.

ot “ o * az

Despejando ¢l gradiente presion en la ecuacién(3.2.28) y sustituyendo el resultado en la ecuacion

(3.2.18), obtenemos

(3.2.28)

A(u — U) 4 _10%
—T-FNM(!L-U) = EW

Esta ecuacién, tiene la misma forma que (3.2.26) con las mismas condiciones dadas por

u(0,7) =0,

wY = o0, 7) =U.

Por lo tanto su solucidn estd dada por la Ec. (3.2.27) como

Ump (Y, 7) = u(Y,T) = coslr] — e ¥V % cos(T — Y /T — N,,),
es decir, tenemos el mismo caso de la seccidn 3.2.4 de modo que la discusidn fisica es la misma

que en es¢ caso.
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CAP{TULO 4

Andlisis del Generador MHD y de su Acoplamiento a un Sistema Solar

En este capitulo analizaremos el funcionamiento de un generador alterno MHD y para tal efecto
realizaremos un estudio del flujo laminar oscilatorio de un fluido eléctricamente conductor en un
ducto rectangular, inmerso en un campo magnético uniforme transversal. Primero consideraremos
el caso limite en que las paredes laterales del ducto, paralelas al campo magnético, son eléctri-
camente conductoras y estdn muy alejadas entre si, y de la regién donde se analiza el flujo. Por
su parte las paredes perpendiculares al campo se consideran aislantes eléctricos. Este problema, se
puede modelar fisicamente como el flujo oscilatorio unidimensional entre placas paralelas infinitas,
conocido como el flujo de Hartmann oscilatorio, que presenta una solucidn analitica sencilla. A par-
tir del flujo de Hartmann es posible establecer un modelo simplificado del generador alterno MHD
y determinar la potencia eléctrica y la potencia de flujo del mismo, asi como su eficiencia eléctrica
en funcién de la intensidad del campo magnético, la frecuencia de oscilacidn y la resistencia de
carga. A partir de la expresidn para la eficiencia del generador MHD, se obtiene una eficiencia
global para un sistema que utiliza este generador acoplado a una fuente solar por medio de fibras
Gpticas, y se analiza la factibilidad de acoplamiento. Posteriormente, con ¢l fin de analizar el efecto
de la conductividad eléctrica finita de las paredes del ducto resonador, se formula el problema para
el flujo oscilatorio laminar completamente desarrollado de metal liquido en un ducto rectangular
bajo un campo magnético transversal uniforme. Se obtiene una solucién numérica para el flujo
en la region del nicleo- capa limite lateral con condiciones de frontera para paredes conductoras
delgadas asi como para paredes aislantes. Se presenta el método de solucidn del sistema de ecua-
ciones, a saber, el método espectral de colocacidn, y se discuten algunos aspectos relacionados a
su implementacién numérica. Posteriormente, se presentan soluciones numéricas para diferentes
intensidades de campo magnético, frecuencia de oscilacién, asi como para diferentes valores de
conductividad eléctrica de las paredes.

4.1. Modelo unidimensional de un generador MHD alterno

Primero consideraremos un canal con la estructura tipica de un generador MHD, el cual consiste
de un ducto rectangular de longitud X; inmerso en un campo magnético B transversal uniforme,
a través del cual oscila arménicamente un metal liquido en flujo laminar. Las paredes del ducto
perpendiculares al campo tienen una longitud 2147 y se suponen no conductoras de la electricidad
mientras que las paredes paralelas al campo se consideran conductores ideales de anchura 2H
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haciendo un contacto eléctrico perfecto con el fluido. Debido a que existe un movimiento relativo
entre el fluido y el campo magnético se induce una corriente eléctrica alterna j, como se describid
explicitamente en ¢l capitulo 3, y que puede ser extraida a través de un circutto externo.

Por otra parte, si suponemos que W y X, son mucho mayores que H y que la region de andlisis
se encuentra muy alejada de los extremos del ducto, entonces el flujo puede aproximarse como el
flujo entre dos placas paralelas infinitas, conocido como flujo de Hartmann oscilatorio. Este flujo es
el andlogo en MHD al flujo de Poiseille oscilatorio en la mecénica de fluidos ordinaria. Su solucién
analitica permite verificar claramente los limites para campos magnéticos nulos 0 muy intensos,
y por otra parte, reproduce en gran medida la estructura caracteristica de los flujos oscilatorios
laminares en canales MHD, dando una informacion hidrodindmica importante para el estudio de
flujos mds complicados.

Expiicitamente el problema consiste en el flujo oscilatorio laminar de un fluido conductor entre
dos planos paralelos infinitos separados una distancia 2H. Se supone que el fluido es viscoso e
incompresible y se considera un campo magnético externo constante normal a los planos. El flujo
estd completamente desarroliado de manera que el problema es unidimensional existiendo sélo una
componente de la velocidad (componente en direccién ) que depende de la coordenada normal a
ios planos (coordenada 7). El flujo es producido por una gradiente de presion en la direccién axial
que oscila arménicamente como G cos{wt).

[Las ecuaciones adimensionales que describen el flujo MHD en ductos estin dadas por (3.2.8)-
(3.2.11):

V-u=0,

5} 1 _.
a—: +e(u-Viu=-N,Vp+ Ew—vzu + N,j x B,

i=-Vé+uxB, V- j=0,

V-B =40, VxB=0,

donde ahora la longitud caracteristica, L, del flujo estd dada por la mitad de la distancia entre
las paredes paralelas al campo, es decir L = W. Como se menciond previamente, se considera
que el flujo es incompresible ya que la longitud de onda acistica es mucho mayor que la longitud
caracteristica del flujo, es decir, A > W,

Al igual que el flujo oscilatorio MHD en capa limite, el campo magnético adimensionalmente
estd dado por B = ¥, donde ¥ es el vector unitario en la direccidn transversal y. Ademds, también
supondremos que se cumple la condicién de oscilaciones de amplitud pequena, es decir, € < 1,
aunque independientemente de esta suposicién, por tratarse de un flujo completamente desarroliado
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el término convectivo se anula idénticamente. Por lo tanto tenemos s6lamente una componente de
la velocidad en direccién axial y una componente de la corriente en direccién z y éstas sélo son
funciones de Y y 7, es decir, w = w(Y, 1) y 7. = 7.(Y, 7).

Con estas simplificaciones las ecuaciones anteriores se reducen a

du dp 0%u
4.1.1 Sl = -2 -3
(1.1 No'gr=—ax T M gye
. 09 dj.
1z = 92 + u, EYA =0.

Definimos ademas el factor de carga como

9¢
0Z’
y puede demostrarse que para este tipo de flujos que tienen lugar en un plano que contiene al

(4.1.2) K =

campo aplicado, K es a lo mds una funcion del tiempo [31]. En principio, el valor X depende de
las condiciones del circuito eléctrico externo. '
Entonces, la ecuacidn a resolver para el flujo de Hartmann es
AR I Ve Xl
“ ar X oy
Si suponemos que el sistema coordenado se encuentra a la mitad de la distancia entre las placas

(4.1.3) + K —u.

(Ver figura 4.2), las condiciones de frontera son

4.1.4) u(+a) =0,
donde @ = H/W es larazén de aspecto del ducto que en este caso se supone mucho menor que
L.
A su vez, el gradiente de presién impuesto es de la forma
g;, = G cos(T},
donde G es la amplitud adimensional del gradiente. O bien, en notacion compleja
op :
i A G T
ax ~ ¢
donde la parte real de la expresién anterior es la que tiene significado fisico. Ademds suponemos
que
(4.1.5) w(Y,7) = uo(¥Y)e",
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(4.1.6) K = K,e",

donde K, = cte. Para un generador eléctrico conectado a una resistencia de carga, KX, toma valores
en un intervalo que va de cero (condiciones de corto circuito ) a uno (condiciones de circuito
abierto) [1].

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién de movimiento (4.1.3) obtenemos

j}h
?lNJlu(, =G+ Mf_z:i;: + K, — g,
0 bien
d*u, . .
(4.1.7) 7 Mu, = M?(G - K,),

donde A2 = M*(1 + +N_!). El valor caracteristico A puede escribirse en la forma A = « + i3
donde

1/2

@.1.8) g}zjw|:\/1+f;";2:t1

La solucidén a la ecuaciodn (4.1.7) que satisface las condiciones (4.1.4) es

cosh(AY)

4.19 (V) = ugy |1 SSR2T) )

(419 Uo{Y') = top { cosh(/\a)]

donde u,, = — Iﬁr La solucién completa de la ecuacion (4.1.3) es entonces
cosh(AY)]

4.1.10 (Y, =y, |1 — ————=| €.

( ) u(Y,7) = e [ cosh(/\a,)] ¢

La velocidad u(Y, 7) estd normalizada por una velocidad U, es decir

i ud(y)eiwt
Vir) = —F—o
u(r,r) = 2
donde u,4(y) es una cantidad dimensional, dada por [36]
H* (G M [o cosh (M%)
4.1.11 ugy) = — | —+ —=,/—F, —— Y,
( ) waly) \2 (T] + 7\ 5 ) ( cosh{)\)

Es decir, esta ecuacién es la solucién de la ecuacidn (4.1.7) con condiciones (4.]1.4) en términos
dimensionales.

Si hacemos que U, sea la velocidad espacial promedio en la seccidn transversal, es decir
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1 1 H (G M [o tanh(A)
4.1.12 = — | wydy =2 (Z 2 g ) (Y
( ) v 2H ./_H taly) dy A2 (77 * H "?E) ( A 1) ’

entonces adimensionalmente

) Y
— / o (Y)dY =1,

a . f_.

va que u,{Y) = uy(y)/U,, donde u,(Y') estd dada por la ecuacién (4.1.9). Es decir,

1 L
2a J_,
de donde encontramos que

H

. tanh{Aa)
(Y)Y =y, |1 — 2R
oY) ¢ Uop [1 o ]

N A
7 Xa — tanh(Xa)’

Entonces, la ecuacion de la velocidad dada per (4.1.10) también puede expresarse como

(4.1.13)

(4.1.14) w(¥,7) = ha ( cosh{Aa) ~ cosh(AY) ) ir

Aacosh(Aa) — sinh(Aa)

Con el fin de separar los efectos de la frecuencia de oscilacién w y de la intensidad de campo
magnético B,, para la descripcion de los perfiles de velocidad dados por la ecuacidn (4.1.14) se
utilizan los parametros R, y M, en vez de N, y M, recordando que N, = M?/R,,.

Una manera conveniente de analizar 1os perfiles de velocidad es haciendo referencia a la ecuacion
de movimiento (4.1.1), que expresa el balance entre las distintas fuerzas involucradas. Cuando N,
es muy grande, el término inercial es muy pequefio (N;'du/d7 ~ 0). En tal caso el gradiente de
presion que origina al flujo se equilibra con la fuerza viscosa y la fuerza de Lorentz, y se tiene una
velocidad que estd en fase con el gradiente de presion. La fuerza viscosa solo es considerable cerca
de las paredes en la capa limite mientras que en el nicleo el balance se establece principalmente
entre el gradiente de presién y la fuerza de Lorentz. Por su parte, esta dltima siempre estd en la
direccién contraria al movimiento del fluido y tendera a frenarlo, achatando el perfil de velocidades
en el nicleo del flujo. Cuando N, disminuye, lo que puede ocurrir al disminuir B, o aumentar la
frecuencia de oscilacién w, el término inercial se vuelve considerable y entonces se introduce un
desfasamiento de 7 /2 entre la velocidad y el gradiente de presidn. Esto da lugar a diferencias de
velocidad entre el nicleo y las capas limite puesto que las fuerzas viscosas son distintas en cada
region. Como veremos a continuacién, al incrementar la interaccidn magnética, estas diferencias
pueden suavizarse obteniendo un fiujo uniforme (tipo tapén) que alcanza la velocidad cero en las

capas limite.
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En las figuras 4.1a y 4.1b se pueden observar los perfiles de velocidad en un cuarto de ciclo
como funcion de la coordenada transversal ¥ a diferentes tiempos para un valor fijo de R, a saber,
R,, = 1.37 x 10°. Este valor corresponde a sodio liquido a 130°C y a una frecuencia f = 1K Hz,
que son las condiciones experimentales reportadas por Swift [11]. Las figuras corresponden a
valores del nimero de Hartmann de Af = 100 y A/ = 1000, respectivamente. El principal efecto del
campo magnético es el aplanamiento del perfil de la velocidad en la regién central. Para A = 100
se observa que cuando 7 = 0 la velocidad en la regidn cercana a las paredes es mayor que en
el centro. Al aumentar 7, la velocidad se va uniformizando en el nicleo del flujo, mientras que
cerca de las paredes la velocidad empieza a tomar valores negativos ya que s en esta region donde
el fluido se frena primero. En la grifica se observa c6mo, al principio del ciclo en las regiones
cercanas al centro, el perfil de velocidad se aplana mientras que en las paredes el cambio de sentido
es mas riapido debido a que en esta region la inercia es menor. El cambio de sentido en la velocidad
del fluido manifiesta el hecho de que el fluido experimenta un gradiente de presidon arménico. En la
segunda figura se grafican los perfiles de velocidad para las mismas condiciones que en la grifica
anterior, pero con M = 1000. En esta grifica, el comportamiento de los perfiles de velocidad es
muy parecido al comportamiento anterior con la diferencia de que el aplanamiento del perfil es mis
pronunciado de modo que la velocidad es uniforme en la mayor parte de la seccién transversal. Es
decir, el perfil de la velocidad es muy similar al perfil del fiujo de Hartmann estacionario.

En las siguientes figuras se muestran los efectos de la intensidad del campo magnético y de la
frecuencia de oscilacién para un tiempo fijo.

En la figura 4.2 se muestra el perfil de velocidades como funcién de la coordenada transversal
Y en un cuarto de la seccién transversal del ducto a un tiempo fijo, 7 = 0, para R,, = 1.37 x 10°
y diferentes valores del nimero de Hartmann, a saber, 100, 1000, 3000. En la gréfica se puede
observar que para M = 100, en la regién cercana a la pared la velocidad es mayor que en el nicleo.
Este efecto se ve disminuido conforme aumenta la intensidad del campo magnético, ya que el perfil
de velocidad se aplana conforme aumenta el niimero de Hartmann. En la figura 4.3 se muestra el
perfil de velocidad para un nimero de Hartmann de M = 1000 y diferentes valores del ndmero
de Reynolds oscilatorio, 1. Conforme éste aumenta, la velocidad cerca de la pared se incrementa
con respecto a la velocidad en el centro del ducto.

En la figura 4.4, analizamos el efecto de la frecuencia de oscilacion es decir, de K, a un tiempo
fijo 7 = 0, para una intensidad baja del campo magnético, M = 10. En la grifica se muestra como
el perfil parabélico que se obtiene a frecuencias bajas (12, menores que 10°) se va aplanando en el
centro conforme £, aumenta al tiempo que la velocidad se incrementa en la capa limite.

En general, podemos observar que cuando el efecto inercial determinado por IZ,, es mayor que
el efecto del campo magnético, el fluido que se encuentra en la region cercana a la pared tiende
aumentar su velocidad respecto al nucleo del flujo, conforme aumenta la frecuencia de oscilacién.
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Ahora bien, la potencia local instantdnea del generador estd dada por j - E. En el sistema de
referencia del laboratorio el término j - E es igual a la tasa de disipacién de Joule mas la tasa de
trabajo hecho en contra de la fuerza de Lorentz (j x B} que se opone al movimiento del fluido. Por
otra parte, de la ley de Ohm (Ec.(3.2.10)), en términos del factor de carga K = K,e'", se tiene

(4.1.15) 7. = (ue(y) — K,)et.

Notese que en el caso paricular en el que la corriente neta en la seccidn transversal es cero
(condiciones de circuito abierto) tenemos

1 1
szd}’z(), = K(,ﬂ%f uo(y)dY = 1.

1 1
De la ley de Ohm expresada por la ecuacién (4.1.15) y de las ecuaciones (4.1.2) y (4.1.6) el

término j - E se puede expresar como

i-E= Re{(u.(y) — K,)e" } Re {—K,e"}.
La potencia eléctrica total de salida del generador se obtiene promediando en el tiempo durante

un ciclo 7 0 un nimero par de ciclos 2n7 la cantidad j - E e integrando en ¢l volumen total V' del

generador. Entonces

17 f,
(P) = — j-E dVdr.
TJo Jv
Se puede observar que la expresion j-E contiene productos de funciones armdnicas en el tiempo,
lo que da lugar a una contribucién arménica temporal que oscila con el doble de la frecuencia
original y una parte estacionaria. Después de la integracién en el tiempo, la parte armdnica temporal
desaparece y la estacionaria nos da un valor diferente de cero.
Entonces, una vez realizada la integracidon encontramos que la expresién adimensional para la

potencia eléctrica total, (.}, estd dada por

(4.1.16) (P = 20(1 - K,)K,,

donde [ es la longitud adimensional del canal MHD y K, va de 0 (corto circuito) a 1 (circuito
abierto). Es importante hacer notar que atin cuando en la forma adimensional dada por la ecuacion
(4.1.16), la potencia eléctrica no depende explicitamente de la intensidad del campo magnético ni
de la frecuencia de oscilacidn, Ia potencia eléctrica total en su forma dimensional si depende de

estas cantidades. Es decir,
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Py =
pU2B2L3
donde {P,)’ es la potencia eléctrica total dimensional y U, estd dada por la ecuacién (4.2.1).

En la figura 4.5, graficamos la potencia eléctrica total (F;) por unidad de longitud [ como
funcién de K,. En la grafica se observa que el comportamiento de la potencia eléctrica es parabdlico
y que su mdximo valor se obtienc para K, = 0.5. Este valor se obtiene cuando la resistencia de
carga es igual a la resistencia interna del generador, lo que se conoce como condicidn de igualdad
de impedancias [19].

Ahora bien, definimos la potencia de flujo total como

(Pry = / /_]XB u dVdr.
VvV

El término j x B - u representa la taza a la que el campo electromagnético hace trabajo sobre
el fluido, transformandose en energia cinética o ayudando a vencer otras fuerzas. Dicho de otra
forma, ) X B - u es la energia por unidad de tiempo que debe suministrarse al fluido (por medio del
gradiente de presion) para vencer la fuerza de Lorentz y mantener el movimiento oscialtorio.

Yaque B=7%,j= 3ok y U = u, lenemos que

jxB-u=-Re{j,} Re{u}.
De la ley de Ohm expresada por la ecuacion (4.1.15) y de las ccuaciones (4.1.2) y (4.1.6) el
término j X B - u se puede expresar como

ixB-u=—Re{{u(y) — K.)e' } Re {u.e} .
Aligual que con el término j- E, el producto j x B u contiene funciones arménicas en el tiempo
y términos estacionarios. Estos tiltimos dan una contribucion distinta de cero una vez realizada la
integracidn temporal.
Explicitamente, se tiene que la expresion para (FPf) estd dada como

(P = {(20B(=(ad + F2) + I, (1 + (o + ) cosh(2a) + a(2B(~ (0 + F2) + Ko(~1 + (a2 + 67)
Yeos(28) — (e + (=3 + 4K,)5%) sin(28)) — B((—3 + 4K,)0? + %) sinh(2a))} / {aB(—
cos(28) + a?cos(28) + B2 cos(28) + (1 + (a? + %)) cosh(2¢) — 285in(28) — 2asinh(2a))},

donde v y J estdan dadas por (4.1.8). Al igual que la potencia eléctrica total la potencia de flujo
(Py)" estd adimensionalizada como
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(Fr) = s
pU2B2L3

En la figura 4.6, se presenta (P) /I como funcién del nimero de Hartmann M, para diferentes
valores del Reynolds oscilatorio R,,, y para la condicién de potencia médxima, K, = 0.5. En la
grifica se observa que la potencia se incrementa de manera significativa conforme disminuye R,
para valores del nimero de Hartmann A menores que 500. Para valores de M mayores que 4000,
se observa que la potencia préicticamente es la misma para cualquier valor de R, y conforme el
mimero de Hartmann se incrementa la potencia de flujo tiende a un valor constante. De la grifica
podemos deducir que la potencia de flujo pricticamente no depende de ,, para valores grandes de
M (mayores que 4000 aprox.).

Por otra parte, en la figura 4.7, se muestra (Pf) /I como funcién del nimero de Reynolds
oscilatorio R, para diferentes nimeros de Hartmann M caracteristicos de un generador MHD, y
para K, = 0.5. Consistentemente con la figura 4.6, en la gréfica se puede observar que la potencia
disminuye conforme aumenta 7, para diferentes M, pero para valores de R, mayores que 6x 107 la
potencia es practicamente la misma para cualquier valor de A{. De estos anilisis podemos deducir
que en el limite cuando A, o M tienden a infinito la potencia de flujo tiende a un valor constante.

La eficiencia es fundamental en el disefio de un generador MHD. Comunmente, la eficiencta
isotrépica estd definida como la razén entre la potencia eléctrica de salida, F,, y la potencia de
flujo, £, integrada sobre el volumen total V' del canal MHD [1]. En el caso de un generador MHD
alterno, también se integra en el tiempo sobre un periodo 7, (0 en un nimero par de periodos). Por

lo tanto, la eficiencia eléctrica isotrépica del generador esta definida como

e = (Pe) _ L[, i-E dvdr
’ (Pr) %j; JyixB-u dVdr’

(4.1.17)

La eficiencia 7, da la fraccién de trabajo mecdnico hecho por el fluido para vencer la fuerza mag-
nética, que es convertida en potencia util.
Tomando en cuenta las expresiones anteriores de {F.) y (Fs), explicitamente se tiene que

o= 208K, (K, — 1) {((c® + B?) - 1) cos(28) + ((a® + B%) + 1) cosh(20) — 2 (Bsin(28)
+asinh(2a))} /208 {(—(e? + B8%) + K, ((e? + %) — 1) cos(28)) + (K, ((o? + 5%) + 1)
—(0? + B%)) cosh(2a) — (e + (4K, — 3)4%)sin(28) — B (8% + (4K, — 3)a?) sin(2a) } .
En lafigura 4.8, se muestra la eficiencia eléctrica, 7., como funcién del factor de carga, K, para

R, = 1.37 x 10°% En est4 gréfica se observa que conforme K, se incrementa la eficiencia eléctrica

también aumenta hasta llegar a un valor mdximo, el cual crece al incrementar AJ. Finalmente,
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conforme X, se sigue incrementando hasta llegar a uno, 7, decae hasta cero. En el grafica también
se puede observar que conforme A aumenta, el mdximo de la eficiencia se incrementa.

En la figura 4.9, graficamos la eficiencia eléctrica como funcién de R, para diferentes valores
de M y para la potencia eléctrica maxima, es decir, para K, = 0.5. En el grafico se observa que
la eficiencia eléctrica aumenta conforme aumenta R, para diferentes valores de M, pero aprox-
imadamente a partir de R, = 6 x 107 en adelante la eficiencia pricticamente ya no depende de
M y tiende al valor de 0.5. Por otra parte, se puede observar que para valores de 12, menores que
2 x 1071a eficiencia es mayor con forme M se incrementa.

De la misma manera, en la figura 4.10, graficamos la eficiencia eléctrica como funcién del
nimero de Hartmann M, para diferentes R, con K, = (1.5. En la grifica se observa que la eficiencia
se incrementa de manera significativa, conforme aumenta R, para valores de A/ menores que 2000
aproximadamente. Para valores de M mayores que 4000, la eficiencia pricticamente es la misma
para cualquier valor de R, y conforme M se incrementa la eficiencia tiende al valor de 0.5.

De estas dos ultimas grificas podemos deducir que la eficiencia eléctrica, 7., tiende a un valor
asintdtico de 0.5, es decir, al valor de K, conforme R, y M se incrementan. Este comportamiento
es tipico de un generador MHD de Faraday ideal para nimeros de Hartmann grandes, M > 1,
donde la eficiencia eléctrica tiende al valor del factor de carga, 5, — K, [1].

4.2. Analisis del acoplamiento del generador MHD a un sistema solar

Existen diversos sistemas posibles para acoplar una fuente calorifica solar a un generador ter-
moacustico MHD. En la seccién 1.4 se comentaron diferentes sistemas de generacidn de potencia
eléctrica por fuentes calorificas solares que usan fibras épticas y que son factibles de ser acopla-
dos al generador termoactstico MHD [16]. E! principal beneficio potencial del uso de éstos sis-
temas consiste en la posibilidad de remover el recibidor y la maquina térmica del punto focal de
seguimiento a un lugar fijo sobre el pedestal del plato concentrador o en el piso.

En esta parte del trabajo se propone acoplar un generador termoacustico MHD a un sistema
de concentracion solar del tipo disco-Stirling que utiliza fribras épticas como medio de transporte
de la energia concentrada. Se realiza un primer cdlculo de la eficiencia total de este sistema y de
algunas variantes del mismo, y se comparan con la eficiencia de otros sistemas.

En general, la eficiencia total 7, de una planta solar estd compuesta de las eficiencias de cada
una de las componentes de la cadena de conversién {16], es decir,

(4.2.1) Thotal = Teotector * Mfibra * Trecibidor * TIGTM »

donde 74 €5 la eficiencia de transmision de la fibra dada por [15]

n _ Qsalidu
fibra — )
sztrada
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donde Qentrade ¥ Qsatida SO0 las tasas de energia maxima a la entrada y salida de la fibra éptica
respectivamente. 7gras €s la eficiencia del Generador Termoacustico MHD (GTM), aunque en
principio podria ser cualquier otra maquina térmica, Nrecibidor €8 a eficiencia del recibidor y eqtector
es la eficiencia del colector primario. Esta dltima, incluye varias contibuciones dependiendo del
disefio del sistema, y puede estimarse de acuerdo a la expresién [16]

Tleolector = [P Phyp ~ Ninterc * Nsombra,

donde p, es la reflectividad del reflector primario, disco o helidstato, py,, €s la reflectividad del
reflector hiperboloide secundario, en el caso que se emplee un diseiio de tipo “Cassegrainian” (en
otro caso esta eficiencia vale uno), Minser. €5 1a fraccidon de la mancha focal interceptada, y nsomure
es la fraccién del reflector primario que no es sombreada por el reflector secundario en un diseno
“Cassegrainian”.

Por otra parte, la eficiencia del concentrador parabdlico primario cuando no se emplea un disefio
“Cassegrainian”, para el caso de un concentrador ideal, puede calcularse como {15]

B sin? (¢,) — sin® (B in)
TNeolector = 4 tan2 (gmaT/Q) Pr.
donde ¢, es el dngulo de borde, el cual debe ser menor o igual que el dngulo de admisién de la fibra

Optica #;, y 0,4 €s el dngulo de aceptacidn de la radiacién solar en donde ocurren las refleflexiones
internas totales. Este dngulo estd determinado por la relacién entre el indice de refraccion del
nicleo ny y el indice de refraccién del revestimiento 7o de la fibra, es decir [17]

sin b0 = (n"l2 - n%)lﬂ.
La expresion para la eficiencia del recibidor se puede basar en un modelo simple de un absorbedor
negro [16], es decir,

Tair(’ AT !
Threcibidor = 1- Zs ( F+ ) - Lcon:

donde o es la constante de Stefan-Boltzman y 1, es la temperatura de trabajo del gas. La emision
de pérdidas del recibidor es de acuerdo a la temperatura del absorbedor, la cual es mds grande que
la temperatura de trabajo del gas por una cantidad estimada de AT'. El flujo incidente en la apertura
del recibidor, F°, se calcula a partir de la concentracion geométrica del subsistema 6ptico (colector
primario y fibras), y la eficiencia dptica total. L., representa la fraccion de pérdidas debido a
conduccién y conveccidn.

L.a eficiencia del generador termoacistico MHD #ppy, la calculamos en la seccién anterior
basado en el flujo de Hartmann oscilatorio. Su expresion estd dada por
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Narm = 20BK(K, — 1) {{({c* + 8%) — 1) cos(28) + ((o® + 5%) + 1) cosh(2a) — 2 (S sin(2/)
+asinh(2a))} /208 {(—(a® + ) + K, ({(® + B%) — 1) cos(28)) + (K, ((® + ) + 1)
—(a® 4+ %)) cosh{2a) — & (a? + (4K, — 3)8%)sin(28) — B (8% + (4K, — 3)o?) sin(20) } .

Para condiciones de potencia miaxima, K, = 0.5, un valor calculado de esta eficiencia es
Nera = 0.45, que se obtiene para A = 1500 y una frecuencia de oscilacién del fluido de 1k H .
Estos valores son muy cercanos a las condiciones experimentales analizadas por Swift [11] en su
transductor de sodio liquido.

Como una primera aproximacién, a continuacion se hace una estimacién de la eficiencia total de
los sistemas solares de potencia considerados acoplados a un generador termoacistico MHD. Los
valores de las eficiencias de los distintos componentes, se han tomado de la literatura especializada
en estos sistemas y son valores éstandar obtenidos por diversos autores.

El primer sistema del tipo disco-Stirling (en nuestro caso, en lugar de una maquina Stirling
estd el generador termoactistico MHD), consiste de un disco “Cassegrainian’ con fibra guia (ver
Figura 1.8). En este caso la luz concentrada se pliega de regreso hacia el disco usando un espejo
hiperboloide, donde la apertura de entrada del paquete de fibra se coloca en el foco trasero de la
hipérbola.

La eficiencia del colector primario con un drea de apertura de 197m? [15, 16, 17], puede es-
timarse como 7, = 0.77; a su vez, la eficiencia de transmisién de la fibra dptica estd dada por
Nibra = 0.86 [16, 17]. Ademas suponemos que la eficiencia del recibidor es 1recinidor = 1, debido
a que la radiacién concentrada llega directamente al generador termoacistico, que realiza también
la funcién de recibidor. De ahi que la eficiencia del recibidor ya esté incluida en la eficiencia del
generador. Entonces, de la ecuacidn (4.2.1) la eficiencia total del sistema esta dada por

Morar = (0.77)(0.86)(1)(0.45) =~ 0.3.
Abraham et al. {16], analizan este mismo sistema para una eficiencia de la maquina térmica
de 0.40 y una eficiencia del recibidor de 0.96. El cilculo aproximado para la eficiencia total de tal

sistema es

Dhotat = (0.77)(0.96)(0.4) = 0.25.

En el segundo sistema, la fibra guia se coloca en el foco del disco (Figura 1.7). Es decir, a
apertura de entrada del paquete de fibras se coloca en el punto focal del concentrador. Estas fibras
se fijan al soporte del recibidor del sistema de concentracién. Para este sistema la eficiencia del
colector primario es de Neieetor = 0.9 [15, 16] para un drea de apertura de 155m?. La eficiencia de
transmision de la fibra es de 77, = 0.85 {16, 17]. Por tanto, la eficiencia de total del sistema es
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Mot = (0.9)(0.85)(1)(0.45)0 ~ 0.34.

El tercer sistema estd compuesto de varios Mini-Discos Colectores (ver Figura 1.9). En este
sistema se instalan varios pequefios mini-platos donde cada uno de ellos alimenta a una fibra en
particular, sobre un marco unitario que funciona como heligstato siguiendo el movimiento relativo
del sol. Por otra parte, las puntas de cada fibra son colectadas a un paquete que es dirigido directa-
mente al generador termoacistico MHD. Para este sistema de potencia, la eficiencia total se calcula
tomando en cuenta una eficiencia del colector primario de Nepector = 0.95 con un drea de apertura
de 264m?, y una eficiencia de transmisién de la fibra dada por 7 ribra = 0.69 [16]. Ademds, también
supenemos, como en el caso anterior, una eficiencia del recibidor 1,.cid0r = 1. Por lo tanto, el
valor estimado de la eficiencia total es

ot = (0.95)(0.69)(1)(0.45) 2 0.29.

Para este mismo sistema pero con un eficiencia de la maquina térmica de 0.30 y una eficiencia
del recibidor de (.96, la eficiencia total aproximada del sistema es de 0.19 [16].

En un sistema convencional de disco con una maguina Stirling, con un drea de apertura de
155m?, la eficiencia estimada es de 0.32 [16]. Para este mismo sistema pero con un generador
termoacudstico MHD, la eficiencia estimada es de 0.4. Cabe mencionar que aunque la eficiencia de
este sistema es la mds alta, el problema del acoplamiento es principalmente operacional, ya que
el generador termoactistico MHD debe colocarse en el foco del concentrador, lo cual afectaria su
funcionamiento.

En una primera aproximacién podemos decir que los sistemas solares de potencia, usando fibras
Opticas, acoplados a un generador termoacustico MHD tienen una eficiencia ligeramente mayor que
los sistemas acoplados a otras maquinas térmicas. En general, podemos decir que el acoplamiento
de estos sistemas solares de potencia a un generador termoacistico MHD es en pricncipio factible.
No obstante es necesario realizar un analisis mucho mas detallado y que considere otros sistemas

solares de potencia que sean susceptibles de ser acoplados.

4.3. Modelo bidimensional de un generador MHD alterno

El flujo de Hartmann oscilatorio, que hasta ahora hemos utilizado para modelar el generador
alterno MHD, es una idealizacién sencilla del flujo que tiene lugar en un dispositivo de este tipo.
Al tratarse de un flujo entre placas paralelas infinitas, la existencia de paredes laterales que limiten
al flujo y que sirvan de trayectoria de retorno para la corriente eléctrica, se desprecia. Es por esto
que el circuito elécirico en el generador se modela a través del factor de carga. En esta seccién
desarrollaremos un modelo mads realista para describir el flujo en un generador alterno MHD. Para
tal efecto, consideraremos que el flujo laminar oscilatorio tiene lugar no entre placas paralelas
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infinitas, sino en un ducto de seccidn transversal rectangular constante que se encuentra inmerso en
un campo magnético uniforme, transversal a dos de las paredes del ducto.

Suponemos que la regién de andlisis se encuentra alejada de los extremos del ducto (entrada
o salida) de modo que el flujo estd completamente desarrollado, existiendo sélamente una compo-
nente de la velocidad que no depende de la coordenada axial (en direccion del movimiento). Sin
embargo, la presencia de paredes laterales (paralelas al campo) introduce una dependencia adi-
cional de la velocidad en la coordenada z, es decir, w = u(y, z,t). Asimismo, al considerar la
existencia de paredes laterales la densidad de corriente eléctrica tiene una componente en la direc-
cién del campo (%), ademads de la componente en direccién perpendicular a éste (2). De esta forma,
los circuitos de corriente eléctrica pueden cerrarse en los planos que forman la seccidn transversal
del ducto.

En este trabajo consideraremos que las paredes que conforman el ducto tienen tanto un grosor
como una conductividad eléctrica finitas, incluyendo el caso de paredes eléctricamente aislantes.
Por simplicidad, suponemos que éstas no se encuentran conectadas a un circuito externo, es decir,
analizaremos tunicamente el caso de circuito abierto. Entonces, dependiendo de la conductividad
de las paredes, los circuitos de corriente pueden cerrarse completamente a través del fluido o bien
parcial o totalmente a través de las paredes del ducto. La modelacién del flujo en el generador MHD
tomando en cuenta paredes de conductividad y grosor finitos es relevante ya que, en la préctica, la
construccién de un ducto resonador capaz de soportar las presiones de trabajo y el contacto con
un metal liquido corrosivo, puede requerir la utilizacién de materiales metdlicos como el acero
moxidable.

En la figura4.11 se muestra el arreglo geométrico considerado, asi como el sistema coordenado.
La longitud caracteristica del flujo, denotada por W, se toma como la mitad de la distancia entre
las placas paralelas al campo magnético mientras que la razén de aspecto del canal se denota por
a=H/W.

El flujo oscilatorio de metal liquido en ductos de seccién rectangular en un campo magnético
intenso (M > 1), al igual que los flujos estacionarios unidireccionales, puede dividirse en varias
subregiones, a saber, el nicleo, las capas limite de Hartmann adyacentes a las paredes superior e
inferior perpendiculares al campo magnético, las capas limite laterales adyacentes a las paredes
paralelas al campo y la region de las esquinas [37, 38]. Una estimacidn del orden de magnitud
de estas subregiones en el caso estacionario muestra que, en términos adimesionales, el grosor
de las capas de Hartmann y de las paredes laterales es O (M~') y O (M -V 2), respectivamente,
mientras que en las regiones de las esquinas se tiene O (M~') x O (M~/?) [39]. En el caso de
un flujo oscilatorio estas estimaciones pueden variar. En general, las capas limite se adelgazarin
conforme la frecuencia de oscilacién aumente. Es claro entonces que para valores de A/ muy
grandes, las capas limite son muy delgadas y el flujo en el nicleo se puede considerar inviscido.

Los valores de la velocidad y el potencial eléctrico en el nicleo se ajustan con los valores en la
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pared a través de las capas limite, donde los efectos viscosos se concentran. Estas capas proveen
un camino alternativo para los circuitos de las corrientes eléctricas y tienen un rol decisivo en lag
caracteristicas de la dindmica del fluido y de la transferencia de calor. En particular, se puede
demostrar que en contraste con las capas encontradas en la mecénica de fluidos ordinaria, que se
adaptan a las propiedades del flujo exterior, las capas de Hartmann controlan el flujo exterior [23],
en el sentido que hay una relacién de proporcionalidad entre la corriente que fluye en la capa y la
velocidad en el niicleo. Por otro lado, como veremos mds adelante, dependiendo de las magnitudes
de la razdén de conductancia ¢, del nimero de Hartmann M y de NV, la velocidad en las capas de las
paredes laterales puede ser mds grande que la velocidad en el micleo y, bajo ciertas circunstancias,
pueden acarrear una parte sustancial del flujo volumétrico total.

Para el andlisis del problema partimos de las ecuaciones generales de la MHD en su forma
adimensional dadas por fas ecs. (3.2.8)-(3.2.11), las cuales se simplifican considerando el caso
de un flujo oscilatorto en un ducto de seccién transversal constante bajo un campo magnético
uniforme, B = #%. Suponemos que R,, < 1y que el flujo esta totalmente desarrollado en la
direccién x, es decir, u = (u(Y, Z,7), 0, 0), de manera que desaparece el término convectivo de la
ecuacién de movimiento. Ademds suponemos que ¢ = ¢(Y, Z,7) y p = p(X, 7). De esta forma,
las ecuaciones (3.2.8)-(3.2.11) se reducen a

(4.3.1) Nujl% = _;%% + M [g;f; + %] — i
(4.3.2) j, = _g_}‘@,

(4.3.3) j, = '3—2 tu,

(4.3.4) g_i_;f ng _o

Adicionalmente se deben satisfacer la ley de Ohm y la conservacién de corriente en la pared
del ducto, es decir,

(4.3.5) Gy = — (%‘”) %%*
(4.3.6) Jow = — (%‘”) %,
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JJ' + 7
aY 0z

donde o, y ¢,, son la conductividad eléctrica y el potencial eléctrico en la pared del ducto, y

4.3.7) =0,

Jyw ¥ Jzw las componentes de la densidad de corriente en la pared.

Para la solucién de este problema seguiremos un método similar al utilizado en [39, 40] para
el caso de un flujo estacionario MHD. Primeramente, suponemos que todas las variables tienen un
comportamiento arménico en el tiempo, de modo que pueden expresarse en la forma

Op

U = UO(YJ Z)cira ¢ = ‘;bﬂ(l/: Z)eiT’ gX

_ iT
= Ge',

b = PuolY, Z)eirs Jy = ij(Ya Z)eha Jz = Jzo(Y, Z)eiT=
donde nuevamente la parte real es la que tiene significado fisico.
Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones (4.3.1)-(4.3.7), tenemos que en la
region del fluido se deben satisfacer las ecuaciones

(4.3.8) M Bif’j + ZZZ“Z] — Joo — iNJ 'y = G,
(4.3.9) Jyo = —gﬁ‘.’,

(4.3.10) Jzo = -a;;. + Up,

(4.3.11) %J; + %JZ =0,

mientras que en la pared del ducto, se tiene

. Ty a¢wo
(43]2) Jywo - - (_;) —a'yv_a
. _ Ty 8‘1{)100
(43]3) Jzwo = — (?) BZ )
aijo ajzwo _
(4.3.14) S+ 52 =0,
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Las ecuaciones (4.3.11) y (4.3.14) se cumplen idénticamente si introducimos una funcidén de
corriente electrica h para el fluido y 5, para las paredes, tales que

. ah L dh
.]yo - aza .]ZO - aY:
dh., . dh,,

ija - —'B—Z_: Jzwe = ’5}7
Debido a la simetria del problema en ambas direcciones Y y Z, consideramos (inicamente un
cuarto de la seccidn transversal del ducto, entonces tenemos que en laregidn del luido 0 <Y < o
y 0 < Z < 1 (ver figura 4.12), las ecuaciones (4.3.8)-(4.3.11) se escriben como

FPu,  Pu, oh
(4.3.15) M [aw N 322] - o =N 'u, =G,
dh O,
(4.3.16) E)-Z = —H—-ay,
oh | 96,
(4.3.17) BTG + 57 Uy

Por su parte, en las paredes paraa < V < a4+ Ty 0 < Z < 1+T,1 <2 <14+ Ty
0 <Y < a,donde T = t,/L es la adimensionalizacién del espesor de la pared del ducto (Ver
figura 4.13), las ecuaciones (4.3.12)-(4.3.14) quedan

ahw _ Ty a¢’um
(4.3.18) 7 = (=) 7
Ohy | (Ow\ OPuwo _

(4.3.19) Ef‘*b‘) oz =%

Adicionalmente, tenemos que las condiciones a la frontera que se deben satisfacer son
EnY =0

O, d,

(4.3.20) v = 0, = 0, h=0;
en Z = (:
du, oh _
4.3.21) 57 =0 ¢ = 0, rYA 0;
enY =ayZ=1:
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Figura 4.12. Condiciones de frontera y de simetria en un cuarto de la seccion transversal del ducto

Z7=1+T
h =
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9u Fu OF
-2 0 o _
(4.3.24) M [8)"2 + 572 ] 57
FPFE O’F
4.3.25 Uy = 3y2 + 372’

para} < Y < ay0 < Z < 1. Por su parte, en las paredes

azFTU agpﬂ)
(4.3.26) v 72 0,
paraa <Y <ae+Ty0<Z <14 7T. Ademis,
EnY =0:
du, OF OF,
L3, = — = = 01
(4.3.27) ay ay oY
en 27 = ():
du, OF OF,
(4.3.28) 57 37 -z "0
enY —a+1"
OF, _
(4.3.29) Y 0,
en/ =141
(4.3.30) F,=0,
en Z = 1:
4.3.31) e = 0,
(4.3.32) F=F,,
ar, ow\ OF
(4.3.33) 57 (—;) 97
yenY = a:
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(4.3.34) g = 0,
oF  OF,
(4.3.35) =
oF, Ow\ OF
(4.3.36) = = (7‘_) 57

En principio, la interaccién electromagnética generada por el flujo del metal liquido en el cam-
po magnético aplicado, se extiende mds alld del fluido, a las paredes y al medio circundante. Esto
significa que la densidad de corriente eléctrica y la funcién potencial eléctrico del fluido, asi como
de las paredes y el medio circundante estdn acoplados, y las ecuaciones de Maxwell deben satisfac-
erse en todo el espacio. Sin embargo, suponiendo que las paredes son delgadas (es decir, T < 1)
y que el medio circundante es un aislante eléctrico, es posible derivar una condicién de frontera
Gnicamente en las variables del fluido [38], desacoplando el problema del fluido del problema de
la pared. La derivacién detallada de estas condiciones puede encontrarse en {39, 40], en donde se
generaliza el andlisis para considerar también paredes eléctricamente aislantes.

Entonces, el sistema de ecuaciones y las condiciones de frontera que rigen el problema bidi-
mensional del flujo oscilatorio MHD en ductos rectangulares para el caso de paredes conductoras
delgadas o aislantes {39] es

o [0%u,  8u, i
(4.3.37) M~ { 5t Z”z] - Sz —iNT'u, =G,
FPLr  OF
(4.3.38) o = 553 + 972
prrac <Y <ay0<Z<1.
EnY =0:
i,
4.3, =
(4.3.39) E)G 0,
oF
4.3. 22—y,
(4.3.40) 5 =0
en Z =
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4341 ° =
(341 9z ="
4.3.42) g_;_ 0.

en Z =1:
(4.3.43) u, = 0,
(4.3.44) F+ cg—g = 0;

yenY =a:
(4.3.45) o = 0,

oF O F _ | O*F

(4346) W - ((, + M )ﬁ =M gy e’

donde la razdén de conductancias estd definida como ¢ = T2,
Adicionalmente, se debe satisfacer la condicidn de conservacion del flujo volumétrico, la cual

esta dada por

a g1
(4.3.47) / / U, dZdY = a.
Jo Jo

En este trabajo, nuestro principal interés radica en el entendimiento de los fenémenos que ocur-
ren en las capas limite laterales (paralelas al campo). En flujos MHD estacionarios se presentan
diversos patrones de flujo dependiendo del valor de Af y ¢. En particular, cuando M > 1y
M~! « ¢ <« 1 (paredes conductoras delgadas) [40] se encuentra que la velocidad en la capa
limite lateral es mucho mayor que en el nicleo dando lugar a chorros de fluido. El entendimiento
de la dindmica de estos chorros es importante pues pueden dar origen a inestabilidades en el flu-
jo. Evidentemente, en el caso de un flujo oscilatorio estos chorros se veran afectados por efectos
inerciales debidos a la oscilacidn y su estructura se verd medificada. Es precisamente la determi-
nacion de estos patrones de flujo lo que primordialmente nos interesa aqui. Por su parte, las capas
de Hartmann juegan mads bien un papel pasivo en cuanto a la estabilidad del fluido. La solucién
numérica completa de todas las regiones del flujo, especialmente las capas de Hartmann, implica
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una tarea muy cara en términos de tiempo de cémputo y almacenamiento, ya que para M grande
las capas de Hartmann son extremadamente delgadas. Una manera de simplificar este problema
consiste en considerar una solucién dnicamente para el flujo entre ia capa lateral y el nicieo, que
ocupa laregion 0 < Y < a,0 < Z < 1. En esta aproximacion, suponiendo que M es lo suficien-
temente grande, el flujo en las capas de Hartmann y en las esquinas se ignora. De hecho, las capas
de Hartmann son sélo parcialmente ignoradas ya que permitimos su existencia como un camino de
retorno para las corrientes eléctricas (mientras estemos interesados en el limite ¢ — 0), pero no las
resolvemos numéricamente. Por lo tanto, satisfacemos la condicién (4.3.46) pero no satisfacemos
la condicién (4.3.45) en la pared superior (inferior). El flujo micleo-capa lateral no distingue entre
el nicleo y la capa lateral y estd gobernado por un problema de valores a la frontera con A/, N, y
¢ como parametros. Teniendo en cuenta lo anterior, nuestra solucién serd valida inicamente en re-
giones suficientemente alejadas de las paredes transversales al campo. Concretamente, la distancia
de separacion debe ser mucho mayor a una distancia de orden O{M 1), que es el grosor de la capa
de Hartmann.

£l problema de valores a la frontera dado por el conjunto de ecuaciones (4.3.37)-(4.3.46), con
excepcidn de la condicidén de no deslizamiento (4.3.45), modelan el flujo bidimensional nicleo-
capa lateral del generador MHD alterno. Este conjunto de ecuaciones se resolvié usando el método
espectral de colocacidn [41, 42}, expresando la funcidn desconocida F', que satisface el problema
de valores a la frontera, como una serie finita en términos de los polinomios pares de Chebyshev
To (L) y Ton (Z), es decir,

NY NZ v
(4.3.48) F=>%"%" AuTu (Z) Ton (Z),

=0 n=0

donde en nuestro caso, los coeficientes a determinar, A,, pueden ser complejos. NY y NZ
son los limites de truncacién de las series de Chebyshev en Y y Z. El objetivo es reducir el sistema
de ecuaciones diferenciales parciales a un sistema simultdneo de ecuaciones lineales algebraicas
para los coeficientes A;,. E! nimero de estos coeficientes desconocidos esta dado por NI =
(NY +1){NZ+1) y es el niimero de ecuaciones que tenemos que generar. El sistema de ecuaciones
algebraicas se puede resolver por el método eliminacién de Gauss.

Un conjunto de puntos adecuados para este problema estd dado por los puntos de colocacién de
Gauss-Lobatto [42],

i
2NY

(4.3.49) Y; = acos ( ) , para i=0 to NY,
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k
4.3, =008 | ——
(4.3.50) L = COS [Q(NZ—I)

los cuales dan una buena resolucién numérica en la capa limite, ya que los puntos se encuentran

] , para k=0 to (NY —1),

mayormente concentrados cerca de las paredes (Y =a, Z = 1).
Los coeficientes Ay, se puede expresar como un vector de incégnitas, es decir,

(4.3.51) V(JC) = Apm,
donde
(4.3.52) JC=1+x(NZ+1)+n+1,

conl =0aNY yn =0aNZde modo que JC = 1a NT. Por lo tanto, el sistema de
ecuaciones simultaneas algebraicas puede expresarse como

NT
(4.3.53) Y A(IR,JC)V(IC) = R(IR),
JC=1
donde TR = 1a NT. La matriz A(J R, JC) y el vector R{IR) se obtienen al introducir ia expre-
sion (4.3.48) en el sistema de ecuaciones (4.3.37)-(4.3.46), excluyendo (4.3.45). La matriz A y los

vectores V' y R en nuestro caso son complejos, es decir

A=Q+:5,
V =v +iw,
R =e+:h.

De modo que sustituyendo lo anterior en el sistema de ecuaciones (4.3.53) tenemos

NT
> [QUIR, JC) +iS(IR, JC)] [v(JC) + iw(JC)] = e(IR) + ih(IR).
Jc=1
Este es un sistema de NT' x NT ecuaciones complejas. Separando las partes real e imaginaria

encontramos que
Q- v—S - w=e,

Q- v+S w=h,
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lo que puede reescribirse como un sistema de 2NT x 2NT ecuaciones reales, es decir,

C -D u e

D C /) \ w h )’
que es equivalente a A - U = B. Este sistema se resolvié con el método de eliminacién Gauss-
Jordan. Todas la soluciones se normalizaron aplicando la condicién 4.3.47 y para un ducto de
seccidn transversal cuadrada (a=1) [39].

.os pardmetros relevantes que gobiernan el comportamiento del flujo son M, R, o bien V,, y
. A continuacién analizamos los perfiles de velocidad para diferentes valores de estos pardmetros.
Exploramos tres valores del nimere de Hartmann A4, a saber, 100, 1000, y tres valores de ¢, a saber,
0.05, 0.01y 0. Asimismo, consideramos tres valores de N, a saber, 10, 100 y 1000. En todas los
casos se calculan los perfiles de velocidad para un cuarto del ducto y se comparan con el flujo en
estado estacionario.

Como referencia en las figuras 4.11a y 4.11b se muestran los perfiles de velocidad, del flujo
estacionario (no oscilatorio) en régimen permanente para paredes aislantes, ¢ = 0, y para paredes
ligeramente conductoras, ¢ = 0.05, respectivamente. Evidentemente, este flujo es independiente
de NV,. La solucién estacionaria puede obtenerse al resolver ¢l sistema de ecuaciones en el limite
N, — co. En este limite la aceleracion local desaparece. El flujo se analiza en tres planos que
cortaneleje Y, en 0, 0.5 y 0.75, y para M = 1000. Los perfiles se graficande Z = 0.7a Z =1,
que abarca una porcién del flujo en el nacleo y la capa limite lateral. El resto del flujo en el nicleo
no presenta variaciones. Para ¢ = 0, las corrientes eléctricas se cierran completamente dentro del
fluido (a través de las capas laterales y de las capas de Hartmann). En este caso la fuerza magnética
origina un aplanamiento uniforme del perfil de velocidades en toda la regidn del flujo, excepto en la
capa limite donde se presenta un gradiente de velocidades muy intenso que empata la alta velocidad
del niicleo con la velocidad cero en las paredes. Por otra parte, observamos que el comportamiento
de los perfiles de velocidad es practicamente el mismo en los tres planos a lo largo del ducto. Sin
embargo, en la regidn cercana a la pared, es decir, de Z = 0.9 a Z = 1, la velocidad del fluido
disminuye ligeramente conforme disminuye el valor Y. En la figura 4.11b para ¢ = 0.05, se puede
observar cémo la conductividad eléctrica de la pared afecta el perfil de velocidades del fiuido. El
efecto se puede ver principalmente en la regién cercana a la pared (a partirde Z = 0.9a Z = 1)
donde la velocidad del fluido es mayor que la velocidad en la regidn del ndcleo. La existencia de
las altas velocidades o chorros en la capa limite lateral puede entenderse analizando la magnitud de
la fuerza de Lorentz en dicha region y en el nicleo. La fuerza de Lorentz que se opone al flujo estd
dada por j x B. Mientras que en el nicleo del flujo la componente de la densidad de corriente en
direccién Z es maxima (3, = 0), en las capas laterales j, puede disminuir ya que j, toma un valor
finito, que dependen de la razon de conductancias, c. Por lo tanto, en el niicleo la fuerza serd mayor

ya que toda la corriente contribuye a j x B, mientras que en las capas laterales la fuerza disminuye
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ya que 7, no coniribuye a la fuerza de Lorentz por ser paralela al campo. La diferencia entre la
fuerza en el niicleo y la capa limite es entonces lo que origina las altas velocidades en ésta dltima,
Esta explicacién supone que al llegar a las paredes superior o inferior (paredes de Hartmann) toda
la corriente o al menos la mayor parte de ella, regresa a través de estas paredes. Cuando las paredes
son aislantes, las corrientes regresan por el fluido a través de las capas de Hartmann y se tiene
una fuerza de Lorentz en sentido opuesto que tiende a suprimir las altas velocidades en las capas
laterales. La velocidad mds alta y lenta del flujo, corresponde a la posicién Y = 0, esto es, en el
plano medio.

En las siguientes figuras, analizamos el comportamiento del flujo al iempo 7 = 0 en el plano
Y = 0 como funcién de la coordenada Z para diferentes valores IV, y para valores fijos de M y c.

En la figura 4.12a, se muestran los perfiles de velocidad para M = 100 y paredes aislantes, es
decir, ¢ = 0. Los diversos perfiles corresponden a distintos valores de N, y como referencia se
muestra a demas el perfil correspondiente al estado estacionario. Para este ltimo puede observarse
que no existen altas velocidades en la capa limite. Al disminuir el valor de NV, se puede observar
que la velocidad del fluido en la regién cercana a la pared es mayor que la velocidad en la regién
del niicleo. Este efecto puede atribuirse a que las fuerzas inerciales son mayores que las fuerzas
viscosas en esa region. El efecto se ve magnificado para valores de N, del orden de 10, y ademds se
observa una disminucion en la velocidad (en laregiéon Z = 0.7a 2 = (.9). Se tiene entonces que en
un ducto de paredes aislantes, a diferencia del caso estacionario, un flujo oscilatorio puede dar lugar
a velocidades mucho mayores que las del nicleo, cuando el término inercial es suficientemente
importante. Para valores de N,, muy altos las fuerzas inerciales son despreciables en la regién
cercana a la pared y entonces el perfil de velocidad es del estado estacionario. De hecho éste
coincide con el correspondiente a V,, = 1000.

En la figura 4.12b, se muestra el comportamiento de la velocidad para un valor de la conductivi-
dad eléctrica en las paredes de ¢ = 0.01 y M = 100, y para distintos valores de N,,. Para este valor
de ¢, el flujo estacionario ya presenta una velocidad mas alta en la capa limite que en el ndcleo.
El perfil para N, = 1000, coincide nuevamente con el del flujo estacionario mientras que para
N, = 100 existe una pequefia diferencia entre los perfiles, pero la velocidad en la capa limite sigue
siendo de ]Ja misma magnitud que las anteriores. Cuando N, = 10, se presenta una alta velocidad
en la capa limite acompafiada de una disminucién en la velocidad (en laregiéon Z = 0.7a Z = 0.9)
como en el caso ¢ = 0. Sin embargo, la mdxima velocidad en la capa limite es inferior a la obtenida
en el caso ¢ = 0. En la figura 4.12c se muestran los perfiles para los diversos N, con M = 100
pero incrementando el valor de ¢ a 0.05. El perfil correspondiente al estado estacionario muestra
una velocidad en la capa limite aproximadamente 60% mayor que la velocidad en el niicleo. Nue-
vamente, ¢l perfil correspondiente a N, = 1000 coincide con el estacionario, mientras que para
N, = 100 la velocidad en la capa limite es ligeramente menor que la del flujo estacionario. Para
N, = 10, se observa una disminucién en el flujo en la capa limite pero la velocidad maxima en
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esa region es practicamente la misma que en el nicleo. Puede decirse entonces que la diferencia en
la fuerza magnética que da lugar a la existencia de chorros en la capa lateral en ductos de paredes
conductoras delgadas, es contrarrestada por los efectos inerciales introducidos por la oscilacién del
fluido.

En las siguientes figuras se muestran los perfiles de velocidad similares a los anteriores pero
con M = 1000 por lo que el efecto del campo magnético se ve magnificado. En la figura 4.13a,
se muestra el perfil de velocidad para el caso ¢ = 0 en una seccién del nicleo y la capa lateral
(Z = 0.7a Z = 1). La regién restante del niicleo no presenta variaciones significativas en el
flujo. El comportamiento cualitativo de los perfiles conforme N, disminuye es muy similar al
observado en el caso M = 100, es decir, la velocidad en la capa limite aumenta al disminuir
N,. Sin embargo, para N, = 10 la velocidad mdxima es mds de ocho veces la alcanzada cuando
M = 100 (Fig. 4.12a). Para este efecto, también se observa una disminucién en el flujo en esta
misma rcgién. Para N, = 100 también se forma un pico en el perfil de la velocidad y su magnitud
también se incrementa con respecto al de la figura 4.12a para el mismo valor de N,. En el caso
de N, = 1000 se observa un resultado similar al de los resuttados mostrados anteriormente, donde
el efecto de la fuerza inercial es despreciable y entonces el perfil de la velocidad es muy simitar al
perfil del estado estacionario.

En la figura 4.13b, se muestran los perfiles de velocidad en un intervalo del nicleo y la capa
Itmite que vade 7 =04 a Z = 1, para ¢ = 0.01. En la porcién del nicleo restante los cambios
en el flujo son poco apreciables. Sin embargo, en la region cercana a la pared, que vade Z = 0.9 a
Z =1, los efectos sobre el flujo debido a la conductividad eléctrica de las paredes y a la oscilacién
del flujo se ven magnificados. Para NV, = 1000 y el estado estacionario, el pico formado en el perfil
de la velocidad es mds grande que el mostrado en la figura 4.12b para A/ = 100. Por otra parte,
para N,, = 100, la velocidad del fluido disminuye ligeramente en la regién cercana a la pared con
respecto a la velocidad en el niicleo, contrariamente a lo obtenido en los casos anteriores. Para el
caso N, = 10, se presenta una disminucion considerable en la velocidad a partir de Z = 0.75,
mientras que en una region muy cercana a la pared la velocidad aumenta al triple de su valor en el
nicleo, aunque la velocidad méaxima es mucho menor que la alcanzada cuando ¢ = 0 (Fig. 4.13a).

En la figura 4.13c, se muestran los perfiles de velocidad en el misma region del ducto, pero
para ¢ = 0.05. Se observa que los picos de los perfiles de velocidad para N, = 1000 y en estado
estacionario, ubicados en la misma regidn cercana a la pared, se incrementan ain mas que los
formados en el caso ¢ = 0.01. Para Nw = 100, la velocidad en la capa limite es casi el doble que
en ¢l nicleo. Por otro lado, para NV, = 10 las fuerzas inerciales son aumentadas considerablemente
en la regién cercana a la pared, lo que ocasiona que los chorros que aparecen en el flujo estacionario
desaparezcan y la velocidad en la capa limite disminuya, alcanzando un valor maximo muy similar
al de la velocidad en el nicleo.
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Aungue es preciso efectuar un estudio mads amplio que el presentado aqui, puede concluirse
tentativamente que el utilizar paredes conductoras delgadas en el ducto resonador podria tener un
efecto estabilizador sobre el flujo oscilatorio, ya que los efectos inerciales parecen contrarrestar la

fuerza magnética que da lugar a chorros en la capa lateral, los cuales son altamente inestables.
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CAPITULO 5

Conclusiones

En este trabajo se realizé un estudio tedrico de un generador eléctrico alterno magnetohidrod-
indmico (MHD) que puede acoplarse a una fuente calorifica solar. Su principal aportacién radica
en la comprensién de la dindmica de los flujos MHD que se presentan en el generador y que afectan
¢l funcionamiento de este tipo de dispositivos y, ademads en la determinacién de los principales fac-
tores que afectan su desempeiio y su acoplamiento a una fuente calorifica solar. Esto se llevé a cabo
analizando el comportamiento dindmico de los flujos oscilatorios de fluidos conductores bajo un
campo magnético, que tienen lugar en el generador termoactistico MHD. Asimismo, con base en
los requerimientos térmicos de tales mdquinas se realizé una propuesta especifica del acoplamiento
del generador MHD y una fuente solar.

Primeramente, se describé un panorama general de los sistemas MHD de conversidon de energia,
principalmente de aquellos que utlizan metales liquidos como fluido de trabajo en un intervalo de
temperaturas, de 300K a 800K, que los hacen susceptibles de ser acoplados a fuentes calorificas
solares como CPCs (Colectores solares compuestos) y lentes de Fresnell. Asimismo, se describid el
funcionamicnto de las médquinas termoacdsticas MHD y posteriormente se realizé el dnalisis de los
parametros de interés que determinan la factibilidad de acoplamiento a una fuente calorifica solar,
tales como las temperaturas de la fuente y del sumidero, los flujos de calor a la temperatura caliente
y fria y la potencia de salida de la maquina. A partir de lo anterior, se propuso el uso de fibras
dpticas para la transmisién de energia solar concentrada para alimentar un generador termoactstico
MHD, conformando entonces un sistema solar de generacién de potencia.

Se realizé el andlisis del flujo laminar oscilatorio de un fluido eléctricamente conductor en
un ducto rectangular, inmerso en un campo magnético uniforme transversal, en la regién de capa
limite, y se obtuvieron diversas soluciones desde distintos sistemas de referencia. En particular,
para el caso puramente hidrodindmico y para algunos casos MHD, encontramos que a pesar de
la naturaleza no inercial de los sistemas de referencia, se obtiene una transformacién entre ellos
similar a la Galileana.

Se obtuvo una solucion analitica para el flujo de Hartmann oscilatorio y a partir de esta solucidn,
se elabord un modelo unidimensional del generador MHD. Se encontraron expresiones analiticas
para la potencia de flujo, la potencia eléctrica de salida y la eficiencia eléctrica. Uno de los prin-
cipales aportes de este trabajo fue precisamente la obtencién de una expresién analitica para la
eficiencia del generador MHD a partir de la cual y tomando en cuenta la eficiencia de los otros
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componentes del sistema de concentracion solar, basado en el uso de la fibra éptica, fue posible
estimar la eficiencia global del sisterna solar de potencia. De hecho, en este anilisis se encontrd
que la eficiencia global del sistema de potencia solar era ligeramente mayor que la obtenida para
ese mismo sistema con otra mdquina térmica. Posteriormente, con el fin de determinar el efecto
de la resistencia eléctrica de las paredes del ducto resonador, se formulé el problema para el flujo
laminar oscilatorio completamente desarrollado, en un ducto rectangular bajo un campo magnéti-
co transversal uniforme, en regimen laminar. Se obtuvo una solucién numérica para el flujo en
la regién del micleo-capa limite lateral con condiciones de frontera para paredes conductoras del-
gadas asi como para paredes aislantes. Se analizaron entonces soluciones numéricas para diferentes
intensidades del campo magnético, frecuencia de oscilacidn, asi como para diferentes valores de
conductividad eléctrica de las paredes. Para el caso de paredes eléctricamente aislantes, se encon-
tré que los efectos inerciales debidos a la oscilacién del fluido dan lugar a altas velocidades en la
capa limite lateral, las cuales no existen en el caso estacionario. Por su parte, cuando las paredes
son conductoras delgadas, las altas velocidades en la capa limite que se presentan en el flujo esta-
cionario por efectos magnéticos, desaparecen al intensificarse los efectos inerciales. A reserva de
un estudio mds detallado, puede afirmarse tentativamente que el flujo oscilatorio MHD en ductos
con paredes conductoras delgadas podria ser mas estable que el que se presenta en ductos aislantes.
Por otra parte, en todos los casos se obtiene que para valores de N, >> 1 el perfil de velocidad es
el mismo que el perfil en estado estacionario.
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