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INTRODUCCION 

El fenómeno de la difusión se observa cuando una película de polímero se 

sumerge en un baño que contiene líquido. Se dice que las moléculas de 

solvente se difunden a través de la paredes del material polímerico debido a la 

diferencia de concentración del solvente en el interior y el exterior de la película. 

Bajo ciertas condiciones de concentración se produce un gel hinchado debido al 

aumento de volumen inducido por la introducción del líquido. En general, la 

difusión ocurre debido al movimiento aleatorio de la partículas del penetrante 

que se mueven libremente a lo largo del material. Si en particular la película del 

polímero estudiado tiene características de un medio elástico, la difusión puede 

ser descrita utilizando la ley de Fick, la cual establece que el flujo de materia 

que penetra,es proporcional al gradiente de la concentración. La descripción de 

la dinámica difusiva de este sistema es bien conocida en la literatura a través de 

modelos matemáticos y confirmada por experimentos de absorción y 

desabsorción. 

Por otra parte existe un tipo de material polimérico cuyas propiedades 

mecánicas dificultan el paso del solvente hacia el interior de la película. De este 

tipo son, los sistemas políméricos vítreos los cuales muestran características 

difusivas muy singulares, ya que la introducción del solvente se ve fuertemente 

afectada por las constricciones estructurales del medio.Los sólidos poliméricos 

son producto de un fenómeno conocido como la transición vítrea. La transición 

vítrea ocurre cuando un polímero líquido es enfriado rápidamente y a un cierto 

valor de temperatura en vez de cristalizarse, pasa aun estado caracterizado por el 

desorden molécular y la relajación continua .Dicho estado se conoce como 
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estado amorfo, y se caracteriza por la ausencia de estructuras periódicas. El 

comportamiento mecánico de estos materiales amorfos se ve afectado por los 

efectos de relajación molecular por lo que en el lenguaje de la reología se les 

considera como viscoelásticos. 

En experimentos de difusión a través de sólidos amorfos, se ha observado 

que las propiedades mecánicas del material afectan la difusión de especies de 

alto peso molecular. Esto es, al poner en contacto el solvente con el polímero, el 

primero ejerce una serie de esfuerzos hidrostáticos sobre la estructura del 

segundo al no encontrar "huecos" por donde penetrar. Al existir los esfuerzos 

mencionados, las moléculas que componen al material, responden 

reacomodándose y dejando espacios libres por donde se difunden las moléculas 

de solvente. La idea central es qu el reacomodo de las moléculas de polímero, 

ocurre simultáneamente junto con el proceso de difusión, lo que origina nuevos 

efectos difusivos que controlan la aparición del gradiente de concentraciones.No 

obstante este efecto puede durar un corto periódo de tiempo dependiendo del 

tiempo de relajación característico del material, esto puede inducir 

posterionnente regiones de alta y baja concentración. La difusión anómala 

entonces está asociada con los fenómenos de hinchameinto y plastificación del 

medio. 

Se denomina la difusión como anómala cuando el transporte de materia es 

producida por efectos mecánicos así como por diferencias de concentración. El 

término de difusión anómala fué empleado por primera por A1frey (I966) quién 

realizó experimentos de difusión en polímeros vítreos observando un 

comportamiento diferente al que describe la ley de Fick. Por la razón 

anterionnente esbozada, se le suele llamar a la difusión anómala no fickiana, 

debido a que la ley de Fick falla en la descripción del fenómeno. Debido al papel 

fundamental que juegan los esfuerzos internos en la difusión anómala, se han 
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propuesto modelos no fickianos que consideran que el flujo difusivo esta 

acoplado con los esfuerzos viscosos producidos en el material. Así mismo se 

plantea que la respuesta mecánica del material también depende de la cantidad 

de solvente introducido. El Modelo de Thomas y Windle (l981) fué el primero 

en proponer que el flujo difusivo del solvente dependía de la presión "osmótica" 

que el solvente ejercía sobre las paredes del material. Este modelo de difusión 

unidimensional, proporciona además una descripción del acoplamiento difusivo 

con una dinámica viscosa en el material. En 1985 Duming propone una 

modificación al modelo de Thomas y Windle introduciendo una dinámica 

viscoelastica en vez de viscosa, con lo que los efectos de relajación del material 

son cosiderados. 

No obstante el gran avance conseguido en la descripción de la difusión 

anómala en sistemas vítreos amorfos, existe otro tipo de materiales poliméricos 

en donde también se presenta el fenómeno de la difusión anómala. Se sabe que 

algunos polimeros en estado vítreo pueden llegarse a cristalizarse parcialmente 

empleando técnicas de tratamiento especiales. En general los polímeros no 

pueden llegar a cristalizarse en un 100%, razón por la cual se les denomina 

semi cristalinos. La existencia de regiones cristalinas dentro de regiones 

amorfas producen modificaciones importantes en las propiedades mecánicas y 

difusivas del sistema.EI tratamiento formal de estos sistemas no ha sido 

discutido por modelo alguno, razón por la cual proponemos el estudio del 

mismo. 

El objetivo de la presente tesis es entonces, investigar el comportamiento de 

la difusión en materiales vítreos los cuales poseen pequeñas fracciones de 

material cristalino. Suponemos que los cristales introducidos en el material 
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presentan organización muy pobre (cristalitas lamelares) y que sólo producen el 

efecto de modificar el volumen disponible para la difusión y el hinchamiento. El 

sistema estudiado es una película de polímero semicristalino el cual está 

inmerso en un bailo de solvente. El solvente se absorbe a través de las caras de 

mayor tamailo de la película por lo que el hinchamiento y el avance de los 

frentes difusivos ocurren en la dímensión más delgada de la película. Se propone 

un modelo para la descripción de la difusión acoplada con esfuerzos viscosos 

empleando el formalismo de la Termodinámica Irreversible Extendida 

Por medio de dicho formalismo se encuentran las ecuaciones de transporte 

del flujo difusivo y del tensor de esfuerzos viscosos. Como aproximación se 

emplea un modelo unidimensional considerando que el solvente avanza 

preferentemente en la dirección en donde la película es más angosta. Por lo tanto 

el modelo considera difusión tmidímensional y esfuerzos longitudinales. A partir 

de las ecuaciones de transporte se obtiene un conjunto de ecuaciones 

diferenciales, en donde la concentración y la presión viscosa se encuentran 

acopaldas y describen la dinámica difusiva y mecánica del sistema en 

cuestión. Los fenómenos de hinchamiento y plastificación son introducidos al 

modelo suponiendo que el coeficiente difusivo y de viscosidad dependen de la 

concentración. El efecto de cristalinidad es considerado en el coeficiente 

difusivo al considerar este como función del potencial quimico. 

El estudio se particulariza para el sistema Polímetil tereftalato -metanol 

siendo el primero un polímero semi cristalino y el segundo un solvente orgánico. 

Se resuelven las ecuaciones diferenciales usando técnicas de análisis numérico y 

se comparan con resultados experimentales, discutiéndose el carácter anómalo 

de la solución obtenida. La organización del capitulado de la tesis es como sigue: 

En el capitulo I se introducen defmiciones y conceptos referentes a la 
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difusión anómala, generalidades del estado amorfo y cristalino asi como los 

modelos de difusión anómala de Thomas y Durning. En el capitulo 11 se 

deducen las ecuaciones de transporte del flujo difusivo y el tensor de esfuerzos 

viscosos usando para ello el foramlismo de la Termodinámica Irrreversible 

Extendida. Se deriva un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales con 

acoplamiento de la concentración y la presión viscosa las cuales describen la 

difusión y el hinchamiento de la película Se proponen modelos para los 

coeficientes de transporte de un sistema polímerico semicristalino, usando la 

suposición de organización estructural débil de las cristalitas. Una expresión del 

coeficiente difusivo como función de la concentración y la fracción de volumen 

cristalino es propuesta. El sistema de ecuaciones diferenciales obtenido, es 

resuelto en el capitulo III para el polímero semi cristalino polietilenotereftalato­

metanol.En el capítulo IV los resultados del modelo se comparan con resultados 

experimentales reportados en la literatura La validez del modelo se discute. 

Para fmalizar este trabajo se presentan las principales conclusiones obtenidas. 



CAPITULO I.BASES FISICAS DE 
LA DIFUSION ANOMALA. 

1.1 DIFUSION CLASICA 

En el presente capítulo se introducen las definiciones elementales de la difusión clásica 

y se define con precisión el significado de difusión anómala en base a las propiedades 

difusivas Y de relajación. Se seílalan los regímenes y las diferencias de esta difusión 

anómala con respeeto a la difusión clásica. Se estudia el modelo clásico para el estudio 

de la difusión anómala de Thomas y Windle asl como también el modelo de Duming de 

absorción diferencial. 

1.1.1 DIFUSION MOLECULAR. 

Los fenómenos de transporte son aquellos procesos en los cuales hay transferencia neta 

de materia, energía o momento de una región determinada del espacio a otra. La idea del 

transporte significa el movimiento de las propiedades citadas en un marco de referen· 

cia dado, es decir, éstas se mueven de un sitio a otro durante un intervalo de tiempo bien 

definido. Dichos fenómenos de transporte son los meeanismos a través de los cuales la 

naturaleza tiende a homogeneizar las propiedades físicas en el espacio, de tal manera que 

estos acluan hasta que esta ''homogeneidad''o equilibrio es alcaI17JIdo. En el caso de la 

difusión molecular ésta se dice que es un proceso de transporte de materia, que ocune 

cuando l. distribución espacial de las moléculas no es homogenéa. Bajo dichas condi-

ciones el mecanismo difusivo tenderá disminuir el numero de moléculas en las regiones 
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densamente pobladas hacia las escasamente pobladas. El enunciado anterior sugiere la in-

traducción de un parámetro físico que describa esta distribución espacial. Se define la 

concentración como el número de moléculas por Wl.idad de volúmen de la sustancia que se 

difunde. Usando este concepto es posible describir el proceso de la difusión como aquel 

que tiene lugar en la dirección en que la concentración disminuye, tendiendo por lo tanto a 

igualar en todo el espacio la distribución molecular. 

1-1.2 LEY DE FlCK 

Para enunciar la ley de Fiek consideremos la difusión de una sustancia en si misma, o 

en otro medio que es homogéneo y cuyas moléculas estan esencialmente fijas. Dicha di-

fusión genera un flujo de materia en la dirección en la que la concentración disminuye. Si 

suponemos que los cambios de la concentración son pequeños, es decir diferenciales, la 

disminución de la cantidad referida puede ser representada por el gradiente de la concen-

tración, el cual a primera aproximación es considerado proporcional al flujo difusivo, esto 

o</> 
Ji=-D-

8x¡ 
(1.1) 

Donde Ji es el vector del flujo difusivo o tambien llamado densidad de corriente, o°</> es 
Xi 

el vector gradiente de concentraciones y D es la constante de proporcionalidad. la cual 

depende de la sustancia y es conocida como el coeficiente de difusión. A la ecuación 1.1 se 

le conoce como l~ Ley de Fick. la cual fué propuesta en 1855 por el fisiólogo alemán Adolf 
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Fick. Combinando la ley de Fick con el principio de conservación de las moléculas (el 

número de moléculas debe permanecer constante), es posible eliminar de la formulación al 

flujo difusivo de manera que el problema pueda ser descrito en términos de la concetración, 

la cual es una cantidad escalar. Dicho principio se enuncia como: 

a</J al, 
fJt = - ax, (1.2) 

Este principio dice que la acumulación de materia por unidad de tiempo debe ser igual a 

los cambios en el flujo difusivo cuando se considera un elemento de volúmen diferencial 

de ablla aparición de la divergencia del vector de flujo difusivo. Si usamos la ley de Fick 

para eliminar J, de (1.2) se obtiene: 

(1.3) 

Esta es la ecuación de difusión llamada algunas veces segunda Ley de Fick.'No obstante 

que la ley de Fick es una ley puramente fenomenológica , esta puede ser obtenida por 

medio de la Termodinámica Irreversible Lineal ( TlL) la cual generaliza y facilita el es-

tudio del transporte de masa. El formalismo sigue la teoría del transporte de energía de 

Fourier. En general se define un flujo de corriente de masa Ji ,el cual es un vector que de-

pende de "Fuerzas Termodinámicas" dados por gradientes de cantidades intensivas. En 

este formalismo lineal se supone que todos aquellos efectos que son respsonsables de la di-

fusión pueden ser considerados como una combinación lineal de un número de diferentes 

"fuerzas" y consideran que el flujo difusivo esta dado por la relaci6n2: 
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(1.4) 

Donde los coeficientes fenomenológicos son los elementos de esta matriz Li; y Xi son 

gradientes o fuerzas tennodinámicas. Las propiedades del tensor L;j no son arbitrarias 

y de hecho satisfacen principios de simetria en el sistema, de este modo este tensor en 

considerado simétrico. 

(1.5) 

En los libros clásicos de termodinámica de no-equilibrio' a esta igualdad se le conoce 

como el principio de reciprocidad de Onsager. Este marco es aplicable en particular a un 

sistema binario donde se tiene dos componentes: un solvente orgánico y un 80luto de alto 

peso molecular. De aquí en adelante dentaremos por i=l a 1 solvente ya i=2 al polímero 

con el fin de simplificar la notación y las ecuaciones. Cuando las ecuaciones generales 

de la TIL citadas líneas arriba son aplicadas al transporte de masa, los elementos de la 

matriz se identifican con los coeficientes fenonenológicos Di; es decir los coeficientes de 

difusión y los gradientes consierados son aquellos debidos al potencial químico en vez 

de la concentración. No obstante los gradientes de concentración dependen del potencial 

químico. El flujo total en la dirección x es entonces: 

(1.6) 
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En un sistema binario en donde el peso molecular del soluto es grande en comparación 

a! peso molecular del solvente se puede considerar que el flujo difusivo es debido sólo a 

la componente ligera, suponiendo a la componente "pesada" anclada. El vector J, , la 

difusión de moléculas "pesadas" se considera pequeño. Por lo tanto el vector de flujo 

difusivo total es: 

J = Dll (o::) (1.7) 

La cual representa la ley Fick escrita en términos del potencia! químico del soluto. 

Aplicando la primera ley de Fick para el caso de un componente, se puede evaluar el gra-

diente del potencial químico en términos de W1a cantidad experimental definida como el 

gradiente de concentraciones de la manera siguiente: 

Donde el coeficiente de difusión, D¡ esta dado por: 

Ol'¡ D 1 = -Vn -
otJ¡¡ 

(1.8) 

(1.9) 

En general el coeficiente de difusión dependerá de la concentración en el caso de un sistema 

no homogéneo. 
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1.2 TECNICAS DE ESTUDIO EN LA DIFUSION FICKlANA 

Las ecuaciones de Fick describen con exactitud la difusión en sistemas en donde las con­

stricciones estructurales son pequeñas. esto quiere decir que el movimiento de las molécu­

las es aleatorio y no a través de rutas preferenciales. Algunos sistemas clásicos en donde 

se ha estudiado la difusión usando la ley de Fick son: gas-líquido, vapor-líquido, líquido­

líquido, líquido-sólido elástico y en general todos aquellos sistemas diluidos. En esta 

sección se hablará de la difusión de un solvente a través de un medio poroso como lo seria 

una pelicula delgada de material. Dadas las caracteristicas de la película, puede suponerse 

que el flujo está dirigido sólo en una dimensión: concretamente aquella en la cual el grosor 

es de menor dimensión. El fenómeno estudiado es un solvente penetrando por las dos caras 

laterales de la película cuando a ésta se le sumerge en un baño. 

Bajo las suposiciones anterionnente hechas se considera que el flujo difusivo es uni­

dimensional por lo que la concentración del penetrante que se introduce en la película es 

sólo función de una coordenada, llamémosle x, y del tiempo. Por medio de experimentos 

es posible obtener información referente a las características de esta difusión unidimen­

sional. En particular es de interés la evolución de los perfiles de concentración a través 

de la geometria por la cual el líquido penetra, así como la cantidad de materia absorbida 

o desabsorbida. Las técnicas más comunes para obtener infonnación del sistema difusivo 

son: la absorción y la desabsorción. La primera consiste en sumegir una muestra de ma­

terial en el solvente y monitorear la cantidad de solvente absorbida hasta que se alcanza un 

valor de equilibrio. El proceso de desabsorción es similar, y consiste en retirar el solvente 



del interior empleando alguna técnica de vacío para sustraer el líquido o gas. La cantidad 

de interés experimental' es entonces la masa total absorbida (o desabsorbida) por unidad 

de superficie y tiempo M( t). La expresión que define la absorción toa! de solvente por 

longitud de la película estudiada es ~~ la cual se define como: 

M(t) =! r' 4>(x, t) dx (1.10) 
Moo 1 Jo 4>00 

Donde la masa absorbida o canalizada, está definida como la masa del solvente absorbida 

por la película o membrana por unidad de área. y donde Moo es la masa total absorbida 

cuando se alcanza el equilibrio; 4><",t) es la concentración a través de la película de ancho 

I Y 4>00 la cantidad final de penetrante en la película La masa absorbida puede ser 

monitoreada durnnte el experimento, usando técnicas de dispersión inversa de Rutherford, 

o bien técnicas de microdensometría. 

1.2.1 SOLUCION DE LA ECUACION DE FICK A TIEMPOS CORTOS 
y LARGOS 

Para resolver la ecuación diferencial parabólica que surge de la segunda ley de Fick, 

ecuación ( 1.3), es preciso introducir condiciones iniciales y de frontera que sean consis-

tentes con el sistema difusivo estudiado. El problema unidimensional de difusión clásica 

que aparece en en los textos1, ha sido resuelto considemndo el regimén de bajas concentra-

ciones de penetrante. Esta importante condición implica que la estructura y las propieades 

difusivas del medio a través del cual se produce la difusión no cambian. Bajo esta situación 

la ecuación es lineal y la solución puede encontrase usando superposición de soluciones 
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que sean consistentes con las condiciones iniciales y de frontera.La segunda ley de Fick 

incluyendo condiciones de frontera constantes 4>. y una condición en la que la cantidad 

irucia! de solvente es igual a cero ( no hay penetante inicialmente en la película) , son fre-

cuentemente la solución que describe la difusión para diferentes sistemas tisicos del tipo 

gas-liquido, líquido-líquido gas-sólido. Dicha solución matemática' es: 

4>( ) = 4> _ 44>0 ~ [ (_I)n (-D(2m + 1)2,,2t ) ((2n + 1)"Xl 
x, t o 7r L.,¡ 2m + 1 exp l2 cos 21 

m=O 

(1.11 ) 

Con 4>. la condición de frontera, es decir el valor de la concentración en los extremos 

de la película. El coeficiente de difusión es D, y 1 es el grosor de la película.Si se divide 

la ecuación (1.11) entre 4>. y después se integra con respecto a la coordenada x se obtiene 

(1.12), ésta es la cantidad de masa absorbida durante el tiempo t dividida entre la masa 

total absorbida: 

(1.12) 

Se observa claramente que al defirur esta raxón, el valor final obtenido cuando t--> 00 

es la urúdad. Es interesante estudiar los casos de los comportamientos límites de M(t) 

en escalas de tiempos cortos y l"'8oS debido a la información tisica que esta cantidad 

proporciona Si consideramos la escala de tiempos largos la serie definida en la solución de 

la ecuación(I.12). converge rápidamente en el tiempo obteruendose la aproximación: 
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M(t)= 1_~exp(-D1T2t) (1.13) 
MQC) 7r 12 

A tiempos lOIgos la ecuación de Fick predice que la razón ~ se comporta asintótica-

mente hacia la unidad en fonna exponencial con respecto al tiempo. En cuanto al regimen 

de tiempos cortos la aproximación de la ecuación (1.14) es: 

M(t) =i [Dt]l 
Moo 1 7r 

(1.14) 

El comportamiento de ~ es lineal respecto a la raíz cuadrada del tiempo.Estos resultados 

son fundamentales pues detenninan el carácter de las curvas del radio ~ en el caso en 

el que la difusión este descrita en ténninos de la Ley de Fick. En particular la ecuación 

es usada para detenninar el valor del coeficiente de difusión D. De hecho éste es uno de 

los métodos más socorridos para determinar dicho coeficiente en la práctica, bastando para 

ello graficar ~ vs JI y calcular la pendiente para evaluar D. Cuando se grafica ~ vs 

JI las curvas de la difusión fickiana típica como se muestra en la figura 1. 

1.2.2 VALIDEZ DE LA LEY DE FICK 

La validez de la ecuación de Fick has sido ampliamente tratada en la literatura'. En partic-

ular en el libro de Crank4 se presenta un estudio exhaustivo de sistemas difusivos en donde 

problemas de indole lineal son resueltos. Se estudia la difusión bajo la condición de que 

la estructura del material en el cual se difunde no es modificada. Una condición que es 

común para los sistemas fickianos es que la cantidad de solvente total absorbido es mucho 
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2~--------------------~ 

O~------~------~----~ O 1 2 J 

t'/~d (1/2,) A t=n S ,jJIn 

I.FiguraCurva de Absorción característica de l. difusión fickiana .. 
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menor en relación al volumen total del sistema penetrado. Ejemplos en donde se cumple 

la descripción anterior, son aquellos en donde el solvente es un gas difundiéndose a través 

de un Ilquido o un líquido difundiendose a través de otro líquido. Estudios realizados por 

Vieth3 con el CO2 demuestran que las ecuaciones de Fick son también válidas para sis­

temas en donde un gas se difunde a través de medios amorfos. Dichos medios amorfos 

pueden ser aquellos con porosidades como esponjas, cerámicas y plásticos. 

No obstante se ha reportado que para sistemas en donde el medio difusivo es una 

matriz porosa amorfa y el solvente es un líquido orgánico de peso molecular considerable, 

la ley de Fick falla al describir la difusión. Dichas fallas consisten en desviaciones en las 

fonnas de las curvas de absorción característica". Se interpreta las anomalias de las curvas 

como consecuencia de las interacciones de las partículas de solvente con las partículas 

del material por el cual se difunde.Algunos autores3•4,. establecen que una razón para el 

explícar porque la ley de Fick no describe la difusión en ciertos sistemas "porosos", es 

que desde el punto de vista molecular, la difusión ocurre por el movimiento aleatorio de 

las moléculas, (es decir no se establecen caminos o rutas preferenciales), en tanto que 

el movimiento de las particulas de solvente a través de una estructura porosa, puede verse 

constreílido fuertemente por las inhomogeneidades del material. 

A la difusión que no se puede describir en ténninos de la ecuación de Fick se le 

denomina difusión anómala, ténnino acuñado por primera vez por Alfrey en 1966' quien 

estudio la difusión en un medio "vítreo" observando comportamientos diferentes con re­

specto a las predicciones de las ecuaciones ( 1.16 Y 1.17),Una definición formal de la 

difusión anómala será dada en la sección 1.5.2. Antes de continuar es preciso introducir 
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una serie de conceptos que nos conduzcan a una definición precisa de la difusión anómala. 

A continuación se expondrán las propiedades de los polímeros los que son materiales 

amorfos que pueden ser vistos como medios porosos. Luego de discuten dos fenómenos 

que son esenciales para que la difusión anómala ocurra: el hinchamiento y la plastificación. 

Así mismo se presentarán conceptos referentes a los estados amoños vitreo y semi­

cristalino que coastituyen el tema de interes del presente trabajo. 

1.3 MATRICES POLIMERICAS COMO MEDIOS POROSOS 

Por principio recibe la. denominación de polímero~ a áquellas moléculas confonnadas por 

largas cadenas de moléculas individuales, que al enlazarse a través de procesos químicos 

generan estructUIas complejas de redes regulares e irregulares. Estos sistemas tienen la 

propiedad de poseer pesos moleculares muy grandes. Así el término de macromoléculas, 

es también usado para referirse a los sistemas poliméricos8 . 

Las propiedades estructurales de estos matcriales son muy interesantes debido a las 

diferentes topologías amorfas, cristalinas y semicristalinas que pueden generarse. Entendemos 

por amorfo una estructura que no presenta arreglos ordenados y periódicos en la config­

uración de sus moléculas como en el caso del estado cristalino.Los materiales poliméri­

cos generan "medios porosos" laberintico~ cuyas propiedades mecánicas dependen fuerte­

mente de las propiedades termodinámicas del sistema tales como la temperatura y el po­

tencial químico. Tal ha sido el interés en estos sistemas que actualmente se reconoce una 

rama de la f1sica llamada física de polímeros. 
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1.3.1 EFECTOS DE LA DIFUSION EN MEDIOS POROSOS 

1.3.2 IllNClIAMIENTO 

La difusión libre puede sufrir cambios en sus propiedades a! aparecer constricciones ge­

ométricas en el medio en el que se difunden. La idea de hinchamiento está relacionada con 

el aumento en las dimensiones del material debido a la existencia de esfuerzos generados 

por agentes internos. Molecularmente se puede imaginar una visión en donde partícu­

las de solvente son introducidas en el interior de un medio poroso en el cual debido a 

la topología de las estructuras irregulares y laberínticas se generan una acumulación de 

partículas en ciertas regiones del material. Se dice que estos efectos "trampa',g ocurren 

cuando un número aleatorio de partículas de solvente se ve retenido en secciones micrós­

copicas del mateña! ejerciendo fuerzas sobre las estructuras del mismo.Lo aoteñor causa 

pequeños desplazamientos de la matriz del mateña! debido a la presencia de microesfuer­

lOS. Esta condición puede traducirse en la modificación de las dimensiones del matería! 

por efecto de fuerzas internas. A este fenómeno se le conoce como hinchamiento. Es 

evidente que W1 acoplamiento mecániC<Hiifusivo ocurre bajo estas circunstancias. 
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1.3.3 PLASTIFICACION 

Un fenómeno asociado a la difusión anómala es la plastificación, la que ocurre cuando el 

número de partículas de solvente penetnlnte en el polímero es capaz de efectuar fuerzas 

internas lo suficientemente fuertes para "abrir" o defonnar las estructuras de los poros. La 

plastificación puede ocasionar un cambio en la capacidad de las moléculas para difundirse 

modificando su tasa de movimiento al encontrar más espacios y modificando a la vez los 

tamalIos y distribución de los poros en el material. 

Se dice que dichos cambios en las propiedades estructurales y mecánicas del sis­

tema producen la plastificación del mismo. La plastificación puede ser entendida como el 

reblandecimiento del material, por efecto de altas concentraciones de saluto que se difun· 

den modificando las estructuras de los poros. Por ejemplo, supongamos la difusión en una 

estructura polimérica la cual está conformada por un conjunto de cadenas de moléculas 

alineadas unas con olras y que pueden estirarse por efecto de esfuerzos. Dicha configu­

ración corresponde a un polímero elástico como lo sería una liga. Cuando una muestra del 

polímero se smnerge en un líquido orgánico, las moléculas de solvente se difundirán en­

tre las vecindades de moléculas o "poros" del polbuero modificando sus dimensiones. En 

todo caso el hinchamiento continua hasta que la reacción elástica de la red equilibm la pre­

sión osmótica que genera el solvente en el polímero hinchado.La teoria de la Elasticidad 

ha sido usada pam explicar el comportamiento de hinchamiento de sistemas elásticos, con 

resultados satisfactorios7.0tr0 de los medios porosos que han despertado mucho interés en 

el estudio de la difusión, es el de los polímeros vítreos. Dichos materiales se caracteri­

zan por la pérdida en la movilidad de moléculas que los componen. Lo anterior trae como 
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consecuencia modificaciones en las propiedades mecánicas y difusivas con respecto a los 

polímeros elásticos. 

Una visión molecular del estado vítreo, sería la de un conjunto de cadenas de polímeros 

enredadas o enmaralladas a semejanza de lo que pasa en una madeja de estambre en donde 

las moléculas están contraidas de manera irregular de tal manera que su movilidad es 

muy límitada.Macrosc6picamente estas sustancias son transparentes y tienen el aspecto 

del "vidrio~' presentando comportamiento mecánico altamente viscoso en unas regiones y 

elástico en otras. Esta características inducen propiedades viscoelásticas en el material, por 

lo que el fenómeno de relajación mecánica de las cadenas es importante7 . 

El estudio de la transición vítrea es muy complejo, sin embargo nosotros sólo nos 

concentraremos c~n aquellas propiedades estrucutrales que son detenninantes para explicar 

el proceso de dilUsión anómala 
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1.4 PROPIEDADES DEL ESTADO AMORFO Y SEMI CRISTALINO 

1.4.1 EL ESTADO AMORFO. 

En e1lenguaje de la ciencias de materia condensada.. dos estados son de interés: el estado 

cristalino y el estado amorfo. Este último se caracteriza por no exhibir patrones de difración 

cristalina, Y no poseer una transición de fase de primer orden. Si se considera la estructura 

de polímeros cristalinos, ésta contrasta con la estructura amorfa que es desordenada. Estos 

materiales poseen un tendencia de disminuir su flexibilidad con la temperatura, es decir 

se disminuye la temperatura de un polímero a partir de la la cual en vez de cristalizarse 

sufre una transición caracterizada por un estado desordenado y con tiempos de relajación 

mucho mayores comparados con la relajhación en el estado líquido. 

1.4.2 POLIMEROS EN ESTADO VITREO y TEMPERATURA DE 
TRANSICION VITREA. 

A bajas temperaturas y en ciertas condiciones de enfriamiento, los poHmeros presentan 

un comportamiento vítreo en vez de cristalino. Se sabe que la razón de esto se debe 

esencialmente a dos motivos: 

A) A que al ser enfriados, la estructura de cadenas del polímero es irregular y no 

pennite su cristalización aún si la tasa de enfriamiento es baja. 

B) El polímero es enfriado a una tasa "rápida" que no permite la cristalización aún 

tratandose de polímeros con cadenas regulares. 
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2.FiguraEnfriamiento de un líquido siguiendo dos rutas: cristalización y estado amorfo 
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La transición vítrea ocurre cuando un políemero líquido es sobrenfriado y sufre un 

cambio del estadolíquido a un estado amorfo, vítreo en donde los efectos de relajación así 

como de memoria en el material son importantes. A la temperatura en la cual ocurre la 

transición vítrea se le conoce como temperatrua de transición vítrea y se denotará como T 9 

En este valor de temperatura ocurren cambios abruptos en las propiedades termodinámicas 

como el volumém específico,la capacidad calorifica especifica y el coeficiente de expan­

sión ténnica Es por esa razón que una forma para detenninar T 9 en un experimento en 

donde se sobrenfrfa un líquido, es monitorear el volumen específico vs temperatura y ob· 

servar aquel valor en donde le cambio de la pendiente de la gráfica sea brusco. (figura 

2). La tendencia para la formación de un vidrio polimérico se debe a la disminución de 

la flexibilidad en las cadenas del polímero con la temperatura, se observa que en general 

los grados de movimiento (traslacionales, rotacionales) de las cadenas se ven restringidos 

enonnemenrte También como consecuencia de la transición vítrea, surgen cambios en las 

propiedades mecánicas del material como el aumento en el módulo elástico.La morfología 

del polímero se modifica cuando se alcanza la transición vítrea Generalmente arriba de 

esta temperatura los polímeros están en estado amorfo exhibiendo caracter' siticas elásti­

cas. Se dice que a temperaturas tales que r:<;rg los polímeros se transforman en vidrios, 

materiales duros y quebradizos. 

Sin embargo se sabe que la r 9 puede depender de muchos factores, estructurales y 

de composición del material; por ejemplo está disminuye con el nómero de moléculas que 

componene una cadena polimérica una dependnecia similar se observa para la masa molar 

de polímero. Otro factor de importancia es la presencia de especies moelcualres de bajo 
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peso molecualr dentro del material. Este último es importante pués introduce el concepto de 

plastificadores las cuales son sustancias que disuelven el pollmero separando cadenas entre 

sí y facilitando el movimiento molecular en el interior del material. Lo anterior produce 

una disminución de la T 9 • 

1.4.3 SEMICRISTALINIDAD 

Los materiales cristalinos presentan patrones de difracción de rayos x característicos que 

son consecuencia de la existencia de arreglos ordenados. periódicos y definidos en la es­

tructura del material. En este sentido, las características cristalinas de los polimeros difieren 

de otros materiales en virtud a que estos materiales no pueden llegar a ser completamente 

cristalinos, es decir siempre poseen regiones amorfas. Lo anterior es debido a que general­

mente existe un gran número de cadenas poliméricas "enmarañadas" en el material lo cual 

hace casi imposible formar una red 1 00"10 ordenadas .Los Polímeros amorfos y las regiones 

amorfas de los polímeros semicristalinos están caracterizados por su temperatura de transi­

ción vítrea como se ha mencionado con anterioridad. El grado de cristalinidad y el tamai!o 

de los cristales en el polímero semicristalino determinan cambios en las propiedades fisi­

cas del material. Debido a la importancia de 10 anteriormente citado se ha definido en la 

litemtura'o un Indice pam medir el grado de cristalinidad de un polfmero. 

La cristalización de un polímero amorfo va siempre acompañada por reducción del 

volúmen de la especie original debido a un incremento en la densidad, ya que que la den­

sidad de los regiones cristalinas es mayor. La fracción de volumen cristalino se define 

como: 
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(1.15) 

y puede calcularse a partir de los volúmenes de material cristalino y material amorfo, V, Y 

Va. los cuales cumplen la condición V=V c+ Va., siendo V el volúmen total del material. 

Usando el hecho de que la masa total de material es la suma de las masas cristalina y amorfa 

es decir: pV = Pe V e + Po. Va, se tiene que la fracción de volumen cristalino es: 

( p- p.) a- ---
e- Pe - Po. 

(1.16) 

Donde p es la densidad total del material, Pe es la densidad de la componente cristalina y 

Po. es la densidad de la componente amorfa. Complemetariamente se define la fración de " 

amorficidad" como 

(1.17) 

De este modo se puede hablar de materiales semicristalinos al hacer referencia a la cantidad 
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1.4.4 PREPARACION DE POLIMEROS SEMI CRISTALINOS 

Las técnicas para la preparación de polímeros semicristalinos son diversasll . Existen 

ciertos sistemas poliméricos los cuales al estar en estado amorfo pueden cristalizarse em­

pleando métodos de recocimiento o bien métodos consistentes en la introducción de un 

gas o liquido el cual cristalice regiones del material. Los métodos de recocimiento em­

plean altas temperaturas para generar regiones cristalinas. A trnvés de trntamientos de altas 

temperaturas durante periódos prolongados de tiempo se alcanzan valores altos de cristal­

inidad. La cristalización por inducción de solvente (SINC), es una técnica en donde un 

vapor de bajo peso molecular es introducido dentro de una matriz amorfa para generar pe. 

queftas "cristalitas" de material en las cuales la cristalinidad obtenida no es muy grande y el 

grado de orden en las estructuras es pobre en comparación alas estrucwa cristalinas metáli­

cas. Se dice que el rnateria1 así preparado es semicristalino. La (SINC) es una técnica que 

produce una cristalización pobre, en el sentido de que las estructuras cristalinas muestIan 

conjuntos de "cristalitas" 1aminares de bajo grado de organización. La técnica de (SINC) 

produce dicbas estructuras mediante la introducción de un vapor satwado (i.e clorito de 

metileno) el cual interacciona con las estructuras amorfus produciendo hinchamientos y 

plastificación local; es en estos sitios plastificados que las cristalitas se desarrollan y cre­

cen basta alcanzar su máximo tamaño14 El volumen del material cristalizado dependerá 

del ritmo con el cual se introduzca el gas, siendo la fracción de volumen cristalino del 5 al 

20"10. Se dice que los materiales preparados con esta técnica son semicristalinos, por poseer 

una fase amorfa mayoritaria. 
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El efecto de la aparición de regiones cristalinas afecta las propiedades fisicas del 

material tales como la temperatura de transición vltrea Se reporta en alliteraturall que la 

temperatura de transición vltrea aumenta al agregarsele una pequeña porción cristalina. Asi 

mismo las propiedades mecánicas presentan cambios en el modulo elástico del material, y 

el efecto de agregar una porción cristalina al polímero amorfo aumenta dicho módulo. 

1.4.5 PLASTIFICACION E HINCHAMIENTO EN EL MEDIO 

SEMICRISTALINO 

Aparentemente el fenómeno de plastificación expuesto en la sección ( 1.33) solo puede 

ocurrir en regiones amorfas del polúnero , sin embargo resulta interesante preguntarse si en 

regiones amorfas en donde existe una pequeña fracción cristalina de polímero puede ocur­

rir hinchamiento .Lo que intuitivamente se podria pensar, es que las propiedades difusivas 

se verían afectadas debido a las constricciones mecánicas que imponen dichos "obstacu· 

los cristalinos" para el hinchamiento. Así se esperaría que el hinchamiento facilitado por 

la plastificación ocurra sólo en aquellas regiones amorfas y que las moléculas de solvente 

sean incapaces de penetrar en aquellas regiones cristalinas o también denominadas cristal­

itas. El efecto de la morfología sobre la solubilidad es un factor ímportante para poder 

hacer prediciciones. De hecbo la cantidad total de penetrante deberá depender de la pro­

porción amorfa de la red. Las cristalitas actuan como una red de "uniones" fijas que roban 

espacios a los poros através de los cuales las moléculas de solvente pueden transitar. Esto 

es lo que en la literatura se conoce como efectos entropicos negativosll del hinchamiento. 
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I.S DIFUSION ANOMALA 

I.S.1 DINAMICA DE HINCHAMIENTO 

Ya se mencionó que la difusión puede ocasionar tanto Iúnchamiento en el material donde se 

difwtde así como plastificación dependiendo del grado de concentración. La importancia 

de describir esta dinámica radica en que es posible hacer una clasificación de la difusión 

en ténninos de ciertos mecanismos. Dentro del proceso de hinchamiento de una matriz 

polimérica por la cual se difwtde un solvente de peso molecular alto los siguientes casos 

pueden presentarse!2. 

I)Difusión del solvente dentro del polímero. Cuando no existan cambios estruc­

tura1es de la red polimérica a través de todo el proceso se dice que la penetración del 

solvente dentro del polímero estará gobernada por la difusión molecular a través de la red. 

Esta dinámica corresponde a la descripción fickiana. 

2)Relajación Mecánica del Material.-Al introducirse un solvente el material se ve 

perturbado por los esfuerzos generados por el líquido que empuja desde el interior, por 

lo cual se produce un efecto de relajación mecánica sobre las cadenas moleculares que 

conforman el material. Debido a estas "relajaciones" aparecen espacios moleculares a 

través de los cuales las partículas de solvente pueden transitar. El mecánismo citado arriba, 

ocurre cuando la tasa de difusión del solvente es mucho menor que la tasa de relajación 

mecánica en el material. Esto significa que la difusión ocurre por medios "mecánicos" al 

retirarse cadenas de material permitiendo el paso a las moléculas de solvente, existiendo un 
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ligero hinchamiento. El mecanismo citado aquí se asocia con el término de difusión dirigida 

por esfuerzos o difusión caso 11. 

3)Expansión de la red polimérica una vez ocurrida la relajación. Cuando el material 

se ha relajado, las moléculas de solvente expanden la red siendo ahora la difusión producto 

de la apertura de "poros" mas diferencias de concentración, a esto se le denomina hin­

chamiento gobernada por difusión colectiva, es decir el solvente se introduce al material 

tanto por mecanismos difusivos como mecánicos. Los tres mecanismos se ilustran en la 

figura 2.El comportamiento de hinchamiento dependerá en cuaJ de de estos proceso llegue 

a ser dominante en el sistyema estudiado. En base a lo expuesto párrafos arriba, se observa 

que los fenómenos de hinchamiento y plastificación están ligados a nuevas dinámicas di­

fusivas. El caso en donde la difusión es producida por efectos mecánicos recibe el nombre 

de difusión caso 1115 en referencia a la difusión caso 1 o fickiana discutida en al sección 1. 

La difusión caso 11, se asocia con el término de difusión dirigida por esfuerzos; esto está 

asociado al mecanismo no. 2 expuesto en la sección 1.5.1. En tanto que aquella difusión en 

donde ambos mecanismos difusivos se presentan ( debido a diferencias de concentracion 

y por acción de esfuerzos) recibe el nombre de difusión anómala o no fickiana 

La difusión anómala se relaciona entonces con cambios en la estructura del polfmero 

y los efectos que ésta produce sobre la solubilidad y la movilidad de las moléculas de 

solvente.Generahnente dichos cambios ocurren a temperaturas cercanas a la temperatura 

de transición v[trea.El carácter difusivo anómalo se ve reHejado en la forma de las curvas 

de absorción total del solvente, las cuaJes presentan discrepancias con la gráfica obtenida 
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3.Figura.Etapas del hinchamiento I)Difusion molecular 2)Relajarniento 3)Plastificación 
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de la sohición de la ecuación de Fick ( figura 1). Lo anterior es claro pues la definición 

de absorción esta intímamnte ligada con la manera en que la concentración evolucione con 

respecto al tiempo (ecuación 1.l0).Las formas de las curvas de absorción y desabsorción 

en la difusión anómala pueden presentar aspectos muy variados dependiendo del material, 

el solvente estudiado y la temperatura a la que se realice el experimento. Sin embargo se 

pueden agrupar dichos comportamientos en una clasificación basada en las propiedades de 

curvatura En el libro de Crank4 se presenta la siguiente clasificación: 

i) Curvas sigmoidales: Curvas en fonna de "8". que tiene un solo punto de inflexión 

el cual aparece frecuentemente alrededor del 50% del proceso difusivo. 

ii)Curvas de dos Etapas: Curvas en donde aparecen dos puntos de inflexión. En la 

primer etapa se observa que a tiempos cortos, el comportamiento con respecto a la raíz 

cuadrada del tiempo es lineal y se aproxima a un valor de cuasiequilibrio. No obstante el 

equilibrio no se alcanza y aparece una segunda etapa caracterizada por una curva sigmoidal. 

iii)Curvas Pseudofickianas. Caracterizadas por no poseer un comportamiento lineal 

con respecto a la miz cuadrada del tiempo durante los primeros instantes de la difusión. Se 

llama pseudofickiana puesto que se presenta un comportamiento asintótico exponencial ha-

cia el equilibrio igual que en el caso fickiano. En la figura 4 se ilustran los comportamientos 

anómalos mencionados y se comparan con la curvas fickianas.Alfrey' (1966) propuso que 

las curvas de absorción a tiempos cortos tienen la forma: 

(1.18) 
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En donde k es una constante y n es un número entre O y 1. En el caso en que 0=0.5 se tiene 

el caso fiekiano dado por la ecuación (1.14). En el caso de que n=1 se tiene el caso JI. Si 

0>0.5 se tiene difusión anómala Esta clasificación aunque empírica ha pennitido predecir 

en algunos sistemas el carácter difusivo de los mismos.Probablemente una gran cantidad 

de datos experimentales como los que se reportan en la literatura4 puedan clasificarse en 

términos de aIgun índice que este basado en cantidades lisieas elementales. Un parámetro 

propuesto que nos pennite clasificar el tipo de difusión que puede ocurrir en un sistema 

fué introducido por Vrentas Hopfenberg y Frish, mismo que permite clasificar el tipo de 

comportamiento difusivo basándose en parámetros experimentales elementales 
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1.5.2 EL NUMERO DE DEBORAH 

El número de Deborah originalmente se define en reología como el cociente del tiempo 

de relajación de un material entre el tiempo de duración de un proceso de perturbación 

mecánica. En analogía a este número, Vrentas, Hopfenberg y Frish14 definieron el número 

de Deborah para la difusión (Deb) D , que se define como el cociente del tiempo de rela-

jación del material poHmerico entre el tiempo caracteristico de duración de la difusión: 

(Deb) = Tiempo de relajación careterístico = Dr 
D Tiempo de difusión caracteristico /' (1.19) 

Donde r es el tiempo medio de relajación promedio del polímero, ~ es el tiempo en el 

que ocurre la difusión siendo D es el promedio molar de los coeficientes de autodifusión 

del polímero y el penetnmte, y I es el tamaño característico de la muestra de polimero (i.e 

el ancho de una membrana, el diámetro de una esfera, el grueso de una película etc.). 

Este número es un índice para caracterizar el tipo de difusión que se está estudiando, ya 

que puede detenninar cuales de los mecanismos establecidos en la sección (1.5.1) esta 

presente. Los criterios son: 

a) Si (Deb)D «lo (Deb)D »1 se tiene difusión Fickiana, las razones se exponen 

8 continuación: 

i)Para (Deb) D < < 1 implica que los cambios estructurales en el polimero ocurren 

instantanearnente previos a la difusión. 

ií)Para (Deb)D» I no existe variación en la estructura del polímero durante el pro-

ceso de difusión. 
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b)Si (DeblD=1 se obtiene un comportamiento anómalo, puesto que los procesos de 

relajación del material a través del cual ocurre la difusión son comparables los tiempos en 

que se llevan cabo los procesos difusivos. Moleculannente el "reacomodo" de las cadenas 

del polímero producido por el "empuje de las particulas de solvente" ocurre simultánea­

mente al movimiento de las moléculas de solvente. Debido al espectro de tiempos de 

relajación que puede tener un polímero en particular (lo cual trataremos en el capítulo III), 

la evaluación del número de Deborab podría no ser uoívoca, dependiendo del modo en que 

el sistema sea perturbado y la forma en que relaje hacia equilibrio. Además si la concen­

!ración llega a ser tal que el coeficiente difusivo dependa de esta, otras consideraciones se 

deben hacerse. En el caso en el que las propiedades del material no cambien durante la 

difusión isotérmica puede especificarse el valor de (DeblD si se conoce el tiempo de re­

lajación promedio .En general el número de Deborab para la difusión de un material en 

particular dependerá de la temperatura, la presión, la concentración y el peso molecular del 

polímero. Consecuentemente se hablará de Diagramas de Deborab con respecto a las vari­

ables anterionnente citadas. Dichos diagramas proporcionan una idea del comportamiento 

anómalo de la difusión bajo ciertas condiciones específicas. En la figura 5 mostramos un 

ejemplo de un mapa de Deborah, en donde las variables utilizadas son la concentración y la 

temperatura Entonces la difusión en un sistema vítreo puede presentar ambos fenómenos 

citados párrafos arriba: hinchamiento y plastificación si la concentración de solvente es lo 

suficientroente grande para producir dichos defectos. 

Aquí se muestran las regiones en donde la difusión es fickiana y anómala para el 

sitema Polimetil-metacrilato metanol.. Es de sefialarse una curva correspondiente a la tem-
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peratum de transición vitrea en donde se define un vecindad alrededor de ésta en donde se 

verifica el comportamiento anómalo. El modo de construir diagnunas de Deborah para una 

sustancia en particular es en general una cuestión que debe tomarse con cuidado. V rentas14 

propuso un modelo para construir diagramas de Deborah en el caso de que el coeficiente 

de difusión sea dependiente de la concentración y la temperatura. 

1.6 EL MODELO DE THOMAS y WlNDLE 

Se han realizado grandes esfuerzos para describir de manera teórica la difusión anómala 

En especial se ha puesto un gran enfásis en el estudio de la difusión caso 11. Uno de los mod­

elos más aceptados que predice fielmente las caracteristicas de la difusión caso 11 es el mod­

elo de Thomas y Windle15Se propone que el proceso difusivo está fuertemente acoplado 

a la respuesta mecánica del polímero, en el sentido de que la tasa de cambio a la cual el 

solvente es absorbido debe ser compatible con la tasa de hinchamiento controlada por la 

deformación.La viscosidad y el coeficiente de difusión son extremadamente sensitivos a la 

concentración del solvente, produciéndose disminución en la viscosidad y un aumento en el 

coeficiente de difusión. Estos cambios son debidos a la plastificación causada por la absor­

ción del solvente. Esta dependencia produce las carácteristicas de la difusión caso 11. Sin 

embargo existen estudios que demuestran que la cantidad de solvente que penetra es de­

terminante para decidir si hay o no plastificación.De acuerdo a Samus el. al17 esta singular 

caracteristica depende de la solubilidad molecular del solvente penetrante. La construc­

ción de las ecuaciones de difusión se obtiene de suponer- que el potencial químico por 
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mol de diluente absorbido en el polímero hinchado, depende de la presión de n<>-equilibrio 

producida por los efectos viscosos, esto trae como consecuencia la modificación de la 

ecuación para el flujo difusivo. Esta presión de no equilibrio juega un papel similar al de 

una presión osmótica en el tratamiento original de Thomas y Wmdle1S. 

El hinchamiento del polimero ocurre debido a una presión hidrostática que actua 

sobre el polimero , la absorción de un mol de diluente por volumen Ir,. N A causará un 

trabajo externo PIr,.NA , donde V, es el volumen molar del penetrante y NA el número de 

Avogadro. La ecuación para el potencial químico de acuerdo a Thomas y Windle es17: 

1',-1'0= PVN A+RT (G; [(1-1»l - (1 -1»J + In 1> + (1 -1» + (1 _1»2X) 

(1.20) 

Donde G es un parámetro relacionado con la estructura de la red del polimero en cuestión 

Vi es el volumen molecular del solvente, V el volumen del polimero hichado, 1> es la 

fracción de solvente en el polimero hinchado, y X es el parámetro de interacción del sistema 

solvente-polimero. Thomas y Wmdle suponen que el comportamiento químico es ideal por 

lo que manipulando la expresión (1.20), se llega a que la presión "osmótica" : 

(1.21) 

Aunque el modelo de Thomas y Windle fué generado originalmente para estudiar 

difusión caso n. se encuentra en la literatura que bajo ciertas modificaciones este modelo 

puede considerar o predecir otros tipos de difusión anómala. 
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1.7 DESCRIPCION DE LA CINETICA DEL IDNCHAMIENTO 
USANDO EL MODELO DE THOMAS y WINDLE. EN PELICULAS 
DEPOL~ROSvrrREOS 

El dispositivo tradicional en el estudio de la difusión caso 11" es una película inmersa en 

líquido penetrante, la cual es adjuntada a un sustrato con el fin de lograr un incremento de 

volwnen en una de las dimensiones en este caso el ancho de la película. Para estudiar el 

hinchamiento se hacen las siguientes suposiciones: 

1) El incremento en volwnen hinchado es proporcional a la concentración del pene-

tranle absorbido. 

2) La viscosidad del polímero disminuye exponencialmente con el penetrante de 

acuerdo a: 

(1.22) 

Donde M es un parámetro de ajuste el cual debe determinarse a partir de datos exper-

imentales. 

3) La respuesta de un elemento de película a la presión ejercida, es expresada en 

términos del cambio en la deformación dado por la ley: 

tk P 
dt r¡ 

(1.23) 

La ecuación anterior se supone válida si se considera una comportamiento netamente vis-

coso en el material 
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4) Debido a la naturaleza de la difusión caso 11 la deformación esta relacionada di­

rectamente con el incremento de volumen, se define el radio k=~ lo que da como resultado: 

dq, P 
- -
dt Kry 

(1.24) 

Sustituyendo la expresión dada para la presión P ecuación (1.21) en término de q, se 

tiene finalmente: 

dq, -RT 
dt V,N k In(q,)exp(Mq,) 

1 A TIa 
(1.25) 

Esta es la ecuación que rige la evolución de los perfiles de concentración. Aunque los resul-

tados de la teoría de T&W resultan ser correctos, existen ciertas limitaciones que son rel-

evantes. Por ejemplo se predice difusión nula si la viscosidad longitudinal es muy grande, 

en contraste con las observaciones experimentales. Otro de los inconvenientes es que el 

intervlo de hinchamiento es subestimado para valores bajos de q, y se sobreestima si q,1 es 

grande. 

Otro de los aspectos notorios en el modelo de T & W es que no consideran efec-

tos de rell\Íación en su formulación, es decir se propone una cinética "viscosa", en lugar de 

viscoelástica 18-20. Dichos efectos viscoelásticos pueden ser tomados en cuenta si se con· 

sideran los efectos de relajación de la presión viscosa u osmótica como es llamada en este 

modelo. 
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1.8 EL MODELO DE DURNING 

Este modelo21 se concentra en estudiar la absorción de material de manera diferencial y 

supone que el potencial químico de equilibrio local esta dado por: 

1TVj 
= ¡(<I>, T) + RT (1.26) 

f es una función de la concentración y de la temperatura, 7r es la presión osmótica VI es 

el volumen molar del solvnte. T es al temperatura y R es la constante universal de los 

gases R= 8,19 J/lanol. l.a ecuación (1.26) sigue la misma idea que el modelo de T&W, sin 

embargo una de las modificaciones con resepcto a dicho modelo es relacionar la tasa de 

b' d h' hami fJ<I> do , d' dI" "d M 11 cam JO e me ento ~ = ~ mtro UClen o a ecuaClQn constItutiva e axwe para 
u, dt 

describir la relajación de los esfuerzos: 

(1.27) 

Donde ry es la viscosidad longitudinal de la red y T es el tiempo de relajación de la misma, 

Por otro lado se define el flujo difusivo del solvente como: 

(1.28) 
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Debido al hinchamiento, el tamaño de la película no es constante, por lo que el marco 

de referencia expresado por la coordenada € es variable con el tiempo. Para resolver este 

problema, Durning introduce un marco de referencia fijo usando la transformación: 

x = [ v,q,(x, t)dE. (1.29) 

Aquí se introduce un sistema de referencia fijo donde rjJ es la concentración expresada 

como q, = P:
T

, siendo p¡ la densidad del solvente, p, la densidad del polímero y V, el 
P2 V 2 

volumen molar del polímero. La transferencia del polímero no ocurre a través de superficies 

de x= constante. Tomando en cuenta (1.29) se calcula la divergencia de la ecuación (1.28) 

usando la ecuación de conservación de materia y suponiendo que la parte de la actividad 

que depende de la concentración es f=ln-.t. Durning obtiene: 
q,oo 

8q, =!... (D8q,) +!... ( DVw¡ 8,,) 
8t 8x 8x 8x RTV,w, 8x 

(1.30) 

Esta ecuación esta acoplada a la ecuación de Maxwell (1.27) cuya solución en forma 

integro-diferencial es del tipo: 

-t [ - ~ 1.' 8q, . -t' 1 ,,= exp (-) ,,+ + V - -8 exp(-)dt' 
T T o t T 

(1.31) 

Se usa la ec.(1.3l) suponiendo que los coeficientes no dependen de la concentración y si 

sustituimos en (1.30) se obtiene: 

(1.32) 
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La cual resulta ser Wlll ecuación diferencial parcial hiperbólica lineal. La ecuación (1.32) 

fué estudiado'pior Duming17 para para el sistema PMMA-metanol empleando el metodo 

de transformada de Laplace. El comportamiento de este sistema es sigmoidal en la primera, 

de dos etapas y finalmente fickiano. Se introducen diferentes valores para el número de 

Deborah, considerando un espeetro de tiempos de relajación desde lo" hasta 101 . A pesar 

de su elaboración sofisticada, el modelo de Duming ignora los efectos de plastificación y 

las no linealidades debidas a los cambios de los coeficientes de transporte. Se considera 

en la literatura22,23 que el modelo de Duming es lineal y válido para sistemas en donde las 

concentraciones son pequeñas .Una de las cuestiones a discutir es como se modificarían las 

curvas de absorción en el caso de que los coeficientes de difusión mutua D y el coeficiente 

de viscosidad longitudinal dependieran de la concentración del solvente penetrante. Lo 

anterior plantea una dinámica de absorción no lineal, que propondremos en el siguiente 

capitulo. 
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En este capítulo se obtienen las ecuaciones de transporte para la difusion anómala a par-

tir del formalismo de la Termodinámica Irreversible Extendid!L Usando la simplificación 

del caso unidimensional, se establecen las ecuaciones diferenciales parciales que rigen el 

comportamiento de la difusión y su acoplamiento con el hinchamiento. Para tomar en 

cuenta los efectos de plastificación del material durante el proceso de absorción, es preciso 

considerar modelos para los coeficientes de difusión mutua y de viscosidad longitudinal. 

En la sección 2.5, 2.6 Y 2.8 proponemos dichos coeficientes. El coeficiente de difusión es 

obtenido usando la teorfa del transporte libre de volumen libre debida a Vrentas, ntientras 

que el coeficiente de viscosidad longitudinal se toma de la teoría de Thomas, mencionada 

en el capitulo 1. Modificaciones con respecto a las propiedades del solvente y el coeficiente 

de difusión en presencia de una fracción cristalina pequeña en el material son analizadas y 

discutidas. 

2.1.1 GENERALIDADES 
NO-EQUILIBRIO 

DE LA TERMODINAMICA DE 

La difusión al igual que otros fenómenos de transporte es un proceso que cual ocurre 

"fuera de equilibrio"y cuya dinámica queda fuera de la descripción de la termodinámica 
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clásica la cual considera sólo estados de equilibrio. No obstante en el pasado se han prop­

uesto teonas termodinámicas con el fin de poder describir y predecir tanto la dinámica 

como las propiedades de no equilibrio en estos fenómenos. Ejemplos de ecuaciones que 

expresan la dinámica de parámetros intensivos son la ecuación de Fourier y Fick. La ter­

modinámica Irreversible Iineal1 en base a ideas fenomenológicas, introduce de manera nat­

ural el concepto de equilibrio local. de modo que los conceptos de la termodinámica clásica 

puedan extenderse a situaciones que no esten "muy alejadas del equilibrio" Las variables 

termodinámicas son distribuciones que dependen de la posición y del tiempo. La teoría de 

esta tennodinámica irreversible se basa en la entropía de equilibrio, la cual es una función 

de estado de la variables locales como son la energía interna, el volúmen, y el numero de 

moles en el caso de un sistema abierto. A diferencia de la termodinámica clásica es preciso 

complementar la infonnaci6n tennodinámica con principios de conservación de materia, 

energía, momento etc. En el caso de la entropía, ésta no cumple una ecuación de conser­

vación. En vez de esto, se habla de una ecuación de balance, lo cual implica la producción 

de la misma. Lo anterior evidencia el carácter irreversible de los sistemas fuera de equi­

librio.La noción de flujos tennodinámicos es también parte del fonnalismo. De manera 

natural, éstos aparecen en la descripcón de los fenómenos de transportes ( flujo de calor, 

materia, momento etc). Este fonnalismo contempla ecuaciones consitutivas del sistema las 

cuales son relaciones lineales entre los flujos y las fuerzas termodinámicas, éstas últimas 

representadas como variaciones lineales de parámetros intensivos: temperatura, momento, 

materia, carga eléctrica. 
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2.2 TERMODINAMICA IRREVERSmLE EXTENDIDA 

Se sabe que en el marco teórico introducido por la Tennodinámica Irreversible Lineal 

(TIL), existen ciertos fenómenos irreversibles que no son descritos adecuadamente por 

el mismo. En el libro de Garcia-Colfn24 de Termodinámica Irreversible Lineal se señalan 

cuales son estas Iimitantes, en donde se evidencia que las variables locales son insuficientes 

para la descripción de los sistemas fuera de equilibrio. Entre los fenómenos considerados 

como "fenómenos más aIla del equilibrio local" se encuentra aquellos sistemas en donde 

los efectos de relajación de los flujos son importantes. Por relajación entendemos aquellos 

procesos que para alcanzar el equilibrio necesitan de un tiempo característico y que pueden 

inducir efectos de memoria durante su evolución hacia el equilibrio. Una tennodinámica 

que considera los efectos arriba citados, es la tennodinámica Irreversible Extendida que 

denotarmeos como (TIE)3, la cual propone un marco teórico en donde se proponen como 

variables tennodinárnicas en un régimen "mas allá del equilibrio local" a los flujos. 

Mediante un marco axiomático en donde se postula la existencia de una entropía 

generalizada que es una función convexa de las variables locales y de los flujos, TlE se 

erige como un fonnalismo capaz de resolver la paradoja de la propagación con velocidad 

infinita de los disturbios térmicos planteada en la TIL y que fué señalada por Cattaneo hace 

más de 50 afios. La TlE supone la existencia de una entropfa generalizada la cual, además 

de ser función de las variables locales conservadas (energía interna, volúrnen específicos 

y concentración) s=s(u,v, q¡, pU, Pij ) es también función de los flujos físicos: q¡ pV, prj 

calor y tensor de tensiones viscoso (su traza y la parte sin traza).23 
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Las propiedades de esta entropía así definida son: 

1. Es una cantidad aditiva 

2. Es una función convexa de todas las variables. 

3. Su tasa de producción es localmente positivo 

Este formalismo desarrollado desde la decada de los setenta, se compara con la teoría 

cinética del Modelo de 13 Momentos de Grad24 • la cual evidencia a los flujos físicos como 

"nuevas variables tennodinámicas fuera de equilibrio" .Se asume que es válida una relación 

de Gibbs para representar a la entropía generalizada en forma diferencial: 

ds = T-1du + pT-1dv + D:lOvqidqi + D:IIVptJdpv + 0'12PijdPij (2.1) 

Donde las cantidades D:ij son coeficientes fenomenológicos con la propiedad algebráica 

de ser cantidades invariantes de los flujos ( i.e la traza). 
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2.2.1 DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE EVOLUCION DEL 
FLUJO DIFUSIVO. 

En particular la entropía puede depender de otros flujos tales como el difusivo. Este es el 

caso que nos interesa, el flujo del solvente con respecto a la velocidad baricéntrica JI.EI 

punto de partida lo constituye la ecuación generalizada de Gibbs" en donde se incluye el 

flujo difusivo y el potencial químico. 

En donde <p es la concentración de la componente penetrante de bajo peso molecular, y J.l= 

/-11 -ll2 es la diferencia entre los potenciales químicos específicos del solvente penetrante y 

de la matriz polimérica. T y P son la temperatura y la presión absolutas, Pi; es el tensor de 

esfuerzos viscoso del material y 0':10, a11, 0'22 son parámetros relacionados con coeficientes 

fenomenológicos. 26Siguiendo el procedimiento de la TIE se supone que el flujo de entropía 

depende de los flujos disipativos y tiene la fonoa: 

(2.3) 

Las ecuaciones de balance de energía y de masa son: 

(2.4) 

d¡jJ aJ, 
p-=--

dt f)Xi 
(2.5) 
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Con Pijel tensor de esfuerLOs y Vi la velocidad baricéntrica, además se supone que no hay 

fuerzas externas sobre el cuerpo. Ahora si tomamos la derivada de la ecuación (2.2) la 

multiplicamos por p y sustuimos las ecuaciones (2.4) y (2.5) se tiene: 

ds T-18qt T-1 8J¡' T-1p' y' T- 1 v {)v¡ P
dt 

= - - + 1'- + .: + p - -
dJ ,dp' 

otOJ· - - UuP -
Bx, oX¡ ') OXj dt dt 

(2.6) 

El siguiente paso es utilizar la ecuación de balance de entropía con lo que la creación de 

entropía es igual a la divergencia del flujo de entropía dado por 2.3 más el ténníno calculado 

en 2.6: 

ds ajó 
p-+-=a 

dt ax; 

Se obtiene la expresión: 

+p" -T- - - "10- + /30- + .... -T- Y - "21- + (3,-
[ 

I av; d¡l' ajó] l.,. [ l' de ajó] 
oX¡ dt oX¡ 1) dt ax j 

(2.7) 

(2.8) 

Si se considera un situación isoténnica q¡=O. la ecuaciones de evolución de los flujos JI y 

pV y Pfj son compatibles con el carácter positivo de la creación de entropía, esto es: 

(2.9) 



45 

Esta es una de las hipótesis de TIE, a saber, el suponer que la creación de entropía es 

un funcional semipositivo en formas bilineales de los flujos. Por lo tanto B1J}2J}3 son 

semipositivos definidos. Igualando los coeficientes de la expresión (2.8) con los de (2.9) 

se obtiene: 

(2.10) 

T aVi dpo a aJi O ° 
- - -Q -+"'0-= oP 8x, o dt 8x, 

(2. 11) 

. (dP") aJi O ° (dP")O -TV-Q, - +{J -= ,p -
dt O[}Xj dt 

(2.12) 

Los coeficientes indetenninados pueden ser encontrados comparando con ecuaciones o 

modelos fenomenológicos, y quedan expresadas en términos de coeficientes como son: la 

viscosidad cortante. volumétrica y el coeficiente de difusión. 

01 = (bT) _1, O, = ((T)-l , O, = (2ryT)-1 (2.13) 

Puede utilizarse una expresión que involucre la concentración en vez del potencial 

químico. Se transforma el gradiente del potencial químico en ténninos del gradiente de 

concentración I!; así como el coeficiente de difusión D=D (~) . Con esta notación las 

ecuaciones de evolución de los flujos llegan a ser: 

dJ, a</J - a (00) - a({3oP°) 
T1-

d 
+Ji= -D-

a 
+ DT

a
- {3Pi; + DT-

a
-

t ~ ~ Xi 
(2.14) 
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(2.15) 

dPV ~ a} 
7'2---"-+"" = -2~V + 2(~T(3 -' dt '1 08Xj 

(2.16) 

Simplificaciones para resolver estas ecuaciones pueden hacerse considerando el caso uni-

dimensional. El flujo difusivo es predominante es un sentido. Esto en la práctica ocurre, 

puesto que el grosor de una película de matriz poli~érica es considerablemente mucho 

menor que las dimensiones restantes del material. Otro de los hechos experimentales que 

se observan es que la rapidez del fluido es nula en proceso de difusión anómala por lo 

que v=O.Los tiempos de relajación de los flujos son despreciables también debido a la ae-

ción continua del baño en el que se sumerge la película. Si introducimos las suposiciones 

anteriores eliminamos términos y nos quedamos con una sola componente del tensor de 

esfuerzos, a saber aquella que actúa en dirección del flujo difusivo ( un esfuerzo longitudi-

naI) P::-" las ecuaciones ( 2.14 , 2.15, 216) se convierte en: 

(2.17) 

dP'. ~ T(3a}. 
7'2-

d 
+rz:;=1J¡ ~ 

t uI 
(2.18) 

Donde TI¡ es la viscosidad longitudinal. Estas ecuaciones muestran que existe un acoplamiento 

entre el flujo difusivo y la componente del tensor de esfuerzos viscosos. Es de apreciarse la 

obtención de una ecuación tipo Maxwell-Cattaneo modificada para el tensor de esfuerzos 
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viscoso. La fisica que describe este sistema es sin duda muy rica, pero podemos citar como 

rasgo fundamental la aparición de procesos difusivos debidos a la presión viscosa.Por ra-

zones de notación de ahora en adelante llamaremos a la componente del tensor viscoso 

~ = P. La presión viscosa es una cantidad de no-equilibrio asociada con las propiedades 

viscoelásticas del siste~ ésta se suele asociar con la presión osmótica en el sentido de 

que. Solo cuando el equilibrio es alcanzMO estas cantidades son iguales en magnitud. 

2.2.2 POTENCIAL QUlMICO DE NO EQUlLmRlO 

Aunque las ecuaciones de la termodinámica extendida predicen el acoplamiento del flujo 

difusivo con la presión viscosa existen coeficientes indeterminados que es preciso eo-

contrar. En la siguiente sección presentamos un cálculo en donde se expresan estas COD-

stantes utilizando argumentos de fisicoquímica basados en la idea de un potencial químico 

de no equilibrio.A partir de las ideas de Thomas y Windle se ha propuesto que la activi-

dad química de un solvente en el sistema binario solvente-polimero viene dado por la 

expresión: 

r o
+< ({)p.) p.(1),T,Po+7r)-p.o(T,Po)=RTlna=RTf(~,T)+ }P

o 

{)P dP 

Donde p.°(T, Po) es el potencial quimico del solvente de referencia, a es la actividad, la 

cual se propone igual a una función de la temperatura y la concentración, hecho bien cono-

cido de la literatura8
. Además se introduce una contribución debido al "trabajo osmótico 

de no equilibrio" 1r"Vt así definido en la Teoría de Thomas y Windle, siendo VI el volumen 

molar del solvente.De este resultado uno puede reescribir la ecuación 1.29. del capítulo 1 
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de una manera más conveniente: 

/1-(1), T, "0 + ,,) = /1- o (T, "o) + RTNc, t) + "V, = /1-(1), T),q + "V, (2.20) 

El flujo difusivo sera simplemente: 

El flujo difusivo calculado de acuerdo a la tennodinámica extendida puede ser escrito como: 

(2.21) 

De donde surge la identificación -Tf3 = V,. donde esta cantidad es el volumen molar. 

2_3 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE LA 

DIFUSION ANOMALA 

Se puede observar que el conjunto de ecuaciones (2.17 y 2.18) de los flujos, es idéntico 

al propuesto en el modelo debido a Durning ecuaciones (1.30) y (1.34) Identificando los 

coeficientes de ambos conjW1tos de ecuaciones tenemos lo siguiente: 

(2.22) 

(2.23) 

La constante adimensional ~IWl es la razón entre el producto del volumen por la fracción 
V2W2 
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de masa de la componente de solvente entre la componente del polímero, la cual aparece, 

debido a la fonna de definir la concentradón usada por Duming, éste establece que 4> = 

1~1 . Esta definición de 4J no es la única pero es útil porque proporciona las unidades 
Y2W2 

correctas al ténnino del flujo difusivo dependiente de la presión viscosa En efecto, el 
V; 

factor R~ tiene unidades del inverso de la presión. De estas observaciones se deduce que 

las ecuaciones de los flujos ecuaciones (2.17) y (2.18) son: 

(2.24) 

(2.25) 

Usando el principio de conservación de materia ecuación ( 1.3) Y tomando la divergencia 

en (2.24) se obtiene que: 

(2.26) 

(2.27) 

Este es un conjunto de ecuaciones difrenciales parciales acopladas no lineales. En donde 

consideramos la no linealidad en la dependencia de los coeficientes. 

Antes de desarrollar las expresiones (2.26 y 2.27) nótese el segundo miembro de la 

derecha de la ecuación 2.25 aparece un ténnino difusivo debido a la presión viscosa, la 

cantidad: VI ( w; ) 1 tiene unidades del inverso de la presión por concentración, así 
lIT w,v, 
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que este segundo ténnino tiene unidades de concentración. Evidentemente la fonna de 

elegir la definición de concentración hecha por Duming es completamente arbitraria, pero 

por conveniencia elegimos estas en virtud a que en la mayoría de los trabajos publicados en 

la literatura esta es usada. La dependencia del coeficiente de difusión mutua con respecto 

a la concentración genera un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales las cuales al 

ser desarrolladas son: 

8<f¡ = D(<f¡(x t) 8
2

<f¡ + 8D(<f¡((x, t)) 8<f¡ +D(<f¡(x t) VI (.WI ) 8
2 
P + VI 8D(<f¡(x, t) 8P 

8t '8x' 8x 8x 'RT 11,W2 8x' RT 8x 8x 

Usando la regla de la cadena: 

Lo que finalmente da 

8D(<f¡(x, t) 8D 8<f¡ 
-o;- = 8<f¡ 8x 

(2.28) 

(2.29) 

8<P= D(<f¡)8
2

<f¡ + 8D(<f¡) (8<f¡) 
2 

+ VI (WI) D(<f¡)8
2
P + VI (WI) D(<f¡) (8<f¡)2 8P 

8t 8x2 8<f¡ 8x RT W2 8X2 RT W2 8x 8x 

(2.30) 

(2.31 ) 

Se obtiene una ecuación diferencial parabólica no lineal de segundo orden la cual esta 

acoplada a la ecuación de evolución de la presión viscosa. Evidentemente la solución de 
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dichas ecuaciones no es trivial y se tiene que buscar aproximaciones adecuadas, además de 

modelar los coficientes D(cI» y ry(cI» . 

La aproximación con la cual se trabajará ignorará Jos términos cuadráticos en los 

gradientes ( tanto de concentración como de presión viscosa) suponiendo que el grado 

de plasrificación es débil.Lo que se dice es que se perturba a la estructura de la película 

polimérica introduciendo un volumen del solvente que no rebase el 10% del total del volú-

men del polímero.Lo anterior esta reconocido17 en la literatura y esta asociado al término 

de absorción no diferencial.Adicionalmente se tratará sólo con solventes cuya propiedad 

para el hinchamiento sea débil, esto tiene que ver con la capacidad de solubilidad del 501-

vente y el tamaño molecular del mismo. 

Como primera aproximación para estudiar la difusión bajos las circunstancias men-

cionadasdel medio, sólo se consideran los términos no lineales debidos a la dependencia 

de los coeficientes con la concentración. Una condición que deben satisfacer dichas ex-

presiones para los coeficientes es la de no cambiar apreciablemente durante el proceso 

difusivo.No cambiar apreciablemente puede traducirse como aumentaren un orden de mag-

ntidud. 

(2.32) 

(2.33) 

El flujo difusivo está acoplado con la presión viscosa a semejanza de los que ocurriría con 

la presión osmótica sobre una membrana. Esto es ilustrado en la figura 8, la presión "os-
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•• -:!"'=---1 

6.Figura.Difusión acoplada al comportamiento viscoelástico del material. 

mótica" sobre la película es resistida por el esfuerzo ejercido por las cadenas de polímero 

vítreo las cuales pueden ser modeladas como elementos de Maxwell consÍtuidos por re­

sortes y elementos viscosos conectados en serie. La componente de la presión viscosa P 

se identifica con una "presión osm6tica"del solvente debido a la unidimensionalidad del 

modelo. 
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2.3.1 CONDICIONES INICALES y DE FRONTERA 

Para resolver el cinjunto ecuaciones ( 2.32) , (2.33) es necesario introducir las condiciones 

iniciales y de frontera, que representan las condiciones del sistema. Dichas condiciones es-

tan dadas en ténniDas de las características de los experimentos. Se considera que la película 

a estudiar esta en contacto en su dos caras paralelas con un baño de solvente y que las 

condiciones de frontera en ambas son las mismas. De acuerdo al modelo de Duming21 

la presión viscosa en el interior de la película de polímero debe ser cero lo que equivale a 

considerar que el penetrante ejerce presión nula sobre el centro rígido del material. Existe 

una presión en la membrana que limita el material con el solvente. Supongamos que existe 

penetrante en ambas caras de la película unidimensional, esto equivale a decir que: 

p _ { O si O<x<l 
- p+ si x=O,1 (2.34) 

Donde p+ es el valor de la presión que el solvente ejerce sobre las paredes del material, que 

de acuerdo a la teoría de Thomas y Windle debe estar dada por: 17 

(2.35) 

Esta expresión proviene de considerar la ecuación del potencial químico ( 2.19 ) dada 

en la sección 2.2.4. Al instante t=O, la actividad es a+ confonnada por dos componentes: 

una función de la concentración f1:<Prln( ~) (hecho bien conocido de la fisicoquímica de 

mezclas e introducido por la teoría de Thomas y Windle) y un segundo ténnino debido a 

la acción de la presión "osmótica" p+ .Las condiciones iniciales para la concentración son: 



"(x O) = { O si O<x<1 
'1' , q,+slx=O,1 
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(2.36) 

Al sumergirse la película, la cantidad de solvente dentro del material es igual a cero, lo 

que significa que sólo las fronteras. es decir las caras laterales se encuentran en contacto 

con el solvente a una concentración ¡oical cf> +. Esta cantidad está relacionada con la ac-

tividad química inicial a+ y con la presión osmótica p+ mediante la ecuación (2.35). Las 

condiciones de frontera para el sistema dadas en x = O) x = l para todo tiempo t son las 

condiciones de Long-Richman21 • Estas condiciones establecen que la capacidad de absor-

ción del solvente aumenta con el tiempo hasta alcanzar el estado de equilibrio especificado 

por fjJoo .Estas expresiones son: 

(2.36) 

El tiempo en el que se alcanza la cantidad máxima de material absorbido dependerá de las 

características de relajación del material, es decir a tiempos mayores al tiempo relajación, 

el material habrá hinchado y generará esfuerzos que se opongan a la absorción de más sol-

vente, con 10 que se alcanza un valor de equiJibrio para la concentración final en cada cara 

de la película.Finalmente las condiciones de frontera de la presión viscosa se encuentran 

de la expresión del potencial químico en la frontera ecuación (2.19) de donde: 

P(O, t) = P(l, t) = r [Iné -In (q,~,;,t))] (2.37) 
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Esta relación exhibe que la presión en los extremos de la película está acoplada con la 

concentración por Jo que alcanza un valor de equilibrio una vez que se llega al valor </Joo
• 

Siendo el valor de equilibrio P eq = ~T In a+. = p+ + ~ In( f.;) 
VI VI 
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2.4 MODEW PROPUESTO PARA EL COEFICIENTE DE DIFUSION 
MUTUA 

2.4.1 EL MODELO DE VRENTAS 

La teoría del volúmen libre proporciona una base razonable para predecir el coeficiente de 

difusión mutua el cual llamaremos D. Vreotas 27-28~et al. han reaJizado diversas investi-

gaciones desde el año de 1975 con el flfl de encontrar una expresión que proporcione una 

relación entre el coeficiente de difusión mutua y los coeficientes de autodifusión.Se utiliza 

el fonnalismo de Bearman concerniente a la idea de que la difusión depende de la fricción 

que las moléculas ejercen entre si o bien en contra de otras; además·se ha demostrado que 
. I 

I 

la dependencia con los coeficientes DI de autodifusión del solvente y D2 coeficiente de au-

todifusión del polímero cwnplen la condición 01 »D21 que intuitivamente nos dice que 

la movilidad del sistema es más debida las moléculas ligeras de solvente que a las cadenas 

semifijas en estado vítreo.Vrentas proporciona una forma paro. el coeficiente difusiv027 : 

D (2.38) 

Donde Pi es la densidad de la componente i=l, correspondiente al solvente e i=2 

al polímero V, es el volumen parcial especifico del polimero y I"¡ el potencial químico 

del solvente por unidad de mol, la cantidad D' 27 esta definida según: 

RTM¡ 
(2.39) 
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Siendo MI el peso molecular del solvente y (11 el el coeficiente de fricción y NA el número 

de Avogadro. Esta ecuación ha sido ampliamente discutida en la Iiteratura29 y exhibe que 

el coeficiente de difusión mutua depende tanto de la temperatura como del peso molecular 

del solvente, hechos que son consistentes con la experimentación. 31 De especial interés ha 

sido una apr('ximación de la ecuación (2.34) en donde se desprecia el ténnino "*. dicha 

suposición puede hacerse si se considera que los efectos de fricción son pequeños, esto 

ocurre si (11 « 1, entonces D* » DI lo cual puede ocurrir en el caso de soluciones 

diluldas. La ecuación 2.38 se reduce a: 

D p, v,p¡ DI (&/1¡) 
RT &p¡ T.p 

(2.40) 

Vrentas efectuó un estudio en el sistema Etilbenzeno- Poliestireno28 en donde se demuestra 

que el orden de ténnino ~ = lxlO-4.Por otro lado, cuando no tiene validez la aproxia-

mación (2.40) debido a las concentraciones altas, es preciso introducir un aproximación 

que proporciene una nueva expresión Vrentas J.S y C. M Vrentas30 sugieren un modelo 

para evaluar 1 - ('* ) , que consiste en desarrollar este ténnino en potencias de la concen· 

tración: 

1- (~: ) = a + b<l>, +c<l>:+e<l>; (2.41 ) 

Físicamente este término puede interpretars cambios estructurales que pudieran ocurrir 

en virtud a los efectos de fricción en el sistema, pués el término D* esta relacionado con 

la fricción que las moléculas de solvente efectuan consigo mismo y con la fricción que 

las moléculas de solvente ejercen sobre el polímero. Es importante discutir esto, pués un 



58 

desarrollo en series de la concentración es introducido para explicar modificaciones en las 

propiedades del coeficiente de difusión mutua del sistema. Imponiendo condiciones límite 

a de la derecha (2.41) de la ecuación propuesta es posible obtener los coeficientes a,b,c,e, 

dichas son: 

(l)~~ = 1 si q, =1 (2) ll.J.=Osi"=O D' y 
(3) D~ D, si FI 

(4) (8kt l) = 1 
41=0 

cuatro condiciones es posible resolver el sistema para las cuatro incognitas, finalmente se 

obtiene los coeficientes indeterminados: 

D 

Donde 

e=M,V, (D,) M,V2Q D, 

(2.43) 

(2.44) 

Esta expresión es general y válida para sistemas amorfos y nos dice que el coeficiente de 

difusión mutua depende de la temperatura las masas moleculares del solvente y el polímero. 
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A continuación calculamos el coeficiente de difusión considerando el caso de un sistema 

polímero~vítreo- solvente orgánico. Los cálculos que se realizan en las secciones 2.5 y 2.6 

constituyen una'propuesta para el desarrollo de esta tesis. Dos coeficientes quedan indeter-

minados por el momento. estos son:el potencial químico del solvente y el coeficiente de 

difusión mutua Ahora bien las características de un sistema en particular estarán determi-

nadas por la elección de modelos para 11\ y para DI. por lo que es preciso dar modelos para 

dichos coeficientes. En el caso del coeficiente de autodifusión de las moléculas nos pre-

guntamos por el modo en que éstas avanzan por un sistema compuesto por una red amorfa 

con "obstáculos más o menos espaciados", 

2.5.1 GENERALIDADES DE LA TEORIA DE VOLUMEN LIBRE DEL 
TRANSPORTE. 

Esta teoría desarrollada originalmente por Cohen y Tumbull" propone que la autodi-

fusión de moléculas se lleva a cabo mediante un mecanismo de ocupación y liberación de 

volúmenes elementales producidos por causas térmicas o aleatorias, digamos fluctuación. 

Dos tipos de volumenes elementales son supuestos: uno consistente de volúmenes intersti-

ciales los cuales se expanden con la temperatura. Los volúmenes intersticiales tienen la 

propiedad de estar distribuidos unifonnemente entre las especies de las moléculas dadas. 

Este tipo de volumen es denotado como V PI .El segundo tipo es de "huecos" distribuidos 

discontinuamente y cuya redistribución no genera aumento de energía denotados como 
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V FII.Estos últimos tienen la propiedad de tener el espacio disponible para el transporte 

molecular. Se cumple que el volumen libre total es: 

(2.45) 

Así el coeficiente de autodifusión de las moléculas se presenta en términos de probabil-

¡dades de que una particula tenga suficiente energía para superar fuerzas atractivas y en 

la probabilidad de que las fluctuaciones locales puedan generar un hueco del tamaño lo 

suficientemente grande para que la molécula pueda "saltar" hacia él, esto es; 

-'"(V. E 
D.= Do. exp (-.-)exp (-kT') 

VFll 

(2.46) 

Donde VI es el volumen crítico de huecos requerido para que la molécula salte a la nueva 

posición y '"'( es el factor de encimamiento debido a que el mismo volumen esta disponible 

para más de una molécula. La cantidad E· es la energía crítica para que una molécula supere 

las fuerzas que ejercen sobre ellas sus vecinos y Do! es el coeficiente a temperatura de 

transición vítrea.Estas mismas ideas pueden ser aplicadas en el caso de un polímero vítreo 

o elástico.Esto se consigue al redefinir el volumen libre de los huecos por molécula, como 

el número. total de huecos del sistema dividido entre el número de moléculas de solvente 

más el número de unidades que saltan de las cadenas de polímero( lugares producidos 

por el movimiento de las moléculas de polímero). La siguiente ecuación introducida por 

Vrentas28 es una modificación para el caso de una mezcla binaria conformada por polímero 

y solvente. 
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D -D [E] [W1V1+W'~V,] 1 - oexp - Irr exp - !'EH , 
(2.47) 

VFH Kn K 12 - =w,-(K12 +T-Tg¡) +w2-(K" +T-Tg2 ) 
1 11 '12 

(2.48) 

Las constantes que aparecen en las expresiones (2.47 -2,48) se explican a continuacÍon. 

Se hace rcfereencia a un índice i para indicar que se trata de la componente i-esima donde 

i= 1,2 siendo i=l correspondiendo 1 para solvente y 2 para el polímero. : La cantidad tÍ¡ 

es el volumen libre específico de "huecos" requerido para un salto de la componenente, 

W¡ es la fracción de masa, T gi es la temperatura de transición vítrea de la componente en 

estado puro. La expresión € es el radio de volumen molar crítico de una unidad disponible 

para "saltar" de solvente hacia un hueco. El coeficiente de difusión tiene un término de 

interacción térmica siendo E· la energía de activación que la molécula necesita para escapar 

de la atracción de sus vecinos. En la ecuación (2.48) aparece el término \!Flf, que es el 

volurne libre promedio de hueco por gramo de mezcla y "t representa el factor de traslape 

promedio el cual es introducido debido a que el mismo volumen libre esta disponible 

para más de una "partícula que brinca de un hueco a otro" . El coeficiente "ti que aparece 

en la ecuación (2.48) representa el factor de traslape de los volúmenes libres de cada 

componente. Finalmente Kll y K12 son parámetros de volumen libre característicos del 

solvente. Lo mismo se púede decir acerca de los paráerntos K22 y K12 con relación al 

polímeros. Si se trabaja a temperatwas cercanas a la transición vitrea puede suponerse 

que el ténnino relacionado con la energía de activación es cercano a la unidad., es decir 

E< <KT y por tanto despreciable. 
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Uno de los resultados clásicos de la fisica de polimeros es el modelo de Flory Huggins.:n Esta 

teoría se ha utilizado para construir la tennodinámica de un sistema en donde se considera 

una mezcla compuesta por una fase líquida y otra sólida ( el polímero). Usando el ensamble 

microcanónico de la mecánica estadística, es posible hallar mediante argumentos combi-

natonos la entropía del sistema. La expresión del número de microestados necesaria para 

calcular la entropía, toma en cuenta las posibles configuraciones o modos posible en las 

cuales las partículas de polímero y solvente pueden colocarse. Este modelo ha mes,trado 

tener gran éxito en la descripción de mezclas no diluidas, de lo que se desprende su utilidad 

en sistemas amorfo. El potencial químico del solvente esta dado por: 

(2.49) 

Siendo tP la concentmción del solvente expresado como fracción de volúmen. Es de destacarse 

que este potencial químico, es e1 que se introdujo en la teoría de Thomas y Windle presen-

lada en el capítulo I. Donde G es el pan\metro de red molecular, « es el volúmen molecular 

del diluente, V es el volumen del polímero no hinchado y X es el parámetro de interac-

ción el cual considera la atracción entre las partículas de solvente y de polímero .Destaca 

el primer término entre corchetes de la ecuación (2.49), el cual considera las constric-

ciones entrópicas de la red molecular sobre el movimiento de las partículas de solvente y 

las tres últimos que normalmente aparecen en el potencial químico derivado por la teoria 

de Flory-Huggins. Si existe un volumen de material crisitalino, la cantidad de polímero con 
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capacidad de hinchamiento será Vi = V - Ve que en términos de la fracción de volumen 

cristalino O'c es: 

Vi = V(l - ~) = V(l - n,) (2.50) 

El cual no es sino el volumen total de polímero sin hinchar multiplicado por la arnorficidad 

definida como K, = 1 - Cte' Consierando la fracción cristalina, la ecuación 2.49 se modifica 

como: 

Otro factor que debe considerarse es qüe las regiones cristalinas son rel-

ativamente inaccesibles a las moléculas del líquido. Se espera entonces en promedio, que 

el líquido contenido en estas áreas sea menor que en las regiones amorfas. Lo anterior es 

importante pués en el caso de aquellos solventes que causan efectos de hinchamiento sig-

nificante, las regiones cristalinas actuan como enlaces cruzados lo que produce un efecto 

entropico desfavorable que limita la interacción máxima del solvente con el polímero. En-

tonces debe considerarse una modificación al parámetro de interacción de Flory Huggins32 

, el cual es WllI función de la fracción de volumen del material amorfo <1> elevada a la po-

lencia -5/3, esto es: 

(2.52) 

Donde Me es el peso molecular entre enlaces cruzados, Pa la densidad de la fracción amorfa., 

V(l- n,) es el volúmen de polímero amorfo y Xo es el es el parámetro de Flory -Huggins 
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en ausencia de material cristalino. Ahora que el potencial químico del solvente es conocido 

explícitamente es posible evaluar la ecuación 2.38, para ello se deriva con respecto a la 

densidad y usando la regla de la cadena se obtiene el coeficiente de difusión mutua en 

ténninos de la concentración del solvente: 

( Oll') = V,RT {GV(1 ,- oc,) (1_1>Y2/3 + 2. + 2X1>, -1)} 
op, 1'.p 3V, 1>, 

(2.53) 

Finalmente sustituyendo este resultado en la ecuación (2.39) se tiene: 

D(1)) 

GV(I,- oc,) (1 _ " )-2/3 + 2. + 2X<P _ 1) 
3v ~ "., 

1 'PI D 
"',1>; + (1 -1>,)(1 + 21>,) , 

(2.54) 

2.6 COEFICIENTE DE DIFUSION ANOMALA EN EL SISTEMA 
POLIETILENO -TEREFTALATO. METANOL 

Una vez calculado el coeficiente de difusión mutua es preciso evaluar su comportamiento 

con respecto a la concentración y la temperatura en un sistema en particular. Se ha elegido 

el sistema polietileno-tereftalato -metanol (PET). El sistema polimérico muestra un com-

portamiento semicristalino de baja cristalinidad • mientras que el líquido metanol es un 

agente que produce un bajo hinchamiento. Las características del sistema apuntan hacia un 

resultado catalogado como no lineal débil. Con el fin de visualizar la forma del coeficiente 

de difusión para el material en cuestión propuesto, debemos introducir las constantes nece-

sarias para la evalución de (2.54).En el apéndice [ se presenta una tabla con todos aquellos 

parámetros necesarios para evaluar el coeficientes de difusión mutua obtenidos del Poly-
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7.Figura.Coeficiente de difusión vs concentración para diferentes valores de fracciones 
de volumen cristalino. 

mer Handbook de Brandrup 1. y del estudio de caracterización de Shaow para el sistema 

citado sistema PET -metanoI.33;l5,3<lHecho lo anterior se grafica D vs 4> en el intervalo 

[0,0.1] considerando volúmenes cristalinos desde 0.05 hasta.5. 

Un comportamiento que salta a la vista es el carácter creciente de las curvas con 

respecto a la concentración. Pasando en fanna exponencial de un valor de 10-9 cm2 / s 

hasta ordenes de 10-8 cm' / 8 cuando la concentración ha alcanzado el valor de O. 1. Cabe 
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destacar que el valor típico del coeficiente de difusión del polúnero cuando se encuentra 

en estado vítreo es del orden de 1 O-!Icm2 / s , lo que indica que al existir esta dependencia 

del coeficiente con la concentración induce un incremento de casi 2 ordenes de magnitud 

en D, lo que contribuye a la plastificación del material. 

Una característica que también vale la pena destacar, es que para valores pequeños de 

concentración <p < < 0.1 el coeficiente difusivo es prácticamente constante. La grafica (7) 

deja ver la relación con respecto a la cristalinidad, Como era de esperarse al incrementarse 

el valor de Q el coeficiente de difusión va "frenando" su crecimiento "exponencial" lo que 

está vinculado con la desaparición de espacios por donde el solvente pueda difundirse. No 

obstante esta atenuación es débil, lo que se atribuye a la pobre organización estructural de 

las cristalitas, las cuales pueden considerarse tentativamente como un tipo de obstáculos 

rígidos dentro de la estrucuctura amorfa. 

Como ya se ha mencionado las modificaciones hechas al coeficiente de difusión mu­

tua de un solvente a través de una matriz amorfa se han hecho considerando que el grado 

de cristalinidad es pequeñ.o, esto establece limitaciones con respecto a que valores de (te 

puedan utilizarse si se considera esto como una perturbación en el cálculo del coeficiente 

difusivo amorfo. Las consecuencias de esto serán consideradas al aplicarse este coeficiente 

en las ecuaciones diferenciales, en donde con mayor detalle podremos apreciar el efecto de 

la cristalinidad. 
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2.7.1 TIEMPOS DE RELAJACION CARACTERlSTlCOS DEL PET 

De acuerdo a las ecuaciones (1.69) y (1.70), la relación que gobierna la evolución de los 

esfuerzos viscosos obedece la relación tipo Maxwell-Cattaneo: 

{JP {)[ 
T-+P=ry-

{Jt éJt 
(2.55) 

Donde E es la deformación, T es el tiempo del tiempo de relajación del material que 

se define como: T = ~ resultado bien conocido en la Iiteratura8
, donde E es el mod­

ulo elástico del material y r¡ es la viscosidad longitudinal. Esto quiere decir que con-

siderando cambios en las propiedades estructurales podrían presentarse cambios en los 

tiempos de relajación del material, lo cual evidentemente afectará las propiedades difu-

sivas a través del acoplamiento de las ecuaciones diferenciales (1.67) y (1.68) .Los tiempos 

de relajación pueden ser obtenidos de un modo indirecto usando información mecánica 

del sistema. Durning ha predicho para el PET tiempos de relajación en el caso no lin-

eal, empleando datos de la curva maestra del logaritmo del módulo de tensión 10gE vs 

1" 
logw el logaritmo de la frecuencia angular w = - . Es posible apreciar tres regiones en 

T 

donde se identifican 3 tiempos de relajación, que se denotan por lo puntos de inflexión en 

la curva (Figura 8 ).Se presenta esta gráfica obtenida del los datos de Ward38 para el PET 

semicristalino. 
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8.FiguraGrafica del logaritmo del modulo Elástico vs el inverso del tiempo de relajacion. 
Los puntos de inflexión indican 3 zonas de transición. 
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Donde los tiempos de relajación son TO = lOs T = lxl06s T = 1012 s. mismos que 

están relacionados con propiedades termodinámicas como la temperatura y las fracciones 

de volúmenes penetrante. Feny"" propuso una relación para evaluar los tiempos de rela-

jación en términos de la ecuación de WLF (Williams, Landel y Ferry) caracterísitica de la 

teoría del volumen libre, esta es: 

(2.56) 

Donde: 

lo ( (T T.)) = -17.74(T - Tg ) 
g <>re 'g 51.6 + T - T

g 
(2.57) 

Y <>re es el factor de ajuste. Esta ecuación es obtenida de manera elemental a partir de la 

teoría de volumen libre y su significado puede exponerse a continuación: supongamos que 

un polímero se comporta como un material viscoelástico teniendo un tiempo de relajación 

T .De la ecuación de Maxwell recordamos que T = i donde suponemos que sólo la 

viscosidad depende de la temperatura, entonces existe una relación entre la viscosidad y 

el tiempo de relajación del material.Ahora existe un estado de referencia el cual ya fue 

mencionado en el capítulo 1, que es el estado de transición vítrea característico de un 

materíal amorfo viscoelástico. Nos preguntamos por la razón del comportamiento de r¡(T) 

con respecto a r¡(Tg ) siendo Tg la temperatura de transición vítrea. De este modo el factor 

de ajuste se define comparando el valor de la viscosidad en el estado vítreo con aquel a 

temperatura arbitraria T. esto es: 
r(T) 

aTe(T, Tg ) = r(T
g

) 

r¡(T) 
r¡(Tg ) • 

Incidentalmente esta 
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definición es también válida para el tiempo de relajación.AI definirse In(7)(T» = InA + 

8(1/ J, - 1) como función del la fracción de volúmen libre en estado vítreo J, = (T -

T,)a - J y de ciertas constantes A , B el resultado para el factor de ajuste es el dado 

por (2.56). El resultado (2.57) permite evaluar los tiempos de relajación del sistema en 

ténninos de la temperatur~ el volumen de solvente penetrante en equilibrio y la temperatura 

de transición vítrea del material. 

2.7.2 EFECTOS EN LAS PROPIEDADES MECANICAS DE LA COM­
PONENTE ELASTlCA DEBIDAS A REGIONES SEMICRISTALlNAS. 

La presencia de cristales en un polímero tienen un efecto profundo en el comportamiento 

mecánico del material. Un incremento en el módulo de Young ocurre (ver figura 9) de-

bido a la cristalización, cuando el grado de cristalinidad aumenta de O a 0.2539 .La relación 

entre el modulo de YOlmg y la cristalinidad se sabe que es lineal en este intervalo. No oh-

stante el módulo elástico depende además del grado de cristalinidad, de las dimensiones 

del material, y la distribución espacial de los cristales. Si consideramos que los cristales 

inmersos en una matriz amorfa no tienen una orientación preferencial,( es decir éstos ho-

mogéneamente ditribuidos) se pueden despreciar el efecto de la distribución espacial de los 

mismos40 • Un modelo sencillo que toma en cuenta la dependencia del módulo con respecto 

al grado de cristalinidad a, es el módelo de Voigt17
: 

(2.58) 
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9.Figura.Modificación del Modulo elástico debido a la presencia de una fracción de vol­
umen cristalina. 
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Donde Etot es una cantidad promedio del módulo elástico en el material, Ecrisl es el 

módulo que tendría el material suponiendo una cristalinidad de 1, Y Eamor fo es el módulo 

elástico del material en estado amorfo. Esta expresión establece una relación lineal entre 

el módulo elástico total del material y la cristalinidad, su validez está restringida a valores 

menores de 0.25. Se encuentra que para el polietileno tereftalato (PED el valor del modulo 

en promedio es de14 Eamorfo =3 xl09 N/m2 . 

Se ha reportado experimentalmente por Russel" que el módulo elástico para un ma­

terial cristalizado usando la técnica de SINe tiene un valor característico del orden de 

5xIO'N/m'. 

En el caso concreto del módulo elástico, la cristalinidad del material estudiado puede 

modificar dicho valor de acuerdo a 10 discutido en la sección 2.21 haciendo al material "más 

rigido".AL evalaurse la ecuación 2.58 el resultado obtenido fueE=3.4xIO'GPa. Gracias a 

este cálculo nos damos cuenta de que el valor del modulo se ve incrementado por una 

cantidad de O.4xI 09G Pa. al aumentarse una fracción del 20 % de material cristalino. 
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2.8 EL COEFICIENTE DE VISCOSIDAD LONGITUDINAL. 

El otro parámetro por modelar es el coeficiente de viscosidad longitudinal de la fase amorfa 

del material. Una camino para proponer un modelo para esta cantidad es utilizar la defini­

ción del tiempo de relajación como función de la viscosidad. De la relación (2.50) se tiene 

que: 

r¡ = TE (2.59) 

Se sabe que durante el proceso de difusión y la plastificación del material, r¡ es una función 

de la concentración del penetrante y la temperatura 40.Como se señaló en la sección ante­

rior, el módulo elástico es una cantidad que depende de la cantidad de fracción cristalina 

por lo que se esperarla que: . 

r¡ = r¡(T, q" a)r¡(T, a, q,), = T(T)E(o:)<f>(q,) (2.60) 

En donde <f>(q,) es una función de la concentración por detem1inar y el factorT(T) es aquel 

obtenido por la ecuación(2.55) y E(OI) es el modulo elástico modificado por la cristal­

¡nidad.En la literatura existe un modelo empírico para la viscosidad dependiente de la 

concentración propuesto por Thomas y Windle11 quienes introducen una dependencia ex­

ponencial del tipo: 

'/ = T/ocxp(-Mq,) (2.61) 
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Donde 7J es el coeficiente de viscosidad longitudinal, Tic es el valor de la viscosidad incial 

de la matriz. Pueden realizarse identificaciones de estos coeficientes con aquellos que se 

proponen suponiendio lo siguiente: 

ry. = T(T)E(a) y 4>(4)) = exp(-M4» (2.62) 

Se evalua el valor de ry. del PET sin" hinchar" considerando el tiempo de relajación de 

lO' s, se toma una temperatura de T=300K, crislalinidad de 0.2 y la temperatura de tran­

sición vítrea del PET T=333K .El cálculo da ry. = 4.3xlOI4 . Nslm'. Si se efectua el 

mismo cálculo pero suponiendo que la cristalinidad es cero se obtiene 3xl 014 N*slm2, esta 

diferencia como se ve no es apreciablemente grande.Finalmente se debe determinar el 

coeficiente M de acuerdo a Thomas y Windle cuyo valor debe estar entre 10 Y 30, depen­

diendo de la capacidad del solvente para plastificar el m.teri.l.Una forma "empírica" de 

calcular M es conocer el valor de la viscosidad y la concentración a la cual se plastificado 

el material, este valor se obtuvo de la literatura37. Para una concentración de rj/ = 0.1, la 

viscosidad final es de ryfi=1 = IxI013 por lo tanto despejando M de la ecuación (2.62) Y 

sustituyendo los valores de equilibrio </1" 7Jfinal = lx1013,se obtiene que M=14. La ley de 

plastificación para el coeficiente de viscosidad es por lo tanto: 

ry = 4.3xlO14 • N * 81m' exp( -14.354» (2.63) 

Este modelo de plastificación ha sido ampliamente utilizado en la literatura con resultados 

aceptables. 
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75 

En este capítulo se particulariza el modelo general obtenido en el capítulo n, para el 

sistema políetileno-tereftalato metanol (PEl). Para tal fin se introducen los parámetros 

correspondientes para la evaluación de los coeficientes de difusión y viscosidad. En la 

solución del sistema se consideran dos etapas: una etapa inicial de absorción y una etapa 

de hinchamiento a tiempos largos. Se cálculo la solución de las ecuaciones diferenciales 

que describen la dinámica del sistema utilizando técnicas de análisis numérico. Se presenta 

una evolucÍón de comportamíentos de la difusión inicÍando desde el extremo fickiano hasta 

el extremo anómalo. Esto se hace como sigue: 

caso 1 )Se calcula la solución suponiendo válida la ecuación de Fick, considerando 

un sistema totalmente amorfo. 

caso 2) Como siguiente aproximación se considera difusión con acoplamiento de 

esfuerzos en donde los coeficientes son constantes. 

caso 3)Se calcula la solución para el caso anterior pero donde ahora los coeficientes 

dependen de la concentración. 

caso 4)Finalmente se calcula el caso completo en donde se considera que el sistema 

es semicristalino y sufre la plastificación. 
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3.1.1 SISTEMA DE ECUACIONES GENERALES 

En el capítulo 11 se dedujeron y discutieron un conjunto de ecuaciones diferenciales que 

describen el comportamiento de la difusión anómala através de un medio amorfo. Modi-

ficaciones y correciones con respecto a la presencia de una pequeña cantidad de material 

cristalino fueron propuestas al modelarse los coeficientes de viscosidad longitudinal y di-

fusión introduciendo como parámetro la fracción de volumen cristalina. El sistema de 

ecuaciones obtenido en el capítulo 11 sección 2.3 describe la dinámica difusiva, así como 

la evolución de la deformación de la pelicula estudiada. La novedad del modelo propuesto 

es el acoplamiento entre propiedades difusivas y mecánicas.Las ecuaciones referidas son: 

Condiciones iniciales: 

p_ { OsiO<x<1 
- Psi x=O,1 q,= 

y condiciones de frontera de Long y Richman: 

O<t<oo 

{
Osi O<x<l 
q,+ si x=O,1 

los coeficientes de difusión y la viscosidad longitudinal son: 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 
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D(<i» (3.5) 

1] = 1Jo exp(-14<i» (3.6) 

La solución de este problema de condiciones iniciales y de fronter~ no es trivial debido 

a la dependencia con la concentración de los coeficientes de transporte, lo cual lo hace 

un problema no lineal. Con el fin de resolver el sistema (3.1 -3.6) se utilizan método 

numéricos. En el apéndice 11 exponemos los fundamentos del método de diferencias finitas 

y el esquema numérico de Crank-Nicholson. 

3.2 DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 

En esta sección se resuelven las ecuaciones difusivas (3.1) (3.6) estudiando aproxima-

ciones en donde sólo se consideran ciertos rasgos esp~íficos del modelo propuesto. Lo 

anterior nos permitirá apreciar las caracteristicas del sistema por separado y después ir 

gradualmente introJuci~ndoias de manera que poder observar los cambios en la solución. 

Al hacer la discretización de las ecuaciones diferenciales (3.1 Y 3.6) usando diferencias 

finitas (Apéndice 11) se ha obtenido el sistema: 

4>iJ+l - 1Jij 

l!..t 
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_ -1 p+ (A. .. ) V -1 (q,jJ+I - q,j;) 
T I} 1] 'PI) T At (3.8) 

Donde las derivadas parciales se han sustituido por diferencias de cantidades y los coefi-

cientes de transporte dependen de los valores discretos de la concentración, siendo D(q,j;) 

el coeficiente de difusión, T es el tiempo de relajación y r¡ es la viscosidad longitudinal. 

Para encontrar la solución es preciso agrupar todos los valores a tiempos iguales, es decir 

los índices j y j+ 1 Y desarrollar expresiones algebraicas para todas las i ( cada uno de los 

puntos en la malla). El resultado es un cOrUunto de N ecuaciones lineales para q,; y q,j+l' 

que pueden ser resueltas por métodos convencionaJes del algebra lineal.En el caso para las 

ecuaciones de la presión viscosa ésta queda expresada de manera explícita, pués el valor 

de Pi+1 depende de Pj .Lo anterior se muestran a continuación: 

A(-r)q,,;+1 = A( --M;+B(¡3)P;+b j 

PJ+I = €P; + «(q,J+I - <p;) 

D(q, )ÍI 
Donde 'Y = D(q,j,;)/;"t//;"x' y ¡3 = ',} I ,WI /;,.t//;,.x' ( 

J?T V2;.u'2 

(1 _ /;"t) 
T 

(IL 11) 

Aquí recordemos que las cantidades At, Ax representan el tamaño de de malla. 

Se eligio para todos los cálculos /;,.t = Isey /;,.X = 0,01 mm. D( q,i,;) es la expresión 

analítica del coeficiente difusivo dada por la ecuación (3.5), 1)( q,j) es un coeficiente donde 
T 

estan considerados la viscosidad longitudinal y el tiempo de relajación. 
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3.2.1 CASO l. APROXIMACION FICKIANA 

Para investigar la naturaleza de la solución comenzaremos por resolver aquel caso en donde 

se desprecia el acoplamiento con la presión viscosa. Primero supondremos que es válida 

la ecuación de Fick en donde el coeficiente de difusión es constante. Flsicamente esto 

corresponderia a un sistema amorfo en donde la difusión sólo se debe a! gradiente de con-

centración. El esquema numérico de las ecuaciones (3.7), (3.8) se simplifica como: 

Este es el método de Crank en la fonna que regularmente aparece en los textos en 

donde se estudia la ecuación de Fick considerando el coeficiente de difusión constante.A 

continuación agrupamos parn i fijas aquellos ténninos de j similar, esto genera un sistema 

de N ecuaciones que puede ser escrito de manera matricial como: 

(3.10) 

Las matrices A( -y) Y A( --y) son matrices tridiagonales cuyas fonnas explícitas estan dadas 

en ténninos de parámetros como el tamaño de la malla y el coeficiente difusivo. La ma-

triz A(-y) presenta la propiedad ser tridiagona!, en donde la diagonal superior es -y/2 = 

-!:>t/2!:>X2 mismo que aparece en la diagonal inferior. En la diagonal principal aparece 

el valor de -y + 1. La matriz A( --y) tiene la misma propiedad salvo por una modificación 

en el signo de -y.El vector b contiene las condiciones de frontera. De acuerdo al modelo 

ESTA 'TESIS NO SALE 
DE LA BIBUOTEC¿;, 
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clásico de Fick se consieran condiciones de frontera fijas. donde: 0/>(0, t) = 0/>(1, t) =0.1 
2 

Se toma de la literatura37 que para el sistema PET-metanol D=4xlO-9 cm en condiciones 
s 

de estado vítreo a una temperatura de 62 oC Las soluciones se presentan como curvas de 

nivel graficando o/> vs x considerando intervalos de tiempo de 5 horas. La absorción total 

(ecuación UO capitulo 1) se obtiene integrando la función o/>~~t) al tiempo utilizando el 

método numérico de Simpson48 • 

La figura 10 muestra la gráfica de los perfiles de concentración del metanol a través 

del PET suponiendo que la ley de Fick es válida en este sistema. Es de notaIse en la figura 

11 el comportamiento lineal a tiempos cortos de la grafica de o/> vs'¡¡. Otra cualidad 

que se observa es la aproximación al equilibrio en fonna asintótica dada por la relación: 

1-exp( -iit). El comportamiento lineal a tiempos cortos es una característica fundamental 

de la solución matemática de la ecuación de Fick (ver ecuaciones 1.14 y 1.13) al igual que el 

comportamiento asintótico a tiempos largos. El tiempo en el que se alcanza el equilibrío es 

de alrededor de 350 horas, según se puede apreciar en la gráfica Entre otras cosas el cálculo 

de la solución fickiana pertnite también poner a prueba el esquema numérico utilizado, y 

vemos que este es confiable, pues reproduce la solución ana\itica dada por la ecuación 1.12 

del capítulo I. 
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IO.Figura. Perfiles de concnetración caso fickiano. Obsérvese la naturaleza de los frentes 
parabólicos caracterisiticos de la solución de la ecuación de Fick. Una gran cantidad de 
curvas de nivel se acumulan al aproxiamarse al equilibrio lo que es indicio de un compor~ 
tamiento asintótico lento. 
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l1.Figura. Cuurva de Absorción total del caso fickiano. Nótese el comportameinto lineal 
a primeras horas así como el tiempo necesario para llegar al estado de equilibrio, alrededor 
de 350 horas. 



3.2.2CASO n. DIFUSION CON ACOPLAMIENTO DE 

ESFUERZOS 
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El siguiente caso a considerar es la difusión en donde el acoplamiento de la presión viscosa 

está presente. El caso más simple consiste en considerar los coeficientes de transporte 

constantes. Físicamente estamos considerando difusión a través de una matriz amorfa en 

presencia de hinchamiento con la caracterisítica de que el coeficiente difusivo no se ve 

afectado por la concentración. Debido a lo que se ba discutido, estamos en el caso de 

difusión sin plastificación por lo que las ecuaciones (3.8 y 3.9) del esquema numérico se 

reducen a: 

<PiJ+ 1 - <Pij 

tlt 
(3.11) 

-'P. + V· -, (<I>iJ+! - <l>i;) 
-T ij TI T /1t (3.12) 

De manera análoga al proceso descrito en la sección 3.2.1, agrupamos la expresiones donde 

aprecen '" J+" Y <1>; , estas ecuaciones algebraicas se pueden desarrollar para cada uno de 

los puntos de las malla lo que da a lugar a un conjunto de ecuaciones lineales en donde abara 

aparece un acoplamiento algebraico con respecto a la presión viscosa Pij . Matricialmente 

estas ecuaciones se escriben como: 

(3.\3) 
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p'j+1 = ~P; + ((4>.H1 - 4>j) (3.14) 

Donde nuevamente A(-y) ,A( -"() tiene el mismo significado de las ecuaciones (3.8- 9) 

. Los nuevos términos de acoplamiento están tomados en cuenta en la matriz B las cual 

es también diagonal y su expresión esta dada en el apéndice 11 . Los coeficientes { , ( , 

son los mismos definidos en la sección 3.2 Se utilizan para el sistema en cuestión (PET-

metanol) los valores para los coeficientes de transporte como sigue: D= 4xlO-9cm2/s es 

el coeficiente de difusión, TI = l013Poises es la viscosidad longitudinal y T = 105seg el 

tiempo de relajación característico. La temperatura en la que se efectua la simulación es 

de 1=335 K. Poniendo en práctica el esquema numérico en MATLAB se obtuvieron las 

siguientes perfiles de concentraciones (figura 12). 

Se aprecia un cambio de los perfiles de concentración con respecto a los calculados 

para la ecuación de Fick. En esta difusión anómala se muestran perfiles de concentración 

parabólicos cuya valor se incrementa muy rapidámente en el tiempo. estas también fueron 

graficadas en intervalso de S horas. Las consecuencias de elegir las condiciones de Long-

Richamn pueden apreciarse en la figura 12. La concentración aumenta paulatinamente en 

las fronteras. Esta característica además de la participación del acoplamiento de la presión 

viscosa es responsable del comportamiento sigmoide observado en la figura l3en donde la 

M(t) 
curvatura de la misma cambia pasando de una dependencia del tipo -- = Kt' donde 

M~ 

r> 1/2 a una en donde 1-112, recordemos que se grafica contra ..;t. 
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12.Figura.Perfiles de concentJación de la difusión acoplada con esfuerzos. La canti­
dad de solven1e absorbido en las fronteras se modifica en virtud a el acoplamiento y I.s 
propiedades de relajación del material. 
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13.Figura. Curva de Absorción anómala. Una curva sigmoide es indicio de compor­
tamiento anómalo en la difusión, a pesar de que la plastificac06n no esta presente el tiempo 
en el que el equilibrio es alcanzado es mucho menor que el de la solución fickiana. 
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La curva de absorción total (figura \3) presenta la caracterisitica de la difusión anomála 

exhibiendo un comportamiento sigmoidal en etapas iniciales de la difusión al menos du­

rante las primeras 16 horas. Un comportamiento semifickiano se observa al finalizar el 

proceso difusión.De la figura 13 también se observa que el equilibrio se alcanza alrede­

dor de las 200 horas del proceso cantidad que contrasta con las 350 horas del mecanismo 

fickiano. 
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3.2.3 CASO 111. DIFUSION CON ACOPLAMIENTO DE 

ESFUERZOS Y PLASTIFICACION 

En este caso se considera que los coeficientes de transporte son dependientes de la concen-

tración, lo que implica variaciones en las propiedades de absorción durante el proceso di-

fusivo. Estos efectos integrados así, penniten modelar la plastificación o reblandecimeinto 

del polímero, por lo que se espera que esto genere entre otras cosas, una disminución en 

el tiempo en el que se alcanza el equilibrio, así como en las características de las curvas 

difusivas. Las ecuaciones diferenciales discretizadas son ahora: 

q,i,j+l - iflij 

~t 

P,.i+l-P¡j _r-1P,.+ (,;,.)Vr-1 (4)'.j+l-1>'j) 
tlt l) r¡ o/I} tl.t 

D(1) ) ry(1)) ~t 
Donde-y=D(1),)~t/~x2 y{3= ",;," ~t/~X2(=_'_" y~=-(l+-) 

IU r r 

Matricialmente esto se puede escribir como 

A(-Y)1>.i+l = A(-/)1>i + BPi + b, 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

Donde nuevamente A(-y), A( -/) B, 1, ~ Y (son las expresadas en la sección 3.2 

e incluyen todos los sefectos del modelo a excepción de la cristaIinidad. Se utiliza para 
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el sistema en cuestión estudiado (PET-metanol) la expresión (3.5) para el coeficiente difu­

sivo del capítulo 11 . Esta tiene la caracterísitica de depender del valor de la concentmción 

los valores para los coeficientes de transporte. De modo que se debe calcular el valor de 

D(tf¡) en cada iteración. En esta expresión se usa a: = O lo que significa cristalinidad nula. 

Este caso aquí y tratado describe la difusión en un poliméro amorfo en donde hay plasti­

ficación y la fracción de volumen cristalina es nula. El mismo comentario se hace para el 

coeficiente de viscosidad longitudinal expresión dada por la ecuación ( 3.6) .. Los cálculos 

se realizan en MAlLAB obtuvienendose los siguientes perfiles de concentraciones grafi­

cados en intervalos de 5 horas (figura 14). Se aprecia en la figura 14 un gran incremento 

en la absorción del solvente en la película ya que la separación entre perfiles de cone­

netraci6n es considerablemente mayor al del caso 11 en donde no se tomaba en cuenta la 

plastificación. El equilibrio como se puede ver de la figura 15, es alcanzado alrededor de 

las lOO horas Los frentes difusivos se han encontrado a las 5 horas de absorción tal como 

puede observarse de la figura 14 

Una curva sigmoidal se presenta durante el proceso de difusión con plastificación. 

La curva sigmoide es indicio de difusión anómala. En etapas tempranas la absorción es 

pequeña, pero conforme aumenta la concentración existe un incremento de la pendiente en 

relación con el caso en donde no existía plastificación. (sección 3.3.2).Es de notarse que 

la grafica de absorción vs ,ji un corrimiento hacia la izquierda índicio del aumento de la 

tasa de absorción en la película. 
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l4.Figura. Perfiles de concentración de la difusión acoplada con esfuerzos y plastifi­
cación. Es de Dotarse la separación entre curvas la cual es diferente del caso en el que sólo 
se consideraba el acoplamiento. El fenómeno de plastificación es responsable del aumento 
en la tasa de absorción de solvente. El tiempo en el que se alcanza el equilibrio (100 horas) 
es otro efecto importatne de la plastificación. 
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15.Figura.Curva de absorción para el sistema PET amorfo-metanoI. Obsérvese el incre­
mento genraI de la tasa de absorción con respecto a los casos anteriores, asi como el tiempo 
relativamente "corto" de alcanzar el equilibrio. 



3.3 CASO IV.DIFUSION CON ACOPLAMIENTO DE 
ESFUERZOS Y PLASTIFICACION EN POLIMEROS 
SEMICRISTALINOS. 
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La difusión del metanol através del polímero polietileno tereftalato amorfo mostro un 

aumento en la cantidad de solvente absorbida suponiendo un incremento en la difusión de-

bido a la palstificación. La cuestión que ahora no ocupa es la de estudiar el cambio de 

las curvas de absorción en el caso de un polúnero amorfo el cual tien regiones cristali-

nas.se supone que dada la morfología del material de "cristalitas poco organizadas" estas 

unicamente deberían afectar las características de la difusión produciendo un retraso en 

el avance del frente difusivo. Para resolver el sistema se emplea el esquema numérico de 

Crank-Nicholson modificado considerando que el coeficiente de difusión depende de la 

concentración. Por tanto confonne avance la simulación y se obtengan los valores de 4> 

de manera iterativa,. el coeficiente difusivo se modificará de acuerdo a la relación dos, el 

esquema modificado es entonces: 

rPiJ+I - rPij 

!1t 

D(",) (_Wl ) (P;+lJ - 2P.; - P.-l,;)) 
lIT V2W2 !1x' 

El sistema se escribe matricialmente como: 

(3.20) 
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Donde-y= D(</>'.;)/),t//),x2 y /3= D~j) /),t//),x' (= "(</>'';) y{ = -(1 + /)'t). 
IU T T 

Se ha tomado el valor de la fracción de volwnen cristalino como a = 0.20 Y donde para el 

cálculo de D( </>,.;) se ha empleado la ecuación 2.54 del capítulo 11: 

D(</» 

GV(I- "")(1_ '" )-2/3 ...!.. 2 '" -1) 
- o/, + '" + )(0/, 

3V¡ O/, D 
al</>; + (1 - </>,)(1 + 2</>,) ¡ 

Se tiene que los ténninos involucrados con la fracción cristalina son como se dijo en el 

capítulo 11 el primero y el penúltimo. pués el parámetro de interacción depende también 

de la cristalinidad según: la ecuación( 2.52). Los mismos valores para la viscosidad y el 

tiempo de relajación son usados en la sección 3.2.3. Entonces en cada iteración se calcula 

el coeficiente y se utiliza para evaluar el coeficiente 7. 

Al obtenerse la solución se observa perfiles de concentración que muestrao frentes 

difusivos desplazándose hacia el centro de la película, cada una de las curvas (figura 16) 

repesenta la solución de la ecuación ( 3.20 ) en intervalos de 5 horas. El valor máximo 

de concentración llega a ser de 0.1, es decir esta fracción de volumen es la que penetra 

en el polimero. Sólo un décimo con respecto al total del volúmen del polimero lo cual es 

bastante razonable. Los concentración en la frontera aumenta de acuerdo a las ecuaciones 

de Long Richman basta alcanzar un valor de equilibrio de 0.1. La forma de la curva de 

absorción figura (17) es sigmoidal con dos etapas; lo que es caracteristico de la difusión 

no-fickiana.El sistema alcanza la concentración de equilibrio en 120 horas. De a cuerdo 

a las curvas de la solución encontrada los frentes difusivos se encuentrao a las 5 horas de 

iniciado el proceso. 
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16.Figura. Perfiles de concentración de l. difusión acoplada con esfuerzos. Plastificación 
e hinchamiento en presencia de una fracción cristalina. 
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17.Figura.Curva de absorción del metanol de la película semicristalina PET en donde la 
fracción de volumen cristalino es de 0.20. 
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CAPITULO IV. ANALISIS y 

DISCUSION DE RESULTADOS 

4.1 ANALISIS DE LAS CURVAS DE ABSORCION 

Nuestra atención se centra en las curvas de absorción total para el sistema propuesto Polietileno-

tereftalato (pET)-metanol . Se compara y analiza cada uno de los casos I-IV en el capítulo 

III, discutiendo las diferencias y las características de cada uno de ellos .La curva que rep-

resenta la solución de la difusión del sistema semicristalino es analizada y comparada con 

resultados experimentales reportados en la literatura. Se discute el carácter anómalo en el 

sistema basado en el estudio de la evolución del número Deborah en función del tiempo.Un 

análisis de la defonnación longitudinal de la película es también realizado. Se compara 

nuestros resultados con resultados experimentales encontrados en la literatura.Finalmente 

se discute la validez del modelo propuesto. 

4.2 ANALlSIS DE LAS SOLUCIONES OBTENIDAS POR EL 
MODELO 

4.2.1 CASO 1 

En el capítulo 3 se vió que el conjunto propuesto de ecuaciones diferenciales reproducían 

una serie de características básicas de la difusión anómala en el sistema PET-metanol. Con 

excepción del caso l. se obtuvieron cwvas de absorción sigmoidales que evidencían el 
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carácter anómalo mencionado. El caso I de difusión fickiana. fue calculado para mostrar 

cual seria la predicción de la ley de Fick, y compararla más tarde con los resultados predi-

chos por el modelo(ver figura 18).Como veremos más adelante la Ley de Fick no describe 

correctamente la difusión en polimeros vítreos Los frentes de concentración obtenidos en 

éste caso fickiano de la sección 3.2.1 son frentes tipo "parabólico", lo que se esperaría a! 

resolver las ecuación de Fick usando condiciones a la frontera constantes4• La gráfica de 

absorción reproduce los resultados clásicos. (ver figura 1 capítulo 1). consistentes en la de­

pendencia linea! de !~) respecto a la raíz cuadrada del tiempo en las primeras horas del 

proceso. Físicamente esto representa absorción unifonne de líquido a través de la película. 

El comportamiento asintótico exponencial predicho en la ley de Fick también se observó, 

~1(t) tiende hacia el equilibrio de acuerdo a la ecuación 1.13 del capitulo l .. El tiempo 
00 

en el cual el solvente penetrante alcanza su valor de equilibrio en el interior de la película 

es de alrededor de 250 horas. A continuación consideramos el análisis de las 2 aproxima-

ciones de la difusión anómala acoplada con esfuerzos viscosos en polímeros amorfos que 

se estudiaron en el capítulo III. 

4.2.2 CASO U 

A) Como primera aproximación del modelo de difusión acoplada con esfuerzos viscosos, 

resolvimos el caso ya conocido en la literatum, en donde los coeficientes de transporte 

son constantes. Esto permitió observar si las predicciones del modelo eran adecudas y 

acordes con las características predichas por el modelo de Durning.21 Por otro lado el 

efecto de las condiciones de fontera ( condiciones deLong-Richman) se ve reflejado en la 
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aparición de un incremento de la concentración en la frontera lo que awnenta la tasa de 

absorción en el tiempo. Como consecuencia de lo discutido la curva de absorción tiene 

un aspecto sigmoide que contrasta con la fanna de la solución fickiana (linea recta), esta 

comparación puede verse en la figum 18. 

En esta figura se puede apreciar que la curva sigmoidal es menor que la fickiana al 

ménos durante las primeras 30 horas del proceso difusivo. Sin embargo rebasando ese inter­

valo de tiempo, la absorción de la difusión acoplada con esfuerzos muestra un incremento, 

el cual esta asociado a los procesos de relajación del material. Se dice que las cadenas de 

polimero han relajado ( se han reacomdado) lo cual pennite la introducción de una mayor 

cantidad de solvente, en la película El equilibrio en este caso ocurre alrededor de las 140 

horas. Lo que contrasta con las 200 horas predichas por la ecuación de Fiek.Los perfiles de 

concentmeión de la difusión acoplada con esfuerzos viscosos, (figura 12 capitulo 11) predi­

cen absorción muy pobre dumnte las primems horas del proceso debido al efecto relajante 

en el material, esto se explica, si se considem que en las primeras horas el polímero ejerce 

una presión osmótica sobre el solvente que impide la difusión, sin embargo una vez pasado 

"cierto tiempo"la tasa de absorción. es decir la pendiente de la curva de absorción total se 

incrementa de manera notable hecho que también se ve al observar las separaciones entre 

curvas de nivel, las cuales son mucho mayores que el caso fickiano. La absorción es no 

homogénea en el tiempo Lo que ocurre es que durante los primeros instántes el polímero 

se encuentra en relajación mecánica y la cantidad de solvente que pasa es muy pequefia, no 

obstante lUla vez que las cadenas se han separado, entonces se generan poros por donde el 

solvente puede penetrar por lo que se generan gradientes de concentración de los extremos 
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de la película hacia el interior y esto pennite que el mecanismo fickiano comience a partic­

ipar en la difusión. Un hecho que respalda este argumento es la porción lineal de la gráfica 

(12) que en el intervalo [4.5 5.5] hrl/2 

4.2.3 CASO UI 

La segunda aproximación cosidero que los coeficientes de difusión y viscosidad eran de­

pendientes de la concentración. Este caso considera el fenómeno de plastificación como 

una contribución del comportamiento anómalo. Por otro lado las curvas de absorción car­

acterística (figura 17) presentan a etapas tempranas un comportamiento sigmoidal car­

acterizado por un incremento en la tasa de absorción, la cual supera en gran medida al 

comportamiento observado en el caso donde los coeficientes de difusión y viscosidad 

eran constantes. La comparación se hace en la figura 18 Es de destacarse que existe un 

.. corrimiento hacia la izquierda" en la gráfica de absorción vs 0. el cual es consecuencia 

del mecanismo de plastificación. que incrementa el valor del coeficiente difusivo durante el 

proceso. Se observa que el equilibrio es alcanzado alrededor de las 64 horas ,en contraste 

con el tiempo de 200 horas predicho por la ecuación de Fick. 

La tasa de absorción puede ser medida calculando la pendiente de las curvas en 

la región donde estas presentan un comportamiento lineal, esto se muestra en al tabla 1 

En dicha tabla se ve que el proceso que más facilita la difusión es áquel que ocurre en 

presencia del fenómeno de plastificación en el polúnero amorfo. El mecanismo difusivo 

fiickiano tiene la propiedad de ser mayor que todos los demás en las primeras etapas del 
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proceso. No obstante las curvas sigmoidales tiene las propiedad de inducir un incremento 

en la tasa de absorción debido a los efectos cooperativos de la presión viscosa. 

4.2.4 CASO IV 

Fina1mente. el caso en donde se agregaba una fracción de volúmen cristalino al mate­

rial polimérico presenta modificaciones interesantes, en la figura 18, podemos apreciar el 

efecto citado con respecto a la tasa de absorción y el tiempo de equilibrio. En la gralica de 

absorción vs Vi se muestra tul corrimiento hacia la derecha con respecto al caso en donde 

se trata un material completamente amorfo. Lo anterior es consecuencia de la disminución 

del polímero en su capacidad de plastificar al existir menor proporcion de regiones amor­

fas. El tiempo de duración del proceso se predice que es de alrededor de 90 horas y la tasa 

de absorción de 200 hr-1 • 
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IS.Figura. Diferentes dinámicas difusivas de los casos estudiados de difusión se compararán. 
El mecanismo que más facilita la difusión que más facilita la difusión es el 11, en donde se 
considem un polímero totalmente amoño, El mecanismo Il de coeficientes constantes 
propuesto por el modelo de Duming, no predice adecuadamente la difusión a etapas finales. 



4.3 COMPORTAMIENTO A TIEMPOS CORTOS Y PUNTOS DE 
INFLEXION. 

102 

De acuerdo al criterio de Alfrey4, las curvas de absorción a tiempos iniciales presentan una 

dependencia con el tiempo dada por la ecuación (1.18) expuesta en el capítulo lla cual es 

de la forma: 

(1.18) 

Si n=O.5 la difusión es fickiana, pero si 0>0.5, entonces se dice que es anómaJa. Se grafica 

M(t) ... 
log( Moo ) vs log(t) para calcular el valor de la potencIa n conocIdo como el coeficIente 

de Alfrey.. En todos los casos se considera las primeras 16 horas del proceso difusivo, en 

donde las características de la difusión anómala son más apreciables Se presenta en la tabla 

1 el valor de las potencias n en cada caso. Denotamos con números romanos los casos del 

modo que fueron tratados en el capítulo 111. Se encuentra que en el caso 11 el coeficiente de 

Alfrey n=0.734, mayor que 0.5 y menor que 1, por lo que de acuerdo a Alfrey esta iclasifica 

como difusión anómala.Lo mismo se encontró para los casos lB y IV. 

También en la tabla 1 se reporta el valor de la tasa de absorción calculado en la región 

lineal de cada una de las curvas Tal como se ha señalado, en todas las curvas sigmoides de 

difusión anómala aparece un punto de inflexión que es indicio del cambio en la pendiente 

de MM(oot). El punto de inflexión indica una transición del proceso difusivo hacia el 

estado final equilibrio, éste comportamiento es descrito por la ecuación (1.19) del capitulo 

1. Los tiempos en los que ocurre esta transición pueden ser encontrados con precisión, si 

calcularnos la derivada de ~~ y encontrarnos el máximo en dicha grafica. Se calcula la 
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gráfica de la derivada a partir de los resultados obtenidos en el capitulo n, esto es hecho 

para los tres casos anómalos Los puntos de inflexión obtenidos se reportan en la tabla 

I.Se considera que los efectos anómalos producidos por el acoplamiento con los esfuerzos 

cesan o son poco significativos después de estos tiempos. Lo anterior tiene explicación si 

se considera que las cadenas del material polimérico se han acomodado y no "interfieren" 

más con el paso del líquido, cuyo flujo ahora estará gobernado por mecanismos fickianos. 

Se puede apreciar de la tabla 1 que dichos tiempos son cortos para el caso de la difusión 

plastificante. 

ITIPODE n ' PUNTDDE ~ TASA DE 

Horas ~ Horas"1I" 

0.5 .., lSC .UOJO 

lit 0.73 2 'OC 

.~ tII 1.41. 100 
IV 1.39 20 

TABLA 1. i de difusión . La primera , rellere e' '.,po Oe Oi'usion 
la segunda el coeficiente de Alfrey. Los trempos cntrcos en donde el empieza el campar· 
tamiento hacia el equilibrio y los tiempos de absorción son minimos en el caso del meca· 
nismo 111 de difusión con plastificación. 

Hasta ahora se han tratado las características del modelo que cuales describen la difusión 

acoplada con esfuerzos viscosos en sistemas amorfos. Es de notarse que los resultados 

obtenidos son consistentes con el modelo de Durning.La idea es ahora estudiar como la 

presencia de un volumen cristalino en el polímero amorfo cambia las características de la 

solución, y principalmente el proceso de absorción Es de enfatizarse que este sistema no 

ha sido estudiado con detalle en la literatura por lo que el análisis resulta novedoso. 
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4.4 COMPARACION CON DATOS EXPERIMENTALES 

En el trabajo publicado por Billovitis y Duming" se reportan pruebas de difusión a través 

de peliculas de polictileno-tcrcftalato scmicristalino. Los solventes utilizados en el estudio 

fueron metanol, dimetilfonnamida y acetona Pruebas de caracterización revelaron que la 

fracción cristalina de volumen en el material fué de 0.23 para el material preparndo usando 

la técnica de inducción de solvente(SINC) y 0.28 Y 0.42 para las primeras LTA y HTA( 

recocimiento a bajas y altas temperaturas) respectivamente. La primera técnica genera 

cristalitas lamelares imperfectas espaciadas a lo largo del material y dominios amorfos. 

Esta última es de intcres para nosotros, pues reune las condiciones planteadas con respecto 

a la baja cristalinidad y pobre organización estructural dentro del material propuesta en el 

modelo.En la figura 20 se muestran los resultados obtenidos por Billovitis et al usando una 

película de políetileno tereftalato de 1mm x 2cm x1.5cm en donde el solvente introducido 

es metanol. La curva experimental de la absorción vs ,¡¡ exhibe un comportamiento sig­

moidal. La línea punteada en la misma refiere a la región en donde el comportamiento con 

respecto a la raíz cuadrada del tiempo es lineal. 
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19.Figura.Curva de Absorción Total vs raiz del tiempo de una pelfcula de PET de 
l mmx2cmx l.5cm preparada por la técnica de SINe. 
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20.Figura.Comparación de la curva predicha por el modelo y datos experimentales( CÍr­
culos) obtenido del articulo de Billovitiss el al. en la difusión del sistema Polietilenoteref­
talato metano\. 
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4.4.1 REGION A TIEMPOS CORTOS 

En la sección 4.3 se encontro que de acuerdo al criterio de Alfrey4, las curvas de absorción 

a tiempos iniciales presentan una dependencia con el tiempo dada por la ecuación (1.18) 

dada en el capítulo l. 

M(t) = ktn 

M~ 
(1.18) 

Al calcular la pendiente en la gmfica log·log se obtuvo que el coeficiente de Alfrey "n" 

de la curva que ajustan a los datos experimentales fue de: n exp = 1.571 mientrás 

que la pendiente de la curva log-log para la curva del modelo, fué de acuerdo a la tabla [ 

sección 3.4.1 de n t~o = 1.39 En ambos casos confirman el comportamiento anómaJo de 

la difusión. 

4.4.2 REGION LINEAL DE LA CURVA 

La segunda región comprendiada en el intervalo [4,7] hr- 1/ 2 muestra un marcado compor-

tamiento lineal y sugiere que el comportamiento de la difusión en esta parte de la curva es 

fickiano. La tasa de absorción es la pendiente en la región lineal de la curva ~~ vs ,ji 

la cual se muestra en la figure 20 en líneas punteadas. El valor de dicha pendiente se ha 

calculado y es de 0.1745 hr- I/ 2 De la sección anterior el cálculo de la tasa de absorción 

dio como resultado 0.201 hr- I / 2 • La diferencia es pues del 14% con respecto al valor ex-

perimental. En la figure 20 se comparan los resultados obtenidos del modelo y los valores 

experimentales; también en dicha figura se aprecian los puntos experimentales (círculos), 

mismos que fueron sustraídos de la figura 19 
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4.4.3 REGION A TIEMPOS LARGOS 

En el intervalo [ 7 17] hrl/2 el comportamiento asintótico resultó ser de la forma M (t) 
Moo 

1-p cxp( bt), esta se aprecia con rnyaor detalle en la figura .Si suponemos que esta obedece 

a la forma asintótica predicha por la expresión de Fick dada por la ecuación (1.l3),entonces 

el coeficiente p correspondería a 811r, y b=-~:'. Suponiendo esta cuadratura, el valor de b 

que ajusta a la curva es b~0.0052,lo que implicaría que a tiempos largos D~lxlO-7cm21 s. 

Obviamente esto no significa que este sea el valor del coeficiente de difusión, pues como 

se ya se ha explicado el coeficiente difusivo cambia con el tiempo. No obstante lo que 

si indica esta cantidad, es que en esta escala de tiempos, la solución como hemos venido 

discutiendo tiene mayores contribuciones debidas al ténnino fickiano lo que se ve reflejado 

en la forma asintintótica de alcanzar el equilibrio en la absorción del metanol. El coeficiente 

que resulta de esta estimación es 2 ordenes de magnitud mayor que el iniela 4xIO-9cm2 / s 

, lo que en cierta forma coincide con la evolución temporal del máximo valor tomado por el 

coeficiente difusivo como función del tiempo y la concentración. Dmax = 134xl0-8c.m2 / s. 
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4.5 EFECTO DE LA CRISTALlNIDAD EN LA DlFUSION DE 
SISTEMAS AMORFOS 
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El efecto de la introducción de un volumen cristalino tiene repercusiones en las carac-

terísticas difusiva del sistema. Como vimos en el capitulo 1, el coeficiente de difusión se 

considera función de la concentración y la fracción de volumen cristalino. Esta carac-

terística del modelo afecta tanto la solución de las ecuaciones diferenciales así como las 

curvas de absorción. La aplicación del modelo al sistema polietilenolereftalato-metanol 

mostraron que tanto en el caso en donde se consideraban No obstante se tienen diferencias 

en lo que respecta al espaciamiento entre las curvas de nivel, las cuales muestran menor 

separación. Lo anterior es. indicio de la disminución en la tasa de absorción. Lo que se 

concluye de estas observaciones es que la capacidad del material para absorber solvente se 

ve constreñida por la presencia de regiones rígidas hecho consistente con las hipótesis del 

modelo. 

Si se varía la fracción de volumen cristalino en la expresión del coeficiente de difusión 

( 2.43 ) es posible ver como el comportamiento semicrlstalino se aleja de la solución del 

sistema amorfo. La mismas mismas ecuaciones de la sección 3.4 (ecuaciones 3.19 y 3.20) 

son utilizadas para calcular las curvas de absorción como función de la fracción de volumen 

cristalino.A diferencia de la sección 4.2 aquí se grafica ~t) vs t en vez de contra'¡¡: la 
~ 

razón es que de hecho ya sabemos que el comportamiento nómalo es sigmoidal, pero. se 

tiene más interes en mostrar que estas curvas tiene "un cierto parecido" a las curvas que 

aparecen en la difusión caso II discutida en el capítulo 1 en donde el comportamiento de 

~~) es lineal con respecto a t.Se usan los valores de la fracción de volumen cristalino a = 
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0,0.05,0.100, 0.150 Y 0.20. Graficamos ahora la absorción vs tiempo y obteniéndose la 

figura 22. 

Se puede encontrar una relación entre el volumen cristalino y el número de Alfh:y 

en las elapas inicales de la difusión. En este caso se consideran las primeras 10 horas. 

Graficando log ~f~ vs log t. obtuvimos los coeficientes de Alfrey para cada curva de ab­

sorción presentada en la figura 22 y lo graficamos como función de la fracción de volwnen 

cristalino. 

La relación que satisface es del lineal de la fonna N=ma + e, donde a es la fracción 

de volumen cristalino, m es una constante cuyo valor fué m=-O.2016 y c=1.42. 
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22.Figura. La absorción de metanol vs el liempo para diferenles fraccioens de volumen 
cristalino. En la región lineal de la curva se puede observar que la tasa de absorción tiende a 
disminuir confonne awnenta )a cristaJinidad. Nótese además que en esta representación, las 
curvas de absorción pierden su carácter sigmoidal y muestra pequeñas coJitas a tiempos 
iniciales indicios de la difusión anómaJs. Si se tratara de difusión caso ll, las curvas tendrían un 
comportamiento lineal a tiempos cortos. 
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23.Figura. El número de Alfrey n presenla un compOr1amiento lineal con respecto a la 
fracción de volwnen cristalino u. El carácter anómalo de la difusión, es entonces decre­
ciente con respecto a la cristalinidad. 
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4.6 COMPORTAMIENTO DEL NUMERO DE DEBORAH 
DURANTE EL PROCESO DE DIFUSION ANOMALA EN 
POLIMEROS SEMICRISTALINOS 

Debido a que el coeficiente difusivo es dependiente de la concentración, el número de 

Deborah éste será en general una cantidad que dependa del tiempo. Como se dijo en el 

capítulo 1 esta cantidad indica el tipo de mecanismos de difusión que dominarán durante el 

proceso difusivo. El número de Deborah está perfectamente definido para el caso en el que 

la cantidad de penetrante es pequeña en relación con el volumen del polímero, de modo que 

no hay cambios estructurales en las propiedades del material. Sin embargo en presencia 

de plastificación esto deja de ser válido.Una fonna de investigar el comportamiento del 

número de Deborah al modificaISe el coeficiente de difusión mutua D(q\(x, t)), ha sido 

considerar el valor promedio de D sobre cada punto el intervalo de la película y graficarlo 

como función del tiempo.Definimos un número de Deborah de la siguiente manera: 

( ) 
D ... =f 

Deb D=-l-'- (4.2) 

Donde Dprom es el coeficiente de difusión promedio durante una pequeño intervalo de 

tiempo i, 1 es el espesor de la película y ;¡- es el tiempo de relajación promedio del mate-

rial.Considerando que el incremento de las dimensiones de la película es pequeño, esto 

es: 1 + t.l "" 1 uno puede despreciar el cambio en el grosor de la película y considerarlo 

constante. Empleando la expresión 4.2, se esperaría que durante la difusión satisfaga 

(Deb)D < JO. En la figura 24 se puede apreciar lo señalado . 

. En esta gráfica se observa que Deb es menor que la unidad y que aumenta ligera-

mente su valor durante el período de absorción. Al iniciar el proceso, el valor de (Deb)D 
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es de 4 aproximadamente, esto puede verse con claridad si calculamos el valor del número . 
de Deborah considerando que el coeficiente de difusión es constante, esto es: 

4xlO-9cm/ S 6 
(Deb)D = (O.lcm)' 10 s = DA 

Lo que este cálculo muestra, es que iniciahnente el proceso difusivo debería ser anómalo, 

pués el valor de (Deb) D es muy próximo a la unidad,. Al final del proceso en número de 

Deborah alcanza un valor final de 0.52. De acuerdo a la definición dada en la sección lA 

del capítulo 1 si el número de Deborah satisface la desigualdad I(Deb) DI < 10, entonces 

la difusión estudiada estará en el intervalo en el que puede considerarse anómala, por lo 

que al final del proceso la condición de difusión anómala pennanecc. 

El número de Deborah es un indicador confiable en el caso de sistemas lineales en 

donde las propiedades del medio son constantes .Hasta que punto dicho número per-

mita hacer predicciones sobre el carácter difusivo en un sistema no lineal, en donde las 

propiedades de la sustancia cambien considerablemente, es algo que todavía se investiga. 
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4.7 ANALISIS DE LA DEFORMACION EN EL PROCESO 
DE HICHAMIENTO UNIDIMENSIONAL. 

El proceso de hinchamiento es característico de la difusión anómala; este consiste en 

el aumento en las dimensiones de la película. Por otro lado debido a la complicación 

matemática inherente al problema. se optó por suponer que sólo una de las dimensiones del 

paralelepfpedo que confonna la películas se defonnaba. Se sabe que en polímeros amor-

fos que poseen regiones cristalinas, las anisotropías en las propiedades mecánicas pueden 

ser importantes al describir el fenómeno de hinchamiento, como consta en la literatura 

de la mecánica del medio continuo40• Este hecho no lo hemos pasado por alto. Sin em-

bargo una de las cuestiones que debe tomarse en cuenta, es la examinar hasta que punto un 

modelo unidimensional de difusión e hinchamiento puede proporcionar infonnación ac-

crea de un sistema como el que tratamos. El estudio de la deformación unidimensional 

tiene la "ventaja" de no ser matemáticamente tan complicado y pennite manejar variables 

fisicas relativamente sencillas. tal como se ha establecido en secciones anteriores. En este 

apartado, analizamos las cwvas de defonnación obtenidas usando las ecuaciones (3.9) en 

combinación con la definición de la defonnación del grosor de la pe líeula, dada por": 

dE. oljJ 
- -
dt &t 

(4.3) 

Donde f% es la deformación en la direción x del polímero. misma que está relacionada con 

la definición del radio de extensión isotrópica como: 

dx' 
>-=dx=I+<. (4.4) 
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Donde dx es el grosor original de la película, dx' es el tamaño de la película a un tiempo 

posterior dt. La defonnaci6n de la película puede expresarse considerando la razón entre 

dx' -dx 
el cambio del tamaño de la película y el tamaño original de la misma esto es: dx . 

Expresada en tanto porciento da: 

dx' - dx (dx') dx x100% = dx - 1 xl00% = Exxl00% (4.5) 

Esta es la deformación porcentual de la película. Para calcular la deformación porcentual 

del caso IV del capítulo 11 fue preciso evaluar (4.3) lo cual era realizado en cada paso 

del cálculo de la solución cjJ. La variación de la cantidad de solvente que entra por unidad 

de tiempo fue evaluada de la ecuación (2.26) capítulo n. Al integrar éstar y multiplicarla 

por 100 se obtenía la defonnación porcentual.Originalmente la película tenía una grosor 

de lmm, y los cálculos muestraron que el grosor final fué de 1.034mm. El incremento 

de tamaño se reporto en porcentaje de acuerdo a la ecuación (4.5). La gráfica para el 

incremento del grosor (figura 24), predice defonnación isotrópica durante las primeras 8 

horas de la difusión y un aumento final de 3.4% de aumento con respecto al grosor inicial 

de la película. 

La tasa de hinchamiento calculada en el intervalo [O, 8]hrs fué de 0.8125 %/hr, es 

decir éste, es el incremento del grosor en porcentaje por hora con respecto al grosor original 

de la película 
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2S.Figura. Defonnación unidimensional de una película de PET semi cristalino penetrada 
por metanol. la deformación se reporta como porcentaje en el incremento de la longitud. 
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4.7.1 HINCHAMIENTO ANISOTROPICO 

Los resultados de aumento de la película en el grosor de medidos por Billovitis et. al37 

presentan diferencias con respecto a nuestros resultados. (ver figura 26).Una característica 

anisotrópica es observada. El hinchamiento del sistema PET -metanol se caracteriza por 

un aumento lineal en el grosor de la película respecto a la raíz de t. Sin embargo se observa 

un máximo antes de alcanzar el vaJor de equilibrio, este pico es una característica del hin­

chamiento anisotrópico. El valor de equilibrio se alcanza alrededor de las 3 horas.El hin­

chmniento anisotrópico es típico del transporte no-fickiano. en donde una frontera aguda 

separa una región exterior hinchada de la regiónas amorfas del polímero semicristalino. 

Este hinchamiento anisotropico ocurre debido a que al encontrarse los frentes difusivos, el 

material comienza a hinchar en las direcciones restantes de la película generando una dis­

minución de la dimensión inicialmente hinchada.Generlamente las propiedades difusivas y 

mecánicas en un material no son las mismas en diferentes direcciones y a esta propiedad se 

le conoce como anisotropía. El hecho anterior ya ha sido demostrado por Thomas et al16 

para el sistema polimérico PMMA-metanol.. Evidentemente para considerar tal efecto, es 

necesario considerar que la película hincha en otra dirección lo que implicarla describir el 

fenómeno usando una ecuación bidimensional con dos coeficientes difusivos distintos. 
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26.Figura.Ganacia de Peso, y cambios en las dimensiones de la muestra vs Ji, en el 
proceso de abosre¡ón de metanol a 62 oc en películas de PET preparadas usando la técnica 
SINe. 
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4.8 VALIDEZ DEL MODELO 

En esta sección se discute la validez del modelo propuesto en base a la comparación de 

los resultados obtenidos con los resultados experimentales y haciendo referencia a las 

hipótesis que fundamentan al modelo. En el caso del modelo unidimensional tratado en 

este trabajo, la difusión anómala descrita muestra una gran coincidencia respecto a los 

mecanismos de absorción tal como se discutió en la sección 4.2 en donde se consideraba 

que la absorción del solvente, se producia por los esfuerzos viscosos de las moléculas 

de solvente ejercía sobre las paredes del polímero. Se consideró el acoplamiento de las 

propiedades mecánicas del material por el cual ocurre la difusión. Esta fué la idea principal 

que motivo la proposición de ecuaciones modificadas de tmnsporte difusivo en sistemas 

poliméricos semicristalinos. Los esfuerzos internos o 10 que aquí Ilamabamos la presión 

viscosa era tal, que su valor aumentaba en el interior del material generando el movimiento 

de las cadenas del polímero. dando como resultado un incremento en el coeficiente de 

difusión. El valor final de esta presión es precisamente la presión osmótica que impide que 

más solvente ingrese al material. 

Por otra parte el modelo mostró predecir la difusión anómala en pólímeros amor­

fos bajo las condiciones de la presencia del fenómeno plastificante. En contraste, la ley 

de Fick ,la cual se obtuvo para compararla con los resultados del modelo. mostró estar en 

gran desacuerdo con los resultados experimentales encontrados en la literatura al prede­

cir tiempos demasiados largos pam el proceso difusivo así como \Uta curva de absorción 

caracteristica.diferente a la observada experimentalmente. 
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Un hecho que es de destacarse, es que las ecuaciones (3.8 -9) en combinación con el 

coeficiente de difusión dependiente de la concentración propuesto en al sección 2.34~ predi­

cen el comportamiento difusivo anómalo en el caso del material semicirstalino PET cuyo 

volumen de fraccción cristalina era de 0.20. Lo anterior se evidenció de la comparación 

hecha en la figura 20. 

La idea de un coeficiente dependiente de la concentración, esta ligada hipótesis del 

fenómeno de plastificación. y pennite modelar la naturalem cambiante de la estructura 

del material debido a la introducción de solvente. El aspecto cristalino esta ligado a la 

estructura del material, por lo que era importante evaluar de que manera se afectaba el 

fenómeno de plastificación debido al factor mencionado. Una suposición fundamental 

que se hizo sobre el carácter de las cristalitas fué considerar a estas como "volúmenes" 

con la capacidad de disminuir las rutas de las moléculas solvente a través del polímero. 

Esta suposicion mencionada, mostró ser efectiva en el caso del mecanismo plastificante 

considerado en la ecuación (2.43) en la cual. el coeficiente difusivo se ve disminuido por 

la presencia las cristalitas. 

Ningún efecto de organización de los volúmenes crisitalinos fué supuesto y simple­

mente se consideró que estos se encuentran lo suficientemente "desordenados" como para 

no influir en la dinámica de hinchamiento (no así en la difusión) del material, es decir se 

supuso homogeneidad. 

Sin embargo discrepancias respecto a la características de la tasa de hinchamiento, 

señalan que la dinámica de la defonnación se ve afectada por la presencia de las cristalitas, 

y que la ecuación de Maxwell-Cattaneo para la defonnación, debe ser remplamda por un 
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modelo que considere el cambio de las propidades mecánicas debidas medio. En suma 

se considera que el modelo es válido para describir la difusión en sistemas amorfos en 

estado vítreo y aquellos en donde la cristalinidad corresponda a una configuración de red 

desordenada. El modelo falla al describir la deformación de la película y sólo es compatible 

a en etapas iniciales cuando la concentración del solvente en el interior de la película es 

pequeña. 
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CONCLUSIONES 
Las ecuaciones de transporte obtenidas en el capítulo 11 por medio de la termodinámica 

extendida penniten describir el fenómeno de la difusión anómala, misma que esta asociada 

con la aparición de nuevos mecanismos difusivos a través de sistemas poliméricos que se 

encuentran a temperaturas cercanas a la de transición vítrea. Dada la relevancia del con­

cepto de relajación en termodinámica extendida, se encuentra que la dinámica viscoelás­

tica es la que se encuentra acoplada al fenómeno de difusión. El estudio de la difusión 

anómala en medios semicristalinos usando un modelo unidimensional permite observar las 

características del acoplamiento mecánico del material y cómo afecta ésta al transporte de 

solvente a través de una película.Las principales conc1usiones se entunerarn a continuación: 

a) La introducción de coeficientes dependientes de la difusión pennitió incorporar al 

modelo propuesto las características de la plastificación. 

b)Presencia de pequeñas regiones cristalinas en el material. Nuestra suposición orig­

inal fué que en el caso de que se tratará a la cristalinidad en pequeñas pro~rciones, esta 

tendría un papel a nivel molecular de obstáculos rígidos que disminuyen el volúmen 

efectivo para la difusión.Las gráficas del coeficiente de difusión como función de la con­

centración y el volumen cristalino evidencian que el coeficiente aumenta con respecto a la 

concentración en fonna aproximadamente exponencial. El comportamiento del coeficiente 

de difusión con respecto a la fracción de volúmen cristalino es decreciente. 

e )Las ecuaciones diferenciales acopladas de la concentración y la presión viscosa 

se particularizaron para el sistema Polietileno Tereftalato-Metanol. Las ecuaciones men­

cionadas se resolvieron considerando una serie de aproximaciones en donde paulativa-
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mente se agregaban los componentes del modelo para observar el efecto en la dinámica 

difusivo. Cuatro casos se estudiaron mostrando el cambio en las curvas de absorción: el 

primero de ellos el fickiano, y 3 sigmoidales comportamiento anómalo reconocido en la 

literatura El coeficientede Alfrey fué calculado para cada caso y resulto ser mayor que 

0.5 en todos los casos excepto en el fickiano donde es igual a 0.5. Lo anterior confirma 

difusión anómala.de acuerdo al criterio de Alfrey. 

d)Apreciarnos una concordancia aceptable de la curva de absorción predicha por el 

modelo en el caso de difusión através del material semicristalino con respecto a la curva 

de absorción que se reporta en la literatura la cual es sigmoidal. El valor de la tasa de 

absorción en la región lineal difiere en un 14% del valor reportado en la literatura. Sin 

embargo, la evolución hacia el equilibrio es muy parecida a la que propone la Ley de Fick. 

e )EI análisis del número de Deborah, confirmó que la difusión estudiada era anómala 

obteniéndose una valor de éste entre el cero y la unidad en todo el intervalo de duración del 

proceso difusivo. La anómalia en este sistema consiste en la presencia de una difusión di­

rigida por la presión viscosa, misma que controla la difusión en etapas iniciales, el cambio 

de curvatura debido al punto de inflexión en estas curvas sigmoidales seí\alan un cambio 

en las propiedades de la mecánica difusiva al presentarse un comportamiento hacia el equi­

librio muy parecido al que predice la ley de Fick. 

t) El análisis de la deformación unidimensional calculado por nuestro modelo mostró 

una dinámica lineal, lo que es resultado de la isotropía supuesta para la deformación de la 

película estudiada. Sin embargo diferencias con respecto resultados experimentales fueron 

encontradas. Particularmente la presencia de regiones cristalinas mostmron un pico en la 
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gráfica de defonnación vs tiempo. debido a las anisotropías mecánicas.De lo anterior se 

concluye que con respecto al efecto de acoplamiento difusivo no es posible despreciar el 

efecto de cristalinidad en el material. Por esta razón para un trabajo posterior, se propone 

como corrección al modelo, introducir ecuaciones constitutivas que consideren la deforma­

ción por esfuerzos cortantes y no sólo longitudinales, esto se sugiere al observar los resul­

tados experimentales reportados por Billovitis et al. Las correcciones antes citadas puede 

hacerse usando las ecuaciones de transporte obtenidas mediante tennodinámica extendida. 

la cual introduce como variables de estado otras componentes del tensor de esfuerzos vis-

cosos. 

El caso bidimensional en este modelo de difusión, puede tratar nuevos efectos en 

la dinámica de hinchamiento debido a las propiedades anisotrópicas de los materiales 

semicirstalinos.Por 10 tanto se esperarfan dos comportamientos difusivos diferentes en cada 

una de las direcciones de la película, asi como acoplamientos con componentes diferentes 

del tensor de esfuerzos viscosos. Dado que este último caso no ha sido estudiado con detalle 

en la literatura, se abren expectativas para la investigación en esta área de la ciencia de 

materiales. 
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APENDICE I. PARAMETROS DE VOLUMEN LffiRE 

En la tabla que a continuación se muestra se introducen los coeficientes necesarios para 

evaluar la expresión (2.43) del coeficiente difusivo.Estos valores fueron recopilados de tres 

fuentes principalmente: el Polyrner Handbook de Brandrup I et al35 ,(sección IV) el libro 

Introduction to Physical Polyrner Science de Sperling'O y el articulo de Durning Penetrant 

transport in semicristalJine poly( ethylenterephtalate)'7. 

PARAMETRO METANOL-POLIETILENO 

TEREFTALATO 

v'F:) 0.809 

0.789 

~"n 0.978xlO-3 
'Y1 yO K 

K 12 cm3 
6.67xlO-' --

'Y, yO K 
K21 - Tg1 (0 K) lO 
K 22 (OK) 25 
Tg,(O K) 343 
~ 0.65 
a(T > Tg,) (K- 1) 2.lxI0-' 
aC2 0.89x10-' 
\', 0.75 
1ft, .0053 
Do 0.120xlO-7 

E" O 
'Y2 0.956 
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El método pam resolver la ecuaciones (3.1) Y (3.2) junto con las condiciones iniciales y de 

frontera(3.3 -3.6) emplea un esquema numérico de diferencias finitas41- 43 A grandes ras-

gos este método consiste en sustituir las ecuaciones diferenciales por ecuaciones en difer· 

encias, las cuales resultan de discretizar la expresiones correspondientes de las derivadas 

parciales.La idea principal del método de diferencias finitas es la de aproximar las derivadas 

de una función u(x, t) por diferencias generadas al desarrollar a esta en en series Taylor 

y tomar la aproximación lineal. El dominio de las variables (x, t) se representan general-

mente por una malla rectangular en el caso de que se trabaje coordenadas cartesianas; La 

malla generada es un rectángulo de N% puntos por N, . Los puntos sobre la malla se ubican 

según las expresiones: 

L 
X¡= xo+iLlx¡ con i = 0, 1. .. N % .6.X¡=-N 

% 

L 
t;= to+jl!.t; con j = O, l...N, l!.t .=­] N

j 

(11.1) 

(11.2) 

(11.3) 



130 

Donde L es el dominio donde se quiere resolver la ecuación, t es el tiempo y x es la posición. 

Se dice que la función u esta discreti7lldaLa primera y segunda derivadas parciales de u se 

expresan usando las siguientes aproximaciones: 

(H.4) 

(H.5) 

A dichas aproximaciones se les conoce como de diferencias directas. las cuales poseen un 

error asociado a la aproximación lineal. En cuanto a las derivadas temporales expresiones 

similares se pueden obtenerse simplemente sustituyendo los índices i por j. 

I1.EL METODO DE CRANK-NICHOLSON 

Dentro de las aproximaciones numéricas para resolver ecuaciones diferenciales parciales 

existen dos tipos: directas e implicitas. Aquí se introduce el método de Crank-Nicholson43,45 .. 

que es un método implícito, en el cual para conocer la solución en un punto determinado de 

la malla, se deben conocer la solución en puntos adyacentes Lo anterior puede entenderse 

mejor si observamos la construcción de la expresión en diferencias para la segunda derivada 

en términos de "puntos" correspondientes a tiempos "posteriores" y tiempos "actuales". 

Esta es la llamada aproximación de puntos medios de la segunda derivada expresada como: 
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Vemos que ésta es una aproximación de la segunda derivada considerada como un prome-

dio de expresiones de de la segunda derivada en los tiempos j+ I Y j. Se producen mejores 

aproximaciones" para evaluar la segunda derivada usando (11.6) en vez de (11.5). El 

método de Crank Nicholson tiene además la cualidad de ser estable independientemente 

del tamaflo que se tome de la malla", lo que garantiza la veracidad de las soluciones. Por 

estable entendemos que la solución calculada no oscila o diverge dependiendo del tamaflo 

de la partición que sea proporcionada. No obstante diversos autores recomiendan siempre 

el uso de particiones pequeñas para obtener resultados más precisos" Para el problema 

difusivo en cuestión se emplea un malla en donde !!.X = 0.45 y!!.t = 1 Y los valores de 

.N. = lOO Y de N, = 150.EI método de Crank proporciona una forma muy precisa de 

generar ecuaciones en diferencias para la evaluación de la solución de ecuaciones diferen-

ciales parciales parabólicas. Este se aplica en el caso de las ecuaciones ( 3.8 Y 3.9 ) del 

capítulo 111 obteniéndose el siguiente esquema: 

m.DISCRETIZACION DE ECUACIONES DIFEREN­
CIALES: 

La forma de discretizar las ecuaciones diferenciales usando las aproximaciones en diferen-

cias finitas para la primera y segunda derivada producen: 

tPiJ+l - 4Jij 

!!.t 

(11. 7) 
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_ -1 p,..+ ("- .. ) -1 (<PiJ+l - <Pi;) 
T 'JT7,+,tj T ~t (11.8) 

Donde se han utilizado las expresiones en diferencias finitas para la primera derivada us-

ando la diferencia directa y el esquema de Crank para las segundas derivadas. La notación 

<Pi; significa el valor de la concentración en el punto (i, j) de la malla donde se colocan los 

en donde se resuelve la ecuación diferencial y t;.t y t;.x representan el tamaño de la parti-

ción. Lo mismo es aplicable para la presión viscosa Pij . Las constantes D, r. 1J tienen el 

mismo significado fisico salvo que ahora la dependencia con ~ij implica que su valor de-

pendera del lugar en la malla en donde se evaluen (cantidades que cambian con la posición 

y el tiempo). Las ecuaciones en diferencias ( 11.7, 11.8) representan al conjunto de ecua-

ciones diferenciales no lineales acopladas (3.1 Y 3.3) del sistema prewentadoen el capítulo 

lII, en donde abora aparecen las cantidades <Pi; y P;; que deben obtenerse por métodos de 

algebra lineal. Esto es, el problema de resolver ecuaciones diferenciales se reduce a re-

solver un conjunto de ecuaciones lineales para ifJij y P¡j. Lo anterior se evidenciará líneas 

abajo. 

El paso que debe seguirse después de haberse obtenido (11-7 ,11-8) es agrupar todos 

aquellos términos de j similar en las expresiones en dicbas expresiones. Esto se debe hacer 

pues el índice j denota la coordenada temporal. Así que la solución de las ecuaciones en 

diferencias a un tiempo posterior j+ 1, dependerá del tiempo actual j lo que es consecuencia 

de la forma de construir el Método de Crank-Nicholson. 



133 

(11.9) 

p;J+l = {P;j + «(<P'J+I - <P'j) 01.10) 

Donde')' = D(<p.)tltltlx' y {3 = D(<p'J)V, .WI tltltlx' ( = r¡(<p,) y { = 
lIT V,w, T 

(1 
_ tlt) . Estas ecuaciones pueden ser reescntas 

T 

agrupando para j específicas y haciendo correr todos los indices i- El resultado es una 

ecuación lineal del tipo: 

Ol.ll) 

01.12) 

Estas sólo dependen de j o sea del tiempo discretizado y al resolverlas obtendremos la 

solución del valor de la concentración y de la presión viscosa para todo tiempo en cada 

punto i de la maUa.EI sistema de ecuaciones (11.11- 11.12) es un conjunto de ecuaciones 

lineales para <P J+I Y <P J Y donde Pj +! es un vector que puede calcularse explícitamente 

si se conocen la diferencia de los vectores <PJ+l) <Pi' y un valor previo de la presión viscosa 

Pj.Lo anterior posibilita el cálculo debido a que los vectores de condiciones iniciales Po 

y <1>0 siempre son conocidos al proporcionar las condiciones iniciales de) problema.Las 

definiciones de las matrices Ah) ,A( -/') ,B({3) . 

(

1+/' 

A( ')')= Y 
_1 , 
1+/,'-~ 
-~ '1+/, 

.. 0 

.. 0 O 1 
~: IL 
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('-' 1 .. 0 

.u 
2 

A( -'"()~ f 
1-'"( 1 

2 
1 1-'"( 1 
2 2 

.. 0 1 
2 

¡-w f3 .. 0 

11 .{'r) B(f3) = : 

-2f3 f3 
f3 -2f3 f3 

.. 0 f3 4>(1, t) 

El vector columna b se introduce para considerar las condiciones de frontera en el 

sistemaSe puede ver que el problema de resolver ecuaciones diferenciales se reduce a re-

solver el conjunto de ecuaciones lineales dadas por (1I.11 y 11.12). Además el acoplamiento 

se simplifica también, pues para evaluar 4>,j +I Y 4>i basta sólo conocer un vector de valores 

iniciales Pj.Las ecuaciones lineales obtenidas pueden resolverse usando algún método de 

aproximación, tal como el método de Jacobi o el de Gauss-SeideI46 • Por otra parte la ah-

sorción de solvente dada por la ecuación (1.13 ) del capítulo 1, puede ser evalauda por 

integración numérica 

(1I.13) 

El método de 3/4 de Simpson resulta adecuado para estos propósitos. La solución de las 

ecuaciones en donde figura la concentración pueden ser presentadas en forma de curvas 

de nivel graficando 4> vs x a intervalos de tiempo uniforme. Para simplificar se presentan 

los resultados en intervalos de 5 horas. La manera para realizar el cálculo pueden hacerse 

utilizando un paquete científico como MATLAB. 
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