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Introduccion

El trabajo que se presenta ticne como objetivo principal analizar los espeetros de
transformaciones ergodicas en grupos compactos abelianos. En especial, se estndia al
grupo del circulo S y sus rotaciones.

Se analiza a1 pardmetro muy importante de las rotaciones en S’ que es ¢l nimero
de rotacién. FEste mimero indica la velocidad con gue avanza una rotacion en el
cirenlo, si este niimero es racional entonces 1a rotacion tiene puntos periédicos.

Se vera en especial en la seccién 2) que existen rotaciones que no son periédicas
y cnuyas drbitas forman conjuntos densos en S!. Estas rotaciones son ergéeicas y su
mimero e rotacion es irracional.

El trabajo se realizd tratando de encontrar un temu que tuviera que exigir un
conocimiento general de varias areas de las matemadticas avanzadas que se estudian a
nivel maestria.

Hacer cste trabajo requirié del entendimiento en diversas dreas de las matemdticas
¥y mas que especializarse en una sola es una conjuncion de ellas. La teoria ergddica,
gue en especial estudia las propiedades estadisticas de las funcioues invariantes en
espacios medibles, requiere no solamente de las bases de la teorfa de la inedida, sino
también de ramas de las matematicas que se estudian indepeundienternente como la
topologia, la teorfa de grupos, y 1a feorfa espectral.

El trabajo estd esencialmente antocontenido, sin embargo, el lector debera tener
conocimientos generales de cdlaulo avanzado, y de dlgebra lineal, (ver Loormis, 1990).

Este trabajo se divide en cuatro partes que son definiciones y generalidades, que
incluyen los subtemas de dindmica, grupos y topologia. La primer seccidn trata los
preliminares, sin embargo, cucntan con ejemplos significativos que se retoman cn las
secciones mas importantes del trabajo dandoles cada vez mayor estructura y robustez
nmientras mas se avanza en la lectura.

La segunda seccidn donde se enuncia el teorema del mimero de rotacién. La tercera
parte, donde se analizan 1os temas de recurrencia v ergodicidad y por niltimo la seccidn
de teoria espectral.

La primera parte forma una base de conceptos preliminares para desarrollar la
teorfa y demostrar los teoremas de las siguientes partes, donde se explican los temas
centrales del frabajo.

La teoria ergddica es el estudio matemédtico del comportamiento promedio en el
largo plazo de los sistemas. Como se verd en el trabajo, el conjunto de todos los



estados del sisteina fornian al espacio X y la evolneidn del sistema se representa por
una transformacidn T de X en si mismo. En general a esta 7" se le ve como una
accion de grupo de Z en X, y el trabajo se concenira en Ja accidn de las iteradas de
una transformacion.

Historicamente, la idea de ergodicidad, surge de la hipétesis ergddica de Boltz-
mann. La palabra crgédico proviene del griego "camino de energfa”. Era deseable
que la media de tiempo de wna variable fisica coincidiera con su media espacial, esto
es, gque en cl promedio de tiempo en el largo plazo signiendo una historia {1 drbita)
deberia ser igual al promedio de todas las posibles condiciones iniciales, o lo que es
equivalente, al promedio en cualquier moniento de todas las posibles érbitas.

En especial, si X ¢s un espacio medible, y T una transformacidén que preserva
ntedida nos encontramos en ¢f campo de la teoria ergédica. En este caso, Ia orbitas
hajo 7' nos dicen la historia del sistenia desde el pasado infinito hasta el future infinito.
La sigma dlgebra de X se puede pensar como el conjunto de los eventos observables
hajo la transforinacién T y la medida p la probabilidad de gque comrran esos eventos.

En inecanica estadistica, en teoria de la informacidn y otras dreas de las matematicas
aplicadas, es relevante y hasta necesario conocer gué sucede despnés de mnchos y
sucesivos cambios en el sistema. Estos cambios estdn regidos por una ley de trasnfor-
macion denotada por 7' [Petersen, 1983}

Conocer el comportamiento del promedio temporal cuando el nmiumero de iteraciones
es muy grande, es importante, y nnos de los teoremas mds significativos de csta teoria
nos dice ¢pie este promedio es igual al promedio espacial (st esto sucede para alguna
T. se dice que es ergddica) [Cornfels, 1982].

El andlisis de las condiciones bajo las cuales esta ignaldad de medias espaciales
y temporales se dan cs un estudio esencial de la feoria ergddica. Este estudio se
relaciona directamente con la investigacién de las propiedades de recurrencia en el
comportamiento de las drbitas, que fue un punto central de este trabajo {ver seccion
3, pag. 39}.

Ademds, en este trabajo se describiran herramientas matematicas para identificar
las condiciones para las cuales esta igualdad de cspacio y tiempo se dan, unidas con
la teoria espectral (seccidn 4).

Por 1iltimo, la aportacién personal en este frabajo se concentra en dos partes: a)
La estructura misma del trabajo que comienza en conceptos simples pero que a través
del trabajo se involucran en temas complicados de las matemdticas avanzadas como
son 1a teorfa crgédica y la teorfa espectral. Ademds, se abordan varios conceptos de
ramnas distintas de las matemiticas conectindolos de una manera concisa alrededor
del estudio de las rotaciones en el circnlo; Esta ruta es tinica tomando en cuenta lo



conciso del trabajo y b) La demostracion e interpriacion geotmélrica del teorema del
wimero de rotacién.



1 Definiciones y Generalidades

Por nn lado, se puede decir que 1a teoria ergédica estudia la categorfa de los espacios
de medida en el gue los morfismos son las transforinaciones que la preservan, aungue
para ofros como Ya Sinai, ¢l principal problema de la teorfa crgddica consiste en el
estudio de las propiedades estadisticas de los grupos de movimientos de ohjefos no
aleatorios.

Dar un ejemplo de algiin sisteina ergédico resultarfa complicado, simplemente con
estndiar an sistema tan simple como z = V2% para toda z € C con || z ||= 1
requeriria de un estudio minucioso de una serie de estructuras en el circulo mutario
gtie no son obvias en las nitematicas elementales.

Por otro lado, la teoria espectral ataca el problema de estudiar la geometria de las
transformaciones lineales T : ¥V — V. En particular, cn dimension finita, es central el
problema de encontrar, si es posible, una base v = {01, %, ..., T} de V y constantes
{A1) Az, ., A C R, tales que

T9; = Au;

A los valores A se les lluma eigenvalores. En este caso, decimos que T es diagonal-
izable v la componente actiia hoinoteticamente a lo largo de las direcciones basicas ¥
en el resto se interpola linealmente. Esto no es siempre posible como en el caso de la
aplicacion lineal:

b |
R —

— 2
[

e

Encontrando los eigenvalores para la aplicacion:

1 0 @ 2]
=X
11 Y Y J
Entonces el sistema se resuelve con el determinaute de la matriz:

o [ 172 0] _
ne 1 1=~

=(1-A*%=0



A a exprosién anterior se le llama el polinomio caracteristico, por lo que

A=1

Por lo tanto si se cumple que T% = %, enlonces:

tHIBRARE

Y lo anterior sucede si y solo si x = 0. Por lo tanio, ¢l espacio de eigenvectores
consiste de

(3 weer-5

el cnal tiene dimensién 1 (dimE =1).
Una abstraceién que se debe estudiar en su propio derecho es cuando dimmV = oo.

A lo largo de este trabajo se estudiaran tanto los sistemas ergddices como sus
valores y vectores caracteristicos, para ello se combinarin conceptos de varias areas
de las maleindticas como teoria de grupos, topologia, topologia algebrdica, teoria de
la medida y dlgebra lincal.



Dinamica

Los homeomorfismos y flujos en los tores son de partienjar importancia desde
varios punros de vista. Estas son clases muy especiales de sisternas dindmicos, como
se vera mdas adelante.

Definicién. Sea X wn conjunto, ¢ : Z x X — X, s 7 : X' — X una funcién
arbitraria, y ¢(n, z) = T"(z), entonces T es un sistema dindmico discreto.

Para poner un ejemplo de sistema dindinico, témese 1 mimero real, y calcule el
coseno de ese valor, al resultado, vuélvale a calendar el coseno, ¥ al resultado lo nismo,
asl, se tendrd lo siguiente:

\co(s(co‘s(cns(cos(co.s( - {cos(z))))))

o

T uveEles

En este sistema dindmico se puede pronesticar que el primer valor se encontrard
en el intervalo [~ 1, 1], ¥ el segundo también, pero ma informacion gue nos interesa
en ¢} estudio de los sistemas dindmicos es si se itera la funcidn n veces a donde manda
el proceso los valores de la fiuncidn.

Una parte nnportante gue sc debe estudinn de los sistemas dindmicos son las
Srbitas, gque son precisamente los valores donde la fincidn cae vada vez ue se it-
era. La definicidn de drbita se da a continuacidn y se divide en drbitas hacia adelante
v hacia atras.

Definicién. La érhita hacia adelunte de o es el conjunto de puntos &, T{z), T?(z), ...
y se denota por O (z). Es decir, T"(z) = T oT o...oT{x). Para cl caso de biyec-

o

T LEloy
ciones, la drbita completa es el conjunto de puntos de la forma T () con n € Z. Es
decir, se pnede definir la érhita hacia atrds O~ {z) = a, T (@), T72(x), ...
Las orbitas mds shaples surgen de las siguientes tres definiciones:

Definicién. El punto  es un punto fijo de 77, si T{x) = x.

Por cjemplo, bajo la funcién idéntica T - R — R todos los punfos sou fljos, ya que
para toda 7 € R se cumple que T(x) = =.

Definicién. El punto o es un punio periédico de T s T"(z) = x para alguna
neZr.

Es decir, si # es periddico, entonces existe un entero positivo » tal que T (z) =z y



el mds pequeiio entero positivo para ¢l cual sucede se le llama el periodo de la orbita.
Si n es el perindo de la érbita de T, entonces, =, T{(z), T*(z),..., T"~!{z) son punios
distintos.

Definicidén. Un punto z es finalmente periddico de perfodo . st & no es periodico,
pero existe una m > 0 tal que T (x) = T9(x) para toda ¢ > m. Esto es, que T*(r)
es periddico para 2 > m.

Un objetivo del estudio de los sistemas dindmicos cs entender la naturaleza de las
érbitas, encontrar si éstas son fijas, periddicas, finalinente periddicas, ete. Hacer esto
es dificil, v depende de la naturaleza del sistema, por ejemplo, si se quiere encor-
trar los puntos periddicos de periodo n en un sistema dindmico cuya funcion es una
funcién cnadritica, se tendria que resolver la ecuacidn I{(@) = z gne es una ecnacion
polinomial de grado 27

En ocasiones {cnando la funcidn se puede graficar) encontrar puntos fijos o periédicos
en mn sistema dindmico se logra mediante nn andlisis grifico, que se describe a con-
finuacion. Esta téenica, si bien no nos arroja resultados numéricos de los puntos gne
son o 1o peritdicos o fijos, nos ayuda a entender cnalitarivamente la naturaleza del
sistemna clado.

En ¢l ¢jeruplo del sistema dindimico donde T{x) = cos{x) s1 se grafica la funcidn
cos() ésta puede dar miiy buena informacion acerca de la primera iteracion, pero de
las signientes no.

No es muy obvie como encontar en que punto cae la funcidn después de n veces
que ésta se iterd, cuales son sus puntos fjos o periddicos, es decir cuando se da que

T (z) = .

Para identificar estos puutos, grafiquese la funcion del sistema dindmico, en el
esjemplo anterior fue cos(z), y después tracese la linea diagonal D = {(x, x|z € R}

Snupongamos que se cotienza en algitn punto p del domiuio de la funcidn,  La
interseccion con la funecidn se encnentra signiendo una linea vertical hasta encontrar
la grafica de Ya funcién en el punto (p,7'(p)). Del punto (p. T'(p)) se traza nna linea
horizontal hasta D, v entonces se estara parado sobre el punto (1'(p), T'(p}), después se
signe por una linea vertical hasta intersectar nuevamente la fancion, entonces se estar a
en el punto (T(p), T(X(p))) (encontrando asf los puntos de la segnnda iterac i6n), si
se signe el procese trazando una linea horizontal hasta encontrar nnevamente a D nos
escontraremos en sl punte (T(T(p)), (T(T(p))) ¥ asi sucesivaunente sc pnede encontrar
el punto donde la n-ésima iterada de la fuucién intersecta a la idéntica, y si el sistema
diverge o converge hacia algin punto, ete..

Por ejemplo, supongamos que ¢l sistema gue se quiere analizar es T(z) = 2207y

4



se comienza en el puto zg = 1.4 entonces siguiendo el proceso descrito en el parrafo
anterior, el sistema se acercard a un valor enfre menos o y cero mientras mas se
itere la funcién 7. Esto se ilustra en la siguiente figura, donde se observa el andlisis
grafico del sistemna dindmico 1.

G{x)

]_..-_

|-
—

—
—

Gréafica tomada de [Blanchard, 1998 p. 613]
Sin embargo, si el punto inicial es x5 = 2, entonces el proceso diverge a +00.

Para ilustrar un sistema con una érhita periddica de perfodo dos se tiene el sistema
dindinico T{x) = #2 — 1, nétese que £(0) = -1y F(-1}=0.

F(x)

!
Grifica tomada de [Blanchard, 1998, p.G14]



Grupos

L - . ’ . . 4 ]
El efrenlo no sélo es el conjunto de pintos en R? que cumplen con 2? + 3 = 1,
también ¢l ciraulo tiene mas estructura algebriica como se verd mas adelante. Para
ello se necesitan las siguientes definiciones:

Definicién. Por grupo se entenderd un conjunto G sijeto a:
i) Una operacién binaria asociativa * con:

i) Un clemento identidad, 1.e. v e € G tal que gxe = c*x g = g, para toda g € G,
v donde

i) Todo elemento sea invertible, L.e. para toda g € () existe g1 € G tal que
g* ¢! = ¢! * g = ¢. En general se oulite el simbolo = y sdlo se denota gh en vez de
g * b

iv) Se dice que un grupo G es commitalivo o abeliano s * es conmudativa para
todo g, h € G (gh = hy).

En este trabajo, sélo se utilizardn grupos abelianos, que son los grupos conmnta-
tivos.

Como ejemplo de grupo, tenemos al cfrenlo ST con respecto a la multiplicacion en
C. Si Rimmod2r es el conjunto de las clases de equivalencia [#] en doude 6) ~ #ymod2n
siy s6lo si 8y — 6, € 2nZ, entonces es ficil ver que el siguiente diagrama conmuta:

inclusion h—et?

01 (0]

0,2 mod 2 - gl
[0, 27) Ry Rrmod2 T S

Y dado ¢ue el producto cartesiano de grupos es grupo, entonces ¢l toro ST x St es
un griupo cou la signiente operacion

(21,1} % (20, w9) = (2122, un15)

pwra toda 21, 22, W, w2 € 5 L

Definicién. Si ¢ £ H C Gy H es cerrado bajo * y la inversién de elementos,
entonees se dice que A es un subgrupo de &



Definiciéon. Sea X un conjunto. El conjunto de bivecciones de X en X, es un
gripo, teniendo a la composicién de funciones como operacién. A este grupo se le
llama grupo de permutaciones de X y se denota por S{X).

Definicién. Sean G y S grupos. A una funcion ¢ : G = S, se le Hama homomor-
fismo si p(gh) = p(g)p(h), para toda g, h € G.

Definicién. Si S = 5(X)y ¢ : G — & es mu homomorfismo, entonces se dice que
G actua sobre X a través de p v ¢ es una accidn de G en X,

Es usual denotar la accién por ¢ 1 G x X — X tal que @(g,2) = ¢lg)(z) o
(g, w} = wlg) (e}

Definicién. Sea A un subgrupo de G. La clase latcral derecha de g € G bajo H
es el conjunto:

gH = {gh|lh € H}

Todas estas clases laterales forman nna particion de G que denotaremos por G/ H.
Definicién. El uticleo o Kernel de ¢ denotado por Ker{p) cs el snbgimpo:

Ker(g) ={g C Cltp(ﬂ)? e}

Donde ¢ es el idéntico de S.

Otros ¢jemplos de grupo son los llamados grupos de matrices. Si M{n, R) es
el conjunto de matrices cuadradas de orden n con coeficientes reales, entonces los
siguientes son grupos bajo la multiplicacion de matrices:

GI(n,R) = {A € M(n,R}|det A # 0}
O(n,R) = {A € GI(n,R)|AA® = Id}
SI(n,R) = {A € G{(n,R)|detA = 1}

SO, R) = O(n,R) N Si(n, R}



Ohsérvese que la makriz { i ? -l del ejemnplo de la pagina  estd en SI1(2,R).

La correspondencia
rosft  -senf
senfl cosf
Define nn isomotfismo de grupos entre 5y SO(2,R)

Yara comnpletar es facil ver gque GI(n, R} o cualquiera de sis subgrupos actiia en
R* con la regla (A,7)+ > AZ

o



Topologia

El area de las matemadticas a la que se ocupa este trabajo estd ligada a muchas dis-
ciplinas dentro de las mismas matemsiticas, a diferencia de otras muy especializadas
que profundizan en nun sélo tema o drea. Es por eso que se requiere el conocimiento
diversificado de disciplinas independientes gque en su propio derecho merecen ser es-
tudiadas como la teoria de grupos, los sistemas dindinicos, la teoria de la medida,
la topologia, etc. por lo tanto en eslas secciones preliminares se abarcaran distintos
tamas, con conceptos que despnés se ntilizaran en la feoria ergodica y espectral.

Definicién. Sea X wn conjunte. Una topologia en X es nna coleccidn 7 de
subeonjuntos de X, llamados abiertos, que cumplen con las sigidentes propiedades:

a) Si A es cualguier conjunto, y U, € 7 para loda oo € A, entonces Upeal, € 7
h) Si U, € 7 para cada a en algiin conjunto finito F', enfonces N,epl, € 75 ¥
cXeryiber

Definicién. Un espacio topoldgico es una pareja (X, 1) donde 7 es nna topologia
en X,

Definicién. Sea f: X — V¥, se dice que f es contimia si para toda V' € 7y se
tiene que f~HV) € 7x.

Definicion. Sea X 1n espacio topolégico. Un subconjunto [I" de X se dice que es
cerraco si su complemento F€ es abierto.

Definicidén. Si £ es un subconjunto de un espacio topoldgico X, la cerradura de
E es la interseccion de todos los subconjuntos cerrados de X que contienen a £. Se
denota « la cerradura de £ por .

Definicién. Sea X un espacio lopoldgico, y sca D € X. Se dice qne D es denso
en X si D = X. Mds generalmente se dice que D es denso en £ para algin £ C X

st B CD.

Definicion. Un espacio topoldgico cu el que existe nn conjinto denso nunmerable,
se llama separable.

Definicién. Sean X, Y espacios topoldgivos, v sea f: X — Y. Se dice que f es
un homeomorfismo de X en Y si f es biyectivay fy f~' son continuas.

Definicién. Sca X un espacio topolégico, £ C X. Una cubierta abierta arbitraria



de £ es una colewidn U = {U, : o € A} de subconjuntos abicrtos de X tal que
E C Uqseals. Si B C A, la coleccion V = {U, : o« € B} se llama una subcubierta de
U stes una cubierta en si misma.

Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que un subeonjunto K de X es
comipacto si cada cubierta abierta de K tiene mna subcubierta finita.

El teorema cldsico de Heine-Borel, dice gue los compactos en R™ son los conjuntos
cerrados ¥ acotados. [Royden, p. 42]

Un espacio vectorial sobre los reales es 1 grupo abelianoe con una multiplicacion
por escalares X X V' — V con las propiedades de espacio vectorial ya conocidas.

Si Hom(V) es 2l grupo de homomorfismos del grupo aditivo V' y R* es el grupo
mmltiplicativo de los reales distintos de cero, entonces la multiplicacion por escalares
define una accién de R* en Hom(V), tal que

(4 y)a = 70 + yo

Lo anterior es la cistributividad en términos de la estrictura aditiva en R.

Definicién. Sean V v W espacios vectoriales. Enfonces un mapec o transfor-
macion 7' : V — Woes lineal si T(a + ) = T'(a) + T(8) y T(ze) = 2T(«) para todo
a,feVzelR

Definicién. Sea T : V — W una trasformacion lineal. Si1" es biyectiva, cnfonces
se dice gue T es un isomorfismo.

Definicién. Dos espacios vectoriales V', W son isomorfos, si existe algiin isomor-
fismo cntre ellos.

Es sabido que si V = W = R" entonces las transformaciones lineales de R™ en s
mismo se identifican con M(n, R) v los isomorfismos con GI(n, R].

Anngue va se menciond en secciones anferiores 1o esta deinds recalcar que cnando
T va de V en sf mismo, pueden suceder cosas especiales, nna posibilidad es que
T{o) = za para algnua = € R En este caso a o se le llama ¢l eigenvector y a « el

eigenvalor.

Definicién. Sea @ : [0,27) x [0,27) — [0,27), tal que (¢1,02) — & — b (1riocd2m)
via @, o bien, #; +8; = 0, -+ 6,(mod27) hace de [0, 2) un gropo aditivo isomorfo via
la @ a St (ver diagrama de la pigina 6).



Si [0, 27) — S es la biveccién y definimos una nueva topologia 7 en [0, 27) que
no corresponda a la que este intervalo hereda como subconjuuto de R definida por:
_ foa] .
T={p (U)IUeS}

U/ abierto.
Entonces ¢ se vielve no sélo isomorfisnio sino homeoorfismo también.

Un levantamiento f(z) de una transformacién 7 : ST — §' es una funcidn que
cunuple con:

e‘!m'f{:i:] — T[fz‘zm’z)

El levantamineto es 1itil porque guarda memoria de la periodicidad del eirenlo,
es decir con el levantamicnto se pueden identificar ¢l munero de vueltas que T' haya
daco sobre el ¢irculo. De hecho el teorema del niimero de rotacion que se analizard
mas adelante caleula el limite sobre f y no sobre T'.

La definicién formal v general de levantamiento es: Sea X un espacic topoldgico,
sea 7. B — Y continma, E,Y espacios topolégicos. Sea f: X — Y contiana. Se dice
que f: X — E es un levantamiento de g = T o @ si el signiente diagrama connmita:

En Topologia la nocién de levantamiento es muy general, y en el contexto amplio,
f 0o levanta T sino a la composicién T o . Pero para efectos de este trabajo, no se
necesitard generalizar de ningin modo, por lo tanto, en particnlar, [ siempre existe
y flevanta a T

Para demostrar que el levantamiento siempre existe vease [Greenberg, 1981]
Cabe hacer énfasis en que st T es continua, entouces f es continua, y que dado T

existen tantos levautamientos como miimereos en Z. Es decir, si f es un levantanuento,
entonces cualgniera otro ¢s de la forma g = £+ 27,

11



2 Teorema del Niimero de Rotacidn

Uno de los mas importantes pardmetros asociados a las transformaciones del cirendo,
es el mimero de rotacidn, que indica la velocidad a la que nna rotacién se immeve sobre
S1 . Como mas adelante se verd, si este mimero es irracional, entonces la rotacién no
tiene puntos periédicos y es inicamente ergédica. En realidad este niimero se calcula
con levansamicntos asociados a las dichas tranformaciones, perc se dice que ¢l mimero
de rotacion es el de la transformacion,

Antes de definir el nmmero de rotacidén, se definiran algunes conceptos, y se pre-
cisaran algunos detalles sobre S

Observacidn: Paraun intervalo de longitiel menor a 27, g s iInyectiva y ¢ preserva
orientacién. Esto es, si (a,b) es un pequeiio intervalo y b —a < 27 es naturalmente
dirigido de a a b, entonces el arco ¢ ~ &% esta dirigido en contra de Ias manecillas
del reloj.

Observacién: El intervalo [0, 27) se puede sustitnir por cualquier intervalo de lon-
gitud 2. Otra opcidn cldsica es [—m, )

Conviene obscrvar que si f; y fo son levantamientos de T, entonces el numero de
rotacion de f) es ignal al nimero de rotacién de f, +rn para alguna m € Z, debido
a la misma definicién de levantamiento porque para un entero m, ™" recurre al
mismo punto en el circulo, esto es la recurencia de St Esto garantiza que ¢l mimero
de rotacién no depende de sus levanlamientos.

En el signiente teorema se utiliza un tipo especial de levantamiento, que cs el que
citnple con que flz — 1) = f(z).

Teorema. Para un homeomorfisme T : 81 — 8! que preserva orientacién y un
levantamiento f que representa a 7', el limite:
frj(_I)

lim =

=00 i

existe v no depende de # € R. El mimero o es racional si y sélo si el homemorfismo
T ticue un punto fijo para alguna iteracion diferente de cero.

Demostracion.
La demostracidn se divide en tres partes:

1. Se demuestra que si el limite existe para algin punfo especifico z,, entouces

12



existe para cualquier 2z € R
2. Sc denmiesira que ¢l limite existe para un punto wy cnando TF tiene puntos fjos.

3. Se demmestra que el limite existe para T sin puntos fijos en el punto mg = 0y
por ¢l resultado del punto 1 de la demostracidn el limite existe para cualquier o € R.

Se sabe que un homeomorfismo T que preserva orientacién en S' se da en la
forma T'(x) = f(2)(modl),0 < « < 1, doude f(z) es una funcién confinua niondtona
creciente, definida en R ¥ que satisface la condicidn que:

fla+1) = f() + 1

Primero supongase que el Hni, .o f (:“‘) = a existe para algin zp ¥ téinese cualier

prnto arbitrario = € R y an m € Z tal que:

Intm <z <m Fm=1

y dado que f* es mondtona se tiene que para chalguer

T ao +m) < M=) < Mag+m+ L)

M) +m < fM2) < ff () +n+1

entonces tenemos que

m < fM2)— fEe) <m+1

Y dividiendo por n se obtienc gue:

m < ) f(mo) <M 1

T T Tl T

En la expresion anterior se tiene que una diferencia de sucesiones esti acotada por
la izquierda y por Ia derecha. Si se conoce ¢l L niite de las cotas y adenids se conoue
el limite de nna de las sucesiones, entonces se piede deciv lo siguiente, tomando el
limite cuando n— oo:

m ) ™x) f (o) oom+1

litn — < i =———= — liin < lim
n—od Tl TL— 0 T T O " =S T

13



Entonces,

j ()

0 < lim —a <0
Ti—r2C T
\/
T .
o < lim ") <

oo T

Y por lo tanto no depende de la condicidn inicial gracias a la monotonia del levan-
ramiento. Y dado que si lin, e f—rffl = (v existe para algin zg € R, entonces existe

para cualguier z € R y es el mismo, i.e. no depende del punto x que se tone.

Lo cual implica que

fim o) _ " (0 =

L3 T

0

Esto significa que si lim,, .o © ff”]

cualquier x € R y no depencde de .

= @ existe para algin @y entonces existe para

Con esto se termina el primer resultado de la prueba. Es importante hacer énfasis
acui, debido a que serd un argimento importante en adelante, como se dijo al principio
de la demostracion.

Para la segunda parte de la demostracion se tiene por objelivo demostrar que el
limite existe para algin g, siendo 1o de los dos casos e T* tenga puntos fijos:

Supongamos que T*(z) = zp, esto quiete decir que la k-ésinma iteraciéon de T°
vitelve a caer en g por lo que si 7% tiene un punlo fijo, entonces 7' tiene un punto
periddico y viceversa, si T tienc un pruto peridédico, entonees 7% tiene un pto fijo.

Un levantamiento de T* que conviene para la demostracion es f¥(wg) = wp+r,v €
Z. A v sele llama el nimero de arrollamiento y es precisamente la constante ¢ue mide
la recurrencia de 7' sobre ¢ cireulo, es decir, va contando el mimero de vueltas gue
T* da sobre 57, este levantamiento se escogio de tal forma que r midiera las vieltas
gue 7% da sobre ¢l cireulo porque se puede escoger un levantamiento que no lo mida
(por ejemnplo si un levantamiento es f(x) = z 47, entonces otro levantaniento podria
ser g(z) = f(2) + 800, este ltimo no mide el winero de vueltas que T da sobre ST

Eutonces el levantamiento de T es f*{wg) = z¢ + 1,7 € Z, y para cualquier | € Z
se tiene que cualquier nniltiplo de k; (15), los mitltiplos de la k-ésima iteracion se ven
COILO signe:
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Para { =0
S (wo) = [O(z0) = =0
Paral=1
S o) = [Flao) s mo+r
Para l =2
FE(wo) — F o) = A5 (o)) = [Fmo b i) =wo b Hr=mo+ 2r

Para [ =3
FH¥ () = () = AU () = A (o) = FHlog+20) = 2yt 2r+r = zg+3r

Y en general,

F*(wg) = wo + Ir

Demostraciow: (Por induccidn sobre )
i)Vale para [ =1
Paral =1
PR (o) = f¥we) = o 47
i) Snponcmos valido paran , Le. f W(my) = g +nr, Y
iii)Por demostrar que: {0V (aq) = 25 + (0 + v
Si f** (20} = To-trer, entonces fR(f" (zo) = f¥(@otimr) = mo+nr+v =zot(n+1)r
Luego, si la expresin: f%(xq) = o + Ir se divide por Ik se obtiene:

f“‘(.’r:g) _ %o + ! _ %o | Iy

e 1 ik 1k

Y cuando se toma el limite cnando § — oo, entonces,
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X f”c(ﬁ,'o) TS Ly . h' . T
Jim == = fim 2 i 7o = 1

Por lo tanto,

T .
teoo Lk k

Hasta aqui un resultado impertante es gue para T con algiin punto fijo en alguna
iteracion k # 0 y para sus multiplos, el limite existe y es racional. La interpretacién
de este resultado puede darse de la signente {orma:

Si f*(xe) = m¢ + », entonces f¥{xg) — mg = 7, es decir, que la distancia entre
la k-ésima iteracién de f en @p y g, cntonces ¢ se puede decir que es la tasa a la
cual avanza cada iveracion de f, es decir, si la funcién cubrié una distancia » en &

T

iteraciones entonces ¢ es la distancia promedio que recorné f por cada iteracion,
hasta que T vuelve a "pasar” por cl mistno punto. (& es el orden del periodo).

Para conclnir, £ es la velocidad a la cual T da nna vuelta y regresa al punto
seriddico, y anngue T no "guarda memoria” de las vuelaks, fosi lo hace. Hay que
T, [ 3 t
notar que £ es la razén entra la iterada £ y el punto oy, no al origen.

Ya se analizé el caso de los multiplos de &, lo que signe es ¢l caso de cnalquier
entero n, por el algoritmo de Ia divisidn, cualguier entero se puede escribir de la forma
no=1k+s 0<s<k estoes, como un mniltilpo de & mds un wimero entre cero y &
para evitar caer en el signente nltiplo, entouces:

o) = FE ) = P @) = flmo + ) = Plao) + I
Utilizando las ignaldades anteriores, si
Fwo) = [1(f % (o)) = f*(m0) +

cntoneces,

P ™)) — filmo) = 1r

f“c(fs (o)) — f¥(wo) =1r

16



Esta ltima expresion redice ¢l caso de cnalequier entero al caso de los millfiplos
de k, v establece, reafirmando el resultado de la primera parie de la prueba, que no
immporta el pinto donde se evalue, el limite existe y no depende de éste.

Lo que se puede observar de este tiltimo resultado, es que la distancia entre la
k-ésima iteracion y sus miltiplos es la misma, {r.

Asi, 81 f¥(z0) = v, ¥ € R, entonces la expresion f5(f3(xn)) — f*(x) = Ir queda
CONLO:

fEly) =y =i

Cabe aclarar que ln y depende de la s y que no ¢s otro punto .
luego, dividiendo por ik

" oy _ W

Lk % ik
y tomando el limite cnando I — oo,

N €)Y N
—_— —_— ] — = —
S TE T T A e TN TR

Por otro lado, si I — 00, entonces n. — oo también. Si el resultado anterior lo
dividimos por n, entonces, la expresion gqueda como:

) oy b

Fi. il Fis
Y
t .
N A Y .Y b
lim ___{_f_)_ — lim = = lim —
L= 0 T fi—a N ol T,
Pero como n = 1k + s y ciando n — oo entonces [ = 2% — 00, también, s, & fijos
entonces
iky. i
.y Y i
limn —L - lim == lim —
P0G . n—scd n—ol .

se puede expresar como:



™ (y) br

lim =—= — 0 = lim
R es) [ oo bk + 5
y fijo, entonces,
) ir . 1
lim = lim

| =

Nota: Dado que s permancee constante entonces el limite tiende a cero mientras
que ! tiende a infinifto.

Por lo fanto

it

Rt

lim

N

J"(z0)

Resumiendo el arginento queda que,

Me) _ fla) b

= _}- — —-—

1 . i+ s k:

cuando o — oo.

ara concluir esta segunda parte de la preba, se debe recalcar gque el limite es el
mismo que en el caso de los miiltiplos de £, es decir, gque no depende de la muitiplicidad
de & v tampoco depende del punto 2 € R que se tome (confirmando nnevamente el
resultado de la primera parte de la prueba).

Ya se han interpretado los resultados en términos de la distancia que recorre f a
partir de un punto inicial. la siguiente pregunta es qué pasa con las distancias entre
73y %y con la distancia entre f* y f% ete.

Se sabe ¢ue:

kg, o =z
filag) —wog =1

Entonces,

(g — fHao) = s+ 2~ — v =7
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3y - FP(g) = 2 + 31 — a9 - 20 =7
Y en general

Fae) — FOU D) =ag e —ag — (1 — Ly =

Asi, 7 también es la distancia que existe entre cada mnltiplo de las iteraciones de
f. por lo tanto, la interprtacidn del linte § es la razén a la que avanza f por cada &
iteraciones, no importando en gue punto comience.

Con esto fernina la segunda parte de la prueba, ahora laiiltima parte de la pricha
es el caso cuando 7' no tiene puntos fijos.

Para la tercera parte de la priueba, se demostrard gque el limite existe para T sin
pmtos periddicos. Para ello, supdngase que 7° no tiene pruntos fijos en ninguna de sus
leraciones, entonces, f¥(x) — x no pertenece a los cuteros, (recuerdese que en el caso
anterior f*(x) —x = r, y » pertenceia a los enteros), y por lo tanto para toda = € R

se tiene que:

c+r< ffr)<z+r+LreZ
Es decir, gue si bien, la distancia entre f*(x) y « no es un entero (como en el caso
anterior), fk(.’!,') — 1 estd enire r y 7 + 1, cou + en los enferos. Esto quiere decir que

la distancia entre f5(z) y = estd acotada, asf, » < f5{(u) —a <r— L

Se escoge nn nitmero natural & y se aplica la designaldad x4+ < f*(z) <z +r+1
para los puntos z = 0, £5(0}, F2(0), f44(0), ... fO~PF(0), pero si se tiene que

r4r< fa)<a~r+1

entfolces:

r< ffa)—w<r+1

y en especifico para zp = 0, se tiene yue:

r< fHO) - 0<r+1

lo que implica que
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< fRO) <+

Es decir, gque la distancia entre f¥(0) v el origen estd entre v y » + 1, Inego, la
siguente pregunta es qné pasa con la distancia entre FH0) v F50). ( F(0) — F4(0)).

Conmo

£y = FEEO)
eNTONCeS
FEO) = £50) = f5(50) = F10)
Sea 1y, = f*(0), em'.om;es
O = M) = fAly) -
gue cumple con que
r< ffy) -y <r+l
para toda 7, € R

Por lo tanto,

< fP0) ~ fH0) < r 4]

Para ¢l caso f*%(0) y F2(0), (F*(0) — F2(0)), se aplica el resultado y ¢l mismo
argumento que en el caso anterior, y se liene que:

FE) = F20) = SO = 7H0)
Sea 2 = J2(0), entouces
FEO) = £200) = [Fly2) = v
v

P RO = SHO) < e



Y en general,

r< fUR0) = OO0y < 4 1

FOROY 4 v < fUDRQ) < FOYDY e+ 1L =0,1,..,n — |

Esto significa cue la distancia entre cualesquiera dos mniltiplos concecntivos de
las iferaciones de f siempre esta entre © y 4+ 1, entonces la suma de todas las
designaldaes: (n designaldacles)

r< ffF0)<r+1
r< fR0) = fRO) <r+1
r < fHR0) = FR0) <]

P < fO) = fUT0) < 4

es:
nr < f0) < nfr + 1)

Y dividimos por nk este nltimo resultado,

nr f0) n{r+1)
nk < ers < nk

Qne es igual a

1

PR
— - <
ES Tk k

Y repitiendo el argimento para la primera designaldad:

r SO 4t

ES Tk p
Es decir,
s fﬂk(o) ; 1
k < nk < I + k



IO
< TR

=1

Siose nmltiplica esta nliima expresion por -1,

E k .
SIS AR i C) R
koA k k
Y se suma a la anterior se obtiene que:
IO o) 2
1;: nk ki k
Por lo tanto
L0 £ 2
nk k k

Por ntro lado, si se analiza geometricamente las designaldades, se tiene que si la
jteracién niimero nk de cero se encuentra entre Ty ¢ + . al igual que ta k-ésima
iteracién de f en cero, por lo tanto, la distancia entre nuna ¥ olra ¢s menor i %

0 O L

‘ nk F | k

Que es ima restriceion mas fnerte gue manejando la designaldad analiticamente,
anmnque para el arginiento de la demostracion sea suficiente que ¢l valor absoluto

| FALI(V]

k .
— L9} gea menor a 2.
nk k

E
Luego, dado que n y k son arbitrarios, se pueden infercambiar y sumar las dos
5 1 Y I ¥
desigualdades, es decir, se puede repetir el argnmento para k. en vey de n, obtenicndo
qire:

RONFEONS

nk . . .
Y si la cistancia entre ‘r? ) y - ( ) es menor a :T y de ignal forma la distancia

n k
entre w v Lo ( . s menor 3 enton(,ef:, a lo m#s
1O f0 1]
Yo k k
22



Lo que gueremos ver es ¢quue el limite lim,, e L rfz) = o existe, ¥ en este casoe, sl

. n 0 IS
litn ]f()—f(0)|<l+l=[J
P - 1, k n &k

Pero en cfecto si se ve a -r;:— como 1na sucesion, solo se necesitarin probar que es de
Cauchy para ver que la serie converge y entonces el limile existe, es decir, se dice que
una sucesion {,} es de Canchy si para toda ¢ > 0 existe N € N tal que para toda
n,k,n > Ny k> N entonces la distancia p{z,, ) < €, esto es, que | 2 — 2k [< €0
que imy, gmeo | a0 — @x |= 0. Y si la sucesién es de Canchy entonces converge. Pero
en este caso si se toma el limite es claro que se cmnple la condicion:

L 10 ! L,

lim < lun —4+ lim

Hh—oo T k n k—o0 12 nk—oo A

Y debido al primer resultado de la demostracién del teorema, si existe para el cero,
entonces existe apra cualquier ¢ € R,

Por o tanto:

Existe.

Sélo falta demostrar que si o es racional, entonces alguna iteracion de T diferente
de cero tiene nn puto fijo,

Primero supéngase que ¢« = 0. Entonces queda por demostrar ¢ue T tiene nn
pinto fijo. Supdngase que tal punto no existe. Entonces f{z) — x £ 0 para alguna
t v por lo tanto se puede suponer que f(z) > = para algnna z € R. Eun particular
F(0) > 0y por lo tanto f*(0) > f&71)(0) > -+ > 0 dado que [ es mondtona.

Entonces { f7(0)} es una sucesién mondtonamente creciente; mas atn f* (0) < 1¥n.
En efecto, si para alguna ng se tuviera que f*°(0) = 1 entonces FE0) > fo(1) =
F(0)+1 > 2y en general f50(0) > k entonces f5*(0)/kny 2 1/n0 1o cual contradice
el supueste de que o = 1)

Entonces lasucesion {/*(0)} es mondtona y acotada. Supéngase que g = liltly—eo F™(0).
entonees

flzp) = Lim f{f"(0}) = lin FEH0) = wy

=00 T+



Esto es, que xq define nn pnnto sobre el ¢ircalo el enal esta fijo con respecto a T.

Ahora supdngase que a € Qo = r/k, entonces la funcion glx) = fE(x) — 7 es un
levantamiento de 7%, mas aiin:
kn(,g)

e ko,
g"(z) = lin —t — 7 =k - lim [ )

n—os 7l T3 . n—oc o

—yr =10

Por 1o tanto como se mostrd arriba, existe wn punto fijo con respecto a I'*.

Como observaciones a la demostracion del teroema se tiene ¢ue:

Si1 no tiene puntos periddicos, entonces,

0y Ao

ULy
T k S

+1
£

La distancia entre una iteracién y otra nunea es la misma, mas aiin, cada iteracion
se acreca mas una a la otra y el limite
£10)  140) 1 L,

lim | |< lim —+ lim -—=
n koo n k n ko0 1 nk—oc K

Esto significa e para cualquier punto Py de la érbifa de 1" existe ofro punfo P

de la érbita de T arbitrariatente cerca de Py. Por lo tanto la drbita de T es densa
, al
en 5.

Si el liite es 10 niimero irracional, entonces la rotacion T tiene una orbita densa,

Definicion. 8i 7' : S! — 8! es un homeomorfismo gue preserva ovientacion, y f
una fncién que la representa. Se dice que el mimero:

T e

a=a(T)= lim I——(——Ji(mmﬂ), xR

Tr =t Tr
es el mimero de rotacion de 7'

Para ol caso de dimensiones superiores, comenzando para el caso R*, se tiene el
toro de dimensién 2 (T'or?), que se define como S* x 57, respetando las propiedades
de cada cironlo, asi cada coordenada del toro se representa por puntos de la forma
(8, + 270, 0, + 2ms), con 1,8 € Z. Y los levantamientos cn cste caso se ven en cl
siguiente diagrama conmnutativo:
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5 =SS,
RE Iy R

2wic Mty 2wix L2niy
(e 7T {e*™F g2™Y)

Tor? Tor?

El toro bidimensional resulta especial, porgue se pnede ver. Y ademds se le puede
tomar como el conjunto de todas las clases de equivalencia de los puntos del plano

1 . . . .

R-, para esto, se tiene gque analizar al toro desde el plane de la signiente manera:

Se reticnla el plano en cnadrados nnitarios, comenzando por el cuadrado C) =
{0,1) x |0, 1}, es decir, el cuadradoe de todos los pnntos en R? que cumplan con que
0<e<,0<y<l

Y asi, para cualquier punto (z,%) € C), se considera ignal a otro punto (2, y ) € Gy

81

:r::?:'—i—R
y=y +5

con K, 5 € Z. Si R, S fueran menoves a 1, enfonces el punto (= .7/ ) se encontrarfa
en O, e (z,y) € O,

Fn este caso, la linea y = 1 se asocia con la linea y = 0 y se considera la misma, cs
por eso que al definir los enacdrados nnitarios, se toma la ignaldad estricta en 0. Asi,
andlogamente, los puntos de la frontera del cuadrado que se toman en cuenla para el
caso dexz sonx=1ynox=0>0.

Entonces, se "dobla” ese cnadrado y se convierte en un cilindro, ¥ después se nnen
las puntas para convertirlo en un toro.




Este toro nos puede dar mucha informacion acerca de la dindmica de los sistemnas
en ¢l plano sin tener que analizarlos en el plano mismo, cosa que serfa wn poco mds
complicaca.

Al igual que en el caso anterior del circulo S!, los cdlculos sobre alguna 1" en el
tora se harin mod 1.

Por ejemiplo, témese la transformacion 7'+ S — S tal que uno de sus levan-
tamientos f sea f(z) = f(=,¥) = 22+, £ +¥). que matricialinente se puede escribiv
COINO:

—
— N
[ —
[

gue aplicada a un vector & se ve como:
l x| | 2% oy
1 y | vy

Supouganios ahora que se toma ¢l punto xg - (1, 1) como punto inicial, entonces

flwa) = J((5.3)) =

— D

Bl —

P B N B

L —

rals 1
D |.0},_

| M |

fz(:r:[_]J = f{(%‘ ﬂ));

ey
L= L

= oo
| |

||

| —
=
L —

f¥ o) = FUO, 3)):

Bl S —
[

B et =

wat -
I

BTt | —

[—
1| = f—

Por lo tanto, este punto tienc periodo 3 bajo 1", Y sélo hay que notar que =1
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En el caso particular de qne cada una de las transformaciones actiia indepencdi-
entemente sobre S', se toma qie las trasformaciones del toro son nn sistema de la
forma T x Ts.

Por cjemplo, analogamente a lo seialado en esta seccidn referente al civeulo S,
f(@ = f(z) = (z+ 1r,y + 1s) que es la identidad en el toro. Si 7" tiene algiin punto
periddico @i = (2g, 70), entonces se cumple que T%{(as) = T*(wo, yo) = (@0, 30} + (7, 5).

Entonces cada componente de la trausformacion T @ 71 x 75 tiene sn ninero de
otacion. a(T)) v olTh). entonces la razd . wimeros de rotacion 200
rofacién, of{T1) y (7). entonces la razén de los mimeros de rotacion T3
mimero de rotacién del Tor?. Si la razdn es racional, las lineas de la trasformacion
so1 recurrentes en si mismas sobre el toro.

es el

1.3
-1



3 Recurrencia y Ergodicidad
Espacios Medibles.

La teoria ergédica esturlia la dindmica en los espacios de medida, y las funciones y
Jos conjnntos gne interesan a ésta son justamente los medibles. Para ello se reqmierc
de i marco general acerca de la teoria de la medida.

Definicién. Sea X un conjunto, se dice que nna 7 — efgebra de subconjuntos de
X es una coleccidr B de subconjuntos de X gue satisfacen las signientes condiciones:

HXeB
ii) Si B € B entonces B € B
iii) Si B, € B paran > 1, entonces | 0, B, ¢ B.

Definicién. A la pareja, (X, B) se le llama espacio medible. Y a los miembros de
B se les llama conjuntos medibles en X

Definicién. Si X es un espacio medible, ¥ es un espacio topoldgicoy f: X — Y,
entonces se dice ¢ue f es medible si f1{V) es un conjunto medible en X para todo
conjunto ablerto V € Y.

Definicién. Una medida finita en (X;B) es nna funcidn m @ B — RY, que
satisface:

i) m(@) =0

it) m{(US, Bu) = Yoow m(B,,), siempre que B, sea una sncesion de miembros de

=1

B disjmtos dos a dos.

Definicion. Para cada conjunto £ de wimeros reales considérese la coleceidn de
intervalos abiertos {1, }que cubren a £, esto es, la coleccion para la cnal E C Ul,
y para cada coleceén considérese la suma de las longitudes de sus intervalos. Las
longitudes son mimeros positivos, Entonces se define la medida exterior p*(E) de E
como el infimo de tales sumas. De ima manera abreviada:

E) = i 11,
prE) =l ) 1)

Se sigue inmedintamente de la definicion de p* que p7(8) = 0y que si EcCF
entonces p* (£} < p*(F). También cualguier coujunto que consista de un sélo piuito
tiene medida exterior cero.
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Una proposicidén importante acerca de la medida exterior es la sigiente:

Proposicion., [Royden, 1968, p. 54] La medida exterior de un intervalo es su
longitud.

Definicién. Si £ esun conjunto medible, entonces se define la medida de Lebesgne
p{E) como la medida exterior de E.

Definicién. Sea X un espacio topoldgico. La e-dlgebra generada por los sitheon-
jumtos cerrados de X se llama o-ilgebra de Borel o la clase de conjuntos de Borel
de X. Otra manera de ponerlo es: dado X entonces existe la minima g-dlgelra B
en X tal que cada conjunto abierto X pertencce a B. Los miebros de B se llaman
conjuntos de Borel en X.

A continnacién se ennnciara un teoretna que afirma la existencia de una medida que
sera 1itil para este trabajo porque es invariante bajo rotaciones en el circulo, si bien
10 es la versién mas completa es suficiente para los propésitos de este trabajo, debido
a que 1o que se ntilizard son los resultados de los teoremas y no el érodo ntilizado
en las demostraciones, es por eso ¢ue sin restarles importancia a los argumentos de
Gstas, es mucho wés relevante para el discrso y la continnidad del trabajo el cabal
entendimiento de los conceptos expresados en los enunciados de los teoremas MAs que
la secnencin 16gica de las demostraciones.

Teorema. [Walters, 1982]. Sea G nn grapo topoldgico compacto. Eutonces existe
una tinica mecida g definida en la a-dlgebra de Borel B de subconjunios de G tal que
2 E) = w(f), para toda = € Gy para tode £ € By i(G) = 1.

A esta tinica medida g se le llama la medida de Haar. La medida de Haar tatnbién
satisface que p(Ez) = w(E),¥x € G,¥YE € B, porque para cada punto fijo 2 € G la

medida j, (£) = p{£x) es invariante bajo rotaciones y por lo tanto igual a g

Si U es un subconjunto abierto no vacio de (G, entonces tiene medida de Haar
diferente de cero, porque G = J e gU = U UgpUU ... U ¢l por compacidad. Por
lo tanto, si u{U) = 0, entonces:

PGS D mlel) =3 uU)=0#1
i
Lo cnal es una contradiceion
Tainbién es facil ver que si G es infinito, entonces la medida de todo punto es cero.

Es decir, la medida de Haar no tiene dtomos.
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Para el grupo del circulo 8P = {z € C| | 2 |= 1} lamedida de Haar es la medida de
Lebesgue cirenlar normalizada. Y para el toro Tor™, la medida de Haar es el prodncto
directo de la medida de Haar en St

Definicién. En general, si 7: (X, By, 1) — (Xo, Ba, 12}, se cice que T preserva
medida si se cumple gne:

1. T es medible, i.e. que T™1A) € By, para todo A € B, o T71(Bs) € By
2. (T7H{A)) = o A), para todo A € By

La invariancia de la medida con respecto a la accidn del grupo G significa que para
cualquier conjunte A € Xy para cualquier elemento g € G, se tiene gque:

w(A) = (T, (A))

A contimacidu se dardn unas definiciones y teoremas ligados a las funciones iu-
tegrables y sus espacios, que serdn necesarios para las demostraciones de teoremas
fundamentales como el Teorema ergédico de Birkholf.

Definicién. Se dice que nna funcién f: X — C es infegrable si

/ | f|dse < o0
Jx

Definicion. Se denota por L'(X,B,p) al espacio de las funciones integrables

[ X =

L1 espacio LY X, B, i) o simplemente L'(;) se dice que es un espacio de Banach
con nornwa || f = [ | f | dp. Asimismo, el espacio L¥(X, B, u).p > 0 denota
al espacio de las funciones f : X — C tal que | f | es integrable, y la formula

1 -
| £ o= (] [ du)¥ define nna norma en L7(X, B, ).

Observacién. El espacio L¥(;1) es de Hilbert.

Definicidén. Un espacio de Hilbert es separable si tiene un conjimto denso numet-
able.

Definicién. El espacio L?(X, B, ) es separable si y solo si (X, B, ¢} tiene uua
hase numerable en el sentido (ue existe nna sucesion de elementos { £, 17 de B tal que
para tocda € > 0y para todo B € B con u{B) < oo existe algnna n con (B AE,)) <e,
donde B A £ es la diferencia simétrica de By £.
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Teorema. [Rudin, 1967] Si X es un cspacio métrico, B la o-dlgebra de Borel
v ¢ enalquier medica de probabilidad en (X, B), entonces (X, B, p) tiene una base
numerable.

Uno de los conceptos en que se cenbra este trabajo es el de antomorfismo. kste se
encuentra relacionado muy cercanamente al tema de los sistemas dindmicos, solo que
este concepto requicre de mis estractura, ya que se define sobre un espacio medible
y exige que la funcién sea mnedible, y 1o sélo eso sino gue preserve la medida.

Definicion. Un automorfismo en un espacio de medida (X, 5, 1) e5 un mapeo
imyectivo T del espacio X en si mismo, tal que para toda 4 € B se tiene que

T(A),T-(A) € By
wA) = p(TA) = (T A)

En este caso se dice que T preserva medida.
Definicién. Sean Ay, As, A, ..., A, € B ajenos 2 a 2, y sean .y, ay, ¢, .-, ¢, € R,

entonces se dice que una funcién f @ X -» R es simple, si se puede escribir de la
forma:

fla) =) axa

=1

donde «; € R, v x4 s la funcién caracteristicn de A, es decir,

yalz) = { 0, siz & A,

1, siw¢ A

Una relacion importante de funciones caracteristicas y trausformaciones del espacio
base en sl misino es la signiente:

Teorema. Sea A un subconujunto arbitrario de X, y sea 10 X — X, una funcidn
enalguiera. Entonces,

XaoT = Xr-1(4)

Demostracion:

Dos funciones son iguales si tienen el mismo dominio, ¢l mismo contraclominio y
evaluadas en todo punto del dotuinio coinciden.
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1L.Dom{xys0T)= Dom(T) =X
Domn{xr-1v ) =X, pues 771 C X
2.Contr{xsoT) =140,1}
Dom(xr-1¢n) = {01}

3. Sea z € X, entonces se ticne que demostrar que: Xy {) = xa(1'()), para
ello la prueba se dividira en dos casos:

Caso 1. 2z € T71(A)
Caso 2. = ¢ T7HA)

Ahora, 2 € T1(A), siy sélo si 1(z) € A, porque T {A) = {z ¢ X | T(z) € A},
vsix g I™HA), sl y sdlosi T'(x) ¢ A, por lo tanto

Para ¢l caso 1. Supdngase que T'(x) € A, es decir, © € T7'(A)
Axval(T(z)) =1, porque z € A
b)xr aay(z) =1, porque x € T (A)
Para el caso 2. Supéngase que T(x) € A, es decir, z ¢ T7'(A)
a)ya{T(x)) =0, porque z ¢ T71{A)
bYxr-1{z) = 0, porque @ ¢ T~1(A)
|

Teorema. [Rudin, p.16] Sea f : X — [0, 00) ima fuucion medible, entonces existe
nna familia de funciones s, simples en X, para n € N tal que:

Ho0<s 5<% f
i) 57 — f(z) sin— oo para todax € X

(1]

Teorema (couvergencia mondétona de Lebesgue). [Rudin, p.22] Sea {f.}
nna steesion de funciones medibles en X, y supdngase que,

a) 0 < fi(z) < falz) €. L oo, para toda o € X
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b) f.(x) — f(x) sin - oo, para toda z € X

Entonces, f es medible, y:

[ i [ s

JX
8l 1 — 00

Lema (de Fatou). [Rndin,24] Si £, : X - [0,00] es medible para cada entero
positivo n., entonces:

/ (lim inffp)die < lim '.r':r'r.f/ Futlps
. I—xQ i ‘\'

. n—na
X

Teorema Si T : X — X, y preserva medida, entonces, 1" define nna transfor-
macion lineal T de L dada por T*(f) = f o 7" en sf mismo, tal que, |7 f)], = | [,
Es decir, T* preserva la méivica, ie., (T es isométrica).

Demeostracion:

s 1 - A dArar 5 5 i ) "y g 4

Lo que e Blene que demostrar es ¢que C‘L‘L(lf_? Ji f [P dy < cuto’m,es felf o T 1:

dpp < 0. Primero se demostrari para funciones sinples y después se gencralizatd
para cualquier f € [7. Seca f simple, entonces

/ | f P du= / | Z(L,:XAI. [P dyp = / Z | i |7 xadi
Jx Jx 5 Jx 5

= Z | a; | / XA, dp = Z o P (A

X

] i

Y por otre lado,

Z aixa, o1 = Z wi(xa, 07T = Z“’t’XT"(A;]

] 1

Por le tanto

v

/ | O axa)oT P du= / | > ailxrra, P dpe
JX

J X

1 t
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i 13

- ] S laclP (ervaddin =3 Lo P p(THAY) = Lo [P u(A)
X5

— / | Zaix,«,‘. | dye
SN i

Por lo tanto, si f es simple, entonces

/\ E ‘pd“”':./_;lfoTP’ die

Una aplicacion del teorema de convergencia mondétoua de Lebesgie completa la
prueba para toda f € LP
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Caracteres.

Otra herramienta importante para el desarrollo del trabajo es el coucepto de car-
acteres, este concepto serd itil en el andlisis de las translormaciones ergddicas en el
cirenlo, dado ¢gue un punto que nos interesa especialmente sort los homomeortisnios
coutinuos en el grupo del circulo S

Definicién. Sea ¢ un grupo abeliano compacto. Se denota por (¢ la coleccion e
todos los homomorfismos contimios de G en el circulo unitario ', Se dice que los
miembros de G son los caracteres de G.

Bajo la multiplicacién de funciones, G es un grupo abeliano. Con la topologia
cormpacta ablerta, & se convierte en un grupo conrmtativo localnente compacto.

SiG = 5 ={zeT||z]|=1}, entonces cada clemento de ST es de la forma
z — z", para algin n € Z. Mds aiin, el grupo de caracteres del toro de dimensidn n
————
(T'or™), es isomdrfico a {(Z", +) y cada vy € Tor® es de la lorma:

Yz, 2n) = 20 s 2"

Para alguna {(p, ..., pn) € Z"
Dado lo anterior, se tienen los signientes resultados:

¢ tiene una base topologica unmerable, si y s6lo si, G tiene una base topoldgica
mimerahble.

o
s

G es compacto si vy sélo si ' es discreto.

Combinando los dos resultados anteriores, G es compacto metrizable si y solo si
G es un grupo discreto pumerable. Esto permite transforniar algunos problemas de
grupos cotpactos metrizables abelianos a problemas de grapos discretos numerables
abelianos,

Teorema de dualidard. [Pefersen, 1983] G es naturalmente isomérfo (conto grupo
topolégico) a G, ¢l isomorfismo estd dado por el mapeo @ +— donde o(y) = (o)

para toda v en G.

—— - -
Si G, Gy son grupos abelianos localmente compactos, entonoes Gy X Gy = G X Gy,
Todos los caracteres de &) x G son de la forma (. y) — (x)8(y), donde vy € Gy ¥
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Sea G compacto. Los miembros de G son miembros mutnamente ortogouales de
2 _ . i .
L2 (p), donde g es la medida de Haar.

Finalmente, si G ¢s v grupo compacto, G es metrizable si y sélo si G tiene una
base topoldgica numerable [Walters, 13)].



Endomorfismos del toro.

Courio ya se menciond, al toro se le puede ver de manera nnltiplicativa como Tor” o
aditiva como R” /Z", donde R™ es el gripo aditivo del espacio euclidiano n-dimensional
y Z" ¢s el subgrupo de R que cousiste de todos los prmtos de coordenadas enteras.

Un isomorlismo de gimpos topoldgicos de Tor™ a R?/Z" esta dado por:

(e @™ o (i, ., din)

Teorema.

i} Cada snbgrpo cerrado de §' es o 8! mismo, ¢ un grupo ciclico finito que
consiste en todas las p raices de la unidad para algin entero p > 0.

i1) Los 1inicos antomorfismos de S son la identidad v el mapeo z v+ 27"

iii} Los winicos homomorfismos de $' son los mapeos @,{z) = 2", n € Z.

Demostracion. Sea d la métrica enclidiana usual en St que es une métrica de
rotacién invariante sobre S

i) Sea H un subgrpo cerrado de S'. Si H es infinito entonces tiene un punto
limnite, asf, ¥e > 0,2a,b, € H con d(e,b) < € v a # b, Entonces d(b™'a, 1) < ¢ y por
lo tanto las potencias de b~ la son e-densas en S'. Tor lo tanto H es e-densa en Sty

H =28

Si H es finito, y tiene p elementos, entonces o = 1Wa € H. Asi, cada elenento
de H es nna p-ésiima rafz de la unidad y dado que hay p elenentos en H, H dehe
consistir de todas las p-ésimas ralces de la unidad.

i) Sea #: §' — 5! wn automorfismo. Se tiene que (1) = 1. Dado -1 es ol tinico
elemento de 8! de orden 2 se tiene cque §( -1) = ~1. Dado que ¢ y —i scu los 1inicos
elementos de orden 4 entonces o 8(i) =i, y 8{—i) = —i 0 B(i}) = —2 y 6(—4) = 1.

Considérese el primer caso. Dado que # mapea intervalos a intervalos, el intervalo
[1,7] de 1 a i es 0 mapeado en si mismo, o en 2, 1] {todlos los intervalos se consideran
en contra de las manecillas del reloj). Pero dado que [1, ) no contiene a -1 no puede

ser mapeado a [2 ,—l.}, asi, 0[1??’:] = [1??’.].

Tl vinico elemento de orden 8 en [1,1] es e™/* y asi, éste debe ser fijado por ¢ Por lo

.y T . g e e
tanto A1, e/4] = (1, e*/1). Por induceidn se prueba que (/7Y = ¥/ para cada
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k> 0. Sesigue que ¢ fija todas las 2%-ésimas raices de la unidad ¥k > 0 y entonces
. . - - Ak o foak .

es lu identidad. En el segundo caso se muestra que 8(e/?") = /= vk > Oy

entonees #(z) = 271,z € S!

i) Sea # : ' — S wn endomorfismo. Si 8 es no trivial, su imagen 0{S) es n
subgrupo conexo cerrado de §' y asi, (') = S' por el inciso i). El kernel K er(6) es
un subgrupo cerrado de S, entonces o Ker{#}) = S' o Ker(8) = H,, que es el grupo
e todas las radces de la unidad, para algnna p.

El primer caso corresponde a f trivial. Si Ker(9) = H,, sea o, - S'/H, — S el
isomorfismo dado por «,(zH,) = 27, y sea 8, : S'/H, — S' el isomorfismo indncido
por 0, (01(zH,) = 8(z)).

Entonces 91(1;1 es un antomorfismo de S! y por el inciso ii) o 910;'(;:) =z Vze§!
o thayl(z) = z7",Vz € 5. Eutonces o 8(z) = 0,(211,) = oy t(2") = 2" Vz e Sl o
B(z) = z7 P, ¥z ¢ S

[ ]
Teorema. Cada endomorfisino A : Tor® — Tor™ es de la forma:
o o Y 0 SO ST S P > SIS . CLae | Lfal | L 0n3 | S@nn

Alzy, 2oy 2a) = (230 29 gl 2Tty )
Donde a;; € Z.
Y en noatacion aditiva:

€T £

A 4= " = [ this :| 4 A
T €Ty

Doncle [ i; ] es la matriz de n x n con a;; en la (i, j} — esima entrada.

Demostracién. Sea m; : Tor® — Tor la proyeccidn de la n-ésima coordenada.
Entonces m; 0 A : Tor™ — Tor es un homomorfismo, y por el hecho de gue los 1inicos
homomorfismos de Tor™ a 5 son los mapeos de la forma:

it ., Ty
[Zl: &2y zn) - 2;‘ ‘e ’2;’”2 Tt z:l '
entonces,
- — Hil iz, 343 in
T © A(,;l? o Zn) =2 A 2. Z08 .



donde a;; € Z.

A mapea Tor™ sobre si mismo si y sélo si det | @ ] # 0.
A es v antomorfisno de Tor™ si y sélo si det [ (1 } == +1.

Por lo tanto, los endomorfismos suprayectivos del 7or” estdin en correspoudencia
mo a o con las matrices de entradas enteras cuyo determinante es diferente de
Cero,

SL‘d A for” — Tor™ wn endomorfisino. Cnn%ir]m.n'noa aliora cémo el mapeo

/1 Tov oy Tm" actiia como una funcion de Z" cuando Tor" se identifica con Z"
mediante ¢l somorfisino:

e
’}‘ —
m,
LI — — — LI8] mz iy
Cuando y(z1, 24, v zn) =21 - 250+ - 2y,

Teorema. Sea (¢ un grupo topalégico compacto abeliano. Sea A4 @ G — & un
endomorfismo suprayectivo, entonces A preserva la medida de Haar.

Demostracién. Sea 4 : G — G un endomorfismo continno vy sea 4 la medida de
Haar en (. Se define nna medida normalizada sobre los subconjuntos borelianos de
G como: u(E) =m(A™YE)).

Az - B) = m(A~ Az - E)) = m(z - AT E} = u(£), dado gue A mapea a G
en st mMismo, s¢ tiene que g es una rotacion invariante y por lo tanto ;2 = m por la
propiedad de wiicidad de lu medida de Haar. Por lo tanfo A preserva medida de

Haar.
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Ergodicidad.

En los sistemas dinamicos es importante conocer entre otras cosas el compot-
tamiento asintético de las drbitas, en especial, si en algidin momento la funcién vuelve
a pasar por el misimo punto por la mism a vecindad de un punto, es decir que para
toda K € N exisle algnna k > K, tal qune 7%(p) € £, para E C X y si pasa, cnantas
veces lo hace. (En este caso, p es punto de recurrencia de F, para algnna ™ - X — XJ.

{ne stlempre exista una & implica que regresa 1 1111111910 infinito de veces al con-
junto £, exclnyendo el caso de la recurrencia finita.

Fn muchas ocasiones, se prefende predecir el comportamiento de algunos sisteinas,
cowo por ejemplo el de la temperatnra o clima en una determinada region del planeta.
La iden es que si lieve algiin dia con cierta intensidac, nos intercsaria saber si podra
Hover otra vez cn ¢l faturo mas o menos con la misma intensidad con la que lovio
anteriormente.

La idea de pensar en gue lo que alguna vez paséd pneda pasar otra vez en el futuro,
estd fuertemente relacionado con el sigiente:

Teorema de Recurrencia de Poincaré. Para cualguier automorfismo que
preserva medida T @ X — X, X compacto y cualquiera &' € B un boreliano, se
tiene gue cast todos los pnntos 2 € F son puntos de recinrencia de £

Demostracién. Sca N ¢l subconjunto de £ que consiste en todos los puntos
x € I5 que no regresan a £. N € 5, dado gne

= EN (UL T XD
Six € N, entonces todos los puntos de la forma T*{x),n =1,2,3, ... no pertenecen
a fl,y (‘I],T.DIILLS T"{x) ¢ Noie., z ¢ ’T‘”(\') Por lo tauto N ﬂT MN)=@n=

1,2,... . Esto noplica que los (,011‘]11111,0. N.T7YN), T *N},... son disjuntos. De
hecho, para 0 < 5 < np se tiene gue:

T-m(N) N T2 (N) = T~" (N AT () = 0

IPor lo tanto,

12 (Unsg TN = 0o T (V) = 200 (W)

La 1iltina igualdad sdlo se da si p(N) = 0.
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Otra forma de ewnnciar el teorema de reanrencia ¢s: Dada T @0 X — X, una
transformacién que preserva medida, en un cspacio de wedida (N, B, 1) y £ € B, de
medida positiva, entonces casi todos Jos puntos de E regresan un wimero infinito de
veces a 7 bajo iteraciones positivas de T

Definicidn. Si existe el siguiente limite:

n—1

f = lim lz_f(fz*(;;;))
:=()

o0 T

para una funcién f € L'x e X,ne N

entonces a f se le lama la media de tiempo o media temporal cn un sistema
cinimico dado por 7.

También se dice que esa media es la media a través de la trayectoria. (La trayec-
toria de nun punto 7 es el conjunto de piutos de la forma TE(2).
: =1 Tk - o
Por ejemplo, L5070 xp(T*(x)), donde xg es la funcidn caracteristica de E, es
el unero promedio de veces que la trayectoria del punto z pasa por el coupinko E
desde el tiempo cero hasta el tiempo n — 1.

Definicion. Si existe ¢l siguiente linlite:

= /‘( Flx)dp.

para una funcién f € L', p(X) =1

entonces a § se le Nama la media del espacio o media espacial en un sistema
dindmico daco por T

Fnun sistema dindmico lo que nos interesa es hacer predicciones estadisticas acerca
de lus orbitas de T. Una buena manera de llevar a cabo esto, es contar si las drbitas
o alouna érhita del sistena pasa por algnna parte del espacio, y si lo hace, vertficar
con que frecucncia.

I el caso de las rotaciones del cirenlo se punede medir qué tantas veces pasa una
funcién T por algin intervalo dado. Es decir, nos gustaria calenlar cuantas veces 17
pasa por wn conjunto I despnés de n teraciones y obtener nn parametro estadistico
como el promedio:
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(i, talqueT*(z) € E)

=1

I

Esta expresion de arriba representa la frecnencia relativa de las veces que nna
transformacion 7*(z) pasa por el conjuuto E.

Ademas otra pregunta relevante es qué pasa cnando el mimere de ieraciones es
nmny grande, es decir, cuando n — oo:

A Ti(e) € B
i (e, talgueT" () € )

T XD ¥

En el ejernplo de las rotaciones del cirenlo, supéngase que la rotacién T es de 5,
entonees, la pregumta estadistica es cuantas veces 7(z) pasa por el intervalo (55, %)
clespués de algiin munero de iteraciones y con gué frecucneia relativa lo hace.

Supongamos que se quiere saber ciantas veces después de cnatro iteraciones paso T
por ese intervalo, comenzando en ¢l punto § = 0 (para 3y intuitivamente podemos
inforir que cada 4 veces 77 vuelve a caer en el intervalo mencionado.  Entonces la
frecuencia relativa es 1 de 4, es decir:

e . ) i o fol
t(i, talqueT{x) € (5, %))

S e

T

oy 3 talqueT™ () € (2. 90)) _ FUGSE E) DO}
e n I

Donde Ofz) es la drhita de = bajo 1.

Ahora, si la rotacién no tiene puntos periddicos, (caso que es mds importanfe
para el andlisis ergddico), enfonces se antoja pensar que las veces e pasa T por
¢l intervalo mencionado es precisunente lo que mide el intervalo {como se vid en la
seccion del feorema del mimero de rotacién), pnesto que a cada vuelta que T da sobre
el S1, no toca el punto gue toco en la vuelta anterior, es decir, que no se cumple que
T%(z) = 2, entonces la rotacién va tocando puntos diferentes del intervalo mientras
mas vueltas le da, llenando el intervalo cuande n — o0,

Y precisamente el teoremia ergddico de Birkhoff nos dice que:

o ifa,talqueT{z) € E)
lim =

H—30 .

= (B
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Teorema ergédico de Birkoff-Khinchin.

Sea T una transforacién que preserva mecida en nn espacio de medida X, v sea

f € LYj0). Eutonces el promedio ergddico + 3070 f(T%(x)} converge para casi toda

H

# a una fuucién limite f*(z) que estd tamnbién en L(pe). La funcidn f* es constante
en las érbitas ie., [*(T*(x)) = f7(z) casi para toda z. En el caso de p(X) < oo
H 1 ’ i 1 W B . ) e =4

también se ticne que [ fdu = [, f*du.

Para demostrar este teorema se necesita el siguiente lema que se conoce como el
teorema ergddico maximal. Supdngase que

rn—1

Splm) = Z F(TE (=)

donde T%(z) = 0, para toda 2.

Fl teorema ergodico de Birkhofl es equivalente a probar ¢que L7 () converge casi
en todo lugar a nna fuucién limite f*(x).

Lema. Sea A = {z|sup,sos,(z)} > 0}, entonces [, f(z)du > 0
Demostracién. Se ficne que,

mazyerensc(T(x)) = maz{0, f(1'(x)), .., F(T(x)) + -+ (T (@)}

— mar{ f(#), [(#) + FTE)), o fla) + FT@) + -+ [T (@)} = F)

Por 1o tanto

F(#) = ma cpgns136(#) — matacrgnse(L(2)) = ) (2) — wn(T(2:))

donde

o (2) = maz{s,(x), ..., s.(2}}, gula) = maz{0, s1(2}, .., so(%)}

Supbugase ahora que Ay = {x € Xlgn(w) > 0}. Entonces, dado que 99;:4—1(.'::) >
'\9:(-’5): sa lene que
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/An fle)dp > /A oy (T} — / @ (T(2))dp

J AR

Ahora para 2 € A, wi(z) = vu(z) vy para z € A4, p,(z) =0, lnego,

/ @;(n:)(ig_;,:/ o {x)dpe = / (p,,_(:;:)d;_.-,:/ wn (T() )y
JA Ay JX 4N

Y dada la propiedad de preservacion de medida de T, se tiene ¢ne:

/ [ [ e T - | 1 (T ()

Jx
=/ wn (1'(2) )l
d XAy

>0

Dado que ¢, > 0. Ahora, A, € Ay vy A =15724,.. Luego,

oD

Demostracién del teorema ergédice de Birkhoft.

Para cualesquiera dos miuneros racionales @, b, a < b, se tiene que

I 1
Eqn={x¢c X|lim inf—sq(w) < a<b< lim sup—s, {z)}
i T ' n—oo Il

Py — I
E,, € By es T-invatiante. Para probar la existencia del lim, e %5,;(3:) casl en

todo Jugar, es suficiente con demostrar yne {Eyp) =0, para toda a, h. Pénganse fijas
aa, by pongase £ = E . Counsiderese la funcién:
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v ) flzy=b, paraxe E,
gle) = { 0 paraz & £

Aplicando ¢l teorema ergddico maximal a esta funcidn, se obticue:

Donde

1
Alg) = {z € X'sup,>,—5.(s,9) > 0}
n

1
{z € Xsup—s,{z, f) > b}
n

axl !

E C Alg). Dado que F cs invariante y g desaparece fuera de £, se tiene que
salz,9) = 0, para 2 € X, ie, A(y) € E. Por lo tanto A(g) = £, y entonces (7} se
puede escibir de la forma

A F()dge > bl B (11)

De mancra andloga, considérese la funcion

s | a—fx), parax € E,
yle) = { 0, parat € E.

Entonces

. l
Ay ={z€ X |.sn.p,121;-sn (x,¢") > 0}

1 .
== {:L' € -X'|’i'?’-.fr1217-9?1($; f) < lfl-}
7
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Nuevamente se tiene gue A(g') = £ por razones andlogas a las de arriba y

f(;‘}rf;r<r;;;(rj ............... (111)

!J

De (I1) y (IIT) tenemos que 12(F2) = 0 dado que a < b Entonces el promedio
ergdcico converge casi en todo lugar a una funcion limite denotada por f*. Alora,

n-—1 n—1

/_l—Zf(T* D <+ Z/ i = [ £

Y por el lema de Fatou se tiene que:

. n—1
dir < lun n / - (T* ()| dpe < / Ydp
I 70 ol < [ 17

Asi que, f* estda en L'(p).
Ahora snpéngase que #(X) < cc. Si f es nna funcién acotada entonces las fun-

ciones s, (. f) estan tambicn acotadas por la misma constante que acota a J. Por
el teorema de couvergencia se fiene que:

1
/f’d,uz lim/ —s.(x, fldu
Jx N—00 Fis

|
== lim / -—Z:f(TL(’:))rfﬂ
e f oy ki3 0
= { fdp
X

Si f no estd acotada, pero si estd en Li(p), entonces se puede encontrar un a
sucesion (fi)ie, de funciones acotaclas que convergen a f en la norma LY. Ahora,

" _;bn( Ol < f = felh f;.—” (2 fk]ll]”’"i"'én( fh)“—sn( ¥
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n-1

I = S+ 5 = s f) s+ S 15 = Sl

ke

Se signe de lo anterior gue —s, (x, [} — [* € norma L', asf que:

- .
/ —sp (o, fdp — / frdu
oo Ix

Pero f, ﬁs,, (z, fidi = ]Y fdu y por lo tanto

/f*r.".u:/ fdu
AN X

Definicién. Uu sistema dindmico es ergédico si se cuunple e la media de tiempo
es ignal a la media del espacio.

Un ejemplo de esto es si las rotaciones T del cirenlo en si mismo, no tinen pruitos
periddicos, (nua rotacion irracional), entonces existe nna medida invariante (que es
la de Lebesgue) para los intervalos por los que T' pasa.

Del mismo wodo, si la rotacidn es racional, entonces la medida ergddica es una
medida invariante como la de frecnencia relativa en probabilidad, siendo la medida
iotal del cirenlo ignal & 1: p(S') = 1.

Miis adelante se podra analizar qué pasa con los eigenvalores de las trasnforma-
ciones 1" lineales y sus operacdores inducidos que sc encientran én el cireulo, y i sus
medidas son ergédicas o las funciones mismas son ergodicas. Los eigenvalores son una
herramienta para clasificar y analizar dichas fmciones.

Definicién. Sea T X —— X nna transformacién que preserva medida. Si X es la
nnién de dos conjuutos disjuntos £y I de medida positiva, y £y £ invariantes bajo
T entonces el estudio de cualquier propiedad de 7' en X se reduce al estudio de las
propiedades correspondientes de T en £y de T en £ Si este es el caso, se dice que
T es descomponible.

Ims funciones mds significativas para este estudio son las indescompounible. A
fransformaciones como estas se les lama ergddicas.

47



La ergodicidad es uno de los reguisitos naturales para gque una transformacion
"revuelva bien” los puntos del espacio en el gue actua.

Para dar ejemplos de transformaciones ergédicas se debe reformular el concepto
de ergodicidad de nna manera mds precisa.

Definicién. Se dice qie T es ergodica si y sélo si vinicamente tiene conjuntos
(riviales invariantes, esto es, si y s6lo si 4(E) =0 o p(X — F) = 0, sicmpre y cuando
F2 sen un conjunto medible invariante bajo T'.

Es decir, que si 7' liene la propiedad de que T'(£) = E, esto implica que p{£) =10
o (X — E) = 0.

Otra forma de expresar el concepto de una trausformacion ergédica se da en la
sighlente

Definicién. Sea (X.B,u) un espacio de probabilidad, es decir, 1m espacio e
medida normalizado, ie. (X)) = 1. Una transformacion T que preserva medida en
(X, B, 1), se dice que cs ergédica si los tnicos miemhros de &2 € B con TE)=F
satisfacen que p(£) =00 pu(E) =1.

Definicidn. Una funcién g : X — € se dice que es invariante con respecto aun
antomorfisime 4 si:

() = g(T(x)) = g()

Esto quicre decir quie si a cnalquier punto de la érbita se e aplica la funcién g,
entonces levanta a una altura constante en toda la trayectoria.

Lema. Si el espacio de medida X es i espacio topoldgico con ima base nutnerable,
lal que cada conjunto no vacio tenga medida positiva, y 81 T’ es una transformacién
ergddica que preserva medida en X, entonces para casi toda @ € X la érbita de z es
densa en todo lugar.

Demostracion. La orbita de 2: no es densa si y sdlo si existe un conjinto ablerto
0o vacio G tal que = pertenece a la interseccién de todo X — T(G). Dado que esta
interseccién es un conjunto invariante disjunto de Gy dado que #(G) > 0, entonces
tiene medida ceroe. Si z no pertenece a ninguna clase munerable de conjuntos de
medida cero, entonces z tiene una drbita densa.

Supéngase e T es wia rotacion, es decir, T(2) = cx en nn gritpo abeliano con-
pacto X con nna base nmmerable. Si T es ergddica entonces por el lema anterior,
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existe al menos un punto, digamos zy cuya orbita es densa, Dada gqne la transfor-
macién que manda a @ en za; " es un hormeomorfismo, manda la érbita de zg ({c"2q})
en tna sucesidn densa. Sin embargo, la imagen de la drbita consiste exactamente el
las potencias de ¢.

Si /" es funcidn arbitraria de X, otra funcién g de X se define por g(x) = f(T'(2)).
Si escribimos g = Uf entonces I/ es un mapeo que opera sobre funciones.  Este
mapeo U tiene propiedades importantes: U es lineal y si 7' preserva medida, enlonces
U manda a L' en si misio, de hecho es wuna isometria de LU

Supéngase por el contrario que {¢"} es densa. Si f es el caracter de X {(un homo-
morfismo contimio en el grupo del cireulo), entonces f(ez) = f(e) f(x). asi que [ cs
un vector propio del operador nuitario indncido por 7.

Daclo ¢ne los caracteres constituyen nn conjunto ortonormal completo en L2 cada
. . - - . .
fmcién invariante en L7 se pnede expander en términos de ellos.

Dacdlo gue para operadores unitarios, vectores propios con distintos valores propios
son ortogonales, cada funcién invariante en L* (cada vector propio con valor propio
1) es una combinacién lineal de caracteres con valor propio 1.

De hecho, si f es un cwacter y flex) = f(x) casi en todo lngar, entonces, por
contimiidad, f{cz) = f{) en tado lugar y por lo tanto f(c"z) = f{z) en todo lugar.
El resultado se sigue si se hace z igual a L.

Una rotacién en el toro 1((z, 1)) = (b2, cy)) os exgdica si y sélo si las coordenadas
del multiplicador (los mineros b y ¢} son integralmente independientes, esto es, bre™ =
1 para enteros n y n implica que no=m = (.

Teorema de equivalencia. [Walters, 1982,28] Si (X, B, 2} es nn espacio de
probabilidad, y 77 : X — X preserva medida, entonces los signicntes puutos son
equivalentes:

1) T es ergdedica.

i) Siempre gque T sea medible y (fo?7)(x) = f(x), Vo € X, entonces f es constante
casi en todo lugar.

iit) Siempre que 7' sea medible y (f o T) () = f(x) casi en todo lugar, enftonces f
es constante casi en todo lugar.

iv) Siempre que f € L (p) y (feTHz) = f(x), Ve € X entonces f es constante
casi en todo lugar.



v} Siempre que f € L¥(p) v (f o TY{z) = f(x) easi en todo Iugar, entonces [ es
constanke en casi todo lngar.

Teorema. La rotacién T(z) = az en el circulo unitario St es ergddica (respecto a
la medida de Haar) si y sdlo si . no es una raiz de la unidad.

Demostracidon. Supéugase que a es una raiz ce la unidad, entonces o = 1 para
alguna p # 0. Sea f(z) = 7. Euntonces f o T = f v f no es constante casi en todo
lugar. Iuego, T no es ergédica por el punto ii) del teorema anterior.

Por el vontrario, supdngase que ¢ no es una raiz de la unidad y que foT = f. f €
g . . - o
L), Sea f(z) = 3% ___ b, Z" suscrie de Furier. Entonces faz) = S bt

y entonees by, (6™ — 1) = 0 para cada 7. Si o # 0 entonces b, =100 Y por lo tanto f cs
constante casi eu todo lugar. Y por el punto v} del teroema anterior, T es ergodica.

Teorema. Si (i es un grupo compacto abeliano (con medida de Haar), y A2 G —
G es un endomorfismo contitmo suprayectivo de G, entonces A es ergodica si y s6lo
si el caracter trivial v = 1 es el finico v € G que satisface que y o A" = v para algnua
n> 0

Demostracion. Supdngase que siempre v cuando yA" = v para algnma n > 1
tenenios que y = 1. Sea foA = feon f € LA(32). supongamos que f(x) tiens la serie
de Fourier 3 a7y, dondey, € Gy ) [m|? < oc. Entonces Y a7y, (Ax) = >y,
asl que si Yy, Ya © A, 7 0 A%, .., son todos distintos, sus coeficicntes son ignales y por

lo tanto cero.

Asi, si @, # 0, 7.07) = Yy para alguna p # 0. BEntonces 7, = 1 por suposicién y
entonces f es constante casi en todo lugar. Por lo tanto 4 es crgadica por el punlo
v} el teorema de equivalencia.

Por el contrario, sca A ergédica y vA" = y,n > 0. Si n es el menor entero,
f=94+5A+ . +7A" ! es invariante bajo A y no constante en casi todo lugar
(siendo la suma de funciones ortogonales), contradiciendo el punto v) del teorema.

Estamos especialmente interesados en el caso del toro de dimensién n Tor™. Como
se vio anteriormente, en la secciéu de endomorfismos del toro, recuerdese qrue un
endomorfismo suprayectivo A : Tor™ — Tor™ esta dado por una matriz, [A] den x n

——_

de entradas euteras y que Tor® se puede identilicar con Z" y la accion ondncida
A Tor® — Tor™ vorresponde a la accién de la matnz transpuesta [A], en Z7.



Corolario. Sca A : Tor® — Tor" un endomorfismo continuo suprayertivo del
n-toro. Entonces A es ergédica si y sélo si la matris [A no tiene raices de la nnidad
como elgenvalores.

Demostracién. Si A no cs ergédica, el teorema anterior da la existencia e
Q€T g# 0y k>0 con [Afg = ¢ Enronces [A]F tiene eigenvalor 1, as{ que [A], y
por lo tanio [A], tiene a la k-ésima raiz de la unidad como eigenvalor.

Por ¢l contrario, si [A]; tiene una k-ésima raiz de la unidad como an cigenvalor,
entonces [AlF tiene a 1 como eigenvalor. Por lo tauto ([A)f - I)(y) = 0,€ R" para
alguina y € R, v dado que la matriz [A], tiene entradas enteras podeinos encontrar
tal ¥ € Z". Por lo tanto, [Afy =y y A no es crgddica por el resnltado del teorema

1.10.

Teorema.[Walters, 1982, 31] Si T(x) = « - A{x) es nna transformacién afin del
grupo compacto metrico, conexo abeliano ¢ entonces los signientes son equivalentes:

i) T es ergddica (con respecto a la medida de Haar).
i) a) Siempre que 7o A¥ =y para & > 0 entonces yo A=y

ii) b} El subgrupe cerrade mids pequeiio gue contiene a a y a BG, (donde Bx =
27V Al@)) es G e, 0, BGl =G

iii) Existe mg € G con {T"{zg) 1 n 2 0} denso en G.

iv) e {7 () s n > 0 es deusat} =1,



4 Teoria Espectral

La teorfa espectral ataca el problema de estudiar la geometria de algimas transforma-
ciones que sean lineales, 7 : V -+ V. Para ello, se vale del estudio de los eigenvalores,
qne son los valores A para los cuales se chple que:

Tx = Az

Es decir, que la aplicacion lineal aplicada a un vector X sea igual al mudtiplo
escalar <e ese vector. Y a ese vector se le lama ¢l eigenvector.

Fu esta seccién nos ocnparemos de analizar el espectro, que es el conjunto de los
cigenvalores de los operadores nuitarios de los sistemas dindmicos 1™, ¢ue son los
operadores inducidos por los antonorfismos 7' e preservan medida. Para allo, se
estableceran las siguientes definiciones:

Definicién. Se dice que 7™ es un operador adjunto de T si:

{T(x).y) = (= T7(y)

para toda @,y € X, siendo {, ) el prodncto interior ususal en R™.

Definicién. Un opcrador ‘I se dice que es:

DAutoadjunto, si 7' =T~

i)Normal, si TT* =TT

iii) Unitario, st 77" =TT = |

Si T es autoacdjunto, eutonces: (&, F(x)) = {T(z),2) = (x,T(=2})

Dos resultados importantes de la teoria espectral son:

Si U es nnitario, y A € o(U/), entonces, A =1

Y si {J es antoadjunto y A € a(U), entonces, A € R.

Donde () es el conjunto de eigenvalores de U.

Como ejemplo, se calaulara ahora los eigenvalores de la trasnformacion 7 del ejem-
plo del toro:
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Uno de los objetivos principales del trabajo se centra cn los sistemas crgécicos. El

signienre teorema liga la teoria espectral con los sistemas ergodicos que se vieron en
la seccion anterior y en especial con las rotaciones en el grupo del cirenlo.

Teorema del valor propio. Una transformacion T que preserva medida y que
es invertible en un espacio de mcdida finita es ergddica si y solo si el minero 1 es in
valor propio siniple del operador vnmitario inducido /.

SiT es ergddica entonees el valor ahsoluto de cada fincidn propia de U es constante,
cada valor propio es simple y el conjunte de valores propios de U es un subgrupo del
grupo del civeulo.

Demostracién. Dado que el espacio tiene medida finita, cada funcion constante
foestd en L2 dacdo que Uf = f, el mimere 1 es siempre valor propio de . Dado
que el canjunto de todas las funciones constantes es un subespacio unidimensional de
L? y dado que T es ergdien si y sélo si las inicas funciones invariante sde L? son
constantes, la primer afinacion del teorenia estd demostrada. Recuérdese que una
funcién en L2 es invariante si y sélo si es la funcidn propia de U que corresponde al
valor propio 1.

Dado gne U cs unitario, cada valor propio de U tienc valor absoluto 1. Se signe
que si f es una funcién propia con valor propio ¢, i.e., f(T(x)) = cf(2) casi en vodo
lugar, entonces |f' es invariante: la ergodicidad de T implica entonces que |f| es
constante. Si f y ¢ son funciones propias con valor propio ¢, enlonces f/g ¢s una
funcion invariante, asi que ¢ es miltiplo constaute de f. Nétese que dado que [g]
es nna constante diferente de cero f/g tiene sentido. Esto prueba la simplicidad de
cada valor propio. Si, finalmente & y ¢ son valores propios de U con correspondientes
funciones propias f v g, entonces f/g es una funcién propia de U con valor propio
b/c; esto prueba que los valores propios de IJ forman un grapo.

La teoria ergddica se puede esludiar desde tres diferentes niveles; yue son ade-
enadamente descritos con las palabras algebraico, geométrico, y analitico. El nivel
geométrico se refiere a las transformaciones en un espacio de medida. El analitico,
es el estudio de los operadores lienales inducidos por una transformacion en varios
espacios L2, El algebrdico, estndia los grupos de automorfismos de ciertas algebras
Booleanas,

Miwwhas de las dificultades de la teoria de la medida radica en los conjuntos de
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medida cero. El tratamiento algebraico de esta dificnltad se hace cousiderando con-
juntos modtlo conjuntos de medida cero. Supdngase que X es un espacio de medida
con medida normalizada i y sea B el conjunto de clases de equivalencia de conjun-
tos medibles, donde dos conjuntos medibles, £, F° son egnivalenfes si y sélo si su
cliferencia simétrica £ A F es cero.

El conjunto B es un dlgebra Booleana bajo las operaciones naturales Booleanas.
En efecto, (£, E») y (Fy, I2) son pares de conjuntos equivalentes, entonces Fy U fy
es equivalente a By U Fy; se sigue que Ia unién de dos clases de equivalencia pueden
ser vnicamente difinida seleccionando representantes de cada clase y formando la
clse de equivalencia de su unién. Lo mismo se da para el caso de intersceclones y
complementos. Y ya que la medicda es numeralmente aditiva, es también verdad para
unones e intersecciones munerables. El elemento cero del dlgebra Booleuan B es la
clase de todos los conjuntos de medida cero.

Dado que (B A FY = 0 entonces p{E) = p(F), la funcién f puede consider-
arse definida en B.  El 1nico elemnto de medida cero en B es el elemento cero:
andlogamente el 1inico elemento gue tiene medida o es el elemento unitario.

Una estructura (B, 1), es decir nna sigma-dlgebra Booleana con medida positiva
normalizada se llama algebra de medida.

El concepto de dlgebra de medida es el sustituto algebriico del concepto geometrico
de espacio de medida.

Una transformacién T que preserva medida en X induce de manera natural nn
mapeo de B en si mismo. La imagen de una clase de equivalencia bajo el mapeo se
define seleccionando un representante £ y formando la clase de equivalencia ' (E);
el caracter de T' que preserva medida implica gne la clase de la imagen estd nnicamente
detertninada por el proceso y que la medida de la clase de la iimagen es la mistia que
la medida de Ja original.

El mapeo que preserva medida de B en st mismo se denota por 7. Dicho mapco
preserviy todas las operaciones Booleanas. Es wn isomorfismo de B en si mismo. Y
wna condicién necesaria v suficiente para que 77! sea wn antomorfismo de B es (e
la transformacidén T sea invertible.

Una pregunta relevante para efectos de este estudio es cudando dos transforma-
ciones 5,7 invertibles que preservan medida son esencialinente la misma?, Existen
tres posibles respuestas: Si Sy T se toman como trausformaciones en 1 espacio de
medida X, entonces la respuesta adecuada es que existe mia transformacion ¢ en X
invertible gue preserva medida tal que § = Q~'TQ, en esteé caso S y T se dice que
son (geométricamente) similares.
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Una manera formal de expresar lo anterior es: Sean 7: X — X y S:Y — ¥, dos
sistemas dinAmicos arbitrarios, se dice que T es similar a S si existe una biyeccion
QX =V tal que ol sigunente diagrama conmuta

"

r
—_—

he X
o e
. 5
Y —Y
La similitud en algebra lineal ie., A es similar w D si y s0lo si existe o ¢ou
D = ada™!, es la similitud en dindmica.  Intuitivamente, si S y T sou similares

entonees representan la misma dindmica,

Si Sy T se toman como antomorfismos de una dlgebra de medida B, entorces
la respuesta adecuada es que existe un antomorfismo @ en la dlgebra, tal que S =
Q'7Q, en este caso se dice que § y T son (algebrdicamente) conjngados.

Otra forma de ponerlo se muestia en el signiente diagrama conmutativo:

2 Lz
0 Q
2z, 5 z,

Donde Zy y Zy son algehras de medida.
Finalmente, si S y 7" sou operadores nnitarios en un espacio de Hilbert A entonces
la respuesta adecnada es que existe wn operador unitario (@ en H tal que S = Q7TrQ,

en este caso Sy T se dice gque son espectralmente equivalentes.

Nnevamente si T: X — X, §: YV -+ ¥, ysi existe Q : L2(X) = L} (Y') entonces si
el signente diagrama conmmuta se dice que S y 77 son espectralmente equivalentes.

LX) —— LAX)
€ Q

LAHY) — LA(Y)

Definicién. Una transformacion 1' se dice ¢ne tiene espectro discreto o espectro

[}
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puntual puro, si existe una base {f;} de L* i.c., un conjunto orfonormal completo
donde cada clemento sea un vector propio del operaclor nuitario UJ inducido.

Teorenia de espectro discreto. Dos transformaciones ergddicas con espectro
disereto son conjugadas si y sélo si sus operadores unitarios inducidos son eguivalentes.

Demostracién. Es suficiente probar que equivalencia implica conjugacion. Sean
las transformaciones dadas S y 7', y sean los operadores inducidos U y V. Sea O ¢l
conjunto de los valores propios de {/; dado que U yV son equivalentes entonces C es
también ¢l conjunto de valores propios de V.

A cada ¢ en C le corresponde un vector propio f. de U. El teorema del valor
propio (mencionado cn esta seccidn), implica gue | f.] es una constante, y sin perdida
de generalidad aswmimos que |f| = 1.

El teorema del valor propio también implica (dado que S es ergédica) que f. esta
ahara nnicamente deterninada dentro de un factor constante de valor absoluto 1. El
hecho de que U sea espectro discreto implica gue la familia {f.} es una base para L2,

Teorema de representacién. Una transformacion ergodica gne preserva meclida
con espectro discreto, es conjugada a mna rotacién en un grupo compacto abeliano.

Demostracidon. Sea C el espectro de la transformacién dada; sea X grupo de
caracteres de G, Si z{¢) = 0 para toda ¢ en C, enlonces z es un clemento de X,
La rotacion T en X definida por 7(z) = zz es nna transformacion que preserva
meclida con espechro discreto, y mas aidn, su espectro es exactamente C. La discrecion
del espectro se sigue de las propiedades de los caracteres de X. Fllos forman mi
coujunto ortonormal conipleto en ¢l espacio L? en X y si fy es uno de ellos, entonces
folzz) = fol2) fol#), as que fo es una funcidn propia con valor propio fu(z).

Este argumento tambisn demuestra gue el espectro de 7' es el conjunto de todas
las fo(2) cada una con nultiplicidad igual al mimero de caracteres J de X para cada
F(2) = fo(2). Si para cada ¢ en C hacemos corresponder la funcion f de X definida
por f.(x) = x(c), entonces esta correspondencia es un isomorfismo de C en el grupo
caracter de X.

Dado que fo(z) = ¢ para cada ¢, se signe que cl espectro de T es €. Dado gue la
misma relacién muestra (ue cada elemento de C tiene nltiplicidad uno en el espectro

de T', la rotacién 7" es ergddica.
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Corolario. Todo subgrupo del circulo es el espectro de wma transformacion
ergddica que preserva medida con espectro discreto.

o
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5 Conclusiones

[l presente trabajo propone una ruta desde los temas mas sencillos de dindmica de
homeomorfisimos hasta la teorfa espectral. Para ello, pasa por conceptos de dlgebra,
topologfa y teorfa de la medida. A lo largo del trabajo se mezclaron estas diferentes
ramas de las matemaricas dando nna fuerte estructira al circulo §', no solamente
como un conjunto de puntos en el plano sino como grupo abeliano y sus rotaciones.

Se estudiaron las rotaciones en ¢l circulo, identificando las ergédicas, para ello se
necesitd de herramientas como los caracteres que son homomorfismos continuos el
el circulo dado que si f € G, cutonces f es un vector propio del operador unitario
indncido por T. Los caracieres tienen especial importancia debido a que los caracteres
forman un conjunto ortonormal completo en L2, y toda funcidn invartante f € L* se
puede expander en términos de ellos.

Dado que para opuradores unitarios, los vectores propios con distintos valores
propios son ortogonales, entonces cada funcién invariante [ € L? (es decir, cada
veator propio con valor propio 1) es una cobinacién lineal de caracteres con valor
propio 1.

Y ademds, si f € Gy flex) = f(z) casi en todo lugar, entonces por continuidad,
flex) = f(z) en todo lugar y por lo tanto f{c*z) = df (z) en todo Ingar. El resultado
se signe haciendo z = 1.

Los resultados mds importantes presentados en el trabajo se signen de los teoremas
ergddicos v espectrales, por gjemplo, si X cs nn espacio topologico y T es ergodica,
entorces para casi toda z € X la orbita de z ¢s densa en todo Ingar.

La rotacién T(z) = oz € S es ergddica si y s6lo s« no es una raiz de la unidad.

Los resnltaclos anteriores se unen por el teorema de equivalencia que dice que T es
ergddica si y sélo si T es medible y (f o 1)) = f(=) entonces se puede afirmar que
A es ergddica si y s6lo si el caracter trivial y = | es el inico 7 € G que satisface que
v A% =« para alguna n > 0.

Y mads ain, si A : Tor™ — Tor" es nu endomorfismo continio suprayectivo,
entonces A es ergédica si v sélo si la matriz [4] no tiene raices de la unidad como
cigenvaloves.

Esto se refleja en la teoria espectral en los teoremas del valor propio, de espectro
discreta y de representacién (para ello se tuvieron que exponer conceptos de similitud,
conjugacion y equivalencia):



Cuando se trata de decir si dos transformaciones S y T qne preservan medida
son eseucialimente la misma, la respuesta se puede dar en fres divecciones, si 8y T
son transforaciones en un espacio medible X enfonces la respuesta adecuada cs que
existe una transformacién invertible que preserva medida @ tal que § = Q~1TQ,
en este caso Sy T son similares. Si S v 7' se encuentran en nna dlgebra medible,
entonces existe un antomorfismo Q tal ¢que § = Q7170 en este caso se dice que S
y 1" son conjugadas, y finalmente si § y 7' son operadores unitarios en in espacio
Hithert, | existe entonces nn operador nnitario @ en A tal que S = Q71T°Q, en este
caso Sy T sou llamadas (espectralmente) equivalentes.

Después de ver estos conceptos se pudieron enuciar los signientes resultados, 1
es ergdcica si y s6lo si 1 es un valor propio simple del operador mnitario inducido U.

Dos transformaciones con espectro discreto son conjugadas si y solo s1 sus oper-
adores unitarios inducidos son cqmvalentes.

Una transformacion ergddica que preserva medida con espectro disereto, es con-
jngada a wna rotacién en an grupo compacto abeliano, que es ¢l caso del circulo

St

Finalmente se concluye que todo subgrupo del circulo es ¢l espectro de una trans-
formacion 1" ergddica que preserva medida con espectro discreto.

ESTA TESIS NO SALT
DE LA BIBLIOTECA
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