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Introducción 

El t.rabajo que se present.a t.iene como objetivo principal analizar los espect.ros de 
t.ransformaciones ergódicas en grupos compact.os abelianos. En especial, se est.udia al 
gl'1lpO del círculo SI y sus rot.aciones. 

Se analiza Il1l parámet.ro muy import.ant.e de las rot.aciones en SI que es e! número 
de rot.ación. Est.e número indica la velocidad con qne avanza una rot.adón en el 
círculo, si est.e número es racional ent.onces la rot.adón tiene punt.os periódicos. 

Se verá en especial en la secdón 2) que exist.en rotaciones que no son periódicas 
y cuyas órbitas forman conjuntos densos en SI. Est.as rotaciones son ergódicas y sn 
l1límero de rotación es ilTocional. 

El t.rabajo se realizó t.rat.ando de encont.rar un tema que t.uviera que eXIgIr un 
conocimient.o general de varias áreas de las mat.emát.icas avanzadas qne se est.udian a 
nivel maest.ría. 

Hacer est.e t.rabajo requirió del ent.endimient.o en diversas áreas de las mat.emát.icas 
y más que especializarse en una sola es una conjunción de ellas. La t.eoría ergódica, 
que en especial est.udia las propiedades estadísticas de las funciones invariantes en 
espacios llledibles, requiere no solament.e de las bases de la t.eoría de la medida, sino 
t.ambién de ramas de las matemát.icas que se est.udian independient.emente como la 
t.opología, la t.eoría de grupos, y la t.eoría espect.ral. 

El t.rabajo est.á esencialmente aut.ocont.enido, sin embargo, el lector deberá t.ener 
conocimient.os generales de cálculo avanzado, y de álgebra lineal, (ver Loomis, 1990). 

Este t.rabajo se divide en cuat.ro part.es que son definiciones y generalidades, que 
incluyen los subt.emas de dinámica, gl'1lpOS y topología. La prilner sección t.rata los 
preliminares, sin embargo, cuent.an con ejemplos significativos que se retoman en las 
secciones más import.ant.es del t.rabajo dándoles cada vez mayor est.ructnra y robust.ez 
nlientras lnás se avanza en la lectura. 

La segunda sección donde se enuncia el teorema del número de rot.ación. La t.ercera 
parte, donde se analizan los t.emas de recnrrencia y ergodieidad y por úl t.ilno la sección 
de t.eoría espectral. 

La primera part.e forma una base de concept.os preliminares para desarrollar la 
t.eoría y demost.rar los t.eoremas de las siguient.es part.es, donde se explican los temas 
cent.rales del t.rabajo. 

La t.eoría ergódica es el est.udio matemát.ico de! comport.amient.o promedio en el 
largo plazo de los sist.emas. Como se verá en el t.rabajo, el conjunto de t.odos los 



estados del sistema forman al espacio X y la evolución del sistema se representa por 
una transformación T de X en sí mismo. En general a esta T se le ve como una 
acción de grupo ele Z en X, Y el trabajo se concentra en la aceión de las iteradas dc 
una transfonnación. 

Historicamcnte, la idea de crgodicidad, snrge de la hipótesis ergóelica de Boltz­
mann. La palabra ergódico proviene del griego" camino de energía". Era eleseable 
que la meelia de tiempo de una variable física coincidiera con su media espadal, esto 
es, que en el promedio ele tiempo en el largo plazo siguienelo una historia (u órbita) 
debería ser igual al promedio de toelas las posibles condiciones iniciales, o lo que es 
equivalente, al promeelio en cualquier momento ele todas las posibles órbitas. 

En especial, si X es \ln espacio meelible, y T \lna transformación que preserva 
medida nos encontramos en el campo ele la teoría ergódica. En este caso, la órbitas 
bajo T nos dicen la historia elel sistema elesde el pasaelo infinito hasta el fut.mo infinit.o. 
La sigma álgebra de X se puede pensar como el conjunt.o ele los eventos observables 
bajo la transformación T y la medida p. la probabilielad de que ocnrran esos event.os. 

En mecánica est.adÍst.ica, en teoría de la información y otras áreas de las matemáticas 
aplicadas, es relevante y hasta necesario conocer qué sucede después de umchos y 
s\lcesivos cambios en el sistema. Estos cambios están regidos por una ley de trasnfor­
mación denotada por T [Petersen, 1983]. 

Conocer el comportamiento del promedio temporal cuando el nlÍmero de iteraciones 
es m\ly grande, es importante, y unos de los teoremas má.s significativos de esta teoría 
nos dice que este promedio es igual al promedio espacial (si esto sucede para alguna 
T, se dice que es ergódica) [Cornfels, 1982]. 

El análisis de las condiciones bajo las cuales esta ig\laldad de medias espaciales 
y temporales se dan es \ln estudio esencial ele la teoría ergóclica. Este estudio se 
relaciona directamente con la investigación de las propiedades de reeurrencia en el 
comportamiento de las órbitas, que fue un punt.o central ele est.e t.rabajo (ver sección 
3, pago 39). 

Aelem{¡s, en est.e trabajo se describirán herramient.as mat.emáticas para identificar 
las condiciones para las euales est.a igualdad de espacio y tiempo se dan, unidas con 
la t.eorÍa espectral (sección 4). 

Por lÍlt.imo, la aportaeión personal en est.e t.rabajo se concentra en dos partes: a) 
La estruct.ura misma del trabajo que comienza en concept.os simples pero que a t.ravés 
del trabajo se involucran en temas complicados de las mat.emáticas a.vanzadas como 
son la teoría ergódica y la teoría espedral. Además, se aborelan varios conceptos de 
ramas distintas de las matemáticas conect.ándolos de una manera concisa alrededor 
del estudio de las rotaciones en el círculo; Esta ruta es única t.omando en cuent.a lo 



cOlH,iso elel trabajo y b) La demost.ración e int.crprtación geométrica elel tcorema del 
número ele rotación. 



1 Definiciones y Generalidades 

Por Ull lado, se puede decir que la teoría ergódica estudia la categoría de los espacios 
de medida en el qne los rnorfismos SOll las transformaciones que la preservan, aunque 
para otros como Ya Sinai, el principal problema de la teoría ergódica consiste en el 
estudio de las propiedades estadísticas de los grnpos de lllovimientos de objetos no 
aleatorios. 

Dar un ejemplo de alglín sistema ergódico resultaría cOlllplicado, simplemente con 
estudiar un sistema tan simple como Z f-> ei,J'lO, para toda z E ([ con 11 z 11 = 1 
requeriría de nn estudio minucioso de una serie de estrndnr&s en el círculo unitario 
que no son obvias en las matemáticas elelllentales. 

Por otro lado, la teoría espeetral ataca el problema de estudiar la geometría de las 
transformaciones lineales T : V -+ V. En particular, en dilllensión finita, es central el 
problema de encontrar, si es posible, una base 'Y = {VI, V2, ... , v,,} de V y constantes 
{A ¡, A2, ... , A,,} e IR, tales que 

A los valores A se les llama eigenvalores. En este caso, decimos que T es diagonal­
izable y la componente ad,lÍa homoteticalllente a lo largo de las direcciones básicas y 
en el resto se interpola linealmente. Esto nO es siempre posible C01110 en el caso de la 
aplicación lineal: 

[ 
1 O 1 
1 1 

Encontrando los eigenvalores para la aplicación: 

Entonces el sistema se resuelve con el determinante de la matriz: 

det [ 
1-A 

1 

= (1 - A)2 = O 

1 



A la expresión anterior se le llarna el polinomio característico, por lo que 

Por lo tanto si se cumple que T," = X, entonces: 

y lo anterior sucede si y solo si ,c = O. Por lo tanto, el espacio de eigellvect.ores 
consiste de 

{[ ~ ] Iy E C} = El 

el cual tiene dimensión 1 (dimE¡ = 1). 

Una abst.racción que se debe est.udiar en su propio derecho es cuando dim.\f = oo. 

A lo largo de est.e trabajo se est.udiaran t.anto los sistemas ergódicos como sus 
valores y vectores característicos, para ello se cOlllbinarán conceptos de varias áreas 
de las matemát.icas como teoría de grapas, topología, topología algebráica, t.eoría de 
la medida y álgebra lineal. 
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Dinámica 

Los homeolllorfismos y flujos en los t.oros son de part.icnlar import.ancia desde 
varios pnnt.os de vist.a. Estas son dases muy especiales de sist.emas dinámicos, como 
se verá más adelant.e. 

Definición. Sea X IIn conjunto, <p : Z x X ---> X, si T : X ---> X IIna fllnción 
arbitraria, y <p(n, x) = T"(x), ent.onces T es nn sistema dinámico discret.o. 

Para poner IIn ejemplo ele sist.ema dinámico, tómese llI1 nlÍmero real, y calcllle el 
cosenO de ese valor, al resllltado, vnélvale a caklllar el "oseno, y al resllltado lo mismo, 
así, se tendrá lo signiente: 

;:os( cos( cos( cos( cos(. (CD.s(x)))))) ), 
n-veces 

En este sistema dinámico se pnede pronosticar qne el primer valor se encontrará 
en el intervalo [-1, 1], Y el segnndo también, pero nna información qne nos interesa 
en el estndio de los sist.8Imés dinámicos es si se itera la fnnción n veces a donde manela 
el proceso los valores de la fnnción. 

Una part.e irnportullte qne tiC debe estudiar de los SiStC111M clillálnicos son las 
órbitas, qne son precisamente los valores donde la fnnción cae cada vez qne se it.­
era. La definición ele órbita se da a continlUl<:ión y se divide en órbit.as hacia adelant.e 
y hacia atrás. 

Definición. La órbita hacia adelant.e de :¡; es el conjunto de puntos :r;, T( 1;), T 2 (x), ... 
y se denot.a por O+(x). Es decir, T"(J;) = T o T o ... o T(:¡;). Para el caso de biyec-

, ., 

n-veces 

ciones, la órbit.a complet.a es el conjunt.o de pllnt.os de la forma T"(J;) con n E Z. Es 
decir, se puede definir la órbit.a hacia at.rás O-(x) = J;, T- 1(x), T- 2 (:¡;), .... 

Las órbit.as más simples surgen de las siguicntes t.res definicioncs: 

Definición. El punt.o:¡; es nn punt.o fijo de T, si T(:¡;) = x. 

Por ejemplo, bajo la función idént.ka T : IR ---> IR t.odos los pnnt.os son fijos, ya qlle 
para t.oda x E IR se cllluplc que T(:¡;) = x. 

Definición. El punto J; es IIn punt.o periódico de T si T" (:¡;) 
nEZ+ 

x para algllna 

Es decir, si :¡; es periódico, ent.onces exist.c un entero positivo n t.al que T"(:¡;) = x y 



el más pequeno ent.ero posit.ivo para el eual sucede se le llama el período de la órbit.a. 
Si n es el período de la órbit.a de T, ent.onces, x, T(x), T 2 (x), ... , T"-l(X) son punt.os 
dist.int.os. 

Definición. Un punto 1; es finalment.e periódico de período n. si x no es periódieo, 
pero exist.e una m > O t.al que T"+;(x) = Ti(;l:) para t.oda i 2' TrI .. Est.o es, que Ttr) 
es periódieo para i 2' m. 

Un objetivo del est.udio ele los sist.emas dinámicos es ent.eneler la nat.uraleza ele las 
órbit.a.s, eneont.rar si ést.as son fijas, periódicas, finalment.e periódieas, et.c. Hacer est.o 
es dificil, y depende de la nat.uraleza del sistema, por ejemplo, si se quiere eneon­
trar los puntos periódicos ele período n en 1111 sistellla dinámico cuya fUllción es una 
fllJlción cuadrática, se tendría que resolver la eeuación T"(;r) = ;E que es una ecuación 
polinomial de grado 2". 

En oeasiones (Cllando la función se puede graficar) encontrar puntos fijos O periódicos 
en un sistema dinámico se logra mediante un análisis gráfico, que se describe a con­
tinuación. Esta t.écnica, si bien no nos arroja resultados numéricos de los puntos que 
son o no periódicos o fijos, nos ayuda a ent.ender cualitativamente la naturaleza del 
sistema dado. 

En el ejemplo del sist.ema dinámieo donde T(x) = C08(1:) si se grafica la fnnción 
cos(x) ésta puede dar muy buena información acerca de la primera iteración, pero de 
las siguientes no. 

No es muy obvio como encantar en que punto cae la función después de n veees 
que ésta se iteró, cuales son sus puntos fijos O periódicos, es decir cuando se da que 
T"(;E) = ;r. 

Para identificar estos puntos, grafíquese la función del sistema dinámico, en el 
ejelllplo anterior file cos( 1:), y después trácese la IÚlea diagonal V = {(;E, x) I;¡; E IR'.}. 

Supongamos qne se comienza en algún punto p del dominio de la fum:ión. La 
intersección con la función se encuent.ra siguicndo uua línea vertical hast.a encont.rar 
la grafica de la función en el punt.o (p, T(p)). Del punto (p, T(p)) se t.raza una línoa 
·hori~ont.al hast.a D, y ent.onces se estará parado sobre el punt.o (T(p), T(p)), después se 
sigue por una línca vert.ical hast.a intersect.ar nuevament.e la función, entonces se estará 
en el punt.o (T(p), T(T(p))) (encontrando así los puntos de la segunda iteración), si 
se sigue el proceso trazando una línea horizontal hast.a encontrar nuevament.e a V nos 
escontrarcmos en el punto (T(T(p)), (T(T(p))) y así sucesivmnente se puecle encontrar 
el punto donde la n-ésima iterada de la función intersecta a la idéntica, y si el sistema 
diverge o converge hacia algún punto, ete .. 

Por ejemplo, supongamos que el sist.ema que se quiere mmlizar es T(;¡;) = ;¡;2 - 0.7 y 
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se comienza en el punto :¡;o = lA entonces siguiendo el proceso descrito en el párrafo 
anterior, el sist.ellla se acercará a uu v::uor entre luellOS lUlO y cero núcntras lná..'3 se 
itere la función T. Esto se ilustra en la siguiente figma, donde se observa el análisis 
gráfico del sistema dinámico T. 

G(x) 

x 

-1 

Gráfica tomada de [Blanchard, 1998,p. 613] 

Sin embargo, si el punto inicial es Xo = 2, entonces el proceso diverge a +00. 

Para ilustrar Ull sistema con una órbita periódica de período dos se tiene el sistema 
dinámico T(:¡;) = x2 -1, nótese que F(O) = -1 Y F(-l) = O. 

F(x) 

x 

Gráfica tomada de [Blanchard, 1998, p.614] 
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Grupos 

El círculo no sólo es el conjunt.o de pllntos en IR2 que (;Ilmplen COIl x2 + y2 = 1, 
t.ambién el círculo t.iene más est.ruct.ura algebráica como se verá más adelant.e. Para 
ello se necesit.an las siguient.es definiciones: 

Definición. Por grupo se ent.enderá un conjllnto G sujet.o a: 

i) Una operacióll binaria asociat.iva * con: 

ii) Un element.o ident.idad, i.e. un e E G tal que 9 * e = e * 9 = 09, para t.oda .'1 E G, 
y donde 

iii) Todo element.o sea invertible, i.e. para t.oda 9 E G, exist.e .'1-1 E G t.al fllle 
q * .'1- 1 = .'1- 1 * 9 = e. En general se omit.e el símbolo * y sólo se denot.a gh. en vez de 

09 * h. 

iv) Se dice que 1l1l gr11po G es cOlllllut.ativo o abeliallo si * es conmut.at.iva para 
t.odo 09, hE G (gil, = h.'1). 

En est.e t.rabajo, sólo se ut.ilizarán grnpos abelianos, qlle son los grupos conmut.a­
tivos. 

Como ejemplo de grupo, t.enemos al círculo Sl con respecto a la m111tiplicación en 
C. Si IRmod27f es el cOllj11Ilt.O de las clases de eqllivalencia [11] en dOllde 11 1 ~ eimod27f 
si y sólo si el - e2 E 27fZ, ent.onces es fácil ver que el siglliente diagrama conm11ta: 

IR 

indusion /. I ~ O~eiO 
/ O~[OI ~ 

[0,27f) e;:::¡¡¡¡- IRmod27f [Ol~e" SI 

y dado que el producto "art.esiano de grupos es grupo, ent.onces el t.oro SI x SI es 
Iln grnpo con la sigllient.e operación 

para toda ZI, Z2, WI, W2 E SI 

Definición. Si VJ # H e G y H es cerrado bajo * y la inversión de element.os, 
ent.onces se dice que H es un sllbgrupo de G. 

6 



Definición. Sea X un conjunto. El conjunto ele biyecciones de X en X, es un 
grupo, teniendo a la composición ele funciones como operación. A este gl'1lpO se le 
llama grnpo de permutaciones de X y se denota por S(X). 

Definición. Sean G y S grupos. A una función cp : G -> S, se le llama homomor­
fislllo si cp(gh) = cp(y)cp(h), para toela g, hE G. 

Definición. Si S = S(X) y cp : G -> S es un homomorfismo, entonces se dice que 
G ad.ua sobre X a través ele cp y cp es una acción de G en X. 

Es usual denotar In acción por <j:; : G x X -; X tal que <j:;Cr¡, J;) 
(y, J;) f-> cp(g)(x). 

cp(g)(cE) o 

Definición. Sea H un subgrnpo de G. La clase lateral derecha de 9 E G bajo H 
es el conjunto: 

gH = {ghlh E H} 

Todas estas clases laterales forman una partición ele G que denotaremos por G/H. 

Definición. El núcleo o Kernel de cp denotado por f{ e/"( cp) es el subgrnpo: 

f{e,.(cp) = {g E GlcpCr¡) = e} 

Donde e es el idéntico de S. 

Otros ejemplos de grupo son los llamados grnpos ele mat.rices. Si NI(n, lII.) es 
el conjunto de matrices cuadradas de orden n con cocficient.es reales, entonces los 
siguientes son grupos bajo la multiplicación ele matrices: 

GI(n,lII.) = {A E M(n,lII.)lrletA i' O} 

O(n,lII.) = {A E GI(n,lII.)IAAt = Id} 

SI(n,lII.) = {A E GI(n,lII.)lrletA = l} 

SO(n, lII.) = O(n, lII.) n SI(n, lII.) 

7 



Obsérvese que la mat.riz [~ ~] del ejemplo de la página 1 est.á en SJ(2, lII.). 

La correspondencia 

[ 
cose ~ scne ] 
.senlJ cose 

Define 1\ll isomorfismo ele grupos ent.re S1 y SO(2, lII.) 

Para cOlllplet.ar es fácil ver que G J(n, lII.) o cualquiera ele Bns snbgrupos actúa en 
lII." con la regla (A, ~c) f--> Ax 
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Topología 

El área de las matemáticas a la que se ocupa est.e trabajo esbi ligada a 1I1llchas dis­
dplimu; dentro de las ¡nismas mat.emáticas, a diferencia de otras muy especiali7,adas 
que profundizan en un sólo t.ema o área. Es por eso que se requiere el conocimiento 
diversificado de diseiplinas independientes que en su propio derecho merecen ser es­
tudiadas como la t.eorÍa de grupos, los sistemas dinámicos, la t.eorÍa de la medida, 
la t.opología, etc. por lo tant.o en estas secciones preliminares se abarcarán distintos 
t.emas, con concept.os que después se ut.ilizarán en la t.eoría ergo di ca y espectral. 

Definición. Sea X un conjunto. Una t.opología en X es una colección T de 
oubconjuntos de X, llamados abiert.os, que cumplen con las siguient.es propiedades: 

a) Si A es cualquier conjunto, y Un E T para t.oda o: E A, ent.OIKeo UaEAU" E T 

b) Si Un E T para cada a en algún conjunt.o finito F, entonces noEFU" E T; Y 

c)X E T Y 0 E T 

Definición. Un espacio topológico es una pareja (X, T) donde T es una t.opología 
en X. 

Definición. Sea j : X -; Y, se dice que j es continua si para toda V E Ty se 
tiene que j-l(V) E TX' 

Definición. Sea X un espacio topológico. Un subconjmlto F de X se dice que es 
cerrado si su complement,o Fe es abiert.o. 

Definición. Si E es un subconjunto de 1111 espacio topológico X, la cerradnra de 
E es la intersección de todos los subconjuntos cerradoo de X que cont.ienen a E. Se 
denota a la cerradura de E por E. 

Definición. Sea X un espacio topológico, y sea D E X. Se dice que D es denso 
en X si D = X. Más generalmente se dice que D es denso en E para algún E e X 
SI E e D. 

Definición. Un espacio t.opológico en el que existe mi conjunto denso lllllllerable, 
se llama separable. 

Definición. Sean X, Y espacios t.opológicos, y sea j : X -; Y. Se dice que j es 
un homeomorfismo de X en Y si j es biyect.iva y j y j-I son continuas. 

Definición. Sea X mi espado t.opológico, E e X. Una cubierta abiert.a arbit.raria 



de E es una colección U = {U" : a E A} de subconjuntos abiertos de X tal que 
E e UoEAU". Si B e A, la colección V = {Un: a E B} se llama una subcubierta de 
U si es llna cl1biert.a en sí rniSIlUl.. 

Definición. Sea X llll espacio topológico. Se dice que un subconjunto J( de X es 
compacto si cada cubierta abierta de J( tiene una subcubiert,a finita. 

El teorema clásico de Heine-Borel, dice que los compactos en IRn son los conjuntos 
cerrados y acotados. [Royden, p. 42] 

Un espa<:io vectorial sobre los reales es un grupO' abeliano con una lIlultiplicación 
por escalares IR x V -+ V cO'n las propiedades de espaciO' vectorial ya conO'cidas. 

Si H om(V) es el grupO' de hOIllO'morfislllos del grupO' aditivO' V y IR' es el grupO' 
nmltiplicativO' de lO's reales distintO's de cero, entO'nces la multiplicación pO'r escalares 
define una a<:ción de IR' en Hom,(V), tal que 

(,,, + y)a = xa + yO' 

Lo anterior es la distrilmtividad en términO's de la estruct1ll'a aditiva en IR. 

Definición. Sean V y VV espacios vectoriales. Entonces 1lIl mapeo o transfor­
mación T : V -+ W es lineal si T(O' + 13) = T(a) + T(f3) y T(:w) = xT(a) para todO' 
a,I3EV,xEIR 

Definición. Sea T : V -+ W una trasfO'rmación lineal. Si T es biyectiva, entonces 
se dice que T es un isO'morfismO'. 

Definición. Dos espaciO's vectoriales V, vV sO'n isO'morfO's, si existe algún isO'mO'r­
fismO' entre ellos. 

Es sabidO' que si V = \V = IR" entO'nces las transfO'rmaciones lineales de IRn en sí 
mismO' se identifican cO'n M (n, IR) y lO's isO'morfismO's cO'n G 1 ('11, IR). 

Aunque ya se menciO'nó en secciones anteriO'res nO' está de mils recalcar que cuandO' 
T va ele V en sí nlislllO, pueden suceder cosas especiales, llllFl. posibilidad es qne 
T(O') = XO' lmm alguna J; E IR. En este caso a O' se le llama el eigellvector y a :¡; el 
eigenvalor. 

Definición. Sea EB : [0,27r) X [0,27r) -+ [O, 27r), t.al que (el, 1i2 ) f-> li l -;-lh(Tl/.od27r) 
via EB, o bien, el + e2 = el + e2(mod27r) hace de [O, 27r) un grupO' aditivO' isO'mO'rfO' vía 
la 'P a SI (ver diagrama de la página 6). 
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Si <p[O,27r) -> 51 es la biyección y definimos nna nueva t.opología T en [0,211") que 
no corresponda a la qne est.e int.ervalo hereda como subconjunt.o de IR definida por: 

U abiert.o. 

Ent.onces <p se vuelve no sólo isomorfismo sino homeomorfismo t.alllbién. 

Un levant.amient.o J(~c) de una t.ransformación T : 51 -; 51 es nna funcióll que 
c1l1nple con: 

e27rif(x) = T( e21Ti:L:) 

El levant.alninet.o es út.il porqne guarda memoria de la periodicidad del círcnlo, 
es decir con e! levant.amient.o se pueden identificar el número de vne!t.as que T haya 
dado sobre e! círculo. De hedlO e! t.eorema de! número de rot.ación Cine se analizará 
más adelant.e calcula e! límite sobre f y no sobre T. 

La definición formal y general de levant.amiento es: Sea X un espado t.opológico, 
sea 11" : E -> Y cont.inna, E, Y espacios topológicos. Sea J : X -> Y cOllt.inua. Se dice 
qne J : X -> E es nn levant.amient.o de 9 = T o <p si el signient.e diagrama C011111ut.a: 

"=J/
E

¡ ~_ 'T' '.p=rr 

X ---"!...... SI --.I...... y 

En Topología la noción de levant.amient.o es fIlny general, y en e! cont.ext.o amplio, 
J no levant.a T sino a la composición T o <p. Pero para efectos de est.e t.rabajo, no se 
necesit.ará generalizar de ningún modo, por lo t.ant.o, en particular, J siempre exist.e 
y J levant.a a T. 

Para demost.rar que ellevant.amient.o siempre exist.e veflSe [Greellberg, 1981] 

Cabe hacer énfasis en qne si T es continna, entonces J es cont.inna, y que dado T 
exist.en t.ant.os levant.amient.os como números en Z. Es decir, si J es nn levant.amient.o, 
ent.onces cualquiera ot.ro es de la forma 9 = J + 211"n. 

11 



2 Teorema del Número de Rotación 

U no de los más importantes parámetros asodados a la.s transforrnadones del círenlo, 
es el número de rot,aeión, qne indica la velocidad a la qne una rotación se mueve sobre 
51 , Como más adelante se verá, si este número es irracional, entonces la rotación no 
tiene pnntos periódicos y es únicamente ergódica. En realidad est.e número se cakula 
con levantamientos asociados a las dichas tranformctciones, pero se dice 'lile el número 
de rotación es el de la transformación. 

Antes de definir el número de rotación, se definirán algunos eoncept.os, y se pre-­
cisan\n algunos detalles sobre 51: 

Observación: Para nn intervalo de longit.nd menor a 271", 'P es inyectiva y 'P preserva 
orient.ación. Esto es, si (a, b) es un pequeño intervalo y b - o. < 271" es nat.nralmente 
dirigido de a a !J, entonces el arco eia ~ eib está dirigido en contra ele las manecillas 
del reloj. 

Observación: El intervalo [0,271") se pnede snsti tnir por cnalquier intervalo de lon­
gitnd 271", Ot.ra opción clásica es [-7f,7f) 

Conviene observar qne si f¡ y fz son levantamientos de T, entonces el numero de 
rot.ación de fl es ignal al número de rotación de 12 + TrI, para algnna m E Z, debido 
a la misma definición de levantamiento porque para nn entero m, e2nim recurre al 
mismo punt.o en el circnlo, esto es la rec1ll'encia de 51 Esto garanti~a qlle el número 
de rotación no depende de sns levantamientos. 

En el siguiente teorema se ut,ili7,a un t.ipo especial de levantamiento, qne es el qne 
e1!mple con qne f(x + 1) = f(x). 

Teorema. Para llll homeomorfismo T : 51 -t 51 que preserva orient.ación y un 
levantamiento f qne representa a T, el límit;e: 

j"(x) 
lim --- = a 

n-->oo n 

exist.e y no depende de :1: E IR. El número Cl' es racional si y sólo si el homemorfislllo 
T tiene un ¡mnt.o fijo para alguna it.eración diferent.e ele cero. 

Demostración. 

La demost.ración se divide en t.res partes: 

1. Se demnestra que si el límit.e exist.e para algún punt.o específico .TO, ent.onces 
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existe para cualquier x E lit 

2. Se denmest.ra que el límite existe para un p11nt.o Xo cuando T" tiene puntos fijos. 

3. Se demuest.ra que el límit.e existe para T sin puntos fijos en el punto :1:0 = O Y 
por el result.ado del punto 1 de la demost.ración el límit.e exist.e para cualquier J; E lR. 

Se sabe que un homcomorfismo T que preserva orientación en SI se da en la 
forma T(x) = f(x)(modl), O::; 2; ::; 1, donde f(x) es una función continua monót.ona 
erecient.e, definida en IR y que sat.isfaee la condición que: 

f(x + 1) = f(x) + 1 

Primero supóngase que ellim,,~oo J"~o) = o: existe para algún Xo y t.ómese cualquier 
punto arbit.rario :/; E IR Y \ln 'In E Z t.al que: 

Xo + m ::; x < :1:0 + TI/. + 1 

y dado qne ¡n es rnouótolla se tiene qne para cllalquier TI,: 

I"(xo + m) ::; I"(x) < 1"(:/;0 + m + 1) 

y 

I"(xo) + m::; I"(x) < 1"(:1:0) +m. + 1 

entonces t.enemos que 

y dividiendo por n se obt.iene que: 

m f"(2;) 1"(2;0) m + 1 
-<--- <--
n TI. n n 

En la expresión anterior se tiene que una diferencia de sucesiones est.á aeot.ada por 
la izquierda y por la derecha. Si se conoce el limit.e de las eot.as y además se COllOce 
el límit.e de una de las sucesiones, ent.onces se puede decir lo siguiente, t.omando el 

límite (:uando n ---; 00: 

m. . f"(J;) . f"(:1:0) m.+ 1 
lim - :S lun -- - bm "--'--'''- < lim ---
n-oo 'TI. 11-->00 n 11-+00 n Il-+OO n 
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Entonces, 

0< lim ¡n(x) - a < O 
- n-->oo n 

y 

. ¡n (a;) 
(Y < lun -- < a 

- n_oo 11, 

y por lo tanto no depende de la condición inicial gracias a la lllonotonÍa del levan­
tamiento. Y dado que si lill1n~= f",~x) = (Y existe para algún Xo E IR, entonces existe 
para cualquier :¡; E IR Y es el misIllo, i.e. no depende del punto J; que se tome. 

Lo cual implica que 

. ¡n(x) - ¡n(:¡;o) 
hm = O 

n-oo n 

Esto significa que si limn~oo f"~;'o) = a existe para algún Xo entonces existe para 
cualquier :1; E IR Y no depende de J;o. 

Con esto se termina el prilller resnltado de la prueba. Es importante hacer énfasis 
aquí, debido a que será un argnmento importante en adelante, como se dijo al principio 
de la demostración. 

Para la segunda parte de la demostración se tiene por objetivo dernostrar que el 
límite existe para alglÍn xo, siendo 1IIro de los dos casos quc T k tenga puntos fijos: 

Supongamos que Tk(J;o) = Xo, esto quiere decir que la k-ésima iteración de T 
vuelve a caer en :Ea por lo que si T k tiene un punto fijo, entonces T tiene un punto 
periódico y viceversa, si T tiene 1111 punto periódico, entonces Tk tiene llll punto fijo. 

Un levantamiento de T k que conviene para la demostración es .r(xo) = J;o + r,'" E 
Z. A·,. se le llama elnlÍmero ele arrollamiento y es precisamente la constante que mide 
la recurrencia de T sobre el círculo, es decir, va contando cI número de vllcltas quc 
T k da sobre Sr, este levantamiento se escogió de tal fornm qne r midiera las vllcltas 
que T k da sobre el círculo porque se puede escoger un levantanüento que no lo mida 
(por ejemplo si nn levantamiento es ¡ (x) = x +.,., entonces otro levantamiento podría 
ser .'1 (:E ) = ¡(x) + 800, este último 110 mide elll1'rmero de vuelt.as que T k ela sobre Sr. 

Entonccs el levantmniento de T" es ¡"(:Ea) = Xa + .,., TEZ, y para cualquier l E Z 
se tiene que cnalqnier 111líltiplo de k, (lk), los m1íltiplos de la k-ésil1lit iteración se veH 
como signc: 
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Para 1 = O 

Para 1 = 1 

Para 1 = 2 

Para 1 = 3 

y en general, 

Demostración: (Por indllcción sobre 1) 

i)Vale para 1 = 1 

Para 1 = 1 

ii) Snponemos valido para n , i.e. J"k(XO) = Xo + n·/", y 

iii)Por demostrar qlle: jCn +1)k(2;O) = Xo + (n + 1)·/" 

Lnego, si la expresión: tk(xo) = :DO + lT se divide por lk se obtiene: 

Xo + .,.¡ Xo l·/" 
--"----U-; - = -1 k + 1 k 

y cllando se toma el límite cnando 1 ---t 00, entonces, 
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Por lo tanto, 

· ¡tk(XO) . Xo . l·,. T 
h m "-----'---':é. = hm - + ]¡ m - = -
1-= lA: 1-00 lA: 1_00 lA: A: 

Hasta aquÍ un resultado importante es que para T k con algún punt.o fijo en alguna 
iteración A: # O Y para sus múlt.iplos, el límite existe y es ra<:ional. La inr.erpretación 
de est.e resultado puede darse de la siguente forma: 

Si r(:¡;o) = Xo + .,., entonces fk(xO) - Xo = T, es decir, que la dist.aneia entre 
la k-ésinm iteración de f en :EO y xo, entonces ¡; se puede decir que es la tasa a la 
cual avanza cada it.eración de f) es decir, si la funcióll cubrió una distancia 'f' en k 
it.eraciones ent.onces ¡; es la distancia promedio que recorrió f por caela iteración, 
hasta que T vuelve a "pasar" por el mismo punt.o. (A: es el orden del período). 

Para concluir, ¡; es la velocidad a la cual T da una vuelta y regresa al punto 
periódico, y aunque T no "guarda memoria" de las vuelat.s, f sí lo hace. Hay que 
notar que ¡; es la razón entra la it.erada A: y el puuto :DO, no al origen. 

Ya se analizó el caso ele los múltiplos de A:, lo que sigue es el caso ele cualquier 
ent.ero '17., por el algorit.mo ele la división, cualquier ent.ero se puede escribir de la forma 
n = lA: + 8, O::; 8 < A:, esto es, como 1111 múlt.ilpo de A: más 1111 n1ímero ent.re cero y A: 
para evitar caer en el siguente Illúlt.iplo, entonces: 

Utilizando las igualdades anteriores, si 

entonces, 

y 
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Esta última expresión reduce el caSo de cualquier ent.ero al casO de los múlt.iplos 
de k, y establece, reafirmando el result.ado de la primera part.e de la pnteba, que no 
ill1port.a el pUIlt.O donde se evalue, el límit.e existe y no depende de éste. 

Lo que se puede observar de est.e último resultado. es qne la dist.ancia ent.re la 
k-ésima it.eración y sus múlt.iplos es la misma, Ir-. 

Así, si f'(3;0) = y, y E IR, entollces la expresión Jlk(F(xo)) - F(xo) = Ir- queda 
como: 

Cabe aclarar que la y depende de la s y quc no es otro punto :1;0· 

luego, dividiendo por lk 

y tomando el límite cuando 1 ---> 00, 

. r(y) . y '. Ir ¡­
hm --- - hm - = hll1 - = -
l~oo lk l~oo lk l~oo lk k 

Por ot.ro lado, si 1 -> 00, entonces n -> 00 también. Si el resultado ant.erior lo 
dividimos por '11., ent.onces, la expresión queda como: 

r(y) y 1.,. 
-----

n n 

y 

. r(y) . y . Ir 
lnn --- - lun - = lun -

11,-00 n n_oo n n_oo n 

Pero como n = lk: + s y cuando n -> 00 ent.onces 1 = "~' -> 00, t.ambién, s, k fijos 
entonces 

se \)llede expresar corno: 

. r(y) '. y . 1,. 
lun --- - hm - = lun -

n-oo n n-oo n n_oo n 
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y fijo, entonces, 

. r(y) . 1,. 
hm -- - O = lun --­

n-oo n 1-00 lk + S 

1,. T 
lim --- = lim --
1_00 lk + s 1_00 k + T 

T 

Nota: Dado que .5 permanece constante entonces el limite tiende a cero mientras 
que 1 tiende a infinito. 

Por lo tanto 

. f"(xo) 
hm 

T 

11--00 TI, 

Resumiendo el argumento queda que, 

f"(xo) f'(:I;O) lT T "-.:......:c.. = + ___ -> -
n n lk +.5 k 

cuando n ~ oo. 

Para concluir esta segunda parte de la prneba, se debe recalcar quc el límite es el 
mismo que en el caso de los múlt.iplos de k, es decir, que no depende de la Il1ultiplieidad 
de k y t.ampoco depende del punt.o x E lR que se t.ome (confirmando nuevament.e el 

result.ado de la primera parte de la prneba). 

Ya se han interpret.ado los result.ados en t.érminos de la distancia que recorre f a 
partir de un punto inicial. la siguiente pregunt.a es qué pasa con las dist.ancias ent.re 
j2k y fk Y con la distancia entre //k y f2k, etc. 

Se sabe que: 

Entonces, 

f2k(XO) - fk(xo) = Xo + 2'/" - ";0 - T = T 
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Yen general 

Así, T también es la distancia que existe entre cada Imíltiplo de las iteraciones de 
f, por lo tanto, la interprtación del límte ~ es la ra2ón a la que avanza f por cada k 
iteraciones, no importando en que punto comience. 

Con esto termina la segunda parte de la prueba, ahora la última parte de la prueba 
es el caso cuando T no tiene puntos fijos. 

Para la tercera parte de la prueba, se demostrará que el límite existe para T sin 
puntos periódicos. Para ello, supóngase que T no tiene puntos fijos en ninguna de sus 
iteraciones, entonces, fk(X) - x no pertenece a los enteros, (recnerdese que en el caso 
anterior jk (J;) - X = T, Y '1" pertenecía a los enteros), y por lo tanto para toda ;¡; E IR 
se tiene que: 

Es decir, que si bien, la distancia entre fk(;l;) y X no es un entero (como en el caso 
anterior), jk(:1:) - J; está entre T y T + 1, Con'l" en los enteros. Esto quiere decir que 
la distancia entre jk(:c) y J; está acotada, así, '1" < jk(:l;) - J; < T + 1. 

Se escoge un nÚlllero natural k y se aplica la desigualdad ;1: + T < jk (J;) < x + 'l" + 1 
para los puntos x = O, jk(O), j2k(O), f3k(0), ... , f(n-l)k(o), pero si se tiene que 

entonces: 

y en específico para Xo = O, se tiene que: 

lo que implica que 
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Es decir, qne la distancia entre r(O) y el origen está entre T y T + 1, luego, la 
signente pregunta es qué pa.sa con la distancia entre f2k(O) y fk(O). (J2k(O) - r(O)). 

Como 

entonces 

SeR. 111 = r(O), entonces 

que cumple COII que 

para toda 111 E IR 

Por lo tanto, 

Para el caso j'k(O) y j2k(O), (J:lk(O) - f2k(O)), se aplica el resultado y el mismo 
argnmento que en el ca.so anterior, y se tiene qne: 

Sea 112 = f2k (O), entonces 

y 
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y en general, 

l' < f"k(O) - ¡(n-l)k(O) < '1' + 1 

o 

¡(I)"(O) + '1' < ¡(I+l)"(O) < ¡(I)k(O) + l' + 1,1 = O, 1, ... ,71. - 1 

Esto significa qne la distancia entre cnalesqlliera dos múltiplos concecutivos de 
las iteraciones de ¡ siempre esta entre .,. y '1' + 1, entonces la suma de todas las 
desigualdaes: (71. desigualdades) 

es: 

r < ¡k(O) < l' + 1 

l' < ¡2k(0) - ¡"(O) < '/' + 1 

.,. < ¡3k(0) _ f"(O) < "+ 1 

l' < f""(0) - ¡(n-l)"(O) < '1' + 1 

nI' < 1""(0) <nCr + 1) 

y dividimos por nA: este último resultado, 

nI' f"k(O) n(T + 1) 
-< <--'---:--'-
nA: nA: nA: 

Que es ignal a 

.,. f""(0) r + 1 
-< <--
A: nA: A: 

y repitiendo el argumento ¡mra la primera desigualdad: 

Es decir, 

l' ¡"(O)/' + 1 
-<--<--
A: A: A: 

T f""(0) l' 1 
-< <-+-
A: nA: A: A: 
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y 

" jk(O) .,. 1 
-<--<-+­k k k k 

Si se IIlllltiplica esta última expresión por -1, 

l' 1 jk(O) .,. 
-- - - < --- < --

A: k k A: 

y se suma a la anterior se obtiene que: 

Por lo t.anto 

1 
-- < 

A: 

Por otro lado, si se allali~a geometricfUnente las desigualdades, se tiene que si la 
iteradón número nA: de cero se encuentra entre f y f + i, al igual que la k-ésima 
iteración de f en cero, por lo tanto, la distancia entre una y otra es menor a i 

Que es una restricción más fuerte que mallejándo la desigualdad analíticamente, 
aunque para el argumento de la demostración sea suficiente que el valor absoluto 

1 
r'(O) - /'(0) 1 sea menor a '-, 

nk k k 

Luego, dado que n y A: son arbitrarios, se pueden intercambiar y sumar las dos 
desigualdades, es decir, se ¡mede repetir el argumento para k, en ve7, de n, obteniendo 
que: 

I"k(O) 1"(0) 1 
1 --1<-

nA: 'TI n 

y si la distancia entre /n'k(O) y reO) es menor a .l y de igual forma la distancia 
11 n n 

1"'(0) /k(o) 1 ' entre ~ y -k- es menor k entonces a lo mas 

1"(0) jk(O) 1 1 1----1<-+-
n A: n k 
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Lo qne qncremos ver es qne el límite lim,,~oo f"~x) = ü existe, y cn estc caso, si 

. 1"(0) r(O) 1 1 
lun 1 -- - -- 1 < - + - = O 

n,k-'>oo n k n k 

Pero en efecto si se ve a ~ como nna sncesión, sólo se necesitaría probar qne es de 
Cauchy para ver qne la serie converge y entonces el límite existe, es decir, se dice qne 
1lna s1lcesión {x,,} es de Ca1lchy si para toda € > O existe N E N tal q1lC para toda 
n, k, n > N Y k > N, entonces la distancia p(J;", Xk) < €, esto es, que 1 x" - Xk 1< E o 
qne lim",k~oo 1 x" - X k 1 = O. Y si la sucesión es de Cauchy entonces converge. Pero 
en este caso si se tOllla el límite es claro qne se cnmple la condición: 

1"(0) r(O) 1 1 
lim 1 -- - -- 1 < lim - + lim - = O 

n,k_oo 'n k n,k-oo n. n,k_oo k 

y debido al primer resultado de la demostración del teorema, si existe para el cero, 
entonces existe apra (;nalquier x E IR, 

Por lo tanto: 

. 1"(x) 
lun -- = ü 

n-'oo 'n, 

Existe. 

Sólo falta demostrar que si ü es racional, entonces algnna iteración de T diferente 
de cero tiene un pnnto fijo. 

Primero supóngase que ü = O. Entonces queda por demostrar C[ne T tiene nn 
punto fijo. Supóngase C[nc tal pnnto no existe. Entonces f(:1:) - J; # O para alguna 
:r y por lo tanto se pnede 8nponer qne f(x) > x para alguna x E IR. En particular 
f(O) > O Y por lo tanto 1"(0) > f(,,-1 )(0) > ... > O dado qnc f es monótona. 

Entonces {f"(O)} es nna sucesión monótonamente creeient,e; más aún f" (O) < 1 \:In. 
En efedo, si para alguna no se tuviera que 1"°(0) ;::: 1 entolH:es f(2,,0)(0) ;::: f"u(1) = 
1"0(0)+1;::: 2 Y en general rno(O) ;::: k entonces fk"u(O)/kno 2: l/no lo cual contradice 

el su]mesto de que ü = O 

Entonces la sucesión {f"(Ol} es monótona y acotada. Supóngase que Xo = li1n,,~oo f"(O), 
eutOll<:es 

f(xo) = lim 1U"(0)) = lim 1"+1(0) = oro 
n_oc 7/.-00 
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Esto es, que :ro define lUl p11nto sobre el círc1110 el cual est" fijo con respecto a T. 

Ahora s11póngase que o: E Q,a = .,./A:, entonces la función g(:¡;) = F(x) - 7' es 1111 

levalltuuliento ele T k , rnás alÍn: 

. g"(x) . Fn(x) . F"(1;) 
lnn -- = lnn '---'-...:.. - .,. = A:. hm - '/' = O 

n-oo 71 H-OO TI. n_oo kn 

Por lo tanto como se mostró arriba, existe 1111 punto fijo con respecto a T k
. 

• 
Como observaciones a la demostración del teroenm se tiene que: 

Si T no tiene punt.os periódicos, ent.onces, 

1"(0) Jk(O) 1 1 
1----1<-+-

n k: n A: 

La distancia entre 11na iteración y otra nUllca es la lnislnu, rnás aún, cada iteración 
se acreea más una a la ot.ra y el límit.e 

1"(0) Jk(O) 1 1 
lim 1 -- - -- 1 < lim - + lim - = O 

n,k-oo 71 k l1,k-oo TI. H,k-oo k 

Esto significa q11e para cualquier ¡mnt.o Po de la órbit.a de T existe ot.ro punt.o PI 
de la órbit.a de T arbitrariamente cerca de Po. Por lo t.anto la órbit.a de T es densa 
en SI. 

Si ellímit.e es 11n número irracional, entonces la rotación T tiene 11na órbita densa. 

Definición. Si T : SI -> SI es un homeomorfismo q11e preserva orientación, y J 
11na f11nción q11e la represent.a. Se dice q11e el número: 

r(a') 
a = a(T) = lim --'-(rnodl) , a; E IR 

n-oo 11, 

es el número de rotación de T. 

Para el caso de dimensiones s11periores, comenzando para el caso IR2
, se tiene el 

t.oro de dimensión 2 (Tor2 ), q11e se define C01110 SI x SI, respet.ando las propiedades 
de cada cín:1110, así caela coordenada del t.oro se represent.a por puntos de la forma 
(111 + 271"'/',112 + 27rs), con 'I', s E Z. y los levantamient.os cn este caso se ven en el 
siguiente diagrama conm11tativo: 
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T 
TOT2 - TO',.2 

El toro bidimensional resulta especial, porque se puede ver. Y además se le puede 
tomar como el conjunto de todas las clases de eqnivalencia de los pnntos ele! plano 
)R2, para esto, se tiene qne analizar al toro desde el plano de la siguiente manera: 

Se reticula el plano en cuadrados unitarios, comenzando por el uladrado el 
[0,1) x [0,1), es deGir, el cnadrado de todos los pnntos en )R2 qne cnmplan con que 
O ::; 1: < 1, O::; Y < 1 

y así, para cualquier punto (x, y) E el, se considera igual a otro punto (,;" y') í el 
SI: 

, 
x =x +R 

y = y' + s 

con R, S E Z. Si R, S fueran menores al, entonces el punto (x' , y') se encontraría 
. (' ') en el, Le. x, y E el· 

En este caso, la línea :ti = 1 se asocia con la línea y = O Y se considera la misma, es 
por eso qnc al definir los cnadrados unitarios, se toma la igualdad estricta en O. Así, 
análogamente, los pnl1tos de la frontera del cuadrado qne se toman en cuenta para el 
caso ele x son ;]; = 1 Y no ;¡; = O. 

Entonces, se "dobla" ese cuadrado y se convierte en nn cilindro, y despnés se nnen 
las pnnt.as para convert.irlo en un t.oro . 

........... 

25 



Este toro nos puede dar mucha información acerca de la dinámica de los sistemas 
en el plano sin tener que analizarlos en el plano mismo, cosa que sería 1111 poco más 
complicada. 

Al igual que en el ca.so ant.erior del círculo SI, los cáleulos sobre alguna T en el 
toro se harán mod 1. 

Por ejemplo, tómese la t.ransformación T : SI -> SI t.al que lUlO de sus levan­
tamientos f sea f(:7;) = f(:¡;, y) = (2x + y, :1; + y), que mat.ricialmente se puede escribir 
COlllO: 

[i ~] 
qne aplicada a un vector x se ve COIno: 

[ 2 1] [ 1; ] [2:¡; y] 
11 Y :¡;y 

Supongamos ahora que se t.oma el punt.o Xo = (~, ~) como punt.o inicial, entonces 

f(:1:o) = f((~,m = 

[~t] [6] 

[~t] [t] 

[~ tJ-[3] 
Por lo t.ant.o, este punt.o t.iene periodo 3 bajo T. Y sólo hay que not.ar que T 4 = T. 
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En el caso particular de que cada una de las transformaciones actúa independi­
entemente sobre 8 1

, se toma qne las trasformaeiones del toro son un sistema de la 
forma TI X T2 . 

Por ejemplo, analogamente a lo señalado en esta sección referente al cÍrclllo 8 1
, 

I(,);) = f(1;) = (1; + Ir, y + 18) qne es la identidad en el toro. Si T tiene algún pnnto 
periódico 1;0 = (xo, Yo), entonces se cllmple qne T k(l;O) = Tk(,¡;o, Yo) = (xo, Yo) + (r, s). 

Entonces cada componente de la transformación T : TI X T2 tiene Sil número de 
rotación, ü(T¡) y ü(T2 ), entonces la razón de los números ele rotación :g~l es el 

número de rotación elel Tú,-2 Si la razón es racional, las líneas de la trasformación 
son recurrentes en sí mismas sobre el toro. 



3 Recurrencia y Ergodicidad 

Espacios Medibles. 

La teoría ergódiea estudia la dinámica en los espacios de medida, y las funciones y 
los conjuntos que interesan a ésta son justamente los medibles. Para ello se requiere 
de un marco general acerca de la teoría de la medida. 

Definición. Sea X 1l1l conjunto, se dice qne 1lna IT - o.lgclJ'ra. de s1lbconjnntos de 
X es 1lna colección B de s1lbconjuntos de X qne satisfacen ];LS signientes condiciones: 

i) X E B 

ii) Si B E B entonces Be E B 

iii) Si B" E B para n :::: 1, entonces U::'=1 Bn E B. 

Definición. A la pareja, (X, B) se le llama espacio medible. Ya los miembros de 
B se les llama conjuntos medibles en X. 

Definición. Si X es 1l1l espacio medible, Y es 1111 espacio topológico y 1 : X --> Y, 
entonces se dice qne 1 es medible si 1-1 (V) es nn conjnnto medible en X para todo 
conjnnto abierto V E Y. 

Definición. Una medida finita en (X, B) es 111m fnnción m B --> 1R+, qne 
satisface: 

i) m(0) = O 

ii) m(U:=l En) = L~=l rn(Bn), siernpre qne En sea. nna. sllcesión de mieInbros de 
B disjuntos dos a dos. 

Definición. Para cacla conjnnto E de números reales considérese la colección de 
intervalos abiertos {In}qne cnbren a E, esto es, la colección para la cnal E e Uln 
y para cada coleccón considérese la suma de las longitudes de sns intervalos. Las 
longitndes son números positivos. Entonces se define la medida exterior p.*(E) de E 
como el Ínfimo de t.ales snmas. De nna manera abreviada: 

¡.t*(E) = inf L l(In) 
ECU/t> 

Se signe inmediat.mncnt,e de la definición de 1)'* que p.*(0) = O Y qne si E e F 
ent.onces p.*(E) < p.*(F). También cnalqnier conjnnt.o qne consist.a de n11 sólo punto 
tiene medida ext.erior cero. 
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Una proposición importante acerca de la medida exterior es la siguiente: 

Proposición. [Royden, 1968, p. 54] La medida exterior de 1m intervalo es su 
longitud. 

Definición. Si E es un conjunto medible, entonces se define la medida de Lebcsgue 
p.(E) como la medida exterior de E. 

Definición. Sea X un espacio topológico. La rr-álgebrn. generada por los subcon­
juntos cerrados de X se llama rr-álgebra de Borel o la clase de conjuntos de Borel 
de X. Otra manera de ponerlo es: dado X entonces existe la mínima rr-álgebra S 
en X tal que cada conjunto abierto X pertenece a S. Los miembros de S se llaman 
conjuntos de Borel en X. 

A continuación se en1lnciará nn t.eormna qne afinna la existcIH:ia de una IHedida qllc 
será útil para este trabajo porque es invariante bajo rotaciones en el drGulo, si bien 
no es la versión más completa es suficiente para los propósitos de este trabajo, debido 
a que lo que se utilizaní son los resultados de los teoremas y no el Illétodo utilizado 
en las demostraciones, es por eso que sin restarles importancia a los argumentos de 
éstas, es mucho más relevante para el discmso y la continuidad del trabajo el Gabal 
entendimiento de los conceptos expresados en los enunciados de los teoremas más que 
la secuencia lógica de las demostraciones. 

Teorema. [Walters, 1982]. Sea e un gmpo topológico compad.o. Entonces existe 
una única medida ¡, definida en la rr-álgebra de Borel S de subconjuntos de e tal que 
p.( :¡;E) = p.( E), para toda .1; E e y para todo E E S y 11.( e) = l. 

A esta única medida 11 se le llama la medida de Ham. La medida de Ham también 
sat.isface que p.(Ex) = ¡,(E), \;fx E e, \;fE E S, porque para cada punto fijo x E e la 
medida IJx(E) = p.(E1:) es invariante bajo rot.aciones y por lo tant.o igual a IJ· 

Si U es un subconjunto abierto no vado de e, entonces t.iene medida de Haar 
diferent.e de cero, porque e = UyEG gU = g¡ U U .'12 U U ... U gkU por compacidad. Por 

lo t.anto, si IJ.(U) = O, ent.onces: 

p.(e) :s: I>(giU) = I:>(U) = O i 1 

Lo <Ollal e~ 11na contradicción 

También es fácil ver que si e es infinito, entonces la medida ele todo punt.o es cero. 
Es der,ir, la medida de Haar no t.iene át.omos. 
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Para el gmpo del círculo 8 1 = {Z E q 1 z 1= l} la medida de Haar es la medida de 
Lebesgue cin:ular normalizada. Y para el t.oro TO'/"n, la medida ele Haar es el producto 
direct.o de la medida de Haar en Sl. 

Definición. En general, si T : (Xl, El, Itr) --> (X2 , E2 , 112), se dice que T preserva 
medida si se cumple que: 

1. T es medible, i.e. que T-l(A) E El, para todo A E E2 o T-1(E2 ) E El 

2. JI'1(T-1(A)) = II.z(A), para t.odo A E E2 

La invariancia de la medida con respecto a la acción elel grupo e significa que para 
cualquier conjunt.o A E X Y para cualquier element.o 9 E e, se tiene que: 

A cont.inuación se darán unas definiciones y teoremas ligados a las funciones in­
tegrables y sus espacios, que serán necesarios para las demostraciones de teoremas 
fundamentales como el Teorema ergódico de Birkhoff. 

Definición. Se dice que una función f : X --> e es integrable si 

L Ifldlt < 00 

Definición. Se denota por L1 (X, E, It) al espacio de las funciones int.egrables 
f: X --> C. 

El espacio L1(X,E,¡.t) o simplemente L1(JL) se dice que es 1m espacio de Sanadl 
con norma 11 f 111 = J 1 f 1 dll. Asimismo, el espacio LP(X, E, Jl1 p 2: O denota 
al espacio de las funciones f : X --> e tal que 1 f jI' es int.egrable, y la fórmula 

1 

11 f 111'= (J 1 f 11' dJl.);; define una norma en LP(X, E, 1./')' 

Observación. El espacio L 2 (JI.) es de Hilbert.. 

Definición. Un espacio de Hilbert es separable si tiene un conjunt.o denso numer­
able. 

Definición. El espacio L2 (X, E, 11) es separable si y sólo si (X, E, /1) tiene una 
base numerable en el sent.ido que existe una sucesión de elementos {En}i' de E t.al que 
para toda E> O y para toclo B E E con /1(B) < 00 exist.e alguna n can JI.(B /::'E,,) < E, 

doncle B /::, E es la diferencia simétrica de B y E. 
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Teorema. [Rlldin, 1967] Si X es un espacio métrico, S la a-álgebra de Borel 
y JI cualquier medida de probabilidad en (X, S), entonces (X, S, j.I,) tiene una base 
numerable, 

Uno de los conceptos en que se cent,ra este trabajo es el de automorfisIllo, Este se 
encuentra relacionado muy cercanamente al tema de los sistemas dinámicos, sólo que 
este concepto reql1iere de más estrnctl1ra, ya que se define sobre un espacio medible 
y exige que la función sea medible, y no sólo eso sino que preserve la medida, 

Definición. Un automorfismo en un espacio de medida (X, S, j.I,) es un mapeo 
inyect.ivo T del espacio X en sí misrllo, tal que para toda A E S se t.iene que 
T(A),T- 1(A) E Sy 

Jl(A) = /L(T A) = JI,(T-1 A) 

En este C'L~O se dice que T preserva medid,,, 

Definición. Sean Al, A2 , A:¡, '''' An E S ajenos 2 ti 2, y sean 0.1, (/,2, a1, ""a." E IR, 
ent.onces se dice que una función ¡ : X -+ IR es simple, si se puede escribir de la 
forma: 

n 

¡(x) = L(I,iXA 
i=l 

donde ai E IR, Y XA es la función característ.ica de A, es decir, 

() {
O, si 1: rt A, 

/ '1' -
XA ,,- 1, si~; E A 

Una relación importante de funciones caract.erístic'Ls y t.rm1sformacione" elel espacio 
base en sí mismo es la siguiente: 

Teorema. Sea A un subconujunto arbitrario de X, y sea T : X -+ X, una función 
cualql1iera, Entonces, 

XA o T = XT-I(A) 

Demostración: 

Dos funciones son igl1ales si tienen el mismo dominio, el mismo contradominio y 
evaluadas cn todo punto del dominio coinciden, 
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1.Dom(XA o T) = Dom(T) = X 

Dorn(XT-'(A)) = X, pnes T-I e X 

2.COn.tT(XA o T) = {O, 1} 

Dom'(XT-l(A)) = {O, l} 

3. Sea 1; E X, ent.onces se t.iene qne demost.rar qne: XT-l(A)(;¡;) = XA(T(;/;)), para 
ello la prueba se dividirá en dos casos: 

Caso 1. ;E E T-I(A) 

CaBO 2. ;1; 1. T-I(A) 

Ahora, x E T-'(A), si y sólo si T(x) E A, porqne T-I(A) = {x E X I T(;¡;) E A}, 
Y si ;/; 1. T-I(A), si y sólo si T(;¡;) 1. A, por lo t.ant.o 

Para el caso 1. Snpóngase qne T(];) E A, es decir, x E T- 1 (A) 

a)XA(T(x)) = 1, porqne]; E A 

Para el caso 2. Snpóngase qne T(,,;) 1. A, es decir, x 1. T- 1 (A) 

a)XA(T(;¡;)) = 0, porqne]; 1. T- 1(A) 

• 
Teorema. [Rndin, p.16] Sea f : X --> [0,(0) nna fnnción medible, ent.onces exist.e 

nlla familia de fnnciones .o" simples en X, para n E N t.al qne: 

ii) st --> fe];) si n --> 00 para t.oda]; E X 

Teorema (convergencia monótona de Lebesgue). [Rndin, p.22] Sea Un} 
nna sncesión de fnnciones medibles en X, Y snpóngase qne, 

a) O::; f,(];)::; h(x) ::; ... ::; 00, para t.oda x E X 
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b) f;,(x) -> 1(1;) si n -> 00, para toda x E X 

Entonces, 1 es medible, y: 

r lnd/l' -> r ldf1 .Ix .Ix 

si 11, -f 00 

Lema (de Fatou), [Rndin,24] Si ln : X -> [0,00] es medible para cada entero 
positivo n, entonces: 

r ( lim inll,,)d¡L:S liminl r lndlL .J x n_oo n-oc.Jx 

Teorema Si T : X -> X, Y preserva rnedida, entonces, T define nl1a transfor­
mación lineal T' de D' dada por T'(J) = 10 T en sí mismo, tal qne, IT'(J)lp = 111p' 
Es decir, T' preserva la métrica, Le" (T es isométrica), 

Demostración: 

Lo qne se tiene qne demostrar es qne dado J~ 1 1 IP d/l' < 00 entonces Ix 1 10 T IP 
d/l' < 00, Primero se demostrará para fnnciones simples y despnés se generalizará 
para cnalqnicr 1 E [}', Sea 1 simple, entonces 

= L 1 a¡ 1" L XAid/l = L 1 a¡ 1" /l,(A¡) 
, , 

y por otro lado, 

Por lo tanto 
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= l L 1 (Li 1" (XT-IA,)d/l = L 1 o,i 1" 1'.(T-1(Ai )) = L 1 ai 1" p(Ai ) 

1- 1 Z 

Por lo tanto, si f es simple, entonces 

r 1 f 1" d/l = j. 1 f o T 1" dfL .Ix x 

Una aplicación del teorellla de convergeneia monótona de Lebesgne complet.a la 
prueba para t.oda f E D' 

• 
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Caracteres. 

Otra herramienta importante para el desarrollo del trabajo es el concepto de car­
acteres, este concepto será útil en el análisis de las transformaciones ergódicas en el 
círculo, dado que un punto que nos interesa especialmente son los homomorfismos 
continuos en el grnpo de! círculo 51. 

Definición. Sea G un grupo abeliano compacto. Se denota por é la colección de 
todos los homomorfismos continuos de G en el círculo unitario 51. Se dice que los 
miembros de G SOn los caraeteres de G. 

Bajo la multipli;:ación de funciones, G es un grnpo abeliano. Con la topología 
compacta abierta, G se convierte en un grupo conmutativo localmente compacto. 

Si G = 51 = {z E q 1 z 1= 1}, entonces cada elemento de SI es de la forma 
z ...... z", para algún n E l. lVhís aún, el grupo de caracteres del t.oro de dimensióll TI. 

~ 

(ToT") , es isomórfico a (l", +) Y cada "( E Torn es de la forma: 

Para alguna (PI, ... , p,,) E l" 

Dado lo anterior, se tienen los siguientes resultados: 

é tiene una base topológica 1111l11emble, si y sólo si, G t.iene una base topológica 
numerable. 

é es compacto si y sólo si G es discreto. 

Combinando los dos resultados anteriores, G es compacto metrizable si y sólo si 
é es un grupo discreto numerable. Esto permite transformar algunos problemas de 
grupos compactos metrizables abelianos a problemas de grupos discretos llllluerables 
abeliallos. 

Teorema de dualidad. [Pet.ersen, 1983] é es naturalmente isomórfo (como grupo 
t.opológico) a G, el isomorfismo está dado por el mapeo c' ...... a donde ah) = "((0.) 
para toda "( en é. 

~ --
Si GI , G2 son grupos abelianos localment.e compactos, entonces G l x G2 = G I xG2 . 

Todos los caraeteres de G I x G2 son de la forma Cr" y) -> "((x)8(y), donde "( E G l y 

ti E Gz· 
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Sea G compacto. Los miembros de G son miembros IIlutuamente ortogonales de 
L 2 (/L), donde !J. es la medida de Haar. 

Finalmente, si G es un grnpo compacto, G es metrizable si y sólo si G tiene nna 
base topológiut Il\llnerable [Walters,13]. 
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Endomorfismos del toro. 

Como ya se mencionó, al toro se le puede ver de manera nllllt,iplicativa corno 1'0'1''' o 
aditiva COIllO lR" /2", donde lR" es el grnpo aditivo del espacio euclidiano n-dimensional 
y 2" es el subgrupo de lR" quc consiste de todos los puntos de coordenadas enteras. 

Un isornorfismo de grupos topológicos de 1'0,." a lR" /2" esta dado por: 

Teorema. 

i) Cada subgrupo cerrado de SI es o SI mismo, o un grupo cíclico finito que 
consiste en tOel'L~ las p raíces ele la unidad para algún entero p > O. 

ii) Los únicos automorfismos de SI son la identidad y e! mapeo z f-; Z-I. 

iii) Los únicos homomorfismos ele SI son los Inapeos 'Pn(Z) = zn,n E 2. 

Demostración. Sea d la métrica em:lieliana usual en SI, que es nna métrica de 
rotación invariante sobre SI. 

i) Sea H un subgrnpo cerrado de SI Si H es infinito entonees tiene un punto 
límite, aSÍ, VE > O, ::In., b, E H con d(n., b) < E Y a 01 b. Entonces d(b- l a, 1) < E Y por 
lo tallto las potellcias de [¡-la SOIl E-densas en SI. Por lo tanto H es E-densa en SI y 
H=SI 

Si H es finito, y tiene p elementos, entollces uF = lvo. E H. ASÍ, caela elemento 
de H es una p-ésima raíz de la unidad y dado que hay p elementos en H, H debe 
consistir de todas las p-ésimas raíces de la unidad. 

ii) Sea e : SI ---> SI 1111 automorfismo. Se tiene que e(l) = l. Dado -1 es e! único 
elemento de SI de orden 2 se tiene que e( -1) = -l. Dado que 'Í y -'Í son los ú!lieos 
elementos de orden 4 entonces o B(i) = i, Y B( -'Í) = -i o e(i) = -'Í y B( -i) = 'Í. 

Considérese el primer caso. Dculo qnc B lllapca intervalos a illtervalos, e! intervalo 
[('Í] de 1 a'Í es o mapeado en sí mismo, o en ['Í,-I] (todos los intervalos se consideran 

en cont.ra de las manecilla., de! reloj). Pero dado qlle [('i] no contiene a -1 no Pllede 

ser l1utpeado a [,i, .... l], aSÍ, g[l~il = [l~il· 

El (mico elemento de orden 8 en [('Í] es erri
/

4 y aSÍ, ést.e debe ser fijado por (J. Por lo 

t.ant.o e[l, e-;'i/4] = [1, e-;'i/4]. Por ind11cción se prlleba que B(e2rri/2k) = e2rri/2k para cada 

37 



k > O. Se sigue que e fija todas las 2k-ésimas raíces de la unidad VI.: > O Y entonces 
es la identidad. En el segundo caso se muestra que e(e2ni/2k) = C2ni¡2

k
, VI.: > () y 

entonces e(z) = Z-l, Z E Sl 

iii) Sea e : Sl ---; Sl un endomorfislllo. Si e es no trivial, su imagen e(Sl) es un 
subgnrpo conexo cerrado de Sl y aSÍ, II(Sl) = Sl por el inciso i). El kemel J( er(e) es 
IUl subgnrpo cerrado de Sl, entonces o J( c.,.(e) = Sl o J( eT(IJ) = H", que es el gmpo 
de todas las raíces de la unidad, para alguna p. 

El primer <:aso corresponde a 11 t.rivial. Si J( c'r(O) = Hp, sea a" : Sl / Hp ---; Sl el 
isomorfismo dado por up(zH,,) = zP, y sea el : Sl / Hp ---; Sl el isomorfismo inducido 
por e, (e l (zHp ) = e(z)). 

Ent.onces 1I1a¡;-1 es un aut.omorfismo de SI y por el ineiso ii) o B1a¡;-1(z) = z, Vz E SI 
o 1I1u¡;-1(Z) = z-I, Vz E SI. Ent.on<:es o lJ(z) = el (zHp ) = B1n;1(zP) = z", Vz E SOl o 
lI(z) = z-P, Vz E SI 

• 
Teorema. Cada endomorfismo A : Tar" ---; Tor" es de la forma: 

Donde a.ij E Z. 

y en not.ación aditiva: 

[ Gij 1 

Donde [ ([,ij 1 es la matlü de n x n <:on O'ij en la (i,j) - c.sinw ent.rada. 

Denlostración. Sea"i: Tar" ---; TaT la proyección de la n-ésima coordenada. 
Ent.on<:es "i o A : Tm'" ---; Tal' es un homomorfismo, y por el hecho de que los únicos 
hOlllomorfismos de Tar" a SI son los mapeos de la forma: 

ento1ll;es, 

A( ) gil - aa Di. 
7riO Zl,.·.,Zn = Z1 . Z2 . Z3 ···Z,// 
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donde aij E Z. 

• 
A mapea Tor" sobre sí mismo si y sólo si det [ aij 1 f O. 

A es 1lll allt.olllorfislllo de Tor" si y sólo si det [ (l.ij 1 = ±l. 

Por lo t.anto, los endomorfismos sllprayect.ivos del Tor" están en correspondencia 
lino a 11110 con las matrices de entradas enteras CllyO determinante es diferent.e de 
cero. 

Sea A : Tor n 
--7 TOT" lIn endomorfislI1o. Consideramos ahora cómo el mapeo 

--- -- -- -A : TOT" ---> Torn ac:t.lÍa como llna fllnción de Z" cllando TOT" se identifica con Z" 
mediant.e el isomorfismo: 

1 f-+ [ m¡ ] 

rn" 

C11 'ill lo (z ) - rrtl rn2 171,,, ( ( ! ZI, 2,···, Zn - ZI . Z2 ..... Z1I. 

Teorenla. Sea G lln grnpo t.opológico compacto abeliano. Sea A G --7 G lIn 
endolllorfismo sllprayect.ivo, entonces A preserva la medida ele Haar. 

Demostración. Sea A : G ---> G lln enelolllorfismo continllo y sea 11, la medida de 
Haar en G. Se define llna medida normalizada sobre los sllbconjllntos borelianos de 
G como: I,,(E) = m(A-I(E)). 

II.(Ax. E) =m(A- I (A1;' E)) = m(:¡;· A-lE) = ¡L(E), dado qlle A mapea a G 
en sí mismo, se bene qlle /1, es lIna rotación invariante y por lo tant.o 11· = m, por la 
propiedad de lInicidad de la medida de Haar. Por lo t.ant.o A preserva medida de 

Ham. 

• 
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Ergodicidad. 

En los sist.emas dinámicos es import.ant.e conocer ent.re ot.ras cosa.s el compor­
tamiento asint.ót.ico de las órbit.as, en especial, si en alglÍn moment.o la funeión vuelve 
a pasar por el mismo punt.o por la mis m a vecindad de un punt.o, es dedr que para 
toda J( E N cxiste alguna /;; > J(, t.al que Tk(p) E E, para E e X y si pasa, cuantas 
veces lo hace. (En est.e caso, p es punto de recurrencia de E, para alguna T : X -> X). 

Que siempre exista mm /;; implica que regresa un nlÍmero infinito de veces al con­
junto E, excluyendo el caso de la reeurrencia finit.a .. 

En llmehas ocasiones, se pret.ende predecir el comportamient.o ele algunos sistemas, 
como por ejemplo el de la t,cmperat.ura o clima en una determinada región del planeta. 
La idea es que si llueve alglÍn día con cierLa int.ensidad, nos int.eresaría saber si podrá 
llover ot.ra vez en el futuro mas o menos con la misma int.ensidad con la que llovió 
anteriorment.e. 

La idea de pensar en que lo que alguna vez pasó pueda pasar ot.ra vez en el futuro, 
est.á fuertement.e reladonaclo con el siguiente: 

Teorema de Recurrencia de Poincaré. Para cualquier aut.omorfismo que 
preserva medida T : X -> X, X eompacto y cualquiera E E B un boreliano, se 
tiene que easi todos los punt.os x E E son puntos de recurrencia de E. 

Demostración. Sea N el subconjunt.o de E que consist.e en todos los puntos 
:1; E E que no regresan a E. N E B, dado que 

Si x E N, entonces todos los punt.os de la forma Tn(:D), n = 1,2, :3, ... nO pertenecen 
a E, y entonces, T"(x) 1:. N, i.e., 1; 1:. T-n(N). Por lo tanto NnT-n(N) = 0,n = 
1,2, .... Esto implica que los conjunt.os N,T- 1 (N), T- 2 (N), ... son disjuntos. De 
hecho, para O :S "/1.[ < 712 se tiene que: 

T-"¡ (N) n T-n 2 (N) = T-n¡ (N n T(-n¡-n2 )(N)) = 0 

Por lo tanto, 

La última igualdad sólo se da si /L(N) = O. 

• 
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Otra forma de enunciar el teorema de recnrrencia es: Dada T : X --; X, una 
transformación que preserva medida, ell un espacio de medida (X, S, p.) y E E S, de 
medida positiva, entollces casi todos los pUlltos de E regresan un número illfinito de 
veces a E bajo it.eraeiones positivas de T. 

Definición. Si existe el siguiente Iílllit.e: 

n-l 

. 1 L k f = lim - f(T(:I:)) 
u-oo n 

k=ü 

para ulla fnnción f E L' ,x E X, n E N 

entollces a f se le llama la media de tiempo o media t.emporal cn un sistellla 
dillámico dado por T. 

También se dice qne esa media es la media a través de la trayectoria. (La t.rayec­
toria de un punto x es el conjunto de puntos dc la forma T k(1:). 

Por ejcmplo, ~ ¿;~:~ XB(Tk(x)), donde XB es la fUIH:ióII caraderística de E, cs 
el numero promedio de veces quc la trayectoria del punto x pasa por el conjunto E 
desde el t.iempo cero hasta el t.iempo TI - 1. 

Definición. Si cxist.e el siguiente lílllite: 

J = /' f(:c)d/l . 
.Jx 

para nna función f E V, ¡¡.(X) = 1 

cntollces a J se le llama la media del espacio o media espadal en l!1l sistema 

dinámico dado por T 

EII 1111 sist.ema dinámico lo que nos interesa es hacer prediccioncs est.adíst.icas acerca 
de las órbit.as de T. Una buella manera de llevar a cabo esto, es cont.ar si las órbit.as 
o alg1lna órbit.a del sist.ema pasa por alguna part.e del espacio, y si lo hace, verificar 

con q1le frec1lcncia. 

En el caso de las rot.aciones del círc1l10 se puede medir q1lé t.ant.as veces pasa una 
f1lnción T por algún int.ervalo dado. Es decir, nos gl1staría calc111ar Cl1ant.as veces Ti 
pasa por l1n conj11nt.o E despl1és de n iLeraciones y obteller 1111 pan'unef;ro est.adístico 

COl1l0 el promedio: 
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li(i, talqu.eT i (x) E E) , 
'-C-'--_'----_--'--'-_---"-, ',. = 1, ",n 

n 

Esta expreslOn ele arriba representa la frecnencia relativa de h"~ veces que lllm 
transformación Ti (";) pasa por el conjnuto E. 

Además otra pregnnta relevante es qué pasa cnando el nÚlllero de it.eracioues es 
Illny grande, es decir, cnando n -> 00: 

1
, .d (,--i ,-' t_{/...:.l q_u __ eT=-'2( , __ 'c )é-E.=...,:E:..c.) 
11U -

n 

En el ejemplo de las rotaciones del círcnlo, snpóngase qne la rotación T es de ~, 
ento11ces, la pregnnt.a estadística es cwíntas veces T i (:¡;) pasa por el intervalo (~rr, %), 
despnés de algún número de it.eraciones y con qné frecnencia relativa lo hace, 

Snpongamos que se qniere saber cnant.as veces después de cuat.ro it.eracioues pasó T 
por ese intervalo, comenzaudo en el pnnt.o e = o (para eZ,ciD) , iut,nitivmneute podemos 
iuferir qne cada 4 veces T vuelve a caer en el intervalo mencionado, Entonces la 
frecuencia relativa es 1 de 4, es decir: 

~u, talqncTi(x) E (T' %)) 1 
= 

'TI. 4 

y 

1
, p(i,talqu.eTi(:¡;) E (T' %))) 
1m 

'TI. n 

Donde O(x) es la órbit.a de x bajo T, 

Ahora, si la rot.aeión uo tiene puntos periódicos, (caso que es más illlportant.e 
para el análisis ergódico), entonces se antoja peusar qne las veces qne pasa Ti por 
el intervalo meucionaclo es precisamente lo que llliele el iut.ervalo (como se vió en la 
seccióu de! teorellla dclulÍmero de rotación), pnesto qne a cada vue!t.a qne T da sobre 
el SI, no toca el pnuto qne t.oco eu la vuelta anterior, es decir, qne uo se cumple que 
T"(";) = x, entouces la rotación va t.ocando pnnt.os difereutes del iut.ervalo mieut.ras 
más vueltas le da, llenando el intervalo urando TI. -> 00, 

y precisament.e el teorema ergóelico ele Birkhoff nos dice que: 

, ~(i, talqucTi(a;) E E) (E) 
hm = ", 

11----->00 n 
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Teorema ergódico de Birkoff-Khinchin. 

Sea T una transformación que preserva medida en un espacio de medida X, Y sea 
fE LI(f./'). Entonces el promedio ergódico ~ ¿Z;:~ f(Tk(x)) converge para casi toda 
:D a una función límite l' (x) que está también en L I (f./,). La función l' es constante 
en las órbitas i.e., I'(T'(x)) = 1*(1:) casi para toda x. En el caso de fl'(X) < 00 
también se tiene que .('{ ¡ dp, = Ix l' dJ!o. 

Para demostrar este teorelna se necesita el siguiente lema que se conoce como el 
teorema ergódico maximal. Supóngase que 

n-l 

Sn(x) = L f(Tk(1:)) 
k=O 

donde TO(x) = 0, ¡mra toda 1:. 

El teorema ergódico de Birkhoff es equivalente a probar que ~ T" (:e) converge casi 
en todo lugar a una fundón límite l' (1:). 

Lema. Sea A = {XIS'llPn>OS,,(x) > a}, entonces .f~l f(x)rl¡l 2: a 

Denlostración. Se tiene que, 

maxOSkSnSk(T(J:)) = max{O, f(T(x)), ... , f(T(x)) + ... + f(T"(x))} 

= rnax{J(:D), f(x) + f(T(:E)), oo., ¡(x) + f(T(x)) + ... + f(T"(:D))} - f(x) 

Por lo tanto 

donde 

'P;, (:1:) = ma:E{ SI (x), oo., Sn(:E)}, 'Pn(:E) = m,ax{O, SI (x), oo., S,,(X)} 

Supóngase ahora que An = {x E XI'P,,(:D) > O}. Entonces, dado que 'P;,+I (:1:) 2: 
tp';l (.T-) 1 se tiene qne 
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y dada la propiedad ele preservación de medida de T, se tiene qne: 

.L f (,7; )d¡.¡. ;::: L 'Pn (T( o;) )dp - L. 'Pn (T( x )rlJi. 

L-An 'Pn(T(:¡;))d¡L 

;:::0 

Dado qne 'Pn ;::: O. Ahora, An <;; An+! Y A = U;:"=l An' Lnego, 

• 
Demostración del teorema ergódico de Birkhoff. 

Para <onalesqniera dos llúrlleros racionales ([" b, ([, < !J, se tiene qne: 

1 1 
Ea,/; = {:¡; E X¡lil1l 'inf-8n(';) < (f < {¡ < lil1l 871.p-Sn(X)} 

n-oo n n-oo '1" 

Ea,/; E B y es T-invariante. Para probar la existencia dellillln~oo ~8n(X) casi en 
todo lngar, es snficiente con demostrar qne p.(Ea,¡,) = O, para toda a, b. Pónganse fijas 
a a, by pongase E = Ea,l>' Consideres e la fnnción: 
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g(;J:) = { f(,;) - b, para;c E~, 
0, para ;1; ~ E. 

Aplicando el teorema ergóelico maxilllal a esta función, se obtiene: 

r g(X)d¡l.2' O ............... (I) 
.J A(g) 

Donde 

{x E XSUP~5,,(X,J) > b} 
n;::l n 

E <;;; A (g). Dado que E es invariante y g desaparece fuera ele E, se tiene que 
5,,(;¡;,9) = 0, para x E X, i.c., A(y) <;;; E. Por lo tauto A(.'l) = E, y cut.one,." (J) se 
puede escibir de la forma 

l f(X)rl¡l 2' b¡l(E) ............... (II) 
.lE 

De manera análoga, considérese la función 

Ent.onces 

'() {a - f(x), g ;¡; = 0, 
para;¡; E E, 
para:/; ~ E. 

1 
= {J; E Xlinf">1-s,,(X, f) < CL} 

- TI. 
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Nuevament.e se tiene que A(g') = E por razones an(,logas a las de arriba y 

r f(:¡;)dl.l.::; ul'.(E) ............... (JJI) 
.fE 

De (J 1) y (I JI) tenemos que 1./.( E) = O dado que (J. < b. Entonces el promedio 
ergódico converge casi en todo lugar a una función límit.e dellotada por 1*. Ahora, 

y por el lema de Fatou se tiene que: 

j. 11*lrlp.::; lim inf /. I~ ~f(Tk(:I;))lrlll::; /. If(x)ldp 
x ll-Jo

OO
• X n k=O . X 

Así que, 1* está en L1(¡'I). 

Ahora supóngase que IJ.(X) < oo. Si f es una fUllción acotada entonces la.> fun­
ciones ~sn(:¡;: f) están bunbién acot.ada..., por la nÜSIlUl, constante qne acota a J. Por 
el teorema de convergencia se tiene que: 

r J'dp = lim j. ~S,,(:l;, J)dlL .Ix n-oo x n 

= /. fdll . 
. X 

Si f no está acotada, pero si está en L1 (p.), entonces se puede encont.rar Ull a 
sllcesióu (!k)k=l ele [uIlciones acotadas que convergen a f en la llorllla L1

. Ahora, 
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1 1 ,,-! 
::; IIU - Al'lI! + IIJ; - -sn(x, Alll! + - LilA - JII! 

n n 
k~O 

Se sigue de lo anterior que ~s,,(x, f) -; l' E non na L!, así que: 

Pero Ix ~s,,(x, f)dp. = r~ Jdp. y por lo tant.o 

l· l' dp. = j' J dp . 
. x x 

• 
Definición. Un sistema dinámico es ergódico si se cllluple que la media de tiempo 

es igual a la Inedia del espacio. 

Un ejemplo de esto es si las rotaciones T del círculo en sí mismo, no tinen puntos 
periódicos) (Hna rot.ación irraeioual), entonces existe una n1cdicla invariante (que es 
la de Lebesgu8 l para los intervalos por los que T pasa. 

Del mismo modo, si la rotación es racional, entonces la medida ergódica es una 
medida invariante como la de frecuencia relativa en probabilidad, siendo la medida 
total del círculo igual a 1: p.(S! l = 1. 

1..,[ás adelante se podrá analizar qué pasa con los eigenvalores de las trn.snforma­
,;iones T lineales y sus operadores inducidos que se encuentran en el drculo, y si sus 
medidas son ergódicas o las funciones mismas son ergódicas. Los eigenvalores son una 
herrauüellt,(t para clasificar y analizar dichas fUllciones. 

Definición. Sea T : X -; X lIua trausformación que preserva medida. Si X es la 
unión de dos conjuntos disjuntos E y F de medida positiva, y E Y F invariantes bajo 
T, entonces el estudio de cualquier propiedad de T en X se reduce al estudio de las 
propiedades correspondientes de T en E y de T en F. Si este es el caso, se dice que 

T es descomponible. 

Las funciones más significativas para este estudio son las indescomponible. A 
tmnsforma(:iones como estas se les llama ergóclieas. 
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La ergodicidad es nno de los reqnisitos natnralcs para qne nna transformación 
"revuelva bien" los pnntos del espacio en el qne adlÍa. 

Para dar ejemplos de transformaciones ergódicas se elebe rcfonnular el concepto 
ele ergoelicielael ele nna manera más precisa. 

Definición. Se elice que T es ergóelica si y sólo si IÍnicamente tiene conjuntos 
triviales invariantes, esto es, si y sólo si ¡I( E) = O o 11.( X - E) = O, siempre y cnanelo 
E sea un conjunto meelible invariante bajo T. 

Es decir, qne si T tiene la propieelad de que T(E) = E, esto implica que II.(E) = O 
o ¡l(X - E) = O. 

Otra forma de expresar el concepto ele una transfonnaGÍón ergódica se da en la 
siguiente 

Definición. Sea (X, S, /L) nn espacio de probabilidad, es decir, llll espacio de 
Illedida nonllali~ado, i.e. /1.(X) = l. Una transformación T qne preserva Illedida en 
(X, S, ¡.l.), se dice qne es ergódica si los IÍnicos miembros de E E S COl! T(E) = E 
satisfacen que /1.(E) = O o ¡L{E) = l. 

Definición. Una fnnción q : X -> ce se dice que es invariante con respecto a un 
antornorfisIllo T, si: 

.'l(T-1('T)) = .'l(T(:¡;)) = .'I(x) 

Esto quiere decir qne si a cnalqnier pnnto de la órbita se le aplica la fnnción .'l, 
entonces levanta a una altma constante en toda la trayectoria. 

Lema. Si el espacio de medida X es ll1l espacio topológico con mm ba.se 1l111nerable, 
tal que cada conjunto no vacío tenga medida positiva, y si T es mm transformación 
ergóelica que preserva medida en X, entonces para casi toda x E X la órbita de J; es 

densa en todo lugar. 

Demostración. La órbita ele J; no es densa si y sólo si existe un conjnnto abierto 
no vacío G tal que x pertenece a la int,ersccción de todo X - Tn (G). Dado qne esta 
intersección es un conjnnto invariante disjunto de G y dado qne /1.( G) > O, entonces 
tiene mediela cero. Si x no pertenece a ningnna dase n11I1wrable de conjnnt.os de 
medida cero, entonces x tiene nna órbit.a densa. 

• 
Snpóngase qne Tes nna rotación, es decir, T(x) = C3; en nn grnpo abeliano COIll­

pacto X con nna base mnnerable. Si T es ergódica ent.onces por el lema ant.erior, 
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existe al menos un punto, digamos Xo cuya órbita es densa. Dada que la tntnsfor­
maeión que manda a x en :1;X01 es un homeomorfismo, manda la órbita de Xo ({ cno;o}) 
en una sucesión densa. Sin embargo, la imagen de la órbita consiste exactamente en 
las potencias de c. 

Si Fes flllH:ión arbitraria de X, otra fnnción 9 de X se define por g(x) = f(T(1;)). 
Si escribimos g = Uf entonces U es un mapeo que opera sobre funciones. Este 
mapeo U tiene propiedades importantes: U es lineal y si T preserva medida, entonces 
U manda a L 1 cn si mismo, de hecho cs una isometria de L 1 

Supóngase por el cont.rario que {en} es densa. Si f es el caract.er de X (un homo­
morfismo cont.inuo en el grapo del círcnlo), ent.onces f(e1;) = f(c)f(:c), así que f es 
Illl vector propio del operador unitario inducido por T. 

Dado que los caracteres constit.uyen un conjunto ortononnal completo en L 2
, cada 

función invariante cn L 2 se puede expander en términos de ellos. 

Dado que para operadores 1llüt.arios, vcdores propios con distintos valores propios 
son ort.ogonales, cada función invariantc en L 2 (cada vector propio con valor propio 
1) es una combinación lineal de caracteres con valor propio 1. 

De hecho, si f es un caractcr y f(ex) = f(x) casi en todo lugar, entonces, por 
cont.inuidad, f(ex) = f(x) cn t.odo lugar y por lo tanto f(enx) = ¡(x) cn t.odo lugar. 
El resultado se sigue si se hace x igual a 1. 

Una rotación en el toro T( (1;, y)) = ((hx, ey)) es ergódica si y sólo si las coordenadas 
delmult.iplicador (los números b y e) son int.egralmente independientes, esto es, ll'e

m = 
1 para enteros m y TI. illlplica qne n = m = O. 

Teorema de equivalencia. [Walt.ers, 1982,28] Si (X, S, f.L) es nn espacio de 
probabilidad, y T : X --> X preserva medida, ent.onces los siguientes punt.os son 

equivalentes: 

i) T es ergódica. 

ii) Siempre que T sea meclible y (f 0'1') (:¡;) = f (1; y, 'h; E X, entonces f es constant.e 

casi en tocio lugar. 

iii) Siempre que T sea medible y (f o T)(x) = f(1;) casi en tocio lugar, entonces f 
es constante ca.si en tocio lugar. 

iv) Siempre quc f E L2(j.l,) y (f o T)(x) = f(x), 'eh; E X ent.onces f es const.ant.e 

casi en todo lugar. 
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v) Siempre que f E L2 (/J,) y (J o T)(a;) = f(x) casi en todo lugar, entonces f es 
constante en casi todo lugar, 

Teorema. La rotación T(z) = az en el círculo unitario SI es ergódica (respecto a 
la medida de Haar) si y sólo si a no es una raíz de la unidacL 

Demostración. Supóngase que a es una raíz de la unidad, entonces al' = 1 para 
alguna p # O, Sea f(z) = zl', Entonces f o T = f y f no es constante casi en todo 
lugar, luego, T no es ergódica por el punto ii) del teorema anterior, 

Por el contrario, supóngase que a no es una raíz de la unidad y que f o T = f, f E 
L2 (/1,), Sea f(z) = 2:::::'=_= b"Z" su serie de Fmier, Entonces f(az) = 2:::::'=_= b,,(I,"Z" 
y entonces b" (a" - 1) = O para cada 'TI, Si n # O entonces b" = O, Y por lo tanto f es 
constante casi en todo lugar, Y por el punto v) del teroema anterior, Tes ergódica, 

• 
Teorema. Si G es un gl'1lpO compacto abeliano (con medida de Haar), y A : G -; 

G es un endomorfismo continuo suprayectivo de G, entonces A es ergódica si y sólo 
si el caracter trivial, == 1 es el lÍllico , E G que satisface que, o A" = , para alguna 
n > 0, 

Demostración. Supóngase que siempre y cualldo ,An = , para alguna n ::O> 1 
tenemos que, == L Sea f o A = f con f E L 2 (/1,), supongamos que f (,;) tiene la serie 

de Fourier 2::: a",,, donde ,n E G y 2::: la,,1 2 < 00, Entonces 2::: a,,'n(Ax) = 2::: (J,n',,(';) , 
así que si '''' '" o A, 'n o A2

, "" son todos distintos, sus coeficientes son iguales y por 
lo tanto cero, 

ASÍ, si a" # 0, 'naP) = '" para alguna jJ # 0, Entonces ,,, == 1 por suposición y 
entolH:es f es constante casi en todo lugar, Por lo tanto A es ergódica por el punto 
v) del teorema de equivalencia, 

Por el contrario, sea A ergódica y ,A" = "n > 0, Si n es el menor entero, 
f = , + ,A + '" + ,A"-1 es invariante bajo A y no constante en caBi todo lugar 
(siendo la suma de funciones ortogonales), contradiciendo el I?Unto v) del teorema, 

• 
Estamos especialmente interesados en el caso del toro de dimensión n Tor", Como 

se vio anteriormente, en la sección de endomorfisrnos del toro, reen"rdese qne n11 
endornorfisrno snprayedi vo A : Torn -; Tor" está dado por nna matriz [ A] de n x TI, 

~ 

de entradas euteras y qne Tm,n se pnede identificar con Z" y la acción ondncida 
A: Tor" -; Torn corresponde a la acción de la matriz transpuesta [A] " en Z", 
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Corolario. Sea A : Tor" -> Tal"" nu eudomorfislllo continno snprayedivo del 
n-toro. Entonces A es ergódica si y sólo si la matriz [A] no tiene raíces de la nnidad 
como eigenvalores. 

Demostración. Si A no es ergódica, el teorema anterior da la existencia de 
r¡ E Z", IJ f O Y k > O con [A]Zq = q. Entonces [A]~ tiene eigenvalor l, así qne [A], y 
por lo tant.o [A], tiene a 1ft k-ésilllft raíz de 1ft unidad COlllO eigenvalor. 

Por el contrario, si [A]t tiene Ulla k-ésitna raíz de la anidad corno un eigcllvalof, 
entonces [AW tiene a 1 como eigenvalor. Por lo tanto ([A]~ - 1)(71) = O, E lII." para 
algunft y E lII.", Y dado que la matriz [A], tiene entradas enteras podemos encontrar 
tal 7J E Z". Por lo tanto, [A ]Z7J = 7J Y A no es ergódica por el resultado de! teorema 
1.10. 

• 
Teorema. [Walters, 1982, 31] Si T(.7O) = a· A(:¡;) es una transformación afín de! 

grupo compacto metrico, conexo abeliano G eutonces los signientes son equivalentes: 

i) T es ergódica (con respecto a la medida de Ham) 

ii) a) Siempre que I o Ak = I para k > O entonces ,oA = I Y 

ii) b) El subgl'1lpo cerrado más pequefio qne contieue a a y a BG, (donde B.o; = 
:¡:-1 . A(J:)) es G, i.e., [a, BG] = G. 

iii) Existe :¡:o E G con {T"(J:o) : TI 2: O} denso en G. 

iv) p({:¡;: {rn(:¡:): TI 2: O es densa}} = 1. 
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4 Teoría Espectral 

La t.eoría espectral at.aca el problema de est.ndiar la geomet.ría de algnnas t.ransforma­
ciones que sean lineales, T : V --> V. Para ello, se vale del est.udio de los eigenvalores, 
que son los valores A para los cuales se cumple qne: 

Es elecir, que la aplicación lineal aplicada a 1l!l vector X sea ignal al umltiplo 
escalar ele ese vedor. Y a ese vector se le llama el eigenveet.or. 

En est.a sceeión nos ocuparemos de analizar el espedro, que es el conjunt.o ele los 
eigenvalores de los operadores unit.arios de los sist.elllas dinúmieos T", que son los 
operadores inducidos por los aut.olIlorfismos T que preservan medida. Para ello, se 
est.ablecerán las siguient.es definiciones: 

Definición. Se dice que T' es nn operador adjunt.o de T si: 

(T(x),y) = (x,T'(y)) 

para t.oda J;, y E X, siendo (,) el producto interior usnsal en IR". 

Definición. Un operador T se dice que es: 

i)Ant.oadjunt.o, si T = T' 

ii)Normal, si TT' = T'T 

iii) Unit.ario, si TT' = T'T = J 

Si T es aut.oadjunt.o, ent.onces: (x, T(:c)) = (T(x), J;) = (:1;, T(1;)) 

Dos resnlt.ados import.ant.es de la t.eoría espeet.ral son: 

Si U es nnit.ario, y A E !T(U), ent.onces, IAI = 1 

y si U es aut.oadjunt.o y A E !T( U), ent.onces, A E IR. 

Donde !T(U) es el conjunt.o de eigenvalores de U. 

Como ejemplo, se cakularú ahora los eigenvalores de la t.rasnfoIlnación T del ejem­

plo del t.oro: 
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Uno de los objet.ivos principales del t.rabajo se cent.ra en los sist.emas ergódicos. El 
siglüente teorema liga la teoría espectral con los sist.emas ergódicos qne se vieron en 
la sección ant.erior y en especial con las rot.aciones en el grupo de! círcnlo. 

Teorema del valor propio. Una transformación T qne preserva medida y qne 
es invert.ible en nn espacio de medida finit.a es ergóelica si y sólo si elnlÍmero 1 es nn 
valor propio simple del operador nnitario indncido U. 

Si T es ergódica entonces el valor absolnto ele cada flllH:ión propia de U es const.ante, 
cada valor propio es simple y e! conjnnto de valores propios de U es 1111 snbgrnpo del 
grupo del círcnlo. 

Demostración. Dado qne el espacio tiene medida finita, cada fnnción const.ant.e 
f est.á en L2; dado qne Uf = f, elnlÍmero 1 es siempre valor propio de U. Daelo 
qne el conjnnt.o de todas las fnnciones const.antes es nn subespacio unidimensional ele 
L 2 y dado qnc T es ergóelica si y sólo si las lÍnicas fnnciones invariant.e sde L 2 son 
constantes, la primer afirlllaeión del t.eorema est.á demostrada. R.ecnérdese qne una 
fnnción en L2 es invariante si y sólo si es la fnnción propia de U qne corresponde al 
valor propio 1. 

Dado que U es nnitario, cada valor propio de U t.iene valor absolnt.o 1. Se signe 
que si f es una fnnción propia con valor propio c, i.e., f(T(x)) = cf(J:) ca.si en todo 
lugar, entonces Ifl es invariante: la ergodicidad ele T implica ent.onces qne Ifl es 
constante. Si f y 09 son fnnciones propia.s con valor propio c, ent.onces f /09 es una 
función invariant.e, así qne 9 es mlÍlt.iplo const.ant.e de f· Nótese que dado que 1.'11 
es ulla const.ante diferente ele cem f / q tiene sentido. Esto prueba la simpliddad de 
cada valor propio. Si, finalmellte b y c son valores propios de U con correspondientes 
funciones propias f y g, entollces f /!J es nlla función propia ele U con valor propio 
b/ c; esto prueba que los valores propios de U forman un grupo. 

• 
La t.eoría ergódica se puede estudiar desde tres diferentes lliveles; qnc son a(k~ 

clladmnente descritos con las palabras algebráico, geométrico, y allalít.ico. El nivel 
geométrico se refiere a las transformaciones en nll espacio de medida. El analít.ico, 
es el estudio de los operadores lienales inducidos por Ulla t.nlnsfonnación ell varios 
espacios L 2 . El algebráico, estudia los grupos de ilut.olllorfismos de ciertas algebras 

Booleanas. 

Muchas de las dificnltades de la teoría ele la lIledida radica ell los conjunt.os de 
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medida cero. El t.rat.amient.o algebráico de est.a dificult.ad se hace considerando con­
jnnt.os modulo conjunt.os de medida cero. Supóngase qne X es nn espacio de medida 
con medida normalizada p, y sea B el conjunt.o de clases de equivalencia de conjnn­
t.os meclibles, donde dos conjunt.os medibles, E, F son equivalent.es si y sólo si su 
diferencia simét.rica E /':" F es cero. 

El conjnnto B es un álgebra Booleana bajo las operaciones nat.lll'ales Booleanas, 
En dedo, (El, E2 ) Y (FI, F2 ) son pares de conjunt.os equivalentes, ent.onces El U FI 
es equivalent.e a E2 U F2 ; se sigue que la unión ele dos clases de equivalencia pucden 
ser únicament.e difinida seleccionando represent.ant.es de cada clase y formando la 
clse de equivalencia de su unión. Lo mismo se da para el caso de int.erseceiones y 
complement.os. Y ya que la medida es numeralment.e aditiva, es t.ambién verdad para 
unones e int.ersecciones numerables, El element.o cero del álgebra Boolenan B es la 
clase de t.odos los conjunt.os de medida cero. 

Dado que p,(E /':" F) = O ent.onces p,(E) = IL(F), la función f puede consider­
arse definida en B. El úuieo elemnt.o de medida cero en B es el element.o cero; 
análogament.e el único element.o que t.iene medida llllO es el element.o unit.ario. 

Una est.rud.lll'a (B, p.), es decir una sigma-álgebra Booleana con medida posit.iva 
normalizada se llama algebra de medida, 

El concept.o de álgebra ele medida es el sust.it.ut.o algebráico del concept.o geomét.rieo 
de espacio de medida. 

Una t.ransformación T que preserva medida en X indw:e de manera nat.ural un 
mapeo de B en sí mismo. La imagen de una clase de equivalencia bajo el mapeo se 
define seleccionando un represent.ante E y formando la clase de equivalencia T- 1 (E); 
el caraeter de T que preserva medida implica que la clase de la imagen est.á únicalJlent.e 
determinada por el proceso y que la medida de la clase de la imagen es la misma qne 
la medida de la original. 

El mapeo que preserva medida de B en sí mismo se denota por T- l
. Dicho mapeo 

preserva todas las operaciones Booleanas. Es nn isomorfismo de B en sí mismo. Y 
nna condición necesaria y suficient,e para que T- 1 sea un aut.omorfismo de B es que 
la tranSfOrIl1adón T sea invert.ible. 

Una pregunta relevante para efectos de est.e est.udio es cuándo dos t.ransforma­
ciones S, T invertibles que preservan medida son esencialment.e la misma'!, Exist.en 
t.res posibles respnest.as: Si S y T se toman como transformaciones en un espacio de 
medida X, cnt.onces la respuesta adecuada es qne exist.e mJa t.ransformación Q en X 
inveltible qne preserva medida t.al qne S = Q-ITQ, en est.é caso S y T se dice qne 
son (geornétricarnent.e) sinlilares. 
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Dua manera formal de expresar lo ant.erior es: Sean T : X -+ X Y S : Y -+ Y, dos 
sistemas dinámicos arbitrarios, se dice que T es similar a S si existe una biyección 
Q : X ~ Y tal que el siguente diagrama conmuta: 

x-I-X 

QI IQ 
Y~Y 

La similitud en algebra lineal i.e., A es similar a D si y sólo SI existe a con 
D = aAa- l , es la similit.ud en dinámica. Int.uit.ivament.e, si S y T son similares 
entonces represent.an la rrliSlna clin(unica. 

Si S y T se toman como automorfismos de una álgebra de medida B, entonces 
la respuesta adecuada es que existe un automorfismo Q en la álgebra, tal que S = 
Q-ITQ, en este caso se dice que S y T son (algebráicament.e) conjugados. 

Otra forma de ponerlo se muestra en el siguiente diagrama connmt.at.ivo: 

Donde Zx y Zy son álgebras de medida. 

Finalmente, si S y T sou operadores uuit.arios en un espacio de Hilbert H entonces 
la respuesta adecuada es que existe un operador unitario Q en H tal que S = Q-ITQ, 
en este caso S y T se dice que son espectralmeut.e equivalentes. 

Nuevament.e si T: X -+ X, S : Y -+ Y, Y si existe Q : L2(X) ~ L2(y) ent.onces si 
el siguent.e diagrama conmlTluta se dice que S y T son espect.ralmeute equivaleutes. 

'l' -
Q 

Definición. U na transformación T se dice que tieue espectro discreto o espect.ro 
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puntual puro, si existe mm base {fj} de L2 i.e., nn conjnnto ortonormal completo 
donde cada element.o sea un vector propio del operador nnit.ario U inducido. 

Teorema de espectro discreto. Dos t.ransfonnac:iones ergódicml con espectro 
discreto 'ion conjugadas si y sólo si sus operadores unitarios indneidos son equivalent.es. 

Demostración. Es suficient.e probar que equivalencia implica conjngación. Sean 
las t.ransformaciones dadas S y T, y sean los operadores inducidos U y V. Sea e el 
conjnnto de los valores propios de U; dado qne U y V son eqnivalent.es ent.onces e es 
también el conjunto de valores propios de V. 

A cada e en e le corresponde un vector propio fe de U. El t.eorema del valor 
propio (mencionado en esta sección), implica qne Ifel es lllla constant.e, y sin pérdida 
de generalidad asnIllimos que Ifel = 1. 

El teorema del valor propio talllbién implica (dado quc S es ergódica) que fe est.á 
ahora únicamente detenninada dentro de un factor constant.e de valor absoluto 1. El 
hecho de que U sea espectro discret.o implica que la familia {fe} es una base para L2 

• 
Teorema de representación. Una t.ransformación ergódica que preserva medida 

con espectro discreto, es conjugada a una rot.ación en un grupo COlllpacto abeliano. 

Demostración. Sea e el espectro de la transformación dada; sea X grnpo de 
caracteres de c. Si z ( e) = O para toda e en e, entonces z es un elemento de X. 
La rotación T en X definida por T( z) = zx es una transformación que preserva 
medida con espectro discreto, y m{\s aún, su espectro es exactamente C. La discreción 
del espectro se sigue de las propiedades de los caracteres de X. Ellos forman un 
conjunto ort.onormal completo en el espacio L 2 en X y si fa es 11110 de ellos, entonces 
fo(zx) = fo(z)fo(:¡;), así que fa es una función propia con valor propio fo(z). 

Este argumento también demuest.ra que el espect.ro de T es el conjunto de todas 
las fo(z) cada una con 1l11l1t.iplieidad igual al número de caracteres f de X para cada 
f (z) = fo( z). Si para cada e en e hacemos corresponder la función f ele X definida 
por fc(x) = x(c), entonces esta correspondencia es nn isornorfislIlo de e en el gmpo 
caracter ele X. 

Dado qne fe(z) = e para cada c, se signe que el espectro de T es C. Dado quc la 
misma relación llluestra que cada elemento de e tiene mnltiplicidad uno en el espectro 
de T, la rotación T es ergódica. 

• 
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Corolario. Todo snbgmpo del círcnlo es el espectro de nna t.ransformación 
ergódica qne preserva medida con espect.ro discret.o. 
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5 Conclusiones 

El present.e t.rabajo propone 1lna r1lt.a desde los t.emas m,lS sencillos de dinámica de 
homeOlnorfismos hast.a la t.eoría espect.ral. Para ello, pasa por concept.os de álgebra, 
t.opología y t.eoría de la medida. A lo largo del t.rabajo se mezclaron est.as diferent.es 
raIllas de las mat.emát.icas dando nna f1lert.e est.rnd,nt"a al círc1llo Sr, no solamente 
cOIllO llll conj1lnto de Imnt.os en el plano sino como gr1lpo abeliano y sns rotaciones. 

Se estndiaron las rotaciones en el círcnlo, identificando las ergódicas, para ello se 
necesitó de herrmnientas como los caracteres qne son homomorfislllos continnos en 
el círc1llo dado qne si f E él, entom:es f es 1ln vector propio del operador nnitario 
ind1lcido por T. Los cameteres tienen espeeial importancia debido a q1le los caraeteres 
forman 1ln conj1lnto ort.onornml complet.o en L 2

, Y t.oda fnnción invariant.c f E L 2 se 
puede expander en términos de ellos. 

Dado que para operadores unitarios, los vectores propios con distint.os valores 
propios son ort.ogonales, ent.onces cada función invariante f E L 2 (es deGir, cada 
vector propio con valor propio 1) es 1lna combinación lineal de caracteres con valor 
propio 1. 

y adermís, si f E él y f(c:1") = 1(.7:) casi cn t.odo lugar, ent.onces por continuidad, 
f(el;) = f(x) en t.odo Ingar y por lo tant.o f(c"x) = df(x) en todo lugar. Elresnltado 
se sigue haciendo x = 1. 

Los result.ados más import.antes presentados en el trabajo se sig1len de los teoremas 
ergódicos y espectrales, por ejemplo, si X es llll espacio t.opológico y T es ergódica, 
entonces para casi t.oda x E X la orbit.a de J: es densa en t.odo lugar. 

La rot.ación T(z) = o.z E Sr es ergódica si y sólo si {J. no es una raíz de la unidad. 

Los resultados ant.eriores se 1lnen por el t.eorema de equivalencia que dice que T es 
ergódica si y sólo si T es medible y (f o T)(:¡;) = f(:l:) ent.onces se puede afirmar que 
A es ergódica si y sólo si el caraeter t.rivial, = 1 es el único, E él qne satisface que 
, o An = , para alguna TI. > o. 

y nuí.s aún, si A : Torn -+ Tor" es un endornorfismo continllo sllprayect.ivo, 
cntom:es A es ergódica si y sólo si la matriz [A] no t.iene mices de la lllridad COIllO 
eigenvalores. 

Est.o se refleja en la teoría espectral en los t.eoremas del valor propio, de espectro 
discreto y de represent.ación (para ello se tuvieron que exponer concept.os de similit1ld, 
conjugaeión y equivalencia): 

58 



Cuando se t.rat.a de decir si dos t.ransforrnaciones S y T que preservan medida 
son esencialment.e la misma, la respuest.a se puede dar en t.res direcciones, si S y T 
son transformaciones en un espacio medible X ent.onces la respuest.a adecuada es que 
existe una t.mnsfonnación invertible que preserva medida Q tal que S = Q-ITQ, 
en este caso S y T son similares. Si S y T se enGuentran en una álgebra medible, 
entonces existe un aut.omorfismo Q tal que S = Q-ITQ, en este caso se dice que S 
y T son conjugadas, y finalmente si S y T son operadores unit.arios en un espacio 
Hilbert. H, existe entonces un operador unitario Q en H tal que S = Q-ITQ, en este 
caso S y T son llamadas (espect.mlment.e) equivalentes. 

Después de ver estos conceptos se pudieron ell1l1lciar los siguientes resultados, T 
es ergódica si y sólo si 1 es Illl valor propio simple del operador unit.ario inducido U. 

Dos transformaciones con espectro discreto son conjugadas si y sólo si sus oper­
adores unitarios inducidos son equivalentes. 

Una t.ransformación ergódica que preserva medida con espectro discreto, es con­
jugada a una rotación en un grnpo compacto abeliano, que es el caso del circulo 
SI. 

Finalmente se concluye que t.odo subgrnpo del cín;nlo es el espectro de una trans­
formación T ergóclica que preserva medida con espectro discreto. 
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