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RESUMEN

Actualmente en México las acumulaciones mas importantes en lo referente a
reservas y produccion son los yécimientos naturalmente fracturados, la
complejidad de este tipo de sistemas hace gue su comportamiento sea dificil de
predecir. Ademas, existen diversas caracteristicas que los hacen comportarse de
manera diferente entre si como:

o Sistemas con transferencia de fluidos matriz fracturas.- En los cuales la
mayor parte del aceite proviene de la matriz.

¢ Sistemas con microfracturas, fracturas y fallas conductivas.- En los que
practicamente la porosidad y permeabilidad de la matriz es despreciable.

» Sistemas con dos o tres etapas de fracturamiento.- La orientacion de cada
uno de los fracturamientos y sus patrones caracteristicos son dificiles de
identificar.

¢ Sistemas que presentan vagulos y/o cavernas.- Estas cavidades pueden
estar conectadas o no con las fracturas.

¢ Combinaciones.- Todas las caracteristicas anteriores pueden combinarse

para generar condiciones de flujo muy particulares.

Todas estas peculiaridades hacen muy complicada la caracterizacion y

especialmente la simulacion de yacimientos fracturados.

La exploracion, evaluacién y desarrollo de yacimientos fracturados ha tomado
especial relevancia en el mundo en los Ultimos 15 afios. La mayoria de los
modelos que representan el comportamiento de yacimientos fracturados estan

basados en el modelo de doble porosidad de Warren y Root.

Por otra parte, existe la necesidad de describir con mayor precision las
heterogeneidades de un yacimiento fracturado ha llevado a los investigadores al
uso de técnicas geoestadisticas que han reportado resultados favorables en los .
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ajustes de historia, las mejoras que se han introducido en el area de
caracterizacidn se han visto consecuentemente reflejadas en una mejor

prediccion del comportamiento de los yacimientos.

El uso de la teoria de fractales es relativamente una nueva aproximacion para la
descripcion y el modelado de objetos y procesos complejos, en general los
fractales son el resultado de la repeticion de una forma geométrica dada en una
cascada de diferentes escalas de longitud. Varios autores han demostrado |a

validez de aplicar esta teoria a medios fracturados.

Existe todavia la discusion entre varios investigadores si las redes de fracturas
se comportan como un medio con propiedades fractales, la intencién de este
trabajo no fue determinarlo, sino aprovechar esta tendencia en la ciencia para
obtener nuevos conocimientos sobre ella. Lo que si podemos afirmar es que
algunos medios fracturados presentan caracteristicas similares o cercanas al

comportamiento de medio caracterizado a través de fractales.

Un estudio realizado en el sureste de México en los campos Luna y Caparroso
en medios fracturados afirma que existen patrones de repeticidn de fracturas en

todas las escalas.

Este trabajo representa el principio de una investigacién sobre una nueva forma

de ver el fendmeno de flujo de fluidos en yacimientos fracturados



CAPITULO 1

INTRODUCCION

En el presente capitulo se presentan una semblanza y las bases matematicas de
la teoria de Fractales, también por otro lado se hace una revisién de toda la
literatura disponible sobre la aplicacion de dicha teoria en el area de Ingenieria
de yacimientos y se detallan al finalizar este capitulo con mayor profundidad los

trabajos que la aplican en la caracterizacion de yacimientos fractur_ados.
1.1 Bases Matematicas de la Teoria de Fractales.

La teoria de la Geometria Fractal fue introducida por Benoit B. Mandelbrot en
1975 con un trabajo titulado “Los Objetos Fractales: Forma, Dimension®.
Mandelbrot subsecuentemente actualizé y revisé este trabajo en 1977 y
posteriormente también en 1982 su intencidn era demostrar dos aspectos, la
irregularidad geométrica, fragmentacién y escalamiento en la naturaleza, e

introducir las teorias conocidas colectivamente como Geometria Fractal.

Mandelbrot describi¢ la Geometria Fractal como un nuevo lenguaje geomeétrico,
que permite estudiar diversos aspectos de objetos complejos. Asi mismo utiliza
el término “Fractal Natural®, para designar un patrén o forma natural que puede

ser representado por un Fractal.’
1.1.1 Definicién de Fractal.

Los fractales son una rama de las matematicas que trata con objetos que
poseen alguna propiedad de escalamiento, es decir objetos que tienen alguna
propiedad que es similar después de un cambio de escala. En un sentido mas

restrictivo, un Fractal es un conjunto de objetos que tienen una dimension no



entera o fractal. La similitud de un objeto a diferentes escalas es quizas la

propiedad mas obvia de un fractal.?

Los Fractales son figuras geométricas que se distinguen de otras mas conocidas -
como circulos, poligonos, curvas, etc., en que son infinitamente complejas. Sise
toma una figura geométrica ordinaria como un poligono y se aumenta muchas
veces un segmento cualquiera de su contorno, se acabara viendo un segmento
de recta, la cual es una estructura geométrica muy simple. En cambio un objeto
Fractal se puede aumentar un nimero infinito de veces sin que el objeto mismo

sé simplifique.?

Se ha encontrado que en la naturaleza hay muchas estructuras que pueden ser
representadas por Fractales, como por ejemplo: las nubes, |as hojas de arboles
y plantas, el curso de los rios y el contorno de un litoral. Los Fractales fueron
creados con la finalidad de modelar la geometria de la naturaleza que en si

misma es compleja.

Los objetos Fractales son el resultado de la repeticién de una regla algoritmica
dada o de un patron geometrico sobre una cascada de diferentes escalas de
longitud. La aparente complejidad de las imagenes fractales resultantes de
procesos de iteracion, especialmente cuando se le acopla ruido, hace posible el
uso de los fractales para Ia-descripci()n de los objetos de la naturaleza y sus
procesocs fisicos. Desarrollos recientes en la teoria de los Fractales y su relacion
con los objetos y procesos naturales han proliferado la aplicacién de dicha teoria

en muchos problemas de ciencia e ingenieria.®

Un tratamiento Fractal es especialmente aplicable a aquellos objetos que no
pueden ser descritos por la geomeiria euclidiana convencional. Los objetos con
una geometria compleja son comunes en la naturaleza y los que responden a la

geometria euclidiana son las excepciones a la regla. >



Un Fractal es una cuerda o fragmento de forma geométrica que puede ser
subdividido en partes, cada una de las cuales es una copia en tamario reducido

de él mismo. *

Benoit B. Mandelbrot, es el primero en utilizar la palabra Fractal, y explica lo
siguiente: “Acufie la palabra Fractal del adjetivo en latin fractus” Que
corresponde al verbo en latin frangere que significa “romper o cortar”, para crear
fragmentos irregulares. Esto por lo tanto es sensible y apropiado para nuestras
necesidades, que en adiciobn a “fragmentado”’, fractus deberia significar

“irregular”; ambos significados se preservan en fragmento....”.*

1.1.2 Propiedades de los Fractales

Cuando los Fractales son utilizados para describir objetos reales, existen limites
superior e inferior para la descripcion. Asi por ejemplo la hoja de un helecho se
mantiene a diferentes escalas, pero si se lleva a una escala menor se llegara a
una célula de la planta, lo cual no es similar a la hoja. El encontrar los limites
superior e inferior es una parte importante en el uso de los Fractales para

modelar la naturaleza.?

Varias definiciones matematicas de un Fractal se concentran en la propiedad
gue dichos objetos tienen, esto es su dimensidn fraccional, la cual indica que la
dimension de los objetos no es un entero. Nosotros estamos familiarizados con
el concepto de que las dimensiones pueden valer 1, 2 y 3. Mientras que un

objeto Fractal puede tener una dimension de 1.2 6 2.7.2

Un ejemplo de objeto Fractal es el tapete de Sierpinski (fig. 1.1), la cual se
muestra a tres escalas diferentes. Este objeto tiene una dimension de 1.893. La
cual se calcula como: 2

A =cl® (1.1)

donde:



A es el area de un objeto euclidiano no fractal y esta relacionado con su
longitud caracteristica (L ), o y ¢ son dos constantes. Para objetos planos o
es un entero cuyo valor es 2, por lo que la ecuacion para calcular el area de

un objeto planoc cuadrado es:?
A=L? _ (1.2)

La fig. 1.2 muestra que el area de un tapete de Sierpinski (la cual es un Fractal),
puede calcularse en cualquier escala a partir de la longitud de uno de sus lados,
con ¢c=1y a=1.893. Un valor no entero de o es la esencia de la definicion

matematica de un fractal en términos de la dimensionalidad. ?

Existe otra forma de encontrar la dimension fractal de un objeto a través de un
procedimiento llamado “Box Counting”(Conteo de cajas), que consiste en
cambiar la escala de medicion de la unidad (| ). E! nimero de unidades
medidas, N, que son necesarias para medir el objeto se relaciona con 1, a traves

de la siguiente expresion:
N = b(1/)* (1.3)
donde: b es una constante y df es la dimension del objeto.

El procedimiento de Conteo de cajas, consiste en cuadricular un objeto fractal y
contar el namero de celdas que contienen al Fractal, y cuales no. Este proceso
se repite disminuyendo el tamafio de la reticula, de forma tal que en una gréafica
del logaritmo de N contra 1/l nos proporcione como pendiente el valor de la

dimension fractal del objeto.
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FIG. 1.1 TAPETE DE SIERPINSKI
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FIGURA 1.2 ESCALAMIENTO DEL TAPETE DE SIERPINSKI



1.1.3 Fractales Estadisticos

No todos los Fractales, son exactos. Los Fractales pueden también ser definidos
en términos de propiedades estadisticas, por ejemplo, el valor promedio de un
atributo se puede escalar como una ley de potencias. Para cualquier objeto real
existe un limite superior y un limite inferior en la que el Fractal se puede
considerar como tal, de tal forma que los modelos fractales aplicados a objetos
reales no son estrictamente fractales. De hecho los objetos reales en la
naturaleza son solamente fractales en un rango finito de escalas y sobre alguna

propiedad.

Un ejemplo de como una propiedad puede ser Fractal y ofra no, es el Fractal de
la Isla triddica de Koch (fig. 1.3); en este caso el perimetro es la propiedad que
tiene un comporfamiento Fractal, mientras que el area de la figura, tiende a un
valor fijo, de hecho el area nunca excede la de un circulo que rodea la figura y

por lo tanto al ser limitada no sigue una potencia fraccional de su tamafo. ?

Dos de los Fractales estadisticos mas utilizados en la literatura son: el
Movimiento Fraccional Browniano, fBm (fig. 1.4), cuya desviacién estandar sigue
una ley de potencias; y el Ruido Fraccional Gaussiano fGn (fig. 1.5), cuya

covarianza es la propiedad que sigue una ley de potencias. 2
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1.1.4 Conceptos Estadisticos

Las medidas estadisticas son utilizadas para describir conjuntos de objetos y
pueden usarse para predecir o inferir informacién de objetos que son semejantes
a los medidos. Las predicciones deben basarse en consideraciones o hipotesis
que deben aplicarse estrictamente a los datos de entrada, si estas
consideraciones no son las adecuadas, las predicciones obtenidas seran

errbneas.

En esta seccién se describiran algunos conceptos estadisticos basicos que nos

permiten la utilizacion de los fractales en términos de dichas medidas.

1.1.4.1 Conjunto Universal

Las predicciones estadisticas deben apoyarse en el concepto de conjunto
universal, el cual es una coleccidon de conjuntos de datos que han sido
preparados similarmente. Por definicion un conjunto universal, es la

determinacion de un conjunto de datos a ser usado para realizar predicciones.

Un conjunto universal podria constituirse a partir de colecciones de datos
similares, como por ejemplo: un vyacimiento, un estrato, un ambiente

deposicional, etc.

Para establecer una prediccion de la porosidad promedio de un yacimiento,
necesariamente tienen que involucrarse con conjuntos universales; si las
mediciones de la porosidad de los pozos son colecciones preparadas de datos, a
partir de ellas podemos establecer un conjunto universal de los datos de

porosidad.
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1.1.4.2 Medidas Univariantes

Las medidas univariantes describen los datos, sin considerar el orden en el que
estos se encuentran; ejemplos de este tipo de medidas son: media, desviacion

estandar, histograma y coeficiente de Dykstra-Parson.

Este tipo de medidas estadisticas no provee suficiente informacién porque no
consideraran el orden en el que los datos se encuentran. En particular las
distribuciones univariantes nos pueden producir respuestas completamente
diferentes y el basar la distribuciéon de propiedades de un yacimiento en este tipo
de medidas, origina que la prediccion de la variacidn entre las heterogeneidades

del yacimiento sea incierta.
1.1.4.3 Medidas Multivariantes

Este tipo de mediciones estadisticas, nos permite tomar en cuenta el orden de
los datos, pudiendo establecer tendencias y mejorando a traves de ellas las
predicciones. Como ejemplos tenemos: la covarianza, variograma, analisis
espectral, andlisis de rango reescalado (R/S). Estas medidas han sido utilizadas

para analizar imagenes, secuencias de tiempo, etc.
1.1.4.3.1 Covarianza

Esta medida estadistica describe |la correlacidn existente entre los valores de la

muestra. Es una funcion de la distancia entre muestras o intervalo.

La covarianza de un intervalo igual a cero es igual a la varianza de {a muestra
entera, conforme el intervalo crece la covarianza decrece. Por ejemplo para
intervalos grandes su valor se aproxima a cero, si las muestras estan separadas

por grandes distancias y no estan correlacionadas. 2
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La covarianza puede ser negativa en el caso de que no exista correlacion entre
dos puntos contiguos, es decir, si un dato posee un valor positive grande y es
seguido por un dato negativo en un intervalo dado.

La covarianza es una medida estadistica que requiere muchos puntos para dar
respuestas mas cercanas a la verdadera. En un conjunto finito conforme el
intervalo es grande, menos pares de puntos estan disponibles para determinar la
covarianza de cada intervalo. Una buena regla de dedo es considerar que la
covarianza tiene un significado hasta intervalos de un tercio de la longitud total

de la muestra. 2
1.1.4.3.2 Variograma

Esta medida estadistica establece que tan rapido varia la secuencia de la
muestra y tiene una valor de cero para un intervalo igual a cero y conforme el
intervalo crece el valor del variograma crece. En la practica, en la obtencién de
datos y debido al error de muestreo, se puede originar que los errores en la
secuencia de la muestra sean grandes aun para intervalos muy pequerios. Si las
muestras no son correlacionables para grandes intervalos, el variograma tendera

a la varianza de la muestra total.

1.1.4.3.3 Densidad Espectral.

Es una medida estadistica basada en la transformada de Fourier, la cual
convierte la secuencia de datos en una coleccién de senos y cosenos que
sumados reproducen la secuencia original.

La transformada de Fourier genera dos tipos de secuencias de datos, una real y

otra imaginaria, estos datos son usados para calcular la amplitud y la fase de las

curvas de seno y coseno que reproducen la secuencia original. Existe una
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relacion entre la amplitud y la fase con la frecuencia de las curvas asociadas de

SeNnos y COSenos.

Para e! anadlisis de la densidad espectral, debido a que la amplitud es una
funcidn de la frecuencia, se considera a la amplitud solamente como una
medida estadistica de la secuencia original de datos, tal que la densidad

espectral es la raiz cuadrada de la amplitud.

La densidad espectral nos indica la variacion de la secuencia, por ejemplo, una
variacion rapida de la frecuencia provoca grandes amplitudes de altas

frecuencias.
1.1.4.3.4 Analisis Rango Reescalado (R/S)

El analisis de Rango Reescalado (R/S) es una medida estadistica de como
varian los datos en funcién del incremento de intervalo. El rango es una medida
de la fluctuacion acumulativa de la secuencia de los datos, por lo que el rango es
reescalado dividiendo entre la desviacion estandar. En general mientras mayor
es el intervalo estudiado, mayor sera el valor de R/S. Y en este tipo de analisis
se hace una grafica logaritmica de R/S contra el logaritmo del intervalo, si se
obtiene una linea recta para la region de intervalos largos, la pendiente de esta

recta se le denomina H, la cual es conocida como exponente de Hurst.

En general el analisis R/S no esta relacionado directamente con las otras
medidas estadisticas; sin embargo, para una funcidén de ruido fraccional
Gaussiano (fGn), H estd relacionado con la pendiente de la grafica de Ia

densidad espectral.
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1.2 Aplicacion de Fractales a la Ingenieria de Yacimientos.

La ingenieria de yacimientos cuenta con diversas fuentes de informacién como
registros geofisicos, muestras sup'erﬁciales y subsuperficiales de fluidos,
pruebas de pozo, nlcleos y secciones sismicas; que son usadas para inferir las
mejores estrategias de produccion. De esta forma, el ingeniero de yacimientos
debe analizar estos datos y realizar una interpretacién de la produccion del
yacimiento, para lo cual posee modelos numéricos que le permiten realizar

predicciones del comportamiento del yacimiento.2

En general cualquier herramienta colocada dentro del pozo para realizar
mediciones a diferentes distancias de la superficie es llamada Herramienta de
Registro. Muchos diferentes tipos de estas herramientas han sido desarrolladas
para medir diferentes propiedades y atributos de las rocas y los fluidos de!

subsuelo.

Los procesos en el medio poroso involucran el estudio de las superficies y las
‘interfaces, conectividad y correlacion, inestabilidades y crecimiento, etc. De gran
importancia en los procesos del medio poroso es la estructura en la cual ocurre

el transporte.

l.os métodos tradicionales basados en las Ecuaciones Clasicas de Transporte,
son comunmente utilizados para describir los procesos de transferencia y son el
sustento de los simuladores numéricos de yacimiento existentes. Estas
descripciones sin embargo, implicitamente se basan en la consideracion de que
la correlacién espacial de las variables del proceso es pequena o finita. Esto
implica gque un cambio de escala es necesario tanto para medios heterogéneos
como homogéneos, en los casos en que el proceso es dependiente de la escala,
por ejemplo en un gradiente de transporte. Por lo tanto para poder utilizar los
métodos clasicos se requieren que ciertas restricciones sean impuestas a las

propiedades de la roca. Cuando estas restricciones no son alcanzadas, las
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diferencias en las predicciones pueden ser muy grandes. La aplicacién de los

fractales a procesos del medio poroso han sido revisadas por Sahimi y Yortsos. 3

La geometria fractal afecta la geometria del medio poroso a todas las escalas,
esto es a nivel del poro, la rugosidad de la superficie y su morfologia, las
distribuciones de los tamafios de poro, permeabilidades relativas y presiones

capilares.’

Una aplicacién importante que involucra fractales es la descripcion de procesos
macroscopicos, como los que ocurren fundamentalmente en los frentes de

desplazamiento dominados por las fuerzas viscosas. °

Los conceptos de geometria fractal son aplicables a diferentes clases de
problemas de distribuciones espaciales de propiedades (heterogeneidad), como
por ejemplo la porosidad. Hewett en 1986 demostré que los registros de
porosidad son trazas de ruido fraccional Gaussiano. Basado en esto se propuso
gue la distribucién areal de la de la permeabilidad, obedece al movimiento

fraccionat Browniano.®

Ha sido reconocido que caracteristicas geoldgicas como la litologia, fracturas,
estructuras sedimentarias y las redes poros, estan presentes evidentemente a
una gran variedad de escalas y requieren que estas escalas sean especificadas
para establecer un marco de referencia. Recientemente se ha demostrado que la
aparente similaridad, esto es escalamiento de objetos, puede ser modelado a
través de fractales (Turcotte 1941). Estos fractales naturales exhiben estructuras
que pueden ajustarse a una ley de potencias, La cual distribuciones puede ser

descrita efectivamente o aparentemente a través de una dimension fractal.

Algunas muestras de roca provenientes de las formaciones: San Andrés,

Norphiet, L.obo y Spraberry, han sido analizadas encontrandose que presentan
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un comportamiento fractal en la distribucion de porosidad. Pero mas que

presentar u obedecer a un solo fractal, tienen un caracter multifractal.

La distribucion de los granos en arenas también puede obedecer a un
comportamiento fractal. Para comprobarlo se han realizado multiples pruebas de
laboratorio detectandose que la distribucion del tamaiio de granos exhibe a un

caracter multifractal.

Por otra parte, la aproximacion fractal para la cuantificacion de la geometria y
longitud de las fallas y la distribucion de sus desplazamientos, ha sido estudiada

por multiples autores.’

Dentro de las aplicaciones a la Ingenieria de Yacimientos, una de la mas
estudiadas es la que permite establecer una distribucién de las propiedades de
la roca y de los fluidos, con la finalidad de detallar las heterogeneidades de éstas

para una posible simulacidn numérica.

1.2.1 Caracter Fractal de Registros, Distribucién de Porosidad en nicleos y

Afloramientos.

Hewett propone un método que parte de fotografias de nicleos y afloramientos,
para poder reproducir el comportamiento fractal de la porosidad a través del uso
del fGn.

El procedimiento propuesto por Hewett se basa en corroborar primero si los
datos de un registro de porosidad o de una fotografia de nucleos, tienen un
comportamiento fractal. Para ello se utilizan un analisis multivariante de dicho
registro en el que un analisis R/S y uno de densidad espectral permitiran

establecer el caracter fractal de dicho registro.
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Para los nucleos y afloramientos se parte del hecho de gue la mayoria de ellos
poseen un caracter fractal, para lo cual las fotos son digitalizadas en blanco y
negro, analizando las lineas horizontales y verticales y demostrando que tienen
estas lineas un comportamiento fGn.

Hewett propone un modelo bidimensional para reconstruir fotografias de
afloramientos y de nucleos, en el que se varian dos parametros principalmente:

la estratificacién y la cantidad de ruido presente para lograr el efecto deseado.?
1.2.2 Distribuciones de Porosidad

Otra aplicacién realizada por Ardi permite establecer distribuciones de porosidad
y de permeabilidad en dos 0 tres dimensiones. Este proceso requiere de los
siguientes pasos:

+ |dentificar las zonas de interés

+ Probar el caracter fractal de los registros en estas zonas

+ Generar una malla para la distribucion de ia propiedad del yacimiento

» Generar la distribucion de la propiedad del yacimiento basado en un

comportamiento fractal de dicha propiedad

¢ Corroborar Resultados.

Las distribuciones de propiedades del yacimiento mediante modelos fractales no
son substitutos de las descripciones geoldgicas, por el contrario las realizaciones

con dichos modelos son dependientes de una buena descripcion geologica.

Una vez que se identifican las zonas de interés y se conoce que tiene un
comportamiento fGn, se puede continuar con la construccion de las
distribuciones utilizando dicha funcién, afadiendo ruido a los valores de

distribucion para generar asi la distribucion final.
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' 1.2.3 Distribuciones de Permeabilidad

Dos métodos para obtener las distribuciones de permeabilidad, son propuestos
por Hardy y Beier”. El primero método consiste en generar distribuciones de
porosidad e inferir la permeabilidad en funcion de la porosidad, y el segundo
método consiste en generar distribuciones de permeabilidad, partiendo de

registros continuos de permeabilidad en los pozos con un caracter fGn.

A pesar de que no existe una correlacidon general entre porosidad y
permeabilidad aplicable cualquier litologia, existe una cierta relaciéon entre estas

dos variables, aunque el uso de correlaciones no es muy adecuado.
1.2.4 Escalamiento Promediado de Propiedades de! Yacimiento

Una vez obtenida la distribucidén de porosidad y permeabilidad se puede ejecutar
una simulaciéon de flujo; sin embargo, el nimero de celdas con el que se
obtuvieron estas distribuciones es demasiado grande como para ser simulado de
la misma forma. Las celdas deben tener un volumen muy aproximado al
examinado en la medicidén. Los registros de porosidad solamente muestrean
unos cuantos pies en cada medicioén, por otro lado el espaciamiento entre pozos
oscila entre cientos y miles de metros, por lo que la distribucion obtenida
produce demasiadas celdas. Una solucion es escalar o promediar distribuciones

de propiedades para producir menos celdas.

La aproximacion de primer orden para escalar una malia fina a otra mas gruesa
es directa, simplemente se suman las porosidades de cada celda y se divide 1a
suma por el nimero de celdas. Esta aproximacién para escalar la permeabilidad
no es tan directa, la permeabilidad promediada depende no solamente de los
valores de permeabilidad en cada nodo sino de como las celdas se agruparan
para formar celdas mayores, esto implica que la conectividad no puede

ignorarse.
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Hardy2 propone un algoritmo para renormalizar y escalar la distribucién de
permeabilidades (Fractam). Dada una distribuciéon de permeabilidades, el
algoritmo puede calcular las permeabilidades efectivas para distribuciones que

no son perfectamente estratificadas o aleatorias.
1.2.5 Simulacion de Yacimientos.

Otra aplicacion propuesta por Hardy?, consiste en incorporar la heterogeneidad
del yacimiento dentro de la simulacion considerande Unicamente el mecanismo
de desplazamiento de agua, partiendo de la posible existencia de flujo
multifasico en el yacimiento. Se proponen tres métodos para calcular dicha

inyeccion de agua:

1.2.5.1.- Metodo hibrido de diferencias finitas y tubos de corriente.- Este método
se basa en el concepto de lineas de corriente, las cuales son trayectorias de flujo
desde el pozo inyector al productor. Este procedimiento comienza con una
seccion de porosidad de dos dimensiones (2D), la relacion porosidad —
permeabilidad y el algoritmo Fractam para reducir las celdas y alimentar al

simulador en diferencias finitas.

1.2.5.2.- Método de permeabilidades pseudo relativas.- La segunda forma para
simular los desplazamientos por inyeccion de agua es usar permeabilidades
pseudo relativas, las cuales ofrecen otra manera de mapear el desplazamiento
en secciones verticales 6 en modelos areales. La idea es calcular curvas
apropiadas de permeabilidades pseudo relativas que tomen en cuenta ia
irregularidad del barrido vertical, considerando los efectos de segregacién

gravitacional y la variacién de la permeabilidad en todas direcciones.

1.2.5.3.- Método de simulaciones tridimensionales.- El tercer método consiste en
utilizar distribuciones de propiedades tridimensionales que sean lo

suficientemente finas como para capturar las heterogeneidades del yacimiento.
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Para escalar de la malla fina a ia malla de simulacién se utiliza el del algoritmo

Fractam.

Cada uno de los métodos anteriores tiene sus limitaciones, pero el que presenta
un mejor comportamiento es la simulacion 3D. En general, se debe usar el

método para el cual la informacion sea suficiente y de calidad.

1.3 Fractales en Yacimientos Fracturados.

l.os yacimientos naturaimente fracturados pueden visualizarse como un sistema
en el cual los volumenes son llenados irregutarmente con bloques sélidos. La
dimension fractal de tales sistemas podria indicar la persistencia de la red de las
fracturas sobre diferentes escalas, asi como la situacién donde los blogues de

matriz rellenen un espacio euclidiano en el cual las fracturas estan embebidas.

Avilés y Scholz en 1987; Velde 1990; Barton 1989; Chiles 1988; Hirata 1989;
Lapointe y Hudson 1985; Sammis y Biegel 1989; Turcotte 1989. Y el trabajo mas
extenso sobre el caracter fractal es presentado por Barton han demostrado, la
naturaleza fractal de las fracturas. El trabajo mas extenso del caracter fractal de
las fracturas naturales fue hecho por Barton, el cual analizé mapas de las trazas
de las fracturas. Otros autores han presentado propuestas para estimar la
dimension fractal a partir de mapas de fracturas y modelos, para generar redes

de fracturas sintéticas.®

En ia practica todavia existen algunas discusiones al respecto del caracter fractal
de los sistemas fracturados, Barton y Larsen en 1985 hicieron estudios sobre los
patrones de fracturas en las montafias de Yuca, Nevada, en los que se

presentan fractales repetitivoes que varian en escalas.

Recientemente patrones de fracturas en afloramientos de campos geotérmicos

han sido sujetos del mismo tipo de analisis (Sammis et a/ 1991), Sammis et al
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estudiaron fotografias de patrones de afloramientos de fracturas que van desde
el 0.5 a 2.00 m? de orden de magnitud.

1.3.1 Formulacién de Chang y Yortsos’

Chang y Yortsos en 1990 presentan una formulacion para una red fractal de
fracturas embebida en una matriz euclidiana. Los yacimientos naturalmente
fracturados tipicamente han sido representados por el modelo de Warren y Root
para el que se utilizan dos escalas (Fracturas/Matriz). La red de fracturas se
supone conectada y equivalente a un medio homogéneoc de geometria
euclidiana, es decir se considera que las fracturas se encuentran uniformemente
distribuidas dentro de la matriz. Sin embargo, para yacimientos con propiedades
de escalas multiples y redes de fracturas que no pueden ser representadas por
la geometria euclidiana, esta aproximacion no es valida. Por tanto la geometria

fractal es un candidato natural para la representacion de estos sistemas.’

Los autores plantean el flujo de un fiuido ligeramente compresible usando el
concepto de una matriz desconectada y posiblemente conectada con la red de
fracturas. Esta premisa implica que el fiujo de fluidos hacia e! pozo solo ocurre a
través de la red de fracturas. De esta forma, proponen una extensién de la
ecuacion de difusion donde el intercambio matriz fractura estd gobernado por
una funcién de transferencia que depende de |a diferencia de presiones entre

matriz y fractura (estado pseudo-estacionario).

Los autores trabajan dos modelos, en el primero se considera que en el
yacimiento solo participan las fracturas (yacimiento fractal) y no existe aportacion
de la matriz. En el segundo la matriz aporta fluido a las fracturas (yacimiento
fracturado). Para generar estos modelos las propiedades de las fracturas que se
consideran fractales son: perimetro de las fracturas, masa del sistema de

fracturas, densidad de fracturamiento.
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Se realizé un desarrollo analitico para el primer modelo llegando a plantear una
ecuacion de difusion modificada, la cual se resolvio analiticamente considerando
almacenamiento y dafio en el espacio de Laplace e invienténdola
numéricamente. De los resultados obtenidos los autores concluyen que tanto los
datos de presitén como su derivada tiene la misma pendiente a tiempos largos, la
explicacion a este fendbmeno es que en un yacimiento fractal nunca se alcanza el

periodo radial o pseudo radial de flujo.

Ademas, Chang y Yortsos también presentan un desarrollo analitico para el
segundo modelo y por lo complicado de la ecuacion parcial resultante, esta no
fue resuelta analiticamente. Por tanto numéricamente presentan varias curvas
en las que comparan sus resultados con los del modelo tradicional de Warren y

Root y realizan un analisis de sensibilidad de los parametros fractales.

Se efectud un analisis a tiempos largos y cortos, observandose que al graficar el
logaritmo de la derivada de la presién contra el tiempo se pueden obtener
parametros que estan relacionados con la dimensién fractal y la dimension
espectral. Estos parametros se definen en el capitulo 2. Los autores tuvieron
gue estimar cuatro parametros y solo contaban con dos ecuaciones, por lo que

no es posible conocer la distribucién de la permeabilidad y porosidad.
En el presente trabajo se complementan los esfuerzos realizados por Chang y

Yortsos, obteniendo aproximaciones a tiempos cortos y largos de la solucion

analitica para el caso en que la matriz contribuye al flujo de fluidos hacia el pozo.
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1.3.3 Tesis de Acufia®

Este autor realiza su trabajo inicialmente con la construccion numérica de redes
de fracturas basandose en el concepto de sistemas de funciones iteradas (IFS).
A partir de realizaciones geoldgicas o fotografias de afloramientos establece una
metodologia para reproducir tales sistemas de fracturas, estas realizaciones
dependen del numero de iteraciones y de la forma inicial de la red fractal de

fracturas que se asigne para ser iterada.

La segunda parte de su trabajo retoma todo lo realizado por Chang y Yortsos,
para el modelo en que consideran que la matriz no participa en el fiujo y de esta
forma utilizando la ecuacién resultante plantea un simulador numérico de la

respuesta de presion.

La tercera parte del trabajo consiste en generar sintéticamente redes de
fracturas y con el simulador numérico obtener la respuesta de presion para cada
medio y hacer un analisis de sensibilidad sobre el numero de iteraciones para
generar la red de fracturas, el efecto de la posicion del pozo dentro de la red,
conociendo los parametros con los que se genera la prueba obtener del analisis
de la misma la densidad espectral, el efecto de modificar la dimensidn fractal D,
redes bidimensionales y tridimensionales de fracturas y su influencia sobre la
respuesta de presion del pozo. Por ultimo, el autor presenta una serie de casos

practicos.

Una de las conclusiones alcanzadas por el autor establece que no existe una
relacion entre la distribucion de las fracturas y la posicion det pozo con la forma
de la respuesta de presién. Asimismo el efecto de diferentes conductividades de
las fracturas no fue incluido, ademas la dificultad encontrada por Chang vy
Yortsos para separar los parametros persiste. Finalmente el autor concluye que
una vez que se logren establecer estos parametros sera posible determinar la

distribucién de conductividades y porosidades.
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1.3.4 Modelo de Joseph Olarewaju®

Este autor también retoma el trabajo realizado por Chang y Yortsos en el cual
participa la matriz en el flujo de fiuidos, cambiando la funcién de transferencia
matriz fractura por un modelo transitorio propio, el cual incorpora al modelo y le

da solucién en el espacio de Laplace para luego invertirlo numéricamente.

Tambien presenta varias graficas de la respuesta de presion comparandola con
el caso Euclidiano y luego realiza un analisis de sensibilidad de los parametros

fractales para observar su efecto sobre las curvas de presién y su derivada.

El incluir este modelo transitorio propio para el intercambio matriz fractura es
desafortunado ya que al introducirlo implicitamente establece gque todos los
bloques de matriz sean paralelogramos y que tengan las mismas dimensiones lo

cual resta el caracter fractal a la ecuacion.

En el presente trabajo se obtiene una soclucion similar a la obtenida por
Oiaréwajus, con dos diferencias importantes, la funcién que describe el
intercambio matriz fractura en este trabajo es de régimen pseudo estacionario,
mientras que en el de Olarewaju se incluye una funcion para condiciones
transitorias, ademas que en este trabajo para poder encontrar una solucion
analitica es necesario hacer aproximaciones de tiempos largos y cortos mientras
gue en el trabajo de Olarewaju la solucién obtenida es. valida para todos los

tiempos.
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CAPITULO 2

MODELO MATEMATICO

En este capitulo se presentan las consideraciones teéricas incorporadas en el
desarrollo de la solucion propuesta para el fiujo de un fluido ligeramente
compresible en medios fracturados, utilizando una geometria fractal para modelar

el sistema o red de fracturas.

2.1 Parametros Fractales.

La formulacion matematica que describe el flujo de un fluido ligeramente
compresible en un medio poroso es la ecuaciéon de difusién. En particular la
respuesta de presion transitoria de objetos fractales esta directamente relacionada
al problema de difusion en fractales. Este problema no ha sido completamente

resuelto.’

La Figura 2.1 muestra esquematicamente un medio poroso naturalmente
fracturado. La red de fracturas es indicada en lineas discontinuas y se supone que
representan una red fractal de fracturas que son caracterizadas por parametros
fractales. El espacio restante es ocupado por un objeto euclidiano que representa
la matriz. En este esquema la dimensién del objeto euclidiano es igual a dos
(d=2).”

Es importante hacer notar que r denota la distancia del origen (radio), con el
pro'pc'Jsito de que tanto las propiedades de la matriz como la de las fracturas sean
independientes de las coordenadas y sean valido y apropiado tomar promedios

para las cantidades fractales de flujo.’
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La difusién en objetos fractales generalmente es referida como “Ciiusid s ondmale”.
La caracteristica de difusién y del comportamiento de prasidn ranstitonia en
_fractales esta relacionada con dos parametros principa'meznz, la dimanziie fraste!
de masa (D) y el indice de conductividad fractal (8).” A centinuacicn sc disculen

dichos parametros.

2.1.1 Dimension fractal de masa D

l.a masa en un objeto fractal es por definicion una funcién det tam=fo de la region
considerada. Conforme esta seccion se incrementa en un famafio r, Iz masa del
objeto fractal se incrementa proporcionaimente a P. La escale de i2 musa Des la
dimension fractal de masa. Por definicibn una dimension d es la dimensian del
espacio Euclidiano en el cual el objeto fractal se encuentra embebido, por lo tanto,
es posible definir la densidad de la masa n (r) para el objeto fractal, dadz por:”

n(r) o 24 (2.1)

Donde D es menor o igual que d. Cuando D =d, no existe una dependencia en la
densidad y el objeto se puede considerar homogéneo. E! comportamiento de la
densidad de la masa conformer -0 y r 9m, es n—<« v 10, respactivamenie. Esto
parece inconsistente fisicamente, sin embargo es nzcesaric recorda: cue todo
objeto fractal en la realidad tiene un limite inferior y uno superior nara su

aplicacion.”

2.1.2 Indice de conductividad (0)

El segundo parametro importante fractal es 6, el cual es un parameatro que

caracteriza dinamicamente las propiedades de transpcite del objeto fractal 7

Para el problema de difusion en sistemas homogéneos el promedio cuadrado de la

posicion de las particulas difundidas depende del tiempo (r(l) « t). Zn objetos
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fractales, sin embargo, la presencia de heterogeneidades de todos los tamarios en
el medio produce una disminucion en la velocidad en el proceso de difusion. Asi

que para objetos fractales (r*(t) o t¥*9)

El indice de conductividad 9 esta relacionado con las caracteristicas topolégicas
del objeto fractal y a la conectividad. Para un medio perfectamente conectado el
valor de 0 es igual a cero, para redes fractales 6 es mayor que 0 lo que refleja el
hecho de que existen muchas trampas a varias escalas en la red causando que la

velocidad de difusion disminuya.’

Una consecuencia que debe ser analizada con mas detalle es que la difusividad
hidraulica n no es constante como en el caso homogéneo, ya que ésta varia de
acuerdo a la posicion. La importancia de este parametro para la descripcién de
objetos fractales resulta del hecho que la dimension fractal de la masa D no es
suficiente para describir las propiedades dinamicas de transporte en sistemas

fractales.”

2.2 Ecuacion generalizada de difusividad.

Como se presentd en la ecuacion 2.1, la densidad de la masa de un cilindro de un
objeto fractal de tamafio r es una ley de potencias dependiendo del valor del
radio{r). Suponiendo que el objeto fractal es una red de fracturas embebidas en la
matriz de roca, la densidad de la masa a cualquier radio r corresponde al promedio
de la porosidad a un radio dado, definida como el total de volumen disponible de
fracturas dividido entre el volumen total al mismo radio. Esta porosidad por lo tanto

cambia en funcion también de una ley de potencias descrita a continuacion:

. D—d
0,=4( 7, | 22)
donde
9o es la constante de proporcionalidad
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r, €s el minimo tamafrio considerado para las fracturas, en otras palabras el

tamanio de |a fractura mas pequeia.

La porosidad dada en la ecuacién 2.2 no corresponde en el sentido tradicional a
un punto fijo usada en fa literatura. Por ejemplo, para un punto la porosidad en una
red discreta de fracturas puede ser cero o uno dependiendo de que si el punto se

localiza en la matriz o las fracturas.

Para los fines de este trabajo, la porosidad esta definida en funcién de la red de
fracturas y puede ser llamada fraccion disponible. Esta cbrresponde a la relacion
entre el volumen libre o vacid en las fracturas y el volumen total de una regidn
dada de la red. Por lo que, por definicidn, esta relacién esta relacionada para un
volumen dado en la red, y es funcion del volumen.”

Usando el mismo razonamiento, podria esperarse qUe la permeabilidad también
variara con respecto al radio, sin embargo, no solo lo hace geometricamente,
como el caso de la porosidad, sino que también existe una variacién debida a que

deben ser consideradas las propiedades dinamicas de las fracturas.’

La conductancia de un medio permeable depende del area de la red de flujo y de
la permeabilidad del medio. En un medio fractal, el area de la red es funcion de
una ley de potencias. Sin embargo, la permeabilidad debe incluir las propiedades
dinamicas de transporte del medio permeable. Si se utiliza el area de la seccion
transversal en vez del area de la red abierta al flujo, como en la ley de Darcy, el

efecto total puede ser incluido en la definicion de la permeabilidad.’

La conductancia en una sola fase propuesta por Sahimi y Yortsos puede ser

expresada como:’

!

¢

1d=dd -G
k(r)= k,,( 4 ) (2.3)



Donde D y 6 son los parametros fractales, r, es el tamafio minimo
considerado en la red (la fractura mas pequefia) y k. es una constante de
proporcionalidad.

2.2.1 Flujo en la Red de Fracturas Fractales y Matriz 7

Se supone que el almacenamiento de flujo en las fracturas existente en un lugar
particular es el volumen Vs, el cual se supone igual en todas direcciones con una
densidad n(r), tal que n(r)dr es el niumero de espacios contenidos en una seccion
circular euclidiana delimitada por r+dr (fig. 2.2). El gasto volumétrico que pasa por

la seccion circular es Q;. Un balance de masa diferencial queda:
0 o d-1
A( prr) + Ar é; [pr\n(r)] + Ar é}: [plrftrG¢rrjur ] = 0 (24)

donde:
pi es la densidad del fluido contenido en las fracturas
pma €S la densidad del fluido contenido en la matriz
G es una constante que describe geométricamente el medio

dma €5 la porosidad de |la matriz
Debido a que el objeto es fractal y para un punto o lugar el volumen es constante
n(r)y=ar” (2.5)
donde a es una constante de proporcidnalidad.

Introduciendo la variable G para describir geométricamente el medio (G= Area,

2nh, 4w para geometrias rectangular, cilindrica y esférica, respectivamente).

Go, =a¥, (26)



Fig. 2.2 Esquema de Flujo a través de un elemento diferencial
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Si definimos la porosidad de la fractura como:

¢f:V /V =aI/er“d/G (2.7)

poros— fractura roca

Para un fluido ligeramente compresible, de la ec, (2.4) tenemos:

5] ; 0 B 3
DJ( a%]+aV,rD 'C;P;(%}Grd ’¢.,mc,,mp,,m(—;al't'ﬂj =0 (2.8)

El gasto de flujo Q,, esta relacionado con la velocidad de flujo q, tal que
Q, =Gr'q, (2.9)

La ley de Darcy para flujo radial bajo condiciones de flujo laminar, no se ve

afectada por la geometria del medio.

k v
q, = —[---" v )} [?—R] - (2.10)
11 or

Utilizando las ecs. 2.10 ¥y 2.3 en 2.9 y haciendo algunas consideraciones tenemos:

kj (r) Z(a V>é) mrf)-d—B (211)

Donde m es una propiedad estructural local de la red fractal similar a la
permeabilidad convencional y expresa la conectividad y la conductancia de flujo.

Para el caso limite en el que D=d y 6=0 entonces:

_k,(
m=t 7y (2.12)

La relacién entre 6 y D es desconocida a la fecha.

an
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Sustituyendo la ecuacién 2.11 en 2.9 queda:

__[aV,m n—e-liq
g, = ( /u) [r ar] (2.13)

Podemos ahora obtener la ecuacién que describe el flujo de un fluido ligeramente
compresible en una red fractal en términos de D, 8, y m. Combinando las

ecuaciones 2.8 y 2.13 obtenemos:

2 - | 8
aV\-rD_lcf ?p—j + Grdﬂlq)macm“'(ap"m = _a- thm_ rn _&‘ (214)
' ot ot or L or

Donde $=D-0-1
La condicién de frontera para gasto constante es:
_ aVA'y ) » P | 2.15
¢ ( M [r arL' (2.15)
Usando la siguiente notacién:

=l
t =1 'i'(erd.Dd)macma)laVscf)
p*=Qur, ' PfaVem

Introduciendo las siguientes variables adimensionales
Po = {pi-p) / P*
tD=Ut*

rp=rir*
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Por lo que la ecuacién 2.14 queda:

op 0, g
ol 21 +(1-w)r,” Pp.. =__%__l_am ot Pos (2.16)
ot,, ot ry,  Or, ory,

Donde w, paralelamente a la notacion de Warren y Root, esta definida como:

v
Ny (2.17)

ach+G¢ b

ﬁlﬂ' THer Il

El caso en el que D=d=2, y tomando en cuenta la ecuacion (2.6}, la ecuacion

(2.17) se reduce a lo propuesto por Warren y Root,

BRI (2.18)
¢f Fi +¢mu ]

Para poder expresar el intercambio entre la matriz y la red de fracturas, se realiza
un balance de materia para el fluido contenido en la matriz, y denotando qmadr
como el gasto volumétrico de intercambio entre los dos medios en la seccidn

diferencial.

Ar[ g][pand)nmr ! ] = pnmqmujAr ) (2 1 9)

Chang propone una ecuacion para calcular el gasto volumetrico, e incorporandola

a la ecuacion (2.19) obtenemos:
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Donde D” y D’ son exponentes fractales, D" se relaciona con una longitud
caracteristica promedio entre la matriz y la red de fracturas y D’ es el exponente
perimetral fractal que relaciona el area de intercambio de la matriz con el area de
la red de fracturas. Hasta ahora no se ha podido establecer una relacién entre
estos exponentes fractales y e denota la longitud caracteristica del modelo de
Warren y Root.

Estableciendo la ecuacion (2.20) en variables adimensionales queda:

op,, iy
_a»m -2 (b, = Pu) (2.21)
tl)

ma

ry

Donde A s igual a:

0+2-g -

) bk d-D

LI T LS (2.22)
EGmCmaq) a I/\cf

et
2.3 Solucion analitica.

Partiendo de las ecuaciones anteriormente mencionadas, para las fracturas
ecuacion (2.16) y para la matriz (2.21) se bropone inicialmente el método de
perturbacion desarrollado por Aziz® para dar solucién al sistema de ecuaciones.
En el Apéndice A se detalla este desarrollo, donde las integrales resultantes
fueron obtenidas con el paquete Mathematica. Desgraciadamente en la evaluacion
final de la condicion de frontera externa la solucidn tiende a valores infinitos, lo que

indica que ésta no es apropiada.

Ademas se realizaron intentos adicionales para poder determinar los valores de
las constantes de la solucion analitica, como evaluar tanto las condiciones de
frontera interna y externa al final, y asignar una de las constantes igual a cero para

poder obtener las restantes con las condiciones de frontera. Asimismo, se intentd



modificar la condicién externa por una secuencia de estados estacionarios,
desafortunadamente ninguno de estos intentos dié los resultados esperados como

se detalla en el Apéndice A.

Por tanto al no poder obtener directamente una solucién analitica valida para
todos los tiempos, se procedié a encontrar soluciones aproximadas para tiempos

cortos y tiempos largos.
2.3.1 Solucion aproximada para tiempos cortos.

Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones (2.16) y (2.21) se obtiene,

para las fracturas:

.0 -.ﬁap—f’; _ - Cd-p
a_[ "ér,TJ =oupy, +(1-), " up,, (2:23)
y para la matriz:
R Y ‘
UPn, = < (Pn, = Pp,,) (2.24)

D

donde en ambas expresiones u representa la variable de Laplace

Siguiendo el desarrollo mostrado en el Apéndice A, se obtiene, laec. A.8

aZ - a_— -
plz)f + -E( Py J— o+(1-0 )rnd_u{ kc J[l - lc J ””no Py, =0 (2.25)
an, O Hry o !

Suponiendo que el valor de d-D es igual o cercano a o, 0 sea considerando que

rp®P°~1. Desarrollando la ecuacién 2.25 y simplificando se obtiene:

&y, (2, N
oL, +E~[—{)%J-—{mu +(1 —-m)k(l— ~i6 ]}ruﬁ Py, =0 (2.26)

2
or, rp\ O ur,
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A pesar de la aproximacion hecha no podemos todavia resolver la ecuacion (2.26)
reescribiendo esta ecuacion,

2
or,, rp\ Or,

o'p, ap, ., 2 _ o2 —
0y E(__pnf ] - {(mb_r + A _ml)_(}*ﬂzl]}}be Py, = 0 (2.27)

Para analizar el valor que tienen los componentes del tercer término de la
ecuacion (2.27) se realizaron graficas (figs. 2.3 y 2.4) para diferentes valores de u,
versus rp. Partiendo del principio de que es una aproximacion para tiempos cortos

el valor de u debe ser grande.

Comparando su valor con el otro término a tiempos cortos, podemos despreciar el
termino (1-0)A*/urp® Por lo que la ecuacion (2.27) se puede aproximar por:

' p, op,, —
—pgi’n + E[ }-)'—"‘[J— {mu +(1 —(n)l}r,)a Py, = 0 (2.28)
or, 1 :

Consecuentemente esta ecuacién puede ser resuelta a través de funciones Bessel

de orden fraccional.

Las condiciones de frontera interna utilizadas son las de almacenamiento y dafo:

- - opy, 1
Cpup,,(w)— [’bﬁ ( aer H = 2 (2.29)
s

P (1) = Py (L)) - S{"uﬁ [E*—(L u)ﬂ (2.30)



Suponiendo: ©=0.5, A=0.0001, 6=0.3
Tl=o*u+{1-0)*A y T2=((1-0)*A3)/(u*rd’)
Para u=1000
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Para u=0.0001
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De Abramowitz'®, la solucién a este tipo de ecuaciones diferenciales e incluyendo
la condicién de frontera interna, ecuacion 2.29 y 2.30 y estableciendo que para

cuando rp tiende a infinito la caida presidon adimensional debe tender a cero, se

obtiene:
o
K\,(amz}rs,\ mm_,(amz}
_ 0 +2 ‘ 0+2
p‘llb(u):%“—-;}?(_;? - 2*.7—(_—_5:4—*—*”—— (231)
U RN A Ji(u
u{C,,uKV( é”;*z*']+\fﬁ(lf)Kv_.[_é—+2*‘)(SCDU + 1)}
Donde
_1-p
=642 {2.32)
b
fiw)=uw+ 2k —iw | (2.33)

La ecuacidn (2.31) representa la solucion aproximada obtenida para tiempos
cortos. Esta ecuacion es similar a la obtenida por Olarewaju®, con otra definicion
para la funcién fi. Lo cual es logico porque a tiempos cortos es el sistema de
fracturas quien controla la respuesta de presion. La diferencia en la funcion f, tiene
que ver con la definicion de la funcién de transferencia matriz-fractura. Esta

situacién es similar a la existente para sistemas euclidianos.
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2.3.1 Solucién aproximada para tiempos largos.

Reescribiendo la ecuacién (A.4):

& pp. Op,,
= +E[~—p ”cho +(1—w)n;'"’( -

or,” i on, ur, +2A

]}ur,)e Py, =0 (2.34)

Sabemos que a tiempos grandes corresponden valores de u (variable de Laplace)
pequenos que tienden a cero, por lo que podemos afirmar que urp® tiende a cero

por lo que la ecuacion (2.34) se reduce en la siguiente forma

& p,. op,, —
"p{:f' + b [ 'a’i)j_} - {“U) +u(l _m)rud-l)}r“e Py, = 0 (2.35)

or, o 1y

Para valores de «» menores que 0.1 el término uw tiene un valor de la décima parte

del término restante por lo que lo podemos despreciar obteniendo,

&*p, 8p,. -
—]—)’,)—’ + P—— SPrs |_ {u(l —(so)}rbd_n+a pp =0 (2.36)
or,,” r,\ o, !
Definiendo:
Sy =u-ou (2.37)
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La ecuacion 2.36 queda

&' p, op. o .
_._..%_ +E pr —{fz(u)}f”,)d-pw Pp. = 0 (238)
or), r,\ or 4

D

Esta ecuacion estd en forma tal que también puede ser resuelta a través de

funciones Bessel de orden fraccional.

De Abramowitz'® la solucion a este tipo de ecuaciones diferenciales, incluyendo
las condiciones de frontera interna (ecuaciones 2.29 y 2.30) y estableciendo que
para cuando rp tiende a infinito la caida presiéon adimensional debe tender a cero,

se obtiene.

AT NI AT
“ [e T 2"}+S\”fz(“)Kw-'(m‘]
Pup(U) = - R e -t (2.39)

e (20fo0)
(7

donde

1-pB
_ 2.40
Vo Do+ +2 (2.40)

La ecuacion 2.39 representa la solucién aproximada para tiempos grandes

obtenida en este estudio.



CAPITULO 3
VALIDACION Y RESULTADOS

En este capitulo se da el sustento a los desarrollos matematicos elaborados en el
capitulo anterior y se presenta un método grafico para que a partir de datos reales

se permita establecer parametros fractales.

3.1 Validacion

Para validar los resultados de las aproximaciones a tiempos cortos y tiempos
largos se trabajé de dos formas, la primera comparando los resultados de las
aproximaciones contra el caso limite de la solucién Euclidiana de Warren y Root, y
la segunda elaborando una solucién numérica con elemento finito para la ecuacién

completa, es decir, sin aproximaciones (ecs. 2.16 y 2.21).
3.1.1 Validacion Contra el Caso Limite Euclidiano (Warren y Root)

La primera tarea fue programar en lenguaje Fortran la inversidbn numérica de las
aproximaciones planteadas en el capitulo anterior. Para lo cual se recurrié a la
subrutina de Sthefest'' de inversion numérica y a las subrutinas de “Numerical

w12

Recipes”'© para las funciones Bessel de orden fraccional. En el Apéndice B se

incluye un listado del programa principal y de las subrutinas.

Una vez que el programa estuvo operando adecuadamente y los resultados fueron
aceptables, se programé a solucién el modelo de Warren y Root, considerado

como caso limite.

La Fig. 3.1 muestra una grafica en la que se presentan los resultados obtenidos
para el caso Euclidiano. En ella se puede observar que se mantiene fijo el valor de

A y se varia el valor de v, las curvas con simbolos corresponden a las soluciones
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numéricas obtenidas con Matlab'® a través de elemento finito. Se puede observar
que la aproximacién de tiempos cortos presenta un buen ajuste con la solucién
numérica a tiempos pequefios; sin embargo, a tiempos grandes esta aproximacién

tiende a un valor constante.
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La aproximacion de tiempos largos funciona muy bien en el segundo periodo
semilogaritmico; pero a tiempos cortos solo trabaja bien para valores de

cercanos a la unidad.

Para este caso se considera que D=d=2.0 y 0=0 =0, en esta misma grafica son
presentados con linea continua los resultados del modelo de Warren y Root que
es invertido numéricamente, el ajuste es excelente al grado que las curvas

coinciden con las soluciones numeéricas.

La Fig. 3.2 muestra el comportamiento de las soluciones propuestas contra el
modelo de Warren y Root pero esta vez se varia el valor de 1 y se mantiene fijo el
valor de . Observandose de nuevo que la aproximacion para tiempos cortos es
una excelente aproximacion incluso durante el periodo de transiciéon, antes del

periodo homogéeneo.
Para tiempos largos se observa que para valores de o grandes existe una

desviacion importante y esta se debe a la aproximacion utilizada, la cual cuando el

valor de @ se incrementa cobra mayor importancia.
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3.1.2 Validacion Contra La Solucion Numérica Por Elemento Finito, Caso
Fractal.

Para desarrollar la solucién al sistema de ecuaciones parciales que representa el
problema a resolver planteado por las ecuaciones 2.16 para las fracturas y 2.21
para la matriz, se recurrié a las herramientas matematicas de software Matiab y

Mathematica.

Por la facilidad de plantear simbdlicamente los problemas, primero se intentd
resolver el problema con Mathematica aplicando una utileria que permite la
solucion de este tipo de problemas. Sin embargo, dicha utileria presenta un
problema con las condiciocnes de frontera y los resuitados obtenidos no son los

esperados.

Posteriormente se procedio a resolver la ecuacion A.4 en el espacio de Laplace y
aplicar otra vez el algoritmo de Sthefest para invertir la solucién numeérica al plano
real. Los resultados de la solucion numérica fueron insuficientes ya que al variar

los parametros fractales en la mayoria de los casos la solucién no convergia.

Finalmente se utilizé6 Matlab'? y una de sus utilerias PDETOOL (Partial Differential
Equation Tool), sin embargo esta utileria solo admite ecuaciones en coordenadas

rectangulares.

El Anexo C describe el script utilizado para resolver numéricamente por elemento
finito el problema; cuando se obtuvieron resultados también fue necesario
modificar el tamanio del radio externo hasta 50000 con el fin evitar influencia de la

frontera externa.

Para corroborar los resultados obtenidos también se corrieron los casos limites
que anteriormente se resolvieron para la solucién analitica. Las graficas 3.1 y 3.2
muestran la solucion numérica. Esta validacion permite establecer que ia solucion
numérica obtenida es correcta, es decir, no esta influenciada por problemas de
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discretizacion. Con este resultado como base, se procedié a generar resultados

graficos de medios fractales.

3.2 Resultados

Una vez que se validaron los resultados para el caso limite Euclidiano, se
consideré que era necesario comparar los resultados de las aproximaciones
contra la solucion numerica y a la vez revisar el impacto de los parametros

fractales en las curvas sobre la respuesta de presion.

Las Figs. 3.3 y 3.4 muestran resultados en los que se fija &, 0, © y o, variando el
valor de la dimensién fractal desde 1.9 hasta 1.3. En esta grafica se puede
observar que conforme D crece y se acerca a un valor de dos, la curva tiende al
caso Warren y Root que esta indicado como caso base, mientras que para valores
del exponente D menores a 2 se nota una separacion mayor de las curvas con
respecto al caso Euclidiano. También se muestran las aproximaciones analiticas a

tiempos cortos y largos.

Las Figs. 3.5 y 3.6 muestran resultados en la que se fija »,D, » y ¢ variando el
valor de 0 desde 0.8 hasta 0.2. Como es de esperarse, es posible observar en
estas graficas que mientras 8 sea mas cercano a cero las curvas tienden al caso

de Warren y Root.

Estos resultados muestran que las aproximaciones a tiempos cortos y tiempos
largos presentan un magnifico ajuste. Las curvas tanto a tiempos cortos como a
tiempos largos practicamente se enciman con las curvas de con la solucidn

numeérica, esto confirma la validez de dichas soluciones.

La Figs. 3.7 y 3.8 muestran los resultados de la variacion de o, manteniendo todos

los demas parametros fijos. Como se puede observar en estas graficas el valor de
o afecta principalmente a la zona de transicion por o que las aproximaciones a

tiempos cortos y largos continuan siendo validas.
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3.2.1 Inversion Analitica de la Solucién a Tiempos Cortos.

Partiendo de la ecuacion 2.31 y usando la siguiente aproximacién para la funcion
Bessel K.

Kv(z)z ,\/%e"[bk 4V;z_l] (3.1)

Se obtiene:

|:1 4v2 _1 )j|+8\m|:l + 4(v —])2 jl

¥ 16,/ /() /0 +2 16/ /6 +2)

Puslt) = o o (3.2)
- v — 1)
Q[C,)u[l + ]6\,ﬁ(u) (e +2):|+\jj;(u)[l + ETTM—)—/@}(SCDH + 1):'
si Cp es igual a cero
T VR Ay -1)°
. {H 16,/ 1,u) /0 +2)}+S\‘f‘(”){”m\/f,(u)'/(e +2)]
Punlit) = P (3.3)
v —
u{ W (H)[l 6@ /6 + 2)H
' {H 4\’:__ 16 +2),—]+S[\/um +A(l-0) +4(—V_—1M}
— 16 uw +A(l~w) 16
Do) = - 201 2(é 2) (3.4)
u[\;rum} Al—)+ —g:-i)»G—u p }

Por lo tanto invertiendo la expresion 3.4, se obtiene,

Poy (1) = 23—"-’2-{1 s -1-‘8)@-13%} Slvioer2), o 3

~Jon 16 ®
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Derivando con respecto a tp y mulptiplicando por la raiz cuadrada de tp.

P, 1 (avi-1)0 +2) |, (v -1)6 +2) % 1.6
\ dt, ~on [1 ¥ 16 16 ® (3-6)
En la fig 3.9 se puede observar una grafica lado izquierdo de la expresiéon 3.6

contra tp'?, en la que la pendiente (v - 1)@ +2)y ordenada al origen

__1'_[] . (av? —116)(9 + 2)3] -

~OR

3.2.2 Inversion Analitica de la Solucidn a Tiempos Largos.

Partiendo de la ecuacién 2.39 y usando la siguiente aproximacion para la funcion

Bessel K.

K, (z)= —;—rcwb(-;—j_' (3.7)

Entonces la ecuacion 2.36 queda:

IR AC M R A A
5”‘“)(*@7} R RAGEI 1)(“2}

Pup ()= (3.8)

| T L - >[ -f—@-?-j
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' Simp!iﬁcandd

e RACK
L Y NS (W) 6 +2 )
Puwp(u)= " (3.9)
f ’\rfz (u)
“/ (u)( 0 +2 ]
Por lo tanto invertiendo la expresion 3.9, se obtiene:
1-y)® +2)*" Y
Pup(tp)= U-v)6 +2) 2 (3.10)

+S8
(1-o)* Iy +1)

Para cuando el dafio es cero en la Fig 3.10 se puede observar una grafica de pup
contra el logaritmo de tp en la que se observa el comportamiento de dicha

aproximacion.

Cuando el dafio es diferente de cero es necesario derivar la ecuacion (3.10) con

respecto a tp y graficar el logaritmo de la dericada de pp contra el logaritmo de tp.

Op.p(tp) - (1—y)O + 2y W ;e
ot (1-w) Ty +1) °

(3.11)
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tnm*(dpn"dtn)

o o
~N o

e
o o
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NW A

©
O -

D=1.9 ©=0.5 2=0.001 6=0.5

ajuste y =-0.298x + 0.7374

calculado analiticamente y=-02405+0.7978

2
tD”

Fig. 3.9 Aproximacion de Tiempos Cortos
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in pd

df=1.7 ©=0.05 6=0.1 0=0.8 A=0.0001

Ajuste y = 0.2893x + 0.507

Calculado analiticamente y=0.2894x-0.62664

In td

Fig 3.10 Aproximacion para Tiempos Largos



En la Tabla 3.1 se resumen los resultados comparativos obtenidos para la
aproximacion a tiempos cortos

Tabla 3.1
©=0.5 0=0.1 6=0.5 2=0.0001

Comparacion de Aproximacion y los Valores Calculados
D pendiente | pendiente | Ordenada Ordenada al

de aprox | céaculado | al Origen Origen

~aprox. Calculada

1.9 -0.240 -0.29 0.737 0.797

1.7 -0.213 -0.184 0.7238 0.797

1.5 -0.183 -0.1125 0.74 0.797

1.3 -0.08 -0.02 0.707 0.797

En la tabla 3.2 se resumen los resultados comparativos obtenidos para la
aproximacion a tiempos largos representada por la ecuacion (3.10)

Tabla 3.2
®=0.05 6=0.1 8=0.5 2=0.0001
Comparacién de Aproximacién y los Valores Calculados
D y de v caculado | Ordenada Ordenada al
aprox al Origen Origen
aprox. Calculada
1.9 0.2352 0.25 0.6801 -0.6914
17 0.2879 0.289 0.507 -0.62664
1.5 0.3345 0.325 0.4204 -0.62458

Otra manera de aproximar el problema para tiempos largos es a través de la

ecuacion (3.11) que presenta el siguiente comportamiento



£9

Ln(dpp/dtp)

D=1.9 ©=0.5 2=0.001 6=0.5

5 10 15 20 25 30 - 35

i . | ! | . \

ajustado y = -0.7718x - 0.2937

- “Calculado analiticamentey=-0:8x-22-——

Ln(tp)

Fig. 3.11 Aproximacion para Tiempos Largos



CAPITULO 4

CONCLUSIONES

Existe todavia la discusion entre varios investigadores si las redes de fracturas se
comportan como un medio con propiedades fractales, la intencion de este trabajo
no fue determinarlo, sino aprovechar esta tendencia en la ciencia para obtener
nuevos conocimientos sobre ella. Lo que si podemos afirmar es que algunos
medios fracturados presentan caracteristicas similares o cercanas al
comportamiento de medio caracterizado a través de fractales.

Un estudio realizado en el sureste de México por el Ing. Jorge Rosillo Aragon™ en
los campos Luna y Caparroso en medios fracturados afirma que existen patrones
de repeticion de fracturas en todas las escalas.

Este trabajo representa el principio de una investigacioén sobre una nueva forma de
modelar el fenémeno de flujo de fiuidos en yacimientos fracturados.

Uno de los objetivos planteados era el de obtener una solucién analitica valida
para todos los tiempos, lo cual no pudo ser alcanzado pese a que se hicieron
esfuerzos con diversas técnicas matematicas como el método de perturbacion,
resolver numeéricamente las ecuaciones en el espacio de Laplace e invertirlas
numéricamente. Se tuvo finalmente que recurrir a aproximaciones.

Las aproximaciones obtenidas en este trabajo presentan buenos ajustes para la
mayoria de los casos, existen limitaciones propias de las aproximaciones que
tuvieron que ser implementadas para resolver las ecuaciones come se muestra en
el capitulo dos. Mientras que la solucidn numérica del modelo obtenida por
elemento finito presenta una alternativa de solucién.

El modelo presentado tiene la ventaja en relacidén con los modelos tradicionales es
gue considera una distribucion fractal del sistema de fracturas, pero una de las
desventajas importante es que los volimenes considerados para cada fractura es
el mismo.

La aproximaciéon de la inversion analitica de 1a solucidon para tiempos largos
permite a través de un método grafico determinar el valor de v en el que estan
involucrados tres parametros fractales con un grado de error no mayor a un cinco
porciento, pero no permite establecer mas parametros.

La aproximacién de la inversion analitica de la solucion para tiempos cortos
permite establecer también como en el caso anterior algunos parametros fractales
a través de la pendiente de la grafica, pero el comportamiento de la ordenada al
origen no es adecuado.
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Es necesario realizar nuevos estudios con el fin de poder determinar de una
prueba de presion todos los parametros fractales involucrados, lo que ocasionaria
un uso mayor de este tipo de modelos.

El uso de fractales para modelar problemas complejos de la naturaleza en el futuro
alcanzara un mayor auge en todas las disciplinas.
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APENDICE A

METODO DE PERTURBACION

Pasando al espacio de Laplace las ecuaciones (2.16) y (2.21) quedan:
Para las fracturas:

1 0 5 OPp f — d-D_——
—_— = +(1- A 1
f'DD_l 8!'13 (rb ai'D wuppj ( m)rD upo ( )

Para la matriz:

i
upyp . = -r_o' (pr _po) (A.2)

2l

Despejando de la ecuacion (A.2), poma ¥y Sustituyendo en la ecuacion (A. 1)

1 9 OPn, — ] A
—_____[rDﬁ —D‘L‘J - ampr + (1 _ a))de Du[u'rua N AJpDI (A3)

Desarrollando [a segunda derivada y manipulando algebraicamente queda

7] P;;f +£[aprJ_{w+(l_w)de—D[

orp p g

J}mbﬂp‘; =0 (A.4)

ur, +A

Para corroborar la solucion se utiliza un caso limite en el que D=d=2, 6=0 y ¢=0,

obteniendo.
aZP a_ —
Pf;;, +£ pr —{(1)4“(1*‘&))('—%_*]}”101) =0 (A5)
arD r, af‘D u+A d

Que concuerda con el caso de Warren y Root.
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Ahora si reescribimos la ecuacion (A.4) como:

A

&p, ap, . _
> +ﬁ{ Pos ury pp, =0 (A.6)

_ _ d-D
c?rDz r aru] @+ (1-w)r,

ur,”(1+—)
ur,

Por otro lado sabemos que para tiempos cortos comresponden valores de u
(variable de Laplace) grandes y que para tiempos grandes corresponden valores
de u pequefios y rp grandes por lo que consideramos que A/urp® €s menor que

uno. Asi que, podemos utilizar la siguiente aproximacién:

L VRN S S (A7)
1+x 2 6
Sustituyendo en A.6
> p,. op,, - :
piz)f +£ Por |- w'*'(l—a’)de_D la 1~ Ao urnepo =0 (A.8)
or,” rpl o ur, ury d

Haciendo la suposicion que el valor de d-D es igual o cercano a o, 0 sea

considerando que ro*P°~1. Desarrollando la ecuacién A8 y simplificando queda:

& 9] | —
7PI;£ _|_'_ﬁ__ _&‘?L —cw+ {1~ a))[ij 1- 2 - urDGPD =0 (Ag)
or, r, | or, u ur, d

Proponiendo una solucién general del tipo

Poy =€ Ppro+€ Pop (A.10)
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Sustituyendo esta ecuacion en A 9 queda:

al
80 ppzm 0 ﬁ ( prOJ W +(1_w)[ij{1 _ Asj}ungpD;o +
oy, Do,
2P LB ( pnn] £ {w+(l —m)(i][l_isj}"’oapuﬂ =0
arD rD arD u urD

Factorizando y desarrollando:

’p, Pn ﬁ PDfo A 8
&Py, a_
g'w.,._g%f_'-q-glg CPpsi _ g w+(1,_m)[iJ 1- As urDEPDI (A.12)
o, | én u ur, d
+&"(1- m)(ij[ '2'5 }‘”De Pp,, =0
up ur,
Ahora podemos dividir el problema en dos:
— _
g° 0 pszu + go_@_ _m_apro - 6‘0{(2)4‘(1 —Cﬂ)(ij}u’bepn 0 0 (A13)
arD tn arD u ’
& o, Pog 7o,
2 Plzﬂ +8]£ OPo 1 ) P _w)[i) I_LJ urDGpDﬂ
_ar,, r,| or, u ury,

A
+&°(1- a))[iJ[ - ]urng Pp,, =0
U urD

(A.11)

(A.14)
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Para resolver el problema se plantean varias formas de aplicar las condiciones de
frontera
Caso A. Resolviendo el problema planteado en la ecuacion A.13. Las condiciones

de frontera utilizadas son las de almacenamiento y dafio:

S op,..
CotiPop (0) —rD”( P ”f] = (A.15)
or, u
. - (8p,.
p.p)= pbf(l,u)—SrDﬂ( Pos (l,u)J (A.16)
or,

De la referencia 10 y considerando que la caida de presion adimensional, cuando

7o tiende a infinito, es igual a cero.

P soltp, 1) = rp%{BKV [%(—2@ rpﬂzﬁﬂ (A.17)
Donde:
_1-f
YE G+2 (A.18)
Sy = ou+(1-w)A (A.19)

Para poder resolver la ecuacion A.14 es necesario despreciar el término

Adurp®, obteniendose:
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OPo, B[P | A e— AY 4
g ——L o+ L 20Nl (_ p =—'(1-w ——]———
é)rp2 7\ O J {m (1-®) u )|"P Pon e(1-o) u A ur,’ o Por

(A.20)
Si hacemos que:
p)=(1-a)A /u (A.21)
Quedando la expresién
azpD ﬁ p —_— -~
£ arDzﬂ ll r ( aDDﬂ] glfs(u)rpgpoﬂ =-&" p(u)r,’ Po,, (A.22)

Aplicando el método de variacion de parametros, primero es necesario resolver la
ecuacion A.22 igualandola a cero.

azpp " ﬂ ap
g _ﬁ” & a‘;f‘” - &' f,Gon,’ py, =0 (A.23)

D rD D

cuya solucion es

prlH(rD,u)-’b [CK (2 f3(;) ng_;z']+DI( O MH (A.24)

i) g+2

Resolviendo la no homogeneidad, después de evaluar el Wronskiano y usar las
condiciones de frontera A.15 y A.16 junto con A.17,

1 3rem3 — - Ngversw
2pd? (PR30 32 (1-w)y Aruw- e B&ssel!qggr zmT J\m“’:"]

. e (2+) {oduBosselK] 12 , 2YXmele |, (1. Sy ¥ Aeuw- Aw Bassalk|-1+ 18 2VTmadw |)
(A.25)
s - 20 me
_— 2rdz RN 32 () L) 1/).+uw::Essse11[izl':f, 282 Y3sue | pogselx( A, 2012 Lamete |
W (2+0) (odu i, ll’—";—f;":ﬂ] +(1+0dSu) ¥ A+ Uu- Aw BasselK[-1+ L2, 2*"*“'-“ 1)
(A.26)
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Para encontrar los valores de U1 y U2, que son las soluciones particulares de la
ecuacion A.22, se recurrié al paguete Mathematica y los resultados son los
siguientes: |

U=

o2 (1-w) ¥ A+uw- e Coaf
2+8

‘-}. n(:BG[M]
2 2+8

i 5 - B 3e

27 2(2+0) 2.8 2(2+9) * 2(2+0) }e

' [l’:d% -e-g * 222 Hypergecmetr; m[ {

1 B 1 B 5 e 8 36 422 (Asuw- Aw)
{1+ -, 1- +—— , 1+ - + }, ]/
2+ 2+0 2+8 2+90 2(2+8) 2+8 2(2+8) 2(2+8) (2+0)2
2] - -
((2+6)[ 5 - L + 3 )Garm[l-ﬁ]lsamra[lq'l 'B]}-
2(2+09) 2+8 2(2+8) 2(2+0) 2+6 2+8
. 2o 20
nﬂ.@;,}; rd? 4 Asuw-aw . [{5‘ 1 8 ) 7 ___e __ 38 36 }
. 2+8 2 248 240 2(2+48) 2+0 2{2+8) 2(2+0)
8 -
{1+ 2 28 ., 1 B ., 7 e __38 30 ), 42 (Asuw m)]/
2+8 248 2+ 2+8 2(2+0) 248 2(2+8) 2(2+6) (2+86)2
-] - 2
[(2*9) [—“——7 - 38 + 3 )Chmra[ + 1 ﬁ] ) +
2(2+8) 2+0 2(2+8) 2(2+9) 2+@
i"m[ﬁ_ﬂ(l'ﬁ)]
2 2+0
S of, 30 i 1 5 e 8 3e 1 -] 1 B
-jrdZ %Tlﬁrpaxgaaretncm - - - {1 _—— 1
[ E{2 2(2+48) 2+6 2(2+0) +2(2+so)} {1+ 2+8 2.8 2.6 2.0'
N 5 a 8 3e 4rd®*? (A+uw- Aw) })
- ————— - —— - + N
2({2+8) 248 2(2+9) 2(2+9)} (2+6)2 /
5 ° g 3e 1-8 1-8
2 —_—— i — l-— | Gamma| 1
[( +9) (2(2+a) 2+06 2(2+9) +2(2+e)} [ 2+.e] [ +2+e])+
2 (1-p
2 — -
5 08,30 [rd 7 ¥ Aruw- 2w ko , 101 B 3 a P 3e
dZ 272 HypargecretriclFQ[{ - - —, ———— = —— s +
2+9 2 248 2407 2(2+48) 248 2(2+8) 2(2+8)
1 [ 2 2p 3 e 8 38 4 (A+uw-2Aw)
{1- p— e — —— 1l —— - s + }, }/
2+8 24+0 2+8 2.+98 2{2+8) 2+8 2(2+0) 2(24+8) (2.+0)2

3 a8 B 38 1.8 2
[‘2'9) [2(2+9) “2.0 " 2(2+8) 2(2+0) ) Garma[1- 2 g | )]]]/

2 1-8 24 A+uw-Aw —_— 1-8 24 Asuw- Aw
[u (2+8) [cﬂuBassalK[2+6, T] +(lecdSu) ¥ Asuw=- Ao BessalK[-1+ 2 e ——T]

(A.27)
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m:

l’rlz(l-m)‘\flq-uu- xucsu[l'_-(_l'_m.]
2+8
5-&-%-& S (-] ﬁ 39
rdZ 7" Hypargeamet:cicPFQ _——— e — -
l[ [{2 2(3+08) 2.0 2(2+8) 2(2+e)}
1 4 pd®* -
{1+ IR S B 5 e B, 3g 1, (A+Uw-Aw) ])/
2+.0 2.0 2+8 2.8 2(2+8) 2+0 2(2+9) 2(2+9) (2+0)2
5 e B e -8
2.0 (_..._-__- ) i Garmas )_
[( * T e " Zae Zizee " aey) el ] 2 s]
2.8 Vit 2ila)
5-0-%.39 M7 Y Asvw-Aw 1 1 B 7 a 3p 3e
rd? T HypergacmetricPFQ[{ = - f—— - ——— = .
I 240 ) [{2 ‘3.0 2.0 2(2+9) 2:0 2(2:+6) * 2(2+e)}
2 vo -
{1+ _2g 1. 1 s 1s 7 ___e __38 __3e } 4rd®® (A +uw-Aw) /
2+ 240 2+0 240 2(2+0) 2.0 2(2+0) 2(2.9) {(2+en2

7 a 3g 3¢
[(2+e) [——-—— . )
2(2+48) 248 2(2+8) 2(2+0)

)l -
1.5 2¥Asvu3s ]n

[u2 (2+8) [cﬂuBesse]J{[l_B,EV—lM]+(1+cdSu)‘v’A+um Aw BesselK[-1+ 776’ 5o
+ +

2+8 2+ 8

(A.28)

Para poder evaluar estas soluciones es necesario que cuando rp tienda a infinito,
el valor de U1 oly U2 deben también tender a cero por la condicion de frontera
externa. Al evaluar estas integrales a través de Mathematica ambas funciones son

mal comportadas por lo tanto la solucién propuesta no es correcta.
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Caso B: Resolviendo ¢! problema planteado en la ecuacién A.13 y evaluando
hasta el final las condiciones de frontera de almacenamiento y dafo (ecuaciones
A 15y A.16), De Abramowitz.

- _ l;zﬁ; 2./ fi(w) 043/ 2.0 f,(w) 8+
Pt #) =1y [AIV(__9+2 n }+BKv(__9+2 4 ﬂ (A29)

Aplicando el método de variacion de parametros primero, es necesario resolver la
ecuacion A 22 igualandola a cero, obteniendo la ecuacién A.24

Resolviendo la no homogeneidad después de evaluar el Wronskiano:

(A.30)
ul' =
Y 1 2 3'—04
— [zmi‘s"’""'”’f(1-@)mnumn{[ A fd: ‘1‘“'1”]
u(2+0) 2+8 2+0
5 fasueae 2ra’s® YA ue-2e
[lh”eulbp' 2rd2 A+uu—lu]+a eu([l“", ra‘ +uo- u]]]
2+0 24+8 2+0 2+8 .
u?’ =
1 1 2 &-\fz
1 [uui‘“'““’“’f (1-0) VAsue-As Besgerr[ -0, 204 T N2:09-20 )
u(2.8) 2+8 2+0
Ey‘ 1 ) aﬂal:t 2
[laessellll_ﬂ, 2rd2 1+u"_)'°]+BBessc1:K[ —p' rd 2 +WO- u]]]
2+0 2+0 2+0 2+0
(A31)

Por lo que integrando se obtiene:
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P i eum-
[ 1 s L,y 8 e B 18 ]'uc' (1--,\-)]]/
7.8 2.9 1.6 2.8 T(z:8) 248 zu»s) zgz.a) (z+o)
3 - a ige -8
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P
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2
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z 2.0
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Ahora aplicamos la condicion de frontera en la ecuacién A.29 de donde:

A=10
B- 1
Tenwei
uy A+ uw-Ae Aw BasselK[- -1+ 12 ol 13{%’-]

Sustituyendo estos valores en las expresiones de A.32 y A .33 legamos al mismo
resultado que en el Caso A, es decir la solucidn no satisface la condicién de

frontera externa.
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Caso C: Del método de variacién de parametros sabemos que:

CK, (M’DN%J+DIV (E‘prm%]“FU”v {M,ﬁ*%} +
- g+2 9+2 g+2

- -
puﬂ(’b:u)=rp 2 )
U2Kv (.—prg+%}

G+2

(A.34)

Con objeto de que la expresion A.34 pueda cumplir parcialmente con la condicion
de frontera externa hacemos que la constante D=0.

Usando la condicién de frontera interna de gasto constante por lo que la derivada
de A.34 con respecto al radio valuada en rp=1, debe ser igual a cero.

Pope' ()= -C[ i) K“[Z f3("] -0t f;(u)fv__l[2V9JES"}+U1-JV(ZVJ’3(")

o+2 J (A.35)
~U2 f;(u)KV-,l(z—fi@]wz'xv[ﬂﬂJ

De esta expresion encontramos el valor de C.
Para poder evaluar e resultado es necesario invertir numéricamente del plano de
Laplace al plano real la expresion A.35 y la ecuacion A.29, lo cual se realizé a

través del paquete Mathematica.

Los resultados.de la inversion numerica son presentados en la siguiente figura A.1
donde se observa que el método aplicado para tiempos grandes varia de la
expresion, pero ademas por las aproximaciones utilizadas solo nos da el
comportamiento correcto para tiempos cortos debido a que la aproximacion de
tiempos cortos y la obtenida por el método de perturbacion se sobreponen. De
esta forma se puede concluir que el método de perturbacién no aporta informacion

adicional a la ya obtenida.
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Caso D: Como el problema es evaluar la solucién para que cumpla con la
condicién de frontera externa, se hace la suposicién de que Ppy cumpla con una
condicion externa de secuencias de estados estacionarios o ser que para un radio
de investigacion dado rp;,Pon es igual Ppm o sea la ecuacion A.17 es igual a la A.34
quedando:

CK, [E-A—(Qr ."*%J + DIV[L———W rD,."*%J + UIIV[————Pz 500, ."*%J+ e

u
g+2

[2 JACH _m%]

g+2 @ | g+2 ™
2.1 g12/ ' B 2/,
UzK{—gfr—(zi)rm /zJ az[f;(u)Kv-l[ ei;”)ﬂ_,
(A.36)

Esta expresion y la condicién de frontera interna nos permiten encontrar el valor
de C y D y para obtener resuitados es necesario nuevamente aplicar una inversion
numeérica, la fig. A.2 nos muestra los resultados obtenidos. Al igual que el caso
anterior se muestra que la aproximacién utilizada no reproduce el comportamiento

a tiempos largos.
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APENDICE B
PROGRAMA PARA INVERSION DEL ESPACIO DE LAPLACE AL
ESPACIO REAL

Cc PROGRAMA ELABORADO POR FRANCISCO FLAMENCO LOPEZ
c PRINCIPAL

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
COMMON CD,8
OPEN (UNIT=5STATUS="OLD'FILE=""
OPEN (UNIT=6,STATUS='NEW' FILE='"
Do 8 Jed=2,5
CD=10""Jed
Do 8 js=-5,20,5
S=js
WRITE(6,200) CD,S
TDCD=.001
DELT=TDCD
L=0
N=6
M=0
DO 8 J=1,10
9 L=L+1
CALL LINV(TDCD,PD,N,M)
WRITE(6,200) TDCD,PD
M=N
TDCD=TDCD+DELT )
IF(TDCD.GE.(10.*DELT)).OR.((TDCD+DELT).GT.(10.*DELT))) GO TC 8
GOTO9
3 DELT=DELT*10.
200 FORMAT(5X,1PE12.5,6X,1PE12.5,6X,1PE12.5)
STOP
END
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O O0O000

THIS FILE CONTAINS BESSEL FUNCTIONS: IO(X), 11(X), KO(X),
K1(X).

FUNCTION BIO(X)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

T= X/3.75

IF(X.LT.-3.75) THEN

WRITE(®,1)
1 FORMAT(//,2X,'ERROR ARGUMENT < -3.75')

RETURN

END IF

IF(X.LE.3.75) THEN

BIO= 1.+3.5156229*T*T + 3.0899424*(T**4.) + 1.2067492*(T**6 )+
80.2659732*(T**8.) + 0.0360768*(T**10.) + 0.0045813*(T**12.)
ELSE

BIO= EXP(X)/SQRT(X)*(0.39894228+0.01328592/T+ 0.00225319/
&(T*T)-0.00157565/(T**3.)+ 0.00916281/(T**4.)-0.02057706/
&(T*5.)+ 0.02635537/(T+*6.)-0.01647633/(T**7.)+0.00392377/
&(T8.))

END IF

RETURN

END

FUNCTION BI1(X)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0O-Z)

T= X/3.75
IF(X.LT.-3.75) THEN
WRITE(6,1)
1 FORMAT(//,2X,'ERROR ARGUMENT < -3.75')
RETURN
END IF
IF(X.LE.3.75) THEN
Bl1= X*(0.5+0.87890594*T*T+ 0.51498869*(T**4.)+ 0.15084934"
&(T*8.)+ 0.02658733*(T**8.)+ 0.00301532*(T**10.)+ 0.00032411*
&(T™12.)
ELSE
IF(X.LE.35.) THEN
Bl1= EXP(O/SQRT(X)*(0.39894228- 0.03988024/T-0.00362018/(T*T)
&+0.00163801/(T**3.)-0.01031555/(T**4.)+0.02282967/(T**5 )-
&0.02895312/(T**6.)+ 0.01787654/(T**7.)-0.00420059/(T**8.))
ELSE
Bl1=1.00E+35
END IF
END IF
RETURN
END
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Cc
C

Cc

c

FUNCTION BKOQQ)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

IF(X.LT.0.000) THEN
WRITE(®6,1)

1 FORMAT(//,.2XERROR ARGUMENT < 0.000'))

RETURN

END IF
IF(X.LE.2.00) THEN
Y= BIO(X)

XX= X/2.

WRITE(S,*) 'BKO1'

BKO= -LOG(X/2.)%Y-0.57721566+ 0.42278420*XX*XX+
&0.23089756*(XX**4 )+ 0.03488590*(XX**6 )+ 0.00262698*(XX**8.)+
&0.00010750%(XX**10.)+ 0.00000740*(XX**12.)

ELSE
XX= 2./X

WRITE(®,*) 'BKOZ'

BKO= EXP(-X)/SQRT(X)*(1.25331414-0.07832358*XX+ 0.02189568"XX*
&XX-0.01062446*(XX™3.)+0.00587872*(XX**4.)-0,00251540*(XX**5.)
&+ 0.00053208*(XX**6.))

END IF )

RETURN

END

FUNCTION BK1(X)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

IF(X.LT.0.000) THEN

WRITE®,1)
1 FORMAT(/,2X,ERROR ARGUMENT < 0.000',))

RETURN

END iF

IF(X.LE.2.00) THEN

Y= BH(X)

XX= X/2,

WRITE(6,") 'BK11’

BK1= 1./X*(X*LOGOOQ BIT 00+ 1.40.15443144*XX*XX-0.67278579*
&(XX**4.)-0.18156897*(XX**6.)-0.01919402*(XX**8 )-0.00110404*
&00C10.)-0.00004686*(XX**12.))

ELSE ~

XX= 2./X

BK1= EXP(-X)/SQRT(X)*(1.25331414+ 0.23408619*XX-0.03655620°XX*
8XX+ 0.01504268*(XX**3.)-0.00780353*(XX**4.)+ 0.00325614*
&(XX*5.)-0.00068245*(XX**6.)

WRITE(S,") 'BK12'

END IF

RETURN

END
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FUNCTION P(U)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
COMMON CD,S
COMMON CD,S,OMEGA AMDA

UU=SQRT(U)

BKOO=BKO(UU)

BK11=BK1(UU)
P= (BKOO+ S*UU*BK11)/U*(UU*BK11+U*CD*(BKOO+ S*UU*BK11)))
RETURN
END

cc

SUBROUTINE LINV(T,FA,N,M)

STEHFEST ALGORITHM

VARIABLES
P - FUNCTION TO BE INVERTED.
MUST BE DECLARED EXTERNAL IN THE CALLING ROUTINE.
T - TIME AT WHICH INVERSE 1S WANTED.
FA - THE RESULT.
N - PARAMETER THAT GOVERNS THE ACCURACY.
N MUST BE EVEN.
N IS ROUGHLY EQUIVALENT TO THE NUMBER OF DIGITS
WITH WHICH THE COMPUTER IS WORKING.
E.G. HONEYWELL CP-5
PRECISION DIGITS N
SINGLE 8 8
DOUBLE 18 16
M = 0 FOR THE FIRST CALL OR
IF LINV IS CALLED MORE THAN ONCE AND N 1S CHANGED.
= N IF LINV IS CALLED MORE THAN ONCE AND N IS THE SAME.

0000000A0000000000000

O

c

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION V(100),G(100),H(50)
DOUBLE PRECISION DLN2/.6931471805599453D0/
DLN2= 0.6931471805599453D0
IF(N.EQ.M) GO TO 10
IF(N.GT.50) GO TO 99
1G(1)=1.00
NH = N/2
SN = 2*MOD(NH,2)-1
DO 2= 2N
i1= i-1

2 G(H=611%

nh1= nh-1
H{1) = 2.DO/G(NH1)
DO 3 1= 2,NH
Fi =1
nhi= nh-i
i1=i1
i2= 2%
if{i.ne.nh) then
H(l) = FI™NH*GI2Y/(G(NHD)*GI*G(11))
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else
H({) = FI**NH*G(IZ)I(G(I)*G(H))
end if
3 continue
sn= 2*(nh-nh/2*2)-1
DOSI=1,N
V) = 0.D0
KBG = (I+1)/2
o} KND = MINO(I,NH)
KND = MIN(I,NH)
DO 4 K= KBG,KND
k1=K
k2 = 2*K-|
if(k2.eq.0) goto 120
if(i.eq.k) go to 130
V(i) = V(I+HK/(GK1)*G(K2))
goto4
120 v() = v(i) + h{k)/g(k1)
goto4
130 v(i) = v(i) + h(k)/g(k2)
4 continue
V() = SN*V(I)
5 SN =-SN
M =N
10 FA=0.D0
A = DLN2/T
DO11I1=1,N
S =A*FLOAT()
11 FA=FA+V()*P(S)
= A*FA
RETURN
C** ERROR: N>50
99WRITE®G,M N
600 FORMAT(1X’ERROR: N MUST BE LESS THAN 50'I1X'N"'I3)
RETURN
END

FUNCTION chebev(a,b,c,m,x)

INTEGER m
REAL chebev,a,b,x,c{m)
INTEGER j
REAL d dd,sv,y,y2
if ((x-a)*(x-b).gt.0.) pause "x not in range in chebey'
d=0.
dd=0.
y=(2."x-a-b)/(b-a)
y2=2"y
do 11 j=m,2,-1

sv=d

d=y2*d-dd+c(j)

dd=sv .

11 continue

chebev=y*d-dd+0.5"c(1)
return
END
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SUBROUTINE beschb{x,gam1,gam2,gampl,gammi)

INTEGER NUSE1,NUSE2

DOUBLE PRECISION gam1,gam2,gammi,gampl,x

PARAMETER (NUSE1=5,NUSE2=5)

CU USES chebev

REAL xx¢,c1(7),c2(8),chebev

SAVE ¢1,c2

DATA c1/-1.142022680371168d0,6.5165112670737d-3,3.087090173086d-4,
*-3.4706269649d-6,6.9437664d-9,3.67795d-11,-1.356d-13/

DATA ¢2/1.843740587300905d0,-7.68528408447867d-2,
*1.2719271366546d-3,-4.9717367042d-6,-3.31261198d-8,2.423096d-10,

*-1.702d-13,-1.49d-15/
xx=8.d0*x*x-1.d0
gam1i=chebev(-1.,1.,c1,NUSE1,xx)
gam2=chebev{-1.,1.,¢2,NUSE2,xx)
gampl=gam2-x*gam1
gammi=gamz2+x*gam1
return

end

SUBROUTINE bessik(x,xnu,n,rk,rip,rkp)
INTEGER MAXIT ,
REAL n,rip,rk,rkp,x,xnu,XMIN
DOUBLE PRECISION EPS,FPMIN,PI
PARAMETER {EPS=1.e-10,FPMIN=1.e-30, MAXIT=10000 XMIN=2,,
*P|1=3.141592653589793d0)

CU USES beschb
INTEGER i,l,nl
DOUBLE PRECISION a,a1,b,c,d,del,del1,delh,dels,e,f fact fact2 ff,
*gam1,gam2,gammi,gampl,h,p, pimu,q,q1.92,qnew,ril,ril1,rimu,rip1,
*ripl, ritemp,rk1,rkmu,rkmup,rktemp,s,sum,sum<1,x2,xi,xi2 xmu,xmuz2
if(x.le.0..or.xnu.It.0.) pause 'bad arguments in bessik'
nt=int(xnu+.5d0)
xmu=xnu-nl
Xmu2=xmu*xmu

xi=1.d0/x
Xi2=2.d0*xi
h=xnu*xi
if(h.It. FPMIN)h=FFPMIN
b=xi2*xnu
d=0.d0
c=h
do 11 i=1,MAXIT
b=b+xi2
d=1.d0/(b+d)
c=b+1.d0/c
del=c*d
h=dei*h
if(abs(del-1.d0).t.EPS)goto 1
11  continue
pause 'x too large in bessik; try asymptotic expansion'
1 continue
ri=FPMIN
ripl=h*ril
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12

13

ril1=ril

rip1=ripl

fact=xnu*xi

do 12 I=nl,1.-1
riternp=fact*ril+ripl
fact=fact-xi

ripl=fact*ritemp+nil

ril=ritemp

continue

f=ripl/ril
if(.[t.XMIN) then

x2=.5d0*x

pimu=PI*xmu

if(abs(pimu).t.EPS)then
fact=1.d0

else
fact=pimu/sin{pimu)

endif

d=-log{x2)

e=xmu*d

if(abs(e).lt. EPS)hen
fact2=1.d0

else
fact2=sinh(e)/e

endif

call beschb(xmu,gam1,gam2,gampl,gammi)

ff=fact*(gam1*cosh{e)+gam2*fact2*d)

sum=ff

e=exp(e)

p=0.5d0*e/gampl

q=0.5d0/(e*gammi)

c=1.d0

d=x2*x2

sumi=p

do 13 i=1 MAXIT
ff=(*ff+p+q)/ ([i*i-xmu2)
c=c*d/i
p=p/(i-xmu)
q=q/(i+xmu)
del=c*ff
sum=sum-+del
del1=c*(p-i*ff)
sum1=sumi+del1
if(abs(del).lk.abs{sum)*EPS)goto 2
continue

pause 'bessk series failed to converge'
continue

rkmu=sum

rk1=sum1*xi2

else
b=2.d0*(1.d0+x)

d=1.d0/b
deth=d

88



14

3

15

h=delh
q1=0.d0
q2=1.d0
a1=.25d0-xmu2
c=ai
gq=c
=-a1
s=1.d0+g*delh
do 14 i=2 MAXIT
a=a-2*(i-1)
=-a~cfi
gnew={q1-b*q2)/a

q=q+c*qnew

b=b+2.d0

d=1.d0/(b+a*d)
deth=(b*d-1.d0)*delh
h=h+delh

dels=q*delh

s=s+dels
if(abs{dels/s).lt.EPS)goto 3

continue
pause 'bessik: failure to converge in cf2'
continue
h=at*h
rkmu=sqrt(P1/(2.d0*x))*exp(-x)/s
rk1=rkmu*(xmu+x+.5d0-h)*xi
endif
rkmup=xmu*xi*rkmu-rk1
rimu=xi/(f*rkmu-rkmup)
ri=(rimu*nit)/dl
rip=(rimu*rip1)/nl
do 15 i=1,nl
rktemp=(amu+i)*xi2*rk1+rkmu
rkmu=rk1
rk1=rktemp
continue
rk=rkmu
rkp=xnu*xi*rkmu-rk1
return
END
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APENDICE C

SCRIPT MATLAB
(SOLUCION NUMERICA)

function pdemodel

fpde_fig,ax]=pdeinit;

pdetool(appl_cb',2);
set(ax,'DataAspectRatio’,[10000 10000 1));
set(ax,'PlotBoxAspectRatio',[1 1 1]);
set(ax, "XLiny',[-10000 10000]);
set(ax,"YLim',[-10000 10000]);
set{ax,'XTickMode','auto’),
set(ax,"YTickMode','auto’);

% Geometry description:

pdecirc(0,0,10000,'C1Y;

pdecirc(0,0,1,'C27;

set(findobj{get(pde_fig,'Children'), Tag','PDEEval),'String','C1-C2")

% Boundary coaditions:
pdeiool{’changemaode’,0)
pdesetbd(8,...

neu', ...

2.
str2mat('0’,'0','0",'DY,...
str2mat(*1','07)
pdesetbd(7,...

neu',...

2,..
str2zmat('0','0°,'0",'D),...
str2zmat('1",'0%)
pdesetbd(6,...

‘neu’,...

2.
strZmat('0','0','0','0",...
str2amat('1°,'0%)
pdesetbd(5....

neu’,...

2,.
strZmat('0','0",'0",'0Y,...
str2zmat('1','0'))
pdesetbd(4....

'dir',...

2,..
str2zmat('1.0','0,'0",'1.0%,...
str2mat('0.0','0.0'))
pdesetbd(3,...

dir,...

2,..
str2mat('1.0','0°,'0','1.07,...
strZmat{'0.0",'0.0%)
pdesetbd(2,...

dir,...
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2,..
strzmat('1.0','0",'0",'1.0'),...
strzmat('0.0','0.0%)
pdesetbd(1,...

dir,...

2,.
str2mat('1.0,'0°,'0","1.07},...
str2mat('0.0°,'0.07)

% Mesh generation:
setuprop(pde_fig,'Hgrad',1.3);
setuprop(pde_fig, refinemethod’,'regular’);
pdetool(initmesh’)

% PDE coeffigients:

pdeseteq(2,...

str2mat((sqrt(x 24y A2)).M1.0-1)0 '(sqn(x A2+y A2)).4(1.0-1),'0.0,'0°,'0.0Y,..
str2mat(‘'0.0','(-0.0001 /(5qri(x.*2+y.A2)).*0.0)",'0.0",'(0.0001./(sqrt(x. 2 +y. AZN. "0 0),..
strzmat(0.0','0.0"),..

str2mat(0.5. “(sqrt(x. "2+y A2)).M(2.0-2.0),'0.0",(1.0-0.5). *(sqri(x.A2+y.A2)).4(2.0-2.0),"1.07), ..

‘jogspace(-3.10,130)',.

'0.0,...

'0.0',...

‘0 100])
setuprop{pde_fig,'currparam’,...
[(Sqr’t(x A2+y . 2)).M1.0- 1)
.0 0 "

'(-0.0001 /{sqrt(x."2+y. A2)) "0 )]
'0.0

'0.5.*{sqrt(x.A2+y ~2)).A(2. 0-2 0)
0.0 -

‘00 lr

'0.0 Y.

IO 0 !.
'(0.0001./(sqrt(x.*2+y.*2}). "0 1)}
0.0

'(1.0-0.5).%(sqri(x."2+y. "2)) "(2 0-2.0);..
1.0 D

% Solve parameters:
setuprop(pde_fig,'solveparam’,...
str2mat('0','2892",'10','pdeadworst’,. ..
'0.5"'longest’,'0',"1E-4"," fixed',"Inf}))

% Piotilags and user dala strings:

setuprop(pde_fig, plotflags'[1111111100081111001]);
setuprop(pde_{fig,'colstring',");

setuprop(pde_fig,'arrowstring',");
setuprop(pde_fig,'deformstring’,");

setuprop(pde_fig,'heightstring',");
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