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RESUMEN 

Este trabajo presenta la metodología de martingalas como una alternativa al 

método de ecuaciones diferenciales parciales para desarrollar el modelo de Black

Scholes y así obtener soluciones de forma cerrada para la valuación de productos 

derivados, en particular para opciones europeas sobre acciones que no pagan 

dividendos. El modelo de Black-Scholes describe que el comportamiento de los 

precios de los activos financieros es un modelo en tiempo continuo; está formado 

por un activo con riesgo (una acción) y un activo libre de riesgo (una inversión 

inicial en el mercado de dinero). Los conceptos fundamentales de probabilidad 

avanzada y cálculo estocástico desem peñan un papel importante en el desarrollo 

del método en cuanto a la valuación de productos derivados. El método es exten

dido para opciones europeas sobre acciones que pagan dividendos continuamente, 

futuros de bienes, futuros de divisas y para acciones cuando la tasa de interés se 

comporta de manera aleatoria. 
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INTRODUCCION 

El crecimiento exponencial de los productos derivados en los últimos años se ha 

dado como respuesta a los incrementos en la volatilidad que sufren las principales 

variables económicas financieras tales como los tipos de cambio, las tasas de 

interés y los commodities en los mercados financieros. Tal situación ha creado 

gran incertidumbre en los resultados de los proyectos tanto de inversión como de 

financiamiento haciendo esencial la búsqueda de mecanismos de cobertura que 

permitan neutralizar los diferentes tipos de riesgos financieros. 

De ahí que en el mundo de las finanzas modernas, la administración de 

riesgos y los productos derivados se han convertido en uno de los temas más 

controvertidos y significativos para las instituciones financieras, corporaciones e 

inversionistas de los noventa. El enorme crecimiento de los mercados financieros 

globales, la explosión de nuevos instrumentos financieros, la evolución en los 

productos derivados y los avances tecnológicos en computación y comunicaciones 

se han combinado para crear oportunidades reales y prácticas para diversificar la 

exposición a los riesgos financieros tradicionales. Sin embargo, la sofisticación y 

complejidad de los nuevos instrumentos financieros traen consigo la exposición a 

riesgos cada vez más complejos, que si no son completamente entendidos y además 

si no se tienen los modelos sofisticados de valuación que permitan estructurar 

instrumentos financieros de primas justas pueden crear pérdidas significativas en 

los negocios. 

La valuación consiste en asignarle un precio justo al instrumento en cualquier 

momento del tiempo. En la actualidad existen varias metodologías para va

luar productos derivados. Todas ellas tienen supuestos, tanto financieros como 
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matemáticos o estadísticos, lo que tiene como consecuencia el hecho de que algu

nos métodos tengan ventajas o desventajas frente a otros. El primer modelo 

que se utilizo para valuar productos derivados fue establecida por Fisher Black y 

Myron Scholes y extendida por Robert Merton en 1973. Este'modelo se derivo al 

resolver una ecuación diferencial parcial con sus condiciones de frontera mediante 

la construcción de un portafolio libre.de riesgo que esta formado por una opción 

y activo financiero (una acción). 

En este sentido, el objetivo del presente trabajo de investigación es aplicar el 

método de martingalas para desarrollar el modelo de Black-Scholes y así obtener 

soluciones de forma cerrada para la valuación de productos derivados de una 

manera más precisa y sencilla utilizando herramientas matemáticas avanzadas de 

probabilidad, cálculo estocástico y además asumiendo el modelo de precios de 

Black-Scholcs. Este trabajo está organizado como sigue. En la sección 1, se pre

sentan los antecedentes de los productos derivados. En la sección 2, se estudian 

las herramientas matemáticas que nos permitirá el desarrollo de los modelos de 

valuación. En la sección 3, se ilustra el método de martingalas propuesto para 

la modelación de productos derivados. En la sección 4, se extiende el modelo 

propuesto a fin de incluir productos derivados sobre acciones que pagan dividen

dos continuamente, futuros de bienes, futuros de divisas y para acciones cuando 

las tasa de interés es estocástica. Finalmente en la sección 5, se resumen los 

principales resultados de la investigación, se destacan las limitaciones y ventajas 

del método empleado y, por último se mencionan algunas líneas de investigación 

futura. 



1. ANTECEDENTES 

En esta sección se presenta una breve descripción de las opciones financieras que nos 

permitirá diferenciar las características y relaciones entre opciones de compra-venta de 

los principales contratos que existen en los mercados financieros, así como los factores y 

supuestos para la 'determinación de los precios de las mismas. 

1.1 Opciones Financieras 

La generación de portafolios con un balance adecuado entre riesgo y rendimiento es una 

tarea fundamental de la administración de riesgos. Una clase importante de instrumentos 

que actúan como seguros contra contingencias financieras son las opciones. En un ambiente 

de extrema volatilidad, estos instrumentos proporcionan al inversionista un mecanismo 

para inmunizar el portafolio contra fluctuaciones adversas en los mercados financieros con 

bajos costos de transacción. 

El surgimiento y crecimiento de las opciones en los mercados financieros está mar

cado por varias fechas importantes: En 1973, se bursatilizan opciones sobre acciones en el 

Chicago Boaro of Trarle (CBOT). En el mismo año, se presenta un avance teórico impor

tante con la aparición de la fórmula de B1ack y Scholes. En 1979, debido a un cambio 

de estrategia de la Reserva Federal de los Estados Unidos de Norte América se genero un 

nivel alto de volatilidad en los mercados financieros, los agentes se vieron en la necesidad 

de buscar nuevas técnicas financieras para contrarrestar su exposición al riesgo. Los inver

sionistas observaron que el empleo de las opciones reducía en forma eficiente la exposición 

al riesgo mercado. 

Una opción es un producto derivado que por el pago de una prima da a su tenedor 

(comprador) el derecho, más no la obligación, de comprar o vender el activo subyacente 

(bienes, accio'nes, índices bursátiles, divisas, futuros, tasas de interés, etc.) a un precio 

determinado, llamado precio de ejercicio durante la vigencia del contrato y hasta la fecha 

de vencimiento. La contraparte, el emisor, de estos títulos tiene la obligación de vender 

o comprar el activo subyacente. En resumen, la utilidad de estos instrumentos consiste 

en asegurar un bien o servicio a través del pago de una prima cuyo monto dependerá de 

las probabilidades de que el bien o servicio experimente un cambio desfavorable para el 

interesado. Si esto ocurre, el interesado pierde únicamente el valor de la prima. En un 

contrato de opción se especifican cinco elementos: 
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1. Tipo de opción.- opción de compra o de venta (americana o europea). 

2. Activo subyacente.- es el activo (acciones, divisas, tasas de interés, petróleo, oro, etc.). 

3. Cantidad del activo negociado.- es la cantidad, en unidades, del activo subyacente qne 

está estipulado que se puede comprar o vender por cada contrato de opción. 

4. Fecha de vencimiento.- es la feclta eu que se vence el contrato. Las fechas de ven

cimiento se fijan de acuerdo con el calendario trimestral, de tal manera que existen 

vencimientos cada tres meses, siendo el máximo vencimiento de nueve meses. 

5. Precio de ejercicio.- es el precio al que se podrá ejercer el contrato, es decir, el precio 

al que se podrá comprar o vender el activo subyacente, según la opción sea de compra 

o de venta. 

Hay otro elemento determinado por el mercado que no figura estipulado en el contrato, 

que es el precio a pagar por la opción, precio que se fija en el mercado organizado de 

opciones, siguiendo la ley de la oferta y la demanda. Este precio recibe el nombre de 

prima. 

Es importante observar que en los contratos de opciones sólo se obliga al vendedor, 

uúenLras que el c0111prador tiene el derecho (opción) do ejercer el contrato, pero no está 

obligado a ello. Esto permite al poseedor de una opción, no sólo a cubrirse ante posibles 

pérdidas sino también la posibilidad de obtener un beneficio en caso de que la evolución 

del precio del activo asociado a la opción sea favorable . 

. - Por otro lado, las opciones, al igual que los futuros son contratos estandarizados, 

permitiendo así que las transacciones se efectúen en mercados abiertos, organizados y 

con garantías de su cumplimiento. Esta característica genera liquidez para llevar a cabo 

distintas combinaciones y estrategias para ampliar y diversificar las carteras de inversión. 

A diferencia de los mercados de futuros, en las opciones, el comprador del contrato sólo 

está obligado al pago de una prima (precio de la opción) que recibirá el vendedor, quién 

aportará el margen inicial y de mantenimiento según la evolución del mercado. 

La inversión en opciones también es una alternativa para especular (obtener ganan

cias extraordinarias asumiendo riesgos sobre tendencias inesperadas). Es también posible 

realizar operaciones de arbitraje aprovechando desequilibrios temporales en la prima de 

las opciones. 
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Las opciones financieras más comunes son las que tienen como subyacente a los títulos 

de capital (acciones), los índices de mercados accionarios, las divisas extranjeras, títulos de 

deuda pública y futuros. Se distinguen entre sí con base en tres criterios: tipo, clase y serie. 

El tipo nos indica si la opción es de compra (call) o de venta (put). Todas las opciones 

que sean del mismo tipo y que tengan una fecha de vencimiento común determinan una 

clase. Las opciones que pertenezcan a una clase y que tengan el mismo precio formarán 

una serie. En las opciones se presentan dos posiciones, las cuales nos indican la postura 

que presenta cada una con respecto al contrato: 

Posición larga.- es la postura que presenta el comprador (quien paga la prima) de una 

opción, sin importar si ésta es un opción de compra o de venta. 

Posición corta.- es la postura que presenta el emisor o vendedor de la opción (recibe 

la prima) de compra o de venta. 

U na vez firmado un contrato de opciones, existen tres formas de cerrarlo: 

a. El comprador ejerce su derecho. 

b. El comprador permite que pase la fecha de vencimiento sin ejercer su derecho, dándose 

por terminado el contrato. 

c. El comprador puede vender la opción a un tercero, o el emisor puede recomprar la 

opción al comprador, es decir, la opción se liquida. 

1.1.1 Opciones de Compra (Call Options) 

Una opción de compra otorga al comprador el derecho, más no la obligación, de comprar 

al emisor el activo subyacente a un precio predeterminado en una fecha predeterminada o 

antes. El comprador tiene que pagar una prima al emisor en el momento de la realización 

del contrato. El contrato debe especificar entre otras cosas: 

1. Concepto a negociar (activo subyacente). 

2. La cantidad a negociar. 

3. El precio de compra. 

4. La fecha de vencimiento. 

Este tipo de opciones presentan para el comprador ganancias ilimitadas al mismo 

tiempo que sus pérdidas se ven reducidas al valor de la prima que paga al firmar el contrato. 

En cambio el emisor presenta como ganancia máxima el valor de la prima y sus pérdidas 

son ilimitadas. 
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1.1.2 Opciones de Venta (Put Options) 

Una opción de venta otorga al comprador el derecho, más no la obligación, de vender el 

activo subyacente a un precio predeterminado en una fecha preestablecida o antes. El 

contrato especifica los mismos puntos que el de opciones de compra. En estos contratos 

al igual que en los de compra el emisor tiene una ganancia reducida a la prima y pérdidas 

ilimitadas, la situación del comprador es la contraria, es decir, presenta pérdidas reducidas 

a la prima y ganancias ilimitadas. 

1.2 Opciones Americanas y Europeas 

Las opciones también se pueden clasificar de acuerdo al tiempo en que se puede ejercer el 

derecho que ellas otorgan, siendo estas: 

1. Opciones americanas.- son aquellas en las que se puede ejercer el derecho a comprar 

o vender en cualquier feclHt hasta el día de vencimiento, es decir, durante la vida de 

la opción. 

2. Opciones europeas.- son aquellas que sólo pueden ser ejercidas en la fecha de venci-

miento. 

La mayoría de los contratos negociados en todo el rnundo se realiz.an mediante opdotlp.s 

americanas. Pero estas presentan una mayor dificultad para su valuación que las europeas, 

y por lo mismo las propiedades de las americanas se derivan y explican a través de las 

propiedades de las europeas. 1 

1.3 Opciones Dentro;-Fuera y en el Dinero 

Las opciones pueden clasificarse, dependiendo de la relación que exista entre el precio 

pactado de ejercicio y el precio de mercado de la siguiente manera: 

1. Dentro del dinero (in-the-ll1oney).- cuando el precio de mercado excede el precio de 

ejercicio en una opción de compra; y cuando el precio de mercado es menor al precio 

de ejercicio para una de venta. 

2. Fuera del dinero (out-of-the-money).- cuando sucede lo contrario, es decir, cuando el 

precio de mercado es menor al precio de ejercicio en una opción de compra; y cuando 

el precio de mercado es mayor al precio de ejercicio en una de venta. 

1 
Para una descripción más detallada de los productos derivados, véase Hull (1997). 
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3. En el dinero (at-the-money).- esto se da cuando el precio de mercado y el precio de 

ejercicio son el mismo, se cumple tanto para opciones de compra, como para las de 

venta. 

Esta clasificación determina el precio a pagar por comprar la opción, ya que las opcio

nes que se encuentran dentro del dinero van a implicar necesariamente primas más altas, 

puesto que con estos contratos es muy probable que se logren ganancias si se ejercen al 

vencimiento, en cambio las opciones que se encuentran fuera del dinero implican primas 

muy bajas, ya que seguramente terminen sin ser ejercidas. 

1.4 Liquidación en Efectivo y en Especie 

Las opciones también pueden clasificarse según su forma de liquidación, es decir, la forma 

de cumplimiento del contrato por parte de los vendedores de opciones: 

1. En especie. 

2. En efectivo. 

En los mercados, la liquidación de los contratos muy rara vez llegan a la fecha de expi

ración (aproximadamente el 2% de las operaciones). Generalmente, se realiza cancelando 

diferenciales entre el precio de ejercicio y el precio de mercado (en efectivo). 

Finalmente, es conveniente destacar que existen cuatro posiciones básicas para un 

inversionista que está interesado en la negociación de opciones: 

1. Posición larga en una opción de compra.- ésta es una posición que se beneficia con 

movimientos a la alza en los precios. Ya que sus ganancias aumentan en relación a lo 

que aumente el mercado. 

2. Posición larga en una opción de venta.- ésta considera movimientos a la baja en los 

precios. En esta posición al contrario, las ganancias van en relación a una contracción 

en los precios del mercado. 

3. Posición corta en una opción de compra.- con esta posición obtienen beneficios los 

inversionistas que consideran movimientos moderados a la baja y movimientos neu

trales. 

4. Posición corta en una opción de venta.- con ella se encuentran los inversionistas que 

consideran movimientos moderados a la alza y movimientos neutrales. 
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1.5 Valor Intrínseco y Valor en el Tiempo de las Opciones 

La fijación del precio de la opciones se realiza en los mercados de acuerdo a su oferta y 

demanda. Varios factores intervienen en dicho proceso. Su Jinámica depende del tiempo y 

de las variaciones del precio del subyacente en el mercado. De ahí que las opciones tienen 

un valor intrínseco y un valor en el tiempo. El valor intrínseco es el valor que tendría la 

opción si expirara inmediatamente tomando en cuenta el precio del activo subyacente en 

el mercado en efectivo. Concretamente, es la cantidad por la cual la opción se encuentra 

dentro del dinero. Para las opciones de compra es la diferencia entre el precio de mercado 

del subyacente y el precio de ejercicio, si la diferencia es positiva, o de lo contrario es 

simplemente cero (pues al no estar dentro del dinero la opción no tiene ningúu valor para 

el comprador). Por lo tanto, su valor es e = Max(ST - K, O). Para las opciones de venta 

es la diferencia entre el precio de ejercicio y el precio de Inercado del subyacente, si la 

diferencia es positiva, o simplemente cero en cualquier otro caso (la opción no tiene valor 

para el comprador porque no se ejerce). Por lo tanto, su valor es p = Max(K - ST, O). 

El valor en el tiempo es la cantidad por la cual la prima o valor total de la acción 

excede el va.lor intrínseco. Este valor existe porque el precio del subyacente puede cambiar 

entre el presente y el vencimiento de la opción, existiendo por tanto el potencial de posi bies 

beneficios. Esto es, el valor en el Lit!Jupo es la prima que los inversionistas est.8.!1 c1ispnestos 

a pagar por dicho potencial. De ahí que el valor en el tiempo sea igual a cero al vencimiento 

de la opción y el valor máximo de la opción que es ejercida es igual al valor intrínseco. 

En general, el valor en el tiempo se encuentra en su máximo valor cuando el precio del 

subyacente es igual al precio de ejercicio. 

1.6 Relaciones entre Opciones de Compra-Venta (Paridad Call-Put) 

Esta paridad es una relación que debe mantenerse para que no exista arbitraje. Con

siderando el caso de una opción europea al momento de su vencimiento, esta condición 

puede ser extendida para incluir el precio de ejercicio en la relación de equilibrio existente 

entre las opciones y su subyacente. A esta relación de equilibrio se le conoce como paridad 

de los precios entre opción de compra y opción de venta. Como una primera aproximación, 

sin tomar en cuenta el valor del dinero en el tiempo, el principio de la paridad de los precios 

de opciones de compra y venta, señala que en el caso de una opción europea que no paga 

dividendos, para que no exista arbitraje entre la compra del subyacente y las opciones de 

6 



compra y de venta, al momento de su liquidación, el precio del subyacente menos el precio 

del ejercicio debe de ser igual al precio de la opción de compra menos el precio de la opción 

de venta, es decir 

St - J( = c(t, stl - p(t, St) 

L 7 Factores para la Determinación de los Precios de las Opciones 

Los factores de los cuales depende el valor de una opción se enumeran y explican muy 

brevemente a continuación: 

1. Precio actual del bien subyacente. Es el determinante más importante. Cuanto mayor 

es el precio del activo subyacente, mayor es el precio de la opción de compra (mayor 

probabilidad de encontrarse dentro del dinero) y menor el de la opción de venta (menor 

posibilidad de encontrarse dentro del dinero). 

2. Precio de ejercicio de la opción. Cuánto más alto, más barata debe ser la opción de 

compra y más cara debe ser la opción de venta. Sin embargo, cabe recordar que el 

precio de una opción de compra no puede ser negativo aún si el precio de ejercicio 

es muy alto. Mientras la opción tenga aún cierta vigencia, existe la posibilidad de 

que el precio del subyacente exceda al precio de ejercicio antes de Sil vencimiento y la 

posición tiene algún valor en el tiempo. Análogamente, en el caso de una opción de 

venta, su valor intrínseco no puede ser negativo, aún si el precio de ejercicio es muy 

bajo. Y mientras la opción de venta tenga vigencia, existe la posibilidad de que el 

precio del subyacente descienda más allá del precio de ejercicio y por tanto la opción 

tiene al menos cierto valor en el tiempo. 

3. Tasa de interés libre de riesgo. Es el costo de oportunidad de la inversión en una 

opción, a medida que la tasa de interés libre de riesgo se incrementa, el precio de las 

opciones de compra aumenta y el precio de las opciones de venta disminuye. Este 

impacto no es tan evidente. Mientras más altas sean las tasas de interés, más bajo es 

el precio de ejercicio de una opción de compra. Así, las tasas de interés producen el 

mismo efecto que bajar el precio de ejercicio de la opción de compra. 

4. Dividendos. Los pagos de dividendos en efectivo también alteran el precio de las 

opciones. En relación a las opciones sobre acciones, si se espera que la acción reparta 

altos dividendos, el valor de la opción de compra disminuye y el valor de la opción de 
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venta aumenta. Esto debido a que el precio del subyacente desciende en el mercado 

en una cantidad similar al pago de dividendos. 

5. Tiempo remanente de vigencia. Mientras mayor es el plazo que aún tiene de vigencia 

la opción, mayor es la posibilidad de ejercer, por lo tanto mayor será el precio de las 

opciones, tanto de compra como de venta. 

6. Volatilidad del activo subyacente. La volatilidad se refiere al posible rango de varia

ciones de los precios del subyacente. Los incrementos en la volatilidad del precio del 

bien subyacente siempre tienen el efecto de que aumenta el precio de las opciones, 

sean estas de compra o venta, americanas o europeas, porque aumentan la posibilidad 

de que el precio del bien subyacente rebase el precio de ejercicio provocando que la 

opción sea ejercida. 

Los cuatro primeros factores están relacionados con el valor intrínseco de la opción, en 

tanto que los dos últimos con el valor en el tiempo de la opción. Estas variables interactúan 

entre sí para determinar el valor de las opciones. 

En resumen se puede decir que el valor de una opción de compra generalmente aumen

ta cuando el precio actual de las acciones, el vencimiento, la volatilidad y el tipo de interés 

libre de riesgo aumentan. El valor de una opción de compra disminuye cuando aumentan 

el precio de ejercicio y los dividendos espPfHc1os. El valor de una opción ele veuta gene-

ralmente aumenta cuando el precio de ejercicio, el tiempo de expiración, la volatilidad, y 

los dividendos esperados aumentan. El valor de una opción de venta disminuye cuando el 

precio actual de las acciones y el tipo de interés libre de riesgo aumentan. 

1.8 Opciones sobre Acciones que Pagan Dividendos Continuamente 

Considere una acción que paga continnamente una tasa de dividendo (constante). Entonces 

el precio de una acción que paga este tipo de dividendo es el precio de la acción sin pago 

de dividendo descontado a dicha tasa de dividendos. 

1.9 Opciones sobre Indices Accionaríos 

rvIuchas de las bolsas del mundo cotizan opciones sobre índices accionarios. La Bolsa 

Mexicana de Valores no es la excepción y cotiza Warrants sobre el lndice de Precios y 

Cotizaciones. El mecanismo y la definición es como una opción sobre una acción, la única 

diferencia es que el subyacente es el índice bursátil. En la valuación de las opciones sobre 
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Índices accionarios el supuesto que se hace es el de promediar los dividendos que pagan las 

acciones que componen el Índice (canasta de acciones). Con esto se aplica la fórmula de 

Black-Scholes adaptada para las opciones sobre acciones que pagan un dividendo conocido. 

1.10 Opciones sobre Divisas 

Las opciones sobre divisas pueden ser tratadas de manera análoga a las opciones sobre 

acciones, la única diferencia es que el activo subyacente es una divisa. Este instrumento 

tiene la propiedad de transferir el riesgo cambiario entre los participantes del mercado 

ofreciéndoles una amplia gama de posibilidades de rendimiento ·además de permitirles 

crear una cobertura contra el riesgo. Una opción sobre divisas proporciona una especie de 

seguro cambiario mientras que una cobertura (o un forward) cierra la operación futura a 

un tipo de cambio fijado el día de la adquisición del contrato. Por supuesto, el seguro no 

es gratuito y se tiene que pagar una prima por la opción, mientras que en el forward no 

existe tal prima. 

1.11 Opciones sobre Futuros 

Una opción sobre un futuro es una opción donde el subyacente es tUl futuro. Como en las 

otras opciones el comprador de la opción tiene el derecho, mas no la obligación, de ejercer 

la opción. Así, con una opción de compra puede ejercer la opción comprando un contrato 

de futuros al precio de ejercicio (es decir, tomar una posición larga en los futuros al precio 

de ejercicio), mientras que el comprador de la opción de venta puede ejercer vendiendo el 

contrato de futuros al precio de ejercicio. Todos los conceptos típicos de las opciones son 

válidos, por ejemplo, el tenedor de la opción de compra ejercerá el derecho de comprar un 

contrato de futuros sólo si eso le representa una ganancia o le reduce una pérdida. 

Las opciones sobre los futuros tienen los siguientes beneficios sobre los contratos de futuros: 

1. Las opciones le ponen un límite a la pérdida mientras que los futurQs no lo hacen. 

2. Las opciones sobre futuros le permiten a los productores de mercanCÍas cubrir tanto 

el riesgo precio como el riesgo de cantidad mientras que los futuros permiten solo la 

cobertura del riesgo precio. 2 

2 Los conceptos de este capítulo retoma los principales aspectos de HulI (1997). 
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1.12 Modelo de Black-Scholes 

El modelo de Black-Scholes es probablemente el más conocido y aplicado de los modelos 

de valuación de las finanzas. Inicialmente fue desarrollado en 1973 por Fisher Black y 

Myron Scholes. El modelo fue formulado para valuar opciones europeas para acciones sin 

pago de dividendos; trahajos posteriores de otros investigadores financieros han refinado el 

modelo y lo han hecho aplicable para el caso de opciones americanas, opciones con pago de 

dividendos por parte del activo subyacente, y opciones sobre otros instrumentos, C0ll10 los 

futuros, divisas, entre otros. El método establece la siguiente fórmula para obtener el valor 

de las opciones europeas de compra. En la derivación de la fórmula original se hicieron los 

siguientes supuestos: 

1. La tasa de interés a todos los plazos es constante. 

2. El intercambio (o negociación) de estos instrumentos es continuo 

3. Los costos de transacción e impuestos son cero. 

4. La acción no paga dividendos. 

5. Un inversionista puede ejercer la opción sólo al tiempo de vencimiento (opción tipo 

europea). 

6. La volatilidad de la acción es conocida y no cambia durante la vida de la opción. 3 

Es de esperar que en la realidad varios de estos supuestos no se cumplan. No obstante, 

la fórmula arroja buenos resultados en la práctica. El supuesto más importante en el 

modelo es que los precios de los activos subyacentes son continuos lo cual descarta las 

discontinuidades en el patrón muestral, tales como los saltos que invalidan el argumento 

de cobertura continua en el modelo Black-Scholes. También este supuesto descarta una 

reversión de la media en el precio del activo snbyacente, es decir, la convergencia hacia 

un valor fijo. Por lo tanto, el modelo de Black-Scholes no es estrictamente aplicable al 

mercado de renta fija, donde los precios de los bonos convergen hacia valores nominales. 

3 Black, F. and M. Scholes, (1973), The Princing of Options and Corporate Liabilities, Journa.l of 

Political Econorny, 81, pp. 637-654. 
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Por otra parte, en el caso de subyacentes que no distribuyen dividendos u otros pagos 

en efectivo, el modelo de Black-Scholes es aplicable para el caso de opciones americanas. 

Debido a que una opción americana puede ser ejercida en cualquier momento su precio 

es mayor que el de una opción europea de igual precio de ejercicio y vencimiento; a la 

diferencia entre el precio de la opción americana y la opción enropea se le denomina prima 

por derecho de ejercicio prematuro. En el caso de una opción americana cuyo subyacente 

no paga dividendos, no es recomendable que se ejerza antes del vencimiento. Si una opción 

europea está dentro del dinero su valor se aproxima al valor intrínseco. 

El modelo de Black-Scholes continua siendo aplicable para el caso de opciones ameri

c>tnas de compra que pagan dividendos. Si la opción se ejerce antes de la fecha de 

vencimiento, se obtiene el valor de la opción de compra usando el tiempo correspondiente a 

la fecha de ejercicio. Es posible ejercer prematuramente una opción americana si la opción 

se encuentra profundamente dentro del dinero y el pago de dividendos es alto. 
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2. HERRAMIENTAS MATEMATICAS 

En esta sección se establecen los fundamentos matemáticos esenciales que permitirán el 

desarrollo de los modelos de valuación para los productos derivados. En la actualidad, la 

matemática utilizada para modelar instrumentos financieros ha alcanzado un alto grado 

de sofisticación debido a la naturaleza como se presentan los movimientos en los mercados 

financieros por lo que será necesario recurrir a la teoría de probabilidades avanzada y al 

cálculo estocástico. 

2.1 Información y Filtraciones 

La información actual que se maneja en los mercados financieros es claramente el deter

minante más importante para tener éxito en cualquier transacción financiera, ya que los 

inversionistas toman sus decisiones en base a la información disponible, es decir, obtienen 

información, la organizan y la analizan de forma rápida para reaccionar contra los cambios 

inesperados de las condiciones del mercado y así detectar mejores oportunidades de inver

sión. Sin embargo, con el transcurso del tiempo, la información nueva estará disponible 

para todos los participantes del mercado. 

En esta investigación se considera una economía de operación continua con un intervalo 

[O. TI para una T > O fija. La incertidumbre en los mercados financieros se captura 

lllediante la introducción de un espacio de probabilidad (n, F, P) donde n es un espacio 

muestral, F es una O"-algebra que representa a los eventos medibles y P es la medida de 

probabilidad. 

Definición 2.1.1. El conjunto de posibles resultados se denota por n yes llamado espacio 

llluestral. 

Definición 2.1.2. Una O"-algebra F es un subconjunto de n si satisface las siguientes condi-

ciones: 

1) n E :F. 

2) A E F ==} AC E :F. 
00 

3) (AII)::l ==} U An E :F. 
n=l 
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Definición 2.1.3. Una medida de probabilidad P es una función P : F -+ R tal que 

1) p(n) = 1. 

2) O :S prAl :S 1 A E F. 

3) Si Al, A2, ... E F mutuamente exclusivos (Le. A¡ n Aj Vi # j) entonces 

00 

= ¿P(An). 
n=l 

Definición 2.1.4. La terna (n, F, P) se conoce como espacio de probabilidad y (n, F) se 

conoce como espacio medible. 

Cuando una función es medible respecto a una <T-algebra significa que, dado un espacio 

de probabilidad, es posible identificar el evento al que corresponde cada subconjunto en la 

imagen de la función. 

Note que la información evoluciona con el tiempo de acuerdo con el aumento de está 

misma por lo que se puede definir un submodelo que describa como la información de los 

precios de los instrumentos financieros es revelada a los inversionistas. 

Definición 2.1.5. Se dice que un conjunto {Ft , t E [O, T]} de <T-algebras en el espaclO 

medible (n, F) es una filtración si F t e F para toda ° :S t < T. 

Este concepto será de gran utilidad para reflejar el uso de la información que permi

tirá valuar el proceso en un determinado tiempo, puesto que si se incluye el conjunto de 

información hasta el momento actual, la variable en estudio será una constante tal como 

sucede con el movimiento del activo subyacente en el tiempo. 

2.2 Procesos Estocásticos 

Un proceso estocástico es un conjunto de variables aleatorias X = {X t, t E [O, T]} definido 

en un espacio de probabilidad (n, F, P) que toma valores en un espacio medible (O, F) 

denominado espacio de estados. 

Una trayectoria del proceso estocástico. {Xtlt:':o es la función que se obtiene al fijar 

w, es decir, la función X (-, w) la cual se conoce también como una realización del proceso. 

Notese que si {Xtl t 2o es proceso estocástico con parámetro continuo X(', w) puede o no 

ser continuo como función de t. 
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Definición 2.2.1. Sea {X.}t>o un proceso estocástico definido en un espacio de probabi

lidad (!l, F, P) Y sea {Ft}t:,:o una filtración respecto a F, entonces se dice que un proceso 

estocástico {Xtlt>o es adoptado a {Ftlt>o si para toda t 2:: O, {Xtlt>o es Ft-medible. 
- - -

Claramente se puede afirmar que cuando el proceso estocástico de cualquier instru

mento financiero es adoptado a la filtración como un conjunto de información hasta el 

tiempo t, entonces se puede asegurar que todos los inversionistas tienen conocimiento 

completo de los cambios en el instrumento tanto en el presente como en el pasado. 

2.3 Martingalas 

Para el desarrollo de la teoría financiera son necesarios dos conceptos básicos: riesgo y 

tiempo. Es por ello, que el estudio de la teoría de martingalas constituye una herramienta 

clave en las finanzas modernas, ya que en ellas va implícita el concepto de no arbitraje que 

permite el desarrollo de multiples modelos financieros. 

Las martingalas están basadas en la idea de un juego justo, en el cual el conocimiento 

del pasado no permite al jugador mejorar su riqueza esperada. 

Definición 2.3.1. Un proceso estocástico {Xt}t2:0 definido en un espacio de probabilidad 

(!l, F, P) es una martingala eVIl respecto al conjunto de información {Ft}t>o si 

1) {Xt}t2:0 es adoptado a {Ft}t2:o 

2) E[IXtll < 00 para toda t 2:: O 

3) E[XtIFsl = X s para toda O::; s ::; t 

la última propiedad de la definición, en terminas financieros, puede interpretarse como que 

'los cambios futuros en los precios de los instrumentos financieros son totalmente impre

decibles, debido a que en un determinado tiempo la información más reciente es la que 

únicamente importa, por lo que el incremento esperado es cero. 

Es importante hacer énfasis que una martingala se define siempre respecto a una 

filtración (conjunto de información) y respecto a una medida de probabilidad. Por lo que, 

si se cambia el contenido de la información o la probabilidad asociada al proceso, puede 

ser que este proceso pierda la característica de martingala. El caso inverso también es 

válido, es decir, dado un proceso que no se 'comporta como martingala, se puede efectuar 

un cambio en la medida de probabilidad y convertirlo en una martingala. 

Sin embargo, la mayoría de los instrumentos financieros no se comportan como mar

tingalas debido a que no son completamente impredecibles, por ejemplo, en los mercados 
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financieros se espera que los precios de los bonos y las acciones aumenten con el tiempo 

mientras que en el caso de los productos derivados (futuros y opciones europeas) se espera 

que disminuyan. 

Definición 2.3.2. Un proceso estocástico {X¡}t:::o definido en un espacio de probabilidad 

(O, F, P) es una submartingala con respecto al conjunto de información {F¡}t:::o si 

1) {X¡},:::o es adoptado a {F,}t:::o 

2) E[IXtll < 00 para toda t ~ O 

3) E[XtIF,l > X. para toda O ~ s ~ t. 

Definición 2.3.3. Un proceso estocástico {X ¡}t:::o definido en un espacio de probabilidad 

(O, F, P) es una supermartingala con respecto al conjunto de información {F¡}t>o si 

1) {Xdt:::o es adoptado a {F¡}t:::o 

2) E[IXtll < 00 para toda t ~ O 

3) E[XtlF,l < X s para toda O ~ s ~ t. 

se puede concluir de las definiciones anteriores, que un proceso estocástico que aumenta en 

el promedio es una submartingala mientras que un proceso que disminuye en el promedio 

es una super martingala. 1 

2.4 Importancia de las Martingalas para los Modelos Financieros 

Las martingalas son en sí la esencia de la ausencia de arbitraje. Esto queda claro si defi

nimos a una oportunidad de arbitraje corno una operación en la que se comienza con UlI 

cierto valor especifico para un portafolio autofinanciable, y al cerrar posiciones después 

de algún tiempo se termina con certeza con un valor mayor al original. En este caso se 

tendría una sub martingala mientras que el caso inverso (supermartingala) también sería 

una oportunidad de arbitraje puesto que le serviría a un inversionista que tuviera UlI 

portafolio con una posición corta. Por lo que la lÍnica manera de no tener ganancias o 

pérdidas aseguradas es que se cumpla la condición de martingala. 

Este es un resultado que no es muy trivial y además muy importante para la valuación 

de productos derivados. Debido a que si se puede encontrar una medida de probabilidad 

equivalente de tal manera que los precios de los bonos y las acciones descontados por la 

1 Neftci, Salih N., (1996), An Introduction to the Nlathematics of Financial Derivatives, Academic 

Pl'€ss. 
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tasa libre de riesgo se comporten como una martingala, entonces la existencia de la nueva 

medida de probabilidad neutral al riesgo establece la condición de no arbitraje. 

2.5 Movimiento Browniano Estándar 

El ejemplo más importante de una martingala en tiempo continuo es el movimiento Brow

niano, el cual fue estudiado por primera vez por Robert Brown en 1827 para describir el 

movimiento de partículas en un fluido. Pero el primer modelo que se aplico a las finanzas 

fue propuesto por Louis Bachelier en 1900 cuando describió el movimiento del precio de 

las acciones en la bolsa de París, sensenta años antes de que el desarrollo de las teorías 

de mercados eficientes tuvieran auge y donde utiliza el concepto de caminata aleatoria y 

martingala. 

Sin embargo, la formulación matemática concisa fue desarrollada por Wiener en 1918 

debido a que una gran cantidad de resultados fueron obtenidos de manera huerística por 

Bachelier en 1900. Es por ello, que también se le denomina proceso de Wiener y se denotará 

por W i . 

Un algoritmo para construir el movimiento Browniano a partir de caminatas aleatorias 

es el siguiente: 

1. A partir de un tiempo to = O, se toma un tiempo arbitrario fijo tI, tal que tI - to = tJ.t. 

2. Se define una caminata aleatoria W (t) que representa los precios de una acción y 

tJ.IF como el cambio en el precio y donde los precios de la acción pueden aumentar 

con probabilidad p y disminuir con probabilidad 1 - ]1 en un periodo de tiempo tJ.t. 

Entonces podemos definir una variable aleatoria que represente el cambio en el precio 

como, 

{ 

+tJ. W con probabilidad 
tJ.~(t) = 

- tJ. W con probabilidad 

P 

1 - ]1. 

y donde la evolución del precio de la acción esta dada por: 

W(t) = W(t - tJ.t) + tJ.~(t). 

El valor W (t) para varios periodos de tiempo 

W(O), W(tJ.t), W(2tJ.t), ... , W(t - tJ.t), W(t), ... 

denota un proceso estocástico. 
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Entonces para tI = to + b.t, se tiene que 

W (tI) = W (tI - b.t) + b.{1 o IV (tI) = W (to) + b.{¡ 

y donde \V puede tomar dos valores en tI 

{ 

W(to) + b.W con probabilidad p 
W(tl) = 

W(to) - b.W con probabilidad 1 - 1'. 

Para t2 = tI + b.t = to + 2b.t se tiene que 

donde 

o 

{ 

W(t¡) + b.W con probabilidad p 
W(t2) = 

. W(tl) - b.w con probabilidad 1- 1'. 

f 
W(to) + 2Mv 

W(t2) = W(to) 

l W(to) - 2b.W 

con probabilidad 1'2 

con probahilklacl 2p(1 - 1') 

con probabilidad (1 _ p)2 

Si se generaliza para t n = tn-l + b.t = to + nb.t se tiene que 

n 

W(tn)=W(tn-b.t)+b.{n o W(t n ) = W(to) + Lb.{i 
i=O 

Por lo tanto 
n 

W(t n) - W(to) = Lb.{i 
·i=O 

donde b.{i es una sucesión de variables aleatorias Bernoulli independientes e idéntica

mente distribuidas. 

Ahora si W (tn) es un proceso estocástico de Bernoulli entonces la probabilidad de k 

éxitos obtenidos después de n intentos es una distribución binomial definida como: 

[ () ] (n) k( )n-k P W t n = k = k P 1 - l' , k =0,1, ... ,1/ 

con E[W(tn)] = n1' y Var[W(t n )] = n1'q. 
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3. Si después de realizar n intentos se han obtenido k éxitos, para un intervalo más 

pequeño (n - l)Llt :s; t :s; nLlt, se habrán dado k pasos de magnitud +LlW y (n - k) 

pasos de magnitud - Ll W . 

W(t n ) = kLlw - (n - k)LlW = (2k - n)LlW 

haciendo r = 2k - 11 se observa que IV (t,,) puede tomar los valores 

rLlW = nLlW, (11 - 2)LlW, ... , -nLlw. 

Claramente, ~V(tn) = 1"Ll~V coincide con k éxitos en 11 intentos con k = rtn . 

Por lo tanto 

[
1"+11 ] (")(1)~(1)n2r P[W(tn) = rLlW] = P -2- éxitos = rr'"2 "2 

con E[W(tn)] = O Y Var[W(tn )] = ¿t(LlW)2, ya que las LlEi son variables indepen

dientes con valores ± Ll w . 

Ahora, con base en el teorema del límite central, para 11 grande la distribución tiende 

hacia la fórmula de De Moivre-Laplace 

1 1 (k np)2 

P[k éxitos] = e-2 npq 

)21fupr¡ 

con p = q = ~ y k = ,·tn 

Si LlW --> O y Llt --> O conservado t constante, la varianza de W(tn), sigue per

maneciendo finita y diferente de cero. 

Suponiendo que 

puede definirse el proceso 

W(t) = lim W(tn) 
l>t~O 

este proceso, con E[W(t)] = O y Var[W(t)] = t, es un movimiento Browniano estándar 

o proceso de Wiener. 
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Tomando en cuenta que 1V = r~W y t = n~t, cuando ~t ---+ O y ~W ---+ O per

maneciendo constante 1V y t la densidad de probabilidad asociada a este proceso es 

también de tipo normal y se define como 

Definición 2.5.1. Un proceso estocástico {W¡}t;::o definido en un espacio de probabilidad 

(O, F, P) es un movimiento Browniano estándar si: 

a) {W¡}t;::o es un proceso adoptado a Ft 

b) Wo = O Y Wt es continuo en t 

c) Para O ~ s ~ t, W t - W s tiene incrementos independiente de F t 

d) Para O ~ s ~ t, W t - W s se distribuye como una variable aleatoria normal con media 

O y varianza t - s. 

Proposición 2.5.2. Si {W¡}t>o es un movimiento Browniano estándar entonces es una 

martingala. 

Demostración. 

Sea {W¡}t>o un movimiento Browniano en un espacio de probabilidad (n, F, P) res

pecto a la filtración F t . 

1) Por definición {W¡}t;::o es un proceso adaptado a Ft . 

2) Por demostrar que E[IWt!l es finita. 

Para un tiempo fijo t > O, Wt es una variable aleatoria que se distribuye N(O, t). 

Por lo tanto 

E[IWt!l < oo. 

3) Por demostrar que Wt es una martingala, es decir, E[WtlFsl = W s para O ~ s ~ t, 

entonces 

E[WtlFsl = E[Wt - W s + WslFsl = E[(Wt - W s) + WslFsl 

= E[W t - WslFsl + W s = E[IVt-sIFsl + Ws 

Dado que IVs es Fs-medible. Además W t - s tiene incrementos independientes de F s 

y se distribuye N (O, t), así que 
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Entonces 

Por lo tanto 

{Wt}t>o es una martingala. 

Proposición 2.5.3. Si {W¡}t20 es un movimiento Browniano estándar entonces 11'; - t es 

lllm martingala. 

Demostración. 

Por demostrar que W?-t es una martingala, es decir, E [W? - tlFs] = 11';-8 V8 ~ t. 

E [w? - W;IFs] = E [W? - 2WtWs + 11'; - 11'; - 11'; + 2WtWs1Fs] 

= E [(Wt - Ws)2 + 2WtWs - 211';IFs ] 

= E [(Wt - Ws)2 + 2Ws(Wt - Ws)IFs] 

= E [(Wt - Ws)2IFs] + 2WsE [(Wt - Ws)IFs] 

= E [wLsIFs] + 2WsE [Wt-sIFs] 

puesto que Wt - 11' s tiene incrementos independientes respecto a F s Y debido a que el 

movimiento Browniano estándar es estacionario entonces 

es decir, 

E [wl- W;IFs] = E [wlIFs] - W; = t - 8 

entonces 

E [w? - tlFs] = W; - 8 V8::; t. 

Por lo tanto 

w? - t es una martingala. 
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Proposición 2.5.4. Si {W¡}t:,:o es un movimiento Browlliano estándar entonces 

eO"wt -!a2
t es una Inartingala. 

Demostración. 

Por demostrar que eO'wt - ~O"t es una martingala, es decir, 

E [eO'w,-tO"tIFs] = E [eO'w,-O'w,+O'w,-~O"tIFs] 

= E [eO'(Wt-w.)+O'w,-~O"tIFs] 

= eO'w,-~0'2tE [eO'(H',-W')IFs] 

= eO'W8-~(j2t E [eaHft-sl.rs] 

= eO"Ws-~0'2t E [eO"U't-"'] . 

W t - W s se distri,buye N(O, t - s), es decir, si Y ~ N(O, 1) entonces vt - sY = W t - s se 

distribuye N(O,l). 

E [eO'W'-'] = E [eO'Y"'t-s] 

= (00 eO'y"'t-s ( ~) e-V dy 
J -00 \ V ¿7r / 

l OO 1 _1.(Y'-20'Y"'t-S)d = ~e' y 
-00 V27r 

1 (t-s)O" lOO 1 _1 (y2 -20'y"'t-s+(t-s)O") d = e2 --e :2 y 
-00 V'h 

= e2' t-s a --e-'2 y -CTyt-S dy 1 ( ) 2 lOO 1 _ 1 (2 ¡¡---;:)' 

-00 V'h 
l(t-s)O" lOO 1 _ "z'd ~(t-s)O" =e 2 ---=e ¿ z=e;¿ 

-00 V27r 

donde 

En consecuencia, 

Por lo tanto 
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2.6 Integral Estocástica 

En la práctica, la integral estocástica se usa con menor frecuencia que las ecuaciones 

diferenciales estocásticas, es decir, casi nunca se utilizan de forma directa para valuar 

productos derivados. Sin embargo, es importante entender el concepto ya que es una 

manera de definir sumas ele incrementos aleatorios impredecibles y no numerables. 

Supongamos que {~Vdt>o es un .r¡-movimiento Browniano estándar definido en un 

espacio de probabilidad (!l,.r, P) para t E [O, T], es decir, {Wtlt;::o es adoptado a la 

filtración {.rtlt;::o. 

Definición 2.6.1. Un proceso estocástico {H,}O:O:;t:O:;T es un proceso elemental si es de la 

siguiente forma: 
N 

Ht(w) = L H ;(w)l(t;,t;_,] 
1=1 

donde ° = to < tI < ... < tN = T Y H; es una variable aleatoria .rt;-medible y acotada. 

Definición 2.6.2. Si {H ,}OStST es un proceso elemental entonces la integral estocástica de 

H t con respecto al movimiento Browniano estándar UVtlt>o es el proceso definido por: 

t k 

.Ia HsdWs = 8H ;(Wt; - W t;_,) + Hk(Wt - W t.) si tE (tk,tk-I]. 

Claramente se puede observar que la integral estocástica de un proceso elemental es 

una función continua, esto debido a que {W¡}t;::o es un proceso continuo. 2 

En el caso de que el proceso {H¡}OStST sea un proceso constante A, entonces de 

acuerdo con la definición se tiene que 

t k 1 HsdW. = L A(Wt ; - w t ;_¡) + A(Wt - W t .) 
o i=l 

= A(Wt - Wo). 

2 Lamberton, D. and B. Lapeyre, (1996), Introduction to Stochastic Calculus Applied to Finance, la. 

ed., Chapman & Hall. 
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Proposición 2.6.3. Si {Ht}09ST es un proceso elemental, entonces J; HsdlVs es una 

función continua en t y además es una Ft-martingala. 

Demostración. 

t k 1 HsdWs = ¿Hi(Wti - Wti_¡)+Hk(Wt - W t.) 
o 1=1 

si Wt es continua en t, entonces J; HsdWs es continua en t. 

Ahora por demostrar que 

Sea s :5 t, sin pérdida de generalidad, es posible ajustar a s y t a la partición 

0= to < ti < ... < tN = T. 

Supongamos que 

donde 

l
tn n 

MOl = H udW" = ¿ Hi(Z¡ - Zi-¡) 
o i=1 

por lo que sólamente se tiene que demostrar que 

n+1 n 

E[Mn+1 - Mnllnl = ¿Hi(Zi - Zi-¡) + ¿Hi(Zi - Zi-¡) 
·i=l -i=l 

= E [Hn+1 (Zn+l - Zn)IIn] 

= E [H,,+I(Wtn +¡ - WtJIFtn ] 

= Hn+lE [(lVtn .I.¡ - W'n)IFtn ] = O 

claclo que H n +1 es una variable aleatoria F'n -medible, entonces 111 n es una martingala. 

En consecuencia, 
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Por lo tanto 

r' H sdlVs es una martingala . 
.Jo 

Proposición 2.6.4. Si {H d09:ST es un proceso elemental, entonces 

Demostración. 

Sea s :':: t, sin pérdida de generalidad se puede ajustar s y t a la partición 

0= to < tI < ... < tN = T. 

Por demostrar que 

Supongamos que Z¡ = IVt, y Ji = F t" entonces 

E [M,:] = E [ (t H¡ (Z¡ _ Zi_l») 2] 

= E [t ~ H¡Hj (Z¡ - Z¡-I) (Zj - Zj-l)] 

= t E [~H¡Hj (Z¡ - Z¡-I) (Zj - Zj-l)] 

n n 

= L L E [HiHj (Z¡ - Z¡-I) (Zj - Zj-l)] 
i=lj=l 

si suponemos que ;. < j para que i + 1 :':: j, entonces 

E [HiHj (Zi - Z¡-I) (Zj - Zj-l)] = E [E [H¡Hj (Z¡ - Z¡_¡) (Zj - Zj_¡) IJj-l]] 

= E [HiHj (Z¡ - Z¡-d] E [(Zj - Zj-l) IJj-l] 

= E [H¡Hj(Wt, - Wt,_¡)E [(Wtj - W t ;_¡) IJj-l]] 

= E [H¡Hj (Wt , - W t ,_¡) O] = O 

ya que H¡, Hj Y (Zj - Zj-l) son variables aleatorias Jj_rmedibles Y debido a que {Wt}t20 

es un movimiento Browniano estándar, entonces es tina martingala. 
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Analogamente se cumple para i > j 

Por lo tanto 

n 

i=l 
n 

= 2..: E [H; (Z¡ - Zi_l)2] 
i=l 

11 

= 2..: E [H; (Zi - Zi_l)211i_1] 
i=l 

= tE [H;E [(Zi - zi-d 11i-l]] 
i=l 

n 

= 2..: E [H;E [(IVt, - IVt¡_¡)2IFt,_¡]] 
i=1 

= tE [H; (ti - ti-l)] = E [t H; (ti - ti-1)] . 
1=.1 1_1 

En consecuencia, 

= E [l H;ds] 

= lE [H;] ds 

En resumen se puede decir que la integral estocástica tiene una función generadora de 

momentos ya que es una variable aleatoria que se distribuye N (O, t). Donde la propiedad 

de martingala proporciona el primer momento, es decir, 

El segundo momento está dado por 
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por lo que se puede definir la siguiente igualdad (dW)2 = dt, la cual será de gran impor

tancia para demostrar el Lema de Ito. 

Corolario 2.6.5. (Desigualdad de Doob). Si {X,}t>o es una martingala continua. Entonces 

Proposición 2.6.6. Si {H ,}O<t<T es un proceso elemental, entonces 

Demostración. 

Por la proposición 2.6.3 se sabe que .r; H sdws es una función continua respecto a t y 

es una martingala, entonces por el corolario 2.6.5 se tiene que 

Definición 2.6.7. Si {H,}O<t<T es un proceso elemental. se puede definir 

si O::; t ::; T Y si A E F t 

entonces 

continua siendo un proceso elemental, y además se cumple que 

Por otra parte, la definición de integral estocástica de procesos elementales se puede 

extender para la clase de procesos estocásticos adaptados los cuales se definen como: 

Ji = {{H,}09ST: procesos adoptados a {F}t;::o, E [foT H;dS] < oo} 

donde la integral estocástica para esta clase de procesos estocásticos seguirá cumpliendo 

las mismas propiedades al igual que los procesos elementales y además tendrán la parti

cularidad de ser una martingala. 
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2.7 Cálculo Estocástico de Itó 

El cálculo estocástico se desarrollo para cierta clase de procesos conocidos como procesos de 

It6 que se utilizan para modelar la dinámica de los precios de los instrumentos financieros. 

Definición 2.7.1. Sea (n, F, P) un espacio de probabilidad respecto a la filtración {F¡}t20 

y {W¡}t~O un movimiento Browniano estándar. Un proceso {Xtl t20 que toma valores en 

R es 11n proceso de It6 si 

donde 

a) Xo es Fo-medible, 

b) {K¡}OStST Y {Ht}OS/ST son procesos adoptados respecto a F t , 

c) I: IK slds < 00 Pc.s y I: IH sl2dWs < 00 Pc.s. 

Sin embargo, el proceso de It6 es común y conveniente expresarlo en forma diferencial, 

es decir, 

dX t = Ktdt + HtdlVt 

Proposición 2.7.2. Si I~ Ksds = Mt es una martingala continua, donde I~ I[(slds < 00, 

entonces para toda t :::; T, M t = O P c.s. 

Demostración. 

Supongamos que 

1
t T 1[( slds :::; C < 00 con t;' = -, 

o n 

entonces 
11 2 1t 

L (Mt~ - M;:_I) :::; sup 1M:; - M;:_II L 1M:: - M;:_II 
'i=l 'l 'i=l 

n t n 

= s~p 1
M ;: - M;:_II L 1 L' [(3ds l 

"1=1 t¡_l 

/1. C' 

:::; S~p 1
M ;: - M;:_II ~ l~1 IKslds 

:::; CSl:P 1M;; - M::_11 
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En consecuencia, 

así que por el teorema del límite cuadrado medio. 

[

n 2] 
lim E "', (M;' - M;'_ ) n--+oo L..,.; t , 1 

i=1 

=0. 

Sin embargo, debido a que Mt es una martingala, entonces 

por definición se sabe que M O = O. 

Por lo tanto 

M t = O. 

Ahora supongamos que 

lT IKslds no está acotada. 

Sea T" = inf{O::; s ::; T} : I; lKuldu:2: n} /\ T Y tomando el inf{0} = oo. Entonces 

T es un paro de tiempo ya que K es adoptado, 

lim T" = T. 
n-ex,) 

El siguiente resultado demuestra que 

¡vI tl\Tn = O P c.s. 

así que lim Mtl\Tn = O = !lIt P C.s. 
n-oo 

Proposición 2.7.3. Si {Mt}t2:0 es una martingala de la forma I~ Ksds +.f~ HsdWs con 

I~ H;ds < 00 Pc.S. y .r~ 1[( slds < 00 Pc.s. Entonces I~ [( sds es una martingala igual a 

cero. 
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Proposición 2.7.4. Si un proceso de Itó {X tlt;::o está representado por 

y 

X t = X~ + t K;ds + t H;dWs ' Jo Jo 
Entonces Xo = X o' dP C.s., H s = H; dsxdP C.s. y Ks = K; dsxdP C.s. 

Demostración. 

Sea 

Claramente se observa que X O = X 0', entonces 

es una martingala. 

Por lo tanto 

Xo = X O' dP c.s., H. = H; dsxdP C.s. y K8 = K; dsxdP c.S. 

Teorema 2.7.5.(Lema de Ito). Si {Xtlt;::o tiene una ecuación diferencial estocástica dada 

por dX t = K tdt + HtdWt Y si f(t, X t) es una función de clase C 1,2, entonces f(t, X t) tiene 

la siguiente ecuación diferencial estocástica 

(
af af 1 2 a 2 f ) af 

df= -+Kt--+-Ht-,-o+ dt+Ht-dWt 
at aXt 2 ax;: aXt 

o 

lt a f 1t 
fJ f 1 lt a 2 f f(t,X¡) = f(O,xo) + -ds+ --<!X S +- --2d(X,X)s 

.0 os o oXs 2.0 axs 

donde por definición 

y 

1
t 

of 1t 

of l' af --dXs = Ks--ds + Hs--dWs . 
o axs o axs o OX. 
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Demostración. 

Consideremos la función f(t, X,) que es de clase C 1,2 Haciendo la expansión por 

series de Taylor hasta términos de segundo orden se tiene que 

af af la2f 21a2f 2 a2f 
df = -dt + -dX, + ---2 (dXt) + --2 (dt) + dx,dt. (1) 

at aXt 2 ax t. . 2 at aX,at 

Sustituyendo la ecuación diferencial estocástica que sigue el proceso {X¡}t2'O en (1) 

se tiene que 

(2) 

dado que E[dWtl "" dWt y Val' [(dWt )2] "" (dWt)2, las siguientes reglas para el cálculo 

estocástico son válidas 

dWtdt = 0, dWtdWt = dt y dtdt = O. 

Por lo tanto 

8 f . a f 8 f 1 2 8 2 f 
df = -dt + Kt-dt + Ht-dWt + -Ht --2dt 

at aXt . aXt 2' aXt 

(
af af 1 2 a2f) af = - + Kt-- + -Ht --2 dt + Ht--dW, 
at aX t 2 . aXt aX t 

(3) 

o 

In
t 

(a f a f 1 2 a
2 

f ) lot a f f(t,xtl=f(O,xo)+ -+Ks --+-Hs--2 ds+ Hs--dws 
. o as axs 2 axs o axs 

lo

t a f Int 
a f lot a f 1 lot a

2 
f 

= f(O,xo) + -ds+ --Ksds+ Hs--dWs +- --2H;ds 
o as . o ax s o axs 2 o axs 

(4) 

puesto que 

y 

lo

t af lot . 8f lot af --dXs = I\s--ds + Hs--dWs. 
O axs O axs O axs 

Por lo tanto 

lo

t a f 1t 
a f 1 lot a

2 
f f(t,X,) = f(O,Xo) + -ds+ -dXs +- -2d(X,X)s. 

o as o axs 2 o axs 
(5) 
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Ejemplo. 

Supongamos que deseamos evaluar la siguiente integral estocástica .r~ Wsd¡·Vs, si se 

define a f(t, W¡) = ~Wr 

Solución. 

Haciendo la expansión por series de Taylor hasta términos de segundo orden de la 

función f(t, W t ) se tiene que 

& f & f 1 &2 f 2 1 &2 f 2 &2 f 
df = -dt + -dWt + ---(dWt ) + --(dt) + dWtdt (6) 

&t &Wt 2 &Wp 2 &t 2 &Wt&t 

aplicando las reglas para el cálculo estocástico en (6) 

dWtdt = O, dWtdWt = dt y dtdt = O 

entonces 
&f 1 &2f &f 

df = -dt + ---dt + --dWt 
&t 2 &Wl &Wt 

(7) 

ahora calculando las derivadas parciales de ¡(í, lVt,) una vez con respecto a t y dos veces 

con respecto W! y sustituyendolas en (7) 

se tiene que 

o 

Por lo tanto 

&f 
8t =0, 

&f 
--=Wt 
&Wt 

l
t lit f(t, Wt) = f(O, Wo) + WsdWs + - d, 

o 2 o 

1 o 1t 
1 -Wt = WsdHfs + -t. 

2 o 2 

Debido a que el valor esperado de .r~ W;d¡.Vs es finito, entonces (wl- t) es una 

martingala. 
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Proposición 2.7.6.(Fórmula de Integración por Partes) Sean {Xt}t20 y {Yt}t20 dos pro

cesos de Ito 

y 

Entonces 

Demostración. 

Se puede afirmar que 

i
t 1t Xt+Yt=(Xo+Ya)+ (Ks+K;)ds+ (Hs+H;)dWs 

.0 o 

es un proceso de Ito puesto que 

(Xo + Yo) es:Fa - medible 

(K s + K;) Y (H s + H;) son procesos adoptados 

1T 

IKs + K;I ds::; 1T 

IKsl ds + 1T 

IK;I ds < 00 

y la segunda parte de la condición (c) de la definición de proceso de Ito se cumple gracias 

a la desigualdad de Cauchy, es decir 

entonces aplicando el Lema de Ito a (X t + Yt) con ¡(x) = x2 se tiene que 
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Ahora aplicando el Lema de Ito a Xt y Yt con f(x) = x2 se tiene que 

y 

entonces 

2X tYt =(Xt + Yt)2 - (X; + y?) 

=(xo+Yo)2+ 2l(X,+Y,)(K,+K;)dS+2l(Xs +Ys)(H,+H;)dlVa 

+ ~ l2(H. + H;)2ds - [(X6 + Y02) + 2l (XsK s + Y.K;)ds] 

- [2l (X aH. + Y.H;) dIVa + ~ l2 (H; + (H;)2) dS] 
{' {t 

= (X6 + 2XoYo + Yo2) + 2 Jo (Xa K s + YsK;) ds + 2 Jo (X .K; + YsK a) els 

+ 21
t 

(XsH, + YaH;) dIVa + 21
t 
(X.H; + YaHs) elIVs 

+ l (H; + 2H.H; + (H;)2) - [(X6 + Yo2) + 2[ (X.K. + Y.K;) els 1 

- [2l (X,H a + Y.H;) elIVs + l (H; + (H;)2) els] 
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Por lo tanto 

La ecuación de integración por partes también se cOlloce como la regla del producto 

y puede escribirse en forma diferencial 

d(X,Y,) = X,dY, + Y,dX, + d(X, y),. 

2.8 Ecuaciones Diferenciales Estocásticas 

Las ecuaciones diferenciales estocásticas son de gran utilidad para modelar a la mayoría 

de los instrumentos financieros y sobre todo para valuar productos derivados debido a que 

proporcionan un modelo más formal para describir los cambios en los precios de los activos 

subyacelltes en intervalos infinitesimales. 

Consideremos la ecuación diferencial estocástica que describe la dinámica de un activo 

subyacente St como: 

dSt = a(S" t)dt + rr(S" t)dIVt (2.8.1) 

o 
{' {' (t 

Jo dSu = Jo a(Su,u)du. + Jo rr(S,,,u)dIVu (2.8.2) 

donde d W, es el término de difusión que representa los cambios impredecibles que ocurren 

en un illtervalo infinitesimal dt, es decir, representa la parte aleatoria. Los términos a(S" t) 

y rr (S¡, t) son conocidos como la tendencia instantánea y desviación estándar del término 

aleatorio que depellden del nivel observado en el precio del activo subyacente y posiblemente 

de t. 

2.8.1 Tipos de Soluciones 

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocásticas son procesos estocásticos adopta

dos ya que el término de difusión es una variable aleatoria que sigue un proceso de Wiener 

que se distribuye normal con media O y varianza dt. 

Definición 2.8.1. Sea (fl, F, P) un espacio de probabilidad respecto a la filtración {F}t2:o. 

Sea {W¡}t2:0 un Ft-movimiento Browniano estándar ya: R+ X R -> R, rr : R+ X R -> R 

funciones Ft-medibles. Sea X también una variable aleatoria Fa-medible. 
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Una solución para (2.8.1) es un proceso estocástico adoptado {Sdt>o que cumple las 

siguientes condiciones: 

• Para t ~ O, las integrales .r~ o.(S'I> u)du y .r~ a(Su, u)dW" existen .r~ 0.(8'1> ¡¡)da < 00 

y .r~ la(Su, u)1 2 du < oo. 

• {Sdt:::o satisface (2.8.1), es decir 

St = x + ¡t o.(Su, u)du + ¡t u(Su, u)dWu Vt;::: O Pc.s. Jo Jo 

también (2.8.1) se puede escribir como: 

dS t = a(St, t)dt + a(St, t)dWt 
(2.8.3) 

So = x. 

Existen dos tipos de soluciones para las ecuaciones diferenciales estocásticas las cuales 

son: 

• Solución fuerte S t es nn proceso estocástico adoptado a un conjunto de información 

F t Y que es parecida a las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias. 

• Solución débil 

Supongamos que una solución débil S t satisface 

(2.8.4) 

donde los coeficientes de la tendencia instantánea y la desviación estándar son iguales a 

los de la ecuación (2.8.1) lo único que cambia es que ~Vt es adoptado a un conjunto de 

información H t . Es decir, St no necesariamente será adoptado a F t . 

Por lo que, para fines de nuestra investigación en la valuación de productos derivados 

trabajaremos con las soluciones débiles de las ecuaciones diferenciales estocásticasa 

3 Para un estudio más profundo de los diferentes tipos de soluciones de las ecuaciones diferenciales 

estocásticas, véase Elliot (1982) y Kal'atzas (1991). 
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2.8.2 Proceso de Ornstein-Ulhenbeck 

Una solución famosa de una ecuación diferencial estocástica es el conocido proceso de 

Ornstein-Ulhenbeck. 

Definición 2.8.1. El proceso de Ornstein-Ulhenbeck es la única solución de la siguiente 

ecuación: 
dXt = -"Xtdt + CTdWt• ¡.' > O 

Xo = oo. 

Claramente se puede observar que la tendencia instantánea depende de X t a través 

del parámetro negativo ¡t y el término de difusión es constante. Por lo que se tiene un caso 

especial de una ecuación diferencial estocástica con reversión a la media. 

Sea V t = X teld, entonces aplicando la fórmula de integración por partes en su forma 

diferencial se tiene que 

entonces 

Por lo tanto 
dVt = d (Xtel,t) = e"·'dXt + ¡te,dXtdt 

= eld (-"Xtdt + CTdWt) + ¡te,dXtdt 

= (-¡tel,tXtdt + ¡tel,tXtdt) +CTe,ddWt 

= CTel'tdlVt . 

integrando de O a t la expresión anterior se tiene 

Por lo tanto 

1t 

d (X Be
'
'") = 1t 

CTel'SdW8 

X,e
,d + Xo = 1t 

CTe'''d~V8. 
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Ahora podemos calcular su media y varianza de X t 

E[Xtl = E [xe-I't + ue-Id .!a
t 

ellSdWs] 

= E [xe- Id ] + E [ae-PI'la
t 

el'SclWs] 

= xe-Id + ue-ldE [la
t 

eILSdW.,] . 

Por otra parte, ya que 

E [l e2llS
dS] = E [2~L l2!te2ILS

dS] 

= E [ e21~~_ 1 ] 

c2JLt - 1 

2/1 
<00 

entonces I~ elLSdWs es una .r¡-martingala, tal que 

Por lo tanto 

Ahora se calcula la varianza de X t 

Var[Xtl = E [(Xt - E[Xtl)2] 

= E [(xe-I't + ue-Id la
t 
e"sclWs _ ";e- ,d) 2] 

= E [o-2e-2Id (la
t 

elLSdWs) 2] 
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3. MODELACION DE PRODUCTOS DERIVADOS 

El objetivo fundalIlental de esta sección es desarrollar el modelo de Black-Scholes aplicando 

el método de martingalas que consiste en calcular el valor esperado condicional del valor 

presente del perfil de pagos de la opción bajo una lIledida neutrA.! al riesgo y así obtener 

soluciones de forrna cerrada de una manera más precisa y elegante con sencillos cálculos 

matemáticos para la valuación de productos derivados asumiendo el modelo de precios de 

l3lack-Scholes. 

3.1 Movimiento Browniano Geométrico 

Un modelo comúnmente utilizado es el movimiento Browniano geométrico el cual está 

implícito en gran parte de la teoría de valuación de opciones. El modelo asume que las 

innovaciones de cambio o movimientos en el precio del activo subyacente no están correla

cionados en el tiempo y que los movimientos pequeflOs en los precios pueden describirse 

por 
dSt 
- = I,dt + ",dlVt . 
St 

(3.1.1) 

El térlIlino I,.dt, el cual se conoce como la tendencia instantánea nos indica que el 

retorno esperado anual de la acción S t es /'. cuando no hay pago de dividendos mientras que 

el segundo término ",dlVt , también conocido como el término de difusión es una variable 

aleatoria que sigue un proceso de Wiener que se distribuye normal con media cero y 

varianza dt y además es no diferenciable. 

A está clase de proceso estocástico también se le denomina proceso de difusión Marko

viano debido a que los retornos son gobernados por un proceso cuyos movimientos son 

independientes de los movimientos pasados. 

Por otra parte, vale la pena observar que la ecuación (3.1.1) asume que el coeficiente 

del término de difusión"" el cual se conoce como la volatilidad anual o desviación estándar 

de los rendimientos de la acción es constante. En realidad, en la práctica este supuesto no 

tiene importancia cuando se valuan opciones europeas vanillas. Sin embargo, cuando se 

valuan opciones americanas u opciones europeas exóticas este supuesto no es válido. 

También para el caso del coeficiente de la tendencia instantánea /1, este supuesto es 

válido debido al hecho de que una opción puede ser replicada sin riesgo al construir un 

portafolio apropiado que consista de un activo con riesgo y un activo libre de riesgo (puede 

39 



ser una inversión en el mercado de dinero) y que tenga la misma fecha de vencimiento que 

la opción. 

Ejemplo. 

Suponga que una variable sigue un proceso gobernado por la ecuación (3.1.1) entonces 

deseamos conocer el proceso seguido por el In Sto 

Solución. 

Supongamos que f(t, St) es una función de St, entonces aplicando el Lema de Iti} 

podemos encontrar la ecuación diferencial estocástica que describe la dinámica del valor 

del In Sto 

Sustituyendo (3.1.1) en (3.1.2) se tiene que 

Ahora aplicando las reglas del cálculo estocástico 

dWtdt = O, dWtdW t = dt y dtdt = O 

donde 

entonces (3.1.3) se reduce a 

Ahora se establece que f(t, St) = In SI, entonces 

Df 1 =_. 
aSt St' 

y 
Df 
-=0. at 

Sustituyendo las derivadas parciales en (3.1.4) se tiene que 
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d In St = [GJ ¡1St + ~ ( - ;¡ ) ~2 S;] dt + GJ ~StdWt 
= (11 - 4~2) dt + ~dWt 

lnSo = x 

Ahora la integral de Itó se puede escribir como: 

entonces 

es una solución de la ecuación (3.1.1), por lo que se deriva la siguiente proposición que es 

de gran utilidad para el modelo de Black-Scholes. 

Proposición 3.1.1. El proceso {St}O<t<T definido como 

es una solución de 

Demostración. 

Aplicando otra vez el Lema de Itó y definiendo a 

f(t, W t ) = St = xeC7Wt+(¡I-~C72)t 

se tiene que 

l
t 

o f l t 
o f l t 

0
2 

f f(t, W t ) = f(O, Wo) + -d71 + -, -dWu + --2d(W, W)u. 
o OU o oWu o oWu 

Suponiendo que w = lV u, entonces 

of = ~ [xeC7W+(¡'-~C72)u] = axeC7W+(¡,-tC72)U 
ow ow 

0
2 

f =..!!!...- [ (7W+(¡I-~C72)u] = 2 C7W+(¡I-~C72)u 
ow 2 0102 xe ~ xe 

of = ~ [xeC7W+(¡I-~C72)u] = (11 _ 1~2) xeC7W+(¡I-~C72)u 
OU OU 2 
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Sustituyendo las derivadas parciales en la integral ele Itó se tiene que 

donde 

entonces 

Teorema 3.1.2. Sea 11., (J" E R, {W¡}O~t~T un movimiento Browniano estándar y T E R+, 

entonces existe un único proceso ele Itó {S¡}09~T, tal que 

este proceso está dado por 

Demostración. 

Supongamos que {S¡}t~O y {S¡}t~O son elos procesos elementales tales que 

St = x + ¡t I/.Su d" + ¡t aSudW" . .Jo .Jo 
Por la proposición 3.1.1 sabemos que una solución de la ecuación (3.1.1) es 

Ahora definimos un proceso estocástico {Z¡}t~O como: 
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· * 2 * . SI l' = a -1' y a = -a, se tIene que 

So 
Z = - = 1 

So 

clltollces de la proposición 3.1.1 sc tielle que 

el cual es un proceso de Ito. 

Ahora de acuerdo con la fórmula de integración por partes se tiene que 

Por lo tanto 

StZt = xz Vt ~ O PC.s. 

- So 
StZt=x-=x 

So 

entonces 

- a, St 
St = - = x- pero x = So 

Zt So 

Por lo tanto 

St = St Vt 2: O Pc.s. 
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Teorema 3.1.3. Sea Ji, rr E R Y {Sd09:'ÓT un proceso estocástico tal que 

entonces St es una variable aleatoria lognormal. 

Demostración. 

Sabernos que la única solución de la ecuación diferencial estocástica 

es 

S -S aH't +(,1.- J;a 2
) t 

t - oe -

entonces 

dacio que W t ~ N (O, t) podernos afirmar que 

es decir, 

Ahora podemos calcular la media y la varianza de St 

fs = exp ___ . ...:..!!.o __ ~--=-~ 1 {l (In: -(Ji - ~a.2) ) 2} 
t v27rtrrs 2 rrJi· 

ya que 

entonces 
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donde 

donde 

z = f - (J Vi y dz = dL 

El segundo momento de St se calcula corno sigue 

donde 

z = f - 2(J Vi y dz = dL 

En consecuencia, 
Var[St] = E [SlJ - E 2 [Sd 

_ S2 2¡<t+,,2 t S2 2¡.t - oe - oe 

= Si3e 2/d (e,,2 t - 1) . 
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3.2 Estrategias de Inversión Autofinanciables 

Una estrategia de inversión se define como un proceso <1> = {<I>t.}O::;¡.:;::T = (H;, H t ) en n2 que 

es medible en un espacio de probabilidad (n, F, P) y adaptado a la filtración {F¡}t2:o del 

movimiento Browniano estándar. Los componentes H; y H t se definen como las cantidades 

de un activo libre de riesgo y de un activo con riesgo que son tomadas en un portafolio en 

el tiempo t. 

El valor del portafolio en el tiempo t está dado por 

(3.2.1) 

en tiempo discreto mientras que en tiempo continuo es igual a 

(3.2.2) 

El concepto de estrategia de inversión autofinanciable en el marco de Black-Scholes 

está basada fundamentalmente en la idea de la integral estocástica. Entonces para dar 1111 

significado a la expresión establecemos la condición 

{T !H;!dt < 00 Pc.s. y Jr IH;ldt < 00 Pc.s . . h o 

Entonces 

{T H;dB t = {T H;rertdt 
Jo Jo 

(3.2.3) 

está bien definida como una integral estocástica 

ya que t f-> St es continua y acotada en [O, TI. 

Definición 3.2.1. Una estrategia de inversión autofinanciable <1> = {<I>¡}O<t<T está defiuida 

por dos procesos H; Y H t que ctlIuplen las siguientes condiciones: 

1. I; IH:ldt + I; Hidt < 00 Pc.s. 

2. Vt(<I»=H;Bt+HtS t 

= HoBo + HoSo + fat H~dBu + fat H~dS" Vt E [O,TI Pc.s. 
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Nota: el proceso St = e-dSt se denota como el valor presente de un activo con riesgo y 

Vt (<p) = e -,·tvt (<p) es el valor presente del valor del portafolio. 

Proposición 3.2.2. Sea <P = {<Pd09:ST = (H:, Htl un par de procesos adoptados medibles 

que satisfacen a 
T T r IH;ldt + r H;dt < 00 Pc.s. Jo .Jo 

entonces <p es una estrategia de inversión autofinanciable si y sólo si 

Demostración. 

Supongamos que <p es una estrategia de inversión autofinanciable y aplicando la 

fórmula de integración por partes a Vt (<P) se tiene que 

donde 

dVt(<p) = d (e-dVt(<p») 

= e-etdVt(<p) + Vt(<P)d (e-et) + d(e- r
, V(</% 

= e-rtdVt(<p) - re-etVt(<p)dt 

= e-rtdVt(<p) - rf\(<p)dt. 

Sustituyendo (3.2.1) y (3.2.2) en la expresión anterior se tiene que 

por la ecuación (3.2.3) sabemos que Et = ert , dE t = rertdt y Ea = 1, entonces 

ya que 

dVt(<p) = e-rt (H;"e,·tdt + HtdSt ) - "e-rt (H;e,·t + HtSt) dt 

= (,-H;dt + e-rtHtdSt) - (rH;dt + re-rtHtStdt) 

= H t (e -,·tdSt - re -rt Stdt) 

= HtdSt 
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Ahora integrando dVt(<I» de O a t 

Por lo tanto 

El reciproco se demuestra invirtiendo los pasos y usando 

En conclusión se puede afirmar que una estrategia de inversión autofinanciable es una 

oportunidad de arbitraje que incluyen los activos subyacentes al transformar una inversión 

igual a cero en un monto mayor de cero con probabilidad positiva. Por lo que no tendría 

sentido, valuar productos derivados basados en HU IHullelo que pernlita tales desequilibrios 

en el mercado. 

3.3 Cambio de Medida de Probabilidad 

Cuando los inversionistas son indiferentes al riesgo financiero, no exigen una de prima de 

riesgo ya que asumen que la tasa de retorno de todos los instrurnentos financieros es igual 

a la tasa libre de riesgo. Sin embargo, ésto no sucede en la práctica debido al hecho de que 

en la mayoría de los casos se tiene que r < 11., es decir, la tasa libre de riesgo es menor al 

retorno esperado de cualquier activo financiero con riesgo bajo la medida de probabilidad 

P. Esto se debe a que los inversionistas siempre demandan una prima de riesgo sobre los 

instrumentos financieros que tienen correlación positiva con el riesgo de morcado. 

y 

Para entender mejor ésto supongamos las dos siguientes expresiones: 

dS t p -' = Ildt + O"dWt S . 
t 

dS, Q 
- = rdt + O"dWt . 
St 
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Se puede notar de (3.3.1) que la tasa de retorno esperada anual es igual a r, entonces 

al igualar (3.3.1) y (3.3.2) se tiene que 

dW P = dW Q _ (JI' - ',) dt t t 
(T 

la cual se conoce como un cambio de medida de probabilidad. 

Pero es natural preguntar por que hacer este cambio de medida de probabilidad cuando 

se valuan opciones financieras. Resulta que cuando un inversionista compra una opción 

sobre una acción se dice que está asegurandose contra los cambios inesperados que pueden 

ocurrir en el mercado a cambio de pagar una prima por eso es que, la probabilidad de 

que los precios de la acción sean bajos, es decir, los precios futuros de la acción que tiene 

una tasa de retorno esperada menor a la tasa libre de riesgo, será mayor bajo la medida 

de probabilidad Q que bajo P debido a que los inversionistas son adversos al riesgo y 

están dispuestos a pagar más por las opciones que ocurren en condiciones pesimistas. 

De manera similar, la probabilidad de que los precios de la acción sean altos, es decir, 

los precios futuros de la acción que representan un retorno esperado mayor que r, será 

Illenor bajo la probabilidad Q que bajo P debido al hecho cle qne los inversionistas están 

dispuestos a pagar menos por las opciones que ocurren en condiciones optimistas. 

Por lo tanto, el cambio de medida de probabilidad es de gran utilidad para los partici

pantes de los mercados financieros ya que les permite eliminar la prima de riesgo de los 

instrumentos financieros sin necesidad de cambiar la estructura de la volatilidad del activo 

financiero. 

3.4 Medidas de Probabilidad Equivalentes 

Definición 3.4.1. Sea (n, F, P) un espacio de probabilidad. Se dice que una medida de 

probabilidad Q sobre (n, F) es absolutamente continua con respecto a P (Q< <P) si para 

toda A E F, P(A) = O implica que Q(A) = O. 

Definición 3.4.2. Se dice que dos medidas de probabilidad P y Q son equivalentes si cada 

una de ellas es absolutamente continua con respecto de la otra. 

Nota: es conveniente observar que si Q< <P y Z es la densidad de Q con respecto a 

P, entonces (P< <Q) son equivalentes si y sólo si P(Z > O) = 1. 
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3.5 Teorema de Girsanov 

La idea central es utilizar el resultado del teorema de Girsanov una vez que se haya 

encontrado un espacio equivalente de tal manera que bajo este espacio de probabilidad la 

tendencia instantánea del modelo de precios sea igual a cero, es decir, calcular la esperanza 

condicional sobre un término puramente Browniano ya que el efecto de un cambio de 

medida de probabilidad sobre un movimiento Browniano geométrico lo único que se altera 

es su tendencia instantánea dejando la desviación estándar intacta. 

Teorema 3.5.1. (Teorema de Girsanov) Sea (O, F, P) un espacio de probabilidad. Si 

{OdO::;tST es un proceso esto,cástico adoptado tal que 

y tal que {Ldo.,;tST, definido por 

sea una martingala. Entonces bajo la probabilidad Q(LT) con densidad LT con respecto a 

P, el proceso {l'l>t}o<t<T, delluidu pUf 

¡-Vt = W t + lat 

Osels 

es un movimiento Browniano estándar. 

Sea {WdO.,;tST un movimiento Browniano estándar construido sobre un espacio de 

probabilidad (O, F, P) Y {Fdo.,;tST su filtración natural. 

Teorema 3.5.2. (Teorema ele Hepresentación de Martingalas) Sea {M¡}O.,;tST una mar

tingala cuadrado integrable con respecto a la filtración {F¡}O.,;tST. Entonces existe un 

proceso adoptado {H dOStST tal que 

y 

( 
't/t E [O, T] M, = Mo + Jo HudWu Pc.s. 
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Como se puede observar este teorema será una de las herramientas importantes y 

poderosas para controlar las tendencias instantáneas de cualquier movimiento Browniano 

geométrico y en particular para valuar productos derivados en base a la idea de una medida 

de no arbitraje o medida martingala. 

3.6 Medida Martingala Equivalente 

El objetivo ele esta sección es probar que éxiste una medida ele probabilidad equivalente a 

P bajo la cual el precio de un activo subyacente descontado por la tasa libre de riesgo es 

una martingala. 

Consideremos el modelo de Black-Scholes que describe que la dinámica de los precios 

es un modelo continuo que está formado por activo con riesgo St y por un activo libre 

de riesgo B t , es decir, un bono gubernamental.! Supongamos que la dinámica de Bt está 

representada por la siguiente ecuación diferencial ordinaria 

(3.6.1) 

donde Bo = 1 Y r· > O es una constante. 

Ahora asumiremos que la dinámica de S t está dada por la siguiente ecuación diferencial 

estocástica. 

donde 1', a son constantes y {Wt}t2:0 es un movimiento Browniano estándar. 

Las soluciones de (3.6.1) y (3.6.2) son las siguientes: 

,·t 1 Bt = e con Bo = 

y 

respectivamente. Si suponemos que 1" E R Y r, a E R+ son constantes. 

Ahora si definimos el valor presente de un activo con riesgo como el proceso 

S- B-1S -,·ts t= t t=e t 

(3.6.2) 

(3.6.3) 

(3.6.4) 

(3.6.5) 

1 Elliot, Robel't J. and P. Ekkehal'd Kopp, (1999), Mathematics of Financial Mal'kets, Springel'-Verlag 

New York, rnc. 
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se tiene la siguiente dinámica. 

Aplicando la fórmula de integración por partes a St se tiene que 

dSt = d (e-rtSt) 

= e-rtdSt + Std (e- rt
) + d(e- r

, S.)t 

-ddS -rtS tt = e t - re t( 

debido a que 

Sustituyendo (3.6.1) en (3.6.6) se tiene que 

dSt = e-TI (/lBtdt + aStdWt) - re-rtStdt 

= e-,·t [(11 - r)Stdt + aStdlVt] 

Si hacemos la siguiente transformación 

entonces 

y 

si 

dWt = dWt - Btdt. 

Sustituyendo (3.6.10) en (3.6.7) se tiene que 

elSt = e-rtSt [(11 -")dt + tr (dlVt -lItdt)] 

= St [({I - T - alldelt + O'elll/¡] 

Si hacemos {I - r - O'lI t = O, es elecir, lit = ~ (11 - r), entonces 

- 1 
Wt = Wt + -(11. - 1')t. 

O' 
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Sustituyendo (3.6.13) en (3.6.5) .se tiene que 

S- -rts 
t = e t 

S -rt a117t +(I1.- 1 (72)t = oe e 2 

= 80e -1·teaWt -(¡t-r)i+(p,- !(2)t 

- 1 2 
= SoeO"wt-:¡a t. 

(3.6.14) 

Del teorema de Girsanov, con Ot = -!i(". - r), se tiene que demostrar que existe una 

medida de probabilidad Q equivalente a P bajo la cual {¡'V¡}09ST es un movimiento 

Browniano estándar y St es una martingala 

Demostración. 

La demostración se lleva acabo sólo cuando {O¡}09ST es un proceso constante O, es 

decir 

IVt = IVt + Ot. 

;) Por demostrar que UV¡}t2:0 es continua en t. 

La continuidad de la función t --> ¡·V,(w) es clara, ya que el movimiento Browniano 

estándar Wt y la función Ot son funciones continuas con respecto a t. 

ii) Por demostrar que ¡'\', tiene incrementos independientes. 

La independencia de incrementos también es obvia, puesto que IVt - IVs es indepen

diente de F t y 

¡'Vt - ¡,Vs = IV, - IVs + O(t - s), '1s:C; t. 

hi) Por demostrar que ¡·V, es estacionario. 

Para demostrar la estacionaridad del proceso ¡'Vt será necesario aplicar el teorema A.1 

y las proposiciones A.2, A.3, A.4 A.5 y A.6 del apendice A. 

Primero tenemos que demostrar que la probabilidad Q es equivalente a P y {L¡}09ST 

es una martingala. Para eso sólamente se tiene que demostrar que P(Z > O) = 1 ya que 

L, es una martingala por la proposición 2.5.4 si suponemos que a* = - /!;;r entonces 

Por otra parte, sabemos que 

L - a"'\.Vt-~(a .. )2t 
t - e 2 • 

_ ( "-=-" ) w _ 1 ( "-=-" ) 2 , Lt = e r:r t 2 O' 

ahora por teorema A.l se tiene que 

Q(A) = L Z(w)dP(w) 
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entonces 

Q(A) = L e-(,,;;-r)w,_t(,,;;-r)'tdp(w) 

= e-H',;;-r)'t L e-(";;-')w'dP(w). 

Pero como W t se distribuye N (O, t), entonces 

1
00 1 

= -00 V2rrt e 

W2 +2( 7)wt. 
2t dw 

Si hacemos un cambio de variable 

z= 
w+{L7·)t 

VI = Vlclz = dw, 

= e 2 u ----=e 2 z clz = e 2 u 
l( "-'·)'t 100 1 _l 2 l("-=-'-)'t 

-00 V2rr 

entonces 

_1(,,-r)'t ,(,,-r)'t 
Q(A)=e'" ·e 2 • =1 

Por lo tanto 

Q es equivalente a P. 

Por último sólo resta demostrar por las proposiciones A.5 y A.6 que para O :s; t :s; T, 

la variable ¡'Vt - ¡'Vs es independiente de F t y se distribuye N(O, t - s), entonces 
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Demostración. 

= E(Lr ) [eiU(W,-W,+O(t-S»IFt] 

E [eiU(W,-W.+O(t-S» . LTIFt] 

Ls 

= E [eiU(W,-W,+O(t-S» . ~: 1Ft] 
por la proposición A.5 

= E [eiU(W,-W,+O(t-S». e-(O(WT-w,)+to'(T-s») 1Ft] 

= E eiu(W,-w,+O(t-s)). e IF 
[ 

-(O(WT-w,)+tO'(T-t») ] 

e(O(W,-w.)+to'(t-s») t 

= E [eiU(W,-W,+O(t-S» . ~: . e-(OwT-,+to'(T-t») 1Ft] 

= E [eiU(W,-w,+O(t-S» . ~: 1Ft] E [e-(OWT-,+to'(T-t»)] . 

Pero sabemos que la esperanza de 

entonces 

E(LT) [eiUU"Vt-W,) 1Ft] = E [eiU(W,-W,+Ii(t-S)). ~: 1Ft] 
= LE [eiU(W,-w.+O(t-S» . e-(owt+to't) 1Ft] 

-iu(W,+os) [ = e E eiu(w.+Ot). e-(owt+to't) IF] 
e -( e"'~+~B2s) t 

_ e-iu(w.+os) E [e(iU-O)W,-HO'-2iuO)tI
F

] 
e -( ow,+to's) t 

= e . e E e(iu-O)Wt -HO'-2iuO-u')t F -iu(W,+Os) -tu't [ I ] 
e -( O\Vs+!(}2s) t 

-( iu(W, +Os)+ tu't) 
e E [e(iU-O)Wt-t(O-iU)'tIF] 

e -( OW,+tO'8) t 
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e-(iuBs+tu2t ) 

- I e-BWS-2B2s 

es la función característica de una variable aleatoria N (O, t - S), para toda ° ::; ¡, ::; T con 

lo cual se demuestra que ¡'Vt es un proceso estacionario. 

Por lo tanto 

{W¡}09ST, es un movimiento Browniano estándar. 

Definición 3.6.1. Una estrategia <p = {<P¡}09ST, es admisible si es autofinanciable y el 

valor presente del proceso 

es cuadrado integrable bajo la probabilidad Q. 

U na opción es replicable si su precio en la fecha de vencimiento es igual al valor final 

de una estrategia admisible. 

Definición 3.6.2. Una opción europ8H ¡es una variable aleatoria h positiva, F t -ll1edible. 

Proposición 3.6.3. Sea h una variable aleatoria positiva F¡-medible y cuadrado integrable 

y x es su precio justo en el tiempo 0, entonces 

Demostración. 

Primero demostraremos que EQ [e-Tth] < 00 

Por la ecuación (3.6.14) sabemos que 

- I 2 

S- S aW,--a t 
t = Oe 2 

entonces 
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entonces 

entonces 

E [Sf] = E [S5e2a~!/T-a2T] 

= SijE [e2aWT+2(1.-7')T-a2T] 

= S5 E [e2aWT+21.T-2rT-a2T] 

= sij E [e2aWT- (2~)2 . e2PT-2rT+a2T] 

= S5 E [e2aWT_(2~)2] E [e2I'T-2rT+a2T] 

= Sije21IT-27'T+a2T < 00 

Por otra parte, sabemos que para toda </J estrategia admisible que replica a h(</J E <1?) 

debido a que {Vt (4))}O<t<T es una supennartingala bajo Q y como x inf'¡'E<P Vo( 4», 
entonces 

Por lo tanto 

En el caso particular de una opción call o put se tiene que el valor en la fecha de 

ejercicio es una variable aleatoria cuadrado integrable. 

Proposición 3.6.4. El precio de una opción call en la fecha de vencimiento T, es una variable 

aleatoria cuadrado integrable bajo la probabilidad Q. 

Demostración. 

Por demostrar que h = (ST - K)+ es una variable aleatoria cuadrado integrable bajo 
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la probabilidad Q. 

debido a que 

EQ [h2] = EQ [(ST - [()~] , 

~ EQ [§~] 

= EQ [e2rT§~] 

= e2rTEQ [§~] 

= e2rT EQ [ (soeO'wr-~O"Tf] 

= S5e2"T EQ [e20'\1fr
-U

2
T] 

= S5e2rTEQ ef:lWr-:rf:l T, si f3 = 2a 
[ 

- 1 2 ] 

= S5e2rTEQ [ef:lWr-tf:l2T+tf:l2T-tf:l2T] 

= S5e2rT+tf:l2T EQ [ef:lWT-t¡>'T] 

Proposición 3.6.5. El precio de una opción put en la fecha de vencimiento T, es una variable 

aleatoria cuadrado integrable bajo la probabilidad Q. 

Demostración. 

Por demostrar que h = ([( - ST)+ es una variable aleatoria cuadrado integrable bajo 

la probabilidad Q. 

EQ [h 2] = EQ [([( - ST)~]; J( 2: [) y [( E R 

S E Q [[(2] 

= [(2 < oo. 

En conclusión, el valor de una opción call en el tiempo t está definida por la expresión 
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---------- ----

3.7 Modelo para Opciones sobre Acciones que no Pagan Dividendos 

El problema de la valuación de productos derivados consiste en proporcionar el precio justo 

a la opción financiera en cualquier momento del tiempo, ya que cada producto derivado 

está definido con respecto a su pérfil de pagos terminal, el cual es positivo Y Ft-medible 

bajo la probabilidad Q. Por lo tanto, en cada intervalo de tiempo, el precio de la opción 

está dada por el valor esperado condicional terminal bajo la probabilidad Q. 

Pero antes de calcular este valor esperado que nos servirá para derivar el modelo de 

Black-Scholes demostraremos la siguiente proposición que será de gran ayuda. 

Proposición 3.7.1. Sea 

entonces 

S -S r(T-t) q(Wr -w,)-tq2 (T-t) T ~ te . e . 

Demostración. 

ST = SoeqWT+(¡,-~q2)T 

= SoeqWT-(¡,-r)T+(¡,-~q2)T 

= Soecrl-VT+(r-~a2)T 

= Soeal;¡ít+(1'-~a2)t . eu(lVr-\Vt)+(1·-ta2)(T-t) 

= SoeqW,+(¡,-r)t+(r-~q2)t . eq(WT -\oV,)+(r-t q2 )(T-t) 

= SoeqWt+(¡,-tq2)t . eQ(WT-Wt)+(r-tQ2)(T-t) 

S 
r(T-t) q(WT-Wt )_.lQ2(T-t) 

= te . e 2 

Proprosición 3.7.2. El precio de una opción cal! europea en el tiempo t, con fecha de 

vencimiento T y precio de ejercicio [( está dado por 

donde 

In (~ ) + (r + ~0'2) (T - t) 
dI = --'-=-''--'------;==----

O'~ 
y 

In (~ ) + (r - ~0'2) (T - t) 

O'~ 

59 



Demostración. 

EQ [e-r(T-t)hIFt] = EQ [e-r(T-t) f(ST)IFt] 

= EQ [e-r(T-t) f (Ste'·(T-t). eU(\;¡rT-Wt)-tu'(T-t)) 1Ft] . 

Puesto que St es una variable aleatoria Ft-medible Y (l-lfT - ¡'Vt) es independiente de 

F t bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo t como una función 

de St y t. 
c(t, St) = EQ [e-r(T-t) f (Ster(T-t) . eU(WT-W,)-t u2 (T-t»)] 

= EQ [e-'·(T-t) f (Ster(T-t) . eU\;¡rT-,-tu'(T-t»)] 

ya que ¡'VT-t se distribuye N(O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

cuando ¡VT-t = Z~ y Z se distribuye N(O, 1), entonces 

r(t " ) = roo o-r(T-t) f (s e·r(T-t). UZv'T-t-tu2(T-t») _1_. -tz'd 
-,oj'='t; r.. ~ t e ,- e z 

J-oo v'21f 

_ roo -r(T-t) (~r(T-t) uzv'T-t-1u'(T-t) K\ 1 -lz'd 
- J-oo e ,.:>¡e ·e , -)+ v'21f· e ' Z 

_ JOO (S uz.,f1'=t.-lu'(T-t) l. -r(T-t») 1 -lz'd - te 2 - \ e -- . e 2 Z. 

-00 + j2; 

Supongamos que r = T - t, entonces 

c(t, St) = ¡eX) (Steuz../T-tu'T _ Ke-rT ) _°_1_. e-tz' dz 
Loo + j2; 

= EQ [ (Steuz../T-~u'T - K e-rT L] 
= EQ [(Steuz../T-tu'T - Ke- n ) lST2:I\]. 

Usando el siguiente lema: 

E [(ST - K)+l = E [(ST - K)lST2:I<l 

donde 

{ 

1, 
lST2:I< = 

O, 

si ST 2: J( 

en otro caso. 
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es una función indicadora y' la esperanza de una función indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el evento representado por la función indicadora ocurra. 2 

En este caso, la condición IsT>I< es equivalente a: 

entonces 

lSr::;::K = {w En: Stezav-r-ta2r - ]{ e-rr ;::: o} 

{w En: SteO'z,¡:r-ta2r ~ !(e-TT
} 

{w En: ezuv'T+(r-~u2)T 2: U:) } 
{w En: zu.jT + (r - !u2)T 2: In (ff.)} 
{w En: zu.jT 2: In (ff.) - (r - ~(2)T} 

{ 
In(~)-(r-~u2)T} 

wEn:z2: r.: 
uyT 

= {w En: z 2: In (~ ) + (r - !u
2

) T } 

u.jT 

= {w En: z 2: -d2} = {w En: z + d 2 2: O} 

,,(t,S,) = EQ [(s,ezuv'T-tu2r - Ke-"T) l{wEn:z+d22:0}] 

z ~ N(O, 1) bajo Q 

-z ~ N(O, 1) bajo Q 

2 Geman, E., N. E. Karaoui, and J. Rocher, (1995), Changes of Numeraire, Changes of Probability 

Measure and Options Pricing, Journal of Applied Probability, 32, pp. 443-458. 
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Sea N (d) la función de distribución normal acumulada, es decir; 

i
d 1 1 2 

N(d) = ;_ e-;¡-Z dz 
V 27r -= 

entonces 

Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio de variable. 

Sea v = z + (YVr, dv = dz como z:S: d2 ==> v:S: d2 + (YVr, eutonces 

si definimos dI = d2 + avr y T = T - t, entonces 

donde 

In (it ) + (r + ~(Y2) (T - t) 
dI = --'-'---'--------;==~---(Y .jT""=t 

y 

In (~ ) + (r - ~(2) (T - t) 

(YVT - t 

El precio de una opción put se deriva de la misma forma sólo se tiene que cambiar el 

perfil de pagos terminal el cual está dado por su valor esperado condicional terminal bajo 

la probabilidad Q como signe: 

E* [e-r(T-t)h 1Ft] = E* [e-r(T-t) f(ST) 1Ft] donde h = (K - ST)+ = f(ST) 
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Proprosición 3.7.3. El precio de una opción put europea en el tiempo t, con fecha de 

vencimiento T y precio de ejercicio K está dado por 

donde 

In (~) + (r + ~,,2) (T - t) 
d¡ = --'-"-''-"----:==----

"VT - t 
y 

In (~) + (r - ~,,2) (T - t) 
d2 = --'-'-''-"----:==----

"VT - t 

Demostración. 

EQ [e-r'(T-t)hIFt] = EQ [e-r(T-t)¡(ST)IFt ] 

= EQ [e-r(T-t)¡ (Ster(T-t). e<7(WT -Wr l- t <7
2
(T-t») 1Ft ]. 

Puesto que St es una variable aleatoria F t -lIledible Y (VVT - Wt ) es independiente de 

F t bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo t como una función 

de St y t. 

p(t, St) = EQ [e-r(T-t) ¡ (Ster(T-t). e<7(WT-Wr)-t<7
2
(T-t»)] 

= EQ [e-r(T-t) ¡ (Ster(T-t). e<7~VT_r-t<72(T-t»)] 

ya que \·VT-t se distribuye N(O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

cuando ¡,í'T-t = Z~ Y Z se distribuye N(O, 1), entonces 

( S) ¡= -r(T-t)¡ (S r(T-t) <7zJT-t-1.<72(T-t») 1 -l. z2 d P t. t = e te· e 2 -- • e 2 z 
. -= ..;z; 

= (= e-r'(T-t) (K _ Ster(T-t). e<7zJT-t-t<72(T-t») _1_. e-~z2 dz 
L= +..;z; 

¡= (lo -r(T-t) S <7zJT-t-l.a2 (T-t») 1 -~z2d = \ e - te 2 -- . e z. 
-= + ..;z; 
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Supongamos que .\ = T - t, entonces 

p(t,S¡) = roo (Ke-rA_Ste<7ZVX-t<72A) ~.e-tz2dz 
./-00 + V 2" 

= EQ [(K e-rA _ Ste<7zVX-~u'A) +] 
= EQ [( Ke-rA - Ste<7ZVX-~<72A) 1K2:ST] . 

Usando el siguiente lema: 

E [(K - ST)+] = E [(K - ST)lK>ST] 

donde 

{ 

1, si 
1K>ST = 

- 0, en otro caso. 

K;::: ST 

es una función indicadora y la esperanza de una función indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el evento representado por la función indicadora ocurra. 

En este caso, la condición lK2:ST es equivalente a: 
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entonces 

z ~ N(O, 1) bajo Q 

¡-d, (1' -c>' S z"..;>._l",>.) 1 -lz'd = \ e - te 2 -- . e 2 z 
-= ~ 

¡-d, 1 (l( -,.), _lz2 S _l. z'+z"";>'_l.,,,>.) d = --= e e 2 - te 2 2 Z 
-00 ..)27r . 

_}( -c>. - -lz'd S _l(z'-2z,,";>'+"'>')d ¡-do 1 ¡-d2 1 
_ e --·e 2 z- t --·e 2 z 

,-00 ~ . -00 ~ 

_ '( -,'>. -lz'd S _l(z-"";>')'d ¡-d, 1 ¡-d, 1 
- l' e -- . e 2 Z - t -- . e 2 z. 

-00 ~ . -00 ~ 

Sea N (-d) la función de distribución normal acumulada, es decir; 

1 ¡-d 
1 z, 

N(-d) = -- e-' dz 
~ -= 

entonces 

¡-d, 1 I 
-r).. -- z-a.J).. 2 

p(t,S¡)=I<e N(-d2)-St r,,'e 2( ) dz, 
. -00 V 2" 

Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable, 

Sea v = Z - (jI>., dv = dz como z:::; -d2 ==} v:::; - (d2 + (jI>.) , entonces 

si definimos dI = d2 + (j.j~ y >. = T - t, entonces 

donde 
In (!Jt) + (,' + ~(j2) (T - t) 

dI = 
(j~ 

y 
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4. EXTENSIONES DEL MODELO DE BLACK-SCHOLES 

En la sección anterior se trataron opciones sobre activos subyacentes que no producen cos

tos de transacción en el momento de la operación. En esta sección se extenderá el método 

para aplicar el modelo de Black-Scholes para otra clase de activos snbyacentes debido a 

que en los mercados financieros existen una gran variedad de instrumentos financieros que 

pueden ser protegidos con opciones financieras tales como acciones que pagan dividendos 

continuamente, futuros de bienes, futuros de divisas y acciones cuando la tasa de interés 

es estocástica haciéndose algunas modificaciones simples al modelo. 

4.1 Modelo para Opciones sobre Acciones que Pagan Dividendos 

En el capítulo anterior se desarrollo el modelo de Black-Scholes aplicando el método de 

martingalas bajo el supuesto de que la acción no paga dividendos durante la expiración de 

la opción. En esta sección, se considera el caso cuando la companía paga dividendos en 

forma continua a los accionistas y además son conocidos, es decir, se asume que la acción 

S t paga di videndos a una tasa constante K .. 

Para encontrar la dinámica que describe St cuando existen pago de dividendos se 

consideran los siguientes modelos 

y 

S * - KtS t - e t· 

Aplicando la fórmula de integración por partes a (4.1.2) se tiene que 

elS; = el (eKtSt) 

= eKtdSt + Std (e Kt ) 

= eKt (I-'Stdt + aStdWt) + K.eKtSt dt 

= eKt St [(1-' + ".)dt + adWt] 

= S; [(1-' + K.)dt + adWt ]. 

La dinámica que describe el activo libre de riesgo está dado por 
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entonces las soluciones únicas de (4.1.3) Y (4.1.4) son las siguientes 

(4.1.5) 

y 

B rt 
t = e con Ba = 1 (4.1.6) 

respectivamente. Si suponemos que JI. E R Y 'r, O' E R+ son constantes. 

Ahora si definimos el siguiente proceso, como el valor presente de un activo con riesgo. 

S- - B-IS' - -1'tS' t- t t- e f,· 

Otra vez aplicando la fórlllula de integración por partes a St se tiene que 

dSt = d (e-rtS;) 

= e-ddS; + S;d (e- rt ) 

= e-rt (¡,S;dt + ",S;clWt ) - 7'e-7't S;dt 

= e-rtS; [(" + K. - 7')clt + O'clwtl 

= St [(1' + K - r)dt + ",dW¡J. 

Si hacemos la siguiente transformación 

t Wt = IVt + Jo Bsds 

entonces -

y 

Sustituyendo (4.1.11) en (4.1.8) se tiene que 

dSt = St [(1' +" - ,.)dt. + u (MI>t - Btclt)] 

= St [(1' + K. - r - ullt)dt + udll't]. 

Si hacemos l' + K. - r - "'0,. = 0, es decir, Ot = ¡:}(/I. + K. - r), entonces 
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si 

- 1 
IV, = W t + -(/1 + K, - r)L 

J 

Sustituyendo (4,1,14) en (4,1,7) se tiene que 

la cual es una martingala por la proposición 2.5,4, 

Proposición 3,7,1, Sea 

elltonces 

Demostración, 

- 1 
Wt = W t + -(¡.¡ + K - r)t 

J 

s~ = S(íe"IVT +(P+,,-!,,2)T 

- S* a\~"T-(/t+K-r)T+(J1.+K-!a2)T - oe 
- ( 1 2) _ S* aWr+ r-'2O" T - oe 

= S(íe"W,+(r-~,,2)t , e,,(WT -W,)+(r-!,,2)(T-t) 

= S~e"IV'+(I,+,,-r)t+(r-t,,2)t . e,,(WT-IV,)+(r-!,,2)(T-t) 

= S~ealVt+(lt+K-ta2)t . eO"(l-vr -wt}+(r-t(72)(T-t) 

= S;er(T-t) . e,,(WT-W,)-t a2 (T-t) 

de la ecuacióll (4.1,2) S: = e"tSt, entonces S~ = e"TST. 

Por lo tanto 

S S r(T-t) "(WT-~V')-("+-2,,,2)(T-t) 
T = te 'e . 
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Proposición 4.1.2. El precio de una opción call europea en el tiempo t ::; T sobre una acción 

que paga dividendos continuamente a una tasa constante K. durante la fecha de expiración 

de la opción está dado por 

donde 

In (W ) + (r - K. + ~(T2) (T - t) 
dI = -~:....!.._-~==----

(TVT-t 
y 

Demostración. 

EQ [e-r(T-t)hIFt ] = EQ [e-"(T-ti!(ST) 1Ft] 

In (W ) + Ce - ¡; - ~(T2) (T - t) 

(T~ 

= EQ [e-r(T-t)! (Ster(T-t). e(T(>\lr-We)-(,,+~a2)(T-t)) 1Ft] , 

Puesto que St es una variable aleatoria F¡-medible y (¡'VT - Ji>t) es independiente de 

F¡ bajo la probabilidad Q, es posible C(ln(l"~r 811 precio en el tiempo t como una función 

de St y t. 

c(t, St) = EQ [e-r(T-t)! (SteT(T-t) . ea(¡I'r-¡;¡'e)-(I<+t a2 )(T-t))] 

= EQ [e-T(T-t) f (SteT(T-t). e avl'T_e-(I<+t a2 )(T-t))] 

ya que WT_tSe distribuye N(O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

cuando ¡'\'T-t = Z~ y Z se distribuye N(O, 1), entonces 
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Supongamos que T = T - t, entonces 

= EQ [(s,eO-Zv'T-(,,+~o-2)T - Ke-rTt] 

= EQ [(Steo-zv'T-(,,+to-')T - Ke-TT ) lST2 K ]. 

U sando el siguiente lema: 

donde 

lSr2K = . 
ST;::: K 

{ 

1. si 

O, en otro caso. 

es una función indicadora y la esperanza de una función indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el evento representado por la función indicadora ocurra. 

En este caso, la condición lSr2 K es equivalente a: 

lSr2K = {w E !1 : S,ezo-v'T-( ,,+to-
2

)T - K e -TT ;::: O} 

= {w E!1: Steo-zv'T-("+to-
2

)T ;::: Ke-TT } 

= {w E !1 : ezo-v'T+("-K-~o-2)T ;::: U~)} 

= {w E!1: zo-F + (r - K - ~(2)T;::: In U~)} 

= {w E !1 : za F 2: In U~) - (r - K - ~(2)T } 

= {w E!1: z > In (~) - (r - K - ~(2) T} 
- aF 

= {W E !1 : z ;::: _ In (!Jt ) + (r - K - ~(2) T } 
aF 

= {w E !1 : z ;::: -d2} = {w E !1 : z + d2 ;::: O} 
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entonces 

z ~ N(O, 1) bajo Q 

-z ~ N(O, 1) bajo Q 

Sea N (d) la función de distribución normal acumulada, es elecir; 

1 id " N(d)= /_ e-'z dz 
V 27r -00 

entonces 

Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio ele variable. 

Sea v = z + uJ'T, . dv = elz COlno z::; el2 ==> v::; d2 + uJT, ontonces 

si definimos dI = d2 + uJ'T y T = T - t, entonces 

donde 

In (jt) + (,. - ". + ~u2) (T - t) 
dI = -....:...;:"-!._--r==~----

u~ 

In (jt) + (r -". - ~u2) (T - t) 
y d? = _-'...:C:...L.. __ -;==~ ___ _ 

- (T~ 
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Proposición 4.1.3. El precio de una opción put europea en el tiempo t ::::; T sobre una acción 

que paga dividendos continuamente a una tasa constante K. durante la fecha de expiración 

de la opción está dado por 

donde 

In (W) + (r - K + !( 2
) (T - t) 

dI = _-"-'c..!. ___ ;===-___ _ 
a~ 

y 

Demostración. 

EQ [e-"(T-t)hIFt] = EQ [e-,·(T-t)!(ST)I.Ft] 

= EQ [e-"(T-t)! (Ster(T-t). e,,(WT-W,)_(,,+t,,2)(T-t)) 1Ft] . 

Puesto que St es una variable aleatoria Ft-medible y (~VT - ~Vt) es independiente de 

F t bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo t como una función 

de St y t. 

p(t, St) = EQ [e-T(T-t)! (SteT(T-t). e,,(WT-W,)-(,,+!,,2)(T-t))] 

= EQ [e-r<T-t)! (SteT(T-t). e"WT_,-(,,+t,,2)(T-t))] 

ya que \,VT-t se distribuye N (O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

cuando \·VT - t = Z ~ y Z se distribuye N (0,1), entonces 
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Supongamos que .\ = T - t, entonces 

p(t, Sd = t" (K e-r). _ Steuzv'X-(I<+to2).) _1_. e-tz\lz 
Loo +.f2; 

= EQ [ (K e -r). _ Steuzv'X-( ,,+to2 ). ) + ] 

= EQ [(Ke-r). - Steuzv'X-(I<+to2).) 1K~ST]. 

Usando el siguiente lema: 

donde 

{ 

1, si 
1K~ST = 

O, en otro caso. 

K 2: ST 

es una función indicadora y la esperanza de una función indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el evento representado por la función indicadora ocurra. 

........ 1 l' ., , • 1 t-

..bn este ca~o, la CUlluíClün .1K""28']' eS equlvUlcn ... c u: 

= {w En: Ke-r). 2: Steuzv'X-(I<+tu').} 

= {w En: ezov'X+(r-t<-tu'). ::; (f.)} 
= {w En: zO"~ + (,. - o - !0"2).\::; In (;;)} 

= {w En: ZO"~::; In (fJ.) - (,. - o - !0"2).\} 

= {W En: z < In (~) - (r - " - !0"2) .\ } 
- (J~ 

= {W En: z < _ In (!Jt ) + (,. - o. - !0"2) .\ } 
- O"~ 

= {w En: z ::; -d2} = {w En: z + d2 ::; O} 
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entonces 

z ~ N(O, 1) bajo Q 

l o -rA -~.2d S -KA _1.(z-".,¡x)2 d ¡-d2 1 ¡-d2 1 = i e -- . e 2 Z - te -- . e 2 z. 
-00 ,¡z; -00 ,¡z; 

Sea N (-d) la función de distribución normal acumulada, es decir; 

1 ¡-d 
1 2 

N(-d) = -- e-" dz 
,¡z; -QO 

entonces 

Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable. 

Sea v = z - aV>., dv = dz como z::; -d2 ==> v::; - (d2 + av>'), entonces 

si definimos d1 = d 2 + av>' y >. = T - t, entonces 

donde 

In (!ft) + (r - K + ~a2) (T - t) 
d1 = ~ 

avT - t 
y 

In ('i!) + (r - lb - ~a2) (T - t) 
d2=-~~--~==~-----avr=t 
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4.2 Modelo para Opciones de Futuros 

La modelación de opciones de futuros es sencilla a diferencia de otros instrumentos fi

nancieros ya que los contratos de futuros son líquidos y operan continuamente cuanclo las 

bolsas de productos derivados están abiertas, permitiendo a los operadores de opciones el 

acceso a los precios de los activos subyacentes que están muy activos. Bajo este esquema 

pueden operarse opciones de subyacentes de características complicadas en el mercado de 

materias primas (commodities), como los productos agropecuarios y de enérgeticos. 

Para encontrar la dinámica que describe el precio de los futuros ft se considera que 

el modelo de precios de un activo subyacente St está representado por el movimiento 

Browniano geométrico 

(4.2.1) 

Ahora los precios de los forwards están dados en términos de los precios de los bonos 

como 
St 

F t = -.,.---:-
B(t,T*)' 

t E [O, T*] (4.2.2) 

donde r* 2: r es la fecha de entrega y por la proposición siguiente. 

Proposición 4.2.1. Si el pro~p.so del precio del bono es predecible, el mercado de futuros 

y spot está libre de arbitraje si y sólo si los precios de los futuros y forwards son iguales 

para cada activo subyacente y t :::; T, 

entonces 

fS(t,T) = Fs(t,T) 

f - F - S "(T"-t) t - t - te . ( 4.2.3) 

Así que aplicando la fórmula de integración por partes a (4.2.3) se determina la 

dinámica para los precios de los futuros 

dft = d (St e1'(T' -t») 

= e"(T'-t)dSt + St d (e1'(T'-t») 

= e"(T'-t)(J,Stdt + o-StdW¡)- Te1'(T'-t)St dt 

= St e1'(T'-t) [(l" - ")dt + o-clWtl 

= (JI - ")ftdt + IT ftclWt. 
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donde la solución única de (4.2.4) es 

Si hacemos la siguiente transformación 

entonces 

y 

Sustituyendo (4.2.8) en (4.2.4) se tiene que 

d/t = (/1. - r)/tdt + alt(d¡·Vt - Otdt ) 

= (,., - r - aOt)ltdt + a /tdl\'t. 

Si hacemos l' - r - aOt = O, es decir, Ot = ~(¡, - r), entonces 

si 
- 1 

W t = W t + -(Ji. - r)t. 
a 

Sustituyendo (4.2.11) en (4.2.5) se tiene que 

I I 
CTw,+(¡,-r-1CT2)t 

t = Oe 2. 

= loeCTW'-(I'-r)t+(I'-r-~CT2)t 

- 1 2 

I CTWt--CT t = OC 2. 

la cual es una martingala por la proposición 2.5.4. 
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( 4.2.6) 

(4.2.7) 

( 4.2.8) 

( 4.2.9) 

(4.2.10) 

(4.2.11) 

(4.2.12) 



Proposición 4.2.2. Sea 

( 
¡ 2) 

f - f "W,+ 1'-," t t - Oe Vt E [O, T] 
- 1 

HIt = HIt + -(11 - r)t 

entonces 

Demostración. 

y 

f f ,,(WT-Wt)_la'(T-t) 
T = te 2. 

fT = foe"WT+(¡,-r- t,,')T 

= foe"WT-(I,-r)T+(I,-r-t"')T 

- ¡, 
f "WI'--" T = oe 2 

- f "(WT-W,)-f.,,Z(T-t) - te 2 

u 

Proposición 4.2.3. El precio de una opción call de futuros en el tiempo l., con fecha de 

vencimiento T y precio de ejercicio J( está dado por 

donde 

y 

Si suponemos que el vencimiento del bono es igual a la fecha de vencimiento de la 

opción, es decir, T* = T. 

Demostración. 

EQ [e-r(T-t)hIFt] = EQ [e-r(T-t)fUT)IFt] 

= EQ [e-r(T-t) f (ft· e"(11;T- 1Vt)-t,,Z(T-t)) 1Ft]. 

Puesto que ft es una variable aleatoria F,-medible y (l'VT - ¡'¡',) es independiente de 

F, bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo t como una función 

de ft y t. 
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-------~---

c(t, J,) = EQ [e-r(T-') J (J,' eO'(WT -W,)-t0'2(T-t)) 1 
= EQ [e-r(T-t) J (J,' eO'WT _,-t0'2(T-t)) 1 

y" que ~VT-t se distribuye N(O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

cuando j'VT-t = Z~ Y Z se distribuye N(O, 1), entonces 

Supongamos que T = T - t, entonces 

Usando el siguiente lema: 

donde 

{ 

1, si 
1fr?J( = 

O, en otro caso. 

fr 2: [( 

es una función indicadora y la esperanza de una función indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el evento representado por la función indicadora ocurra. 
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En este caso, la condición 1 fr~K es equivalente a: 

= {w E íl : z 2: -d2} = {w E íl : z + d2 2: O} 

entonces 

Z~N(O,l) bajoQ 

-z ~ N(O, 1) bajo Q 

Sea N (d) la función de distribución normal acumulada, es decir; 

1 1d 
I 2 N(d) = re;-- e-'z dz 

V 21r -00 
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entonces 

Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio de variable. 

Sea v = z + a,¡T, dv = dz como z::; d 2 ==} v::; d2 + a,¡T, entonces 

si definimos di = d2 + alT, T = T - t, entonces 

donde 

In ({~) + ~a2(T - t) 
di = _"'>":''-L---==~ __ 

alT - t 
y 

Se puede observar que los parámetros di y d2 no dependen de la tasa de interés libre 

de riesgo r, debido a que se define un portafolio libre de riesgo replicante que consiste de 

una posición en opciones de futuros y una posición con un contrato subyacente de futuros 

que compensa. Por lo que no se requiere de una inversión inicial. I 

Proposición 4.2.4. El precio de una opción put de futuros en el tiempo t, con fecha de 

vencimiento T y precio de ejercicio J( está dado por 

p(t,ft) = e-1·(T- t l (J(N(-d2) - ftN(-dl» 

donde 

In (~) + ~a2(T - t) 
di = --'..::..:...La-VrT=_=t~-- y 

Del110stración. 

EQ [e-r(T-tlhIFt] = EQ [e-r(T-tl f(fT) 1Ft] 
= EQ [e-r(T-tl f (ft· ea(WT-W,)-ta2(T-tl) 1Ft]. 

I Bingham, Nicholas H. and R. Kiesel, (1998), Risk-Neutral Valuation: Pricing and Hedging of Finan

cial Derivatives, London, Springer-Verlag. 
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Puesto que Jt es una variable aleatoria .rt-medible y (IVT - vVt ) es independiente de 

.rt bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo t como una fUBción 

de Jt y t. 

p(t, ft) = EQ [e-r(T-t) J (Jt· eO"(WT-Wt)-t0"2(T-t))] 

= EQ [e-r(T-t) J (Jt. eO"I:¡fT_,-t0"2(T-t))] 

ya que I·VT-t se distribuye N(O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

p(t, Jt) = JOO e -r(T-t) J (Jt . eO"w-~O"2(T-t)) 1 . e -H I\'~') dw 
-00 V21f(T - t) 

cuando lVT-t = Z~ Y Z se distribuye N(O, 1), entonces 

p(t, Jtl = JOO e-r(T-t) J (ft. eO"Z"¡T-t-t0"2(T-t)) _1_. e-~z2 dz 
-00 ~ 

_ -r(T-t) JOO (K' J O"Z"¡T-t-lO"'(T-t.)) 1 -lz'd - e - te 2 -= . e 2 z. 
-00 + J21f 

Supongalllos que .\ = T - tI entollf:f!S 

U sando el siguiente lenla: 

donde 

{ 

1, si 
1Ke:h = 

0, en otro caso. 

K;:::/r 

es una función indicadora y la esperanza de una fUBción indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el evento representado por la función indicadora ocurra. 
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En este caso, la condición 1K?:Jr es equivalente a: 

eutonces 

1K?:h = {w E !1 : [( - Jt o ezuV>:-~u2A ;::: a} 
= {w E !1 : [( 2: Jt o euZv>:-tu'A} 

= {w E !1 : ezuv>:-t,h S (j:) } 
= {w E!1: wl>. - ~o-2.\ S In (j~)} 

= {w En: zo-I>. S In (~) + ~o-2.\} 

= w E !1 : z < _~J,-,-=-__ 
{

In ( I~) + ~o-2.\ } 
- o- 1>. 

= {W E!1: z S _In (1t) - ~o-2.\} 
0-1>. 

= {w E !1 : z S -d2} = {w E !1 : z + d2 S a} 

1,(t,J,) = EQ [e-cA (K - Jt oeZ<7V>:-~U'A) l{WElb+d,SOl] 

E Q [ -rA (T." J z"V>:-1.u' A) 1 ] = e ,,- t o e ' {wEI1:zS-d,l ; z ~ N(a, 1) bajo Q 

{

-do 1 
__ ,oA - (T.( J zUV>:-~U'A) _1. z 2

d -e .L'-t'e:l --'e 2 z 
0-00 VZ; 

-rA ¡-d
2 

1 (J( _1. Z2 J _1.z2+zuV>:_lu2A) d =e -- e 2 - t'e 2 '2 Z 

-00 VZ; . 

¡
-d, 1 1 , ¡-d2 1 1 ( 2 ,,2 ) _}( -rA --z d J -rA -- z -2ZUVA+U A d - e --·e 2 z- toe --'e'2 z 

-00 VZ; -00 VZ; 

[( _,OA ¡-d2 1 _1. z2
d J _,OA ¡-d2 1 _1.(z-u..;>.)2d = e -- o e 2 z - t o e -- o e 2 Zo 

-00 VZ; -00 VZ; 

Sea N (-d) la función de distribución normal acumulada, es decir; 

1 ¡-d 
1 2 

N(-d) = rn- e-'z dz 
y 271" -00 

eutonces 

¡-d2 1 1 " _,OA -rA __ z-uV>: 2 p(t,Jt)=Ile N(-d2)-ft oe --oe 2( ) dzo 
-00 VZ; 
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Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable. 

Seav=z-"V>", dv=dz como z:S;-d2 ==} v:S;-(d2+"V>..),entonces 

si definimos dI = d2 + "V>", .\ = T - t, entonces 

p(t,Jtl = e-T(T-t) (KN(-d2) - Jt·N (-dI» 

donde 

In U~) + ~,,2(T - t) 
dI = --'..:..:'-!...----;==~--

"VT - t 
y 

In (ff-) - ~,,2(T - t) 

,,~ 

4.3 Modelo para Opciones sobre Futuros de Divisas 

Frecuentemente, los inversionistas están interesados en los instrumentos financieros ele 

varios paises donde la exposición al riesgo se presenta en términos de la fluctuación del 

precio de una divisa en términos de otra. Para hacer posible su cobertura se han diseñado 

contratos cuyos subyacentes es una determinada moneda que se restringe a dos paises, el 

país domestico con tasa Td y el país extranjero con tasa Te. 

Sea Bt = erdt y Dt = er• t los procesos de las inversiones iniciales o activos libres de 

riesgo entonces la dinámica que describe a el precio del tipo de cambio Qt está representado 

por el movimiento Browniano geométrico d-dimensional 

(4.3.1) 

donde i'Q es constante, "Q es un vector positivo de volatilidades y ~Vt es un rnovimiento 

Browniano estándar. 

La solución única de (4.3.1) está dada por 

donde 11 . 11 denota la norma euclideana en R d 
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Si definimos el siguiente proceso Q; como el producto entre el valor en el tiempo t 

del activo libre de riesgo extranjero cuando se hace la conversión a la divisa domestica y 

el valor presente del activo libre de riesgo domestico del tipo de cambio 2 

Vt E [O, T*]. (4.3.2) 

Aplicando la fórmula de integración por partes a (4.3.2) se encuentra la dinámica para 

el precio de los futuros de divisas 

dQ; = d (e(re-"d)t Qt) 

= e(re-rd)tdQt + Qtd (e(re-rd)t) 

= e(re-rd)t (/lQQtdt + O'QQtdWt) + (re - rd)e(re-rd)tQtdt 

= e(re-rd)t Qt [(¡'Q + re - rd)dt + O'QdW¡J 

= Q; [(¡'Q + re - rd)dt + O'QdWt] con Qo> O. 

donde la solución única de (4.3.3) está dada por 

Q; = Qo' eUQWt+(IIQ+re-'·d-!u~)t. 

Si hacemos la siguiente transformación 

t ¡'Vt = Wt + Jo esds 

entonces 

y 

SI 

t Wt = Wt - Jo Osds 

Sustituyendo (4.3.7) en (4.3.3) se tiene que 

dQ; = Q; [(/lQ + re - rd)dt + O'Q (d~Vt -litdt)] 

= Q; [(/lQ + "e - rd - O'Qlit)dt + O'QdW¡J. 

Si hacemos I'Q + "e - rd - O' Qlit = O, es decir, IJ¡ = ~(/1Q + re - rd), entonces 
Q 

( 4.3.3) 

(4.3.4) 

(4.3.5) 

( 4.3.6) 

(4.3.7) 

( 4.3.8) 

( 4.3.9) 

( 4.3.10) 

2 Musiela ~1. and M. Rutkowski, (1997), rvlartingale l\1ethods in Financial Modelling, Springer-Verlag 

New York, Ine. 
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Sustituyendo (4.3.10) en (4.3.4) se tiene que 

Q * Q "Q W'+(I'Q+T e -'¡'d-t,,2)t 
t = o·e Q 

= Qo' eUQ \1ít-(JLQ+re-rd)t+(,LQ+re-1'd-!u~)t (4.3.11) 

- 1 2 t 
= QO' e"Q W'-:r"Q 

la cual es una martingala por la proposición 2.5.4. 

Proposición 4.3.1. El precio forward de divisas F(t, T) en el tiempo t para la fecha de 

entrega T está representado por la siguiente fórmula 

f - F(t T) - (Td-Te)(T-t)Q t - 'j - e t, Vt E [O, T]. 

Proposición 4.3.2. Sea 

Vt E [O, T] y 

entonces 

Demostración. 

Por lo tanto 
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Proposición 4.3.3. El precio de una opción caH de futuros de divisas europea en el tiempo 

1, con fecha de expiración T y precio de ejercicio J( está dado por 

donde 

y 

Demostración. 

EQ [e-rd(T-t)hIFt] = EQ [e-rd(T-t) J(QT)IFt] 

= EQ [e-rd(T-t) J (Jt· e<7Q(l;¡rT-¡;¡;t)-~<7~(T-t») 1Ft] . 

Puesto que !t es una variable aleatoria Ft-mcdible Y (¡.VT - ~Vt) es independiente de 

F t bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo t como una función 

de Jt y t. 

e(/, Jt) = EQ [e-rd(T-t) J (ft. e<7Q(l;¡rT-l;¡rt)-t<7~(T-t»)] 

= EQ [e-"d(T-t) f (ft· e<7~ WT_t-t<7~(T-t») 1 

ya que j'VT-t se distribuye N (O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

cuando ~VT-t = Z..rr=t, Y Z se distribuye N(O, 1), entonces 
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Supongamos que T = T - t, entonces 

e(t, ft) = e-raT {oo (Jt. e"Qzy'T-~,,~ T _ K) _1_. e-~z2 dz 
Loo + ve¡; 

= EQ [e-rdT (Jt . e"Qzy'T-~,,~ T - K) +] 
= EQ [e-rdT (Jt. e"Qzy'T-~"~T - K) 1Q"f"2:K ]. 

Usando el siguiente lema: 

donde 

1QT2:K = { 

1, si 

O, en otro caso. 

es una función indicadora y la esperanza de una función indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el eVénto representarlo por la función indicaclom o"nrra. 

En este caso, la condición lQT2:K es equivalente a: 

1QT2:K = {w E !1 : Jt· eZ"Q y'T-~,,~ T - K :::: O} 

= {w E!1: K ~ Jt. e"Qzy'T-ta~T} 

= {w E !1 : eZ"Q y'T-~,,~ T :::: (7.)} 
= {w E !1 : z(J Q yT - ~(J; T :::: In (f.) } 
= {w E O : zcr" yT :2: In (}:) + icr; T } 

= w E !1: z < __ ...o..::::...!..--,~ __ 
{

In (ff ) - ~(J; T } 

- (JQVT 

= {w E !1 : z ~ -d2} = {w E !1 : z + d2 ~ O} 
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entonces 

Q [ -r T ( ZU y'T- t U2 
T .) 1 = E e d ft . e Q Q - Ji l{wEl"b S-d2 } ; z ~ N(O, 1) bajo Q 

-z ~ N(O, 1) bajo Q 

Sea N (d) la función de distribución normal acumulada, es decir; 

J
d 1,2 

N(d) = J7> e- 2z dz 
v 27r -00 

entonces 

Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio de variable. 

Sea v = z + a Q.Ji, dv = dz como z::; d 2 ==> v::; d2 + a Q.Ji, entonces 

si definimos dI = d2 + a Q.Ji, T = T - t, entonces 

donde 

In U¿) + 4a~(T - t) 
dI = --'-.:..:--'--------;==---

aQ~ 
y 
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Proposición 4.3.4. El precio de una opción put de futuros de divisas europea ell el tiempo 

t, con fecha de expiración T y precio de ejercicio J( está dado por 

donde 

In (~) + ~<T;(T - t) 
d 1 = --'-.:.:'-'-------,==---

<TQ~ 
y 

In (ff) - ~1r;(T - t) 

irq JT - t 

Demostración. 

EQ [e-1' d(T-t)hIFt ] = EQ [e-Td(T-t)f(QT) 1Ft] 
= EQ [e-rd(T-t) f (ft. eaQ(I;¡rT-l:V,)-t"~(T-t)) 1Ft]. 

Puesto que ft es una variable aleatoria Frmedible y (¡jiT - IVt ) es independiente de 

F t bajo la probabilidad Q, es posible cOllocer su precio en el ticmpu t como una función 

de ft y t. 

p(t, ft) = EQ [e-rd(T-t) f (ft . e"Q UVT-\;¡r,)-t"~(T-t))] 

= EQ [e-rd(T-t) f (ft· e"Q \1'T-,-t"~(T-t))] 

ya que lVT-t se distribuye N (O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

cuando ¡'VT-t = ZJT - t Y Z se distribuye N(O, 1), entonces 
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Supongamos que .\ = T - t, entonces 

Usando el siguiente lema: 

donde 

{ 

1, si 
l[(>Qr = 

- O, en otro caso. 

es una función indicadora y la esperanza de una función indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el evento representado por la función indicadora ocurra. 

En este caso, la condición 1I<>QT es equivalente a: 

= {w E l1 : z :'Ó -d2} = {w E l1 : z + d2 :'Ó O} 
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entonces 

z ~ N(O, 1) bajo Q 

} ' -rdA --2
1 z2d J -rd A --2

1 (Z-"Q v>")-d ¡-d2 1 ¡-d2 1 <, 
= i.e --·e z- t'e --'e z. 

-00 v'2rr' -00 v'2rr' 

Sea N (-d) la función de distribución normal acumulada, es decir; 

1 ¡-d 
1 2 

N(-d) = ¡n- e-'z dz 
V 27T -00 

entonces 

Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable. 

Sea v = z - a Q J>:, dv = dz como z::; -d2 ==} v::; - (d 2 + a Q v':~), entonces 

si definimos dI = d2 + a Q J>:, Á = T - t, entonces 

donde 

dI = 

p(t, ft) = e-l'd(T-t) (K N( -(2) - Jt· N (-dI)) 

In (ff) + ~a~(T - t) 

aQ~ 

In (li.) - la2 (T - t) K 2 Q . 
Y d2 = --'..:.:--'--------;=~-

aQ~ 
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4.4 Modelo para Opciones Cuando la Tasa de Interés es Estocástica 

Hasta ahora se han visto opciones sobre activos subyacentes cuyas fluctuaciones son más o 

menos independientes de las fluctuaciones de los parámetros del modelo de Black-Scholes. 

Cuando se introducen opciones sobre tasas de interés la situación es bastante más com

plicada, ya que se tiene que construir un modelo adecuado para la evolución de las tasas 

debido a que no sólo se trata de una variable subyacente sino de varias, es decir, una 

tasa de interés para cada plazo. Sin embargo, se considera un modelo especial que nos 

permitirá aplicar el modelo de Black-Scholes cuando la tasa de interés es estocástica que 

fue establecido por Robert Merton en 1973. 3 

La dinámica del activo subyacente St está determinada por 

(4.4.1) 

mientras que la dinámica de la tasa de interés está representada por el modelo de precios 

de un bono cupón cero como 

(4.4.2) 

donde Zt es también un movimiento Browniano estándar definido sobre un espacio de 

probabilidad (O, F, P). El proceso E(t, T), en la fecha de vencimiento, es adaptado y 

estrictamente positivo para t E [O, TI y E (T, T) = 1. Finalmente, la volatilidad del precio 

del bono se asume que es una función determinística del tiempo. 

Para derivar la ecuación diferencial estocástica del valor In (S/ E) suponemos que S y 

E se distribuyen lognormarentonces por el Lema de It6 existe una función C (t, S, E). 

Haciendo la expansión por series de Taylor hasta términos de segundo orden de la 

función C (t, S, E) se obtiene que 

!JC !JC !JC 1 !J2C 2 1 !J2C 2 
dC =-dt + -dS + -dE + --(dt) + --(dS) 

!Jt !JS !JE 2 !Jt2 2 !JS2 

1 !J2C !J2C !J2C !J2C 
+ --2 (dE)2 + --dSdt + --dEdt + dBdS. 

2!JB !JS!Jt !JB!Jt !JB!JS 

( 4.4.3) 

3 Merton R., (1973a), Theory of Rational Option Pricing, Bel! Journal of Economics and Management 

Science, 4, pp. 141-183. 
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Sustituyendo (4.4.1) Y (4.4.2) en (4.4.3) y aplicando las reglas del cálculo estocástico 

se tiene que 

dtdt = O; dtdXt; dtdZt = O; (dX¡)2 = dt; (dZ t )2 = dt; y dXtdZ t = pdt, 

Ahora estableciendo G (S, B, t) = In (S / B) 

8G 1 82G 
as - s' 8S 2 

1 8G 
-8 2 ;8B= 

1 8G 
B2' 8t = O; Y 

Sustituyendo las derivadas parciales en (4.4.4) se tiene que 

Si suponemos que 

entonces 

Var[X t - Ztl = Var[X t ] + Var[Ztl- 2Cov[X¡, Zt] 
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82G 
DBDS = O. 

(4.4.4 ) 

(4.4.5) 



Por lo tanto 

Sea 

a(T - t) = {T(r:r; + ,,; - 2p"s"B)ds 
Jt 

¡;, = (I's - I'B + ,,; - P" s" B) 

elln(!) =p.dt+adWt . 

S 
Jt = - y B = e-"(T-t) 

B 

entonces 

donde la solución única de (4.4.7) es 

Si hacemos la siguiente transformación 

elltonces 

y 

si 

Sustituyendo (4.4.11) en (4.4.7) se tiene que 

elJt = (i·Jtelt + aJt(d~jit - litdt) 

= ({i. - aOt)ftelt + a Jtd~jit. 

Si hacemos l' - alit = O, es elecir, Ot = li./ a, entonces 

- l' 
IVt = IVt + -;:t. 

" 
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( 4.4.6) 

(4.4.7) 

( 4.4.8) 

( 4.4.9) 

(4.4.10) 

(4.4.11) 

( 4.4.12) 

(4.4.13) 

(4.4.14) 



Sustituyendo (4.4.14) en (4.4.8) se tiene que 

J - J aw,+(IL-~a)t t - O· e 

- J alv,-¡lt+(¡I-ta)t - O· e . 

la cual es una martingala por la proposición 2.5.4. 

Proposición 4.4.1. Sea 

entonces 

Demostración. 

J J aWT+(íí--21 a)T 
T = O' e 

= Jo' eaWr-¡lT+(IL-ta)T 
,,- 1 " 

J 
CTWr-~CTT = O· e • 

- l' 
Y W I. = W t + -;ct 

CT 

,,- 1" ,,- - 1 ... 
= Jo . eCTW,-,CTt. eCT(W,.-W,)-,.CT(T-t) 

,,- - 1 " 
= Jt . eCT(WT-W,)-,CT(T-t) 

(4.4.15 ) 

Proposición 4.4.2. El precio de una opción cal! europea sobre una acción cuando la tasa 

de interés es estocástica en el tiempo t, con fecha de expiración T y precio de ejercicio JI: 

está dado por 

c(t,S) = SN(d¡) - BKN(d2) 

donde 

y 

Demostración. 

EQ [e-r(T-t)hIFt] = EQ [e-r(T-t) JUT)IFt] 

= EQ [e-r(T-t) J (ft· ea(WT-¡:¡/,)-~a2(T-t)) 1Ft]. 

Puesto que Jt es ulla variable aleatoria Ft-medible y (~VT - ~Vt) es independiente de 

F t bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio ell el tiempo t como ulla función 

de Jt y t. 
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c(t,1d = EQ [e-r(T-t) 1 (1t· eó'(lh-W,)_~ó'2(T-t))] 

= EQ [e-r(T-t) 1 (1t. eó'WT_,-~ó'2(T-t))] 

ya que ¡·VT_t se distribuye N(O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

c(t, ft) = e-r(T-t) 1 1t· el1W - 211 (T-t) . e -2 T=t dw ¡OO (' 1 ,2 ) 1 1 ( w
2 

) 

-00 J27r(T - t) 

cuando ¡·VT-t = Z ~ y Z se distribuye N (0,1), entonces 

c(t, 1t) = e-r(T-t) 1 ft· el1zyT-t-211 (T-t) --. e- 2Z dz ¡OO ( '-'.1 ,2 ) 1 1 2 

-00 .¡c¡; 
_ -r(T-t) 1 l1zyT-t--O" (T-t) K -~z d ¡OO ( '-. l' 2 ) 1 ' 2 _ e t . e 2 - -- • e 2 z. 

-00 + .¡c¡; 

Supongamos que T = T - t, entonces 

Usando el siguiente lema: 

donde 

{ 

1, si 
1fr>K = 

- 0, en otro caso. 

es una función indicadora y la esperanza de una función indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el evento representado por la función indicadora ocurra. 
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En este caso, la condición 1 Ir?:.K es equivalente a: 

entonces 

= {w E íl: euzFr-tu2T;::: (7,)} 
= {w E íl: ezUFr-tu2T;::: (7,)} 
= {w E íl: zuy'T - ~u2T ;::: In (f.)} 
= {w E íl : zuy'T 2: In (f.) + ~u2T} 

= {w E íl : z > _In~( ~~~ )é.....+=-"_=ó'_2
T

} - uvr 

{

In ({¿ ) - ~ó'2T } 
= wEíl:z;::: 

U)T 

= fu) E íl: z 2: -d2} = {w E íl: Z+d2 2: O} 

c(t, /t) = EQ [e-"T (ft. ezUFr-~u2T -]() 1 {wEfl:z+d
2

?:.O} ] 

= EQ [e- rT (ft . ezó'Fr-~u2T -]() l{WEfl:Z?:.-d,j] ; 

= EQ [e- rT (ft. ezUFr-tu2T -]() 1{WEfl:-Z?:.-d
2

}] j 

= EQ [e-n (tt . ezUFr-tu2T - ]() l{WEfl:Z:Sd,}] 

z ~ N(O,l) bajo Q 

-z ~ N(O, 1) bajo Q 

- -rT f -zaFr--a"T}( -".Z I i
d2 

( '1 - o ) 1 1 2 -e t'e 2 - --·e - (z 
-00 ..j2; 

= e-n __ ft. e-'Z -za"fi'-~a T _ ](e-'Z dz i
d2 

1 ( 1 2' 1 - 2 1 ') 

-00 ,j2; 

_ f -rT -, z +2za"fi'+a T I }( -rT _1. Z' I i
d2 1 1 ( , - - 2 ) i d2 1 o 

- t'e ---='e (z- e ---=·e:2 (Z 

-00 )2" -00 )2" 

- f -rT -~ z+ayT d K- -rT -~z I id, 1 1 ( - ,-)2 id, 1 1 , 
- t· e ---= . e ;.: z - e -- . e ;.: (Z. 

-00 )2" -<Xl ,j2; 
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Sea N(d) la función de distribución normal acumulada, es decir; 

1 jd 1 2 N(d) = ~ e- 2 % dz 
V 27r -00 

entonces 

j d 2 1 ¡ ( . )2 
-7'T -- z+U T -rr c(t,Jt)=Jt'e --·e 2 ft dz-I<e N(d2)' 

-00 ..j2; 

Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio de variable. 

Sea v = z + ú.jT, dv = dz como z:S; d 2 ==} v:S; d2 + ú.jT, entonces 

si definimos d¡ = d2 + ú.jT, T = T - t, entonces 

donde 

y 

Ahora sustituyendo Jt = SI B en la ecuación anterior y definiendo a c(t, Jt) == c(t, S), 

entonces 

c(t,S) = SN (dll- BI<N(d2) 

donde 

In (ff:) -lnB + !ú 2 (T - t) 
di = --'---'-------,==,.----

ú~ 

In (ff:) -lnB - !ú2 (T - t) 
y d2 = -'-.:..:..-'---===----

ú~ 
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Proposición 4.4.3. El precio de una opción put europea sobre una acción cuando la tasa 

de interés es estocástica en el tiempo t, con fecha de expiración T y precio de ejercicio K 

está dado por 

donde 

p(t,S) = EKN(-d2) - SN(-dl) 

In (:) -lnE + !a-2(T - t) 
dI = --~~----------------

a-~ 
y 

In (f) -lnE - !a- 2(T - t) 

a-VT-t 

Demostración. 

EQ [e-r(T-t)hIFt] = EQ [e-"(T-t) IUT)IFt] 

= EQ [e-r(T-t) I (/t. ea-(WT-~Vt)-ta-2(T-t») 1Ft]. 

Puesto que It es una variable aleatoria Ft-mediblc y (I-I>T - 11\) es independiente de 

F t bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio ell el tiempo t COlllO una ¡unción 

de/tyt. 

p(t, it) = EQ [e-r(T-t) I (/t. ea-(¡;j'T-\Vt)_~a-2(T-t»)] 

= EQ [e-r(T-t) I (/t· ea-WT_t-~a-2(T-t») 1 

ya que VVT_t se distribuye N(O, T - t) bajo la probabilidad Q, entonces 

p(t, Id = e-1'(T-t) I It· e"W-'i" (T-t) . e -~ 'T'=t dw 100 (' 1 • 2 ) 1 1 ( w
2 

) 

-00 V27r(T - t) 

cuando VVT-t = Z ~ y Z se distribuye N (0,1), entonces 
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Supongamos que A = T - t, entonces 

Usando el siguiente lema: 

E [(K - !T )+1 = E [(K - !T )lK2:h 1 

donde 

1K2:h = { 

1, si 

O, en otro caso. 

es una función indicadora y la esperanza de una función indicadora es simplemente la 

probabilidad de que el evento representado por la función indicadora ocurra. 

En este caso, la condición 1K2:h es equivalente a: 

= {w E !l : z ~ -d2} = {w E !l : z + d2 ~ O} 
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entonces 

z ~ N(O, 1) bajo Q 

Sea N (-d) la función de distribución normal acumulada, es decir; 

1 l
-d 

1 2 
N(-d)=-- e-'Zdz 

y'2; -00 

entonces 

1 d, 1 1 ( '",2 .. -r.\ -rA - - z-(T V >.. p(t,Jt)=Ke N(-d2)-ft·e ~'e 2 J dz. 
-00 V 271' 

Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable. 

Seav=z-o-v>:, dv=dz como z:;:;-d2 = V:;:;-(d2+o-v>:),entonces 

Sustituyendo A = T - t, Jt = S / B en la ecuación anterior y definiendo dI = d2 + O- vI 

Y p(t, Jt) == p(t, S), entonces 

p(t,S) = BKN(-d2) - SN(-d¡) 

donde 

In (f) -lnB + ~0-2(T - t) 
dI = __ ~-L ____ ~==~----__ 

0-v"'T=f, 

In U) -lnB - ~0-2(T - t) 
y d2 = --"'---'-----;====~------

o-VT - t 
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5. CONCLUSIONES 

Este trabajo de investigación tuvo como propósito derivar el modelo de Black-Scholes apli

cando la metodología de martingalas que consiste en calcular el valor esperado condicional 

del valor presente del perfil de pagos de la opción y así obtener soluciones de forma cerra

da de una manera más pre<.:isa y sencilla que permita la resolución de problemas en el 

campo de las finanzas, en particular para la valuación de opciones financieras europeas 

sobre acciones que no pagan dividendos, asumiendo el modelo de precios de Black-Scholes. 

Asimismo, se han presentado extensiones del método para valuar otra clase de instru

mentos financieros que existen en los mercados financieros tales como acciones que pagan 

dividendos continuamente, futuros de bienes, futuros de divisas y para acciones cuando 

la tasa de interés se comporta de manera aleatoria haciéndose mínimas modificaciones al 

modelo. Por otra parte, los conceptos fundamentales de probabilidad avanzada y cálculo 

estocástico desempeñaron un papel importante para la valuación de productos derivados 

con una base matemática bastante sólida, robusta y compleja, que termina por fusionarse 

con la teoría financiera. 

Existen importantes ventajas en cuanto al método propuesto, entre las cuales desta

can: 1) la técnica de martingalas permitirá a los especialistas de productos derivados que 

carecen de herramientas matemáticas avanzadas derivar la fórmula de Black-Scholes de 

una forma más precisa y elegante con sencillos cálculos matemáticos ya que el método se 

ha desarrollado paso a paso a fin de que el material sea accesible para los investigadores en 

la materia y participantes de los mercados financieros; y 2) También este método es gran 

utilidad para los participantes de los mercados financieros ya que les permitirá controlar las 

tendencias instantáneas de cualquier movimiento Browniano geométrico, es decir, eliminar 

la prima de riesgo de los instrumentos financieros sin necesidad de cambiar la estructura 

de la volatilidad del mismo y así permitirles valuar productos derivados bajo el concepto 

de no arbitraje mediante una medida de probabilidad neutral al riesgo. 

Entre las limitaciones se tiene que cuando se valúan opciones de tipo americano el 

método no es de mucha ayuda debido a que cuando se ejerce prematuramente no existe 

una función de distribución sencilla por lo que hasta la fecha no existe ninguna fórmula 

que nos permita valuar de manera analítica una opción americana. Sin embargo, las 

propiedades de las opciones americanas se derivan y explican a través de las propiedades 

de las opciones europeas. 
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Finalmente, se mencionan algunas líneas de investigación para explorar en el futnro: 

1) el método se puede extender para productos derivados más complicados tales como 

opciones digital, con barrera y lookback. La única dificultad es encontrar la distribución 

conjunta de los activos subyacentes; 2) también el método se puede aplicar para instru

mentos financieros de renta fija. Sin embargo, es importante incluir una estructura de 

plazos en las tasas de interés determinada por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, en el 

marco de Vasicek (1977) y HuI! & White (1990), a fin de obtener una mejor valuación de 

los productos derivados; y 3) es convel1iente extender el método con activos subyacentes 

que sigan un proceso mixto de difusión con saltos en donde el proceso Poisson determina 

la probabilidad de cambios extremos en el retorno. Sin duda, ésto es importante para 

la teoría y práctica de los productos derivados debido a que generalmente no es posible 

cubrirse frente a las caídas bruscas que se presentan en los mercados financieros. 
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APENDICE A 

Teorema A.l. Una medida de probabilidad Q es absolutamente continua con respecto a P 

si y sólo si existe una variable aleatoria que toma valores en (n, F) tal que 

VA E F Q(A) = L Z(w)dP(w) 

donde Z es la densidad de Q con respecto a P y que frecuentemente se denota por ~. 

Proposición A.2. Si Q«P y Z es la densidad de Q con respecto a P, entonces (P«Q) 

son equivalentes si y sólo si Q< <P. 

Demostración. 

==}) Es trivial por teorema A.l. 

=) Si Q«P y Q«P. 

Por demostrar que VA E F Q(A) = O ==} prAl = O. 

Sea A E F t. Q(A) = IA ZdP, entonces 

prAl = L ldP 

= ( Z dP 
lA Z 

= ( ~ZdP 
lA Z 

= ( ~dQ = O 
lA Z 

Proposición A.3. Sea Lt = e-ewt -te2t , entonces {Ldo::;t::;T es una martingala y E[L t ) = 1 

para toda O ::; s ::; t. 

Proposición A.4. Sea Q(LT) con densidad LT con respecto a la densidad inicial P, entonces 

la probabilidad Q(Lr ) y Q(L,) coinciden F t . 

Demostración. 

por demostrar que Q(LT)(A) = Q(L,J(A) YA E F t . 
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Sea A E F t , entonces 

Q(LT)(A) = L LTdP 

= E[lALTl 

= E [E[lALTIFt ll 
= E [lAE[LTIFtll 

= L E[LTIFtldP 

= ( LtdP = Q(L')(A) . 
.lA 

Efectivamente Q(L,) (A) es una medida de probabilidad, ya que si A E Ft, entonces 

y por el resultado de la proposición A.3 se tiene que Q(Le)(A) = 1. 

Proposición A.5. Sea Z una variable aleatiria acotada Ft-medible, entonces la esperanza 

condicional Z, bajo la probabilidad Q(LT) con respecto a F t está dada por 

Demostración. 

Sean W y y dos variables aleatorias Ft-medibles definidas como 

y 

sólo se tiene que demostrar que 
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Por lo tanto 

E(LT)[lAWl = E(LT) [lAE(L'r)[ZIFtl] 

= E(LT)[lAZl 

= i ZdP(LT) 

= i ZLTdP 

= E[lAZLTl 

= E [lAE[ZLTIFtll 

= { E[ZLTIFtlLt
dP lA Lt 

= ( E[ZLTIFtldP(Lt) 
lA Lt 

= E(L¡) [lA E[ZLTIFtl] 
Lt 

= E(L¡)[lAYl, 

Proposición A,6, Sea ¡,Vt = IV! + et; Vt E [O, T], entonces Vu E R Y Vs, t E [O, Tl tal que 

s :s; t, entonces 
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