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RESUMEN

Este trabajo presenta la metodologia de martingalas como una alternativa al
método de ecuaciones diferenciales parciales para desarrollar el modelo de Black-
Scholes y asi obtener soluciones de forma cerrada para la valuacién de productos
derivados, en particular para opciones europeas sobre acciones que no pagan
dividendos. El modelo de Black-Scholes describe que el comportamiento de los
precios de los activos financieros es un modelo en tiempo continuo; estd formado
por un activo con riesgo (una accidén} y un activo libre de riesgo (una inversién
inicial en el mercado de dinero). Los conceptos fundamentales de probabilidad
avanzada y cdlculo estocdstico desempeiian un papel importante en el desarrollo
del método en cuanto a la valuacion de productos derivados. El método es exten-
dido para opciones europeas sobre acciones que pagan dividendos continuamente,
futuros de bienes, futuros de divisas y para acciones cuando la tasa de interés se

comporta de manera aleatoria.
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INTRODUCCION

El crecimiento exponencial de los productos derivados en los tiltimos aiios se ha
dado como respuesta a los incrementos en la volatilidad que sufren las principales
variables econdémicas financieras tales como los tipos de cambio, las tasas de
interés y los commodities en los mercados financieros. Tal situacién ha creado
gran incertidumbre en los resultados de los proyectos tanto de inversién como de
financiamiento haciendo esencial la biisqueda de mecanismos de cobertura que

permitan neutralizar los diferentes tipos de riesgos financieros.

De ahi que en el mundo de las finanzas modernas, la administracion de
riesgos y los productos derivados se han convertido en uno de los temas maés
controvertidos y significativos para las instituciones financieras, corporaciones e
inversionistas de los noventa. El enorme crecimiento de los mercados financieros
globales, la explosién de nuevos instrumentos financieros, la evolucién en los
productos derivados y los avances tecnoldgicos en computacion y comunicaciones
se han combinado para crear oportunidades reales y practicas para diversificar la
exposicion a los riesgos financieros tradicionales. Sin embargo, la sofisticacion y
complejidad de los nuevos instrumentos financieros traen consigo la exposicién a
riesgos cada vez mds complejos, que si no son completamente entendidos y ademads
si no se tienen los modelos sofisticados de valuacidén que permitan estructurar
instrumentos financieros de primas justas pueden crear pérdidas significativas en

los negocios.

La valuacién consiste en asignarle un precio justo al instrumento en cualquier
momento del tiempo. En la actualidad existen varias metodologias para va-

luar productos derivados. Todas ellas tienen supuestos, tanto financieros como
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matematicos o estadisticos, lo que tiene como consecuencia el hecho de que algu-
nos métodos tengan ventajas o desventajas frente a otros. El primer modelo
que se utilizo para valuar productos derivados fue establecida por Fisher Black y
Myron Scholes y extendida por Robert Merton en 1973. Este modelo se derivo al
resolver una ecuacién diferencial parcial con sus condiciones de frontera mediante
la construccién de un portafolio libre.de riesgo que esta formado por una opcién

y activo financiero (una accién).

En este sentido, el objetivo del presente trabajo de investigacién es aplicar el
método de martingalas para desarrollar el modelo de Black-Scholes y asi obtener
soluciones de forma cerrada para la valuacion de productos derivados de una
manera mas precisa y sencilla utilizando herramientas matematicas aval.lzadas de
probabilidad, cdlculo estocastico y ademas asumiendo el modelo de precios de
Black-Scholes. Este trabajo esta organizado como sigue. En la seccion 1, se pre-
sentan los antecedentes de los productos derivados. En la seccidn 2, se estudian
las herramientas matemadticas que nos permitira el desarrollo de los modelos de
valuacion. En la seccidén 3, se ilustra el método de martingalas propuesto para
la modelaciéon de productos derivados. En la seccién 4, se extiende el modelo
propuesto a fin de incluir productos derivados sobre acciones que pagan dividen-
dos continuamente, futuros de bienes, futuros de divisas y para acciones cuando
las tasa de interés es estocastica. Finalmente en la seccidon 5, se resumen los
principales resultados de la investigacion, se destacan las limitaciones y ventajas
del método empleado y, por tltimo se mencionan algunas lineas de investigacién

futura.



1. ANTECEDENTES

En esta seccidn se presenta una breve descripcién de las opciones financieras que nos
permitira diferenciar las caracteristicas y relaciones entre opciones de compra-venta de
los principales contratos que existen en los mercados financieros, asi como los factores y

supuestos para la determinacién de los precios de las mismas.
1.1 Opciones Financieras

La generacion de portafolios con un balance adecuado entre riesgo y rendimiento es una
tarea fundamental de la administracién de riesgos. Una clase importante de instrumentos
que actiian como seguros contra contingencias financieras son las opciones. En un ambiente
de extrema volatilidad, estos instrumentos proporcionan al inversionista un mecanismo
para inmunizar el portafolio contra fluctuaciones adversas en los mercados financieros con

bajos costos de transaccion.

El surgimiento y crecimiento de las opciones en los mercados financieros estd mar-
cado por varias fechas importantes: En 1973, se bursatilizan opciones sobre acciones en el
Chicago Board of Trade (CBOT). En el mismo ano, se presenta un avance tedrico impor-
tante con la aparicién de la férmula de Black y Scholes. En 1979, debido a un cambio
de estrategia de la Reserva Federal de los Estados Unidos de Norte América se genero un
nivel alto de volatilidad en los mercados financieros, los agentes se vieron en la necesidad
de buscar nuevas técnicas financieras para contrarrestar su exposicién al riesgo. Los inver-
sionistas observaron que el empleo de las opciones reducia en forma eficiente la exposicién

al riesgo mercado.

Una opcidn es un producto derivado que por el pago de una prima da a su tenedor
(comprador} el derecho, mds no la obligacién, de comprar o vender el activo subyacente
(bienes, acciones, indices bursatiles, divisas, futuros, tasas de interés, etc.} a un precio
determinado, llamado precio de ejercicio durante la vigencia del contrato y hasta la fecha
de vencimiento. La contraparte, el emisor, de estos titulos tiene la obligacién de vender
o comprar el activo subyacente. En resumen, la utilidad de estos instrumentos consiste
en asegurar un bien o servicio a través del pago de una prima cuyo monto dependerd de
las probabilidades de que el bien o servicio experimente un cambio desfavorable para el
interesado. Si esto ocurre, el interesado pierde unicamente el valor de la prima. En un

contrato de opcion se especifican cinco elementos:



1. Tipo de opcién.- opcién de compra o de venta {americana o europea).
2. Activo subyacente.- es el activo (acciones, divisas, tasas de interés, petréleo, oro, etc.).

3. Cantidad del activo negociado.- es la cantidad, en unidades, del activo subyacente qune

estd estipulado que se puede comprar o vender por cada contrato de opcidn.

4. Fecha de vencimiento.- es la fecha en que se vence el contrato. Las fechas de ven-
cimiento se fijan de acuerdo con el calendario trimestral, de tal manera que existen

vencimientos cada tres meses, siendo el maximo vencimiento de nueve meses.

5. Precio de ejercicio.- es el precio al que se podra ejercer el contrato, es decir, el precio
al que se podréa comprar o vender el activo subyacente, segin la opcién sea de compra

o de venta.

Hay otro elemento determinado por el mercado que no figura estipulado en el contrato,
que es el precio a pagar por la opcién, precio que se fija en el mercado organizado de
opciones, siguiendo la ley de la oferta y la demanda. Este precio recibe el nombre de

prima.

Es importante observar que en los contratos de opciones sélo se obliga al vendedor,
wientras que el comprador tiene el derecho (opcidn) de cjereer ¢l contrato, pere no estd
obligado a ello. Esto permite al poseedor de una opcién, no sélo a cubrirse ante posibles
pérdidas sino también la posibilidad de obtener un beneficio en caso de que la evolucién

del precio del activo asociado a la opcidn sea favorable.

-~ Por otro lado, las opciones, al igual que los futuros son contratos estandarizados,
permitiendo asi que las transacciones se efectiien en mercados abiertos, organizados y
con garantias de su cumplimiento. Fsta caracteristica genera liquidez para llevar a cabo
distintas combinaciones y estrategias para ampliar y diversificar las carteras de inversién.
A diferencia de los mercados de futuros, en las opciones, el comprador del contrato sélo
esta obligado al pago de una prima (precio de la opcién) que recibird el vendedor, quién

aportara el margen inicial y de mantenimiento segiin la evolucién del mercado.

La inversién en opciones también es una alternativa para especular (obtener ganan-
cias extraordinarias asumiendo riesgos sobre tendencias inesperadas). Es también posible
realizar operaciones de arbitraje aprovechando desequilibrios temporales en la prima de

las opciones.



Las opciones financieras mas comunes son las que tienen como subyacente a los titulos
de capital (acciones), los indices de mercados accionarios, las divisas extranjeras, titulos de
deuda publica y futuros. Se distinguen entre s con base en tres criterios: tipo, clase y serie.
El tipo nos indica si la opcién es de compra (call) o de venta (put). Todas las opciones
que sean del mismo tipo y que tengan una fecha de vencimiento comiin determinan una
clase. Las opciones que pertenezcan a una clase y que tengan el mismo precio formardn
una serie. En las opciones se presentan dos posiciones, las cuales nos indican la postura

que presenta cada una con respecto al contrato:

Posicién larga.- es la postura que presenta el comprador (quien paga la prima) de una

opcidn, sin importar si ésta es un opcién de compra o de venta.

Posicion corta.- es la postura que presenta el emisor o vendedor de la opcién (recibe

la prima) de compra o de venta.
Una vez firmado un contrato de opciones, existen tres formas de cerrarlo:
a. El comprador ejerce su derecho.

. El comprador permite que pase la fecha de vencimiento sin ejercer su derecho, déndose

por terminado el contrato.

¢. El comprador puede vender la opcién a un tercero, o el emisor puede recomprar la

opcidn al comprador, es decir, la opcidn se liquida.
1.1.1 Opciones de Compra (Call Options)

Una opcidén de compra otorga al comprador el derecho, méas no la obligacién, de comprar
al emisor el activo subyacente a un precio predeterminado en una fecha predeterminada o
antes. El comprador tiene que pagar una prima al emisor en el momento de la realizacion

del contrato. El contrato debe especificar entre otras cosas:
1. Concepto a negociar {activo subyacente).
La cantidad a negociar.

El precio de compra.

= W N

La fecha de vencimiento.

Este tipo de opciones presentan para el comprador ganancias ilimitadas al mismo
tiempo que sus pérdidas se ven reducidas al valor de la prima que paga al firmar el contrato.
En cambio el emisor presenta como ganancia maxima el valor de la prima y sus pérdidas

son ilimitadas.



1.1.2 Opciones de Venta (Put Options)

Una opcién de venta otorga al comprador el derecho, mas no la obligacién, de vender el
activo subyacente a un precio predeterminado en una fecha preestablecida o antes. El
contrato especifica los mismos puntos que el de opciones de compra. En estos coutratos
al igual que en los de compra el emisor tiene una ganancia reducida a la prima y pérdidas
ilimitadas, la situacién del comprador es la contraria, es decir, presenta pérdidas reducidas

a la prima y ganancias ilimitadas.
1.2 Opciones Americanas y Europeas

Las opciones también se pueden clasificar de acuerdo al tiempo en que se puede ejercer el

derecho que ellas otorgan, siendo estas:

1. Opciones americanas.- son aquellas en las que se puede ejercer el derecho a comprar
o vender en cualquier fecha hasta el dia de vencimiento, es decir, durante la vida de
la opcidn.

2. Opciones europeas.- son aquellas que sélo pueden ser ejercidas en la fecha de venci-

miento.

La mayoria de los contratos negociades en todo el mundo se realizan mediante opejones
americanas. Pero estas presentan una mayor dificultad para su valuacién que las europeas,
y por lo mismo las propiedades de las americanas se derivan y explican a través de las

propiedades de las europeas. !

1.3 Opciones Dentro, Fuera y en el Dinero

Las opciones pueden clasificarse, dependiendo de la relacién que exista entre el precio
pactado de ejercicio y el precio de mercado de la siguiente manera:

1. Dentro del dinero (in-the-money).- cuando el precio de mercado excede el precio de
ejercicio en una opcién de compra; y cuando el precio de mercado es menor al precio
de ejercicio para una de venta.

2. Fuera del dinero (out-of-the-money).- cuando sucede lo contrario, es decir, cuando el
precio de mercado es menor al precio de ejercicio en una opcién de compra; y cuando

el precio de mercado es mayor al precio de ejercicio en una de venta.

Para una descripcién mds detallada de los productos derivados, véase Hull (1997).
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3. En el dinero {at-the-money).- esto se da cuando el precio de mercado y el precio de
ejercicio son el mismo, se cumple tanto para opciones de compra, como para las de

venta.

Esta clasificacién determina el precio a pagar por comprar la opcién, ya que las opcio-
nes que se encuentran dentro del dinero van a implicar necesariamente primas mas altas,
puesto que con estos contratos es muy probable que se logren ganancias si se ejercen al
venicimiento, en cambio las opciones que se encuentran fuera del dinero implican primas

muy bajas, ya que seguramente terminen sin ser ejercidas.
1.4 Liquidacion en Efectivo y en Especie

Las opciones también pueden clasificarse segiin su forma de liquidacion, es decir, la forma

de cumplimiento del contrato por parte de los vendedores de opciones:
1. En especie.
2. En efectivo.

En los mercados, la liquidacién de los contratos muy rara vez llegan a la fecha de expi-
racién (aproximadamente el 2% de las operaciones). Generalmente, se realiza cancelando

diferenciales entre el precio de ejercicio y el precio de mercado (en efectivo).

Finalmente, es conveniente destacar que existen cuatro posiciones bdsicas para un

inversionista que esta interesado en la negociacién de opciones:

1. Posicion larga en una opcién de compra.- ésta es una posicién que se beneficia con
movimientos a la alza en los precios. Ya que sus ganancias aumentan en relacién a lo

que aumente el mercado.

2. Posicién larga en una opcién de venta.- ésta considera movimientos a la baja en los
precios. En esta posicion al contrario, las ganancias van en relacién a una contraccién

en los precios del mercado.

3. Posicién corta en una opcion de compra.- con esta posicion obtienen beneficios los
inversionistas que consideran movimientos moderados a la baja y movimientos neu-

trales.

4. Posicién corta en una opcion de venta.- con ella se encuentran los inversionistas que

consideran movimientos moderados a la alza y movimientos neutrales.
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1.5 Valor Intrinseco y Valor en el Tiempo de las Opciones

La fijacion del precio de la opciones se realiza en los mercados de acuerdo a su oferta y
demanda. Varios factores intervienen en dicho proceso. Su dindmica depende del tiempo y
de las variaciones del precio del subyacente en el mercado. De ahi que las opciones tienen
un valor intrinseco y un valor en el tiempo. El valor intrinseco es el valor que tendria la
opcién si expirara inmediatamente tomando en cuenta el precio del activo subyacente en
el mercado en efectivo. Concretamente, es la cantidad por la cual la opcién se encuentra
dentro del dinero. Para las opciones de compra es la diferencia entre el precio de mercado
del subyacente y el precio de ejercicio, si la diferencia es positiva, o de lo contrario es
simplemente cero (pues al no estar dentro del dinero la opcidn no tiene ningin valor para
el comprador). Por lo tanto, su valor es ¢ = Max(Sr — K, 0). Para las opciones de venta
es la diferencia entre el precio de ejercicio y el precio de mercado del subyacente, si la
diferencia es positiva, o simplemente cero en cualquier otro caso (la opcidn no tiene valor

para el comprador porque no se ejerce). Por lo tanto, su valor es p = Max{K — S, 0).

El valor en el tiempo es la cantidad por la cual la prima o valor total de la accién
excede el valor intrinseco. Este valor existe porque el precio del subyacente puede cambiar
entre el presente y el vencimiento de la opcidn, existiendo por tanto el potencial de posibles
beneficios. Esto es, el valor eu el Liempo es la prima quc los inversionistas estdn dispuestos
a pagar por dicho potencial. De ahi que el valor en el tiempo sea igual a cero al vencimiento
de la opcidén y el valor méximo de la opcidn que es ejercida es igual al valor intrinseco.
En general, el valor en el tiempo se encuentra en su maxime valor cuando el precio del

subyacente es igual al precio de ejercicio.
1.6 Relaciones entre Opciones de Compra-Venta (Paridad Call-Put)

Esta paridad es una relacién que debe mantenerse para que no exista arbitraje. Con-
siderando el caso de una opcién europea al momento de su vencimiento, esta condicién
puede ser extendida para incluir el precio de ejercicio en la relacién de equilibrio existente
entre las opciones y su subyacente. A esta relacién de equilibrio se le conoce como paridad
de los precios entre opcién de compra y opcidén de venta. Como una primera aproximacion,
sinl tomar en cuenta el valor del dinero en el tiempo, el principio de la paridad de los precios
de opciones de compra y venta, seiala que en el caso de una opcién europea que no paga

dividendos, para que no exista arbitraje entre la compra del subyacente y las opciones de
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compra y de venta, al momento de su liquidacidn, el precio del subyacente menos el precio
del ejercicio debe de ser igual al precio de la opcién de compra menos el precio de la opcién

de venta, es decir

Si— K = c(t,Sy) — plt, 8)

1.7 Factores para la Determinacion de los Precios de las Opciones

Los factores de los cuales depende el valor de una opcién se enumeran y explican muy

brevemente a continuacion:

1. Precio actual del bien subyacente. Es el determinante mds importante. Cuanto mayor
es el precio del activo subyacente, mayor es el precio de la opcién de compra (mayor
probabilidad de encontrarse dentro del dinero) y menor el de la opcién de venta {menor

posibilidad de encontrarse dentro del dinero).

2. Precio de ejercicio de la opcién. Cuanto mas alto, més barata debe ser la opcién de
compra y mds cara debe ser la opcién de venta. Sin embargo, cabe recordar que el
precio de una opcién de compra no puede ser negativo aun si el precio de ejercicio
es muy alto. Mientras la opcidn tenga ain cierta vigencia, existe la posibilidad de
que el precio del subyacente exceda al precio de ejercicio antes de su vencimiento y la
posicién tiene algiin valor en el tiempo. Andlogamente, en el caso de una opcion de
venta, su valor intrinseco no puede ser negativo, aun si el precio de ejercicio es muy
bajo. Y mientras la opcidn de venta tenga vigencia, existe la posibilidad de que el
precio del subyacente descienda mas alla del precio de ejercicio y por tanto la opcién

tiene al menos cierto valor en el tiempo.

3. Tasa de interés libre de riesgo. Es el costo de oportunidad de la inversion en una
opcidn, a medida que la tasa de interés libre de riesgo se incrementa, el precio de las
opciones de compra aumenta y el precio de las opciones de venta disminuye. Este
impacto no es tan evidente. Mientras mas altas sean las tasas de interés, mds bajo es
el precio de ejercicio de una opcién de compra. Asi, las tasas de interés producen el

mismo efecto que bajar el precio de ejercicio de la opcidén de comnpra.

4. Dividendos. Los pagos de dividendos en efectivo también alteran el precio de las
opciones. En relacién a las opciones sobre acciones, si se espera que la accién reparta

altos dividendos, el valor de la opcidn de compra disminuye y el valor de la opcién de
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venta aumenta. Esto debido a que el precio del subyacente desciende en el mercado

en una cantidad similar al pago de dividendos.

5. Tiempo remanente de vigencia. Mientras mayor es el plazo que atin tiene de vigencia
la opcién, mayor es la posibilidad de ejercer, por lo tanto mayor sera el precio de las

opciones, tanto de compra como de venta.

6. Volatilidad del activo subyacente. La volatilidad se refiere al posible rango de varia-
ciones de los precios del subyacente. Los incrementos en la volatilidad del precio del
bien subyacente siempre tienen el efecto de que aumenta el precio de las opciones,
sean estas de compra o venta, americanas o europeas, porque aumentan la posibilidad
de que el precio del bien subyacente rebase el precio de ejercicio provocando que la

opcion sea ejercida.

Los cuatro primeros factores estan relacionados con el valor intrinseco de la opcién, en
tanto que los dos tltimos con el valor en el tiempo de la opcién. Estas variables interactiian

entre si para determinar el valor de las opciones.

En resumen se puede decir que el valor de una opcién de compra generalmente aumen-
ta cuando el precio actual de las acciones, el vencimiento, la volatilidad y el tipo de interés
libre de riesgo aumentan. El valor de una opcién de compra disminuye cuando amumnentan
cl precic de ejercicio y los dividendos esperados. El valor de una opcién de venta gene-
ralmente aumenta cuando el precio de ejercicio, el tiempo de expiracién, la volatilidad, y
los dividendos esperados aumentan. El valor de una opcién de venta disminuye cuando el

precio actual de las acciones y el tipo de interés libre de riesgo aumentan.
1.8 Opciones sobre Acciones que Pagan Dividendos Contintamente

Considere una accién que paga continuamente una tasa de dividendo (constante). Entonces
el precio de una accién que paga este tipo de dividendo es el precio de la accién sin pago

de dividendo descontado a dicha tasa de dividendos.
1.9 Opciones sobre Indices Accionarios

Muchas de las bolsas del mundo cotizan opciones sobre indices accionarios. La Bolsa
Mexicana de Valores no es la excepcién y cotiza Warrants sobre el Indice de Precios y
Cotizaciones. El mecanismo y la definicién es como una opcién sobre una accién, la inica

diferencia es que el subyacente es el indice bursitil. En la valuacién de las opciones sobre
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indices accionarios el supuesto que se hace es el de promediar los dividendos que pagan las
acciones que componen el indice (canasta de acciones). Con esto se aplica la férmula de

Black-Scholes adaptada para las opciones sobre acciones que pagan un dividendo conocido.

1.10 Opciones sobre Divisas

Las opciones sobre divisas pueden ser tratadas de manera andloga a las opciones sobre
acciones, la dnica diferencia es que el activo subyacente es una divisa. Este instrumento
tiene la propiedad de transferir el riesgo cambiario entre los participantes del mercado
ofreciéndoles una amplia gama de posibilidades de rendimiento -ademds de permitirles
crear una cobertura contra el riesgo. Una opcién sobre divisas proporciona una especie de
seguro cambiario mientras que una cobertura (o un forward) cierra la operacién futura a
un tipo de cambio fijado el dia de la adquisicién del contrato. Por supuesto, el seguro no
es gratuito y se tiene que pagar una prima por la opcidén, mientras que en el forward no

existe tal prima.

1.11 Opciones sobre Futuros

Una opcién sobre un futuro es una opcién donde el subyacente es un futuro. Como en las
otras opciones el comprador de la opcidn tiene el derecho, mas no la obligacién, de ejercer
la opcidn. Asi, con una opcién de compra puede ejercer la opciéon comprando un contrato
de futuros al precio de ejercicio {es decir, tomar una posicién larga en los futuros al precio
de ejercicio}, mientras que el comprador de la opcién de venta puede ejercer vendiendo el
contrato de futuros al precio de ejercicio. Todos los conceptos tipicos de las opciones son
vdlidos, por ejemplo, el tenedor de la opcidn de compra ejercerd el derecho de comprar un

contrato de futuros sélo si eso le representa una ganancia o le reduce una pérdida.
Las opciones sobre los futuros tienen los siguientes beneficios sobre los contratos de futuros:
1. Las opciones le ponen un limite a la pérdida mientras que los futurgs no lo hacen,

2. Las opciones sobre futuros le permiten a los productores de mercancias cubrir tanto

el riesgo precio como el riesgo de cantidad mientras que los futuros permiten solo la

cobertura del riesgo precio. 2

2 Los conceptos de este capitulo retoma los principales aspectos de Hull (1997).
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1.12 Modelo de Black-Scholes

El modelo de Black-Scholes es probablemente el mds conocido y aplicado de los modelos
de valuacién de las finanzas. Inicialmente fue desarrollado en 1973 por Fisher Black y
Myron Scholes. El modelo fue formulado para valuar opciones europeas para acciones sin
pago de dividendos; trabajos posteriores de otros investigadores financieros han refinado el
modelo y lo han hecho aplicable para el caso de opciones americanas, opciones con pago de
dividendos por parte del activo subyacente, y opciones sobre otros instrumentos, como los
futuros, divisas, entre otros. El método establece la siguiente férmula para obtener el valor
de las opciones europeas de compra. En la derivacién de la férmula original se hicieron los

siguientes supuestos:

1. La tasa de interés a todos los plazos es constante.

2. El intercambio (o negociacién) de estos instrumentos es continno
3. Los costos de transaceidn e impuestos son cero.

4. La accién no paga dividendos.

5. Un inversionista puede ejercer la opcién sélo al tiempo de vencimiento (opcién tipo

europea).

6. La volatilidad de la accién es conocida y no cambia durante la vida de la opcién. *

Es de esperar que en la realidad varios de estos supuestos no se cumplan. No obstante,
la férmula arroja buenos resultados en la prictica. El supuesto més importante en el
modelo es que los precios de los activos subyacentes son continuos lo cual descarta las
discontinuidades en el patrén muestral, tales como los saltos que invalidan el argumento
de cobertura continua en el modelo Black-Scholes. También este supuesto descarta una
reversion de la media en el precio del activo subyacente, es decir, la convergencia hacia
un valor fijo. Por lo tanto, el modelo de Black-Scholes no es estrictamente aplicable al

mercado de renta fija, donde los precios de los bonos convergen hacia valores nominales.

3 Black, F. and M. Scholes, (1973), The Princing of Options and Corporate Liabilities, Journal of
Political Economy, 81, pp. 637-654.
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Por otra parte, en el caso de subyacentes que no distribuyen dividendos u otros pagos
en efectivo, el modelo de Black-Scholes es aplicable para el caso de opciones americanas.
Debido a que una opcién americana puede ser ejercida en cualquier momento su precio
es mayor que el de una opcién europea de igual precio de ejercicio y vencimiento; a la
diferencia entre el precio de la opcién americana y la opcién europea se le denomina prima
por derecho de ejercicio prematuro. En el caso de una opcién americana cuyo subyacente
10 paga dividendos, no es recomendable que se ejerza antes del vencimiento. Si una opcién

europea esta dentro del dinero su valor se aproxima al valor intrinseco.

El modelo de Black-Scholes continua siendo aplicable para el caso de opciones ameri-
canas de compra que pagan dividendos. Si la opcién se ejerce antes de la fecha de
vencimiento, se obtiene el valor de la opcién de compra usando el tiempo correspondiente a
la fecha de ejercicio. Es posible ejercer prematuramente una opcién americana si la opcién

se encuentra profundamente dentro del dinero y el pago de dividendos es alto.
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2. HERRAMIENTAS MATEMATICAS

En esta seccion se establecen los fundamentos matemédticos esenciales que permitirdn el
desarrollo de los modelos de valuacidn para los productos derivados. En la actualidad, la
matemaética utilizada para modelar instrumentos financieros ha alcanzado un alto grado
de sofisticacidn debido a la naturaleza como se presentan los movimientos en los mercados
financieros por lo que sera necesario recurrir a la teorfa de probabilidades avanzada y al

célculo estocédstico.
2.1 Informacién y Filtraciones

La informacion actual que sec maneja en los mercados financieros es claramente el deter-
minante mds importante para tener éxito en cualquier transaccién financiera, ya que los
inversionistas toman sus decisiones en base a la informacién disponible, es decir, obtienen
informacidn, la organizan y la analizan de forma rdpida para reaccionar contra los cambios
inesperados de las condiciones del mercado y asi detectar mejores oportunidades de inver-

sién. Sin embargo, con el transcurso del tiempo, la informacién nueva estard disponible

para todos los participantes del mercado.

En esta investigacion se considera una economia de operacién continua con un intervalo
[0.7] para una T > 0 fija. La incertidumbre en los mercados financieros se captura
ediante la introduccién de un espacio de probabilidad (2, F, P) donde §2 es un espacio
muestral, F es una o-algebra que representa a los eventos medibles y P es la medida de

probabilidad.

Definicién 2.1.1. El conjunto de posibles resultados se denota por §2 y es llamado espacio

muestral.

Definicién 2.1.2. Una ¢-algebra F es un subconjunto de €2 si satisface las siguientes condi-
ciones:

1)Q2e F.

2)Ae F= A®c F.

3) (An)S, = nﬁl An€ F.
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Definicién 2.1.3. Una medida de probahilidad P es una funcién P : F — R tal que

1)y P(02) =1.
2)0<P(A)<1 AeF.
3) Si Ay, As, ... € F mutuamente exclusivos (i.e. A;jNAj Visj) entonces

p fjAn =§:P(An).

n=1 n=1

Definicién 2.1.4. La terna {2, F, P) se conoce como espacio de probabilidad y (€2, F) se

conoce como espacio medible.

Cuando una funcién es medible respecto a una o-algebra significa que, dado un espacio
de probabilidad, es posible identificar el evento al que corresponde cada subconjunto en la

imagen de la funcién.

Note que la informacién evoluciona con el tiempo de acuerdo con el aumento de estd
misma por lo que se puede definir un submodelo que describa como la informacién de los

precios de los instrumentos financieros es revelada a los inversionistas.

Definicién 2.1.5. Se dice que un conjunto {F;,t € [0,T]} de o-algebras en el espacio
medible (€2, F) es una filtracion si Fy C F paratoda 0 < ¢ < T.

Este concepto serd de gran utilidad para reflejar el uso de la informacién que permi-
tird valuar el proceso en un determinado tiempo, puesto que si se incluye el conjunto de
informacién hasta el momento actual, la variable en estudio serd una constante tal como

sucede con el movimiento del activo subyacente en el tiempo.
2.2 Procesos Estocasticos

Un proceso estocdstico es un conjunto de variables aleatorias X = {X,,t € {0,T|} definido
en un espacio de probabilidad (€2, F,P) que toma valores en un espacio medible {2, F)

denominado espacio de estados.

Una trayectoria del proceso estocdstico {X;};>p es la funcién que se obtiene al fijar
w, es decir, la funcién X (-,w) la cual se conoce también como una realizacién del proceso.
Notese que si {X,};>0 es proceso estocdstico con pardmetro continuo X (-, w) puede o no

ser continuc como funcién de t.
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Definicién 2.2.1. Sea {X,}:>0 un proceso estocdstico definido en un espacio de probabi-
lidad (2, F,P) y sea {F;};>0 una filtracion respecto a F, entonces se dice que un proceso
estocdstico {X;},»0 es adoptado a {F;}i>p si para toda ¢t > 0, {Xy}4>0 es Fy-medible.
Claramente se puede afirmar que cuando el proceso estocédstico de cualquier instru-
mento financiero es adoptado a la filtracién comno un conjunto de informacion hasta el
tiempo ¢, entonces se puede asegurar que todos los inversionistas tienen conocimiento

completo de los cambios en el instruinento tanto en el presente como en el pasado.
2.3 Martingalas

Para el desarrollo de la teoria financiera son necesarios dos conceptos bdsicos: riesgo y
tiempo. Es por ello, que el estudio de la teoria de martingalas constituye una herramienta
clave en las finanzas modernas, ya que en ellas va implicita el concepto de no arbitraje que

permite el desarrollo de multiples modelos financieros.

Las martingalas estan basadas en la idea de un juego justo, en el cual el conocimiento

del pasado no permite al jugador mejorar su riqueza esperada.

Definiciéon 2.3.1. Un proceso estocdstico {X;}¢>0 definido en un espacio de probabilidad
{©2, F,P) es una martingala con respecto al conjunto de informacién {Fi};>o si

1) {Xi}e>0 es adoptado a {Fi}ixo

2) E[|X¢]] < co para toda t > (

3) E[X{Fs| = X para toda 0 < s < ¢

la viltima propiedad de la definicién, en terminos financieros, puede interpretarse como que
los cambios futuros en los precios de los instrumentos financieros son totalmente impre-

decibles, debido a que en un determinado tiempo la informacién mas reciente es la que

unicamente importa, por lo que el incremento esperado es cero.

Es importante hacer énfasis que una martingala se define siempre respecto a una
filtracidon {conjunto de informacidén) y respecto a una medida de probabilidad. Por lo que,
si se cambia el contenido de la informacién o la probabilidad asociada al proceso, puede
ser que este proceso pierda la caracteristica de martingala. El caso inverso también es
valido, es decir, dado un proceso que no se comporta como martingala, se puede efectuar

un cambio en la medida de probabilidad y convertirlo en una martingala.

Sin embargo, la mayoria de los instrumentos financieros no se comportan como mar-

tingalas debido a que no son completamente impredecibles, por ejemplo, en los mercados
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financieros se espera que los precios de los bonos y las acciones aumenten con el tiempo
mientras que en el caso de los productos derivados (futuros y opciones europeas) se espera

que disminuyan.

Definicién 2.3.2. Un proceso estocdstico {X;};>p definido en un espacio de probabilidad

(), F, P) es una submartingala con respecto al conjunto de informacién {F;};>o si

1) {X:}s>0 es adoptado a {Fi}iso
2) E[|X¢|] < oo paratodat >0
3) E[X¢|Fs) > X, para toda 0 < s < ¢.

Definicién 2.3.3. Un proceso estocastico {Xt}+>o definido en un espacio de probabilidad
(Q, F,P) es una supermartingala con respecto al conjunto de informacién {F;}¢>0 si

1) {Xt}e>0 es adoptado a {Fi}exo

2) Ef|X¢|] < 0o paratodat >0

3) E{X|Fs) < X, para toda 0 <s < t.

se puede concluir de las definiciones anteriores, que un proceso estocdstico que aumenta en
el promedio es una submartingala mientras que un proceso que disminuye en el promedio

es una supermartingala. '
2.4 Importancia de las Martingalas para los Modelos Financieros

Las martingalas son en si la esencia de la ausencia de arbitraje. Esto queda claro si defi-
nimos a una oportunidad de arbitraje como una operacién en la que se comienza con un
cierto valor especifico para un portafolio autofinanciable, y al cerrar posiciones después
de algun tiempo se termina con certeza con un valor mayor al original. En este caso se
tendria una submartingala mientras que el caso inverso (supermartingala) también seria
una oportunidad de arbitraje puesto que le serviria a un inversionista que tuviera un
portafolio con una posicidén corta. Por lo que la tdnica manecra de no tener ganancias o

pérdidas aseguradas es que se cumpla la condicién de martingala.

Este es un resultado que no es muy trivial y ademds muy importante para la valuacion
de productos derivados. Debido a que si se puede encontrar una medida de probabilidad

equivalente de tal manera que los precios de los bonos y las acciones descontados por la

Neftci, Salih N., (1996), An Introduction to the Mathematics of Financial Derivatives, Academic
Press.
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tasa libre de riesgo se comporten como una martingala, entonces la existencia de la nueva

medida de probabilidad neutral al riesgo establece la condicién de no arbitraje.
2.5 Movimiento Browniano Estiandar

El ejemplo mds importante de una martingala en tiempo continuo es el movimiento Brow-
niano, el cual fue estudiado por primera vez por Robert Brown en 1827 para describir el
movimiento de particulas en un fluido. Pero el primer modelo que se aplico a las finanzas
fue propuesto por Louis Bachelier en 1900 cuando describié el movimiento del precio de
las acciones en la bolsa de Paris, sensenta afios antes de que el desarrollo de las teorias
de mercados eficientes tuvieran auge y donde utiliza el concepto de caminata aleatoria y

martingala,

Sin embargo, la formulacién matematica concisa fue desarrollada por Wiener en 1918
debido a que una gran cantidad de resultados fueron obtenidos de manera hueristica por
Bachelier en 1900. Es por ello, que también se le denomina proceso de Wiener y se denotara

por W,

Un algoritmo para construir el movimiento Browniano a partir de caminatas aleatorias

es el siguiente:
1. A partir de un tiempo tg = 0, se toma un tiempo arbitrario fijo t1, tal que t; —tg = At.

2. Se define una caminata aleatoria W (¢) que representa los precios de una accién y
AW como el cambio en el precio y donde los precios de la accién pueden aumentar
con probabilidad p y disminuir con probabilidad 1 — p en un periodo de tiempo At.
Entonces podemos definir una variable aleatoria que represente el cambio en el precio

como,

+AW con probabilidad p
Ag(t) =

— AW con probabilidad 1~ p.

v donde la evolucion del precio de la accién esta dada por:
W{t) = W(t — At) + A£(L).
El valor W (t) para varios periodos de tiempo
W(0), W (At), W{(2A¢L), ..., W(t — At), W (1), ...
denota un proceso estocastico.
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Entonces para t; = tg + At, se tiene que
W(ty) = W(t; — At)+ A& o W (t1) = Wtg) + A&

y donde W puede tomar dos valores en t;

(t) W (tg) + AW con probabilidad p
Wit1) =
W (tg) — AW con probabilidad 1 - p.

Para ty = t1 + At = tg + 24t se tiene que
Wte) = Wtz — At) + A2 o W(ta) = W(t1) + Ao = W (to) -+ A&y + Al

donde

W (t1) + AW con probabilidad p
W (tg) =
W (t1) — AW con probabilidad 1 - p.

I W (to) + 2AW con probabilidad p?

Wita) = ¢ Witg) con probabilidad  2p(1 — p)
l W (tg) — 2AW con probabilidad (1 — p)?,

Si se generaliza para t, = t,_) + At = tg + nAt se tiene que

Wtn) = W (ta — At + Ay 0 W(ty) = W (t0) + ) _ A&
i=0

Por lo tanto

W(ta) = W(to) = Y A
i=0

donde A¢; es una sucesién de variables aleatorias Bernoulli independientes e idéntica-

mente distribuidas.

Ahora si W (t,) es un proceso estocdstico de Bernoulli entonces la probabilidad de &

éxitos obtenidos después de n intentos es una distribucién binomial definida como:

PW(ty) =k = (2)7)"(1 - p)"_k, E=0,1,...,n

con E[W (t,)] = np y Var[W (t,,})] = npg.

18



3. Si después de realizar n intentos se han obtenido k éxitos, para un intervalo més
pequeiio (n — 1)At <t < nAt, se habran dado k pasos de magnitud +AW y (n — k)
pasos de magnitud —AW.

W(tn) = kAW = (n — k)AW = (2k — n)AW
haciendo r = 2k — n se observa que W {t,,) puede tomar los valores
rAW =nAW, (n — 2)AW, ..., —nAW.

Claramente, W (t,} = » AW coincide con & éxitos en n intentos con k = 5=,

Por lo tanto

= 3
r+n . n 1 1
PW(t,) =rAW] =P [ 5 ex1tos} = (%"—’-”) (5) (—2—)

con E[W (t,)] = 0y Var[W (¢t,)] = &(AW)?, ya que las A&; son variables indepen-

dientes con valores AW .

Alora, con base en el teorema del limite central, para n grande la distribucion tiende

hacia la férmula de De Moivre-Laplace

1 _ 1 (k—mp)?

—_— 2 npg
v 2mnpg

P[k éxitos| =
0011p=q=%yk= =

1
P[W (t,) = rAW] = ——=e"%

e
Vin/2)x

Si AW — 0y At — 0 conservado t constante, la varianza de W (¢,), sigue per-

maneciendo finita y diferente de cero.

Suponiendo que

(AW)? = At

puede definirse el proceso

W)= lim W (ta)

este proceso, con E[W (t)] = 0y Var[W (t}] = ¢, es un movimiento Browniano estdndar

o proceso de Wiener.
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Tomando en cuenta que w = rAW y t = nAt, cuando At — 0 y AW — 0 per-
maneciendo constante w y t la densidad de probabilidad asociada a este proceso es
también de tipo normal y se define como

1 1 w?
0 — K — 7 B~
fw(w,t) & s PIW (i) = r AW] Wors

Definicién 2.5.1. Un proceso estocdstico {W;}¢>o definido en un espacio de probabilidad

(€2, F,P) es un movimiento Browniano estandar si:
a) {Wi}s>0 es un proceso adoptado a F;
b}y Wo =10y W; es continuo en t
c) Para 0 < s < ¢, Wy — W, tiene incrementos independiente de F;

d) Para 0 < s <t, Wy — W, se distribuye como una variable aleatoria normal con media

0 y varianza t — s.

Proposicién 2.5.2. Si {W;}s>0 es un movimiento Browniano estdndar entonces es una

martingala.
Demaostracion.

Sea {W¢}i>0 un movimiento Browniano en un espacio de probabilidad (Q, 7, P) res-

. pecto a la filtracién F;.
1) Por definicién {W;};>0 es un proceso adaptado a F;.
2) Por demostrar que E[|W;]] es finita.

Para un tiempo fijo t > 0, W} es una variable aleatoria que se distribuye N (0,1).

Por lo tanto

E[|W,]] < oo.

3) Por demostrar que W, es una martingala, es decir, E[W¢|Fs] = W, para 0 < s < t,

entonces
E[WFs| = E[Wy — W+ Wi|Fs] = E[(Wy — W) + W{F;]
= BE{Wy — W,|Fs] + W, = E[Wi_s|Fs] + W,
Dado que W, es F;-medible. Ademds W,_, tiene incrementos independientes de Fs
y se distribuye N (0,1), asi que
E[Wy — W,|Fs] = E[Wi_s|Fs] = 0.
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Entonces
E[WF =W, Vs <t
Por lo tanto

{Wi}t>0 es una martingala.

Proposicién 2.5.3. Si {W;}:>0 es un movimiento Browniano estdndar entonces W2 — t es
una martingala.

Demostracién.

Por demostrar que W2 —t es una martingala, es decir, E [th — t|fs] =W2—5 Vs >t

E[WE—w2|F]

—2W W + W2E— W2 — W2+ 2W,W,|F,]

5 w7

E[(We — W) + 2w, W, — 2W 2| F,]
B [(Wy — W% + 2W (W, — W,)| 7]
E [
5]

We — Wo)2|Fo] + 2WE [(Wy — W )| 7]

WE | Fe] + 2WE [Wi_o|F]

puesto que Wy — W tiene incrementos independientes respecto a F,; y debido a que el

movimiente Browniano estandar es estacionario entonces

E[(Wi- W) |F) =E Wl |F:] =t—5s

es decir,
EWe—-W2F,)=E[WF,]-WZ=t—s
entonces

E[W? —t|F] =W}-s Vs<t.

Por lo tanto

Wtz —t es una martingala.
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Proposicién 2.5.4. Si {W;};>0 es un movimiento Browniano estindar entonces
1.2 .

e?Wt~39" o5 una martingala.

Demostracion.

th"-é'o'zt

Por demostrar que e es una martingala, es decir,

E [ecrwt— é—crzt

£ =emit vs <

_ 152 a4 1.2
E [eaW,, 1 t’}-S] =F [eO'Wg cW,4+oW, 0t -Fs

_ g [ea(Wt-—'.'V,)-JrJWs—;—a")'t"}-]
- 8

_1l,2 17, 1\
eaH’, 1 tE [ea(ﬂ’] W) Fs

=€t

O’Wa—%oth [GJWQ_S

Fs

- eaW,—-;-aztE [eawﬂ_s] _

W — W se distribuye N(0,¢ — 5), es decir, si Y ~ N(0,1) entonces vt — sY = W,., se
distribuye N(0,1).

E [e“wf"’] =

f
"-n-.._5 tI]
81"
[¢+]
Q
o
T
ta
-
—

ey
— ) e ¥ dy
J—o0 \Vim/

(y("*?rfy\/tTJ?)dy

Il
P
g 8
9]
[T R
o

a

{
83pe

= e%(t_s)a2 /‘0‘3 —--1 e_%(yg—%'y\/m+(t—s)a?')dy

— e%(t—s)a2 /m 1 "e—-lz-(yz—cr\/t—_s)zdy

donde

En consecuencia,
_ 1.2 _1.2 If4_ 2 ;1.2
E [eaW: 30 t] — eorW, 50 t_eg(t s)o® _ ealrl_., 7978y < t.

Por lo tanto

—Lg2 .
e?Wi=29°t o una martingala.
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2.6 Integral Estocastica

En la prictica, la integral estocdstica se usa con menor frecuencia que las ecuaciones
diferenciales estocésticas, es decir, casi nunca se utilizan de forma directa para valuar
productos derivados. Sin embargo, es importante entender el concepto ya que es una

manera de definir sumas de incrementos aleatorios impredecibles y no numerables.

Supongamos que {W¢}i>0 es un Fr-movimiento Browniano esténdar definido en un
espacio de probabilidad {(Q,F,P) para t € [0,T], es decir, {W;}t>0 es adoptado a la
filtracién {F¢}e>o.

Definicién 2.6.1. Un proceso estocdstico {H¢}o<t<r s un proceso elemental si es de la

siguiente forma:
N
Hi(w) = ZHi(TU)l(ti,ti_I]
i=1

donde 0 =t9p < t; < - - <ty =T y H; es una variable aleatoria F;,-medible y acotada.

Definicién 2.6.2. Si {H:}p<t<7 €5 un proceso elemental entonces la integral estocastica de

H; con respecto al movimiento Browniano estandar {W;};>0 es el proceso definido por:

¢ k
/ HodWo =Y Hi(We, — Wy, _ )+ He(We — Wy,) si t€ (b, o).
+0

=1

Claramente se puede observar que la integral estocastica de un proceso elemental es

una funcién continua, esto debido a que {W;}:>0 es un proceso continuo. 2

En el caso de que el proceso {H:}o<t<T Sea un proceso constante A, entonces de

acuerdo con la definicién se tiene que

t k
/ HodW, =Y MWy, — We, )+ MWy — Wy,)
0

=1

= A(W, — Wp).

2 Lamberton, D. and B. Lapeyre, {1996), Introduction to Stochastic Calculus Applied to Finance, 1a.
ed., Chapman & Hall.
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LYY . t
Proposicién 2.6.3. Si {Ht}o<i<T 5 un proceso elemental, entonces ‘fo HdW, es una

funcién continua en ¢ y ademads es una F-martingala.
Demostracién.
Para ¢ € (tk, tk_]_]

t k
f HodW, = Z Hi(Wy, — Wy, _ )+ He(W, — Wy,)
0

i=1
. . t .
si W} es continua en t, entonces fo H,dW¥, es continua en ¢.

Ahora por demostrar que

t
E [/ H,dw,
0

Sea s < t, sin pérdida de generalidad, es posible ajustar a s y t a la particidn

&
fs] 2] H,dW, Vs <t
0

O=to<ti<- - <ty=T.
Supongamos que
t?l
AJ” = Hud]"’ru: Zn - I'Lrtn Y ‘rn = ftn: 0 S 7 S N
0

donde

1

tn
M, = / HodW, =Y Hi{Z; - Z;y)
0

i=1
por lo que sélamente se tiene que demostrar que
E[Mpll,) =M, ¥YneN.
) n4-1 mn
E(Muy1 — Mulla) = > Hi(Zi— Zi)+ Y Hi(Zi— Zi1)
i=1 i=1
=FE {H‘Jl+1(ZTI+1 - Zn)lIn]
= E [Hue1(We, . — Wi, )| F, ]

= Hn-l—lE [(I'th.u - Lth)"Ftn] =0

dado que H,4 es una variable aleatoria F;_-medible, entonces Af,, es una martingala.

t
E [/ H, dw,
0

En consecuencia,

J—'s} = / H,dW, Vs <t.
0
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Por Io tanto

t
/ H,dW, es una martingala.
Jo

Proposicién 2.6.4. Si {H}o<i<T s un proceso elemental, entonces
t 2 £
E (/ Hdes) =E K/ Hfds)]
JO 0

Sea s < t, sin pérdida de generalidad se puede ajustar s y t a la particion

Demostracién.

O=tp<t1 < -+ <ty=T.
Por demostrar que
n 9
E[MI=E {Z HE (W — W) } :
i=1

Supongamos que Z; = Wy, y I; = F;,, entonces

[ T 2
E[M2}=E (Z Hi(Z; - Zi—l))
=1

[ T n T

—E ZZHZHJ- (Zi = Zi1)(2; — Z5-1)

i=1 j=1

B

ki n
= ZE ZHiHj (Zi—2Zi21) (25— Z1)
i=1 =1

n n

=Y N E[H:iH;(Z: - Zii1) (25— Z;1))]

i=1 j=1
si suponemos que ¢ < j para que i + 1 < j, entonces
EHiHi(Zi— 2i1){Z; — Z2; 1), =FE[E[HiH;(Z; — Zi1)(Zj — Zj-1) [I;-1]]
= EHH;(Zi — Zi)| E((Z2; — Zj-1) |1j—1]
= E [HiHj(Wy, — Wo,_YE [(Wy, — We,_, ) 11;4]]
=E [H;Hj (W, —W;,_)0] =0
vaque H;, H; y (Z;— Z;_1) son variables aleatorias I;_;-medibles y debido a que {W:}:>0

es un movimiento Browniano estandar, entonces es una martingala.
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Analogamente se cumple para i > j
E[H{Hj(Z; ~ Zim1)(Z; — Zj1)] = 0.

Por lo tanto

E[M2] = i E[HH;(Z;i - Zi-1) (Zi = Zi-1)]
i=1
=Y E H2(Z:— Zi_1) ]
=1 )

.
Il
—

I
(7=
oy
o
1
g
N
|
N
L
s
=
L

o
]
[

_HEE [("Vti - I'Vt.-—l)2 'ft"“”

if]f (t: — ti_l)} .

ﬁ
]
=

I
.M;
&

—ti_1)] = E

i—1

=,
I
u

!
g
o
E)
Py

En consecuencia,

E [(/Ot HdeS)z] = ;E [HZ (t: — ti1)]

-z [ e

En resumen se puede decir que la integral estocdstica tiene una funcién generadora de
momentos ya que es una variable aleatoria que se distribuye N (0,t). Donde la propiedad

de martingala proporciona el primer momento, es decir,

t
E [/ Hdes] = 0.
JO

El segundo momento estd dado por
t
=E { / Hfdsl
¢

t 2
E (f Hsdl-Vs)
0
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por lo que se puede definir la siguiente igualdad (dW)? = d¢, la cual serd de gran impor-

tancia para demostrar el Lema de Tto.
Corolario 2.6.5. {Desigualdad de Doob). Si {X¢}:>0 es una martingala continua. Entonces
E [ sup |Mt|2] < 4E [|M7|*].
0<t<T

Proposicién 2.6.6. Si {H:}o<i<T €5 un proceso elemental, entonces
t 2 T
E [ sup ‘/ HdW, ] < 4E ] HZ2ds| .
o<t<T ! Jo 0

Por la proposicién 2.6.3 se sabe que f(; H¢dW, es una funcién continua respecto a t y

Demostracién.

es una martingala, entonces por el corolario 2.6.5 se tiene que

t T
E [ sup \ / H dW, / H2ds
o<t<T ! Jo Ja

Definicidn 2.6.7. Si {H+}o<t<r €5 un proceso elemental, se puede definir

2
| <z

T T t
f Hde_g=/ Hde_g—/ HdW, si 0<t<T y si AeF,
t 0 0

entonces

Ialsee, T H s

continua siendo un procese elemental, y ademas se cumple que

T T
f lAl{se(t,T}}HsdI'Vs = IA/ H AW,
0 f

Por otra parte, la definicién de integral estocastica de procesos elementales se puede

extender para la clase de procesos estocdsticos adaptados los cuales se definen como:

T
f H2ds| < oo
0

donde la integral estocdstica para esta clase de procesos estocdsticos seguird cumpliendo

H = {{Ht}ogtsT : procesos adoptados a {F }>0, E

las mismas propiedades al igual que los procesos elementales y ademads tendrdn la parti-

cularidad de ser una martingala.
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2.7 Calculo Estocastico de Itd

El célculo estocdstico se desarrollo para cierta clase de procesos conocidos como procesos de

Itd que se utilizan para modelar la dindmica de los precios de los instrumentos financieros.

Definicién 2.7.1. Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad respecto a la filtracién {F;}:s0
y {Wti}>0 un movimiento Browniano estindar. Un proceso {X;};>0 que toma valores en

R es un proceso de 1t si

t t
X; = X0+f K ods +/ H AW,
0 0

donde
a) Xg es Fo-medible,
b) {K:i}Yo<t<r ¥y {Ht}o<t<T son procesos adoptados respecto a Fy,
c) rg‘ |Kslds < 00 Pesy fOT |Hs|?dW; < 00 Pes.

Sin embargo, el proceso de It6 es comin y conveniente expresarlo en forma diferencial,

es decir,
dX; = Kdt + H AV,
Proposicion 2.7.2. Si fot K ds = M; es una martingala continua, donde fo‘t |Ks|ds < o0,
entonces para toda t <7, M; =0 P cs.
Demostracidn.
Supongamos que

/ [Kslds £ C < o0 con t = —,
o ,

T
entonces
n 2 ™
So(mz—nap ) < sup - v |50 w - |
i=1 t i=1
n g;'
_ n 1n -
= sup |M; — My | Z ‘f K,ds
t i=1 i
11 t:'
<sup M — MY |K lds
i i=1 t?—l

< Csup ‘M;: - M
i 1 i—
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En consecuencia,
Tt

2
7];51;02 (M;; —~ Mg:_l) =0 Pecs.

i=1

asi que por el teorema del limite cuadrado medio.

n 2
lim E (M’"’ - M] ) = 0.
n.l—lgo {Z b tio1 0

i=1

Sin embargo, debido a que M; es una martingala, entonces
E [M} — Mo

por definicién se sabe que Mg = 0.

Por 1o tanto

f\{{t: 0

Alora supongamos que

T
f |Ks|ds no estd acotada.
0

Sea T, = inf{0 <s <T}: fos |Ky|du > n} AT y tomando el inf{@} = oo. Entonces

T es un paro de tiempo ya que K es adoptado,

lim T, =T.

In— 00

El siguiente resultado demuestra que
1‘\{[15,\’_]"" =0 Pecs.

asi que lim M1, = 0= M, P cs.
n—e0

Proposicién 2.7.3. Si {M;};>0 es una martingala de la forma fg' K ds + [; H,dW, con
f(; H%ds < o0 Pes. y f; |Ks|ds < oo Pc.s. Entonces f; K ¢,ds es una martingala igual a

Cero.
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Proposicién 2.7.4. Si un proceso de Itd {X;};>0 estd representado por

t t
Xt:X0+/ sts-f-/Hdes,
0 0

t t
thxg+[ K;‘ds—l—/ HEdW,,
Jo 0
Entonces Xg = X§ dP cs., H; = H} dsxdP ¢cs. y K; = K] dsxdP c.s.

Demostracion.

Sea
¢ ¢ t t
Xt=X0+/ sts-l-/ HSdIV3:X6+f K:ds-i—/ H;dl'Vs.
0 0 0 0

Claramente se observa que Xg = X, entonces

f t
/ (Ko— K})ds =f (Hy — H})dW,
JO 0

es una martingala.
Por lo tanto

Xo=X3dPcs., Hy=H; dsxdP cs. y K, = K] dsxdP cs.

Teorema 2.7.5.(Lema de 1t6). Si {X¢}:>0 tiene una ecuacién diferencial estocdstica dada
por dX; = K,dt + H,dW, ysi f(t, X;) es una funcién de clase C1:2, entonces f(t, X;) tiene

la siguiente ecuacién diferencial estocdstica

af af 1, 8%f af
df = | =~ + Ky—— 4+ ~H? =%+ | dt + Hy——dW
f (az+ X, T2 taxg )T Mgy, 4
© t t t 9
of df 1 [t a%f
LX) = . — ——dXs+ - [ ==X, X)s
St X4} f(O,.Xo)-l-‘/o 63ds+ A 8XS(IX +2‘/0 aU{gcl()( X)

donde por definicién

f
(X, X)) =/ Hds
0

t t . t -
aof f of ] af
dX,= [ Ke——ds + | H,—dW,.
[0 ax, ¢ 0o OX, o 0X,
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Demostracién.

Consideremos la funcién f(t, X;) que es de clase €2, Haciendo la expansién por

series de Taylor hasta términos de segundo orden se tiene que

2 1 2
df=ﬂdt+ 9/ dXy+ = 19 f (dX,_)2+—a—f

2+ 27

X0t

de)? + dX,dt. (1)

Sustituyendo la ecuacién diferencial estocédstica que sigue el proceso {X;}¢>0 en (1)
se tiene que
G, 2
df _—fdt + (tht + HdWy) + ——'g—(tht + HdW,)?
axt 29X @

0%f (Kodt + HodW,)dt
ax.0t " il

10%f 2
— 2 (dt
+28t2( )+

dado que E[dW,] = dW, y Var [(dI'Vt)2] ~ (dW;)?, las siguientes reglas para el cdlculo

estocastico son validas
dWudt = 0, dW,dW; =dt y didt = 0.

Por lo tanto

2
df:a—fdt-{-ﬁt o/ dt + Hp—— 97 th+ Hfa fdt
ot X4 X 8X? 3)
of of 2azf of
= (YLK t+ H
(61& TR T 2H’ aX? A+ g, 4
0
B af af 2 O2f
f(t,Xt)_f(O,Xo)+/ (3 + Kg—— BXS 2H36X2 ds +/ H,——
ap 1 [ 8%,
= X - —dW, + H?
f{o, o)+/0 B s+‘0 fH 2]0 X2 ds
(4)
puesto que ,
(X,X),,:/ HZids
0
¥ t 4 t
f of s—/ Ko ds+/ #. 2w,
0 BXS 0 BXS 1] aXS
Por lo tanto
t t a2
af af
Flt, Xe) = F(O, X0)+/ —d5+/0 X, dX, + 2]0 X2 Y- (5)
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Ejemplo.

Supongamos que deseamos evaluar la siguiente integral estocdstica fot WedWs, si se
define a f(t, W;) = 3W2.

Solucidn.

Haciendo la expansion por series de Taylor hasta términos de segundo orden de la

funcién f(t,W;) se tiene que

df = %Jidt + Bal/tj;tdwt + ;ad‘if,, (dW,)? + %(—F)\é;%(dt)2 0?1:58 dW,dt (6)
aplicando las reglas para el cdlculo estocdstico en (6)
dWidt =0, dWdiV, =dt y dedt =0
entonces
df = f L o°f de + ) dW, (7)

2 OW? oW,

ahora calculando las derivadas parciales de f{#,1;) una vez con respecto a t y dos veces
con respecto W, y sustituyendolas en (7)
8f . 8f o°f

=0, —— =W gJ
ot ow, 'Y w2

se tiene que

1
df =0 WidWy - "2‘(1t :

)
[ i t
(&, W) = £(0, Wo) +/ WedW, + 5/ ds
0 0
1 # 1
SW =/0 WedWs + 5t
Por lo tanto
t
1
f WedW, = 5 (VVE - t) .
0
Debido a que el valor esperado de fot W 2dw, es finito, entonces (WE _ t) es ung
martingala,
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Proposicién 2.7.6.(Férmula de Integracién por Partes) Sean {X:}i>0 y {Yi}t>0 dos pro-

cesos de Itd

£ t
Xi=Xo+ / K,ds + / H dW,
0 0

}?
£ t
Y; = Y0+f Klds +/ HidW,.
0 JO
Entonces
t t ¢
XY, =X0Y0+/ Xdes-i—] stxs+/ H H*ds
6] 0 0
Demostracion.

Se puede afirmar que

t t
Xt-}-Yt:(X0+Y0)+/ (KS—E—K;‘)ds—i—/ (Hy + H})dW,
JO 0

es un proceso de Itd puesto que
{(Xo+ Yp) es Fp- medible

(Ks+ K.) y (Hs+ H}) son procesos adoptados

T T T
/ |[Ks+ KJ|ds < f K| ds +f [K 7 |ds < o0
0 0 0

v la segunda parte de la condicién (c) de la definicién de proceso de Itd se cumple gracias

a la desigualdad de Cauchy, es decir

T T T T 5
/ |H3+H:|2ds=f H3d3+2f HSH:ds+_[ () ds
0 0 0 0

T T T 1/2 T
< / H2ds +2 (] H,?ds/ (H;‘)st) +/ (H)? ds < oo
0 0 0 0

entonces aplicando el Lema de Itd a (X; + Yi) con f{z) = 22 se tiene que

t
(Xt +Ye)? =(Xo+ ¥o)® +2 / (X5 4 Ys) (Ko + KJ)ds
JO

t 1 t
+2/0 (Xs+Y,) (Hy+ H) dW, + 5/0 2(Hy+ H?)  ds.
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Ahora aplicando el Lema de Itd a X; y Y3 con f(z) = 22 se tiene que

t [ ot
1
X2=Xo+ 2/ X Kods+2 | X H,dW, + -2-/ 2H 2ds
0 0 0

5

t t t
1
0 0 0
entonces

IX Yy =(X, + V)2 = (X2 4+ V2

t t
=(Xo+Y0)2+2 [ (Xo4+ V) (Ko+ K ds + Qf (Xs+Ys)(Hs+ HI}YdW,
0 Q
1/t 2 2, 12 ‘ .
+5 [ 2(Hs+HJ) ds - (Xg+Y5) +2 | (XsKs+YKY)ds
0 0
t 1 1
- [2]0 (XsHs + YH)dW, + 3/0 2(H52+(H:)2) ds]
R t t
=(X5+2X0Y0+Y02)—i—2/ (XSI{S—}—YSK:)ds—i—?/ (XsK}+ Y. K;)ds
0 0

i t
+2 | (XHg+ Y H)dW, + 2/ (X H? + Y H,) dW,
0 0

t t
+ [ (Hf + 2HH; + (H;“)Q) — {(X[;’ + YOQ) +2 [ (XK, + Y KD ds]

Jo { Ja

i 4
_ [2/ (XoHy + YoH)dWV, +/ (H§+ (H:)g)ds]
0 0

t t t
2X:Y: =2XoYo + 2] (XsKI+ YK, )ds + 2[ (XsH + Y, H)dW, + 2 / H H:ds
0 ¢ 0

=2 [X0Y0+/ XK ds—l—/ X HXdW, +f0tyK ds—{—/DfYH dWs]
+2f HHds

2 [X0Y0+/0 adksz:dS“Lfot aa}?sH;dws}
+ 2 [fo ;}{ ds+/0t ;—}{:Hsd'[fifs-k/tHSH;‘ds]

"o fog}{dX—i-/HHd.s}

8
0 8
t t
=2 I:X0Y0+/ Xdes-l—/ ysdxs+/ HSH;‘ds].
0 0 0
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Por lo tanto
t t t
thYt:XOY0+/ X3(1YS+/ stXs+/ HSH:dS;
0 0 0

La ecuacién de integracién por partes también se conoce como la regla del producto

v puede escribirse en forma diferencial

d(/Yth) = thdYt + Ytht + d(z‘(, Y)t.

2.8 Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Las ecuaciones diferenciales estocdsticas son de gran utilidad para modelar a la mayoria
de los instrumentos financieros y sobre todo para valuar productos derivados debido a que
proporcionan un modelo més formal para describir los cambios en los precios de los activos

subyacentes en intervalos infinitesimales.

Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica que describe la dindmica de un activo
subyacente §; como:
dS = H(St, t)dt + O'(St,t)dn/t (281)

t t ¢
/ dSy =/ a{Sy, v)du +] o (S, u)dW, (2.8.2)
0 0 0

donde d¥V, es el término de difusion que representa los cambios impredecibles que ocurren
en un intervalo infinitesimal dt, es decir, representa la parte aleatoria. Los términos a(Sy,t)
y a(S;.t) son conocidos como la tendencia instantdnea y desviacién estdndar del término
aleatorio que dependen del nivel observado en el precio del activo subyacente y posiblemente
de t.

2.8.1 Tipos de Soluciones

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocdsticas son procesos estocasticos adopta-
dos ya que el término de difusién es una variable aleatoria que sigue un proceso de Wiener

que se distribuye normal con media 0 y varianza dt.

Definicién 2.8.1. Sea ({1, 7, P) un espacio de probabilidad respecto a la filtracién {F}i>p.
Sea {W;}+>0 un Fr-movimiento Browniano estdndar ya: R* x R— R, 0 : Rt xR - R

funciones Fi-medibles. Sea X también una variable aleatoria Fg-medible.
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Una solucién para (2.8.1) es un proceso estocdstico adoptado {S:¢}:i>p que cumple las

siguientes condiciones:

e Para t > 0, las integrales fcf a(Sy, w)du y f(:cr(Su,u)dI-Vu existen [(; (S, u)du < oo
y f; lo (S, u)|?du < co.

o {S;}:+>0 satisface (2.8.1), es decir

t £
S == +/ a{S,,u)du + [ o(Sy,w)dW, Vi>0 Pcs.
o JO

también (2.8.1) se puede escribir como:

dSt = ﬂ.(St,f.)dt + O'(St, t)d”"t
(2.8.3)
Sop==2.

Existen dos tipos de soluciones para las ecuaciones diferenciales estocasticas las cuales

s0N:

¢ Solucién fuerte Sy es un proceso estocastico adoptado a un conjunto de informacion

Ft v que es parecida a las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
o Solucién débil

Supongamos que una solucién débil S, satisface
dS-t =a (‘gt; t) dt + o (S_t, f,) dﬁff (284)

donde los coeficientes de la tendencia instantanea y la desviacién estdndar son iguales a
los de la ecuacién (2.8.1) lo dnico que cambia es que W; es adoptado a un conjunto de

informacién H;. Es decir, §; no necesariamente sera adoptado a F;.

Por lo que, para fines de nuestra investigacion en la valuacién de productos derivados

trabajaremos con las soluciones débiles de las ecuaciones diferenciales estocésticas.®

Para un estudio més profundo de los diferentes tipos de soluciones de las ecuaciones diferenciales
estocdsticas, véase Elliot (1982) y Karatzas (1991).
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2.8.2 Proceso de Ornstein-Ulhenbeck

Una solucién famosa de una ecuacién diferencial estocdstica es el conocido proceso de

Ornstein-Ulhenbeck.

Definicion 2.8.1. El proceso de Ornstein-Ulhenbeck es la inica solucién de la siguiente
ecuacion:
dX; = —puXdt +odWe, p>10

Xo==.

Claramente se puede observar que la tendencia instantdnea depende de X; a través
del pardmetro negativo u y el término de difusién es constante. Por lo que se tiene un caso

especial de una ecuacién diferencial estocdstica con reversién a la media.

Sea V; = Xieft, entonces aplicando la férmula de integracién por partes en su forma

diferencial se tiene que
th =d (Xte'ut) = sz,d (E'u't) + eytht + d(Xt, G#t)

entonces
d(X;, ey = 0 ya que d (e™') = pet'dt.
Por lo tanto
dvy =d (Xf_e‘”‘t) = ed X, + pe't X, dt
= " (—pXidt + odWy) + pett X, dt
= (—,ue”tXtdf. -+ ,ue"’tXtdt) + oe’tdv,
= gettdW,.

integrando de 0 a ¢ la expresién anterior se tiene
t £
/ d (X e!®) = / oget*dW,
0 0
t
Xee" + Xo = / ce*dWw,.
0

Por lo tanto

t
X; =axe M4 Je_“tf e dW,.
0
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Ahora podemos calcular su media y varianza de X,

¢
E[X{|=E [me_"‘"‘ +ge / e“sdl'Vsjl
J0
=E [aze_"f‘] +E [oe""”‘/
0

t
= ge ' y geTPE [/ e“SdW_.;] .
0

t
e dW 3]

Por otra parte, ya que

[ 4 1 t
E [/ ez”sds] =F [—-— / 2;1432”3(13]
0 21 Jo

e?,ut -1
_E[ 2u ]

\
et — 1

= —<
2n

entonces fot e*dW, es una Fy-martingala, tal que
t
E |:/ e“sdl"/s] == 0
Jo

E[X{ = e,

Por lo tanto

Ahora se calcula la varianza de Xy

Var[X,] = E [(X; — E[X,))*]

i 2
=F (me—‘”t +-ae_“t/ e dW, — n:e_“t) }
0

¢ 2
= E |o2e™2 (/ e""sdws) ]
0

[4
- O’Qe_z'”tE [/ ef.’,usds:l
0

24t
e -1
=gl Mg [——]

2n

2 —2ut eQ,ut —1
21
_ a—2ut
21z Y
2
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3. MODELACION DE PRODUCTOS DERIVADOS

El objetivo fundamental de esta seccién es desarrollar el modelo de Black-Scholes aplicando
el método de martingalas que consiste en calcular el valor esperado condicional del valor
presente del perfil de pagos de la opcidn bajo una medida neutral al riesgo y asi obtener
soluciones de forma cerrada de una manera mas precisa y elegante con sencillos calculos

matematicos para la valuacion de productos derivados asumiendo el modelo de precios de
Black-Scholes.

3.1 Movimiento Browniano Geométrico

Un modelo comiinmente utilizado es el movimiento Browniano geométrico el cual esta
implicito en gran parte de la teoria de valuacion de opciones. El modelo asume que las
innovaciones de cambio 0 movimientos en el precio del activo subyacente no estan correla-
cionados en el tiempo y que los movimientos pequefios en los precios pueden describirse
por
isi = pdt + odW,. (3.1.1)
St
El términe pdt, el cual se conoce como la tendencia instantdnea nos indica que el
retorno esperado anual de la accién S¢ es p cuando no hay pago de dividendos mienfras que
el segundo término ¢dW;, también conocido como el término de difusién es una variable
aleatoria que sigue un proceso de Wiener que se distribuye normal con media cero y

varianza dt y ademaés es no diferenciable.

A esta clase de proceso estocdstico también se le denomina proceso de difusién Marko-
viano debido a que los retornos son gobernados por un proceso cuyos movimientos son

independientes de los movimientos pasados.

Por otra parte, vale la pena observar que la ecuacién (3.1.1) asume que el coeficiente
del término de difusién o, el cual se conoce como la volatilidad anual o desviacién estandar
de los rendimientos de la accién es constante. En realidad, en la prédctica este supuesto no
tiene importancia cuando se valuan opciones europeas vanillas. Sin embargo, cuando se

valuan opciones americanas u opciones europeas exdéticas este supuesto no es valido.

También para el caso del coeficiente de la tendencia instantdnea y, este supuesto es
valido debido al hecho de que una opcion puede ser replicada sin riesgo al construir un

portafolio apropiado que consista de un activo con riesgo y un activo libre de riesgo {puede
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ser una inversién en el mercado de dinero) y que tenga la misma fecha de vencimiento que

la opcidn.

Ejemplo.
Suponga que una variable sigue un proceso gobernado por la ecuacién (3.1.1) entounces
deseamos conocer ¢l proceso seguido por el In S;.

Solucién.

Supongamos que f({¢,5;) es una funcién de S;, entonces aplicando el Lema de Ito

podemos encontrar la ecuacion diferencial estocdstica que describe la dindmica del valor
del In S;.

of o f 10%f 19%f .o O%f
— —d ds - dt d.S;dt. 1.
df = dt—i—aSt St+2852( 0%+ TR ) by Syt (3.1.2)
Sustituyendo (3.1.1) en (3.1.2) se tiene que
1 2
df —6—fdt + —(,uS dt + oS dWy) + o°J —— (1St + 05, dW,)?

at 05 2087 .
16°%F 25 (3.1.3)
5 g2 @ t)° + 35.51 (1S:dt + 0S,d1V,)dt.

Ahora aplicando las reglas del cdlculo estocédstico
dWidt =0, dWdW, =dt y didt =0
donde
(nSedt + 05 dW)* = p282(dt)? + 2u0 S2dW,dt + 0252 (dW})? = ¢253dt

entonces (3.1.3) se reduce a

af of *f af
tf = —dt —— 1 Sdt o283t + — . 1.4
Cf + dSt[le + 2 asf Std + ()StO’Sf(“/Vt (3 1 )

Ahora se establece que f(t, S;) = In S;, entonces

of 1 9 1 of Ly
as; S, ast sz Y

Sustituyendo las derivadas parciales en (3.1.4) se tiene que
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1 1 1 1
dinSy = || — | -—= e?%52] dt il :
nSy [(St),ust,-i- 2( S;")J S’t]d + (St)crstdIVt
= (,u. - %02) dt + odWy

InSg ==

Ahora la integral de [t6 se puede escribir como:

t t
lnSy =1nSo + f (,u — %02) ds + f odW,
Y] 0

t t
= In Sg + (,u — %02) / ds+o¢ / dW,
0 0

= in Sy + (,u - %02) t+ oW,
entonces

Sy = SgeWert(n=1%)t

es una solucién de la ecuacidén (3.1.1), por lo que se deriva la siguiente proposicién que es
de gran utilidad para el modelo de Black-Scholes.

Proposicién 3.1.1. El proceso {S¢}o<t<T definido como

Sy = weWet(u=to?)t

t t
S == +] 1S du + / adiV,,.
a 0

Aplicando otra vez el Lema de 1t6 y definiendo a

es una solucién de

Demostracion.

f(t: Ivt) = St = g_:eawt"’(ﬂf'“%az)t

se tiene que

t t t 2
f(t,, I’Vt.) = f(0, Wg) +/ Q.'f.du —l-f ) daw, +/ o°f d(W,W},.
0 Jdu 0 0 BI/

AW, V2
Suponiendo que w = W, entonces
8_f - i |:£L'30'w+(u—%0'2)ujl — Uﬂ;eow-i-(u.—%az)u
ow  Jw

du  ou [“Wr(“_%az)u] = (1 — Lo?) gerwt(n—tot)u
u u
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Sustituyendo las derivadas parciales en la integral de Itd se tiene que
‘ 1 2 W, +(n—407} ' W+ (p—4o?)
f(t,We) =£(0,Wo) + / (n— F07)pe? Motz Gy 4 / gze? etz )uqyy,
0 0
t
+‘/1azxe“”%+(“‘%°ﬂ“d(ncvv)u
0

donde .
uﬂwh=/du:t
0

entonces . ; .
1
Si== —}-/ (,u - %0'2) S.du +/ o85,.dW, + 3 / crzSudt
0 0 JO

¢ t
=z + / wSydu + f a8, dW,
JO 0

Teorema 3.1.2. Sea y,0 € R, {W;}o<t<T un movimiento Browniano estdndar y T € BT,

entonces existe un tnico proceso de Itd {S;}o<i<T, tal que

t o
Si==x —I—f S, du + / S, dW,
0 0

JW,,+(,H— é—crz)t

este proceso esta dado por

S = ze

Demostracion.

Supongamos que {S:}i>0 ¥ {gt}tzo son dos procesos elementales tales que

t t
S == +] wSydu + / 08, dWy
0 0

t ¢
Si=z+ / S du —i—/ oS, dW,.
Jo 0
Por la proposicién 3.1.1 sabemos que una solucién de la ecuacién (3.1.1) es
5 = :r:eaw‘+("'_%02)t.

Ahora definimos un proceso estocdstico {Z t$¢>0 como:

Zy = §-9 - e"'"“"'*‘(%az_”)t
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sip* =02 -4 y o* = —0, se tiene que

Z, = ea*W{.+(,li-'4%(o*)2)t 7 =20 _

entonces de la proposicién 3.1.1 se tiene que

t t
Zy ==z —{-/ H*Zudu +/ cr*Zuqu
0 g
t t
=1 +f p* 2, du +/ c*Z,dW,
0 0

el cual es un proceso de 1to.

Ahora de acuerdo con la férmula de integracidén por partes se tiene que

t t
.§tZt =xzz -+ / ,u.*thudu + / or*S-‘tZuqu
0 0
t _ f _ t _
+ ] pSyZdu + / 08 Z,dW,, + f g0* 87 du
0 0 0
4 B t _
=zz 4 / (0.2 _ ;1.) S Z,du + f (—0)S:Z,dW,,
JO 0

t t t
+/ ,U,ggzudu-l-/ o§fzudwu+f (—0?) $1Zydu.
0 0 0

Por lo tanto

S_tZt =zxz Vi 2 0 Pcs.

entonces

S
=3— ero x =25
ﬂCS P X 0

Por lo tanto

gt =8 ¥Yt> (0 Pcs.
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Teorema 3.1.3. Sea u,0 € Ry {St}o<t<T un proceso estocdstico tal que
dS&; = pSidt 4+ 65, dW,

entonces S es una variable aleatoria lognormal.
Demostracion.

Sabemos que la unica solucién de la ecuacion diferencial estocdstica
dSt = jl‘Stdt + chtth

es
St = Soeaw‘"*'(“_%GE)t

entonces

InS; =InSy+ (,u - %02) + oW,

dado que W, ~ N (0,¢) podemos afirmar que
nS; ~N (hl So + (,u — %02) ,crgt)

es decir,

St ~ lognormal (In Sp + (p - %02) ,azt)

Ahora podemos calcular la media y la varianza de S

2

$ 1. 2
1 1 lﬂ_— _:O'-
fs, = ——— cxp ——( G ..)) 0<s< o0

V2ntos 2 oVt

oo
E[8:) = /0 sfs, (s)ds
/oo 1 1 ll] Siu —_ (.ll - %02) -
= exp{ —= = ds
o 2rito 2 oVt

InS; ~N (hl So + (,u - %02) ,crt)

ya que

entonces

In (%&) - (,u, - :.21—02)
oVt
44
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donde

S5 = Soew‘ﬁ“"(“‘_%”z)t y ds = SoU\/Eew‘/E"'(N—%"Q)tde

oo q . 2
E[St] = SO/ = e—{;e eea\/E_;_(“_%a. )tdf

—oo T

— Soe(ﬂ—%a2)te%a%/m 1 e—%(62—260ﬁ+02t)d6

— 27['

o0
= soe“‘/ \/lz_e—%(f-“ﬁ)zde
—co T

et = 1 —122 .
= Soe™” —c’* dz = Sge
—oo s

donde
z=e—oVt y dz=de

El segundo momento de S; se calcula como sigue

E [Sf] =/0 szfs,(s)ds

s 1 (g = (- 307\’
= exp{ —5 2 ds
\/0 2rto P 2 oVt

((-:0'\/_+(u——o'2))td€

= 6

\/_
_ 53 2(.‘1——02)15/ 1 e—%(e2—4eo’\/f)de
—00

27
oo
— 5(2)62(”_%02)%20%/ 12‘”8__%(62_460,\/5_,_46%)(16

—_——

oo
_ S2 etta?t -3 e-2ec7\/_)
—oo V2T

oo

2 1 _1.2 2

_ SgSZ;tt-{-a tf e=3% dz = 5(2)62“t+0‘ t
oo V27

donde
z=€—20Vt y dz=de

En consecuencia,
Var($y) = E [S7] — E*[S4]

2
— Sgngt-l—O’ t _ Sge2ut

_ 5o (1),
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3.2 Estrategias de Inversion Autofinanciables

Una estrategia de inversién se define como un proceso ¢ = {¢s}o<i<r = (H7, Hi) en R? que
es medible en un espacio de probabilidad (£2, 7, P) y adaptado a la filtracién {F;},>0 del
movimiento Browniano estandar. L.os componentes H] y H; se definen como las cantidades
de un activo libre de riesgo y de un activo con riesgo que son tomadas en un portafolio en

el tiempo ¢.

El valor del portafolio en el tiempo t estd dado por
Vi(¢) = H; By + H,S, (3.2.1)
en tiempo discreto mientras que en tiempo continuo es ignal a

th(qfa) = Ht*dBt - thSt. (322)

El concepto de estrategia de inversién autofinanciable en el marco de Black-Scholes
estd basada fundamentalmente en la idea de la integral estocdstica. Entonces para dar un

significado a la expresion establecemos la condicién

T T
/ |H}|dt < 00 Pcs. v J[ [H21dt < oo Pc.s,
JO 0

Entonces - -
/ H!dB, = f Hre"dt (3.2.3)
Jo 0

esta bien definida como una integral estocdstica

T ) T T
/ thSt = / ,U,Htstdt =+ f G’HtStC”‘Vt
0 J0 0

ya que t — S; es continua y acotada en {0, T|.

Definicién 3.2.1. Una estrategia de inversién antofinanciable ¢ = {¢¢}o<i<T estd definida

por dos procesos H; y H; que cumplen las siguientes condiciones:
T
Lo [y 1H|de + fg HZdt < oo Pcs.
2. Vi(¢) = H!B, + H:S;

t t
:fngo+HOSO+/ H;‘;dBu+/ H2dS, viel0,T] Pes.
0 0
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Nota: el proceso §; = e~"S; se denota como el valor presente de un activo con riesgo y

Vi(¢) = eV, () es el valor presente del valor del portafolio.

Proposicién 3.2.2. Sea ¢ = {¢t}o<t<tr = (H{, H¢) un par de procesos adoptados medibles

(ue satisfacen a

T T
[ |H§|dt+/ H2dt < 0o Pes.
0 JO

entonces ¢ es una estrategia de inversion autofinanciable si y sélo si

t
V(@) = Vo(d) +/ H,dS, Pcs. vtel0,T).
o

Demostracién.

Supongamos que ¢ es una estrategia de inversién autofinanciable y aplicando la

férmula de integracién por partes a Vi(¢) se tiene que

dVi(¢) = d (e7"*Vi(4))
= e " AVi(g) + Vi(d)d (e77) + d(e " V()
= e "' dVi(¢) — re T Va(g)dt
= e "t AV (p) - rVi(p)dt.

donde

Vi(p)d (e77) = —re”"dt y d{e™",V.(¢))r =0

Sustituyendo (3.2.1) ¥ (3.2.2) en la expresién anterior se tiene que

dVi(¢) = e " (H}dB; + HidS;) — re "  (H; By + H1Sy) dt

t

por la ecuacién (3.2.3) sabemos que By = e™, dB; = re"dt y Bg =1, entonces

dVi(¢) = e " (Hre™tdt + HidSy) —re™ ™ (He™ + HeS,) dt
= (rH}dt + e HdSy) ~ (rHIdt 4+ re " H S, dt)
= Hy (e7"dS, — re 7" S,dt)
= H,dS,

ya que

dSt =d (e_”St) = e_”dSt — re_""’Stdt.
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Ahora integrando dVi(¢) de 0 a ¢

t t
/ dﬁt(d’) = / H-udgu
0 0

t
I?t(¢) - V0(¢) = /(; Huds_‘u'

Por lo tanto

it
17t(¢) = V0(¢) + / H-udguo
0

El reciproco se demuestra invirtiendo los pasos y usando
- & _
Vi(¢) = Vo(¢) + / H,dS...
0

En conclusién se puede afirmar que una estrategia de inversién autofinanciable es una
oportunicad de arbitraje que incluyen los activos subyacentes al transformar una inversién
igual a cero en un monto mayor de cero con probabilidad positiva. Por lo que no tendria
sentido, valuar productos derivados basados en un modelo que permita tales descguilibrics

en el mercado.
3.3 Cambio de Medida de Probabilidad

Cuando los inversionistas son indiferentes al riesgo financiero, no exigen una de prima de
riesgo ya que asumen que la tasa de retorno de todos los instrumentos financieros es ignal
a la tasa libre de riesgo. Sin embargo, ésto no sucede en la préctica{ debido al hecho de que
en la mayoria de los casos se tiene que r < p, es decir, la tasa libre de riesgo es menor al
retorno esperado de cualquier activo financiero con riesgo bajo la medida de probabilidad
P. Esto se debe a que los inversionistas siempre demandan una prima de riesgo sobre los

instrumentos financieros que tienen correlacién positiva con el riesgo de mercado.
Para entender mejor ésto supongamos las dos siguientes expresiones:

ds
?E = pdt + odiW (3.3.1)
t

ds
! = rdt + cdW 2. (3.3.2)
t
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Se puede notar de (3.3.1) que la tasa de retorno esperada anual es igual a r, entonces

al igualar (3.3.1) y (3.3.2) se tiene que

dwF =aw@ - (‘”’ - "") dt

o

la cual se conoce como un cambio de medida de probabilidad.

Pero es natural preguntar por que hacer este cambio de medida de probabilidad cuando
se valuan opciones financieras. Resulta que cuando un inversionista compra una opcién
sobre una accion se dice que estd asegurandose contra los cambios inesperados que pueden
ocurrir en el mercado a cambio de pagar una prima por eso es que, la probabilidad de
que los precios de la accidn sean bajos, es decir, los precios futuros de la accidn que tiene
una tasa de retorno esperada menor a la tasa libre de riesgo, sera mayor bajo la medida
de probabilidad Q que bajo P debido a que los inversionistas son adversos al riesgo y
estan dispuestos a pagar mas por las opciones que ocurren en condiciones pesimistas.
De manera similar, la probabilidad de que los precios de la accién sean altos, es decir,
los precios futuros de la accién que representan un retorno esperado mayor que r, sers
menor bajo la probabilidad Q que bajo P debido al hecho de que los inversionistas estdn

dispuestos a pagar menos por las opciones que ocurren en condiciones optimistas.

Por lo tanto, el cambio de medida de probabilidad es de gran utilidad para los partici-
pantes de los mercados financieros ya que les permite eliminar la prima de riesgo de los
instrumentos financieros sin necesidad de cambiar la estructura de la volatilidad del activo

financiero.
3.4 Medidas de Probabilidad Equivalentes

Definicién 3.4.1. Sea (§2, 7, P} un espacio de probabilidad. Se dice que una medida de
probabilidad Q sobre (€2, F) es absolutamente continua con respecto a P (Q< <P) si para
toda A € F, P(A) = 0 implica que Q(A) = 0.

Definicién 3.4.2. Se dice que dos medidas de probabilidad P y Q son equivalentes si cada

una de ellas es absolutamente continua con respecto de la otra.

Nota: es conveniente observar que si Q< <P y Z es la densidad de Q con respecto a

P, entonces {P<<Q) son equivalentes si y sélo si P(Z > () = 1.
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3.5 Teorema de Girsanov

La idea central es utilizar el resultado del teorema de Girsanov una vez que se haya
encontrado un espacio equivalente de tal manera que bajo este espacio de probabilidad la
tendencia instantdnea del modelo de precios sea igual a cero, es decir, calcular la esperanza
condicional sobre un término puramente Browniano ya que el efecto de un cambio de
medida de probabilidad sobre un movimiento Browniano geométrico lo inico que se altera

es su tendencia instantinea dejando la desviacién estandar intacta.

Teorema 3.5.1. (Teorema de Girsanov) Sea (£2, F,P) un espacio de probabilidad. Si

{0¢}o<t<T es un proceso estocdstico adoptado tal que '

T
/ fsds < oo
0
y tal que {L;}o<:<T, definido por

t 1t
L; =exp {— / #sdWs — 5] Sgds}
0 0

sea una martingala. Entonces bajo la probabilidad Q£7) con densidad Ly con respecto a

P, el proceso {W;}o<i<T, definido por
_ t
W =W, + / 0.ds
Q
es un movimiento Browniano estandar.

Sea {Wtlo<i<r un movimiento Browniano estdndar construido sobre un espacio de
probabilidad (£2, F,P) y {Fi}o<t<r su filtracién natural.

Teorema 3.5.2. (Teorema de Representacién de Martingalas) Sea {M;}o<i<7 una mar-
tingala cuadrado integrable con respecto a la filtracion {Fi}o<i<r. Entonces existe un

proceso adoptado {H;}o<i<T tal que
T
E / H2du| < o0
0

t
vt e [0,T] My= My +/ H,dw, Pecs.
0

a0



Como se puede observar este teorema serd una de las herramientas importantes y
poderosas para controlar las tendencias instantdneas de cualquier movimiento Browniano
geométrico y en particular para valuar productos derivados en base a la idea de una medida

de no arbitraje o medida martingala.
3.6 Medida Martingala Equivalente

El objetivo de esta seccién es probar que éxiste una medida de probabilidad equivalente a
P bajo la cual el precio de un activo subyacente descontado por la tasa libre de riesgo es
una martingala.

Consideremos el modelo de Black-Scholes que describe que la dindmica de los precios
es un modelo continuo que esta formado por activo con riesgo S¢ y por un activo libre
de riesgo By, es decir, un bono gubernamental.’ Supongamos que la dindmica de B; est4

representada por la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
(1Bg = TBtdt (361)

donde Bg =1 y r > 0 es una constante.

Ahora asumiremos que la dinamica de S¢ estd dada por la siguiente ecuacién diferencial
estocastica.
dSt - ,u,Stdt + O'Stdl'Vt (362)

donde p, ¢ son constantes y {IW;};>0 es un movimiento Browniano estdndar.

Las soluciones de (3.6.1) y (3.6.2) son las siguientes:

Bi=¢'"t con Bpg=1 (3.6.3)

e

S; = Soe?Wetln—to’)t (3.6.4)

respectivamente. Si suponemos que p € Ry r, o € Rt son constantes.

Ahora si definimos el valor presente de un activo con riesgo como el proceso

S;=B;'S; =e TS, (3.6.5)

1 Elliot, Robert J. and P. Ekkehard Kopp, (1999}, Mathematics of Financial Markets, Springer-Verlag
New York, Inc.
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se tiene la siguiente dindmica.
Aplicando la férmula de integracién por partes a S; se tiene que
dgt =d (e*TtSf,)
=e 'S, + Sed (e77) + d(e ™", 8.}

(3.6.6)
=e TS, — re” TS, dt
= e“”dSt - ?‘S_tdt
debido a que
d (e_rt) =—re "t y d{e™",S)=0.
Sustituyendo {3.6.1) en (3.6.6) se tiene que
dgg = E_T‘t (ﬂ.Stdt -+ aStdIth) - 'n"'e_rtStdt (
3.6.7)
=e " (1 = r)Sidt + 0 S dVy]
Si hacemos la siguiente transformacion
W, =W, + / 0.ds (3.6.8)
0
entonces .
Wi = W;— / fds (3.6.9)
Jo
Yy
dW; = dW, — 8,dt. , . (3.6.10)
Sustituyendo (3.6.10) en (3.6.7) se tiene que
d§; = 7Tt [(,u, —r)dt+ o (dﬁ"t - Btdt)] : )
= - 3.6.11
=5 [(,u, —7r —oby)dt + ad',-Vt]
Si hacemos g — r — 06, = 0, es decir, 8; = é(;a — r), entonces
dgt = gtadﬁ’t. (3612)
si
- 1 )
W= Wi+ =(u —r)t. (3.6.13)
o
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Sustituyendo (3.6.13) en (3.6.5) se tiene que
gt = e_rtSt
= Soe—rteal-‘l’t—!—(,u—%az)t

= Soek""e"wf—(H—’")H(u—%o“)t (3.6.14)

Del teorema de Girsanov, con 8; = -;—(;.1. — 1), se tiene que demostrar que existe una
medida de probabilidad Q equivalente a P bajo la cual {W;:}o<t<r €5 un movimiento

Browniano estdndar y S; es una martingala
Demostracion.
La demostracion se lleva acabo sdlo cuando {6s}o<t<T €s un proceso constante @, es
decir
W, = W, + 8t
i) Por demostrar que {W;};>p es continua en t.
La continuidad de la funcién ¢ — W;(w) es clara, ya que el movimiento Browniano
estandar W, y la funcién 6t son funciones continuas con respecto a t.
i1) Por demostrar que W; tiene incrementos independientes.
La independencia de incrementos también es obvia, puesto que Wy — W, es indepen-
diente de F; y
Wi—Ws=W,— W;+8(t—s), VYs<t.
ii1) Por demostrar que W es estacionario.
Para demostrar la estacionaridad del proceso W, serd necesario aplicar el teorema A.1
y las proposiciones A.2, A.3, A4 A5 y A.6 del apendice A.
Primero tenemos que demostrar que la probabilidad Q es equivalente a P y {L;}o<¢<T
es una martingala. Para eso sdlamente se tiene que demostrar que P{Z > 0) = 1 ya que

Lt es una martingala por la proposicién 2.5.4 si suponemos que o* = —#=" entonces

ryar 1 ® 2
Lt:ed Ht 2(0’ ) t.

Por otra parte, sabemos que

Ly = e~ (E5)We=3(255)%

ahora por teorema A.1 se tiene que

Q4) = ]A 2 (w)dP(w)
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entonces

Q(A)=/Ae_( F Wb (E5) dP(w)
) [ o (EFIWapy)
/ 4P ()

Pero como W, se distribuye N (0,t), entonces

B [ (75W] = f e =(555)Wegp ()
A
oo
=/ e_(u)w-—-——l e_%dw

v 2mk

2+a( fi?-)m
f - % duw
\/'Jn't

£ (] < ez [ ()]
\/27rt

]

w+ (4F5) ¢

z = —\/—E—— — \/Zdz = dw,

dw

!Jl»—-
wp-

Si hacemos un cambio de variable

. o a —
B [e—(fx,;*)m] =e%(f'.,;')%/ \/12_8—%rdz _ o h(E)
—00 i

entonces

Por lo tanto

Q es equivalente a P.

~ Por 1ltimo sélo resta demostrar por las proposiciones A.5 y A6 que para 0 <t < T,

la variable W, — W, es independiente de F; y se distribuye N{0,t — s), entonces

g(LT) [eiu(V_Vt—Ws

t] =e"2V () vy e R

o4



Demostracién.

E(LT) [eiu(ﬁ/, —

[ iu (W, =W, +0(t—5))

p(Lr) [eiu(vv,—w,+9(t—

s

)

7

Ls

piu(We =W, +6(t—s)) |

'em(w,—
U We—W,+8(t~5))

W =W +0(t—5))

i (W =W, +8(t—3))

Pero sabemos que la esperanza de

W, +0(t—3)) | ,—

por la proposicién A.5

L, }-t]

(B(Wr—W,)+46(T—s)) ‘}-t]

.

o~ (8Wr_ +367(T—1)) ‘}-t]

—(8(Wr —W,)+46*(T—1))

4}

6(9(W¢ —W, 1+ 46%(t-s))
L,
L
Ly

ﬂ} E [e—("WT—tJf%e"(T—t))] .

5

E [e—(GWr-f-+%92(T-t>)] =1

entonces

glLr) [em(m“m

1
—F
§

—tu(W3+93)

m

L

e

—(ew +1 923)

g —tu(Ws +0s)
—F
BWS 192

eém(W8+63) . e-—%uzt

o —{(8Wa+3625)
e—(iu(lst+93)+§u2t)

o —(0Wet4625)

e —(iu(W’a+93)+%u'2t)

o (8W.+36%s)
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B [eiu(W;,—Ws—i-H(t—s)) .

[eiu(VVt—H/,+9(t—

(iu—

e (fu—8)YW,—

Ls
8)) . g —(OW:r+46%t) ‘ﬂ]

L
=t f‘t]

iu(Wo+6t) | —{0W,+36%t) ‘}—t]

0)W, — 4 (67 —2iud)t ‘ ]_-t]

E [e(iu—O)Wt—%(92~2iu9—u2)t‘ft]

[e(iu—B)Wg —1(6—iu)’t

9

L(0~iu)’s



—{iuBs+Lu?t
€ ( 2 ) —9W3—%923 iuBsttuls

E(LT) [eiu(Wt—ﬁf,) e

A =
¢ ¢ —O0W,— 1675
. 2 - 2
N e-—-(zu93+§-u t) _emes+1§u s
_ o (uramutt)
— e—%uz(t—s)
es la funcién caracteristica de una variable aleatoria N(0,¢ — 3), para toda 0 <t < T con
lo cual se demuestra que W; es un proceso estacionario.

Poar lo tanto

{W;:}o<ci<T, €s un movimiento Browniano estdndar.

Definicién 3.6.1. Una estrategia ¢ = {¢:}o<t<T, es admisible si es autofinanciable y el
valor presente del proceso

Ve(¢) = H + H,S;
es cuadrado integrable bajo la probabilidad Q.

Una opcién es replicable si su precio en la fecha de vencimiento es igual al valor final

de una estrategia admisible.
f=]

Definicién 3.6.2. Una opcidn europea es una. variable aleatoria k positiva, Fi-medible.

I

Proposicién 3.6.3. Sea h una variable aleatoria positiva Fy-medible y cuadrado integrable

¥y x es su precio justo en el tiempo 0, entonces
EQ [e_rth] <oy EQ [e_"th] <z

Demostracién.
Primero demostraremos que E9 [e™"th] < oo

Por la ecuacién (3.6.14) sabemos que

S‘t — Sgeaw"_ 107t

" entonces
EQ [ekTTh] = e "TE [n)
= e""TELsT—h] por la proposicién A.5
0
e~ ™7 —5qy1/2 1/2
< (B 5 (2 1))



entonces
B [53) = & s3]
_ SSE -e2aIfVT+2(;;.-1~)Tﬁ02T]
= 52k :e2aW’T+2,uT—2rT—02T]

- po2
_s2p ezoWT—L—;)— ‘62;:T—2rT+azT:|

[ 20)°
= S2E eQG‘VT—i_Q'L] E [62;1T—2rT+0'2T]

= S22 pT-2rT+a*T

< 0
entonces

ER [e""Th] < 00.

Por otra parte, sabemos que para toda ¢ estrategia admisible que replica a h(¢ € ®)

EQVr(8)] < Volo)

debido a que {Vi(¢)}o<t<r €s una supermartingala bajo Q y como z = infyee Vol(4),
entonces

EQ[Vr(¢)] <& pero h = Vr(s).

Por lo tanto

EQ [e—rTh] <z

En el caso particular de una opcién call o put se tiene que el valor en la fecha de

ejercicio es una variable aleatoria cuadrado integrable.

Proposicién 3.6.4. El precio de una opcién call en la fecha de vencimiento T, es una variable

aleatoria cuadrado integrable bajo la probabilidad Q.
Demostracion.
Por demostrar que h = (St — K ), es una variable aleatoria cuadrado integrable bajo
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la probabilidad Q.

EQ (1] = EQ[(Sr - K)2],  (Sr—K)s < 5r
< 5[]
= EQ [eerg%]
- 70 [3]
= 7T EQ [(SUGUWT—%UZT) 2}
53775 [ eeoT]
SRR [Tt g
= 52> TR [eﬂWT‘%52T+%ﬁ2T—1—ﬁ2T]
= §22T+IFT gQ [eﬁm-%ﬁznﬂ]
= 58821'T+31—,82T

debido a que

a

£Q [eﬁﬂ’”—% IJ —1

Proposicién 3.6.5. El precio de una opcién put en la fecha de vencimiento T', es una variable

aleatoria cuadrado integrable bajo la probabilidad Q.

Demostracion.

Por demostrar que h = (K — S)4 es una variable aleatoria cuadrado integrable bajo
la probabilidad Q.

EQRY) =E(Kk -S7)4]; K>0 y KeR
< EY[K7

= K2 < co.
En conclusién, el valor de una opcidn call en el tiempo ¢t estd definida por la expresion

EQ [e_"(T_t)h

.7-‘,,] donde h = (Sp— K)y = f£(S7)
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3.7 Modelo para Opciones sobre Acciones que no Pagan Dividendos

El problema de la valuacién de productos derivados consiste en proporcionar el precio justo
a la opcién financiera en cualquier momento del tiempo, ya que cada producto derivado
estd definido con respecto a su pérfil de pagos terminal, el cual es positivo y Fy-medible
bhajo la probabilidad Q. Por lo tanto, en cada intervalo de tiempo, el precio de la opcién

estd dada por el valor esperado condicional terminal bajo la probabilidad Q.

Pero antes de calcular este valor esperado que nos servird para derivar el modelo de

Black-Scholes demostraremos la siguiente proposicidén que serd de gran ayuda.
Proposicién 3.7.1. Sea
S, = SgeWet(n=1" N ¢y ¢ 0,7] y Wy=W;+ (E5)¢

entonces
Sp = Spe”(T—1) (W —We)—3a%(T—1)

Demostracion.

Sy = Sgeo e+ (-1
_ SOeUWT-—(;1.-—7‘)T+(,(1,-—%0’2)T
— Spe"WrH(r—3o*)T
_ Soeal?l’g+(r——-%crz)t O (Wr=We )+ (r—§a® ) (T 1)
_ SOeULV,-{-(u—r)t-{‘(rf%az)t O (Wr =W )+{r—3o* HT~1)
_ SDeaW}-}-(u—%a’z)t . ?(Wr=Wi)+{r—40?)(T-t)

— Ste’r‘(T—-t) . eJ(WT—Wt)—%a2(T—t)

Proprosicién 3.7.2. El precio de una opcién call europea en el tiempo ¢, con fecha de

vencimiento T y precio de ejercicio K esta dado por
e(t, Sy) = SeN (dy) — Ke TT DN (dy)

donde

e

ln( )-}-(r-i-%cr?)(T—-t) _]n(%)—l—(r—%aﬂ(T—t)
B = VT = Yo oVT %
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Demostracién.
B9 [e= T 0h| 7] = BR [0 (57)| 7]
= gQ [e-?“(TAt)f (Ste’r‘(T—t) . ea(l'VT—I’T/t)—%UZ(T-—t)) ‘ﬂ] _

Puesto que S; es una variable aleatoria Fe-medible y (W7 — W} es independiente de

F; bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo t como una funcién

de St y t.
e(t, St) = EQ [E—T(T—t)f (SteT(T—f.) _ea(ﬁ’T—Wt)—%a2(T—t))]

- g9 [e—?‘(T—t)f (SteT(T—t) _eaV—VT_t—%Uz(T—t))]

ya que Wr_; se distribuye N (0, T — t) bajo la probabilidad Q, entonces

! -e_%(’ﬁ%)dw

c(t, 8¢) = / e 7Tty (Ste"(’-"—t).eaw-%az(fr_t))
e V2 (T — 1)

cuando Wr_y = ZVT —t y Z se distribuye N (0, 1), entonces

o0
e(t, 8¢) = [ e " (Tt) ¢ (SteT'(T_t) g7V T"f‘_%a2(T_t)) L,._ S LY
7 oo J \/271’
oo o 1
_ [ @y (5,7 (Tt or/T=E-4o*(T—1) _ po 1 -1y,

—o \ J+ V2r
e 1

oo + V27

Supongamos que 7 = T — t, entonces
e(t, St) = fm (Stem‘/’?—%a%Jr - Ke“”') L e~ d;
, —oo + 27

50 (sarnsrbr )|
+

= gQ [(Steazﬁ“%"QT — [\’e_m—) lsr>r| .

—

Usando el siguiente lema:

E[(ST - K)4] = E[(ST - K)ls,>K]

donde
1, s Sr>2K

lsr>k =
(0, en otro caso.
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es una funcién indicadora y la esperanza de una funcién indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento representado por la funcién indicadora ocurra.

2

En este caso, la condicion 1g,. > es equivalente a:

entonces
(:(t, Sr) = EQ
= EQ
= gQ
= EQ

2
lsr>x = {w € N85 T30 _ KeTTT > O}

_(Steza'\/;—-:zo' T _ I{P rT

w € 1 Ste”‘/’—'_%az" > Ke_”'}

{
= {w el 2o VTH(r=4o%)7 = (S%)}

5 2
= {w €N:zoyT>In (Sﬁt) — ('r - —21—02)7}
m{&Y - (r- 1527
:{weﬂ:zz St) ( 2 )
o7
ln(& +(r—316%)r
:{wEQ:zZ— K) ( )
o/t

={weR:z2>—-d}={we:z+dy >0}

Liweo: z+dz>0}]

—(Steza T—§or _ Ke 'r"r) ]-{weﬂ 2> dz}] Z ~ N(0,1) bajo Q
(stewﬁ—%a ‘ ) lweaz2-dz)| i —Z ~ N(0,1) bajo Q

1{w€ﬂ z<d2}}

. 1 L
IS e—zcr\/'i_'—-é-crz'r _ Kewﬂ') B dz
( ¢ \/27r
12 (Ste_'ﬂ'z —20VT=§0'T _ [ =TTe—3
ﬂ'
da

E=L8

—00

1.2
2% dz

dz
2 1 _

‘€
oo V27

1)
1 _L(zz+2zo'\/—+0'2‘r) - /d
.e” 2 T dz — Ke™™

da
L e_%zzdz.

—%_:—_. . e_%(z'l"a‘/;)zdz — Ke_”/

V2 271"

2 Qeman, E., N. E. Karaoui, and J. Rocher, (1995), Changes of Numeraire, Changes of Probability
Measure and Options Pricing, Journal of Applied Probability, 32, pp. 443-458.
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Sea N (d} la funcién de distribucion normal acumulada, es decir;

I
N(d) = —E—/ e_gz dZ
—00

entonces

do

: 1 2

C(t, St) = Stf = e—g(z—i-cr\/'_r—) dz — Ke_'TTN(dg).
—_—0 \/27r

Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio de variable.

Seav =2z+0y7, dv=dz como z <dy == v <ds+ o/, enlonces

c(t, St) = S ce"2 dy — Ke TN (d2)

—oo V2T
= SN (da+ o/7) — Ke™""N(d2)

si definimos dy =dg + 0T y 7 =T —t, entonces

e(t, 81) = SN (dy) — Ke "IN (da)

donde
In (%ﬁ) + (r+ 308 (T 1)
d1 = ovi —t
¥y
S 2
4o In (RL) + (7 — 500) (T —t)

El precio de una opcién put se deriva de la misma forina sélo se tiene que cambiar el
perfil de pagos terminal el cual estd dado por su valor esperado condicional terminal bajo

la probabilidad Q como sigue:

E* [e—"“('f—t)h | Ft] - E* [e-"(T—*)f(sT) | Ft] donde h = (K — S7)4+ = f(ST)
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Proprosicion 3.7.3. El precio de una opcién put europea en el tiempo ¢, con fecha de

vencimiento 7' y precio de ejercicio K estd dado por

p(t, S¢) = Ke T TON (—dy) — §;N(—d,)

dende
S S
o In (-RL) + (r + —%02) (T —t) o In (R’t) +(r— 302 (T — 1)
1 ovT —1t Y 2 ovT —t
Demostracion.

EQ [e —T(T-t),

ﬂ] — g [e-’"(T-t) £(ST) ft]

= EQ [T (56T e (Wr =) —hatT0) 7]

Puesto que S; es una variable aleatoria Fi-medible y (WT - I/f/t) es independiente de
F: bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo ¢ como una funcion

de Sy y t.
p(t, ) = E° [e—f‘(Tft) £ (Se7@0. o (We )4 (-0)]

_ gQ [e—r(T—t)f (SteT(T—t) _eoﬁfq-_t—%a'z(T—t))]

ya que Wr_; se distribuye N (0,7 — t) bajo la probabilidad Q, entonces

o _ _ . 1.2 1 __l(w_)
p(t,St) =f e (T t)f (SteT (T—t)'eaw—gcr (T—t)) s 15 =J P

V2r(T —t)

cuando Wr_; = ZVT —t y Z se distribuye N (0, 1), entonces

o . 1 y
n(t. 8) = —r(T—t) (S r(T—t) oz T—t—io'z(T—t)) Y
p(t: S /—ooe F (B ° Vir ¢ ¢

= r(T—t) r(T—t Tet—Lo%(T—1) 1 Lz

B /OO (KC_T(T_t) — 54e”” T_t_%az(T_t)) —,—1 e~ 8 s

—00
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Supongamos que A =T — ¢, entonces

o 1 1,2
t,S8¢) = (Ke—?.’\ - 8:e%% A—%az’\) eT 2% dy
pe.50 = | * Vo

W —00

= B [(KC_M - Ste“zﬁ—%a”) ]
+

= EQ [(Ke—”‘ - Ste‘”‘/x‘%"”) 11{2&«] .
Usando el siguiente lemas:
E[(K - S7)4] = E[(K — S7)1Kk>s5/]
donde

1, si K > 587
lg>sp =
B 0, en otro caso.

es una funcién indicadora y la esperanza de una funcién indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento representado por la funcién indicadora ocurra.

En este caso, la condicién 1x>g,. es equivalente a:

l>sp = {w EQ:Ke ™ — §,e?7VA—To%A 5 0}
= {w €N:Ke™™ > S,,e”‘/x—%”g)‘}
_ {w € Q:eroVRH(r—ho ) < (_SK_')}
={we iVt (- fo?)r < (£)}
={we:iwVism(§) - (- 122}

={wEQ:z§—dg}:{wEQ:z—i—ngO}
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entonces
. —r _ 1,2
p(t,8) = EQ [(I‘e A e VAT A) 1{uenzz+d2§0}]

= EQ [(I{G_TA — Stezﬂ'\/j\'_%aﬂ,\) l{wegzs_dQ}] ; VALY N(O’ 1) bajO Q

—dy
= / (Ke_’"’\ - Stew‘/__%o2’\) ~1— LeTEF s
V2

—o0
—d
:/ : __15__ (I(e—-vk ——z2 . Sfe—lz +zavA— 102)\) dz

—dy
—Ez dz — Sf 1 . e—-;—(zz—Qza\/:\-+02)\)dZ

=K —rA
© / —oo V2w
_ i —d —1(r—aX)?
=Ke “\/‘ e 21’z‘zdzﬂ--S,t] e )dz
Jeoo V27

Sea N (—d) la funcién de distribucién normal acumulada, es decir;

1 [ e
N(—d) = —E/ 6_52 dZ
—00

—d2 1 1 2
p(t,St) = I{e_TAN(—dz) — 5 / —_—. e—i(z—aﬁ) d

entonces

Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable.

Seav =2 — ar\/x, dv=dz como z2< —-dp — v <-— (d2 + or\/X), entonces

;Y _d2 0’\/—- 1 1..2
t.8;) = Ke "™ N(=dg) — § ety
pit, Se) = K™ N (=da) — 5 ]_ et
= Ke "N (—dy) — §;N (—d2 - ax/X)

si definimos dy =dga + oV A y A =T —t, entonces

p(t,8) = Ke TT=ON (—dg) — $yN (—dy)

donde
; _ln(%—t)+(v+; (T —¢)
- ovT —t

y
; _ln(%’i)-’r(r——%az) (T —1t)
2T ovT — 1



4. EXTENSIONES DEL MODELO DE BLACK-SCHOLES

En la seccién anterior se trataron opciones sobre activos subyacentes que no producen cos-
tos de transaccion en el momento de la operacién. En esta seccidn se extenderd el método
para aplicar el modelo de Black-Scholes para otra clase de activos subyacentes debido a
que en los mercados financieros existen una gran variedad de instrumentos financieros que
pueden ser protegidos con opciones financieras tales como acciones que pagan dividendos
continuamente, futuros de bienes, futuros de divisas y acciones cuando la tasa de interés

es estocdstica haciéndose algunas modificaciones simples al modelo.
4.1 Modelo para Opciones sobre Acciones que Pagan Dividendos

En el capitulo anterior se desarrollo el modelo de Black-Scholes aplicando el método de
martingalas bajo el supuesto de que la accién no paga dividendos durante la expiracion de
la opcién. En esta seccidn, se considera el caso cuando la compania paga dividendos en
forma continua a los accionistas y ademds son conocidos, es decir, se asume que la accién

S¢ paga dividendos a una tasa constante «.

Para encontrar la dindmica que describe §; cuando existen pago de dividendos se

consideran los siguientes modelos

dSt = [LStdt =+ orStth (411)

SF = et (4.1.2)
Aplicando la férmula de integracién por partes a (4.1.2) se tiene que
dS; =d (e™Sy)
= e™dS; + Sid (™)

= e (1St + 0 S dWy) + ret S dt (4.1.3)
= e"S; [(1 + w)dt + odWy

Il

S [(p+ k)t + odWy] .
La dindmica que describe el activo libre de riesgo estd dado por
dBt =T‘Btdf} (414)
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entonces las soluciones tinicas de (4.1.3) y (4.1.4) son las siguientes

S: — SSEJWL+(It+n—%o-2)t (415)

B,=¢ con Bp=1 (4.1.6)

respectivamente. Si suponemos que ¢ € Ry r,0 € RT son constantes.

Ahora si definimos el siguiente proceso, como el valor presente de un activo con riesgo.
5 -1 —rt
S;=B; 8 =e "5}, (4.1.7)

Otra vez aplicando la férmula de integracién por partes a St se tiene que
dS, =d (e7"8))
= e 7S] + S7d (e7)
= ¢ 7 (pSidi+ o SAWL) - re TS 1 (4-18)
=e "8 (1 + & ~ 7)dt + adWy]

= Sil(p+k —7)dt 4+ odW,].

Si hacemos la siguiente transformacion

t
W =W;+ / sds (4.1.9)
0
entonces - : . .
Wy =W, — / 0,ds (4.1.10)
0
y
dWy = dW; — 6¢dt. (4.1.11)

Sustituyendo (4.1.11) en (4.1.8) se tiene que

dS,

Sy [(,u +x—r)dt+o (dﬁf,g - tht)]

_ il (4.1.12)
=5 [(,u + K& ~7r ~gf)dt + adW’t] )
Si hacemos g+ k — r — 08, = 0, es decir, 8, = Elr-(;r. + k — 1), entonces
dS; = 0 5:dW; (4.1.13)
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si
= 1
We=We+ —(p+r—r1)t (4.1.14)
o

Sustituyendo {4.1.14) en (4.1.7) se tiene que

gt _ e—r‘tsgea\wvr+(;a.+n—%02)1‘,
_ S*@J‘.’i’t+(p+fc—r—%o’2)t
- *~0

4.1.15

_ S*eﬂ'Wf—([l-+ﬁ—r)t+(]l+ﬁ"r'—%Uz)t ( )

- ~0

— Sa:ecrﬂ/t—%—a%

la cual es una martingala por la proposicion 2.5.4.

Proposicién 3.7.1. Sea
- 1
§7 = S5t =) e 0T y W= W+ —(ntr—r)t
T

entonces

Sp = Spe” {T=) . o@(Wr =Wt ) =(s+§0*)(T=t)

Demostracion.

S} _ SSeaLVT+(p+n—%a2)T
_ Sseal/'_i’-r—(,u+fc—‘r)T+(u+m—%o’z)T
- SSEaWTﬂr—%a?)T
— SaeaW,_+(r—a;-02)t _ ea(WT—V_Vt)+(r—%0'2)(T—t)
_ 86eoW,-}-(u-f—rc—r)t-{-(r—-%az)t ) BG(WT—ﬁ’t)-lw(r—%oj)(T—t)
— 5660“’a+(.r.1+n—%02)t e (Wr=We)+(r—§o?)(T—1)

— S:er(T—t) e Wr =W )-§a*(T-t)

de la ecuacién (4.1.2) Sy = e"tS;, entonces §% = e*T S

Por lo tanto

ST — SteT(T—t) . eG’(WT—ﬁ’})—(&-{-%Uz)(T—t)'
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Proposicién 4.1.2. El precio de una opcién call europea en el tiempo t < T sobre una accién
que paga dividendos continuamente a una tasa constante « durante la fecha de expiracién

de la opcidn estd dado por
C(t, Sf) == SLE_K'(T—t)N(dl) - I(E_T(T—t)N(dg)

donde

In(38) + (r — s+ o2 (T —t)
() bmseih

y do=
a\/T—t

Demostracion.

EQ [e —T(T—t)y,

Fi| = BR [T (37) |7

o [e—T(T_t)f (SteT(T—t) .e“(“’T—Wt)—(H%"z)(T_t)) \ﬂ] '

Puesto que S; es una variable aleatoria F;-medible y (WT —W t) es independiente de
F: bajo la probabilidad Q, es posible conoeer sn precio en el tiempo ¢ como una funcién
de St Yy t.

(,'(.'t7 St) = EQ [E_T(T‘t)f (SteT(T—t) R eo'(ﬁ’T-—ﬁ’z)—(K,-{-%oj)(T—t,))]

- gQ [e_r(T_t)f (SteT(T—t) . eaﬁ’r_;——(nﬁ-%oz)(T—t))]
ya que Wr_; se distribuye N(0,T —t) bajo la probabilidad Q, entonces

C(t,St) = f e—?"(T—t)f (SteT‘(T—t) . eo’w—(n-{—%gz)(T—t)) ____1__.____ ) e—%(%) dw
—oo

cuando Wy y = ZVT —t y Z se distribuye N (0, 1), entonces

OO
c(t, Sy) = / e_"r(T_t)f (Sr.eT(T_i) . eaz”T_t‘_("+%"2)(T_t)) —\/12_ e ¥,
] m
- [T e (s (e 1) L e,
-0 + \/21r
=/ (Steaz\/'f_—t—(&+%ag)(T—t) B Kewr(T—f.)) L iy,
—oo +V2x
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Supongamos que 7 = T — ¢, entonces

oG
o(t, §¢) = / (Sper=vPm(ette®)r Ke_’”T)Jr \/127r e
o =00

A [(Steazﬁ—(m+%oz)f . I(e—rr)
+

— gQ [(Steaz\/ﬂ_'—(fi+%°2)" — Ke_’"r) 131‘21(] .

Usando el siguiente lema.:

E[(S7 - K)+] = E{(ST — K)sr>k]

donde

1, si S > K
ls,>x =

0, en otro caso.

es una funcién indicadora y la esperanza de una funciéon indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento representado por la funcidn indicadora ocurra.

En este caso, la condicién 1g.> x es equivalente a:

L {w € §peoVT—{rtic)r _ g > 0}
= [w 1 g VTl 5 geer)
= w eVt (K))
{w €EQ:zovT+(r—k— 3% >n (g—f)}
{w izoy/7 2 1n (s_{) —(r—n- %Uz)f}
£)-C-r-37-
avT

In St +(r—x—2¢2)1
—{weﬂ 2> — (() ( ? )

we:z> (

s

o7

={weN:2>2 —dy}={we:z+dy >0}
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entonces
e(t, Sy} = EQ (Steza\/_ rtgo)T _ Ke 'r‘r) 1{w€Q:z+d220}]
= gQ (Steza\/— rtgoi}T _ Ke-—r-r) 1{w€§2:z2—d2}] . Z ~ N(0,1) bajo Q

B EQ (Sfeza\/— rc-f-%cr T o 1{w€Q:—z2—d2}]; —Z NN(O:l) bajo Q

— EQ (Steza\/_ ﬁ+%0' )'T _ Ke—‘r’n") 1{weﬂ:zsd2}]

d 2 1 1,2
[ (st o) i,
/_'oo ( * 27T

dz
/ ! (Ste Lem 3 mzeVTofotT _ Ke_wc_%zg) dz

dz 1 dz 1
= Ste™"7 — e~z (FH2ovTroT) g, Ke_”'/ e ds
“ 1 “ 12
= S;e” "7 - _5(z+a‘/") —Ke T ceT 2% dz.
27 —oo V27
Sea N (d) la funcidn de distribucién normal acumulada, es decir;
1 d 1,2
Nd)= —= e 2% dz
entonces
4 4 )
e(t, Sy) = Sie™"" f eV 4y - K e ().
-0 V21

Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio de variable.

Seav=z+4+0y71, dv=dz como 2<ds => v <ds+ o/, cntonces

datovT 2
et, Sg) = Ste_”/ —— e 2V dv— Ke 7N (ds)
—00 \/271'
= S1e”VN (da + 0v/T) — Ke™ "N (d2)

si definimos dy =dgo +o+/7 y 7=T —t, entonces
c(t, St) = Ste_K'(T_t)N (d]_) - K”B—T(T_t)N((ig)
donde

o) 2
In (-I_(L) + (7‘ — K+ %o“)) (T - t)
d] = y dg =

In (%) + (r — K- ;-l;ag) (T ~t)
oVT —t '




Proposicién 4.1.3. El precio de una opcién put europea en el tiempo t < T sobre una accién
que paga dividendos continuamente a una tasa constante » durante la fecha de expiracién

de la opcién estd dado por

p(t.Sy) = Ke "I N(—dy) — Spe ¥ TN (—d;)

donde
5 In (%@) +{r— &+ 303 (T - t) | In (%t) +(r—r-— %02) (T —t)
1= ovVT — ¢ ¥ 2T ovT —1t
Demostracion.
E® [e_T(T_t)h ft] = E9 [e_T(T_t')f(ST) .7:}]

— g9 [6—7‘(T—t)f (Ste?‘(T—t) , ea(WT—Wt)—(fH-%a?)(T—t)) 'ft] _

Puesto que Sy es una variable aleatoria Fe-medible y (Wg — W) es independiente de
F: bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo ¢t como una funcién
de S; y t.

p(t. ) = BQ (o770 (53700 oo (Wr =) ~(medef)r=0) |

_ BQ[o 1T (5,670 7 Wei—(rio?)T-0)]
ya que Wr_; se distribuye N (0,7 — t) bajo la probabilidad Q, entonces

® Tt P (T—t) —(rt+a? YTt 1 -3(+#%)
p(f.St):f e ( 'f(Ste ( LefWART YO )——_——'8 s\ T— dw
—

V2 (T —t)

cuando Wy_y = ZVT —t y Z se distribuye N (0, 1), entonces

p(t, S¢) = foo e—r(T—t)f (Ste'r(’r—t) . edz\/T—t—(n+%02)(T—t)) 1 -em%zzdz

v 2n
* —r(T-t) { ;- T (T—t) ozvT—t—(r+ia® HT—1) 1 —4,?
:/;Doe '(Iﬁ—Ste e 2 ')+E'6 2% dz
o0
ST (b _ 1 _1
= /_Oo (Ke_T(T_t) ~ 52Vt (et ) (T f))+._27r Pt S
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Supongamos que A = T — ¢, entonces

(s u]
1 1 1.2
t, S = (K —TA —_ S eO'Z\/X--(n-f‘igz),\) . e—fz dZ
P( t) ./—oo ) ' + V2r

_ 5° [(Ke—r* - Sy A (o)) }
+

= gQ [(Ke—"‘" - Ste‘”‘ﬁ'("“*%“z)") la-st] .
Usando el siguiente lema:

E[(K - S7)+] = E{(K — ST)1K>5,]

donde

1, si K >58¢
lg>sr =

0, en otro caso.

es una funcién indicadora y la esperanza de una funcién indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento representado por la funcién indicadora ocurra.

En este caso, la condicidn 1x>y,. es equivalente a:
} _ 1.2
lx>s, = {w cN:Ke ™= Stezcr\/X (w+do )A > 0}
= {w Q:Ke ™ > Stegzﬁ“(”+é“’2))‘}
— {w zo\/x+(r—n——%02))\ < (g)}
- i

{w za\/—-l—(v—h—ga )\<hl(—SI‘T)}
{w za\/xgln (%)— (T—h — lar

2
ln(S;) —(r—n—%aq))\

={w€Q z <
av A

%))

—I—5)+(;—h——a A
avA
={weN:z2< —do}={we:z+ds <0}

lu(
we: z<—
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entonces

p(t. Sy) = B9 [(I(e‘r" - Ste”‘/x_("*%”z))\) 1{w€ﬂ:z+d250}:|

= EQ [(I{C_rz\ — Steza\/:\-_(ﬁ'{'%GZ)A) 1{&«‘50225‘—!12}] ; YA N(O, 1) bajO Q

—ds

—

2 1 1,2
(I(E—T‘)\ _ Steza\/x—(m+%a' ))\) — e 3%y
V2r

oo 2r

—d
= ’ (Ii e EE gy em -e—%z2+za\/)_\—é—az,\) dz
— 00
dQ w
= Ke"")\f \/:;_ P T dz — Ste-n)\ / % . e_%(22—2205+02A)dz
T J—co T
dz 1 1.2 —dy 1 L \/X2
= Ke™ 1)\/ -5z dz_Ste—nA LI 2(2 o )dz_
oo ¥V 27!' oo /_27]_

Sea N (—d) la funcién de distribucién normal acumulada, es decir;

1 _d
N(—d) = ﬁ‘f—;/ 6—%22d2
-G

entonces
_([2 1

-c_%(z_aﬁ)zdz.

£,8:) = Ke T N(—d —se—”"/
IU( t) ( 2) t - \/2_7r

Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable.

Sea v =2z— o\/x, dv =dz como z< —dy = v <-— (dz +cr\/—}:), entonces

—da—a VA
- 2 1
p(t, S¢) = Ke"”\N(—dQ) _ Ste_""/ L -2,
—o0 \/271'

= Ke ™ N(—dg) — Sie~ "*"N( dg — o )
si definimos d1 = da + avV'A y A=T —1, entonces

p(t, S)) = Ke "I ON(~dy) — Spe TN (—dy)

donde
W) b im0 m() e de
P VS 2 g dym K 2
1 VT —1 oVT —t l



4.2 Modelo para Opciones de Futuros

La modelacién de opciones de futuros es sencilla a diferencia de otros instrumentos fi-
nancieros ya que los contratos de futuros son liquidos y operan continuamente cuando las
bolsas de productos derivados estdn abiertas, permitiendo a los operadores de opciones el
acceso a los precios de los activos subyacentes que estan muy activos. Bajo este esqueia
pueden operarse opciones de subyacentes de caracteristicas complicadas en el mercado de

materias primas (commodities), como los productos agropecnarios y de enérgeticos.

Para encontrar la dindmica que describe el precio de los futuros f; se considera que
el modelo de precios de un activo subyacente S; estd representado por el movimiento
Browniano geométrico

dSt = uSidt + o SdWy. (421)

Ahora los precios de los forwards estan dados en términos de los precios de los bonos

como
St

Fp= ——t
T BT

t e 0,77 (4.2.2)
donde T* > T es la fecha de entrega y por la proposicién siguiente.

Proposicidén 4.2.1. Si el proceso del precio del bono es predecible, el mercado de futuros

y spot estd libre de arbitraje si y sélo si los precios de los futuros y forwards son iguales

para cada activo subyacente y t < T,

fs{t,T) = Fg(t, T)
entonces
fo=Fp= 8™ h, (4.2.3)

Asi que aplicando la férmula de integracién por partes a (4.2.3) se determina la

dindmica para los precios de los futuros

dft =d (StET(T, '_t))
== 81‘(T* _t)ng + Std (BT(T* _i))
= e"(T‘_t)(;r.Stdt + o S5:dW,) — 7‘eT(T*_t)Stdt (4.2.4)
= $,e™ T "D (11 ~ »)dt + odiVy]

= (p — r)fidt + o frdW,.
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donde la solucién tnica de (4.2.4) es

ft — fOe(J'Wf,"'(H—T—%O'z)t‘ (42.5)

Si hacemos la siguiente transformacién

t
Wy =W, + f f,ds (4.2.6)
0
entonces
t
Wy =Wy — / f,ds (4.2.7)
o
}f
dW, = dW; — 8,dt. (4.2.8)

Sustituyendo (4.2.8) en (4.2.4) se tiene que

dfe = (g — 7) frdt + o fo(dW, ~ 6,dt) '
(4.2.9)

= (,!.L - r - O'Gf,)ftdt + G’ftdl'fft.
Si hacemos p — r — of; = 0, es decir, §; = %(,u, — 1), entonces
dfe = o f1dW, (4.2.10)
si
- 1
LVt = I’Vt + ;(,LL - ’J")t. (4211)
Sustituyendo (4.2.11) en (4.2.5) se tiene que
o = fooHr=4e?)
— foeo'Wt—(#*T‘)L-i-(,u—r—%az)t (4212)

= fpe®Weimio"t

la cual es una martingala por la proposicién 2.5.4.
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Proposicién 4.2.2. Sea
; - 1
ft — foeaW:‘i"(N—%crz)t Yt € [0’ T] y W = W + "'(,H - ?‘)t
o

entonces
fT —_ fteo“(‘ifT"Wg)-%Uz(T-t)-

Demostracién.
fr = foeWrtlp-r=4s*)T

B (e P
_ foeaWT—-%agT
_ foeaw —40%t | o(Wr—W,)-}a¥(T-1)
— fOeU"Vt'f'(l‘-"T)t—%UQt . ea(Wq-—ﬁQ)—éaz(T—t)
_ foecht+(;L—r—%02)t O (Wr W)~ 40 (T—1)
= fteg(WT‘—Wt)*%crg(T—t)

Proposicién 4.2.3. El precio de una opcién call de futuros en el tiempo ¢, con fecha de

vencimiento 7' y precio de ejercicio K esta dado por

c(t, fo) = e T (N (d1) — K N (d2))

donde
In ({?’) + 20T —t) In ({(i) — LoT —1t)
dy = - y do= -
: oVT = ¢t - ovT —t

Si suponemos que el vencimiento del bono es igual a la fecha de vencimiento de la

opcién, es decir, T* =T

Demostracidn.

EQ [e_T(T_t)h

J—}] = EQ [e—T(T“t)f(fT)‘-ﬂ]
= gQ [e‘”T‘*)f (ft - ea(ﬁ’T—ﬁQ)-%a"‘(T-t)) ’ﬂ] -

Puesto que f; es una variable aleatoria F;-medible y (lff/ T —W f,) es independiente de
Fi bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo ¢t como una funcién

de f; y ¢.
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oft, fs) = B9 [e—""(T—”f (ft - e“(WT’Wt)"%JQ(T”t))]
= BR[O (. e het )|

va que Wp_, se distribuye N (0, T — t) bajo la probabilidad Q, entonces

. _ = —r(Ir—t) _ow—3io%(T—1) 1 . —l("‘_z,_)
ﬂ(*:ft.)—‘/_ooe f(ft e’ 2 )—"__’_—__%r(’l‘—t) e \T="/dw

cuando Wr_; = ZVT —t y Z se distribuye N (0, 1), entonces

eft, fi) = e T t)/ L oo2VT—t %aQ(T—-t)) 1 e,
2
0T (T—1) orVTE-40%(T—0) _ [ L P
/ +Vor © ’

Supongamos que 7 = T — t, entonces

—rT ® gz /T—3a%r 1 —1.7
e(t, fi)y=e (ft-e 2 —K) ceT 2% dz

oo +
- EQ [e—r‘r (ft . 6"2\/_":'—%021' _ I() :1
+

= gQ [G_TT (ft . eozﬁ_%azT — I() lfTZK .

S

[

Usando el siguiente lema:

E[(fr— K)4]=E[(fT — K)lfr>K]

donde

1, si fr>K
Y

0, en otro caso.

es una funcién indicadora y la esperanza de una funcidn indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento representado por la funcién indicadora ocurra.

9 ESTA TESIS NO SALE
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En este caso, la condicién 15>k es equivalente a:

It
——
£
m
o~
™
Q
oy
v

=
PN
i
S’
+
q
(3]
-.‘
\W_’

entonces
_ 152
elt, fi) = EQ |7 (ft eFIVTTIOT K) 1{w€ﬂ:z+d220}]
— Q[T (ft . eFOVT—4otT _ K) 1{w€ﬂ:22—d2}} . Z~N(0,1) bajoQ
=EQe™ (ft - e*? TgotT _ K) 1{w€ﬂ:—z2—dg}] ; —Z ~N{0,1) bajo Q
-~ pQ | (ft p¥ONT—50°T I\) l{weﬂ:z<dg}:|
—_TrT /d2 (f —za\/'F—laz‘r I() 1 "%sz
- e e 2 — L e FA
—c0 ¢ V2T
d2 l 1,2 1.2 1.2
=e—T"J’/ (ft.e—fz —?.'0'\/‘?—50' T _Ke-~2-2 )dz
—00 2'17
d ) d.
=fi-e” 7 2 —1_ e E(FH2oVTrET) g g / L e~ dy
— 00 \/ m J —opo V27T
d p o
=fr-e7"7 / —1— : er%(z-}'aﬁ)zdz — Ke_m-] ! . e_%zzdz.
J—0oo V 2% —00 27

Sea N (d) la funcién de distribucién normal acumulada, es decir;

Y
N(d) = E/ e"fz dz
—0o0
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entonces P
21 1 2
e 2(=HVT) 4y KN (do).

e(t, ft) = ft- 647]

oo V21
Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio de variable.

Seav=z+0y1, dv =dz como z<ds = v <ds+ o/, entonces

dato /T 1 t,2
e(t, ft) =ft'€_”[»m m-egiv dv — Ke ""N{(d3)
=fi-e7""N (dg+0VT) — Ke7"N(da)

si definimos d; = dg +o/7, 7 =T —t, entonces

e(t, fs) = e I (fN (d1) — K N(dg))

donde
In ({Tt) + 20T — 1) In (%) — 30%(T —t)
dy = do = .
! ovT —t y 2 ov’T —t

Se puede observar que los pardmetros dy y do no dependen de la tasa de interés libre
de riesgo r, debido a que se define un portafolio libre de riesgo replicante que consiste de
una posicion en opciones de futuros y una posicién con un contrato subyacente de futuros

que compensa. Por lo que no se requiere de una inversién inicial. !

Proposicion 4.2.4. El precio de una opcién put de futuros en el tiempo ¢, con fecha de

vencimiento T y precio de ejercicio K esta dado por

p(t, fr) = e T (KN (—d2) — fiN (—d1))

donde
In (%) + 50%(T - t) In (%) - %02(’1‘ —t)
= ovT —t y d2= a\/ﬁ
Demostracion.

B[00 7] = B [T 1 (f1)| 7|

— EQ [e—‘i’-(Tﬁf,)f (fr, ) ea(ﬁfT—W,)—%az(T—t)) ‘ft] ‘

1 Bingham, Nicholas H. and R. Kiesel, (1998), Risk-Neutral Valuation: Pricing and Hedging of Finan-

cial Derivatives, London, Springer-Verlag,.
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Puesto que f; es una variable aleatoria F;-medible y (ﬁ/T -W t) es independiente de

Fi bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo ¢ como una funcién
de ft vy i.

p(t, f1) = EQ [e—T(T_t)f (ft, - e"(WT—Wt)'%Uz(T—t))]
= gQ [e—T(T—t)f (ft eWr- —%a""(T—t))]

ya que Wr_; se distribuye N (0, T — t) bajo la probabilidad Q, entonces

(t _ *® —r{(T—1) . pOw— o (T—t) 1 _%(’f'u—if-)d
p,,ft)_/;ooe f(fte 2 )\/—2?(—-——11__5.6 w

cuando Wy_; = ZVT ~t y Z se distribuye N (0, 1), entonces

” Lo (T 1 1.2
p(t,ft) = / e—T(T—t)f (ft . eG’Z T-—-t—io' ('] _t)) ) e_?z dz

var
o0 12 1 1,2
— e—?‘(T—t)/ (K _ ftecrz\/T—t—gcr (T—t)) e 27 ds
—00 + \/271'
Supongamos que A = T — ¢, entonces
o0
fop —rX f {r gzvA—1a?) 1 ~Lz%
pit, fi)y=e " K—fi-e 3 ~eT 8% dy

3

/

= E9 l:e_r’\ (K — ft -e”‘/x_%az)‘)
=9 [e_ﬂ (K —fr 6”‘55%02)\) Ksz] '

Usando el siguiente lema:

E{(K = fr)+] = E[(K = fr)lKk>fs)

donde

1, si K > fr
lwzfr =

0, en otro caso.

es una funcién indicadora y la esperanza de una funcién indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento representado por la funcién indicadora ocurra.
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En este caso, la condicion 1x> ¢, es equivalente a:

entonces

lx>pr = {"“’ EQ:K — fy VA3 5 0}

fi
e,
£
M
=

il
/—;:H " —
m
=
N
A
|
=3
L
e
~——
[ NI
o
b

{we:z2< —do}={we:z+dy <0}

2
p(t, fi) = EQ [e_’”’\ (K - fi- ez"‘/x_%" ’\) l{wesz:z+d250}]

= EQ [E_TA (I( — fi- ezoﬁ_%OZA) 1{weﬂ:zg—d2}] A N(()' 1) bajo Q

—ds

oo V2T

.e_

(K - ft ezaﬁ—%a"’,\) L e~2% dz

Ver

— (Ke_%z? — - e‘%22+z°\/x‘%"2") dz

~dy
2 1 2
e 28 dy — fe - e—r)\/ _e-—%(z —220\/X+02A)dz

Lo emevR)y,
—o0 YV 271' ¢ “

Sea N (—d) la funcién de distribucién normal acumulada, es decir;

1 ™ i
N(—d)="‘\/§/ e 2% dz

entonces

P(t, ff) = KE_TAN(._O{Z) - fy- e—n\f

—dy 1

—oo V2T

83



Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable,
Seav=z—0VA do=dz como 2 < —dy = v<— (dg + a\/X), entonces
;Y X _d2_a\/x 1 1,2
p(t, f1) = Ke ""N{—dg) — ft e " / ceT 2V dw
e ) .
= Ke ™ N(=ds) - fo- e ™N (—dg - a\/X)

si definimos d = do + or\/x, A =T — i, entonces
p(t, fr) = e " T (KN(=d2) — fi- N (—d1))

donde

In ({T') + 20%(T — 1)
d1 = do =
! aVT —t Y 2 ovil —1t

4.3 Modelo para Opciones sobre Futuros de Divisas

Frecuentemente, los inversionistas estdn interesados en los instrumentos financieros de
varios paises donde la exposicién al riesgo se presenta en términos de la fluctuacién del
precio de una divisa en términos de otra. Para hacer posible su cobertura se han disefiado
contratos cuyos subyacentes es una determinada moneda que se restringe a dos paises, ¢l

pais domestico con tasa r4 vy el pais extranjero con tasa re.

Sea By = e y Dy = ¢! los procesos de las inversiones iniciales o activos libres de
riesgo entonces la dindmica que describe a el precio del tipo de cambio Q4 esté representado

por el movimiento Browniano geométrico d-dimensional

th = ,[LQdit + O'QQtdI'Vt; con Qo > 0 (431)

donde pu o €8 constante, g, es un vector positivo de volatilidades y W; es un movimiento

Q@
Browniano estdandar.

La solucién unica de (4.3.1) estd dada por
Qt = Qg -e’? Wit(ng —3llog 1)t
donde |} - || denota la norma euclideana en R%.
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8i definimos el siguiente proceso @} como el producto entre el valor en el tiempo ¢
del activo libre de riesgo extranjero cuando se hace la conversién a la divisa domestica y

el valor presente del activo libre de riesgo domestico del tipo de cambio 2
Qr =eMedq,  vie[0,T). (4.3.2)

Aplicando la féormula de integracién por partes a (4.3.2) se encuentra la dindmica para

el precio de los futuros de divisas
dQ; = d (e,
=eTeTdl g0, + Q,d (B(T‘e—Td)t)
= e{Te~Ta)t (1oQedt + 0, QedWy) + (re — rq)eTe Tl Q, dt (4.3.3)
= e DG, [(1tg + 7o — ra)dt + 0 dIVy]
= Q3 [(#-Q +r, —rg)dt + chdI'Vt] con Qg > 0.

donde la solucién nica de (4.3.3) estd dada por

oy Wt+(!LQ +re—1d—4o® )t'

Q: =Qo-e Q (4.3.4)
Si hacemos la siguiente transformacion
W =W+ f&sds (4.3.5)
entonces Of_
Wiy = W, —/0 8.ds (4.3.6)
y
AW, = dW, — 8,dt. (4.3.7)
Sustituyendo (4.3.7) en (4.3.3) se tiene que
dQ; = Qf [(1g +re — ra)dt + o, (dW; — §,dt)] 38

= Q} [(,LLQ + re — Tg - O'QHt)dt + aqdﬁft] .
Si hacemos jiq +7e —rq = 050 = 0, es decir, 6; = Elc;(#o + re — 74), entonces
dQ; = 0oQ¢dW; (4.3.9)

si

_ 1
Wi = Wi+ —(1g +re - ra)t. (4.3.10)
g
Q

2 Musiela M. and M. Rutkowski, (1997), Martingale Methods in Financial Modelling, Springer-Verlag
New York, Inc.



Sustituyendo (4.3.10) en (4.3.4) se tiene que

0t = . o7 ek )
- QO . ech ﬂl’"_(“Q-{-TB_T‘d)t-*_(“Q+Te_7‘d—11f02Q)t (4311)

3 2
aQVVt—%cht

=Qo-e
la cual es una martingala por la proposicién 2.5.4.

Proposicién 4.3.1. El precio forward de divisas F(¢,T) en el tiempo ¢ para la fecha de

entrega T estd representado por la siguiente férmula

ft = F(f,T) = e(rd_‘rE)(T_t)Qt, vt S [0, T]

Proposicién 4.3.2. Sea
g dig? - 1
Q: =Qp- eUQWt+(!LQ+Te e QO'Q)t Vit e [0: T] y Wi =W, + _(n“’Q 4 re -~ frd)t
a
Q
entonces

G'Q (Wg—Wx —%0"22 (T—t)

Qr=fi-e
Demostracion.

—pg—_Llg?
Q}‘=Q0‘60QWT+(”Q+T8 Td §UQ)T

) eaQ WT—(;LQ +Te—Td)T+ (;LQ +Te—Td— %02 )T

= Qo <
x 1.2

=Q0-60QVV —EO'QT
T, 1.2 1 1, 1.2

= Qg 7oVt (rguraramheQ)t | g (Wr—W)—fof (T-)
— Q;“ , edQ(WT—ﬂQ)—%a; (T~t)

Por la ecuacién (4.3.2) se sabe que QF = e{"e="d)Q, entonces Q1 = =TT Q.
Por lo tanto

a o (W —W, )—éaé (T—t)

Qr=fi-e
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Proposicién 4.3.3. El precio de una opcion call de futuros de divisas europea en el tiempo

t, con fecha de expiracion T y precio de ejercicio K estd dado por

e(t, f1) = e 74T (£, N (d1) — K N (d2))

donde

=

In o2 (T —t) m(ll _1a2(T )
dlz()ZQ y dg= K)EQ

T T—1 o, T — ¢

Dermostracion.

EQ [e —ra(T-t},

Fi| = BR [e T f(Qr) 7|

_ EQ I:e_rd(T_t)f (ff ) eo‘Q (I’T”T—ﬁft —-%a’zo (T-—t)) }ff] '

Puesto que f; es una variable aleatoria F;-medible y (I'T/T — Lf/}) es independiente de
F¢ bajo la probabilidad Q, es posible conocer sut precio en el tiempo % como una funcidn

de f; v t.
elt, f1) = B [e_"’"d(T‘t)f (ft o (Wr—Wi)—ga0, (T—t))}

- EQ [,;m(T—t) f ( £, - faVT-1m19g (T—t))]

ya que Wr_; se distribuye N (0,7 —t) bajo la probabilidad Q, entonces
O 2 -
ot f1) = / =0 (g, T) L H () gy
—00

cuando Wp_; = ZVT —t v Z se distribuye N (0, 1), entonces

eft, f) = eI f

—oo

—r (T —t) o on2VT—t—40? (T—t)
=e fie9 Q -
—o0

(-t TR TD) L p,
Vverw
K) 1 1.2
+

ce 2% dz.
v 2r
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Supongamos que T =T — ¢, entonces

oo
—raT N R 1 1,2
t, =e ¢ ( e @ 27Q —I() -e” 2% dz
C( ft) -/;oo .ft +m
- () )
+

— 157
- EQ [e—rd-r (ft ) ean TTE0LT j'() lQ-rZK] .

Usando el siguiente lema:

E[(Q@r—-K)4]=E{(Qr — K)lg.>K]

donde

1, si @Qr > K
lgr>x =

0, en otro caso.

es una funcién indicadora y la esperanza de una funcién indicadora es simplemente la

probabiiidad de que el evento representads por la funcién indicadora ocurra.

En este caso, la condicién 1g,.»x es equivalente a:

— 1,42
1QT2K={“EQ¢ft'BMQﬁ %GQT—KEO}
={w K< f-e’Q” ”"%f’zf}
_{w zch\/" EUQT> (!_(_)}
- =\ ft
={w P20, ‘r--zl-o'g*rzm(%)}
:{w T 20 \/_>]11( ) %ag'r}
K 1.2
Joca ln(ft)+20-QT
JQ\/?
_ea. lll(If\E)—éJ;T
ToVT

={we:z< -do}={weQ:z+dy <0}
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entonces

- i ‘T—-l- 2
ff(t_-ft) - EQ e TdT £ - EZUQ\/_ QUQT) 1{w€ﬂ:2+d2S0}]

T—ko?
fe - eon‘/_ 2797 _ 1—(') 1{wEQ:zS—d2}] i Z~N(0,1) bajoQ

. PzaQ\/?—% 2

T—-Lig2% 1
ft . BZO'Q\/_ QGQ —_ I() 1{W€Q'st2}:|

.
=e-—r¢r/ (ft-e_zooﬁ-%UéT—I() \/12_-3_%221:12
T

—dz 1 1,2 1.2
= e_rdT/ Vor (ft LeTET THeVTT9gT Ke_%zz) dz
1

—da —ds
= ft-e_Tde NG '6—%(22+2w‘2ﬁ+02‘?f)dz—KewrdT/ V12 e 7% de
m — 00 is
1

-0
—dg _d2
= f¢- B_Tdr/ —2 . e_%(z-l'aQ ﬁ)zdz - Ke—r‘”/‘ ; e~ ¥,
—o0 T —oo V2w

Sea N (d) la funcién de distribucién normal acumulada, es decir;

1[4 .
N{d) = \/Ef e 2% dz
—00

entonces
da 1 -—l(z-i-a' \/1_')2
e(t, fi) = fr- e"""”/ —— e 2 Q dz — Ke TN {(da).
—oo V27
Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio de variable.

Seav=2+4+0,y/7, dv=dz como z<dy = v <da+o,/7, entonces

d2+0'Q\/‘7_' 1

1.,2
e(t, fi) = fe-e 747 e 2% dv— Ke ™ ""N(d
( ft) ff /;oo \/2—?[_ ( 2)

= fo e "N (do+ 0,V7T) - Ke TN (d2)

si definimos d; = d2 + o, VT, T=T —1t, entonces
clt, fr) = e "I (£, N (d)) — K N (dg))

donde s f
In (T&t—) + -é—crg(T —t) In (I—:) — %og (T —t)

dy = do =
! Ty T -1 y T —+t

Ty
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Proposicién 4.3.4. El precio de una opcién put de futuros de divisas europea en el tiempo

t, con fecha de expiracion T y precio de ejercicio K estd dado por
p(t, fr) = e "I (KN (—dg) — fiN(—d1))

donde

Demostracion.

EQ [e“"'d(T“t) L

Fi| = B [0 £(@q)| 7]
_ gQ [e—"'"d(T—f)f (fa ‘ eaQ(WT—M)—%ag(T—t)) ‘}.t] -

Puesto que f; es una variable aleatoria F;-medible y (If/T - I-ff't) es independiente de
Fi bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el ticmpo ¢ como una funcién

de f, vt

M= JdL

plt, f1) = B |40 (5, eaq(“’T—ﬁ’c)—%og(T—t))]

= EQ [e—Td(T—t)f (ft e Wr_o~}o7, (T—t))}

ya que Wo_, se distribuye N(0,T — t) bajo la probabilidad Q, entonces

oo 2 B 1 L w2
£ £ = —rd(T—t) ( QW kol (T—1) L (#)
p(t, ft) f_ooe flfi-e Q ) T e dw

cuando Wr_y = ZVT —t y Z se distribuye N(0, 1), entonces

- Zm

o o}
_ o—ra(T—1) /°° (K ~ Steon\/T—-t-%bé (th)) 1 bty
—00

‘e
+ V27
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Supongamos que A = T — ¢, entonces

o 1 2 1

—O

— EQ {e—rd)\ (I( _ ft . eUQZ /\—-21;-021\) ]
+

)
= EQ [e_rd)\ (I( — fi- ea® s 2GQ/\) 1I<2QT} .
Usando el siguiente lema:

E(K - Qr)+] = E[(K - QT)1Kk>qr]

donde

1’ si K 2 QT
1k>Qr =

0, en otro caso.

es una funcién indicadora y la esperanza de una funcién indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento representado por la funcion indicadora ocurra.

En este caso, la condicidn 1x>q, es equivalente a:

lg>Qr = {w €K —f &RV TE%N 0}
={w€Q:K2f¢-e
)
={w€Q:zcr \/_—%a

2
QA
= {w € QZZO'Q\/XS In (%) + %og)\}

O'QZ\/)_\—%OJQA}

2
=wefl:z< fe i
T4 A
n () - 302
=dwefl:z<
Tq A

={we:z< —da} ={we:2z+dy <0}

91



entonces

zo —L1g2
p(t)ff—) = EQ [e_TW\ (I{ — fi-e Q\/X 2 QA)

_lg?
- gQ [e—rd.\ (K B ft_equ\/x 2aQA) l{wen:zs—dz}] . Z ~N(0,1) bajoQ

1 {wek:z+ds <0}

—dy
— e—rd)\/ K= f- c*%a \/X—é-aé)\) 12 -6_%zzdz
oo Vv 2r
—d.
= e"'d*/ g (Ke"%”2 P A A M) de
—oo V2m

—d —d
_ Ke—T‘d)\/ 2 1 ’ e_%zzdz - o—TaA / 21 ‘ e_%(z2_2zch «./X—i—aé,\) dz.
—s0 V27 —co V2rm
—d2 —d'_l 9
L. e" % dz — fy 7T ! —5(2=0oVA) g,

—o V2w —00 \/27r.e

Sea N (—d) la funcién de distribucién normal acumulada, es decir;

Y S
N(=d) = \/ﬁ] e 3 d2
— o0

= Ke T}

entonces

1 2
p(t: ft) = Ke—rd/\N(_dZ) — ft- E_r“A . 3_5(2—0'\/)_\) dz.

Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable.

Seav =z — UQ\/X, dv=dz como z< —-dp = v<-— (dg + o \/X), entonces

A 3 _dz-_aQ\/X 1 1,2
p(t, fe)=Ke ™ N(~dy)~ fr-e ™ / ce” 2% do
( t) ( ) t oo m
= Ke " N (—dg) — fr-e TN (—dg -0, \/X)
si definimos dy = dy + o, \/X, A =T —1t, entonces
p(t, fo) = e AT (K N (—da) - fi- N (—d1))
donde
In () + 3037 - ) n (£) - 427 -1)
dy = vy do = .
g VT =1t Tq T —t
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4.4 Modelo para Opciones Cuando la Tasa de Interés es Estocastica

Hasta ahora se han visto opciones sobre activos subyacentes cuyas fluctnaciones son mds o
menos independientes de las fluctuaciones de los parametros del modelo de Black-Scholes.
Cuando se introducen opciones sobre tasas de interés la situacidén es bastante mas com-
plicada, ya que se tiene que construir un modelo adecuado para la evolucién de las tasas
debido a que no sélo se trata de una variable subyacente sino de varias, es decir, una
tasa de interés para cada plazo. Sin embargo, se considera un modelo especial que nos
permitird aplicar el modelo de Black-Scholes cuando la tasa de interés es estocdstica que

fue establecido por Robert Merton en 1973, 3

La dinamica del activo subyacente S; estd determinada por
d
?S = podt + o .dX, (4.4.1)

mientras que la dindmica de la tasa de interés estd representada por el modelo de precios

de un bono cupdn cero como

dB

? :,U,Bdt‘{'O'BdZt (442)
donde Z; es también un movimiento Browniano estandar definido sobre un espacio de
probabilidad (€2, F,P). El proceso B(t,T), en la fecha de vencimiento, es adaptado y
estrictamente positivo para t € [0,T] y B(T,T) = 1. Finalmente, la volatilidad del precio

del bono se asume que es una funcion deterministica del tiempo.

Para derivar la ecuacién diferencial estocastica del valor In (S/B) suponemos que S y

B se distribuyen lognormal entonces por el Lema de Ité existe una funcién G (¢, S, B).

Haciendo la expansién por series de Taylor hasta términos de segundo orden de la

funcion G (¢, S, B) se obtiene que

oG oG 8G 192G 18%G
dG =—dt + —dS + —dB + = —=(dt)? + = —(d§)?
¢ a: "t 359 T g8 *'QBQ( )'+2asﬂ( )
10%G ,  8%G ee 8¢
-~ (dB dSdt dBdt
+ 5 ppz(dB)T + ogdsdt+ SRodBdt + o

(4.4.3)
dBdS.

3 Merton R., {1973a}, Theory of Rational Option Pricing, Bell Journal of Economics and Management
Science, 4, pp. 141-183.
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Sustituyendo (4.4.1) y (4.4.2) en {4.4.3} y aplicando las reglas del cilculo estocéstico
se tiene que

didt = 0, ddet, dtdZt = O, (dXt)z = dt; (dZt)2 = dt, Yy dXtdZt = pdt,

dG = %?—dt -+ g—g(usSdt + o 5dX,) + —g%(uBBdt +a,BdZ,)
+ %?:Si o25%dt + %g;&; o B2dt + %MB%BS&
= (%—f + g—gnss + Z—EMBB + %%%%BZ + %g;gz"i *+ 3igSPJBGSBS) di
- %%asSdXt - 0 o, BdZ;

(4.4.4)

Ahora estableciendo G (S, B,t) = In(S/B)

G _ 1 8% 1 G 1 9% 196 _ 9°G
95 ~ s 8sT” "s2 9B B 9B BY ot Y oBos

Sustituyendo las derivadas parciales en (4.4.4) se tiene que

S\ _[/1 1 11N a0, 11N 5 9
tin(5) = [(5) s (7) rer - 3 (37) 2 3 () o]
: 1 i 4.4.5
—+ (E) O‘S'SdXt - ("é') O'BBdZt - ( )

= [us — fi — %02 + %ai] dt + o, dX: - 0,dZ;.

Si suponemos que
Ustt - O'BdZt = &d"Vt

entonces
V&I‘[Xt - Zf] = le[Xt] + Val'[Zt] - QCOV[Xt, Zf]

.2 2
=g, +0a, —2pogo,.
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Por 1o tanto

Sea,

entonces

T
(T —t)= f (crg +cr§ — 2po o, )ds
t

= (s —pg+0o2 —pogo,)

dIn (—g—) = fidt + odWy.

=2y B=e T

5
B

dfs = fifedt + & frdWy.

donde la solucién tunica de (4.4.7) es

Si hacemos la siguiente transformacién

entonces

t
W, =W, + ] 0.ds.
0

4
I‘Vt = "fft — / Gsds.
0

dw, = dW; — 6,dt.

Sustituyendo (4.4.11) en (4.4.7) se tiene que

dfy = jfidt + 6 fo(dW, — @,dt)
= (ft — 68;) frdt + & frdW,.

Si hacemos j: — d8; = 0, es decir, #; = 1/, entonces

si

dfe = & frdWy

_ i
Wy =W, + —t.
a

(4.4.6)

(4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)

(4.4.10)

(4.4.11)

(4.4.12)

(4.4.13)

(4.4.14)



Sustituyendo (4.4.14) en (4.4.8) se tiene que
fi = fo- e Wirliimg8)e

~

= fo- O WemfitH(fi=30)t (4.4.15)

la cual es una martingala por la proposicién 2.5.4.

Proposicién 4.4.1. Sea
fo= fo-SWHE=EO) e o, T] y Wo=W,+ 2
a

entonces
fr=Ffi- o0 (Wr=W)— 46 (T—1)

Demostracidn.

fT = fO . E&WT_*-(!}_%&)T

=fo-e

= fo - a ’:—%—&t_e&(ﬂ’qt—W,)—éc}(T—t)

=, o T (W= W)~ §0 (T ~t)

Proposicién 4.4.2. El precio de una opcidn call europea sobre una accidén cuando la tasa
de interés es estocdstica en el tiempo t, con fecha de expiracién T y precio de ejercicio A
estd dado por
e(t,S) = SN(d1) — BKN (da)
donde
S . .
In (?) —InB + 36T —t) In (}%) —~InB - 5337 - ¢)

dlz d2=
T =1 y /T =1

Demostracidn.

EQ [e —T(T~t) h

ft] = g9 [B_T(T—t)f(fT)‘j'—t]
_ 9 [e—'r‘(T—t)f (ft _ e&(WT-W!)_%&?(THt)) ‘ft] .
Puesto que f; es una variable aleatoria Fi-medible y (Lf/T - W t) es independiente de

F: bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo t como una funcién
de ft y t.
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el(t, ft) = EQ [e_T(T_t)f (ft . e&(WT—Wt)—%E’Z(T—”)]

_ g9 [e—T(T—t)f (ft e ‘T_t—%62(:r—t))]

ya que Wp_; se distribuye N (0,7 — t) bajo la probabilidad Q, entonces
oo ) . "
e(t, fi) = / e T(T—t)g (ff. . er—%O'Q(T—t)) 1 ' 6_%(m)dw
— o0

cuando Wrp_, = ZVT —t y Z se distribuye N (0, 1), entonces

oo . .o )
elt, fi) = e_T(T"‘t)/; (ft . eO'z\/T—t—%a (T—_t}) — ' E_%Z2dz
K) !

- e
+ V27

_1,2
2% dz.

f
o0
= o~ T{T-t) /00 (ft.e(}z\/T—t—%aj(T—t) _

—00

Supongamos que 7 = T — ¢, entonces

& b L A52 i 1,2
e(t, ft) = e_”/ (ft LT EVT30TT K) e 2% dz

—OoC

= B [e‘” (£ s LA K) ]
+

Usando el siguiente lema:
E((fr - K)4]l =E[(fr — K)lfr2k]

donde

1, si fr>K
lyr>k =

0, en otro caso.

es una funcién indicadora y la esperanza de una funcién indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento repfesentado por la funcién indicadora ocurra.
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En este caso, la condicién 14> es equivalente a:

- =2
- ~2
= {w €0 fe7VTE0T > K}
= {wen: SV (£)

~ ~0
= {w € :ePIVT-20T >

_—_{.v_uEQ:zz—d2}={w€QZZ+d220}

QR S ETLULS 3 L) rpe

1 {wetzt-ds 20}]

- . .2
=EQ 777 (ft L eTVTTROTT I{) 1{w69:22-d2}] i Z~N(0,1) bajoQ

—oo V27
- S ~} (24220 \/'-F+c?27) o 201 1,2
= fi-e ”/ \/..__-e 7 dz — Ke™'7 ‘/Q_-e_'ﬂ' dz
o0 T Y T
dy - 2 dp
= fi- e_”f _\/1_9: : e_%(z+a‘/;) dz — Ke_”/ \;2_ LeT37dy
—00 7 —00 m
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Sea N(d) la funcién de distribucién normal acumulada, es decir;

1 e 2
N(d) = \/—2_;/ C_é—z dZ

entoices

da 1 - 2
c(t, fr) = fr- e_rTf - e~ 3(=H0VT) q, Ke ""N(dg).

_——o V2T

Para resolver la primera integral se tiene que hacer un cambio de variable.

Seav =z467, dve =dz como z<dy == v <dz+ 5/, entonces

datG VT Loz
(t, fe) = fe-e” "7 e 2 dv~ Ke 7N (d
)= fee [ (¢2)

=fr-e "N (da +6v/7) - Ke " N(dz)

si definimos dq =ds + 6/7, 7 =T —t, entonces
ct, fr) =" T (f,N {d1) - K N(dg))

donde
In (:}%) +Le2(r — 1) In (%) — 1621 — 1)
d1 = - y dQ = " .
ovT — ¢ ovil —t

Ahora sustituyendo f; = 5/B en la ecuacion anterior y definiendo a c(t, fi} = c(t, 5),

entonces
¢(t,8) = SN (d1) — BKN(d2)
donde
In (i) —InB + 46T - 1) In (i) —1InB - 36%T -t)
K 2 K 2
d; = - y d2= - '
vl —t ovVT —t
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Proposicién 4.4.3. El precio de una opcién put europea sobre una accién cuando la tasa
de interés es estocdstica en el tiempo ¢, con fecha de expiracién T y precio de ejercicio K

estd dado por

p(t,S) = BKN(=da) — SN(—dy)

donde

=

m( )—lnB+%&2(T—t)
dy = ST ¢ y do=

Demostracién.

EQ [E-T(T-t)hlj:t] _ EQ [e—r(T—g)f(fT)'ft]

= EQ [e_r(T_t)f (ft . e&(WT_W‘)_%&z(T_L)) ‘ft] .

Puesto que f; es una variable aleatoria F;-medible y (If’T — ﬁf't) es independiente de
Fi bajo la probabilidad Q, es posible conocer su precio en el tiempo ¢ como una funcién
de f; y t.
p(t, fi) = E9 [e_T(T_t')f (ft - e&(ﬁ"“‘_‘i’t)—%&z(j‘—ﬂ)]

= gQ [emT(T~t)f (ft _ e&WT_t_%ﬁ(T_t))]

ya que Wrp_j se distribuye N (0, T — t) bajo la probabilidad Q, entonces

ot f2) = f e~ 5 (fz _ e(}w—%&2(T—t)) ﬁ o (7)) du

cuando Wyp_; = ZVT —t y Z se distribuye N (0, 1), entonces

p(t, £2) =/ T ¢ (ft. _ e&z\/“‘“T-t—;-c‘rg(T—t)) R L
—o0

V2
_ (=) /°° (K _ fte&z\/T:f—§5'2(T—t)) LI SLI
—o + V27
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Supongamos que A = T — ¢, entonces

oo

>
>
I
(M
Qr
()
S
p
o
&
|
=
™
%)
jo N
™

p(t:ft) :e—r)\/ (I{ — fi-e #

J —oo

= E9 [e_")‘ (K — fr- e&zﬁ—%&g)‘) }
+

- 22
— EQ [e—rA (I{ _ ft . eO’Z\/X—%U A) 11{2,‘T] )
Usando el siguiente lema:
E{(K — fr)4] = E[(K — fT)lK>fr)

donde

1> =
=JT
0, en otro caso.

{1, si K> fr

es una funcién indicadora y la esperanza de una funcién indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento representado por la funcién indicadora ocurra.

En este caso, la condicién 1x >y, es equivalente a:

1l

1k>tr {w e K- f; -ezc}ﬁ_%&% > 0}

{w €N K> f -e‘}"ﬁ—%&z"}

w € ) (5—) > 662‘/X_%&2A

€ Q29 VA-13% < (5)
(

€z /\—%&2)\5111

I*

Il I i
£ £

:{weﬂ Z&\/XSII}(%)+%6'2/\}
ln(%)+%&2)\

={w€ﬂ z < Y
ln(%)—%&z)\

={w€ﬂ:z<— oy



entonces
- . 7 _152,
plt, fi) = EQ [E A (I\ — ft- ezcr\/x 27 ) 1{w€Q:z+d2S0}]

. -2
= EQ [e_r)‘ (K — ft- 20 VA=30 A) 1{weQ:z§—d2}] , Z~N(0,1) bajoQ

—1'A/_d2 (K f Z&\/X*%&QA) 1 —-;—zzd
=e ~ft-e — e z
—00 t Y 271'

—dy X R
=e ™ ——-——1 (Ke_%ZQ - fe e—%z2+za’\/X—%02A) dz
J—oa ¥V 2m
—dy —dz ~ )
_ ke 1 ey e 1 -4(s-2e6va+67a)
—o0 27{' —oa ¥V 271"
—dz 1 . —dz2 1 - 2
= Ke ™ _-e_%z:zdz—ft-eq‘)\ :_e—%(z—aﬂ) dz.
—00 \/211' —00 \/271—

Sea N{—d) la funcién de distribucién normal acumulada, es decir;

1 % 1.
N(—d) :_\/ﬁ/ e—fz dz

entonces

1o o 2
p(t, ft) = Ke"TAN(—d'z) - f- E_M/ e 22T VA) ;.
Para resolver la segunda integral se tiene que hacer un cambio de variable.
Seav =2z — &\/X, dv=dz como 2 < —-dy = v <-— (dg +6\/X), entonces

—-TA —TA 2 -0 VA 1 — 1,2
p(t, fi) =Ke ""N(—dg)— fi:-e _ \/2_.'6 2% du

—0o0

— Ke ™N(=dg)— f;-e™N (—-—dz - &x/X)
Sustituyendo A =T — ¢, fy = §/B en la ecuacién anterior y definiendo dy = da + EXV8Y
v p(t, ft) = p(t, §), entonces
p(t,S) = BKN(~dy) — SN(—d))
donde

i In (%) —~InB + 36%(T —t)

. In (?S'\—) ~InB — 64T —t)
GVT — 1 s T =1 |
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5. CONCLUSIONES

Este trabajo de investigacién tuvo como propdsito derivar el modelo de Black-Scholes apli-
cando la metodologia de martingalas que consiste en calcular el valor esperado condicional
del valor presente del perfil de pagos de la opcidn y asi obtener soluciones de forma cerra-
da de una manera més precisa y sencilla que permita la resolucién de problemas en el
campo de las finanzas, en particular para la valuacién de opciones financieras europeas
sobre acciones que no pagan dividendos, asumiendo el modelo de precios de Black-Scholes.
Asimismo, se han presentado extensiones del método para valuar otra clase de instru-
mentos financieros que existen en los mercados financieros tales como acciones que pagan
dividendos continuamente, futuros de bienes, futuros de divisas y para acciones cuando
la tasa de interés se comporta de manera aleatoria haciéndose minimas modificaciones al
modelo. Por otra parte, los conceptos fundamentales de probabilidad avanzada y calculo
estocédstico desempefaron un papel importante para la valuacidén de productos derivados
con una base matematica bastante sélida, robusta y compleja, que termina por fusionarse

coil la teoria financiera.

Existen importantes ventajas en cuanto al inétodo propuesto, entre las cuales desta-
can: 1} la técnica de martingalas permitird a los especialistas de productos derivados que
carecen de herramientas matemdticas avanzadas derivar la férmula de Black-Scholes de
una forma mas precisa y elegante con sencillos cdlculos matematicos ya que el método se
ha desarrollado paso a paso a fin de que el material sea accesible para los investigadores en
la 1nateria y participantes de los mercados financieros; y 2) También este método es gran
utilidad para los participantes de los mercados financieros ya que les permitird controlar las
tendencias instantdneas de cualquier movimiento Browniano geométrico, es decir, eliminar
la prima de riesgo de los instrumentos financieros sin necesidad de cambiar la estructura
de la volatilidad del mismo y asi permitirles valuar productos derivados bajo el concepto

de no arhitraje mediante una medida de probabilidad neutral al riesgo.

Entre las limitaciones se tiene que cuando se valian opciones de tipo americano el
método no es de mucha ayuda debido a que cuando se ejerce prematuramente no existe
una funcién de distribucién sencilla por lo que hasta la fecha no existe ninguna férmula
que nos permita valuar de manera analitica una opcién americana. Sin embargo, las
propiedades de las opciones americanas se derivan y explican a través de las propiedades

de las opciones europeas.
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Finalmente, se mencionan algunas lineas de investigacién para explorar en el futuro:
1) el método se puede extender para productos derivados mas complicados tales como
opciones digital, con barrera y lookback. La tnica dificultad es encontrar la distribucidn
conjunta de los activos subyacentes; 2) también el método se puede aplicar para instru-
mentos financieros de renta fija. Sin embargo, es importante incluir una estructura de
plazos en las tasas de interés determinada por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, en el
marco de Vasicek (1977) y Hull & White (1990), a fin de ahtener una mejor valuacién de
los productos derivados; y 3) es conveniente extender el método con activos subyacentes
que sigan un proceso mixto de difusién con saltos en donde el proceso Poisson determina
la probabilidad de cambios extremos en el retorno. Sin duda, ésto es importante para
la teoria y prdctica de los productos derivados debido a que generalmente no es posible

cubrirse frente a las caidas bruscas que se presentan en los mercados financieros.
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APENDICE A

Teorema A.1. Una medida de probabilidad Q es absolutamente continua con respecto a P

si y sblo si existe una variable aleatoria que toma valores en (), F) tal que
vAe F  Q(A)= / Z(w)dP(w)
A

donde Z es la densidad de QQ con respecto a P y que frecuentemente se denota por %(—3‘.

Proposicién A.2. Si Q<<P y Z es la densidad de Q con respecto a P, entonces (P<<Q)
son equivalentes si y sélo si Q< <P.
Demostracion.
== ) Es trivial por teorema A.l.
<) Si Q<<P y Q<<P.
Por demostrar que VA € F Q(A) =0 = P(A4) =0.

Sea A € Fy Q(A) = [, ZdP, entonces

oW, — L8

Proposicién A.3. Sea Ly = e~ 2t, entonces { Lt }o<e<T €5 una martingala y E{Ls] = 1

para toda 0 < s < t.

Proposicién A.4. Sea Q(LT) con densidad L7 con respecto a la densidad inicial P, entonces
la probabilidad Q) y QU coinciden Fy.

Demostracion.

Por demostrar que QUET)(4) = Q) (4) VA € F.
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Sea A € F;, entonces

QUETH(4) = / L7dP

A
= E[lALT]

= E [E[1aLT|F¢]
= E [LaE[Lr|F]]

= f E{Lr|F:]dP
A

= / LidP = QFJ(4).
Ja
Efectivamente Q(Z)(A) es una medida de probabilidad, ya que si A € F,, entonces

Q{L:)(A)Z/Lthzo si Ly >0
A

y por el resultado de la proposicién A.3 se tiene que Q(Lt)(A) = 1.
Proposicion A.5. Sea Z una variable aleatiria acotada Fi-medible, entonces la esperanza
condicional Z, bajo la probabilidad Q(£7) con respecto a F; estd dada por

E|ZL
EEDz17,] = _[_EM
t

Demostracién.

Sean W y Y dos variables aleatorias F;-medibles definidas como

w = gz 7]

v _ ELO(Z Ly | F]
= T

s6lo se tiene que demostrar que

VA € Fr; EET1,w] = B ,47]
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EED(1,w) = gUT) [1AE(L”[Z|ﬂ]]
=B 1,2]

- / zdp(tn)
A

= / Z LpdP
A

== E[IAZLT]
= E[1AE[ZLr|F]]

Zf E[ZLTU—}]Lth
A Ly

= / Mdp(h)
A

Ly

= p(Lt) [1/1%%1"_7:_’:].]
¢

= B [1,4Y).

Por lo tanto
FE [Z LTIFt]

EIDzIF] =
Ly
Proposicién A.6. Sea Wy = Wy +6t; YVt € [0,T], entonces Vu € R y Vs, € [0, T] tal que

s < f, entonces
(LT [em(m_ﬁ/,)

fs] = e%u(t—a).
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