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Capítulo 1 

Efectos de dispersión 

1.1 Antecedentes 

En todo proceso productivo intervienen diversos factores que pueden o no 
tener un efecto importante en las características del artículo terminado. En 
una situación ideal, los industriales desearían contar con un proceso en el que 
todos los factores estuviesen bajo control absoluto de manera tal que cada 
unidad producida fuese idéntica al prototipo establecido por el cliente. Una 
de las tareas importantes del control estadístico de la calidad es identificar 
y estimar los efectos de los factores que influyen, de manera sistemática, 
en el valor promedio de una característica para mantenerlos en los niveles 
adecuados y poder ofrecer al consumidor, un producto que cumpla ciertos 
requerimientos específicos. 

Sin embargo, está claro que la temperatura ambiente, la precisión de 
los instrumentos de medición, los cambios físicos y químicos de la materia 
prima y el desgaste de la maquinaria son algunos ejemplos de factores que 
no son controlables y que hacen diferentes a los elementos al interior de 
las poblaciones. Estos factores son considerados aleatorios y son los que, 
tradicionalmente, asumen la responsabilidad de provocar la variabilidad en 
las características del producto, no obstante, existen factores de control que 
presentan, de manera simultánea, un efecto sistemático sobre la media y la 
varianza de las observaciones, es más, en algunos casos, un factor no refleja 
su efecto sobre el valor esperado pero sí tiene una influencia importante en 
la dispersión de la variable respuesta que se hace evidente en la calidad del 
producto. 

1 
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El número de unidades que requiere un reproceso o que deben ser elimi­
nadas por no permanecer dentro de los límites de control es mayor conforme 
la variabilidad del proceso aumenta, en consecuencia, el costo de la produc­
ción es más alto. 

El reto, entonces, es lograr un proceso generador de productos que cum­
plan las especificaciones sobre la característica media pero con la mínima 
varianza para, en la medida de lo posible, lograr la eliminación de los defec­
tos sistemáticos garantizando artículos de mayor calidad a menor precio. Al 
respecto, Montgomery (1993) comenta: 

" ... Un esfuerzo de mejoramiento de la calidad que tenga éxito puede elimi­
nar muchas de estas pérdidas y conducir a costos menores, mayor productivi­
dad, satisfacción creciente del cliente, aumento de la reputación comercial, 
mayor participación en el mercado y, a la larga, mayores rendimientos para 
la compañía. ,,1 

La importancia de la variabilidad en el control de la calidad es indis­
cutible, no obstante, los métodos estadísticos que se aplican de manera común 
están orientados a la estimaci6n de los parámetros de un modelo sólo para 
la media en el que se supone que las observaciones provienen de distribu­
ciones normales que pueden diferir en el valor promedio pero no en la va­
rianza. Es decir, s610 se analizan los efectos. de los factores sobre la media 
pero no se estudia su posible influencia sistemática sobre la varianza 

La suposición de igualdad de varianzas (homoscedasticidad), no es la 
única que soporta la teoría de los modelos de regresi6n clásica, la norma­
lidad de los datos y la independencia de las observaciones también juegan 
un papel importante. El estudio de las propuestas alternativas ante la vio­
lación de cada uno de los supuestos puede resultar por demás extenso por lo 
que, en este trabajo, el interés se centra en el problema de la presencia de 
heteroscedasticidad sistemática bajo normalidad e independencia. 

La estimación ponderada de los parámetros de los modelos de regresión y 
la transformación de los datos por medio de la funci6n potencia de Box-Cox 
son alternativas a las que con mucha frecuencia se recurre para contrarrestar 

1 Montgomery, Douglas et al. Probabilidad y Estadística paro ingen:ierúL y adminis­
tración, p.666. 
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los efectos de las varianzas distintas, sin embargo, en el fondo el interés 
continúa apostado en el modelo para la media mientras la varianza se sigue 
considerando como un "factor de ruido" donde se conjugan todos aquellos 
factores no controlables y se soslayan posibles efectos sistemáticos. 

A través de la revisión de las propuestas de varios autores, en este trabajo 
de tesis se busca proporcionar -principalmente a los profesionistas interesa­
dos en el control de la calidad industrial y, en general a las personas involu­
cradas en el análisis de datos de todas las áreas del conocimiento (Economía, 
Medicina, Ecología, Educación, Psicología, por mencionar sólo algunas), en 
las que con frecuencia se encuentran los modelos de regresión con problemas 
de heteroscedasticidad- un camino diferente, una alternativa en la que la 
varianza y la media son igualmente importantes, motivo por el cual, ambos 
merecen un análisis detallado y cuidadoso para determinar los factores de los 
que reciben una influencia notable y, en su caso, plasmarlos en un modelo no 
sólo para la media sino también para la varianza. 

1.2 Modelación de la variabilidad 

La experiencia que se tiene en el estudio y modelado de la media es conside­
rablemente más extensa que la que se puede adjudicar en el mismo sentido a 
la varianza. Los métodos de estimación de los parámetros de la media y las 
propiedades de sus estimadores son ampliamente conocidos y, actualmente, 
la literatura al respecto es por demás vasta. Está claro que no se puede 
decir lo mismo al referirse a la varianza, razón por la que este trabajo se 
ocupa de abordar el tema presentando una amplia variedad de alternativas 
de exploración; las propuestas de modelación que han planteado diferentes 
autores y algunos métodos de estimación de los parámetros. 

Las propiedades de los estimadores han sido punto de discusión entre los 
estudiosos del tema por lo que, aquí se analizan a través de los resultados de 
la aplicación de métodos montecarlo. 

1.3 Objetivos 

A lo largo de este trabajo se pretende: 
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• Motivar la necesidad de identificar, ante un problema de heteroscedas­
ticidad, los efectos sistemáticos que algunos factores pueden tener sobre 
la varianza. 

• Resaltar la importancia de desarrollar un análisis exploratorio sobre los 
efectos de dispersión. 

• Revisar diferentes métodos para estimar los parámetros de un modelo 
para la varianza en procesos industriales. 

• Presentar los algoritmos de cada uno de los métodos de estimación de 
parámetros. 

• Implementar los algoritmos en datos simulados. 

• Estimar los efectos de los factores que tienen influencia sobre la media 
y hacer lo propio con los que afectan la varianza de un proceso a través 
de diversos ejemplos documentados en la literatura. 

• Comparar, entre sí, los métodos presentados en términos de sesgo y 
varIanza. 

• Aplicar los diferentes métodos en el análsis de dos experimentos. 

1.4 Contenido de la tesis 

Para el logro de los objetivos, este material se ha organizado en siete capítulos 
de la siguiente manera: 

La presente introducción forma el primero de ellos; el capítulo segundo 
está dedicado a sensibilizar al lector sobre la necesidad de realizar un análisis 
para la varianza similar al que se lleva a cabo en el caso de la media. 

A través de cuatro ejemplos ya documentados (en algunos casos han sido 
objeto de largas discusiones por parte de varios investigadores) se desarrolla 
de manera amplia un análisis exploratorio que incluye desde diagramas de 
dispersión y cajas hasta el uso del coeficiente de correlación de Spearrnan 
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como prueba no paramétrica de asociación lineal entre variables. La gráfica 
de Daniel es una herramienta importante en la exploración de los efectos. 

Es en este apartado donde se introducen algunas ideas sobre los modelos 
para la varianza a través de regresiones aplicadas a algunas transformaciones 
de los residuos. 

En el tercer capítulo se hace una breve reseña histórica sobre el tema y 
se revisan algunas discusiones sobre las características de los modelos. Aquí 
se formaliza el problema y se da a conocer la notación empleada en el resto 
del material. 

La descripción de cinco métodos de estimación propuestos por varios au­
tores se encuentra en el capítulo 4. Después de proporcionar detalles de cada 
uno de los métodos, estos son ilustrados a través de su aplicación a los ejem­
plos del capítulo 2. Las primeras comparaciones entre las bondades de los 
diferentes procedimientos se remiten al cuadrado medio del error provocados 
por el modelo. Los cambios en esta estadística motivan a recalcular el error 
estándar y el nivel de significancia de los estimadores. Las gráficas de los 
residuos constituyen un elemento importante en este capítulo. 

Con la idea de estudiar el comportamiento de los estimadores obtenidos 
por los métodos descritos en el capítulo 4, se recurre a la simulación conlO 
técnica de muestreo. Dicho recurso se aplica en dos experimentos: uno de 
ellos representa el caso en que la varianza está en función de las variables 
regresaras y el otro consiste en un diseño Box-Behnken. El detalle de los 
experimentos y los algoritmos empleados se encuentran en el capítulo número 
cmco. 

El sexto apartado contiene el análisis de los resultados generados por 
las simulaciones. El sesgo y la varianza de los estimadores son el centro de 
atención a lo largo del capítulo. 

Finalmente, en el capítulo siete se presentan las conclusiones, las re­
ferencias bibliográficas y, como parte de los apéndices, se proporcionan los 
conjuntos de datos aquí analizados; los programas de computo empleados y 
las tablas de resultados. 



Capítulo 2 

Exploración de Efectos de 
Dispersión 

Para proponer un modelo del valor esperado de un conjunto de datos, la 
primera recomendación importante es hacer una exploración sobre el com­
portamiento de las observaciones con respecto a las variables regresaras. Una 
vez ajustado el modelo propuesto, es indispensable hacer una revisión del 
cumplimiento de los supuestos, misma que se realiza por medio de los resi­
duos. Se tiene claro que la forma de "embudo" (figura 2.4) o de "moño" 
en una gráfica de dispersión entre residuos y valores ajustados (o variables 
regresaras) es una muestra clara de la diferencia de varianzas entre las pobla­
ciones. En este apartado se busca resaitar la importancia de realizar también 
un análisis exploratorio sobre los residuos con la idea de identificar, si es el 
caso, los patrones de comportamiento sistemático de la dispersión. 

2,1 El modelo clásico 

A manera de establecer un vínculo entre el material de ésta tesis y el tema 
de regresión clásica, aquí se hace una breve descripción del modelo y sus 
supuestos. 

Un modelo estadístico lineal es representado de manera común con la 
expresión 

y = f.1.i +é, (2.1) 

7 
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donde: 

• ¡'¡'i = ¡.¡. + Xj3 es el componente sistemático que está formado por una 
media general (¡.¡.), cuyo valor constante depende de los factores co­
munes a todas las poblaciones de las que provienen los datos, y por el 
término Xj3 que representa las desviaciones a partir de la media general 
debidas a las características com~es(xi) dentro de cada población pero 
que varían de una población a otra. 

• E: es el componente aleatorio y representa a todos aquellos factores no 
controlables que hacen diferentes a los elementos al interior de las pobla­
ciones. Se le conoce como el término del error. 

En el diseño de experimentos las hipótesis que se plantean son con res­
pecto a los efectos que los tratamientos tienen sobre la media. Para probar 
tales hipótesis se supone que los errores del modelo son variables aleatorias 
independientes con distribución normal, con media cero y con varianza cons­
tante 17

2
• Es decir, se supone que las observaciones, en cada tratamiento, 

forman una muestra aleatoria de una población normal y que se tienen tantas 
poblaciones (con igual varianza) como criterios de clasificación incluya el 
experimento. 

2.2 Motivación 

En esta sección se ilustra gráficamente y por medio de datos simulados, el 
caso homoscedástico y su representación en la tabla de análisis de varianza. 
De la misma manera, se usa un problema de heteroscedasticidad para motivar 
en el lector la necesidad de brindar a la varianza la oportunidad de jugar un 
papel relevante en el modelo. 

Homoscedasticidad 

La gráfica del efecto que los cinco niveles de un factor X tiene, de manera 
exclusiva, sobre la media de la variable respuesta de un experimento con cinco 
repeticiones por punto diseño es la que muestra la figura 2.1. 
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Figura 2.1: Efecto sobre la media 

Cada uno de los conjuntos, de cinco repeticiones, forma una muestra 
aleatoria de una población normal con ciertos parámetros. Es decir, en la 
gráfica se pueden dibujar cinco distribuciones normales con igual varianza 
(exáctamente la misma forma) que se van desplazando suavemente conforme 
se modifica el valor de X (Figura 2.2). 

l-i'l ; 1",..1' J.. • 1 1, 1 1 A -1 \ n • 
. La &'"laúSlS ue vananza, para eSLe eJemplO, ,'[;aOla ¿.l) connrma que el 

efecto del factor X (con cinco categorías) sobre la media es significativamente 
diferente de cero: 

Tabla 2.1. Análisis de varianza 
Fuente de variación g.l. se CM F p 

x 4 63.67 15.92 13.32 o 
Error 20 23.91 1.2 
Total 24 87.57 

En particular, en este caso, las medias de las poblaciones muestran un 
comportamiento sistemático ascendente que se puede describir a través de 
una función que depende de los niveles del factor, a saber: 
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y 

x 

Figura 2.2: Homoscedasticidad 

-2.0318 si x = 1 
-1.3992 si x = 2 

Y = 2.6188+ 0.0859 si x = 3 (2.2) 
0.9494 si x = 4 
2.3955 si x = 5 

y los intervalos, al 95%, de confianza para las medias de cada tratamiento 
son los que ilustra la figura 2.3 

Tral N Media D •• <l 
1 5 0.587 1.098 (-'---l 
2 5 1220 0.810 (-'-) 
3 5 2.105 1.127 (-'-) 
4 5 3.568 0.956 (--'-) 
5 5 5.014 1.352 ~'--) 

I I 1 I 1-1 
d .•. común 1.093 -2 O 2 4 6 8 

Figura 2.3: Intervalos de confianza 

En este sencillo ejemplo, cabe aclarar que dada la homoscedasticidad, los 
valores de los errores estándar de las medias son similares entre sí por lo 
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que no tiene mayor relevancia si se toma el valor promedio y los intervalos 
de confianza parecen ser todos del mismo tamaño. Lo importante, en estos 
casos, es observar el comportamiento de las medias. 

Heteroscedasticidad 

Por otro lado, el ejemplo gráfico que muestra el efecto que los cinco niveles 
de un factor X tiene, de manera exclusiva, sobre la varianza de la variable 
respuesta de un experimento con cinco repeticiones por punto diseño es el 
que contiene la figura 2.4. 

1S

1 

12 

8 

• 

> :I~ --~~:---:~~'---'---i 
... 

• 
·8 

• 

x 

Figura 2.4: La varianza en función de X 

El análisis de varianza, en la tabla 2.2, no rechaza la hipótesis de que el 
efecto del factor sobre la mema es nulo. 

Tabla 2.2. Análisis ue vaxiallza 
Fuente g.l SC CM F P 

X 4 6.6 1.6 0.09 0.985 
Error 20 376.1 18.8 
Total 24 382.7 
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En este sentido, el factor X no debe fonnar parte de un modelo para la 
media. ¿Deben entonces ser ignorados sus niveles? ¿Basta con observar que, 
en este ejemplo, el nivel más bajo es el que genera menor varianza? 

Los intervalos al 95% de confianza para la media, basados en la desviación 
estándar común se ilustran en la figura 2.5 

Troj N r.,¡,dia O.~. 
1 5 -ll.199 1.418 ( ) 
2 5 0280 1.836 ( '---i 
3 5 -ll.389 2.584 ( , --i 
4 5 1.014 4.810 ¡ '---1 
5 5 0.589 1.669 ( '---) 

I ~-l--l--l 
d .•. común .3 -5 O 5 10 15 

Figura 2.5: Intervalos de confianza 

Si se observa la columna que contiene la desviación estándar de cada 
tratamiento, se puede entender que el error estándar común sea más grande 
que bajo condiciones de homoscedasticidad, además de esta manera, se está 
"forzando" a que las poblaciones parezcan ignalrnente dispersas y se pierde 
de vista el comportamiento de la varianza. Puede notarse que el intervalo en 
el nivel 1 es más grande de lo que realmente debería ser mientras sucede lo 
contrario en el último nivel. 

En este sentido parece más adecuado presentar intervalos basados en su 
propio error estándar (figura 2.6). 

En casos como el anterior, lo relevante es observar el comportamiento 
de la varianzas y no el de las medias. Nótese que la varianza muestra un 
comportamiento sistemático creciente acorde con los valores de los diferentes 
niveles del factor mientras las medias de las poblaciones no parecen ser sig­
nificativamente diferentes. 

La figura 2.7 muestra el caso en que el factor X tiene efecto tanto en la 
media como en la varianza de la variable respuesta. 
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Troj N Media D.'st. 
1 5 -lI.199 1.418 (-'-) 
2 5 0,280 1.836 (--'--) 
3 5 -lI,33S 2.584 (---'---) 
4 5 1.014 4,810 (----'----) 
5 5 0.599 7.669 (-----_._------) 

I---I---I---!----I--,---I 
d" ' común 4,336 -15 -10 -5 O 5 10 15 

Figura 2.6: Intervalos de confianza 

I ~tJ 
I l 

y 

• 
x 

Figura 2_7: Heteroscedasticidad 
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El análisis de varianza (tabla 2.3) indica un efecto significativo del factor 
X sobre la media de las observaciones pero no refleja lo correspondiente a la 
vananza. 

Tabla 2.3. Análisis de varianza 

Fuente de variación g.l SC CM F p 
x 4 899.8 225 11.96 O 

Error 20 376.1 18.8 
Total 24 1275.9 

Los intervalos de confianza al 95% podrían ser los que se encuentran en 
la figura 2.8 

Tra! N Media D. esto 
1 5 3.801 1.418 (--'-) 
2 5 8.280 1.838 (-'-) 
3 5 11.611 2.584 (-'-) 
4 5 11.014 4.810 (--'--) 
5 5 23.599 1.669 ( 

, 
) 

I I I I 
d. e común 4.338 O 10 20 30 40 

Figura 2.8: Intervalos de confianza 

Si la influencia del factor X es sistemática tanto en la media como en la 
varianza, la pregunta es, ¿por qué debe representarse tal comportamiento en 
un modelo únicamente para la media? 

En la industria, la variabilidad de los procesos es un aspecto por demás im­
portante y con frecuencia ésta presenta un comportamiento sistemático 
a través de los factores. Tal es la razón por la que surge, de la misma manera 
que en el modelo de medias, la necesidad de plantear una función de varianza, 
es decir, un modelo para la variabilidad. 

En este sentido, Carroll y Ruppert expresan: 
" ... Nosotros vemos la heterogeneidad de la varianza como un problema de 

regresión, es decir, cambios sistemáticos y suaves de la variabilidad conforme 
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las predictoras son perturbadas. l1isto de esta manera., hay rnucha similitud 
con el modelado del vector media".1 

En la medida en que se logre identificar a aquellos factores que afectan 
significativamente el comportamiento de la varianza y la relación que pueda 
existir entre ellos y las variables regresoras, se tendrá control sobre el proceso 
y el producto a desarrollar podrá conservar características de calidad con 
mayor certeza. 

2.3 Ejemplos 

La falta de homoscedasticidad es frecuente en la aplicación del modelo de re­
gresión a problemas de diversas áreas de estudio. En esta sección se hace 
referencia a cuatro casos que han sido publicados como ejemplos de tal 
situación. El primero de ellos pertenece al área de salud; el segundo puede 
asociarse con el estudio del medio ambiente, y los dos últimos pertenecen a 
procesos industriales. 

Tres de los ejemplos, además de contener la solución propuesta por su 
respectivo autor, son sometidos a un análisis exploratorio para identificar 
aquellos factores que tienen efecto significativo sobre la media o la varianza 
de la.s observaciones. 

2.3.1 Ejemplo: Presión arterial diastólica 

Netter y \Vasserman (1989) ofrecen un conjunto de datos sobre la presión 
arterial diastólica de un grupo de 54 mujeres con edades entre 20 y 60 años 
(ver tabla 1 en el apéndice A). 

En el diagrama de dispersión (figura 2.9) se tiene claro que tanto la media 
como la varianza de las observaciones presentan un comportamiento creciente 
conforme la edad de las personas avanza. 

A continuación se presentan tres soluciones al problema de modelar el 
conjunto de datos. En primera instancia se obtiene un modelo para la media 
basado en la estimación por mínimos cuadrados ordinarios; más adelante se 

1 Carroll R. y Ruppert D. Transformation and Weighting in Regression. pag 10 
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Figura 2.9: Presión contra edad 

proporciona la solución que propusieron Netter y Wasserman mediante el 
uso de los mínimos cuadrados ponderados y finalmente se propone un par de 
modelos para la dispersión. 

Regresión por Mínimos Cuadrados Ordinarios 

Ignorando la falta de homogeneidad de varianzas, se aplica el método de 
mínimos cuadrados 

(2.3) 

para estimar los parámetros del modelo de regresión lineal ordinario. Ys4xl es 
el vector respuesta (presión arterial de las 54 pacientes) y X54x2 es la matriz 
de covariables, de esta manera se tiene el modelo: 

y, = 56.157 + O.580Xi (2.4) 

mismo que genera un Cuadrado Medio del Error (CME) de 66.35 y los 
residuos que aparecen en las figuras 2.10 y 2.11 contra los valores ajustados 

(y) y edad respectivamente. 

En ambos casos, la heteroscedasticidad es notoria. En el primero se ob­
serva que a Y "pequeña" corresponden residuos menos dispersos que a Y 
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" grande", es decir, conforme la presión arterial diastólica es más alta, el 
modelo pierde precisión. En el segundo, la relación entre la dispersión de los 
residuos y la edad se manifiesta. 

Regresión por Mínimos Cuadrados Ponderados 

Como alternativa,Neter y Wasserman (1989), para estimar los parámetros 
del modelo, toman el camino de los mínimos cuadrados ponderados, esto es 

{3mcp = (X'wxt 1 X'WY (2.5) 

donde W54x54 es la matriz diagonal con el peso de cada observación. 

Ante la falta de repeticiones para la estimación de la varianza, forman 
cuatro grupos de edad, uno por década, y obtienen la varianza muestral de los 
residuos de una regresión no ponderada de tal manera que el peso asignado 
a cada observación es igual al inverso de la varianza muestral del grupo al 
que ésta pertenece (tabla 2.4). 

Tabla 2.4. Medias y varianzas muestrales de los residuos por grupo de edad. 
Grupo (j) Edad n media muestral varianza muestra! (VID) peso=l!~ 

1 [20-30) 13 0.448481 17.74260 0.0563615 

2 [30-40) 13 0.085086 42.13678 0.0237322 

3 [40-50) 15 0.201695 87.93657 0.0113718 

4 [50-60) 13 -0.766291 124.14565 0.0080551 

La representación gráfica de las estadísticas de los residuos, mediante 
cajas, está en la figura 2.12 

Nótese que la media de los residuos, por grupo, es muy cercana al cero 
pero su dispersión va en aumento con la edad. 

Así, el modelo para la media que proponen Neter y Wasserman es: 

9; = 56.0896 + 0.5896x; (2.6) 

La gráfica de los valores ajustados contra los residuos ponderados ("';peso/·;j) 
ahora muestra un comportamiento más homogéneo en cuanto a dispersión 
se refiere (figura 2.13) pero el modelo 2.6 no sólo no refleja la relación de 
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Figura 2.12: Residuos en cuatro grupos. 

la varianza con la edad sino, además, las observaciones con mayor varianza 
tienen menor participación en él. El CM E que se obtiene con este modelo 

(2.7) 

es menor que el que genera la regresión no ponderada, a saber 

CME = 0.9641 (2.8) 

Para completar la idea de aplicar mínimos cuadrados ponderados a este 
problema, en seguida se presenta la misma idea de Neter y Wasserman pero 
ahora formando ocho grupos con los residuos del ajuste no ponderado. Las 
estadísticas de cada grupo de residuos están en la tabla 2.5 y la figura 2.14. 
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Figura 2.13: Residuos ponderados contra valores ajustados 

Tabla 2.5 Medias y varianzas muestrales de los residuos por grupo de edad 

Grupo edad n media muestral varianza muestral(vm) peso(,,~) 
1 [20-25) 7 -0.203 13.50 0.074 
2 [25-30) 6 1.210 25.09 0.040 
3 [30-35) 7 -1.430 22.77 0.044 
4 [35-40) 6 1.855 66.82 0.015 
5 [40-45) 7 -2.950 64.18 0.016 
6 [45-50) 8 2.960 102.27 0.010 
7 [50-55) 7 -2.950 116.10 0.009 
8 [55-60) 6 1.780 144.16 0.007 

El modelo ponderado es 

Y; = 56.14+ 0.574x; (2.9) 

con el que se obtiene un CME = 0.9526 Y los residuos que se grafican en la 
figura 2.15. 

Modelar la variabilidad 

Con el método de estimación ponderada, lo que se busca es "corregir" 
el problema de heteroscedasticidad y recuperar, en lo posible, los supuestos 
del modelo clásico para proponer un modelo para la media. Sin embargo, se 
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han trazado caminos nuevos en los que se busca modelar más que corregir la 
variabilidad. 

Con la intenci6n de proponer un modelo para la varianza en términos 
de la variable regresora, a continuación, y siguiendo la idea de Carroll y 
Ruppert (1989), se hace una exploración gráfica sobre la relaci6n entre la 
edad y algunas transformaciones de los residuos que arroja el modelo no 
ponderado. 

Ante la premisa de que el valor absoluto de los residuos proporciona in­
formaci6n sobre el comportamiento de la desviación estándar y los residuos 
al cuadrado hacen lo propio con la varianza, Carroll y Ruppert (1989) re­
comiendan el uso de la transformación logaritmo natural en ambos casos para 
obtener las correspondientes aproximaciones. 

Transformación 1 

Es así como al aplicar el logaritmo natural al valor absoluto de los resi­
duos del ajuste no ponderado, (modelo 2.4), se percibe en ellos un compor­
tamiento creciente con respecto a la edad (figura 2.17), de hecho, la prueba 
no paramétrica basada en el coeficiente de correlación de Spearrnan rechaza 
la hipótesis de asociación lineal nula con p = 0.4113 Y una significancia del 
0.002. Esto es, se puede decir que la desviaci6n estándar aumenta en funci6n 
lineal con la edad. 

Para identificar el patr6n de crecimiento, la idea es armar conjuntos de 
observaciones y calcular el promedio de los residuos transformados en cada 
uno de ellos. De esta manera, se busca un modelo para las medias de los 
residuos en los grupos. 

Si en este ejemplo se forman 8 grupos de edad, uno por lustro, y se 
calcula la media de los residuos transformados, en cada grupo, se tienen las 
estadísticas que muestra la tabla 2.6. 

El comportamiento creciente de la desviación estándar (figura 2.17) es 
aún más claro y motiva la búsqueda de un modelo de la forma 

In Irl = ao + a¡x (2.10) 

por lo que la desviación estándar se expresa corno 
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Figura 2.16: Residuos transformados contra edad 

d.e(y) = exp(ao + alX) 

Tabla 2.6. Media de residuos transformados por grupo de edad 
grupo de edad n promedio de residuos transformados 

[20 - ::15) 7 0.8583 
[25 - 30) 6 0.9339 
[30 - 35) 7 0.8676 
[35 - 40) 6 1.3813 
[40 - 45) 7 1. 7876 
[45 - 50) 8 1.6008 
[50 - 55) 7 1.5761 
[55 - 60) 6 1. 7131 

23 

(2.11) 

Es así como a través del valor absoluto de los residuos, y después de aplicar 
mínimos cuadrados ordinarios para estimar los parámetros de la recta que 
describe el comportamiento de la desviación estándar media, se tiene como 
modelo tentativo para la desviación estándar 

d.e.(y) = exp(0.203 + 0.029 * edad) (2.12) 
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Figura 2.17: Medias de lnlrl por grupo 

cuyos residuos no muestran un comportamiento sistemático con respecto a 
la variable regresora (figura 2.18). 

Si el modelo para la desviación estándar es adecuado, resulta interesante 
aplicarlo en la estimación ponderada de los parámetros para el modelo de la 
media. Es decir, a través de la expresión 2.12 se obtiene la estimación del 
peso asignado por observación esto es, 

W; = exp(0.203 + 0.029 * edad)-2 (2.l3) 

De esta manera, al aplicar la expresión 2.5, el modelo ponderado para la 
media es 

y, = 55.9587 + O.58578x; (2.l4) 

mismo que genera un CM E = 1.376 

Transformación II 

Por otro lado, la relación entre el logaritmo natural del cuadrado de los 
residuos y la edad se observa en la figura 2.19. La relación creciente que se 
observó con anterioridad aquí se vuelve a manifestar. 

Bajo el supuesto de normalidad en los errores, los residuos al cuadrado 
seguirían, aproximadamente, una distribución ji-cuadrada con un grado de 
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libertad por lo que, CarITOl y Ruppert (1989), proponen otra alternativa que 
consiste en observar el comportamiento de la raíz cúbica del cuadrado de 
los residuos no ponderados (transformación para conseguir normalidad) con 
respecto a la edad, (figura 2.20).y sin formar grupos, buscar una expresión 
que explique el comportamiento de ambas variables. 
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Figura 2.20: Raíz cúbica del cuadaro de los residuos 

En el ejemplo, un modelo que representa una relación lineal entre la 
varianza y la edad es 

Var(Yi) = 0.46393 + 0.06763x; (2.15) 

Los residuos del ajuste del modelo para la varianza aún muestran un com­
portamiento creciente con la edad de las pacientes (figura 2.21). 

No obstante, si la expresión 2.15 se usa para la estimación de los pesos 
de las obsevaciones y se aplica una regresión ponderada para obtener los 
estimadores del modelo de la media, se tiene 

Y; = 56.0868 + 0.5818x; (2.16) 

con un CM E = 2.8606 
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Figura 2.21: Residuos de la función varianza 

En resumen, los diferentes métodos de estimación aplicados arrojan los 
siguientes resultados para los estimadores de los parámetros del modelo de 
la media (/3) y de los residuos transformados (a). 

Tabla ",., Estimaciones de los parárlletros ,.. , 
Estimador MCO MCP2

4 MCP38 Transf. 1 Transf. II 
........... 

/30 56.157 56.0890 56.1410 55.9587 56.0868 
....... <: 

/3) 0.580 0.5896 0.5742 0.5858 0.5818 
~ 

0.2034 0.4639 ao 
~ 

0.0288 0.0676 al 
eME 66.350 0.9641 0.9526 1.3760 2.8606 

Se observa que el método que minimiza el cuadrado medio del error es el de 
mínimos cuadrados ponderados a través de 8 grupos, sin embargo, el modelo 
así obtenido no refleja la relación que existe entre la varianza y la edad. Por 
medio de las transformaciones se busca explicar dicho comportamiento. 
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2.3.2 Ejemplo: Árboles de cereza 

Este es un ejemplo famoso porque ha sido discutido y analizado por diversos 
autores como Aitkinson, Cook-Weisberg y Mc Cullaugh-Nelder. El conjunto 
de observaciones forma parte de las bases de datos que incluye el paquete 
estadístico MINITAB. 

Los primeros en documentar este problema fueron Ryan, Joiner y Ryan 
(1976). Se tienen 31 observaciones sobre las dimensiones de los árboles de 
cereza negra. La idea es encontrar un modelo para el volúmen de madera 
útil en los árboles en función de la altura y el diámetro de los mismos. 

La figura. 2.22 contiene el diagrama de dispersión de los datos. Para 
identificar el problema de heteroscedasticidad por este medio, lo ideal sería 
observar campanas de Gauss bidimensionales con diferente escala de las que, 
se supone, provienen las observaciones. 

Figura 2.22: Diagrama de dispersión 

Un modelo lineal ordinario que relaciona el volumen con la altura y el 
diámetro bajo los supuestos de homoscedasticidad, independencia y norma­
lidad de los errores es: 

y = -57.98766 + 4.7082x¡ + O.3393x2 (2.17) 
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donde: 

Xl = diámetro y 

x2=altura 

Pero, la gráfica de los residuos contra los valores ajustados sugiere la 
inclusión de un término cuadrático en el modelo (figura 2.23) 
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Figura 2.23: Valores ajustados vs. residuos 

De hecho, la gráfica de los residuos contra el diámetro (figura 2.24) con­
firma un patrón cuadrático entre ambas variables. 

Al ajustar, por mínimos cuadrados ordinarios, un modelo que incluye el 
término cuadrático para el diámetro, es decir, un modelo de la forma 

(2.18) 

se tiene que los tres coeficientes son significativamente diferentes de cero y 
toman los siguientes valores para los estimadores de los parámetros: 
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Figura 2.24: Residuos vs. diámetro 

Tabla 2.8. Estimadores del modelo 
Término Estimador Error estándar 

Intercepto (/30) -9.9204 10.079 
-2.8851 1.309 
0.3763 0.088 
0.2686 0.046 

sin embargo, la forma de embudo en la gráfica de los residuos permanece, 
esto es, el problema de heteroscedasticidad persiste (figura 2.25) 

Ante tal situación, Atkin (1987) sugiere la transformación de los datos 
por medio de la raÍZ cúbica para ajustar un modelo lineal sin interacciones 
obteniendo así los siguientes resultados: 

Tabla 2.9. Estimadores del modelo para datos transformados 
Término Estimador Error estándar 

Intercepto (/30) -0.0853 0.1843 
Diámetro (/31) 0.1515 0.0056 

Altura (/32) 0.0145 0.0028 
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Figura 2.25: Residuos. Modelo con término cuadrático 

por lo que el modelo propuesto es 

~~ 

Y;3 = -0.853 + 0.1515xl + .0l45x2 

31 

Aunque el análisis de los residuos (figura 2.26) no resalta algún problema 
con la dispersión de los datos, Cook y \Veisberg (1983) insisten en resaltar la 
relación entre la varianza del volumen con el diámetro de los árboles y ponen 
en tela de juicio la nomoscedasticidad. 

Por su parte, Mc Cullaugh y Nelder (1989) proponen usar un modelo de 
la forma: 

Vol = diámetr02 * altura * e (2.19) 

con e constante. 
Para que el modelo sea aditivo, usan la transformación logaritmo y buscan 

los estimadores de los coeficientes en la expresión 

ln(vol) = f30 + f3I * ln(diámetro) + f32 * In (altura) (2.20) 

y obtienen: 
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Figura 2.26: Residuos del modelo paxa los datos transfonnados 

------ln(Y) = -6.6316 + 1.9826 * ln(diámetro) + 1.1171 * ln(altura) (2.21) 

de tal manera que los residuos no reflejan problemas con la homoscedasticidad 
(figura 2.27). 

Tanto el modelo de Aitkin como el de Mc Cullagh y Nelder corresponden 
a una transformación de la vaxiable respuesta, por lo que resulta interesante 
buscax un modelo paxa la media y la dispersión de las observaciones. 

2.3.3 Ejemplo: Resortes automotrices 

Este ejemplo se ha discutido en la literatura estadística para modelax efectos 
de dispersión. y con él se pretende, en este caso, resaltax la importancia de 
estudiax la vaxianza en procesos industriales. El problema originalmente fue 
planteado por Pignatello y Ramberg en 1985 pero Nair y Pregibon en 1988 
y, posteriormente Mc Cullagh y Nelder en 1989 hicieron una propuesta de 
análisis. 
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Aquí se discute la solución que proporcionan Mc Cullagh y Nelder y, 
adicionalmente se hace un análisis descriptivo para evaluar el efecto de dis­
persión. 

El problema consiste en estableoer un sistema de calentamiento adecuado 
para la producción de muelles automotrices (resortes de hoja). Se busca qUe 

la longitud promedio de las muelles sin carga sea de 8 pulgadas con la menor 
varianza posible. Para tal efecto se diseñó un experimento 25-1 con tres 
repeticiones y los siguientes factores: 

B: Temperatura del horno 
C: Tiempo de calentamiento 
D: Tiempo de tranferencia 
E: Tiempo de inmersión 
O: Temperatura del aceite de templar. 
La variable respuesta es la longitud del resorte sin carga. 

Cabe aclarar que los diseños factoriales fraccionarios representan una al­
ternativa cuando el número de ensayos necesarios para obtener"una repeti­
ción completa es tal que el experimento resulta incosteable. En este sentido, 
diseñar un experimento factorial fraccionario con repeticiones parece con­
tradictorio cuando se busca un modelo para la media sin embargo, en este 
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caso se trata de estimar varianzas por lo que se hace necesario contar con 
repeticiones. 

Análisis inicial. 

El análisis que, en su momento, desarrollaron Pignatiello y Ramberg (1985) 
sobre la dispersión dentro de las repeticiones, está basado en un modelo para 
los logaritmos de las varianzas muestrales de cada uno de los 16 tratamientos, 
sin embargo, Mc.eullagh y Nelder (1989) consideran incorrecto este camino 
argumentando que a valores "pequeños" corresponden logaritmos" grandes" 
y pueden ser negativos. 

Por su parte, éstos últimos desarrollaron un análisis que consiste en tomar 
las varianzas muestrales como la respuesta en un modelo lineal generalizado 
bajo el supuesto de que los errores son variables aleatorias con distribución 
gama, la función liga es el logaritmo y el factor de escala es igual a 1. 

El resultado que obtuvieron fue que tanto la temperatura del horno (B) 
como el tiempo de calentamiento (e) tienen efecto significativo sobre la dis­
persión y los estimadores del modelo log-lineal correspondiente (B+C) son: 

b - 1.369 ± 0.514 

e - -1.092 ± 0.514 

(2.22) 

(2.23) 

eon la idea de incluir en el análisis la información relativa a la media, los 
autores sustituyeron todas las observaciones por el valor promedio estimado 
correspondiente y repitieron el ejercicio anterior con lo que obtuvieron: 

b - -1.820 ± 0.943 

e - 4.785 ± 0.943 

(2.24) 

(2.25) 

Mc.eullagh y Nelder atribuyen la diferencia entre las estimaciones a que 
el efecto de ambos factores no es tan relevante. 
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Análisis alternativo 

De acuerdo con Mc Cullagh y Nelder, durante el proceso productivo es difícil 
controlar la temperatura del aceite para templar por lo que se puede consi­
derar un "factor de ruido". con tal antecedente, a continuación se realiza el 
análisis de los datos bajo dos esquemas: O como factor de ruido y O como 
factor de control. 

o como factor de ruido. Se dice que un factor es de "ruido" cuando no se 
puede controlar por completo en el ambiente del experimento. Es responsable 
del error experimental. 

Si se considera O como factor de ruido, se tienen 6 repeticiones por cada 
uno de los ocho tratamientos. En la figura 2.28 se observan los diagramas 
de caja correspondientes. En ellas se distingue la diferencia de varianzas, de 
hecho, la hipótesis de homoscedasticidad es rechazada, es decir, la muestra 
no proporciona evidencias suficientes para pensar que los datos provienen de 
distribuciones con la misma dispersión. 
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Figura 2.28: Cajas de 8 tratamientos 
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En este caso, el análisis de varianza y la gráfica de Daniel (figura 2.29) 
destacan el efecto que B y e tienen sobre la respuesta media sin que se 
presenten interacciones 
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Figura 2.29: Efectos significativos para la media 

La estimaci6n, por mínimos cuadrados ordinarios, de los parámetros de 
un modelo para la media (tabla 2.10) sugiere, para mantener una longitud 
promedio cercana a las 8 pulgadas, mantener el tiempo de calentamiento (e) 
en su nivel bajo y la temperatura del horno (B) en el alto. 

Tabla 2.10. Estimadores para el modelo de la media 
Término estimador error estándar valor p 

Intercepto 7.63604 0.03047 <.0001 
e[-l- 1] 0.088125 0.03047 0.0059 
B[-l - 1J -0.1106 0.03047 0.0007 

El modelo es, entonces 

y = 7.63604 + { 0.088125 cuando C- } + { 
-0.088125 cuando C+ . 

-0.1106 cuando B- } 
0.1106 cuando B+ 

(2.26) 
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y los residuos, (figura 2.30) hacen evidente las diferentes dispersiones. 
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Dado que se tienen 6 repeticiones por punto diseño, cabe la oportunidad de 
calcular las varianzas muestrales para tomar sus logaritmos corno la respuesta 
en un modelo para la función varianza 

(2.27) 

la estimaci6n por mínimos cuadrados ordinarios resalta al factor e como el 
único que tiene un efecto significativo en la dispersi6n (tabla 2.11). 

Tabla 2.11. Estimadores para la función varianza 
Término estimador error estándar valor p 

Intercepto -3.689 0.4 <0.0001 
C[-l- lJ -1.0901 0.4 0.0035 

La forma del modelo es 

ln(s~) =' -3.689 - 1.0901 * e (2.28) 

esto es, para minimizar la varianza se debe tener e en su nivel alto, pero 
de la tabla 2.9 se sabe que e debe estar en bajo para tener una longitud 
promedio de 8 pulgadas. 
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Después de separar aquellos puntos donde B está en un nivel alto, inde­
pendientemente del valor de e, se tienen 24 datos: 12 para e+ y 12 para e- , 
las estadísticas por grupo están en la tabla 2.12 y se ilustran con diagramas 
de caja en la figura 2.31 

Tabla 2.12.Estadísticas por grupo 
e n media desv. esto 
-1 12 7.84 0.245 
1 12 7.65 0.1075 
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Figura 2.31: Cajas para los dos niveles del factor e 
En este caso, las pruebas de Levene y Bartlett descartan la igualdad de 

varianzas y la prueba de Welch rechaza la hipótesis de igualdad de medias, 
esto es, bajo el supuesto de normalidad, la decisión a tomar está entre: 

• mantener el tiempo de calentamiento (e) en su nivel bajo y ofrecer 
muelles con una longitud promedio entre 7.35 y 8.33 con el 95% de 
coniianza. 

• mantener el tiempo de calentamiento en su nivel alto y ofrecer muelles 
con una longitud promedio entre 7.435 y 7.865 con un 95% de coniianza. 



2.3. EJEMPLOS 39 

o como factor de control Por otro lado, si O es considerado un factor 
se tienen 16 tratamientos con tres repeticiones cada uno. 

La figura 2.32 contiene los diagramas de caja para las observaciones de 
cada tratamiento. En ella se sugiere la existencia de un problema de he­
teroscedasticidad aunque es importante tomar en cuenta que con tres obser­
vaciones, la varianza puede ser poco estable. 
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Figura 2.32: Diagramas de caja. Longitud de los resortes 

MODELO 1 

Bajo el supuesto de homoscedasticidad y normalidad, un modelo inicial 
para la longitud media de los resortes debe incluir, tal como lo indica la 
gráfica de Daniel, figura 2.33, todos los efectos principales, excepto D, y las 
interacciones B*O y C*O. 

Los estimadores para la longitud media, obtenidos por mínimos cuadrados 
ordinarios, están en la tabla 2.13 
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Figura 2.33: Efectos significativos para la media 

Tabla 2.13. Estimadores para el modelo para la longitud media 
Término estimador error estándar valor p 

Intercepto 7.6364 0.018227 <.0001 
0[-1-1] 0.1298 0.018227 <.0001 
C[-1-1] 0.088 0.018227 <.0001 

0[-1-1] *C[-1 -1] 0.0827 0.018227 <.0001 
B[-l-l] -0.1106 0.018227 <.0001 

0[-1-1] *B[-l-l] 0.04229 0.018227 0.0254 
E[-1-1] -0.05188 0.018227 0.0069 

Esto es, para conseguir muelles con longitud promedio de 8 pulgadas se 
recomienda mantener los factores O y e en los niveles bajos pero B y E en 
el nivel alto. 

El análisis de los residuos del modelo no muestra ningún problema. En 
la figura 2.34 se puede ver que no se distingue un patrón entre los valores 
ajustados y los residuos. Además, en la grálica de los residuos contra cada 
uno de los factores, tampoco hay evidencia de una diferencia notable en 
la dispersión de los datos, de hecho, la prueba de hipótesis basada en la 
estadística F*' no rechaza la igualdad de varianzas en ningún caso. La tabla 

4 Bajo el supuesto de igualdad de varianzas entre los dos niveles del factor la estadística 
sigue una distribución normal estándar 
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2.14 muestra el valor de la estadística para los efectos principales 

(2.29) 

donde: s2(i+) es la varianza muestral de los residuos de un ajuste no pon­
derado en el nivel alto del factor i; S2(i-) es el valor correspondiente en el 
nivel bajo. 

El cuadrado medio del error que se obtiene a través de este modelo es 
e M E = 0.015946 
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Figura 2.34: Valores ajustados vs. residuos 

Tabla 2.14 Estadística de prueba para la igualdad de varianzas 

O D e B E 
S~U+) 0.1302 0.1104 0.1072 0.1383 0.1255 
s~(i ) 0.1071 0.1257 0.1302 0.0963 0.1126 

F* 0.3906 -0.2595 -0.3887 0.7239 0.2169 

No obstante, si se toma el logaritmo del valor absoluto de los residuos 
como variable respuesta en un modelo para la varianza, se observa que la 
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interacción entre la temperatura del aceite de templar y el tiempo de trans­
ferencia (O * D) tienen un comportamiento significativo en la dispersión de 
las observaciones; pero no así los efectos. principales. 

De cualquier manera, para proponer un modelo jerárquico, se toman en 
cuenta los resultados de la estimación de los parámetros de una función 
varianza después de aplicar mínimos cuadrados ordinarios 

Tabla 2.15. Estimadores para la función varianza 
Término estimador error estándar valor p 

Intercepto -2.626 0.1221 <.0001 
0[-1-1J -0.1491 0.1221 0.2286 
D[-1-1] 0.4647 0.1221 0.7053 

0[-1-1]*D[-1-1] -0.2487 0.1221 0.0477 

La interacción (O*D) sugiere que la varianza mínima para la respuesta 
media se obtiene cuando ambos factores se encuentran en el nivel bajo. De 
esta manera, si se distingen los 3 puntos que cumplen las condiciones para 
lograr una longitud media de 8 pulgadas (0- ,C- ,B+ y E+) con la menor 
varianza (0-, D-) Y se separan del resto de las observaciones, se tienen las 
siguientes estadísticas 

Tabla 2.16. estadísticas :eor grllEo 
n media desviación esto 
3 8.07 0.16523 
45 7.607 0.22907 

es importante aclarar que, en este caso, la prueba de Levene no rechaza 
la igualdad de varianzas, por lo que se confirma la homoscedasticidad. 

MODELO II 

Una propuesta alternativa para estudiar el problema de los resortes au­
tomotrices consiste en tomar como variable respuesta, para el modelo de la 
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media, el promedio de las repeticiones por punto diseño y hacer lo propio 
con la varianza, esto es 

E(Y) = X/3 

y 

Tabla 2.17. Medias y varianzas muestrales 

CORRIDA B C D E O Y 8
2 

1 7.79 0.0003 
2 + + 8.07 0.2730 
3 + + 7.52 0.0012 

4 + + 7.63 0.0104 
5 + + 7.94 0.0036 

6 + + 7.95 0.0496 
7 + + 7.54 0.0084 
8 + + + + 7.69 0.0156 

9 + 7.29 0.0373 
10 + + + 7.73 0.0645 
11 + + + 7.52 0.0012 
12 + + + 7.65 0.0092 
13 + + + 7.40 0.0048 
14 + + + 7.62 0.0042 
15 + + + 7.20 0.0016 
16 + + + + + 7.63 0.0254 

La gráfica de Daniel (figura 2.35) resalta que los efectos principales signi-
ficativos en un modelo para la media son 0, B Y C, además de la interacción 
O*C. En el caso de la desviación estándar, el efecto importante corresponde 
al factor B (figura 2.36). 

En este punto resulta interesante observar el diagrama de dispersión de 
los efectos que los factores tienen sobre la media y la varianza. En la figura 
2.37 se destaca lo importante que resultan B y C (en sentidos opuestos) 
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Figura 2.37: Efectos media vs. efectos desv. esto 

sobre ambos parámetros. Como O permanece "cerca" del origen vertical 
pero "lejos" del horizontal, se interpreta que sólo tiene efecto significativo en 
la media. El caso de la interacción OC es el mismo. 

Los estimadores, para el modelo de medias, obtenidos por mínimos cuadra­
dos y a través de esta estrategia son los siguientes 

Tabla 2.18 Estimadores para el modelo de la media 
Término estimador error estándar valor p 

intercepto 7.636 0.0253 <.0001 
0[-1-1] 0.130 0.0253 0.0003 
B[-l-l] -0.111 0.0253 0.0011 
C[-l-l] 0.088 0.0253 0.0052 

0[-1-1]*0[-1-1] 0.083 0.0253 0.0075 

Es decir, para obtener hojas de longitud promedio de 8 pulgadas, se 
requiere que tanto la temperatura del aceite para templar como el tiempo de 
calentamiento estén en un nivel alto y la temperatura del horno en el nivel 
inferior. La gráfica de los residuos contra las medias ajustadas se encuentra 
en la figura 2.38. puede observarse que no se detecta ningún patrón de 
comportamiento. El eME = 0.0103. 
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Figura 2.38: Residuos media vs. ajustados media 

Por otro lado, los estimadores de los parámetros de un modelo para el 
logaritmo de las varianzas muestrales son los que se muestran en la tabla 
2.19 mismos que resaltan que la temperatura del horno debe estar en su 
nivel bajo para minimizar la varianza. (El factor e no es significativo para 
este modelo). De hecho, si se observa la figura 2.39, se tiene que las cajas más 
cortas (representan datos menos dispersos) corresponden a los tratamientos 
1,3,5,11 y 15. Todos ellos tiene en común el nivel bajo de B. 

Tabla 2.19 Estimadores para el modelo de la media 
Término estimador error estándar valor p 

intercepto -4.931 0.3046 <.0001 
B[-I-IJ -0.945 0.3046 0.0078 

Tal condición implicaría tomar la decisión sobre si se debe dejar B en su 
nivel alto para acercarse a la longitud promedio deseada aunque el resultado 
sea más disperso o buscar mayor precisión con una longitud menor a las 
8 pulgadas. Sin embargo, después de seleccionar los puntos en los que se 
cumple que O y e están en su nivel bajo ( requerimiento para una longitud 
promedio de 8 pulgadas), se tienen las siguientes estadísticas: 
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Tabla 2.20. Estadísticas de los puntos de interés. 

nivel n media desv. esto 
B 6 7.865 0.0912 

6 8.008 0.1880 

La prueba de homogeneidad de varianzas de Bartlett no rechaza tal 
hipótesis con un valor p de 0.1382 y, Levene tampoco la rechaza con una 
significancia del 10.48%. Además, la diferencia entre las medias no resulta 
significativa. Ante tal situación se propone seguir las recomendaciones del 
modelo de la media. 

Resumen 

Las diferentes propuestas de análisis han proporcionado resultados distin­
tos. Para el caso de la media, los factores B y C tienen presencia de manera 
consistente en todos los modelos; aunque queda en tela de juicio la influencia 
de D y de algunas interacciones. La situación de los parámetros de la función 
varianza es diferente pues cada propuesta identifica diferentes protagonistas 
para el modelo. 

2.3.4 Ejemplo: Circuitos integrados 

Otro autor que se ha preocupado por el estudio de los efectos de dispersión 
en los procesos industriales es John Grego. En 1993 publicó un artículo en el 
que manifestó su interés por aplicar los modelos lineales generalizados en la 
optimización simultánea de la media y la varianza. En tal documento planteó 
un experimento para la producción de circuitos integrados. Con un diseño 
2t;1 buscó determinar el efecto de cuatro factores sobre la fuerza adherente 
de los circuitos montados sobre una base de metal. 

Los factores son 

Tabla 2.21. Factores en el experimento con circuitos 
Factor Descripción + 

A Tipo de adhesivo D2A H-I-E 
B Material conductor cobre níquel 
C Tiempo 90min 120 min 
D Material del depósito estaño plata 
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Análisis inicial 

En su documento, John M. Grego (1993) propuso una pauta para el análisis 
de estos datos a través de dos métodos: 

• Una regresión "stepwise" ponderada para la respuesta media de las 
observaciones y, por separado, aplicó la misma técnica tomando la 
varianza muestral como variable respuesta . 

• Usó los 40 datos y un modelo de la forma: 

y - X¡3+e 

Var(e.;) - exp(z;a) 
(2.30) 

(2.31) 

estimó de manera simultánea, por máxima verosimilitud aplicada a 
un modelo lineal generalizado con errores que se distribuyen gamma, 
usando el logaritmo como función liga y un factor de escala igual a 0.5. 

En ambos casos, los factores A, e y D resultaron significativos para la 
respuesta media y, A y D para la varianza. Sin embargo, el investigador pone 
en duda la normalidad asintótica de los estimadores que se obtuvieron por 
máxima verosimilitud simultánea por lo que no confía en sus errores estándar. 

Análisis alternativo 

Para elaborar una propuesta sobre la forma de los modelos de la media y la 
varianza, se empieza por explorar el comportamiento de las observaciones: 

La media y varianza muestrales para cada uno de los ocho tratamientos 
son: 
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Tabla 2.22. Media y varianza por tratamiento. 
Trat A B C D y 82 

1 73.48 2.452 
2 + + 87.06 0.5030 
3 + - + 81.58 0.6470 
4 + + 79.38 1.9820 
5 + - + 83.88 4.2325 
6 + + 79.54 8.5625 
7 + + - 75.60 26.705 
8 + + + + 90.32 3.9774 

Los diagramas de caja por tratamiento, figura ?? muestran las diferentes 
medias y varianzas muestrales. Mientras la media más alta se logra con el 
tratamiento 8, la menor varianza corresponde a los tratamientos 2 y 3. Cabe 
notar que la segunda mitad de la gráfica contiene las cajas más largas.y 
corresponden a los tratamientos que inclüyen al factor A+, por lo que se 
puede pensar que el adhesivo tipo H-l-E provoca datos más dispersos que 
el D2A, es decir, este factor tiene cierta influencia sobre la varianza de los 
datos. 

T 
e 

3 4 5 6 7 8 

TRATAMIENTO 

Figura 2.39: Diagramas de caja 

Por otro lado, los diagramas de caja por factor, figura 2.40 no reflejan, de 
manera contundente, la relación del tipo de adhesivo con la varianza de las 
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observaciones de hecho, apaxentemente la influencia del material del depósito 
(D) puede ser más importante en este sentido yen el comportamiento de la 
media. 

Figura 2.40: Diagrama de cajas por factor 

Aplicando las pruebas de Levene, Bartlett y Hartley, se rechaza la hipóte­
sis de igualdad de varianzas. 

Si se busca un modelo lineal ordinario paxa la media, la gráfica de Daniel 
propone únicamente los efectos principales A, C y D como significativos 
(figura 2.41). 

La estimación por mínimos cuadrados ordinaxios arroja los resultados de 
la tabla 2.23 
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Tabla 2.23. Estimadores para el modelo de la media 
Término Estimador Error estándar valor p 

Intercepto 81.350 0.386 <.0001 
A[-1-1] -0.975 0.386 0.0161 
C[-1-1] -2.725 0.386 <.0001 
D[-l-l] -4.360 0.386 <.0001 

pero los residuos del modelo 

y = { -0.975 cuando A- } + ( -2.725 cuando c- 1 + r -4.36 cuando D- } 
0.975 cuando A+ 1 2.725 cuando C+ J 1 4.36 cuando D+ 

(2.32) 

ratifican la falta de homogeneidad de varianzas (figura 2.42) y generan un 
eME = 5.96l. 

MODELO 1 

Para analizar la dispersión de las observaciones se propone usar el lo­
garitmo natural de los residuos, del modelo no ponderado, al cuadrado para 
estimar los parámetros de una función varianza de la forma 2.31. El resultado, 
que se muestra en la siguiente tabla, coincide con el análisis de Grego al 
resaltar la influencia significativa de los factores A y D en sus niveles bajo y 
alto, respectivamente, para minimizar la varianza. 
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Figura 2.42: Residuos vs. valores ajustados 

Tabla 2.24. estimadores para la función varianza 

Término Estimador Error estándar Valor p 
Intercepto 0.1505 0.2696 0.5801 
A[-l-l] -1.04 0.2696 0.0004 
D[-l-l] 0.515 0.2696 0.0639 

MODELO II 

Si se consideran las medias y varianzas, por tratamiento, como las varia­
bles respuesta para la búsqueda de los modelos respectivos y se grafican los 
efectos que los factores tienen sobre ambos parámetros (figura 2.43) se ob­
serva con claridad que se confirma lo antes expuesto, esto es: los factores A y 
D tienen influencia sobre la media y sobre la varianza; mientras C únicamente 
participa en el comportamiento de la fuerza adherente promedio. 

Los resultados de l~ estimación de los parámetros (tabla 2.25) para la 
función varianza son similares a los ya obtenidos. . 
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Figura 2.43: Efectos para la media y la varianza 

Tabla 2.25. Estimadores para la función varianza 
término estimador error estándar valor p 

intercepto 2.088 0.2993 0.0009 
A[-l -1] -0.967 0.2993 0.0232 
D[-1-1] 0.697 0.2993 0.0673 
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En resumen, de cualquier manera, se puede concluir que se debe tener 
especial atención en los factores A y D si se busca minimizar la varianza. 
Para lograrlo se necesitan sus niveles bajo y alto respectivamente mientras, 
la máxima fuerza adherente promedio se logra con los niveles altos de A, e 
yD. 

Analizando los grupos formados para A + y A- en los niveles altos de e y 
D se tienen las estadísticas de la tabla 2.26 y las pruebas de Levene, Bartlett 
y Hartley no rechazan la igualdad de varianzas al 95% de confianza por lo 
que, lo recomendable es aplicar adhesivo tipo H-I-E durante 120 minutos en 
un depósito de plata sin importar si el material conductor empleado es el 
níquel o el cobre. 

Tabla 2.26. estadísticas por grupo 
A n media desviación esto 
-1 5 
1 5 

87.06 
90.32 

0.709 
1.994 
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2.3.5 Comentarios 

A lo largo de este capítulo se exploró, por medio de diversas estrategias, 
el comportamiento de la dispersión de las observaciones. Cuando la he­
teroscedasticidad ha sido por demás clara, como es el caso del ejemplo de 
Grego, las conclusiones a las que se llega por diferentes caminos coinciden. 
Sin embargo, ante una situación un tanto polémica como el problema de los 
resortes automotrices, el análisis exploratorio puede abrir diferentes alterna­
tivas de solución. 



Capítulo 3 

Estudio de efectos de dispersión 

La inquietud por modelar la varianza surgió hace poco más de cincuenta 
años. De esa época a la fecha se han documentado una serie de alternativas 
que se han visto reforzadas con el gran desarrollo cibernético que permite 
desarrollar cálculos bastante engorrosos a una velocidad increible. En este 
capítulo se presenta una breve cronología sobre la formación de una idea final: 
estimar los parámetros de un modelo para la varianza de las observaciones. 

3.1 Antecedentes 

Los trabajos de Bartlett, a mediados del siglo XX, fueron los primeros que 
motivaron el estudio de la relación entre la media y la varianza. Un método 
empírico que propuso fue graficar el logaritmo de la varianza dentro de cada 
celda de información contra el logaritmo de la media en la celda correspon­
diente y observar su comportamiento. El mismo autor sugirió el uso de una 
transformación de los datos para minimizar alguna medida de heteroscedas­
ticidad sin alterar la independencia de las observaciones y a la vez acercarse 
más a la distribución normal recuperando así los supuestos básicos del modelo 
de regresión. Esta idea se avanza con las transformaciones de Box-Cox. 

A partir de aquí empezaron a surgir una serie de propuestas para modelar 
la varianza, por ejemplo, Hildreth y Houck en 1968; Goldfeld y Quandt en 
1972 y Amemiya en 1977 estudiaron las siguientes expresiones: 

Var (y,) = eo + e,Xi (3.1) 
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función lineal de las predictoras 

(3.2) 

función cuadrática de las predictoras 

(3.3) 

función que depende de la media 

Var (Yi) = a'l (exp (60 + 61Xi)) (3.4) 

función no lineal en los parámetros 

Es importante aclarar que a diferencia de los modelos de medias, las 
funciones de varianza tienen una restricción en cuanto a valores ajustados 
se refiere, es decir, mientras los promedios pueden tomar valores en el eje 
real, las varianzas deben ser siempre positivas, por lo que otra posibilidad es 
tomar en cuenta modelos lineales en las predictoras para el logaritmo de las 
varianzas, por ejemplo: 

ln( 0-
2

) - 60 + 61x; 

ln( 0-
2

) - 60 + 61¡.t((3) 
ln( 0-

2
) - 60 + 61 ln(¡.t((3)) 

(3.5) 
(3.6) 
(3.7) 

Esta propuesta es la única que garantiza que las varianzas estimadas serán 
positivas. 
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3.2 El modelo 

Entre los autores que han estudiado este tipo de modelos están Box y Hill 
en 1974; Harveyen 1976 y la pareja Carroll- Ruppert en 1982. 

La diversidad de propuestas para los modelos de varianza puede ser tan 
amplia como la variedad de modelos para la media, por lo que, igual que en 
el caso de la media, es importante tener elementos para seleccionar el mejor. 

Davidian y Carroll (1987), generalizan las expresiones para la varianza y 
la media a través de un modelo de regresión heteroscedástico que consta de 
dos partes: la primera representa al valor esperado de las observaciones como 
una función de las variables regresoras {Xi} y de un vector de parámetros 
,6(pXl); la segunda corresponde a la función varianza que queda en términos 
de una función de las covariables {Zi} Y de los parámetros f3(pXl) y O«rxl)' 

AEí, el modelo es: 

E(y¡) = ¡.ti = f(Xi, 13) (3.8) 

(3.9) 

donde: 

" {x¡} y {Zi} son vectores conocidos,( {Zi} puede ser un subconjunto 
propio de {x;} ); 

.. f y g son funciones con forma conocida y 

El (J es un parámetro de escala desconocido. 

Una característica importante de este modelo es que no se requiere hacer 
ningún supuesto sobre la distribución de Y, los supuestos sólo se hacen con 
respesto a los dos primeros momentos de los datos. 

Para hacer explícita una posible relación entre la dispersión y la media, 
Carroll y Ruppert (1988) presentan el mismo modelo pero con una pequeña 
modificación en la función varianza, quedando la siguiente =presión: 
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E(Yi) = ILi = f(x;,j3) (3.10) 

(3.11) 

Por otro lado, Nelder y Pregibon (1987) ofrecen un enfoque basado en 
modelos lineales generalizados para analizar efectos de localización y disper­
sión de los datos en el caso en que la varianza depende de la media por lo que 
puede considerarse un caso particular de la propuesta anterior. El modelo 
que proponen es: 

E(Yi) = ILi = f(Xi, j3) (3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

donde: 

• f y g son funciones liga conocidas, 

• V(IL) es una función varianza, positiva, también conocida. 

• if; es el parámetro de dispersión. 
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La selección de la función varianza determina la interpretación de rP, esto 
es, si V (¡.t) = 1, rP es la varianza de la respuesta; si V (¡.t) = ¡.t2, cp es ei 
cuadrado del coeficiente de variación de la respuesta. En los modelos lineales 
generalizados más simples, el parámetro de dispersión rP es una constante, 
usualmente desconocida, pero en los casos en que Y; es el promedio de mi 
repeticiones puede ser apropiado suponer que rPi es proporcional a Wi = ,,;. 
(" pesos" conocidos). '/. 

La idea de la transformación de observaciones es retomada por Logothetis 
(1990) y plantea que si existe una relación funcional entre la media y la 
varianza dada por {Ty = f (¡.ty) , entonces, para obtener datos en los que la 
dispersión {TT sea igual a una constante c, se requiere de una transformación 
de la forma: 

J
e C 

T (¡.t) = f (p) d¡.t (3.16) 

En el caso en que la varianza sea una potencia de la media, por ejemplo, 

(}y = f(¡.t) = ape (3.17) 

la transformación es equivalente a la propuesta de la función potencia de 
Box-Cox: 

(3.18) 

y una manera de determinar si la relación funcional es adecuada, es a través 
de la estimación por mínimos cuadrados de e en la regresión que involucra 
la desviación estándar y la media muestrales : 

ln(si) = lna + liln (Xi) + €i (3.19) 
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Logothetis (1990) afirma que, en muchos casos, el resultado de la esti­
mación de e en el modelo anterior es igual al valor que se obtiene para A al 
aplicar la técnica de la tranformación Box-Cox y aclara que cuando los re­
sultados no son iguales, se debe a que, en el modelo, se requiere de aumentar 
términos de un orden mayor o algunas interacciones. 

Desde este punto de vista, Logothetis concluye que resolver la expresión 
3.19 es un método suficiente para determinar el tipo de transformación para 
los datos. 

Sin embargo, Engel (1992) cuestiona la propuesta de Logothetis argu­
mentando la desventaja que tienen los métodos basados en transformaciones 
de datos en el sentido de que se está proponiendo un modelo lineal para al­
guna función estabilizadora de varianza no interpretable. Pero además, Engel 
afirma que el estimador por mínimos cuadrados para e puede ser inconsis­
tente cuando el número de repeticiones aumenta (m ---> 00) y que debido a 
que el intercepto en 3.19 es constante, el error estándar de a tiende a ser 
grande. 

De esta manera, Engel retoma la experiencia tanto de Carroll-Ruppert 
como de McCullagh-Nelder y de Logothetis para proponer un modelo de la 
forma: 

E (Yi) = ¡ti = x¡(3, (3.20) 

Var(Yi) = <PiV(¡ti,a), (3.21) 

In <Pi = z;'y (3.22) 

donde (3,Ct, <Pi y I son parametros. 

La idea de Engel es hacer una separación explícita de los factores en 
aquéllos que tienen efecto sobre la media (factores control), los que afectan 
a la varianza (factores señal) y de los llamados factores de costo. 
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Es en este sentido que la expresión para la varianza en este modelo resulta 
ser un caso especial de la que usaron Davidian y Carroll, pues mientras ePi es 
un parámetro que no depende de la media, V(¡.t¡, a) es un término que está 
en función de ella (además de a). 

Por otro lado, Var(Yi) = ePiV(¡.ti' a) es una extensión de la expresión 
usada por Nelder y Pegibon al hacer depender la función varianza de un 
parámetro a. Nótese, además, que las funciones liga f y 9 son la identidad 
y el logaritmo natural respectivamente. 

A partir de lo anterior, el estudio que se hace en esta tesis sobre los mode­
los de regresión heteroscedásticos queda definido formalmente de la siguiente 
manera: 

Se tiene un vector variable de respuesta, Y, que describe una caracterís­
tica del producto. Las observaciones Y¡, Y2, ... , Yn son n variables aleatorias 
independientes que provienen de poblaciones normales con diferentes medias 
y varianzas, es decir, tanto su valor promedio como su variabilidad se ven 
afectadas por la influencia de covariables. 

Las covariables {x;} , llamadas factores de control, pueden tener efecto 
tanto en la media como en la varianza. Por otro lado, se tienen factores 
no controlados {Zi}, denominados de ruido, que afectan la dispersión de las 
respuestas. 

De esta manera, si <p2 (a) representa el modelo para la varianza de Y, la 
respuesta tiene la siguiente expresión: 

Y = ¡.t(f3) +\O(a)6 (3.23) 

donde: 

.. 6 es un vector de variables aleatorias, 

" f3 y a son los parámetros para la media y la función varianza respecti­
vamente. 
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3.3 Notación 

En panicular, el interés se centra en un modelo lineal para la media y uno 
multiplicativo para la varianza. De manera específica, las n respuestas 1'; 
se suponen normalmente distribuidas con media y varianza dadas por las 
siguientes expresiones: 

donde: 

E(Y) - XfHe 
Var(Y) - exp(Xa) 

(3.24) 
(3.25) 

• e es un vector de variables aleatorias que siguen una distribución nor­
mal: 

e ~ N(O,exp(Xa)) (3.26) 

En términos de la notación usada por Carroll y Ruppert (1988), se tiene 
que 

E(Yi) - J.Li = ¡(Xi, j3) = Xj3 
Var(Yi) - ~exp(Za) 

donde la relación entre Z y X puede ser: 

(3.27) 
(3.28) 

• X = Z , es decir los factores que tiene influencia significativa sobre la 
media son los mismos que afectan la varianza de las observaciones. 

• X ~ Z,cuando los factores que tienen efectos siguificativos sobre la me­
dia son diferentes a los que explican el comportamiento de la varianza 

• X y Z coinciden sólo en algunos componentes cuando existen factores 
que repercuten tanto en el valor esperado como en la dispersión de la 
variable respuesta. 
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Los vectores fJmxl y O<pxl, son los parámetros del modelo de medias y de la 
función varianza respectivamente. Además, (Y2 se conoce como el parámetro 
estructural y es fijo pero desconocido. 

De esta manera, la estimación de parámetros se convierte en un problema 
de estimación del vector 

(3.29) 



Capítulo 4 

Modelación de efectos de 
dispersión 

4.1 Introducción. 

Los estimadores de los parámetros de un modelo de regresión clásico se ob­
tienen a través de métodos como máxima verosimilitud o mínimos cuadrados. 
Se sabe que en el primero es necesario conocer la distribución de los datos 
(o por lo menos hacer un supuesto al respecto con algún fundamento impor­
tante) y que en el caso de que esta distribuci6n sea la norrnal, los estimadores 
que se obtienen por ambos métodos coinciden. 

Dado que las funciones varianza también dependen de parámetros, ha 
sido necesario establecer métodos para su estimación. Los procedimientos 
que aquí se presentan son: 

.. Regresión en dos etapas 

" Mínimos cuadrados generalizados 

" Máxima verosimilitud 

" Pseudoverosimilitud 

® Quasiverosimilitud 
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Todos ellos tienen una base en los métodos conocidos para la media y, 
con excepción del primero de la lista, se trata de métodos que funcionan de 
manera iterativa. 

Para la descripción de los procedimientos, se usa la notación de Carroll y 
Ruppert (1988), es decir, se considera el modelo de la forma: 

E(Yi) = ¡(Xi, /3) = ¡.ti 

donde: 

Cada procedimiento es ejemplificado con detalle a través de su aplicación 
en la estimación de los parámetros del modelo para la presión arterial dias­
tólica de las 54 mujeres (ejemplo 2.1). 

En este capítulo se empieza a hacer algunas comparaciones entre métodos 
a través del e M E y al final se presentan los resultados de la estimación de 
los parámetros en los problemas de los resortes automotrices y los circuitos 
integrados. 

4.2 Procedimientos de estimación 

En el capítulo 2 se hizo un análisis exploratorio del comportamiento de la 
dispersión de los datos y se propuso, por separado, un modelo pára la media 
y para la varianza. Aquí se presentan métodos de estimación que permiten 
reflejar el efecto de la varianza en el modelo de la media. 
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4,2,1 Regresión en dos etapas (2E) 

Harvey (1976) propone la estimación de los parámetros de la función varianza 
siguiendo el principio del método de mínimos cuadrados ordinarios1 (MOO). 

Los cuadrados de los residuos que se obtienen de un modelo de regresión 
ordinaria para la media, son considerados como un reflejo de la estructura 
de la variabilidad de las observaciones por lo que, en la segunda etapa, se 
buscan los estimadores de un modelo de regresión lineal donde éstos juegan 
un papel relevante. 

Los pasos a seguir son: 

1. Obtener estimadores por MOO para la media, esto es: 

(4.1) 

2. Obtener estimadores por MeO para la función varianza, usando el 
logaritmo de los residuos al cuadrado como la variable respuesta en el 
modelo lineal 

in(rn = ZiC< + Wi (4.2) 

de tal manera que 

(4.3) 

Una de las ventajas más reconocidas del método de mínimos cuadrados 
es que no se requiere ningún supuesto distribucional para las observaciones, 
sin embargo, la transformación que se hace de los residuos, en la segunda 

1 El método de mínimos cuadrados ordinarios se debe al matemático alemán Carl 
Friedrich Gauss(1777-1855) 



68 CAPÍTULO 4. MODELACI6N DE EFECTOS DE DISPERSI6N 

etapa, genera valores negativos para residuos menores a 1. Para garantizar 
la no negatividad de la función varianza, Harvey hace 

Va;.(Yi) = ~ = exp(Za). (4.4) 

Es importante notar que bajo el supuesto de normalidad de las obser­
vaciones, los residuos, ri = Yi - fj¡, deben seguir una distribución aproxi­
madamente normal y si la expresión exp(Za) realmente representa la parte 
sistemática de la variabilidad, la variable de la forma 

r 2 

Wi = ln( --'2 ) 
(Ji 

(4.5) 

converge en distribución a una variable aleatoria wi que se distribuye como el 
logaritmo de una X2 con un grado de libertad cuyos primeros dos momentos 
están dados por 

E(w;) 
1 1 

- 'I/Í(2) -ln(2) = -1.2704 

Var(w;) - 'I/Í(l) (~) = 4.9348 

donde: 1j;(s) = dlnj[.\8)) es la función digamma y 

1j;(l)(S) denota la primer derivada de 1j;(s) 

De esta manera, Harvey concluye que 

y que a es un estimador asintóticamente eficiente. 

Ejemplo 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

En el problema de la presión arterial diastólica de las 54 mujeres con edades 
entre 20 y 60 años, como resultado de la estimación por el método de regresión 
en dos etapas, se tiene 
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!3 = r 56.;5~9l 
L O.o8v J 

y 

= [ 0.4068 ] 
a 0.0577 

de tal manera que el modelo es 

y, = 56.1569 + 0.5800Xi + y'exp(0.4068 + O.05767xi) *E:i (4.9) 

con 

E: ~ N(O, 1) (4.10) 

Nótese que, la diferencia entre una estimación ordinaria y la regresión en 
dos etapas está en la existencia del segundo paso y que a partir del análisis 
exploratorio que se llevó a cabo a este conjunto de datos en el capítulo 2, se 
ha usado la edad de las personas corno una variable explicativa tanto en el 
modelo para la media corno en la función varianza. 

Las estadísticas de los residuos del modelo de la función varianza son 

w - O 

var(w) - 5.3998 

(4.11) 
(4.12) 

La figura 4.1 contiene los residuos del modelo para la varianza que mues­
tran un comportamiento visiblemente más disperso para los residuos nega­
tivos que para los positivos corno una clara consecuencia de la falta de ajuste 
para íos residuos pequeños (menores que 1) del modelo para la media. 

De esta manera, se tiene un argumento importante para pensar que la 
función varianza no representa la variabilidad intrínseca de las observaciones. 
No obstante, si se calcula la suma de cuadrados del error a través de residuos 
de la forma 
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Figura 4.1: Residuos función varianza 

8CE _ Yi -:¡¡; 
( )

2 

- L y'exp(0.4068 + 0.0577xi) 
(4.13) 

se tiene 8CE = 1152.154 por lo que 

CME = 8CE = 1152.124 = 22.156 
n-p 52 

(4.14) 

El valor del cuadrado medio del error que se obtiene con este modelo será 
comparado con el que resulte de aplicar otros métodos. 

4.2.2 Mínimos Cuadrados Generalizados (MCG) 

Ante la falta de homogeneidad de varianzas se tiene que algunas de las ob­
servaciones son "menos confiables" que otras en el sentido de que si la varia­
ble respuesta YI proviene de una población más dispersa que otra variable 
Y2,entonces, YI proporciona más incertidumbre sobre los resultados del pro­
ceso que la ha generado en comparación con Y2. De esta manera, la idea del 
método de mínimos cuadrados generalizados sigue el mismo principio que la 
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regresión ponderada, esto es, a cada observación se le asigna un peso que es 
inversamente proporcional a la varianza de la población a la que pertenece. 

Si las varianzas son desconocidas, éstas pueden ser estimadas a través de 
las varianzas muestrales en cada punto diseño, sin embargo, es sabido que tal 
estimador puede ser muy inestable si el número de repeticiones por punto es 
pequeño, además, por este medio no se logra identificar una estructura para 
las varianzas. 

La alternativa que plantean Carroll y Ruppet (1983) es estimar la va­
rianza por medio de una regresión y, por consiguiente, sin necesidad de tener 
repeticiones. 

El método de mínimos cuadrados generalizados parte de una regresión 
ordinaria para obtener un estimador inicial de /3 (vector parámetro del mo­
delo para la media) y, los residuos generados son usados para estimar el vector 
parámetro (a) de una función varianza propuesta. El proceso es iterativo y 
se busca minimizar la suma de cuadrados de los residuos ponderados, esto 
es: 

(4.15) 

donde: 

1 
Wi = -:g2""'(¡1---:(~/3)"-, -z¡-, a"") 

representa el peso de la observación i y 

f (Xi, /3) 

es el valor esperado de Yi . 

No se requieren supuestos sobre la distribución de los datos pero sí es 
necesario establecer una relación entre la media y la varianza, es decir, se 
debe proponer una expresión para la función varianza. 

El algoritmo que proponen Carroll y Ruppert (1988) es el siguiente: 
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1.- Empezar con un estimador preliminar ~. (puede ser el resultado de 
una estimación no ponderada) 

2.- Estimar a a través de la solución a una ecuación de la forma: 

LH(Yi,Zi,(.ti (íJ.) ,a) = O 

3.- Calcular los pesos estimados: 

4.- Obtener un estimador por mínimos cuadrados ponderados para f3 y 
actualizar el valor de ~. 

5.- Repetir los pasos 2, 3 Y 4 hasta que los cambios en los valores de los 
estimadores en dos iteraciones sucesivas sean tan pequeños como se desee o 
hasta acumular un cierto número de iteraciones para prevenir aquellos casos 
en los que el proceso no converge. 

Cuando el número de iteraciones tiende a infinito, los resultados del al­
goritmo coinciden con la solución de las ecuaciones 

L ffl(Xi, f3) [Yi - f (Xi, f3)] !l(¡.ti (f3) , Zi, a) = O 

L H(Yi, Zi, (.ti (f3) ,a) = O 

donde ffl(Xi, f3) es la derivada de f con respecto a f3. 

(4.16) 

(4.17) 

En cuanto a la distribución asintótica de ~ se puede mencionax el siguiente 

Toorema.:Para cualquier estimador inicial NL consistente ~. y cualquier 
número de iteraciones, el estimador por mínimos cuadrados generalizados 
~mcg se distribuye, asintóticamente, como una normal con paxámetros f3 y 
u2¡ '" 1,($,,/3)/.($,,/3)' esto es 

LJ g2(J'i(,B),zi,a) , 
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(3 ~ N(j3 0-2 J"'" ff3(Xi, j3)ff3(Xi' j3)t ) 
meg 'L....J g2 (¡.ti (13), Zi, DI) 

(4.18) 

Por otro lado, Goldfeld y Quandt (1972), por medio de simulación Monte 
Carla, y Williams (1975) por medios analíticos y también empíricos concluyen 
que, en muestras pequeñas, la eficiencia de la estimación de 13 depende de la 
eficiencia con que se estima DI. Posteriormente, Toyooka (1982) y Rothenberg 
(1984) explican que para datos normalmente distribuidos y cuya varianza 
depende de las variables predictoras pero no de la media, se tiene que: 

donde: 

y V (a) es una función creciente de la varianza asintótica de a. 

De esta manera, al menos para datos normales, entre meior estimador sea 
a mejor será también (3. . '. 

Ejemplo 

En los datos de la presión sanguínea de las 54 mujeres se tiene un estimador 
~, 

por mínimos cuadrados ordinarios 13. = [56.1569,0.58J como valor inicial. 
Esto es, 

f (x·.j3\ = Xj3 , t, J 

por lo que 
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Tomando en cuenta la propuesta de Harvey, en el segundo paso se usan 
los residuos (Ui) del ajuste preliminar y se estima Q por mínimos cuadrados 
ordinarios a través de 

De esta manera, en el paso 3, se toma 

por lo que los pesos son de la forma: 

~ 1 
Wi= .-. 

exp(x¡B) 
(4.19) 

y se usan para estimar fJ ponderado quien ahora toma el lugar del esti­
mador preliminar para una nueva estimación de Q. 

Después de 615 iteraciones (para obtener diferencias menores a 0.00001 
entre dos estimaciones suscesivas), se tiene: 

~, 

fJ. = [56.113,0.5812] (4.20) 

a~ = [0.8989,0.0289] (4.21) 

Por lo que el modelo propuesto es de la forma: 

fj¡ = 56.113 + 0.5812x¡ (4.22) 

-Var(y¡) = exp(0.8989 + 0.0289xi) (4.23) 

y 
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2((.1 ) _ (Y; - 56.113 - 0.5812xi)2 
7'. 1-' IX -
.' exp (0.8989 + 0.0289xi) 

(4.24) 

mismos que generan una SCE = 377.35, esto es, 

CME = 377.35 = 7.256 
52 

(4.25) 

Aunque el CM E es menor al que se obtuvo por el método de regresión en 
dos etapas, la representación gráfica de estos residuos contra la edad (figura 
4.2)aún muestra que la varianza de las observaciones es mayor conforme la 
edad de las mujeres de la muestra aumenta. 
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Figura 4.2: Residuos Mínimos Cuadrados Generalizados 

4.2.3 Máxima Verosimilitud (MV) 

En este método se parte del supuesto de que la forma de la distribución de los 
datos es conocida pero es necesario estimar sus parámetros. La estimación 
se lleva a cabo de manera simultánea para ¡3 y (J. 

En el caso de la distribución normal se tiene que la función de densidad 
es de la forma: 
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f(YOJ,.{Y.i) = 1 exp -1 ( Yi - ¡.ti (/3) ) 2 ( 6) 
, " -./2-irUg(¡.ti«(3),z¡, a) 2 ug(¡.ti«(3),z¡,a) 4.2 

de aquí que la expresión para la función de verosimilitud es: 

L e - _1_ 1 e -1 Y'-l'j(¡3) 
( ) n ( ) [" ( )2] ( ) - v'?ii 11 <Tg(p.,(¡3)"",a) xp 2 2( <Tg(I',(¡3),zi,a) 

con 

y la log-verosimilitud está dada por: 

( -n 1{-- (2 2 1{-- ( Yi - ¡.ti ((3) )2 
lnL e) = -ln(21l) - - L.. ln u g (JLi«(3), z¡, a)) - - L.. «(3).) 

2 2 1 2 1 ug ¡.ti ,z"a 

(4.27) 

Aplicando el método de Newton-Raphson para maximizar, se tiene 

es el vector score en e ,donde 

u, (e) = 8ln L(e) = o 
8e, 

(4.28) 

(4.29) 

para í = 1,2, ... , m + k son las ecuaciones de verosimilitud. 
Sea eo un valor inicial de B. Cada U, (e) se expande en una serie de Taylor 

alrededor de eo, esto es 

U (e) . U (eo) + G (eo)(e - eo) 
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donde G (8) es la matriz con entradas 

(4.30) 

como 7J debe cumplir que U (7J) = 0, se tiene que 

(4.31) 

o equivalentemente, en términos de la matriz de informaci6n de Fisher, 

(4.32) 

Los valores iniciales 80 pueden ser los estimadores obtenidos por el método 
de mínimos cuadrados ordinarios. 

El estimador máximo verosímil de u2 es 

(4.33) 

Para corregir el sesgo, se tiene la siguiente expresión: 

(;i _ (Yi - XifJ)2 _ SC E 
- L (n - p)(g2 (¡ti (fJ),:q, al) - n - p 

(4.34) 

Como propiedades de los estimadores máximo verosímiles se tiene que 
son funciones de estadísticas suficientes, son consistentes y asint6ticamente 
normales. 

La estimaci6n de parámetros por máxima verosimilitud es más eficiente 
que la de mínimos cuadrados cuando la distribuci6n de los datos es normal y 
si las funciones de la media y la varianza están correctamente especificadas. 
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Ejemplo 

En el ejemplo de la presión sanguÚlea del grupo de mujeres, el resultado de 
la estimación por máxima verosimilitud es 

~o - 55.0428 

~l - 0.61157 

ao - 1.02009 

al - 0.07249 

La gráfica de los residuos estandarizados está en la figura 4.3 
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Figura 4.3: Residuos máximo verosímiles 

y el cuadrado medio del error es CME = 1.03225. 

Además de que el CM E es menor aún que el generado por la estimación 
por mÚlimos cuadrados generalizados, el diagrama de dispersión de los resi­
duos contra la edad, no muestra patrón alguno de comportamiento por lo 
que se puede pensar que ya no se tiene ningún efecto sistemático sin modelar. 

' .. 
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4.2.4 Pseudoverosimilitud (PV) 

Dado que en el método de mínimos cuadrados generalizados se tiene que la 
eficiencia en la estimación de ¡3 depende de la eficiencia en la estimación de 
a, la idea, entonces, es buscax el mejor estimador posible paxa a. 

Se sabe que bajo un supuesto distribucional correctamente sustentado, el 
estimador máximo verosímil es el más eficiente, por lo que Carrol! y Rup­
pert (1988) proponen el método de estimación por máxima pseudoverosimi­
Jitud que consiste en la combinación de dos procesos de estimación: uno 
paxa obtener un valor inicial de ~ y el otro paxa estimar a y rr por má­
xima verosimilitud normal, suponiendo ¡3 conocido. El nombre de pseu­
doverosimilitud se debe a que los estimadores así obtenidos no coinciden con 
los valores respectivos que se obtienen por máxima verosimilitud simultánea 
a menOS que el estimador inicial de íJ se haya obtenido también por máxima 
verosimilitud y la vaJ:ianza no esté en función de la media. 

Este es un método en el que el supuesto distribucional no es tan impor­
tante corno el que establece una relación entre la media y la varianza. 

Con lo que se tiene que 

E(Yi) = J.bi(¡3) = f(Xi, ¡3) (4.35) 

Var(Yi) = rrV (J.bi(¡3), Zi, a) (4.36) 

son las expresiones paxa la media y para la varianza en función de la 
media de las observaciones, respectivamente. Si se supone ¡3 = íJ. conocida, 
la función a maximizar para a es 
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El proceso es iterativo y se puede empezar con una estimación por míni­
mos cuadrados ordinarios para fJ. 

El estimador insesgado para (J2 tiene la misma expresión que el obte!lido 
por máxima verosimilitud simultánea. 

(4.38) 

Ejemplo 

En el ejemplo de la presión sanguínea del grupo de mujeres, el resultado de 
la estimación por pseudoverosimilitud es 

~o - 55.756098 

fJl - 0.588986 

ao - 1.04294 

al - 0.0719185 

La gráfica de los residuos estandarizados está en la figura 4.4 
El cuadrado medio del error es igual al que se obtiene en la estimación 

por máxima verosimilitud y los diagramas de dispersión, en ambos casos, son 
prácticamente iguales. 

4.2.5 Quasiverosimilitud (QV) 

A diferencia de los procedimientos anteriores, en este método sólo se estiman 
los parámetros de la media porque se parte del supuesto de que la función 
varianza es conocida. 

En los modelos lineales generalizados, un criterio de ajuste está dado por 
la devianza : 
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Figura 4.4: Residuos pseudoverosímiles 

"("" JI' Y - u 
D = -2 L." V(u) du (4.39) 

y 

A partir de esta medida de discrepancia entre las observaciones y los va­
lores esperados, Wedderburn (1974) define la funci6nquasi-log-verosimilitud, 
para una sola observación de la siguiente manera: 

Definición: Suponiendo que se tiene un conjunto de n observaciones in­
dependientes Yi (i = 1,2, ... ,n) tales que E(Yi) = ¡.ti y Var(Yi) = V(¡.ti) 
donde V es alguna funci6n conocida y ¡.ti es alguna función conocida del 
vector de parámetros f3. Entonces, para cada obsevaci6n se define la funci6n 
de quasiverosimilitud por la relación 

8q(Yi' ¡.ti) Yi - ¡.ti 
-

8fti V (¡.ti) 
(4.40) 

es decir, 

1', 

JYi-Ui 
q(Yi, ¡.ti) = V(Ui) dUi + f(Yi) (4.41) 

donde f es cualquier función. 
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Wedderburn (1974) demuestra que la función de quasiverosimilitud que 
propone tiene propiedades similares a las de la función de log-verosimilitud y 
que ambas funciones son iguales en el caso de la familia exponencial con un 
sólo parámetro. De hecho, a partir de la quasi-log-verosimilitud se obtiene 
una función de densidad que está dada por 

!. = exp(q) dy 
q J exp(q) 

(4.42) 

Para relajar el supuesto de que la función varianza es conocida, Wedder­
burn incluye, en la expresión, una constante de proporcionalidad ((]"2) que 
es desconocida y la identifica como un parámetro de dispersión. De esta 
manera, la función de quasiverosimilitud está dada por 

(4.43) 

Para obtener los estimadores máximo quasiverosímiles se empieza por de­
terminar las ecuaciones de quasiverosimilitud al derivar q(y, J.L) con respecto 
a ¡3 e igualar a cero, esto es 

l' 

8q(y, J.L) = ~ J y - u du = D'V-1 (y - J.L) = U(¡3) 
8¡3 8¡3 (]"2V( u) (]"2 

(4.44) 

Y 

donde: 

(4.45) 

parai=1,2, ... ,n; r=1,2, ... ,p 

Obteniendo así el equivalente a la función score en el caso de la función 
de verosimilitud por lo que, en este caso, se llama función de quasi-score. 

Aplicando el método de Newton-Raphson para maximizar la función de 
quasiverosimilitud y empezando con un valor arbitario ~ para el vector de 
parámetros ¡3, se tiene 
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(4.46) 

Nótese que, al igual que en el caso de la verosimilitud, la estimación 
de {3 no depende de (T2 y que si el modelo paxa la media es una función 
lineal de la matriz diseño, D = X por lo que el segundo sumando de 4.46 
es una estimación por mínimos cuadrados ponderados con los residuos como 
respuesta. 

Por otro lado, la matriz de covaxianza de U ((3) está dada por 

-E [8~~)) = -E [82~~~¡t)] = E [8q~fi¡t)r = E [D'V-1 (y ;/) r 
(4.47) 

de aquí que 

_ [8U(f3)] = D'V-1D 
E uf] 0'2 

(4.48) 

por lo que la matriz de covaxianza asintótica de í3 es 

(4.49) 

El estimador insesgado quasiverosímil del parámetro de dispersión está 
dado por la expresión 

(4.50) 

De acuerdo con Wedderburn, í3 quasiverosímil tiene las mismas propiedades 
que el estimador máximo-verosímil, en particular, se tiene que es insesgado 
y asintóticamente normal, esto es 

(4.51) 
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Ejemplo 

El resultado de aplicar la expresión 4.32 a los datos de la presión sanguínea 
es 

~ = [ 55.26233 ] 
0.60411 

y los residuos se grafican en la figura 4.5: 
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Figura 4.5: Residuos Quasiverosímiles 

(4.52) 

Nótese la dependencia entre la varianza de las observaciones y la edad. El 
valor del cuadrado medio del error es mayor que en los dos métodos anteriores 
CME = 3.2147 

Comparaciones 

La siguiente tabla resume los resultados de las estimaciones por los dife­
rentes métodos para el ejemplo de la presión arterial sanguínea de un grupo 
de 54 mujeres. 
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.Tabla 4.1 Resultados de las estimaciones. 

Estirn Meo "1"D 2 J..Ll"..IJ.. 4 MCPs ~vfCP2 2E ~1CG ~v1V PV QV 
; ; 

(30 56.16 56.09 56.14 56.01 56.16 56.11 55.04 55.76 55.26 

Í31 0.58 0.59 0.57 0.59 0.58 0.58 0.61 0.59 
~ 

0.41 0.90 1.02 1.04 ao 
~ 

0.06 0.03 0.07 0.07 al 
eME 66.35 0.96 0.95 1.00 22.16 7.26 1.03 1.03 

La partición en ocho grupos es la que ha minimizado el cuadrado medio del 
error, sin embargo, además de la subjetividad que acompaña la decisión del 
número de grupos a formar, el modelo que se obtiene por mínimos cuadrados 
ponderados no refleja la estructura de la varianza. 

De los modelos iterativos, máxima verosimilitud y pseudoverosimilitud 
son los que provocan un ECM menor y los modelos para la varianza son 
semejantes entre sí. 

4.3 Aplicación de los métodos de estimación 

l-os diferentes métodos fueron utilizados para estimar los parLTf.l.etros de los 
modelos correspondientes a los ejemplos de Pignatello y Crego ejemplificados 
en el capítulo 2. 

Resortes automotrices 

Para el conjunto de datos sobre la longitud de los resortes (Pignatello) 
se ha tomado como referencia el análisis exploratorio que considera O como 
factor de control y bajo el subtítulo de MODELO II ( página 42). Ya se 
había observado, en el diagrama de Daniel, que en el modelo de la media los 
efectos principales 0, B Y e son significativos así como la interacción OC, 
mientras en el caso de la varianza resulta significativo el factor B. 

Los estimadores para el modelo de la media de la forma 

(4.53) 

0.60 

3.21 
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donde J.t es el efecto medio general y T,'Y Y 6 son los efectos de los factores, en 
ese orden, 0, B, C con la interacción T6, obtenidos a través de los métodos 
aquí documentados son por demás similares entre sí y con la estimación por 
mínimos cuadrados ordinarios aplicados en el capítulo 2. (Tabla.4.2). 

Tabla 4.2 Estimadores para el modelo de la media de los resortes automotrices. 

Término 2E MCG MV PV QV MeO 
Intercepto (J.t) 7.636 7.636 7.636 7.636 7.636 7.636 

0[-1-1] (1") 0.130 0.130 0.138 0.130 0.130 0.128 
B[-I-I] ("l) -0.111 -0.111 -0.110 -0.111 -0.111 -0.111 

;:~ 

C[-l-l] (6) 0.088 0.088 0.086 0.088 0.089 0.088 

OC[-l-l] 6-8) 0.083 0.083 0.084 0.083 0.082 0.083 

Mientras los resultados en un modelo para la varianza de la forma 

(4.54) 

donde 'Ij; es el intercepto y 'Y representa el efecto del factor B en la dispersión 
de las observaciones, son 

Tabla 4.3 Estimadores para la función varianza. Resortes automotrices 

Término 2E MeG MV PV MeO 
Intercepto ('Ij;) -5.175 -5.175 -4.028 -4.025 -4.93 

B[-l-l] e?) -0.052 -0.052 0.203 0.161 -0.945 

Nótese que los valores de los estimadores para la función varianza se alejan 
más entre sí con respecto a lo que sucede en el caso de la media. 

El CME, en cada caso es: 

Tabla 4.4 Cuadrado medio del e=or 

2E MCG MV PV QV MCO 
0.020 0.020 1.116 1.116 3.605 0.0103 
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Si se toma el CME como criterio para seleccionar un método de esti­
mación, resulta que una regresión ordinaria es ia mejor opción. De aquí que 
puede concluirse que, en efecto, no se tiene un problema de hetroscedastici­
dad en el experimento de Pignatello. 

La figura 4.6 contiene la gráEca de los residuos estandarizados del ajuste 
máximo verosímil 
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Figura 4.6: Residuos estandarizados vs. ajustados 

y en ella se observa un comportamiento aleatorio de los residuos con al 
menos el 95% de las observaciones dentro de la franja horizontal de -2 a 2 de 
tal manera que se puede pensar que el modelo es adecuado. 

Circuitos integrados 

En el caso del ejemplo de Grego y, de acuerdo con el análisis exploratorio 
del capítulo 2, el modelo que se ajusta para la media tiene la forma 

(4.55) 

donde f.1 es el efecto medio general y T", 8 son los efectos de los factores A, 
C y D respectivamente. 

Los resultados de las estimaciones son los siguientes: 
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Tabla 4.5 Estimadores de los parámetros del modelo de la media. Fuerza adherente 
Término 2E MCG MV PV QV MCO 

Intercepto (¡.t) 81.350 81.350 81.550 81.350 81.501 81.350 
A[-l-lJ (T) -0.975 -0.975 -1.230 -0.975 -1.172 -0.975 
C[-1-1] (¡) -2.725 -2.725 -2.800 -2.725 -2.806 -2.725 
D[-l-lJ (8) -4.360 -4.360 -4.034 -4.360 -4.037 -4.360 

en tanto un modelo para la varianza de la forma 

(4.56) 

tiene los siguientes estimadores 

Tabla 4.6 Estimadores de los parámetros de la función varianza 
Término 2E MCG MV PV MCO 

Intercepto ('IjJ) 0.151 0.151 0.976 1.067 0.151 
A[-1-1J (T) -1.040 -1.040 -1.059 -0.948 -1.040 
D[-l-lJ (8) 0.515 0.515 0.730 0.639 0.515 

De nueva cuenta se tiene que hay mayor discrepancia entre las estima­
ciones para la varianza que para la media. Los cuadrados medios del error 
se reportan en la tabla 4.7 

Tabla 4.7 Cuadrado medio del errror 

2E MCG MV PV QV MCO 
5.961 6.167 1.111 Ull 2.591 5.961 

De esta manera, se tiene que las estimaciones por máxima y por pseu­
doverosimilitud son las que minimizan tal estadística. 

Dado que al ajustar un modelo para la media que de manera implícita 
considera el problema de heteroscedasticidad y que como consecuencia se ha 
modificado el CME y por tanto el error estándar de los estimadores, cabe 
hacerse la pregunta si tales estimadores siguen siendo significativos. 

Suponiendo normalidad asintótica en los estimadores máximo verosímiles 
y, considerando CME=l.l11 se ha recalculado el error estándar y se ha usado 
la estadística t - student para probar la hipótesis nula de que los estimadores 
son iguales a cero. (Tabla 4.8). 
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Tabla 4.8 Significancia de Estimadores 

Término Estimador error estándar valor p 
Media 

Intercepto 81.55 0.1667 <.0001 
A[-1-1] -1.23 0.1667 <.0001 
C[-1-1] -2.8 0.1667 <.0001 
D[-1-1] -4.034 0.1667 <.0001 

Varianza 
Intercepto 0.976 0.1667 <.0001 

A[-l-l) -1.059 0.1667 <.0001 
D[-l-l] -0.7259 0.1667 <.0001 

La gálica de los residuos estandarizados contra los valores ajustados por 
el método de máxima verosimilitud se encuentra en la figura 4.7 y en ella no 
se observa alguna evidencia para descartar el modelo. 

5 

4 

(fJ 3 o 

~ 2 

~ 1 

:¡; o 
§ f-en 

·1 • Ul 

• • . . '. • • • • ' . • •• i • • • . 
• • • • • 

(fJ 

g ·2 
• • 

• 
O 
¡¡¡ -3 
Ul 
o: 

4 

.s 
72 76 80 84 88 92 

VAlORES AJUSTADOS 

Figura 4.7: Residuos estandarizados 



Capítulo 5 

Métodos Montecarlo 

5.1 Introducci6n 

Para qstudiar, empíric&üente, el comportamiento estadístico de algún fenó­
meno aleatorio se requiere de la observación de un conjunto de datos que 
conforman una muestra de tal situación. En la actualidad, gracias al de­
sarrollo de importantes teoría¡s, en ocasiones es posible desarrollar métodos 
analíticos para deducir o, en su caso, inferir características o propiedades 
relevantes de cierto proceso. Sin embargo, es común encontrarse con que el 
aspecto matemático implicado en un estudio teórico es bastante complicado 
por lo se requiere de un análisis empírico. 

La observación directa del desarrollo de todo un proceso o de la variable 
respuesta de un experimento puede ser muy costosa en términos de tiempo 
y recursos humanos y financieros. La alternativa, en estos casos, es la simu­
lación de las circunstancias en las que se desarrolla el proceso o experimento 
y obtener la muestra por el método de Monte Cario. 

El punto de partida es un modelo matemático que se "activa" utilizando 
números aleatorios que siguen cierta distribución. 

La idea es modificar el modelo tanto como sea necesario, es decir, los 
experimentos se llevan a cabo en el modelo en lugar de hacerlo en el proceso 
real. Al introducir una distribución de probabilidades y la generación de 
números aleatorios se obtienen muestras del proceso. 
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Es así como, con la ayuda de una computadora, se pueden construir 
grandes cantidades de realizaciones numéricas del proceso de manera rá­
pida y económica. Una colección de estas proporcionará una imagen de las 
características del proceso en su totalidad. 

Con la finalidad de examinar y comparar las propiedades de los esti­
madores que se obtienen a través de los diferentes métodos descritos en el 
capítulo anterior y así tener más elementos para tomar una decisión sobre el 
método a elegir, se desarrollaron las simulaciones de dos experimentos, que 
tienen en común las siguientes características: 

La forma general de las observaciones es 

v Q Q (ao+a1x i ) 
'i=/JO+/J1Xi+ exp 2 e; (5.1) 

con 

e; ~ N(O, 1) (5.2) 

de manera que 

E(Y;) = (jo + (j1Xi = X(j (5.3) 

y 

Var(Y;) = exp(ao + a1xi) = exp(Xa) (5.4) 

y que en las siguientes secciones se describen. 
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5.2 Experimento 1 

En el primer experimento se simularon muestras aleatorias con distribución 
normal que fueron sometidas a tres distintas situaciones de varianza. 

Se parte de la simulación de un experimento con 7 tratamientos y n = 
3,5 Y 8 repeticiones para cada caso, es decir, se hicieron nueve grupos de 
simulaciones! por cada método de estimación. 

Los diferentes tratamientos están en función de una sola variable regresara 
con 7 puntos igualmente espaciados en el intervalo [2.3, 3.68]2, por lo que la 
matriz diseño (X) consta de 7 * n renglones y 2 columnas: 

r 
1 2.3 1 1 2.53 • 
1 2.76 
1 2.99 

X 7nX2 = 
1 3.22 
1 3.45 
1 3.68 

l 1 3.45 

J 1 3.68 

5.2.1 El valor esperado. 

La media de las observaciones sigue el modelo 

E(Yi) = 130 + f3¡Xi = Xf3 

'Cada grupo consta de mil simulaciones. A partir de un modelo con alfa1=0 (ho­
moscedasticidad), se ha verificado que el rechazo de las Hipótesis que hacen referencia al 
valor de los parámetros ocurre con probabilidad menor a 0.1 

2Valores arbitrarios 
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con 

(3 = [ 1.5 ] 
0.6 

los valores para los parámetros fueron asignados de manera arbitaria de­
bido a que el centro de atención está en la dispersión de los datos. 

5.2.2 La varianza 

Con respecto a la varianza se tiene que las tres diferentes condiciones a tratar 
son: 

1. La hipótesis de homoscedasticidad no es rechazada 

2. La decisión de rechazar homoscedasticidad es dudosa 

3. Se rechaza de manera contundente la hipótesis de igualdad de varianzas. 

Una de las pruebas más sencillas de homogeneidad de varianzas es la de 
Hartley: 

El cociente de las varianzas muestrales mínima y máxima es la estadística 
de prueba. En términos de la función varianza ( 5.4), la estadística de prueba 
H torna la forma: 

de aquí que 

H = exp(ao + a¡xmax) 
exp( ao + aiXmln) 

H = exp(alxmax - alXmln) 
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esto es, para los modelos de la forma 5.4 y para la prueba de Hartley, al 

es el parámetro más importante dentro de ia función varianza por io que se 
ha considerado ao con un valor fijo, arbitario, igual a ~ y al se calcula en 
cada caso: 

Homoscedastiddad 

En esta ocasión, los valores de a son "tan pequeños" que no se puede con­
siderar una diferencia significativa entre las varianzas de las distintas pobla­
cwnes. 

Dado que, para un experimento con 7 tratamientos y 8 repeticiones en 
cada uno ellos, se tiene que, al 95% de confianza, la hipótesis nula de igualdad 
de varianzas no se rechaza cuando H < 11.8, se tiene 

al < ln(11.8) = 1.7885 
(3.68 - 2.3) 

(5.5) 

por lo que se propuso al = 1.2 de manera que se esperarían, respectivamente, 
los siguientes valores máximo y mínimo para la vaxianza de las observaciones: 

o-!.ax = exp(0.5 + 1.2xmax) = 136.46 

y 

o-!,;n = exp(0.5 + 1.2xmin) = 26.05 

=ó- H = 136.46 = 5 24 
26.05 . 

no se rechaza la hipótesis de igualdad de varianzas. 
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Figura 5.1: Homoscedasticidad 

Ejemplo 

La figura 5.1 muestra uno de los conjuntos de observaciones generadas 
por el procedimiento antes descrito para n = 5. 

Las varianzas muestrales, para los datos del ejemplo, son: 

Tabla 5.1. Varianzas muestrales 
Xi s? 
2.30 36.72 
2.53 58.06 
2.76 18.40 
2.99 49.56 
3.22 69.72 
3.45 83.91 
3.68 120.34 

por lo que H = \2~~4 = 6.54 < 11.8 es decir, no se rechaza la igualdad 
de varianzas. 

Cabe mencionar que este resultado es consistente con el que se obtiene 
con otras pruebas de homogeneidad de varianzas: 
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Tabla 5.2. Pruebas de homoscedasticidad 
Prueba Valor de la estadística Valor p 
Levene 1.0246 0.4207 
Bartlett 1.0942 0.3629 

Homoscedasticidad dudosa 

En este caso a toma valores que delatan una discreta hete7'Oscedasticidad. 

97 

Siguiendo el procedimiento 5.5 se propuso al = 1.79 de manera que se 
esperaría tener un valor H = 11.82. 

Si se aplica esta modificación al mismo conjunto de datos del ejemplo 
anterior, se tiene la figura 5.2 

• .. • • 
" • • • 

• 

• • • •• 
... 

• 
•• 

• _100 '-________________ -..J 

, 2.2 2A 2.6 " aA 3.6 38 , 

Figura 5.2: Homoscedasticidad dudosa 

Las varianzas muestrales ahora son: 
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Tabla 5.3 varianzas muestrales 

X; 

2.30 142.32 
2.53 296.18 
2.76 81.96 
2.99 288.93 
3.22 465.60 
3.45 736.31 
3.68 922.27 

esto es, H = 9;1
2
:: = 11. 25. El valor de la estadística se acerca al punto 

crítico pero aún así, para este conjunto de observaciones, la hipótesis de 
igualdad de varianzas no se rechaza con un nivel de significancia del 5%. 

Los resultados de otras pruebas aplicadas con respecto a la homoscedas­
ticidad son: 

Tabla 5.2. Pruebas de homoscedasticidad 
Prueba Valor de la estadística Valor p 
Levene 1.927 0.0951 
Bartlett 2.182 0.0416 

Es decir, Levene no rechaza la igualdad de varianzas al 5% de significancia 
pero sí lo hace al 10%, mientras Bartlett descarta la homoscedasticidad con 
una significancia del 5%. 

Heteroscedasticidad 

Aquí se trata la situación en que la heterogeneidad de varianzas es evidente. 
Con al = 2.55, se esperaría tener H = 33.75, de tal manera que el 

problema de heteroscedasticidad sería indudablemente importante. 
Continuando con el ejemplo anterior, el conjunto de observaciones se vería 

como lo muestra la figura 5.3 

Las varianzas muestrales son: 
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Figura 5.3: Heteroscedasticidad 

Tabla 5.4. varianzas muestrales 
Xi s~ 
2.30 818.53 
2.53 2411.79 
2.76 560.74 
2.99 2803.7 
3.22 5380.22 
3.45 12069.22 
3.68 12687.77 
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por lo que H = 1:~:.;~7 = 22.63 rechazando la hipótesis de homoscedasti­
cidad. 

Las pruebas de Levene y Bartlett llevan a la misma conclusión. 

Tabla 5.5. Pruebas de homoscedasticidad 
Prueba Valor de la estadística Valor p 
Levene 3.3044 0.0082 
Bartlett 4.1578 0.0003 
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Nótese la diferencia de escala entre las tres gráficas anteriores. Para 
resaltar las distintas varianzas, la figura 5.4 contiene de manera simultánea 
a los tres grupos 
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Figura 5.4: 1\:es grupos de datos con diferente varianza 

5.3 Experimento JI 

En este caso se simuló un diseño de tres niveles que se utiliza para ajustar 
superficies de respuesta y que lleva el nombre de sus autores: Box-Benhken. 

El diseño consta de tres variables. Dos de ellas tienen efecto sobre el valor 
esperado, incluyendo una interacción, y la tercera sobre la varianza, esto es 

E(Y) = 6.5 + O.5Xl + O.95x2 - O.8XlX2 (5.6) 

Var(Y) = exp(2.4 + O.8X3) (5.7) 

A diferencia del experimento 1, en este caso no se varían las condiciones 
de homoscedasticidad pero sí se toman en cuenta los tamaños de muestra, a 
saber, n = 1,3 Y 5. 



5.4. ALGORITMOS 101 

5.4 Algoritmos 

Una vez generados los conjuntos de observaciones, se aplicaron los diferentes 
métodos siguiendo los algoritmos que a continuación se detallan. 

5.4.1 Regresión en dos etapas. 

1. Estimar f3 por mínimos cuadrados ordinarios 

2. Calcular el vector de residuos: 

r=Y-X~ 

3. Estimar a por mínimos cuadrados ordinarios tomando como respuesta 
el logaritmo de los residuos: 

4. Calcular (;2 

5 Fin. 
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5.4.2 Mínimos cuadrados generalizados . 

1. Estimar f3 por mínimos cuadrados ordinarios 

fi = (X'X)-l(XY) 

2. Calcular el vector de residuos: 

r=Y-Xfi 

3. Estimar a por mínimos cuadrados ordinarios tomando como respuesta 
el logaritmo de los residuos: 

a = (X'X)-l(X'ln(r». 

4. Construir la matriz de varianza estimada. Es una matriz diagonal 
cuyos componentes son 

Vii = exp(al + a2xi) 

5. Estimar f3 por mínimos cuadrados ponderados: 

fipoor. = (X'V-1Xt1(X'V-1y) 

6. Calcular los residuos de la estimación ponderada: 

rpon = Y - xfipon 

7. Actualizar el valor de a usando los residuos del punto anterior 

a = (X'X)-l(X'ln(rpon». 
8. Calcular la diferencia entre dos estimaciones sucesivas: 

¿ I~ - ~ponl :::; 0.00001 y la - aponl :::; 0.00001 ? 

Si entonces calcular (;2 = CME =" (y,-x,í3)'_ = 8GB 
, L.J (n p)exp(xa) n-p 

detener el proceso. 

No, entonces 

fi = fipa1"l y a = apa1"l 

9. Regresar al paso 5 para obtener nuevos estimadores 
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5.4.3 Máxima verosimilitud 

1. Obtener un estimador inicial para f3 por mínimos cuadrados ordinarios 

~ = (X'xt1(X'Y) 

2. Calcular el vector de residuos: 

r=Y-X~ 

3. Obtener un estimador inicial para Oó por mínimos cuadrados ordinarios 
tomando como respuesta el logaritmo de los residuos: 

a = (X'Xr1(X'ln(r)). 

4. Encontrar el valor de ~pu y de apu que simultáneamente maximizan la 
función de log-verosimilitud esto es, maximizar: 

-1 r "" (Y. - en - f3,x.)
2 1 

in(L)=-2 lnao+Oó!L.JXi+ L.J 2" '(u • "')J 
(J exp ao + Oó¡X¡ 

5. Calcular 

~2 

¡;i = CAfE = L (Yi - X¡f3) = 8CE 
(n-p)exp(xa) n-p 

6. Fin 

5.4.4 Pseudoverosimilitud 

1. Obtener un estimador inicial para f3 por mínimos cuadrados ordinarios 

~ = (X'Xr1(X'Y) 

2. Calcular el vector de residuos: 

r=Y -X~ 

3. Obtener un estimador inicial para Oó por mínimos cuadrados ordinarios 
tomando como respuesta el logaritmo de los residuos: 

a = (X'X)-l(X'ln(r)). 
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4. Encontrar el valor de ~pv que maximiza la función de log-verosimilitud 
normal suponiendo a conocido, esto es, maximizar: 

(5.8) 

5. Encontrar el valor de apv que maximiza la función de log-verosimilitud 
normal ahora suponiendo j3 conocido. 

6. ¿I~ -~pvl :::: 0.00001 y la - apvl :::: 0.00001 ? 

Si, entonces calcular 

(;2 = CM E = '\' (Yi-Xi~)2 _ = 8GB Y detener el proceso. 
L., (n p) exp(xa) n-p 

No, entonces regresar al paso 4 para obtener nuevos esti­
madores 

5.4.5 Quasiverosimilitud 

l. Estimar j3 por mÚlimos cuadrados ordinarios 

~ = (X'xt1(X'Y) 

2. Calcular el vector de residuos: 

r=Y -X~ 

3. Estimar a por mínimos cuadrados ordinarios tomando como respuesta 
el logaritmo de los residuos: 

a = (X'X)-l(X'ln(r)). 

4. Construir la matriz de varianza estimada. Es una matriz diagonal 
cuyos componentes son 
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5. Estimar ¡3 por mínimos cuadrados ponderados, tomando los residuos 
como respuesta: 

~pon = (X'V-1Xt1(X'V-1r) 

6. Calcular ~q = ~ + ~P<m 

7. ¿l~ -~ql :::: 0.00001? 

Si, entonces calcular 

;2 = e ME =" (y,-x,íl)2 _ = 8GE 
L.. (n-p)""P(xa) n-p 

detener el proceso 

8. No, entonces, 

~ = ~ q regresar al paso 2 



Capítulo 6 

Presentación de resultados 

6.1 Introducción 

La comparación de los métodos de estimación se establece a partir de las 
propiedades distribucionales de los estimadores obtenidos por los diferentes 
métodos. Es por esto que en este apartado se presentan el Sesgo, las desvia­
ciones está~dar (Error Estándar) yel Error Cuadrático Medio (ECM) de los 
valores logrados en cada caso. 

La presentación se hace por medio de una serie de gráficas que pretenden 
ilustrar y resaltar algunas características importantes. Las tablas en las que 
se puede obser.rar de manera directa el valor de un estimador específico, ante 
una situación particular y para un método en especial se encuentran en el 
apéndice B. 

6.2 Simulación 1 

El modelo que se usó para la simulación tiene la forma: 

(\ (0.5 + 1.2Xi\ ( ) Yi= 1.5 + v.6x;+ exp 2 )eí ei ~ N \0,1 

donde: fio = 1.5 ; fi¡ = 0.6 ; ao = 0.5 Y al = 1.2, 1.79 Y 2.55 

Esto es, el valor de al va cambiando para modificar las condiciones de 
homoscedasticidad. En cada una de ellas se tomaron en cuenta situaciones 
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en las que se tienen 3, 5 Y 8 repeticiones por punto di¡;eño, de esta manera 
por cada método se realizaron 9 grupos de simulaciones. 

Después de mil simulaciones se armaron vectores de igual tamaño para 
cada estimador y por cada uno de los métodos estudiados. Se observó que to­
das las distribuciones obtenidas son simétricas y, en su mayoría, no rechazan 
la hipótesis de normalidad. 

En las figuras 6.1 a 6.4 se representa el sesgo de cada estimador con­
forme se alteraron las condiciones de heteroscedasticidad y para los dife­
rentes tamaños de muestra. Cada figura está formada por tres gráficas (los 
tres tipos de experimentos con diferente número de repeticiones). En el eje 
horizontal se representan los valores de al, es decir, las distintas circunstan­
cias de homoscedasticidad. En todas ellas es claro que conforme al aumenta, 
los estimadores tienden a alejarse del valor del parámetro, es decir, muestran 
mayor sesgo pero conforme se tiene una muestra más grande éste disminuye, 
es decir, ante un problema de heteroscedasticidad, lo recomendable es contar 
con muestras grandes (nada nuevo). 

Puede observarse también que el estimador máximo verosímil es el más 
sesgado cuando n = 3 pero el menos cuando n = 8. 

Resulta interesante resaltar que cualquiera de los métodos de estimación 
para al, subestima el valor del parámetro y que esta situación se acentúa 
conforme la heteroscedasticidad es más evidente (figura 6.4). 

Las figuras 6.5 a 6.8 representan el error estándar de cada estimador ante 
las diferentes situaciones de homoscedasticidad y para los tamaños de mues­
tra 3,5 y 8. Tal como era de esperarse, se observa que, conforme aumenta 
el número de repeticiones, el error estándar de los estimadores es menor y 
resulta interesante destacar que en el caso de /30 y /31 se forman dos grupos: 
los métodos que generan estimadores más dispersos son los de regresión en 
dos etapas y pseudoverosimilitud mientras los estimadores con menor error 
estándar son los que se obtienen por MCG, Máxima verosimilitud y Qua­
siverosimilitud. 

En el caso de ao Y al también se distinguen dos grupos: Máximo verosimi­
litud y pseudoverosimilitud conducen a estimadores con menor error están­
dar. 
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Las gráficas del ECM (figuras 6.9 a 6.12) reflejan la situación observada 
en el sesgo y el error estándar, razón por la que, en el caso de /30 y /3¡, 
la estimación obtenida por Pseudoverosimilitud y Regresión en dos etapas 
genera un ECM más grande mientras que para ao Regresión en dos etapas y 
mímos cuadrados generalizados se encuentran en el mismo caso. Para a¡ el 
ECM de la estimación por MCG es el más grande y por Pseudoverosimilitud 
es el menor aunque conforme el tamaño de la muestra aumenta, los valores 
generados por los cuatro métodos tienden a acercarse. 
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Figura 6.9: ECM BO 

6.3 Experimento JI 

El diseño Box-Benhken usado en este experimento es 

E(Yi) - 6.5 + O.5Xl + O.95x2 - O.8X¡X2 

V(Yi) - exp(2.4 + O.8X3) 

(6.1) 
(6.2) 

En este caso, la condición experimental está únicamente en el número de 
repeticiones por punto diseño (1,3 y 5). El valor de la varianza no se modifica 
a lo largo de las simulaciones. 
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En las figuras 6.13 y 6.14 se muestran, respectivamente, el sesgo y el 
error estándar de los estimadores del modelo 6.1. En ellas se observa que 
~mbas estadísticas de los estimadores de (3 (pará..rnetro de la media) son 
por demás similares entre sí ( estimadores insesgados con menos varianza 
conforme aumenta el tamaño de la muestra). 

En el el caso de la estimación de ao, los métodos de mínimos cuadra­
dos generalizados y regresión en dos etapas proporcionan estimadores con 
mayor sesgo y más dispersos que los que se obtienen por máxima y pseudo 
verosimilitud. Cabe notar que el error estándar del vector a es menor que 
correspondiente a {J. 

En el caso de al se tiene que su estimador tiende a ser insesgado y el 
error estándar disminuye cuando la muestra es más grande. Si se usa máx­
ima verosimilitud cuando no se tienen repeticiones, el estimador tiene mayor 
varianza y subestima el valor del parámetro, aunque con cinco repeticiones 
por punto diseño, el estimador tiende a ser insesgado y con menor varianza. 
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Figura 6.13: Sesgo de los estimadores 
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Capítulo 7 

Conclusiones 

A lo largo de este trabajo de tesis se ha desarrollado la idea de explorar, 
analizar y modelar la varianza más que corregirla. 

El análisis exploratorio aplicado a los efectos de dispersión cumple una 
tarea tan importante como la que se le otorga cuando se busca modelar 
la media. Los ejemplos utilizados mostraron que cuando el problema de he­
teroscedasticidad es muy claro, las estrategias empleadas coinciden en delatar 
a los mismos factores como responsables, pero si es un tanto ambiguo (ejem­
plo de Pignatiello), pueden tenerse propuestas encontradas que de cualquier 
manera es importante tomar en cuenta. 

Con el desarrollo de los ejemplos famosos (algunos), se ha puesto de 
manifiesto que la dispersión de la variable respuesta no debe ser atibuíble, de 
manera automática y exclusiva, a factores no controlables. Después de tener 
algún indicio de heteroscedasticidad es necesario indagar su naturaleza para 
valorar la posibilidad de controlarla. 

En cuanto a las propiedades de los estimadores obtenidos por los dife­
rentes métodos aquí revisados, se observó que la distribución de los esti­
madores tiende a la normal de manera asintótica, por lo que es necesario 
tomar otros puntos de comparación. En este caso se han usado el sesgo, el 
error estándar y el Error Cuadrático Medio de tal manera que se concluye lo 
siguiente: 

119 
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1. Cuando la varianza está en función de una covariable que tam­
bién tiene efecto sobre la media: 

• Los estimadores para el modelo de la media ((30 y (31) tienen un com­
portamiento esencialmente diferente a los correspondientes en la fun­
ción varianza, en el primer caso: 

- Conforme la heteroscedasticidad es más severa, aumenta el sesgo 
y el error estándar. 

- Conforme aumenta el número de repeticiones por punto diseño, el 
sesgo y el error estándar disminuyen. 

- Cuando se cumple el supuesto de homoscedasticidad, los esti­
madores obtenidos por los diferentes métodos son por demás simi­
lares entre sí en ténnÍnos del error cuadrático medio (ECM). 

- Si se tiene un problema de heteroscedasticidad y pocas repeti­
ciones, mínimos cuadrados generalizados y quasiverosimilitud gene­
ran estimadores con menor ECM pero conforme aumenta el número 
de repeticiones, el máximo verosímil es el mejor. (bajo un supuesto 
de normalidad) 

• Por otro lado, los estimadores de los parámetros de la función va­
rianza: 

- El intercepto obtenido por pseudoverosimilitud o máxima verosimili­
tud es el mejor (menor sesgo, menor varianza) y, en la medida que 
aumenta el número de repeticiones, tales propiedades tienden a 
mejorar. 

- Para al se observa que conforme la heteroscedasticidad es más 
fuerte, el estimador es más sesgado sin importar el método ni el 
número de repeticiones pero por pseudo y máximo verosimilitud 
se obtienen valores de al con menor varianza 

2 En el diseño Box-Behnken se observa que: 
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@ El sesgo y varianza de los estimadores de la media son prácticamente 
iguales independientemente del método. 

o La diferencia está en la estimación de los parámetros de la función var­
ianza, si no se cuenta con repeticiones, pseudoverosimilitud es mejor 
pero máximo verosimilitud tiene mejores propiedades conforme au­
menta el número de observaciones por punto diseño. 

En general, por supuesto, que conforme se agudiza un problema de he­
terogeneidad de v<1ri<1nzas, es preferible contar con gran número de observ<1-
ciones para poder an<1lizar de manera representativ<1 tal comportamiento. A 
mayor número de observaciones, menor incertidumbre en los resultados. En 
este mismo sentido y bajo el supuesto de normalidad, el estimador máximo 
verosímil sigue mostr<1ndo su relevancia en la tare<1 estadística de inferencia. 

Las propiedades aquí <1nalizadas corresponden <1 situaciones muy particu­
lares de heteroscedasticidad, será importa.'lte estudiar el comportamiento de 
las estimaciones ante una gran variedad de situaciones, por ejemplo, el caso 
en que la varianza es función de una potencia de la media; cuando aumenta 
el número de covariables en la función varianza sin que éstas participen en 
la media; cuando se trata de modelos no lineales o cuando la distribución de 
las observaciones es diferente a la normal. 
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Apéndice A 

Conjuntos de datos empleados en el desarrollo de ésta tesis. 

A.l Presión arterial diastólica 

% EDAD PRESION % EDAD PRESION % EDAD PRESION 
1 27 73 19 37 78 37 42 85 
2 21 66 20 38 87 38 44 71 
3 22 63 21 33 76 39 46 80 
4 26 79 22 35 79 40 47 96 
5 25 68 23 30 73 41 45 92 
Q 28 67 24 37 68 42 « '7~ u uu 'v 
7 24 75 25 31 80 43 54 71 

8 25 71 26 39 75 44 57 99 
9 23 70 27 46 89 45 52 86 
10 20 65 28 49 101 46 53 79 
11 29 79 29 40 70 47 56 92 
12 24 72 30 42 72 48 52 85 
13 20 70 31 43 80 49 57 109 
14 38 91 32 46 83 50 50 71 
15 32 76 33 43 75 51 59 90 
16 33 69 34 49 80 52 50 91 
17 31 66 35 40 90 53 52 100 
18 34 73 36 48 70 54 58 80 

Fuente: Neter- Wasserman (1989) página 421. 
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A.2 Árboles de cereza 

DIAM ALTURA VOL i DIAM ALTURA VOL 
1 8.3 70 10.3 17 8.8 63 10.2 
2 10.7 81 18.8 18 11 66 15.6 
3 11.1 80 22.6 19 11.3 79 24.2 
4 11.4 76 21.4 20 12 75 19.1 
5 12.9 85 33.8 21 13.7 71 25.7 
6 14 78 34.5 22 14.5 74 36:3 
7 16.3 77 42.6 23 17.5 82 55.7 
8 18 80 51.5 24 20.6 87 77 
9 8.6 65 10.3 25 10.5 72 16.4 

10 10.8 83 19.7 26 11 75 18.2 
11 11.2 75 19.9 27 11.4 76 21 
12 11.7 69 21.3 28 12.9 74 22.2 
13 13.3 86 27.4 29 13.8 64 24.9 
14 14.2 80 31.7 30 16 72 38.3 
15 17.3 81 55.4 31 17.9 80 58.3 
16 18 80 51 

Puente: Ryan, Joiner y Ryan (1976) 
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A.S Resortes automotrices 

CORRIDA B C D E O 1 2 3 
1 7.78 7.78 7.81 
2 + - + - 8.15 8.18 7.88 

3 + - + - 7.50 7.56 7.50 

4 + + - 7.59 7.56 7.75 
5 + + - 7.94 8.00 7.88 
6 + + - 7.69 8.09 8.06 

7 + + - 7.56 7.62 7.44 

8 + + + + - 7.56 7.81 7.69 

9 + 7.50 7.25 7.12 

10 + + + 7.88 7.88 7.44 
11 + - + + 7.50 7.56 7.50 

12 + + - + 7.63 7.75 7.56 
13 -'- -'- -'- 7.32 7.44 7.44 , , , 
14 + - + - + 7.56 7.69 7.62 
15 + + + 7.18 7.18 7.25 

16 + + + + + 7.81 7.50 7.59 

Fuente: Me Cullagh y Nelder (1983). página 366 

AA, Circuitos integrados 

CORRIDA A B C D 1 2 3 4 5 
1 D2A Cu 90 Tin 73.0 73.2 72.8 72.2 76.2 

2 D2A Cu 120 Ag 87.7 86.4 86.9 87.9 86.4 

3 D2A Ni 90 Ag 80.5 81.4 82.6 81.3 82.1 

4 D2A Ni 120 Tin 79.8 77.8 81.3 79.8 78.4 
5 H-l-E Cu 90 Ag 85.2 85.0 80.4 85.2 83.6 

6 H-I-E Cu 120 Tin 78.0 75.5 83.1 81.2 79.9 

7 H-I-E Ni 90 Tin 78.4 72.8 80.5 78.4 67.9 
8 H-I-E Ni 120 Ag 90.2 87.4 92.9 90.0 91.9 

Fuente: Grego, John (1993) 



Apéndice B 

B.l Tablas de resultados del Experimento 1 

SESGO 
Estlm ador , ALFA 2E M CP MV PV Q V 

8. 
3 1.2 o 062 -0.195 o 1 89 o 20a o 241 

1.79 -1.233 0.174 -o 168 0.543 o 757 
2 55 -4. o 2 5 -0.984 -6.5 1 2.694 1 366 

5 1.2 -o 361 -0.121 0.044 -0.045 -o .007 
1 19 -1 .1 69 0.25 o 3 o 2 -o 859 -o .398 
2.55 -4.257 i 18B -1 ,582 2.999 o 524 

a 1.2 -0.103 o 113- -c '13S o v09 o 043 
1.79 0.531 -1.17 6 -o 19 1 728 -o .497 
2.55 2.16 -0.845 o 566 1.084 -1 .588 

51 

3 1 2 -0.021 o . o S 1 -o 01. -0.069 -o 056 
1.79 0.403 -o .106 o 133 -0.213 -o .295 
2 55 1.234 0.304 2 .474 -1.106 -o 481 

5 1 .2 0.148 0.063 -o 002 0.006 -o oo. 
1.19 0.425 -0.1 1 6 -o 127 0.291 o 153 
2 55 1.593 -o 453 o .587 -0.983 -o 207 

8 1.2 0.043 -o. o 4 5 o 065 -0.0 01 -o 004 
1.79 -o .19 i 0.419 o .077 -0.5 B 9 Ü 'i 96 
2.55 -o .884 0.432 -o .24 1 -o 348 o 58 

A ItaO 

3 1.2 .251 1.558 o 394 -o. o 1 
1.19 1 017 1.49 o 462 -o 322 
2 55 o 634 1 .55 1 o 684 -o 554 

5 1.2 1 .306 1.297 o 236 -o o 01 
1 19 1 .004 1.396 o .305 -o ,o 81 
2 55 o .725 1.54 o 323 -0.383 

8 1.2 1.216 1.342 o .117 -0.0 o 8 
1 79 1.18 S 1 353 o .1 9 1 -0.024 
2.55 1.069 1 487 o 149 -0.208 

A Ifa1 
3 1.2 0.033 -0.06 B -o . o 6 ~ 0.064 

1 19 ~O 487 ~O,633 -o .678 -0.4:2 9 
2 55 -1 .1 26 -1.418 -1 507 -1 124 

5 1.2 o o o 3 o 008 -o 038 o 039 
1 79 -0.4 8 5 -o 603 -0.652 -o 524 
2 55 -1.157 -1.421 -1 4'\ 4 -1.198 

8 1 2 0.024 -o DO S -O. o ~ 4 0,026 
1. 7 9 -0.55 -O. s o 5 -0.629 -0.562 
2.55 -1.276 -1 4 o 5 -1.377 -1,267 

131 



132 APÉNDICEB 

ERROR ESTÁNDAR 

ESTIMADOR n alfa 1 2E MCP MV PV QV 
Bo 

3 1.2 11.679 11.347 11.121 11.542 10.377 
1.79 30.175 26.626 26.635 31.22 24.181 
2.55 115.251 82.769 76.108 115.991 77.118 

5 1.2 8.786 8.466 8.349 9.065 8.157 
1.79 24.409 20.084 19.46 23.362 18.667 
2.55 89.58 60.108 59.966 88.708 55.481 

8 1.2 7.243 6.778 6.445 7.268 6.385 
1.79 19.142 15.931 14.905 20.351 14.785 
2.55 89.737 45.782 45.58 73.644 45.299 

B1 

3 1.2 4.182 4.086 4.039 4.135 3.769 
1.79 11.007 9.881 9.928 11.475 8.987 
2.55 43.002 32.012 29.584 43.163 29.959 

5 1.2 3.148 3.06 3.003 3.224 2.194 
1.79 8.935 7.497 7.315 8.583 6.993 
2.55 33.397 23.273 23.195 33.029 21.5 

8 1.2 2.557 2.42 2.317 2.582 2.288 
1.79 6.992 5.948 5.542 7.405 5.547 
2.55 26.007 17.738 17.607 27.313 17.518 

AlfaO 

3 1.2 3.239 3.428 2.544 2.216 
1.79 3.131 3.424 2.587 2.279 
2.55 3.181 3.616 2.738 2.297 

5 1.2 2.429 2.555 1.841 1.627 
1.79 2.419 2.73 1.77 1.651 
2.55 2.512 2.519 1.861 1.639 

8 1.2 1.918 2.066 1.347 1.292 
1.79 1.987 1.963 1.342 1.314 
2.55 1.956 1.951 1.33 1.265 

Alfa1 

3 1.2 1.067 1.133 0.847 0.731 
1.79 1.038 1.127 0.853 0.766 
2.55 1.052 1.196 0.905 0.755 

5 1.2 0.802 0.847 0.609 0.542 
1.79 0.804 0.905 0.581 0.594 
2.55 0.834 0.837 0.615 0.54 

8 1.2 0.636 0.676 0.441 0.427 
1.79 0.661 0.649 0.443 0.435 
2.55 0.641 0.642 0.438 0.416 
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ECM 

lE stim ador n ALFA 2" MCP MV PV QV 
80 

3 1 2 136 40 128 79 123 71 133 26 107 74 
1 79 912 05 708 97 709 45 974.98 585 29 
2 55 13298 99 6851 68 5834.81 13461.17 5949 05 

5 1 2 77.32 71 69 69 71 82.18 66 54 
1.79 597.17 403.43 378.78 546.52 348 62 
2 55 6042 70 3614.38 3598.42 7678.10 307842 

8 1 2 52 47 45.95 41 .56 52 82 40 77 
1 79 366.70 255 18 222.20 417.15 218,84 
2 55 486791 2096.71 2077.86 5424 61 2054 52 

81 
3 1 2 17 49 16 7 O 16 31 17 10 14 21 

1 79 121.32 97 65 98 58 131 .72 80 85 
2 55 1850.69 1024 86 881 33 1864 27 897 77 

5 1 2 9.93 9 37 9 02 10 39 4.81 
1 79 8 0.01 56.22 53 .53 73 75 48 93 
2 55 1117.90 541 84 538 35 109188 462 29 

8 1 2 6 54 5.86 5 37 6.67 5 23 
1 79 48 92 35.55 30 72 55.18 3 O 81 
2 55 677 15 314 82 310 06 746 12 307 22 

A ¡faO 

3 1 2 12.06 14.18 6 63 4.91 
1.79 10.84 13.94 6.91 5.30 
2.55 10.52 15.48 7.96 5.58 

5 1 2 7 61 8 21 3 44 2.65 
1 79 6 86 9 40 3 23 2.73 
2 55 6.84 8 72 3 57 2.83 

8 1 2 5 16 6 07 1 83 1.67 
1 79 5 36 5.68 1.84 1.73 
2.55 4.97 6.02 1 .79 1 64 

Po Ifa1 
3 1 .2 1 .14 1 29 0.72 0.54 

1.79 1 .31 1 67 1 1 9 O 77 
2.55 2 37 3 .44 3.09 1.83 

5 1 2 O 64 O 72 0.37 O 30 
1.79 O 88 1 .1 8 O 76 0.63 
2.55 2 03 2.72 2 38 1. 72 

a 1 2 0.41 0.46 0.19 0.18 
1 79 O 74 0.79 0.59 0.51 
2 55 2.04 2.39 2.09 1.78 
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B_2 Tablas de resultados del Experimento 11 
SESGO 

E stim ador n 2E MCG MV PV QV 
BD 

1 0.010 0.018 -0.035 -0.018 0.053 
3 0.044 -0.007 0.018 -0.011 -0.020 
5 0.008 0.001 -0.001 0.002 0.016 

Bl 
1 0.059 0.037 0.078 0.016 0.006 
3 -0.025 -0.039 -0.011 0.019 -0.023 
5 0.007 -0.013 -0.004 0.009 -0.026 

B2 
1 -0.013 0.025 -0.007 0.063 0.013 
3 -0.030 -o .003 0.021 0.015 0.000 
5 0.011 -0.031 0.016 0.013 -0.023 

B3 
1 -0.018 -0.010 -0.048 -0.088 0.090 
3 -0.062 0.038 0.029 -o .040 0.030 
5 -0.052 0.013 -0.023 -o .005 -0.010 

AO 
1 1.540 1.528 0.576 0.380 
3 1.350 1.335 0.147 0.116 
5 1.313 1.30S 0.086 0.064 

Al 
1 0.230 0.230 -0.512 0.204 
3 0.062 0.061 -0.076 0.OB6 
5 0.050 0.035 -0.023 0.043 
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ERROR ESTÁNDAR 

E stim ador n 26 MCG MV PV QV 
80 

1 0.917 0.942 0.889 0.953 O 803 
3 O 542 0.537 O 483 0.545 O 474 
5 0.396 O 425 0.36 O 42 Q 358 

81 
1 1 293 1 305 1 236 1.264 1.084 
3 O 744 O 722 O 647 0.744 O 64 
5 O 56 O 545 0.486 O 593 O 512 

82 
1 1 267 1.293 1.236 1 27-4 1 143 
3 0.751 O 75 0.648 0.722 O 64 
5 O 572 O 556 O 481 O 546 O 495 

83 
1 1 629 1.632 í .621 1 66 1 653 
3 0.961 0.953 O 958 O 979 O 9 24 
5 O 721 0.735 O 753 O 723 O 749 

AO 
1 0.659 O 645 O 498 O 469 
3 O 333 0.335 0.229 O 229 
5 0.263 0.259 0.171 O 174 

Al 
1 O 792 0.802 1 322 O 55 
3 O 467 0.432 a 345 o 291 
5 0.352 o 358 o 256 o 231 

ECM 
lE stim ador n 2E MeG MV PV QV 

80 
1 0.841 0.886 0.792 0.909 0.648 
3 0.296 0.288 0.234 0.297 0.225 
5 0.157 0.181 0.130 0.176 0.128 8, 
1 1.675 1.704 1.534 1.598 1.175 
3 0.554 0.523 0.419 0.554 0.410 
5 0.314 0.297 0.236 0.352 0.263 

82 
1 1.605 1.672 1.528 1.627 1.307 
3 0.565 0.563 0.420 0.522 0.410 
5 0.327 0.310 0.232 0.298 0.246 

83 
1 2.654 2.664 2.630 2.763 2.741 
3 0.927 0.910 0.919 0.960 0.855 
5 0.523 0.540 0.568 0.523 0.561 

Aa 
1 2.806 2.751 0.580 0.364 
3 1.933 1.894 0.074 0.066 
5 1.793 1.781 0.037 0.034 

Al 
1 0.680 0.696 2.010 0.344 
3 0.222 0.190 0.125 0.092 
5 0.126 0.129 0.066 o 055 



Apéndice e 

C.I Programas de simulación 

Regresión en dos etapas 

1* METODO DE REGRESION EN DOS ETAPAS * / 
/***************************************************j 
library maxlik; 
#include maxlik.ext; 
rnaxsetj 

let TV=l; 
m=lj 

n=5; 
ni=7; 
TM=7*n; 

ciones por 7 tratamientos' / 
let beta=1.5 0.6; 
let alfa=O.5 3.5; 
MC=zeros(4,1); 
ESTIMA=ZEROS(TV,5); 
/* MATRIZ DISEÑO * / 
proc matdis(tt); 

local xl,i; i=l; 

j*tamaño del vector / 

1* tamaño de muestra * / 
/* número de tratamientos • / 
I*nurnero total de observaciones: n repeti-

1* bO, bl, tO,tl por mínimos cuadrados' / 
j*MATRIZ DE RESULTADOS * / 

xl=zeros(tt,2); xl[.,l]=ones(tt,l); 
do whlle i<8; 

xl [i,2] =2.3+0. 23* (i-1); 
i==i+l; 

endoj 

retp(xl); endp; 
{xl }=matdis(ni); 
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x=xl;j=l; 
do while j<n; 

x=xlxl; 
j=j+l; 

endo; 
DO WHILE M<TV+l; 

/* VECTOR DE OBSERVACIONES * / 
proc observ(tt); 

local yl,e,el; 
e=rndn(tt,l); 
el=e. *exp( (alfa[1]+alfa[2]*x[.,2]) /2); 
yl=beta[1]+beta[2]*x[.,2]+el; 
retp(yl); 

endp; 
{y}=observ(tm); 

APÉNDICEC 

1* ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS (regresion en dos etapas * / 
proc (3)= mincuad(xl, yl); 

local mcbl,rl,yr,mcal,sl,v; 
mcbl=inv(xl'xl)*xl'ylj I*estimacion de beta* ( 
rl=yl-xl*mcblj I*residuos del modelo de medlas*( 
yr=ln(rl-2); 
mcal=inv(xl'xl)*xl'yrj I*estimacion de teta* / 
v=exp(xl*mcal); 
sl=«rl./v)'*rl)/(tm-2); /*suma de cuadrados de los residuos media* / 

retp(mcbl,mcal,sl)j endpj 
{mcb,mca,cme }=mincuad(x,y); 
ESTIMA[M,l]=MCB[l]j ESTIMA[M,2]=MCB[2]; ESTIMA[M,3]=MCA[1]; 
ESTIMA[M,4]=MCA[2]; ESTIMA[M,5]=e; 
M=M+l; 
ENDO; 
output file=c:\gauss\modl3e3.dat on; 
print estima; 

Mínimos cuadrados generalizados 

1* METODO DE MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS*/ 
j********************************************j 
library maxlik; 



#include maxlik.ext; 
maxset; 
let TV=lOOO; 
m=l; 
n=5; 
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/*tamaño del vector* 1 

1* tamaño de muestra* 1 
1* número de tratamientos * 1 ni=7; 

TM=ni*n; !*número total de observaciones: n repeticiones 
por 7 tratamientos* 1 

let beta=1.5 0.6; 
let alfa=O.5 3.5; 
ESTIMA=ZEROS(TV,6); 
1* MATRIZ DISEÑO *1 
proe matdis(tt); 
local xl,i; 
i=l; 
xl=zeros(tt,2); 
xl[. ,1] =ones( tt,l); 
do while i<8; 

xl[i,2]=2.3+0.23* (i-l); 
i=i+l; 

endoj 

retp(xl); endp; 
{x1}=matdis(ni); 
x=xl; j=l; 
do while j<n; 

x=xlxl; 
j=j+l; 

endo; 
DO WHILE M<TV+l; 

j*MATRIZ DE RESULTADOS' 1 

1* VECTOR DE OBSERVACIONES *1 
proc observ(tt); 

local yl,e,el; 
e=rndn(tt,l); 
e1=e. *exp( (alfa[l J +alfa[2J *x[.,2]) 12); 
yl=beta[l J +beta[2J *x[. ,2J +e1; 

retp(yl); endp; 
{y }=observ( tm); 
1* ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS *1 
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proc (2)= mincuad(xl, yl); 
local mcbl,yr,mcal,sl,rl; 
mcbl=inv(xl'xl)*xl'yl; 
rl=yl-xl *mcbl; 
yr=ln(rl ~2); 
mcal=inv(xl'xl)*xl'yr; 
retp(mcbl,mcal); 

endp; 
{mcb,mca }=mincuad(x,y); 
j* PONDERACIONES * j 
proc (2)= pondera(xl,mcal,tt); 

local var,wl,bponl,id; 
va=exp(x*mcal) ; 
id=eye( tt); 
wl=diagrv(id,(ljvar»; 
bponl=inv(xl'wl *xl)* (xl 'wl *y); 
retp(bponl,wl); 

endp; 

APÉNDICEC 

j*estimación de beta* j 
j*residuos del modelo de medias* j 

j*estimaci6n de teta* j 

j*ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS PONDERADOS* j 
difb=l; difa=l; amcp=mca; bmcp=mcb; i=l; 
do until abs(difb)<1e-05 and abs(difa)<1e-05 or i>1oo0; 

{bpon,wl }=pondera(x,amcp,tm); 
res=y-x*bpon; 
yr==ln(res~2); 

apon=inv(x'x)*(x':yT); 
difb==bmcp-bpon; difa=amcp-apon; 
bmcp=bpon; amcp=apon; i=i+l; 

endo; 
var=exp(x*apon); 
cme=( (res. jvar )'*res) j (tm-2); 
estima[m,1]=bpon[lj; estima[m,2]=bpon[2]; estima[m,3]=apon[1]; 
estima[m,4]=apon[2]; estima[m,5j==cme; estima[m,6]==i; 
M==M+1; 
ENDO; 
output tile=mod13cp5.dat on; 

print estima; 
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Máxima Verosimilitud 

1* PROGRAMA DE SIMULACION PARA ESTIMAR LOS PARAMETROS DE 
UN MODELO 

CON HETROSCEDASTICIDAD* / 
library maxlikj 
#include maxlik.ext; 
max.setj 
let TV=1000j I*tamaño del vector* / 
m=lj 
n=8; 
ni=7; 
TM=ni*nj 

/* tamaño de muestra* / 
1* número de tratamientos * / 
!*número total de observaciones : n repeticiones por 

7 tratamientos* / 
let beta=1.5 0.6j 
let alfa=0.5 3.5j 
VEROSI=ZEROS(TV,5)j 
MC=ZEROS(4,1)j 
1* MATRIZ DISE~O * / 
proc matdis(tt); 

local x1,ij 
i=l; 
xl=zeros(tt,2)j 
xl [. ,1J =ones( tt, 1); 
do whlle·i<8j 

xl [i,2]=2.3+0.23* (i-l); 
i=i+l; 

endoj 
retp(xl)j 
endpj 
{xl}=matdis(ni)j 
x=xlj j=lj 
do while j<nj 

x=xlxl' , , 
j=j+lj 

endo; 

DO WHILE M<TV+lj 

j*MATRIZ DE RESULTADOS· / 

/* VECTOR DE OBSERVACIONES *1 
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proe observ(tt); 
local y1,e,e1; 
e=rndn( tt,1); 
e1=e. *exp( (aIfa[l] +aIfa[2]*x[.,2]) 12); 
yl=beta[I]+beta[2]*x[.,2]+el; 
retp(yl); 

endp; 
{y}=observ(tm); 
output file=modl3v8.dat on; 

APÉNDICEC 

1* ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS (regresión en dos etapas * 1 
proe (2)= mincuad(xl, yl); 

local mebl,rl,yr,mca1,sl; 
mebI=inv(xl'x1)*x1'yl; I*estimacion de beta* 1 
rl=yl-xl *mebl; I*residuos del modelo de medias* 1 
yr-ln(rl-2); 
mca1=inv(xl'xl)*xl'yr; I*estimacion de teta* 1 

retp(mebl,mca1); 
endp; 
{mcb,mca }=mincuad(x,y); 
me[1,1]=mcb[1]; me[2,1]=meb[2]; 
me[3,1]=mca[l] ; me[4,1]=mca[2]; 
1* DEFINICION DE LA FUNCION DE VEROSIMILITUD * 1 
proe norma1(b,xl); 

local bO,b1,tO,t1,pp,fv,v; 
bO=b[I]; bl=b[2]; tO=b[3]; tl=b[4]; 
v=exp(x*(b[3Jlb[4])); 
pp=x[.,1]'*(x*(b[3]lb[4]) ); 
fv=( (-0.5)* (pp+(y-(x*(b[l]lb[2]))) '*( (y-(x* (b[1]lb[2]))). Iv))); 

retp(fv); 
endp; 
1* ESTIMACION POR MAXIMA VEROSIMILITUD *1 
vin=mc; 
proe (3)= maxver(xI); 

local mvbl, mvb,mva, var, fmin, g,r2,s2, cov,retcode; 
{mvbl,fmin,g, cov,retcode }=marlik(xl,O,&normal, vin); 
mvb=mvbl[I]lmvbl[2]; 
mva=mvbl[3]lmvbl[4]; 
r2=y-xl *mvb; 



var=exp(xl *mva); 
s2=((r2. !var )'*r2)! (tm-2); 

retp(mvb,mva,s2); 
endp; 
{mvb,mva,CME}=maxver(x); 
VEROSI[M,1]=mvb[1];VEROSI[M,2]=mvb[2]; VEROSI[M,3]=MVA[1]; 
VEROSI[M,4]=MVA[2]; VEROSI[M,5]=CME; 
M=M+l; 
ENDO; 
print verosi; 

Pseudoverosimilitud 
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1* PROGRAMA DE SIMULACION PARA ESTIMAR LOS PARAMETROS DE 
UN MODELO 

CON VARIANZA NO CONSTANTE 
library maxlikj 
#include maxlik.ext; 
maxsetj 

let TV=1000; 
m=l; 
n=5; 
ni=8; 
TM=ni*n; 

por 7 tratamientos* í 
let beta=o1.5 0.6; 

Jet alfa=O.5 3.5; 

PSEUDO=ZEROS(TV,6); 
1* MATRIZ DISEÑO * / 
proc matdis(tt); 

local xl,i; 
i=l; 
xl=zeros(tt,2); 
x1[. ,1] =ones( tt, 1); 
do while i<8; 

j*tamaño del vector*! 

1* tamaño de muestra* / 
r número de tratamientos *! 
!*número total de observaciones : n repeticiones 

j*MATRIZ DE RESULTADOS· / 

xl [i,2] =2.3+0.23* (i-l); 
i=i+l; 

endoj 
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*/ 

retp(xl); 
endp; 
{xl }=matdis(ni); 
x=xl; j=l; 
do while j<n; 

x=xlxl; 
j=jH; 

endo; 

DO WHILE M<TVH; 
1* VECTOR DE OBSERVACIONES */ 
proc observ(tt); 

local yl,e,el; 
e=rndn( tt,l); 
el=e. *exp( (alfa[l] +alfa[2]*x[.,2]) /2); 
yl=beta[1]+beta[2]*x[.,2]+el; 

retp(yl); 
endp; 
{y }=observ( tm); 
output file=mod13p8.dat on; 

APÉNDICEC 

1* ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS (regresión en dos etapas) 

proc (3)= rnincuad(xl, yl); 
local mcbl,rl,yr,mcal,sl; 
mcbl=inv(xl'xl)*xl'yl; /*estimacion de beta* / 
r1=yl-xl *rncbl; /*residuos del modelo de me<llas* / 
yr=ln(rl-2); 
mcal=inv(xl'xl)*xl'yr; j*estimacion de teta* / 

retp(mcbl,mcal,rl); 
endp; 
{mcb,mca,res }=rnincuad(x,y); 
I*FUNCION DE VEROSIMlUTUD NORMAL PARA ALFA*/ 
proc normala( a,xl); 

local v; 
v=exp(xl *(a[1]la[2])); 
retp( (-0.5)* (xl [. ,1]'* (xl * (a[1]la[2]) )+(res. /v )'*re8)); 
endp; 

!*ESTIMACION DE ALFA POR MAXIMA VEROSIMILITUD* / 
vinl=mca; /* valores iniciales* / 



proe maxvert(xl); 

local m-val,fmin,g,cov,retcode; 

{mval,fmin,g,cov ,retcode }=maxlik(xl,O,&normala,vinl); 

retp(mval); 

endp; 

1* FUNCION DE VEROSIMILITUD NORMAL PARA BETA*! 
proc normalb(b,xl); 

local v; 
v=exp(x'mca); 

retp((-O.5)* ((y-(xl * (b[1]lb[2])) )'*(y-(xl *(b[1]lb[2]))). Iv)); 
endp; 

!*ESTIMACION DE BETA POR MAXIMA VEROSIMILITUD * / 
vin2=rncb; 

proc rnaxverb(xl); 

local rnvbl,frnin,g,cov,retcode; 

{rnvbl,fmin,g,cov,retcode}=rnaxlik(xl,O,&norrnalb,vin2); 

retp(rnvbl); 
endp; 

/* ESTIMACION POR PSEUDOVEROSIMILITUD * / 
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/* SE ESTIMA BETA Y ALFA POR VEROSIMILITUD POR SEPARADO' / 
difb=l; difa=l; iq=l; 

do until abs(difb)<le-05 and abs(difa)<le-05 or iq>1000; 

{ aq}=rnaxvert (x); 

{bq}=rnaxverb (x); 
res=y-x*bq; 

difb=vin2-bq; difa=vinl-aq; 

vin2=bq; rnct=aq; vinl=aq; iq=iq+l; 

endo; 

vari=exp( x*aq); 

CME=( (res. Ivari) , * res ) I (trn-2) i 

pseudo[rn,l]=bq[l]i pseudo[rn,2]=bq[21i pseudo[rn,3]=aq[1]i 
pseudo[rn,4]=aq[2]; pseudo[rn,5]=CME; pseudo[rn,6]=iq; 

M=M+1; 
ENDO; 

print pseudo; 



146 APÉNDICEC 

Quasiverosimilitud 

1* PROGRAMA DE SIMULACION PARA ESTIMAR LOS PARAMETROS DE 
UN MODELO 

CON VARIANZA NO CONSTANTE */ 
library maxlik; 
#include maxlik.ext; 
maxset; 
let TV=lOOO; 
m=l; 
n=8; 
ni=7; 
TM=ni*n; 

por 7 tratamientos* / 
DIFER=ZEROS(TV,l ); 
let beta=1.5 0.6; 
let alfa=Ü.5 3.5; 
QUASI=ZEROS(TV,4); 
id=eye(tm); 
/* MATRIZ DISEÑO * / 
proc matdis(tt); 

local x1,i; 
i=l; 
x1=eros(tt,2); 
x1[.,1]=ones(tt,1); 
do while i<ni+1; 

j*tamaño del vector* / 

1* tamaño de muestra* / 
1* número de tratamientos * / 
I*número total de observaciones: n repeticiones 

I*MATRIZ DE RESULTADOS* / 

x1[i,2]=2.3+0.23*(i-1); 
i=i+l; 

endo; 
retp(x1); 
endp; 
{x1}=matdis(ni); 
x xl; j=l; 
do while j<n; 

x=xlxl; 
j=j+1; 

endo; 
DO WHILE M<TV+l; 



1* VECTOR DE OBSERVAClONES * / 
proc observ(tt); 

local yl,e,el; 
e=rndn(tt,l); 
el=e. *exp( (alfa[l] +alfa[2]*x[ .,2]) /2); 
yl=beta[1]+beta[2]*x[.,2]+el; 

retp(yl); 
endp; 
{y}=observ(tm); 
output file=mod13q8.dat on; 
var=exp(x*alfa); 
wl=diagrv(id,(l/var) ); 
/* ESTIMACION POR MII'UMOS CUADRADOS */ 
proc (2)= mincuad(xl, yl); 

local mcbl,rl,yr,mctl,81,r2; 
mcbl=inv(xl'xl)*xl'yl; I*estimacion de beta* / 
rl=yl-xl *mcblj /*residuos del modelo de memas* / 

retp(mcbl,rl); 
endp; 
{mcb,res }=mincuad(x,y); 
1* PONDERACIONES * / 
proc pondera(xl,tt); 

local bponl; 
bponl=inv(xl'wl *x1)*(xl'wl *res); 

retp(bponl ); 
endp; 
/*ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS PONDERADOS* / 
difu=l; bmcp=mcb; i=l; 
do until abs( difu )<le-05 or i> 1000; 

{bpon }=pondera(x, tm); 
bquasi=mcb+bpon; 
res=y-x*bquasi; 
difb=mcb-bquasi; 
mcb=bquasi; 
i=i+l; 

endoi 
cme=( (res. /var) '*res) / (tm-2); 
quasi[m,l]=bquasi[l]i quasi[m,2]=bquasi[2]i quasi[m,3]=cme; 

, quasi[m,4]=i; 
M=M+l; 

'ENDO; 
i print quasi; 
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