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Capitulo 1

Efectos de dispersidén

1.1 Antecedentes

En todo proceso productivo intervienen diversos factores que pueden o no
tener un efecto importante en las caracteristicas del articulo terminado. En
una situacidn ideal, los industriales desearian contar con un proceso en el que
todos los factores estuviesen bajo conirol absoluto de manera tal que cada
unidad producida {uese idéntica al prototipo establecido por el cliente. Una
de las tareas importantes del control estadistico de la calidad es identificar
y estimar los efectos de los factores que influyen, de manera sistemadtica,
en el valor promedio de una caracterfstica para mantenerlos en los niveles
adecuados v poder ofrecer al consumidor, un producte que cumpla ciertos
requerimientos especificos.

Sin embargo, estd claro que la temperatura ambiente, la precision de
los instrumentos de medicidn, los cambios fisicos y quimicos de la materia
prima y el desgaste de la maquinaria son algunos ejemplos de factores que
no son controlables y que hacen diferentes a los elementos al interior de
las poblaciones. Fstos factores son considerados aleatorios y son los que,
tradicionalmentc, asumen la responsabilidad de provocar la vartabilidad en
las caracteristicas del producto, no obstante, existen factores de contrel que
presentan, de mancra siraultdnea, un efecto sistemdfico sobre la media v la
varianza de las observaciones, es més, en algunes casos, un factor no refleja
su efecto sobre el valor esperado pero sf tiene una influencia importante en
la dispersidn de la variable respuesta que se hace evidente en la calidad del
producto.
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El nimero de unidades que requiere un reproceso o que deben ser elimi-
nadas por no permanecer dentro de los Iimites de control es mayor conforme

la, variabilidad del proceso aumenta, en consecuencia, el costo de la produc-
¢ién es més alto.

El reto, entonces, es lograr un proceso generador de productos que cum-
plan las especificaciones sobre la caracteristica media pero con la minima
varianza. para, en la medida de lo posible, lograr la eliminacién de los defec-
tos sistemdéticos garantizando articulos de mayor calidad a menor precio. Al
respecto, Montgomery (1993) comenta:

”...Un esfuerzo de mejoramiento de la calidad que tenga ézito puede elimi-
nar muchas de estas pérdidas y conducir a costos menores, mayor produciivi-
dad, satisfaccion crecienie del cliente, aumento de lo reputacion comercial,
mayor participacién en el mercado y, a la larga, mayores rendimientos para
la comparita. ™!

La importancia de la variabilidad en el control de la calidad es indis-
cutible, no obstante, los métodos estadisticos que se aplican de manera comin
estén orientados & la estimacién de los pardmetros de un modelo sélo para
la media en el que se supone que las observaciones provienen de distribu-
ciones norrnales que pueden diferir en €l valor promedio pero no en la va-
rianza. Es decir, sélo se analizan los efectos de los factores sobre la media
pero no se estudia su posible influencia sistemdtica sobre la varianza.

La suposicién de igualdad de varianzas (homoscedasticidad), no es la
tnica que soporta la teoria de los modelos de regresién clédsica, la norma-
lidad de los datos y la independencia de las observaciones también juegan
un papel importante. El estudio de las propuestas alternativas ante la vio-
lacién de cada uno de los supuestos puede resultar por demds extenso por lo
que, en este trabajo, el interés se centra en el problema de la presencia de
heteroscedasticidad sistemética bajo normalidad e independencia.

La estimacién ponderada de los pardmetros de los modelos de regresién y
la transformacién de los datos por medio de la funcién potencia de Box-Cox
son alternativas a las que con mucha frecuencia se recurre para contrarrestar

'Montgomery, Douglas et al. Probabilidad y Estadfstica para ingenierfa y adminis-
tracidn, p.666.
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los electos de las varlanzas distintas, sin embargo, ¢n cl fondo el interés
continda apostado en el modelo para la media mientras la varianza sc sigue
considerando como un *factor de ruide” donde se conjugan todos aguellos
factores no controlables y se soslayan posibles efectos sislemdticos.

A través de la revisidn de las propuestas de varios antores, en este trabajo
de tesis se busca proporcionar -principalmente a los profesionistas inferesa-
dos en el control de la calidad industrial y, en general a las personas involu-
cradas en el analisis de datos de todas las dreas del conocimiento (Economia,
Medicina, Ecologfa, Educacidn, Psicologia, por mencionar sélo algunas), en
las que con frecuencia se encuentran los modelos de regresién con probiemas
de heteroscedasticidad- un camino diferente, una alternativa en la que la
varianza y la media son igualmente importantes, motivo por cl cual, ambos
merecen un andlisis detallado y cuidadoso para determinar los factores de los
que reciben una influencia nolable y, en su caso, plasinarlos en un modelo no
slo para la media sino también para la varianza.

1.2 Modelacién de la variabilidad

La experiencia que se ticne en ¢l estudio y modelado de la media es conside-
rablemente mds oxtensa que la que se puede adjudicar eu el mismo sentido a
la varianza. Los métodos de estimacién de los pardmelros de la media y las
propiedades de sus estimadores son ampliamente conocidos y, actuaimente,
la literatura al respecto es por demds vasia. Hstd claro que no se puede
decir lo mismo al referirse a la varianza, razdn por la que este trabajo se
ocupa dc abordar e} tema presentando una amplia variedad de alternativas
de exploracion; las propuestas de modelacién que han planteado diferentes
autores y algunos métodos de estimacién de los pardmetros.

Las propiedades de los estimadores han sido punto de discusién entre los
estudiosos del tema por lo que, aguf se analizan a través de los resnltados de
la. aplicacién de métodos montecarlo.

1.3 Objetivos

A le largo de este trabajo se pretende:
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e Motivar la necesidad de identificar, ante un problema de heteroscedas-
ticidad, los efectos sistematicos que algunos factores pueden tener sobre
la varianza.

e Resaltar la importancia de desarroller un andlisis exploratorio sobre los
efectos de dispersién.

¢ Revisar diferentes métodos para estimar los pardmetros de un modelo
para la varianza en procesos industriales.

¢ Presentar los algoritmos de cada uno de los métodos de estimacién de
pardmetros.

e Implementar los algoritmos en datos sirnulados.

e Estimar los efectos de los factores que tienen influencia sobre la media
v hacer lo propio con los que afectan la varianza de un proceso a través
de diversos ejernplos docurmentados en la literatura.

s Comparar, entre sf, los métodos presentados en términos de sesgo v
varianza.

e Aplicar los diferentes métodos en el andlsis de dos experimentos.

1.4 Contenido de la tesis

Parz el logro de los objetivos, este material se ha organizado en siete capitulos
de la siguiente manera:

La presente introduccién forma el primero de ellos; el capitulo segundo
estd dedicado a sensibilizar al lector sobre la necesidad de realizar un anilisis
para la varianza similar al que se lleva 2 cabo en el caso de la media.

A través de cuatro ejemplos ya documentados (en algunos casos han sido
objeto de largas discusiones por parte de varios investigadores) se desarrolla
de manera amplia un anslisis exploratorio que incluye desde diagramas de
dispersién y cajas hasta el uso del cocficiente de correlacién de Spearman
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como prueba no paramétrica de asociacidn lineal entre vanables. La gréfica
de Daniel s una herramienta Importante en la exploracién de los efectos.

Es en este apartado donde se introducen algunas ideas sobre los modelos
para la varlanza a través de regresiones aplicadas a algunas transformaciones
de los residuos.

En el tercer capitulo se hace una breve resena histérica sobre el tema y
se revisan algunas discusiones sobre las caracteristicas de los modelos. Aqui
se formaliza el problema v se da a conocer la notacidén empleada en el resto
del material.

La descripcidn de ciuco métodos de estimacidn propuestos por varios an-
tores se encuenira en el capitulo 4. Después de proporcionar detalles de cada
uno de los métodos, estos son ilustrados a través de su aplicacidn a los ejem-
plos del capitulo 2. Las primeras comparaciones entre las bondades de los
diferentes procedimientos se remiten al cuadrado medio del error provocados
por el modelo. Los cambios en esta estadistica motivan a recaleular el error
estdndar y el nivel de significancia de los estimadores. Las grédficas de los
residuos constituyen un elemento importante en este capitulo.

Con la idea de estudiar el comportamiento de los estimadores obtenidos
por los métedos descritos en el capitulo 4, se recurre a la simulacién como
técnica de muestreo. Dicho recurso se aplica en dos experimentos: uno de
ellos representa el caso en que la varianza estd en funcidn de las variables
regresoras y el otro consiste en un disefio Box-Bennken. El detalle de los
experimentos y los algoritmos empleados se encuentran en el capitulo nimero
cinco.

El sexto apartado contiene el andlisis de los resultados generados por
las simulaciones. El sesgo y la varianza de los estimadores son el centro de
atenclén a lo largo del capitulo.

Finalmente, ¢n el capitulo siete se presentan las conclusiones, las re-
ferencias bibliograficas y, como parte de los apéndices, se proporcionan los
conjuntos de datos agui analizados; los programas de computo empleados y
las tablas de resultados.



Capitulo 2

Exploracién de Efectos de
Dispersién

Para proponer un modele del valor esperado de un conjunto de datos; la
primera recomendacién impertante es hacer una exploracién sobre el com-
porlamiento de las observaciones con respecto a las variables regresoras. Una
vez ajustado el modelo propuesto, es indispensable hacer una revisidn del
cumplimiento de los supuestos, misma gue se realiza por medio de los resi-
duos. Se tiene claro que la forma de "embudo” (figura 2.4) o de "mofio”
en una gréfica de dispersién entre residuos y valores ajustados (o variables
regresoras) es una muestra clara de la diferencia de varianzas entre las pobla-
clones. En este apartado se busca resaltar la importancia de realizar también
un anélisis exploratorio sobre los residuos con la 1dea de identificar, si es el
caso, los patrones de comportamiento sistemdtico de la dispersidn.

2.1 El modelo cldsico

A manera dec establecer un vinculo entre el material de ésta tesis y el tema
de regresién clasica, aqul se hace una breve descripcidn del modelo y sus
supuestos.

Un modejo estadfstico lineal es representado de manera comtin con la
sXpresién

-3
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donde:

o u, = pu+ X3 es el componente sistemético que estd formado por una
media general (), cuyo valor constante depende de los factores co-
munes a todas las poblaciones de las que provienen los datos, y por el
término X que representa las desviaciones a partir de la media general
debidas a las caracteristicas comunes{z;) dentro de cada poblacidn pero
que varian de una poblacién a otra.

e = es el componente aleatorio y representa a todos aquelios factores no
controlables que hacen diferentes a lus elementos al interior de las pobla-
ciones, Se le conoce como €l término del error.

En el disefio de experimentos las hipStesis que se plantean son con res-
pecto a los efectos que los tratamnientos tienen sobre la media. Para probar
tales hipdtesis se supone que los errores del modelo son variables aleatorias
independientes con distribucién normal, cor media cero y con varianza cons-
tante o2 Fs decir, se supone que las observaciones, en cada tratamiento,
forman una muestra aleatoria de una poblacién normal vy que se tienen tantas
poblaciones {con igual varianza) como criterios de clasificacién incluya el
experimento.

2.2 Motivacion

HEn esta seccidén se Hustra grificamente y por medio de dafos simulados, el
caso homosceddstico y su representacidn en la tabla de analisis de varianza.
De la mistna manera, se usa un problema de heteroscedasticidad para motivar
en el lector la necesidad de brindar a la varianza la oportunidad de jugar un
papel relevante en el modelo.

Homoscedasticidad

La grafica del efecto que los cinco niveles de un factor X tiene, de manera
exclusiva, sobre la media de la variable respuesta de un experimento con cinco
repeticiones por punto disefio es la que muestra la figura 2.1.
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Figura 2.1: Efecto sobre la media

Cada uno de los conjuntos, de cinco repeticiones, forma una muestra
aleatoria de una poblacién normal con ciertos pardmetros. Es decir, en la
gréfica se pueden dibujar cinco distribuciones normales con ignal varianza
{exéctamente la misma forma) que se van desplazando suavernente couforrne
se modifica el valor de X (Figura 2.2}.

Bl anilisis de varianza, para este ejemplo, (tabla 2.1) confirma yue el
efecto del factor X {con cinco categorfas) sobre la media es significativamente
diferente de cero:

Tabla 2.1. Anélisis de varianza

Fuente de variacién gl SC CM F p

X 4 6387 1592 1332 ¢
Error 20 2381 1.2
Total 24 87.07

En particular, en este caso, las medias de las poblaciones mucstran un
corsportamiento sistemalico ascendente que se puede describir a través de
una funcidn que depende de los niveles del factor, a saber:
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Figura 2.2: Homoscedasticidad

~ 920318
~1.3992

Y =26188 + 0.0839
0.9494

2.3955

siz=1
stx =2
siz=3 (2.2
siz=4
str=25

v los intervalos, al 95%, de confianza para las medias de cada tratamiento

son los quse Hustra la figura 2.3

Trat N ldedia D.est

i i) 0587 108 +——

2 3 1220 0.870 ¢ 1

E] 5 2185 1127 "}

4 3 3568 195 i

5 3 31514 138 Sma—
— =t

A de comin 1093 2 } 2 4 b 8

Figura 2.3: Intervalos de confianza

En este sencillo ejemplo, cabe aclarar que dada la homoscedasticidad, los
valores de los errores esténdar de las medias son sumilares entre si por lo
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que no tiene mayor relevancia si se toma el valor promedio ¥ los intervalos
de conflanza parecen ser todos del mismo tamano. Lo importante, en estos
casos, es observar el comportamiento de las medias.

Heteroscedasticidad

Por otro lado, el gjemplo grdfico que muestra el efecto que los cinco niveles
de un factor X tiene, de manera exclusiva, sobre la varianza de la variablc
respuesta de un experimento con cinco repeticiones por punio diseno es el
gue contiene la figura 2.4.

16 -

12

| »a

P R R

Figura 2.4: La varianza en funcién de X

Fl andhsis de varianza, en la tabla 2.2, no rechaza la hipétesis de que &l
efecto del factor sobre la media es nulo.

Tabla 2.2. Andlisis de varianza
Faente g1 SC CM F P
X 4 6.8 1.6 0.08 0.8%5
Error 20 3761 18.8
Total 24 3827
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En este sentido, el factor X no debe formar parte de un modelo para la
media. ;Deben entonces ser ignorados sus niveles? ;Basta con observar gue,
en este ejerplo, el nivel més bajo es el que genera menor varianza?

Los intervalos al 95% de confianza para la media, basados en la desviacién
estandar comiin se dustran en la figura 2.5

Trat M Media D.est.

1 5 £.1% 1418 4 2 3

? 5 0.280 1336 { * J

3 5 4388 2504 —te )

4 3 1014 4810 ey

§ 5 0599 1669 [ * )

| | | i ] ! 1

de. comin__ 43% #5050 5 115

Figura 2.5: Tntervalos de confianza

Si se observa la columna que contiene la desviacién estdndar de cada
tratamiento, se puede entender que el error estdndar comin sea més grande
que bajo condiciones de homoscedasticidad, ademds de esta manera, se estd
"forzando” a que las poblaciones parezcan igualmente dispersas y se pierde
de vista el comportarmiento de la varianza. Puede notarse que €l intervalo en
el nivel 1 es més grande de lo que realmente deberia ser mientras sucede lo
contrario en €l dliimo nivel.

En este sentido parece mds adecuado presentar intervalos basados en su
propio error estdndar (figura 2.6).

En casos como el anterior, lo relevante es observar el comportamiento
de la varianzas y no el de las medias. Nétese que la varianza muestra un
comportamiento sisterndtico creciente acorde con los valores de los diferentes
niveles del factor mientras las medias de las poblaciones no parecen ser sig-
nificativamente diferentes.

La figura 2.7 muestra el caso en que el factor X tiene efecto tanto en la
media como en la varianza de la variable respuesta.
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Tet N Meda  Dest
1 5 .198 1418 ==
9§ 0280 18% A
3§ 038 2584 e ]
i5 1014 4310 { . ]
§ &5 059 TR | : :
\de comin 433 540 % 5191

Figura 2.6: Intervalos de confianza

Figura 2.7: Heseroscedasticidad
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El andlisis de varianza (tabla 2.3} indica un efecto significativo del factor
X scbre la media de las observaciones pero no refleje lo correspondiente a la
varianza.

Tabla 2.3. An4lisis de varianza
Fuente de variacién g1l SC CM  F  p

X 4 8308 295 1196 0O
Krror 20 3761 188
Total 24 1275.9

Los intervalos de confianza al 95% podrian ser los que se encuentran en
la figura 2.8

Trat N Media 0, est.

5 3801 1418 ey

5 8200 183 (——
5 161 258 f—tm)

] 17014 4610 (——F—
5

23599 7669 ¢ d J
d.oegt.  comm 433

[E QN Ny FLY U

) —
_—
=
L
=
LAy
=1
&

Figura 2.8: Intervalos de conflanza

Si la influencia del factor X es sistemitica tanto en la media como en la
varianza, la pregunta es, jpor qué debe representarse tal comportamiento en
un modelo dnicamente para la media?.

En la industria, la variabilidad de los procesos es un aspecto por demds im-
portanfe y con frecuencia ésta presenta un comportamiento sistemdtico
a través de los factores. Tal es la razén por la que surge, de la misma manera
que en el modelo de medias, la necesidad de plantear una funcién de varianza,
es decir, un modelo para la variabilidad.

En este sentido, Carroll y Ruppert expresan:
?... Nosotros vemos la heterogeneidad de la varianza como un problema de
regresién, es decir, cambios sistemdticos y suaves de la variabilidad conforme
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las predictoras son verfurbadas. Visto de esia maners, hay mucha similifud
con el modelado del vector media”.?

En la medida en gue se logre identificar a aquellos factores que afectan
significativamente el comportamiento de la varianza y la relacidn que pucda
existir entre ellos v las variables regresoras, se tendrd control sobre el proceso
y el producte a desarrollar podréd couservar caracteristicas de cahdad con
mayor certeza.

2.2 Ejemplos

La falta de homoscedasticidad es frecuente en la aplicacién del modelo de re-
gresién a problemas de diversas 4reas de estudio. En esta seccién se hace
referencia a cuatro casos que han sido publicados como ejemplos de tal
situacidn. [l primero de ellos pertenece al drca de salud; el segundo puede
asociarse con el estudio del medio ambiente, y los dos ltimos pertenccen a
procesos industriales.

f

Tres de los ejemplos, ademds de contener la solucidn propuesta por su
respectivo autor, son sometidos a un andlisis exploratorio para dentiflicar
aquellos factores que tienen efeclo significative sobre la media o la varianza

e 1o o~ S
de las chser ViL100Ch,

2.3.1 ¥jempilo: Presidu arterial diastdlica

Netter y Wasserman {1988) ofrecen un conjunto de datos sobre la presion
arterial diastélica de un grupo de 54 mujeres con edades entre 20 ¥ 60 afios
{ver tabla 1 en e] apéndice A).

En ¢l diagrama de dispersidn (figura 2.9} se tiene claro que tanto la media
como la varianza de las observaciones presenian un comportamiento creciente
conforme la edad de las personas avanza.

A continuacién se presentan tres soluciones al problema de modelar el
conjunto de datos. En primera instancia se obtiene un modelo para la media
basado en la estimacidn por minimos cuadrados ordinarios; més adelante se

'Carroli R. v Ruppert D. Transformation gnd Weighting in Hegression. pag 10
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1% -

ERESION
B

Figura 2.9; Presién contra edad

proporciona la solucién que propusieron Netter y Wasserman mediante el
uso de los minimos cuadrados ponderados y finalmente se propone un par de
modelos para la dispersidn.

Regresién por Minimos Cuadrados Ordinarios

Ignorando la falta de homogeneidad de varianzas, se aplica el método de
minimos cuadrados

= (X'X)'X'Y (2.3)

para cstimar los pardmetros del modelo de regresidn lineal ordinario. Ys4q es
el vector respuesta {presidn arterial de las 54 pacientes) y Xsazo €s la matriz
de covariables, de esta manera se tiene €l modelo:

Y. = 56.157 + 0.580z; (2.4)

mistno que genera un Cuadrado Medio del Error (CME) de 66.35 vy los
residiios gue aparecen en las figuras 2.10 y 2.11 contra los valores ajustados

(‘?’) y edad respectivamente.
En ambos _casos, la heteroscedasticidad es notoria. Emn el primero se ob-
serva que a vy pequena” correspouden residuos menos dispersos que a 1
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Figura 2.11: Edad contra residuocs

i+l



18 CAPITULO 2. EXPLORACION DE EFECTOS DE DISPERSION

*srande”, es decir, conforme la presién arterial diastolica es mds alta, ¢l
modelo pierde precisién. En el segundo, la relacién entre la dispersién de los
residuos y la edad se manifiesta.

Regresién por Minimos Cuadrados Ponderados

Como alternativa, Neter y Wasserman (1989), para estimar los pardmetros
del modelo, toman el camino de los minimos cuadrados ponderados, esto es

By = (XWX)IX'WY (2.5)
donde Wiyess es la matriz diagonal com el peso de cada observacion.

Ante la falta de repeticiones para la estimacién de la varianza, forman
cuatro grupos de edad, uno por década, y obtienen la varianza muestral de los
residucs de una regresién no ponderada de tal manera que el peso asignado
a cada observacidn es igual al inverso de la varianza muestral del grupo al
que ésta pertenece (tabla 2.4).

Tabla 2.4. Medias y varianzas muestrales de los residuocs por grupo de edad.

Grupo (j) Edad n rmedia muestral verianza muestral (vin) peso=-—

JEIE

1 [26-30) 13 0.448481 17.74260 0.0563615
2 [30-40) 13 0.085086 42.13678 0.0237322
3 [40-50) 15 0.201695 87.93657 0.0113718
4 [50-60) 13 ~0.766291 124.14565 0.0080551

La representacidén grdfica de las estadisticas de los residuos, mediante
cajas, estd en la figura 2.12

No6tese que la media de los residucs, por grupo, es muy cercana al cero
pero su dispersién va en aumento con la edad.

Asi, el modelo para la media que proponen Neter y Wasserman es:

¥, = 56.0896 + 0.5896z; (2.6)

La grafica de los valores ajustados contra los residuos ponderados (, /pesojrij)
ahora muestra un comportamiento més homogéneo en cuanto a dispersién
se refiere (figura 2.13) pero el modelo 2.6 no sélo no refleja la relacién de
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Figura 2.12: Residuos en cuatro grupos.

la varianza con la edad sino, ademds, las observaciones con mayor varianza
tienen menor participacidn en él. Bl CM E que se obtiene con este modelo

CME = &2t = (2.7)

es menor que el que genera la regresién no ponderada, a saber

CME = 0.9641 (2.8)

Para completar la idea de aplicar minimos cuadrados ponderados a este
problema, en seguida se presenta la misma idea de Neter y Wasserman pero
ahora formando ocho grupos con los rosiduos del ajuste no ponderado. Las
estadisticas de cada grupo de residuos estdn en la tabla 2.5 v la figura 2.14,



20 CAPITULO 2. EXPLORACION DE EFECTOS DE DISPERSION

20

15
W
3 10
g s
a8
§ o T ‘=3.° '
8 =&
>
a
w -10
i
&%
-15
20 i,
£ ki)
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Tabla 2.5 Medias y varianzas muestrales de los residuos por grupo de edad

Grupo edad n media muestral varianza muestral{vm) peso(-=)
1 [2025) 7 -0.203 1350  0.074
2 [25-30) 6 1.910 5500 0.040
3 [30-35) 7 -1.430 22.77 0.044
4 [3540) 6 1.855 66.82 0.015
5 [40-45) 7 -2.950 £4.18 0.016
6 [45-50) 8 2.960 102.27 0.010
7 [5055) 7 22.950 11610 0.009
8 [55-60) 6 1.780 14416 0.007
El modelo ponderado es
¥, = 56.14 + 0.574z; (2.9)

con ¢l que se obtiene un CME = 0.9526 y los residuos que se grafican en la

figura 2.15.

Modelar la variabilidad

Con el método de estimacién ponderada, lo que se busca es ”corregir”
el problema de heteroscedasticidad y recuperar, en lo posible, los supucstos
del modelo clésico para proponer un modelo para la media. Sin embargo, se
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han trazado caminos nuevos en las que se busca modelar mds que corregir la
variabilidad.

Con la intencién de proponer un modelo para la verianza en términos
de la variable regresora, a continuacién, y siguiendo la idea de Carroll y
Ruppert (1989), se hace una exploracién gréfica sobre la relacién entre la
edad y algunas transformaciones de los residuos que arroja el modelo no
ponderado.

Ante la premisa de que el valor absoluto de los residuos proporciona in-
formacién sobre el comportamiento de la desviacién estdndar y los residuos
al cuadrado hacen lo propio con la varianza, Carroll y Ruppert (1989) re-
comiendan el uso de la transformacién logaritmo natural en ambos casos para
obtener las correspondientes apraximaciones.

Transformaeién [

Es asi como al aplicar el logaritmo natural al valor absoluto de los resi-
duos del ajuste no ponderado, (modelo 2.4), se percibe en ellos un compar-
tamiento crecicnte con respecto a la edad (figura 2.17), de hecho, la prueba
no paramétrica basada en el coeficiente de correlacion de Spearman rechaza
la hipétesis de asociacién lineal nula con p = 0.4113 y una significancia del
0.002. Esto es, se puede decir que la desviacién estdndar aumenta en funcicn
lineal con la edad.

Para identificar el patrén de crecimiento, la idea es armar conjuntos de
observaciones y calcular el promedio de los residuos transformados en cada
uno de ellos. De esta manera, se busca un modelo para las medias de los
residuos en los grupos.

Si en este ejemplo se forman & grupos de edad, uno por lustro, y se
calcula la media de los residucs transformados, en cada grupo, se tienen las
estadisticas que muestra la tabla 2.8.

El comportamiento creciente de la desviacién estdndar (figura 2.17) es
aln m4s claro y motiva la bisqueda de un modelo de la forma

lnlr| = ap + oy ' (2.10)

por lo que la desviacién estdndar se expresa como
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Figura 2.16: Residuos transformados contra cdad

d.e(y) = exp{an + a1 2) {2.11)

Tabla 2.6. Media de residuos transformados por grupe de edad

grupc deedad n promedio de residuos transformados
20 — 25} 7 0.8583
25 — 30) 6 0.9339
[30 — 35) 7 0.8676
35 — 40) 6 1.3813
40 — 45) 7 1.7876
45 = 50) 8 1.6008
50 ~ 535} 7 1.5761
155 — 60) 8 1.7131

Els asi como a través del valor absoluto de los residuos, v después de aplicar
minimos cuadrados ordinarios pars estimar los pardmetros de la recta que
deseribe el comportariento de la desviacion estdndar media, se tienc como
modclo tentativo para la desviacidn estdndar

d.e.{y) = expi0.203 + 0.029 * edad) (2.12)
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MEDIA DE RESIDUOS TRANSF,

Figura 2.17: Medias de Infr| por grupo

cuyos residuos no muestran un comportamiento sistemdtico con respecto a
la variable regresora (fgura 2.18).

Si el modelo para la desviacién estdndar es adecuado, resulta interesante
aplicario en la estimacién ponderada de los pardmetros para el modelo de la
media. Es decir, a través de la expresién 2.12 se obtiene la estimacion del
peso asignado por observacidn esto es,

1; = exp(0.203 + 0.029 * edad) 2 (2.13)

De esta manera, al aplicar la expresién 2.5, el modelo ponderado para la
media es

¥, = 55.9587 + 0.58578z; (2.14)
mismo que genera un CME = 1.376
Transformacion IT

Por otro lado, la relacidn entre el logaritmo natural del cuadrado de los
residuos y la edad se observa en la figura 2.19. La relacién creciente que se
ohservé con anterioridad aquf se vuelve a manifestar.

Bajo el supuesto de normalidad en los errores, los residuos al cuadrado
seguirfan, aproximadamente, una distribucidn ji-cuadrada con un grado de
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RESIDUQS

Figura 2.18: Residuos del modelo de desviacidn estédndar
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libertad par lo que, Carrrol y Ruppert (1989}, proponen otra alternativa que
consiste en observar el comportamiento de la rafz cibica del cuadrado de
los residuos no ponderados (transformacién para conseguir normalidad) con
respecto a la edad, (figura 2.20).y sin formar grupos, buscar una expresién
que explique el comportarmiento de ambas variables.

o o -~

RAJZ CUBICADE R
N

EDAD

Figura 2.20: Raiz cibica del cuadaro de los residuos

En el ejemplo, un modelo que representa una relacién lineal entre la
varianza y la edad es

Var(y;) = 0.46393 + 0.06763z; (2.15)

Los residucs del ajuste del modelo para la varianza atin muestran un com-
portamiento creciente con la edad de las pacientes (fgura 2.21).

No obstante, si la expresién 2.15 se usa para la estimacién de los pesos
de las obsevaciones y se aplica una regresién ponderada para obtener los
estimadores del modelo de la media, se tiene

-~

Y; = 56.0868 + 0.58182; (2.16)

con un CME = 2.8606
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Figura 2.21: Residuos de la funcidn varianza

En resumen, los diferentes métodos de estimacién aplicados arrojan los
siguientes resultados para los estimadores de los pardmetros del modelo de
la media. (3) y de los residuos transformados {a).

la 2.7 Ustimaciones de los pardrietros
Estimador MO MCP?, MCP?% Transf. I Transf II
,§; 56.157 56.0890 56.1410  55.9587 56.0808

B, 0580 05896 0.5742 0.5858 0.5818

o 0.2034 0.4639
oy 0.0288 0.0676

CME 66350 0.9641 0.9526 1.3760 2.86086

Se observa que el método que minimiza el cuadrado medio del exror es el de
minimos cuadrados ponderados a través de 8 grupos, sin embargo, el modelo
asf obtenido no reficja la relacién que existe entre la varlanza y la edad. Por
medio de las transformaciones se busca cxplicar dicho comportarmiente.
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2.3.2 Ejemplo: Arboles de cereza

Este es un gjemplo famoso porque ha sido discutido y analizado por diversos
autores comno Aitkinson, Cook-Weisberg y Mc Cullaugh-Nelder. El conjunto
de observaciones forma parte de las bases de datos que incluye el paquete
estadistico MINITAR.

Los primeros en documentar este problema fueron Ryan, Joiner y Ryan
(1976). Se tienen 31 observaciones sobre las dimensiones de los 4rboles de
cereza negra. La idea es encontrar un modelo para el volimen de madera
itil en los drboles en funcién de la altura y el didmetro de los misros.

La figura. 2.22 contiene el diagrama de dispersién de los datos. Para
identificar el problema de heteroscedasticidad por este medio, lo ideal serfa
observar camnpanas de Gauss bidirmensionales con diferente escala de las que,
se supone, provienen las observaciones.

Pigura 2.22: Diagrama de dispersién

Un modelo lineal ordinario que relaciona el volumen con la altura y el
didmetro bajo los supuestos de homoscedasticidad, independencia y norma-
lidad de los errores es:

¥ = —~57.98766 + 4.7082z,; + 0.3393z, (2.17)
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donde:
2y= didmetro v
To==aliura

Pero, la grdfica de los residuos contra los valores ajustados sugiere la
inclusién de un términe cuadritico en el modelo (figura 2.23)

RESIAUOS

o w 2 4. s 6B 7% it 40
WYHLUMEN ARUSTADD

Figura 2.23: Valores ajustados vs. residuos

De hecho, la gréfica de los residuos contra el didmetro (figura 2.24} con-
firma un patrén cuadritico entre ambas variables.

Al ajustar, por minimos chadrados ordinarios, un modelo que incluye ¢l
términc cuadrdtico para el didmetro, es decir, un modelo de la forma

Y= Bg+ Bz + oz + ﬁ:;-’ffi + & (2'18)‘

s¢ tlene que ios tres coellcienies son significativamnente diferentes de cero y
tomarn los siguientes valores para los estimadores de los pardmetros:
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Figura 2.24: Residuos vs. didmetro

Tabla 2.8. Estimadores del modelo
Término Estimador FError estdndar

Intercepto (5,) -9.9204 10.079
didmetro(,} -2.8851 1.309
aturald,) 03763 0.088
Tametrol(3;)  0.2686 0.046

sin embargo, la forma de embudo en la grafica de los residuos permanece,
esto es, el problema de heteroscedasticidad persiste (figura 2.25)

Ante tal situacidn, Atkin (1987) sugiere la transformacién de los datos
por medio de la rafz edbica para ajustar un modelo lineal sin interacciones
obteniendo as{ los siguientes resultados:

Tabla 2.9. Estimadores del modelo para datos transformados
Término Estimador FError estdndar
Intercepto (G,) -0.0853 0.1843
Didmetro (8, 0.1515 G.0056
Altura {(8,) 0.0145 0.0028
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Figura 2.25: Residuos. Modelo con término cuadréiico

por lo que el modelo propuesto es

V2 = ~0.853 + 0.15152; + .0145z,
Aunque el andlisis de los residuos (figura 2.26) no resalta algin problema
con la dispersién de los datos, Cook y Weisberg (1983 insisten en resaltar la
relacién entre la varianza del volumen con el didmetro de los drboles y ponen

en tela de juicio la homoscedasticidad.

Por su parte, Mc Cullaugh y Nelder {1983} propenen usar un modelo de
la {forma:

Vol = didmetro® * altura x ¢ (2.19)
con ¢ constante,
Para que el modelo sea aditivo, usan la transformacién logaritme y buscan
los estimadores de los coeficientes en la expresién
In(vol) = B — B, * In{didmetro) + 3, * In(altura) (2.20}

v obtienen:
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Figura 2.26: Residuos del modelo para los datos transformeados

In(Y = —6.6316 + 1.9826 + ln(didmetro) + 1.1171 * In(altura)  (2.21)

de tal manera que los residucs no reflejan problemas con la homoscedasticidad

(gura 2.27).

Tanto el modelo de Aitkin como el de Me Cullagh y Nelder corresponden
a una transformacion de la variable respuesta, por lo que resulta interesante
buscar un modelo para la media y la dispersién de las observaciones.

2.3.3 Ejemplo: Resortes automotrices

Eiste ejemplo se ha discutido en la literatura estadistica para modelar efectos
de dispersidn. y con él se pretende, en este caso, resaltar la importancia de
estudiar la varianza en procesos industriales. El problema originalmente fue
planteado por Pignatello y Ramberg en 1985 pero Nair y Pregibon en 1988
¥, posteriormente Mc Cullagh y Nelder en 1989 hicieron una propuesta de
andlisis,
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Figura 2.27; Residuos de} modelo para In{volumen)

Aqui s¢ discute la solucién que proporcionan Mc Callagh y Nelder y,
adicionalmente se hace un andlisis descriptivo para evaluar el efecto de dis-
persion.

El problema consiste en establecer un sistema de calentamiento adecuado
para la produccidn de muelles automotrices {resortes de hoja). Se busca que
la longitud promedio de las mueiles sin carga sea de 8 pulgadas con la menor
varianza posible. Para tal efecto se disenié un experimento 25! con tres
repeticiones v los siguientes factores;

B: Temperatura del horno

C: Tiempo de calentamiento

D: Tiempo de tranferencia

E: Tiempo de mmmersidn

O: Temperatura del aceite de templar.

La variable respuesta es la longitud del resorte sin carga.

Cabe aclarar que los disefics factoriales fraccionarios representan una al-
ternativa cuando el mimero de ensayos necesarics para obiener una repeti-
cién completa es tal que el experimentc resulta incosteable. En este sentido,
disenar un experimento factorial fraccionario con repeticiones parece con-
tradictorio cuande se busca un modelo para la media sin embargo, en este
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caso se trata de estimar varianzas por lo que se hace necesario contar con
repeticiones.

Analisis inicial.

El anélisis que, en su momento, desarrollaron Pignatiello y Ramberg (1985)
sobre la dispersién dentro de las repeticiones, estd basado en un modelo para
los logaritmos de las varianzas muestrales de cada uno de los 16 tratamientos,
sin embargo, Mc.Cullagh y Nelder (1989) consideran incorrecto este camino
argumentando que a valores " pequenics” corresponden logaritmos " grandes”
¥ pueden ser negativos.

Por su parte, éstos ltimos desaxrrollaron un andlisis que consiste en tomar
las varianzas muestrales como la respuesta en un modelo lineal generalizado
bajo el supuesto de que los errores son variables aleatorias con distribucién
gama, la funcién liga es el logaritmo y el factor de escala es igual a 1.

El resultado que obtuvieron fue que tanto la temperatura del horno (B)
como el tiempo de calentamiento (C) tienen efecto significativo sobre la dis-
persién y los estimadores del modelo log-lineal correspondiente (B+C) son:

1.360 % 0.514 (2.22)
—1.092 % 0.514 (2.23)

) o)
f

Con la idea de incluir en el andlisis la informacién relativa a la media, los
autores sustituyeron todas las observaciones por el valor promedio estimado
correspondiente y repitieron el gjercicio anterior con lo que obtuvieron:

= —1.820 £ 0.943 (2.24)
= 4.785 +0.943 (2.25)

oy o)

Mec.Cullagh y Nelder atribuyen la diferencia entre las estimaciones a que
el efecto de ambos factores no es tan relevante.
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Andlisis aliernativo

De acuerdo con Me Callagh y Nelder, durante &l proceso productivo es diffeil
controlar la temperatura del aceite para templar por lo que se puede consi-
derar un "factor de ruido”. con tal antecedente, a continuacién se realiza el
andlisis de los datos bajo dos esquemas: O como factor de ruido y O como
factor de control.

O como factor de ruido.  Se dice gque un factor es de "ruido” ¢nando no se
puede controlar por completo en el ambiente del experimento. Es responsable
del error experimental.

Si se conmsidera O como factor de ruido, se tienen 6 repeticiones por cada
unc de los ocho tratamientos. En la figura 2.28 se¢ observan los diagramas
de caja correspondientes. Fu ellas se distingue la diferencia de varianzas, de
hecho, la hipétesis de homoscedasticidad es rechazada, es decir, la muestra
10 proporciona evidencias suficientes para pensar que los datos provicnen de
distribuciones con la misma dispersién.
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Figura 2.28: Cajas de & tratamientos
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En este caso, €l andlisis de varianza y la gréfica de Daniel (figura 2.29)
destacan el efecto que B y C tienen sobre la respuesta media sin que se
presenten Interacciones

1.5
s +B

18-

05—

Escala Monmal

05—

10—

Figura 2.29: Efectos siguificatives para la media

La estimacién, por minimos cuadrados ordinarios, de los pardmetros de
un modelo para la media (tebla 2.10) sugiere, para mantener una longitud
promedio cercaua a las 8 pulgadas, mantener el tiempo de calentamiento (C)
en su nivel bajo y la temperatura del horno (B) en €l alto.

Tabla 2.10. Estimadores para €l maodelo de la media
Término estimador error estdndar valor p
Intercepto  7.63604 0.03047 <.0001
"Cl-1—-1] 0.088125 0.03047 0.0059
Bl-1—-1] -0.1106 0.03047 0.0007

¥l modelo es, entonces

-~ 0.088125 cuando O~ —0.1106 cuando B~
Y =7.63604 + { —0.088125 cuando Ct } t { 0.1106 cuando B* }

(2.26)
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Figura 2.30: Valores ajustados vs. residuos

y los residuos, (figura 2.30) hacen evidente las diferentes dispersiones.

Dado que se tienen 6 repeticiones por punto disefio,cabe la oportunidad de
calcular las varianzas muestrales para tomar sus logaritmoes como la respuesta
cn un modelo para la funcidn varianza.

in{s?} = Xo (2.27)

la estimacidn por minimos cuadrados ordinarios resalta al factor € como el
tinice que tiene un efecto significativo en la dispersidn (tabla 2.11).

Tabla 2.11. Estimadores pars la funcién varianza

Términc  estimador error estdndar valor p
Intercepte  -3.689 0.4 <(0.0001
Cl—-1-1 -1.0801 0.4 8.0035

La forma del modelo es
In(s¥) = —3.685 - 1.0901 x ¢ (2.28)

esto es, para minimizar la varianza se debe tener € en su nivel alto, pero
de la tabla 2.9 se sabe que ( dehe estar en bajo para tcner una longitud
promedic de 8 pulgadas.
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Después de separar aquellos puntos donde B estd en un nivel alto, inde-
pendientemente del valor de C, se tienen 24 datos: 12 para CT y 12 para C™,
las estadisticas por grupo estdn en la tablae 2.12 y se Hlusiran con diagramas
de caja en la figura 2.31

Tabla 2.12.Estadisticas por grupo
C 1n media desv. est.
-1 12 7.84 0.245
1 12 7.65 0.1075

8.4
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Figura 2.31: Cajas para los dos niveles del factor C

En este caso, las pruebas de Levene y Bartlett descartan la ignaldad de
varianzas y la prueba de Welch rechaza la hipdtesis de ignaldad de medias,
esto es, bajo el supuesto de normalidad, la decisién a tomar estd entre:

e mantener ¢l tiempo de calentamiento {C) en su nivel bajo y ofrecer
muelles con una longitud promedio entre 7.35 v 8.33 con el 85% de
confianza.

» mantener el tiempo de calentamiento en su nivel alto y ofrecer muelles
con una longitud promedio entre 7.435 y 7.865 con un 95% de confianza.
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O como facter de condrel Por otro lado, si O es considerado un factor
se tlenen 16 tratamientos con tres repsticiones cada uno.

La figura 2.32 contiene los diagramas de caja para las observaciones de
cada tratamiento. En ella se sugiere la existencia de un problema de he-
teroscedasticidad aunque es importantc tomar en cuenta que con tres obser-
vaciones, la varianza puede ser poco cstable.
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Figura 2.32: Diagramas de caja. Longitud de los resortes

MODELO I

Bajo el supuesto de homoscedasticidad vy normalidad, un modelo inicial
para la longitud media de los resortes debe incluir, tal como lo indica la
grafica de Daniel, figura 2.33, todos los efectos principales, excepto D, v las
Interacciones B*Q y C*0.

Los estimadores para la longitud media, obtenidos por minimos cuadrados
ordinarios, estdn en la tabla 2.13
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Figura 2.33: Efectos significativos para la media

Tabla 2.13. Estimadores para €l modelo para la longitud media

Término estimador error estandar valor p
Intercepto 7.6364 0.018227 <.0001
O[-1-1] 0.1208 0.018227 <0001
Cl—1-1] 0.08%8 0.018227 <.0001
0[-1-1]xC[-1-1] 0.0827 0.018227 <.0001
B[-1 — 1] 0.1106 0.018227 <.0001
O[-1-1]*B[-1—1] 0.04229 0.018227 0.0254
E[-1-1] -0.05188 0.018227 0.0069

Esto es, para conseguir muelles con longitud promedio de 8 pulgadas se
recornienda mantener los factores O y C en los niveles bajos pero By E en
el nivel alto.

Eil andlisis de los residuos del modelo no muestra ningin problema. En
la figura 2.34 se puede ver que no se distingue un patrén entre los valores
ajustados y los residuos. Ademnds, en la gréfica de los residuos contra cada
uno de los factores, tampoco hay evidencia de una diferencia notable en
la dispersién de los datos, de hecho, la prueba de hipétesis basada en la
estadistica F** no rechaza la igualdad de varianzas en ningin caso. La tabla

“Bajo el supuesto de igualdad de varisnzas entre los dos niveles del factor la estadistica
sigue una distribucién normal estdndar
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2.14 muestra el valor de la estadistica para los efectos principales
(%)
)
doude: s2(i") es la varianza muestral de los residuos de un ajuste no pon-

derado en ¢l nivel alto del factor §; s?(¢7) es el valor correspondiente en el
nivel bajo.

Ft=n (2.29)

El cuadrado medio del error que se obtiene a través de este modelo es

CME = 0.015948
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Figura 2.34: Valores ajustados vs. residuos

Tabla 2.14 Estadistica de prueba para la igualdad de varianzas

O D C B E

S%(iT) 013027 01104 0.1072 0.1383 0.1255
s%(47) 0.1071 0.1257 0.1302 0.0063 0.1126
F* 0.3906 -0.2505 -0.3887 0.v239 0.2169

No obstante, si se toma el logaritmo del valor absoluto de los residuos
como variable respuesta en un modelo para la varianza, se observa que la
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interaccidn entre la temperatura del aceite de templar y el tiempo de trans-
ferencia (O % D) tienen un comportamiento significativo en la dispersién de
las observaciones; pero no asf los efectos.principales.

De cualquier manera, para proponer un modelo jerdrquico, se toman en

cuenta los resultados de la estimacidn de los pardmetros de una funcén
varianza después de aplicar minimos cuadrados ordinarios

Tabla 2.15. Estimadores para la funcién varianza

Término estimador error estdndar valor p
Intercepto -2.626 0.1221 <.0001
Of-1-1 -0.1491 0.1221 0.2286
D[-1-1 0.4647 0.1221 0.7033

O[-1—1]«D[-1—1] -0.2487 0.1221 0.0477

La interaccién (O*D) sugiere que la varianza minima para la respuesta
media se obtiene cuando ambos factores se encuentran en el nivel bajo. De
esta rnanera, si se distingen los 3 puntos que curaplen las condiciones para
lograr una longitud media de 8 pulgadas (O~,C~,B* y E*) con la menor
varianza (O, D7) ¥ se separan del resto de las observaciones, se tienen las
siguientes estadisticas

Tabla 2.16. estadisticas por grupo
n _ media desviacidn est.
3 807 0.16523
45 7.607 0.22907

es importante aclarar que, en este caso, la prueba de Levene no rechaza
la igualdad de varianzas, por Jo que se confirma la homoscedasticidad.

MODELO 11

Una propuesta alternativa para estudiar el problema de los resortes au-
tomotrices consiste en {omar como variable respuesta, para el modelo de la
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modia, o} promedio de las repsticiones por punto diselio v hacer lo propio
con la varianza, €sto es

BY)=Xp
h
ln(ez)zXa

Tabla 2.17. Medias v varianzas muestrales

CORRIDA B C D E O Y 57

1 - - - - - 779 0.0003
2 + - - + - 807 02730
3 - 4+ - 4+ - 752 00012
4 + + - - - 763 00104
3 - -+ + - 794 00036
8 + -+ - - 795 0.0496
7 - 4 + - - 734 00084
8 + + + + - 769 00156
9 - - - - + 729 00373
10 + - -+ 4+ 773 00645
11 -+ - 4+ + 7.52 0.0012
12 + + - - 4 765 00092
13 ST+ + £ 740 00048
14 + - 4+ -+ 762 0.0042
15 -+ + - + 7.20 00016
16 + + + + + 763 00254

La gréfica de Daniel (figura 2.35) resalta que los efectos principales signi-
ficativos en un modele para la media son O, By €, ademds de la interaccidn
O*C. En el caso de la desviacidn estédndaz, el efecto importante corresponde
al factor B {figura 2.36).

En este punto resulta interesante observar el diagrama de dispersién de
los efectos que los factores ticnen sobre la media y la varianza. En la figura
2.37 se destaca lo importante que resultan B y C (en sentidos opuestos)
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Figura 2.35: Efectos en la media

Figura 2.36: Efectos en la desviacién estdndar
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Figura 2.37. Efectos media vs. efectos desv. est.

sobre ambos parametros. Como (O permanece "cerca” del origen vertical
pero "lejos” del horizontal, se interpreta que solo tiene efecto significativo en
la. media. Fl caso de la interaccién CC es el mismo.

Los estimadores, para el modelo de medias, obtenidos por minimos cuadra-
dos y a través de esta estrategia son los sigulentes

Tabla 2.18 Estimadores para el modelo de la media
Término estimador error estdndar valor p

intercepto 7.636 0.0253 <.0001
Of-1-1] 0.130 0.02563 0.0003

B{-1-1] -(0.111 0.0253 0.0011

Cl-1-1] 0.088 0.0253 0.0052
O[-1-1]*Cl-1-1] 0.083 0.0253 0.0075

Es decir, para obtener hojas de longitud promedic de 8 pulgadas, se
requiere que tanto la temperatura del aceite para templar como el tiempo de
calentamiento estén en un nivel alto y la temperatura del horno en el nivel
mmferior. La grafica de los residuos contra las medias ajustadas se encuentra
en la figura 2.38. puede observarse gue no se detecta ningin patrén de
comportamiento. Bl CME = 0.0103.
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Figura 2.38: Residuos media vs. ajustados media

Por otro lado, los estimadores de los pardmetros de un modelo para el
logaritmo de las varianzas muestrales son los que se muestran en la tabla
2.19 mismos que resaltan que la ternperatura del horno debe estar en su
nivel bajo para minirpizar la varianza. (El factor C no es significativo paza
este modelo). De hecho, si se observa la figura 2.39, se tiene que las cajas mds
cortas {representan datos menos dispersos) corresponden a los tratamientos
1,3,5,11 y 15. Todos ellos tiene en comin el nivel bajo de B.

Tabla 2.19 Estimadores para el modelo de la media
Término estimnador error estdndar valor p
infercepto -4.931 0.3046 <.0001
B[-1-1} -0.945 (0.3046 0.0078

Tal condicién implicaria tomar la decisién sobre si se debe dejar B en su
nivel alto para acercarse a la longitud promedio deseada aunque €l resultado
sea mds disperso o buscar mayor precisién con una longitud menor a las
8 pulgadas. Sin embargo, después de seleccionar los puntos en los que se
cumple que O y C estédn en su nivel bajo ( requerimiento para una longitud
promedio de 8 pulgadas), se tienen las siguientes estadisticas:
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Tabla 2.20. Estadisticas de los puntos de interés.

nivel n media desv. est.
B~ 6 7.865 0.0912
BY & 8008 (.1880

La prueba de homogeneidad de varianzas de Bartlett no rechaza tal
hipétesis con un valor p de 0.1382 y, Levene tampoco la rechaza con una
significancia del 10.48%. Ademds, la diferencia entre las medias no resulta

significativa. Anfe tal situacidén se propone seguir las recomendaciones del
modele de la media.

Resumen

Las diferentes propuestas de andlisis han proporcionado resultados distin-
tos. Para el caso de la media, los factores B y C tienen presencia de manera
consistente en todos los modelos; aunque queda en tela de juicio la influencia
de D y de algunas interacciones. La situacidén de los pardmetros de la funcién
varianza es diferente pues cada propuesta identifica diferentes protagonistas
para el modelo.

2.3.4 Ejemplo: Circuitos integrados

Otro autor que se ha preocupado por el estudic de los efectos de dispersion
en los procesos industriales es John Grego. En 1993 publicé un articulo en el
que manifestd su interés por aplicar los modelos lineales generalizados en la
optimizacidn sirnulténez de la media y la varianza. En tal decurento planted
un experimento para la produccién de circuitos integrados. Con un disefo
251 buses determinar el efecto de cuatro factores sobre la fuerza adherente
de los circuitcs montados scbre una base de metal.

Los factores son

Tabla 2.21. Factores en el experimento con circuitos

Factor Descripcién - +
A Tipo de adhesivo D2A H-1-E
B Material conductor  cobre  niquel
C Tiempo 90min 120 min
D Material del depdsito  estafic  plata
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Andlisis inicial

En su documento, Johu M. Grego (1993) propuso una pauta para el analisis
de estos datos a través de dos métodes:

o Una regresién "stepwise” ponderada para la respuesta media de las
observaciones y, por separado, aplicé la misma técrica tomando la
varianza muestral como variable respuesta.

s Uss los 40 datos y un modelo de la forma:

Y = XB+e (2.30)
Var(e) = exp(ze) (2.8

estimé de manera simuitdnea, por méxima verosimilitud aplicada a
un modelo lineal generalizado con errores que se distribuyen gamma,
usando el logaritmo como funcién liga y un factor de escala igual a 0.5.

En ambos casos, los factores A, C y D resultaron significativos para la
respuesta mediay, A y D para la varianza. Sin embargo, el Investigador pone
en duda la normalidad asintética de los estimadores que se obtuvieron por
méxima verosimilitud simultdnea por lo que no confia en sus errores esténdar.

Andlisis alternativo

Para elaborar una propuesta sobre la forma de los modelos de la media y la
varianza, se empieza por explorar €l comportamiento de las observaciones:

La media y varianza muestrales para cada unc de los ocho tratamientos
son:
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Tabla 2.22. Media y varianza por tratamiento.

Trat A B C D Y 52
1 - - - - 7348 2432
2 - - + + 8706 0.5030
3 - 4+ - 4+ 3158 0.6470
4 - 4 4+ - 7938 19820
5 + - - + 83.8%8 4.2325
8 + - + - 70.54 85620
7T + 4+ - - 7560 26.706
8 ~ + + + 9032 3977

Los diagramas de caja por tratamiento, figura 77 muestran las diferentes
medias y varianzas muestrales. Mientras la media més alta se logra con el
tratamiento 8, la menor varianza corresponde a los tratamientos 2 y 3. Cabe
notar que la scgunds mitad de la gréfica conticne las cajas mds largas.y
corresponden & los tratamientos que incluyen al factor AY, por lo que se
puede pensar que el adhesivo tipo H-1-E provoca datos més dispersos que
el D2A, es decir, este factor tiene clerta influencia sobre la varianza de los
datos.
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Figura 2.39: Diagramas de caja

Por otro lado, los diagramas de caja por factor, figura 2.40 no reflejan, de
manera contundente, 1a rolacién del tipo de adhesivo con la varianza de las
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observaciones de hecho, aparentemente o influencia del material del depésito
(D) puede ser més importante en este sentido ¥ en el comportamiento de la
roedia.
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Figura 2.40: Diagrama de cajas por factor

Aplicando las pruebas de Levene, Bartlett y Hartley, se rechaza la hipéte-
sis de igualdad de varianzas.

S1 se busca un modelo lineal ordinario para la media, la gréafica de Daniel
propone unicamente los efectos principales A, C y D como significativos

(figura 2.41).

La estimacidén por minimos cuadrados ordinarios arroja los resultados de
la tabla 2.23
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Figura 2.41: Efectas significativos

Tabla 2.23. Estimadores para €l modelo de la media
Término Hstimador Error estdndar valor p

Intercepto 81.350 0.386 <.0001
Al-1-1] -0.975 0.386 0.0161
Cl-1-1] -2.725 0.386  <.0001
D[-1-1] -4.360 0.386 <.0001

pero los residuos del modelo

V- —0.975 cuando A [ —2.725 cuando C~ ) N [ —4.36 cuando D~
~ 1 0.975 cuando AT 2725 cuando C* [T | 4.36 cuando D
- (2.32)

ratifican la falta de homogeneidad de varianzas (figura 2.42) y generan un
CME = 5.961.

MODELO I

Para analizar la dispersion de las observaciones se propone usar ¢l lo-
garitino natural de los residuos, del modelo no ponderado, al cuadrado para
estimar los pardrmetros de una funcién varianza de la forma 2.31. El resultado,
que se muestra en la siguiente tabla, coincide con e] andlisis de Grego al
resaltar la influencia significativa de los factores A v D en sus niveles bajo y
alto, respectivamente, para minimizar la varianza.
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Figura 2.42: Residuos vs. valores ajustados

Tabla 2.24. estimadores para la funcién varianza
Término Istimador Error estdéndar Valor p

Intercepto 0.1505 0.2696 0.5801

Al-1-1] -1.04 0.2696 0.0004

D[-1-1] 0.515 {.2696 0.06839
MODELO II

Si se consideran las medias y varianzas, por tratamiento, como las varia-
bles respuesta para la bisqueda de los modelos respectivos y se grafican los
efectos que los factores tiemen sobre ambos pardmetros (figura 2.43) se ob-
serva con claridad que se confirma lo antes expuesto, esto es: los factores A y
D tienen influencia sobre la media y sobre la varianza; mientras C dnicamente
participe en el comportamiento de la fuerza adherente promedio.

Los resultados de la estimacién de los pardmetros (tabla 2.25) para la
funcidn varianza son similares a los ya obtenidos. '
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Figura 2.43: Efectos para la media y la varianza

Tabla 2.25. Estimadores para la funcién varianza
término  estimador error estdndar valor p

intercepto  2.0%8 G.2903 5.0000
A[C1—1]  -0.067 02993 0.0232
Di—1-1]  0.667 0.2993 0.0673

En resumen, de cualquier manera, se puede concluir que se debe tener
especial atencidn en los factores A y I st se busca minimizar la varianza.
Para lograrlo se necesitan sus niveles bajo y alto respectivamente mientras,
la méxima fuerza adherente promedio se logra con los niveles altos de A, C
y B,

Analizando los grupos formados para AT y A~ en los nivelesaltos de C v
D se tienen las estadisticas de la tabla 2,26 vy las pruebas de Levene, Bartlett
y Hartley no rechazan la igualdad de varianzas al 95% de confianza por lo
que, lo recomendable es aplicar adhesivo tipe H-1-E durante 120 minutos en
un depdsito de plata sin importar si el material conductor empleado es ¢l
niguel o el cobre.

Tabla 2.28. estadisticas por grupo
A 1n media desviacion est.
-1 5 87.06 0.709
15 80.32 1.004
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2.3.5 Comentarios

A lo largo de este capitulo se explord, por medio de diversas estrategias,
¢l comportamiento de la dispersién de las observaciones. Cuando la he-
teroscedasticidad ha sido por demds clara, como cs el caso del gjemplo de
Grego, las conclusiones a las que se llega por diferentes caminos coinciden.
Sin embargo, anfe una situacién un tanto polémica corno el problema de los
resortes automotrices, el anélisis exploratoric puede abrir diferentes alterna-
tivas de solucidn.



Capitulo 3
Estudio de efectos de dispersion

La inguietud por modelar la varianza surgié hace poco mds de cincuenta
anos. De esa época a la fecha se han documentado una serie de alternativas
que se han visto reforzadas con el gran desarrolio cibernético que permite
desarrollar cdlculos bastante engorrosos a una velocidad increible. En este
capitulo se presenta una breve cronologfa sobre la formacién de una idea final:
estimar los pardmetros de un modelo para la varianza de las observaciones.

3.1 Antecedentes

Los trabajos de Bartlett, a mediados del siglo XX, fueron los primeros que
motivaron el estudio de la relacién entre la media y la varianza. Un método
empirico que propuso fue graficar el logaritmo de la varianza dentro de cada
celda de informacidn contra el logaritmo de la media en la celda correspon-
diente y observar su comportamiento.Fl mismo autor sugirlé el uso de una
transiormacién de los datos para minimizar alguna medida de heteroscedas-
ticidad sin alterar la independencia de las observaciones y a la vez acercarse
mas a la distribucién normal recuperando asi los supuestos bésicos del modelo
de regresién. Esta idea se avanza con las transformaciones de Box-Cox.

A partir de aqui empezaron a surgir una serie de propuestas para modelar
la varianza, por elemplo, Hiidreth y Houck en 1568; Goldfeld y Quandt en
1972 y Amemiya en 1977 estudiaren las siguientes expresiones:

Var (’9’:) = 90 =+ &13’}1’ {31)

55
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funcion lineal de las predictoras

Var (y:) = 6o + 612; + 6,2} (3.2)

foncidn cuadrética de las predictoras

Var (y:) = 6o + 61 (1:(6))” (3.3)

funcién que depende de la media

Var (y;) = o (exp (o + 01:)) (3.4)

funcién no lineal en los pardmetros

Es importante aclarar que a diferencia de los modelos de medias, las
funciones de varianza tiepen una restriccién en cuanto a valores ajustados
se reflere, es decir, mientras los promedios pueden tomar valores en el eje
real, las varianzas deben ser siempre positivas, por lo que otra posibilidad es
tomar en cuenta modelos lmeales en las predictoras para el logaritmo de las
varianzas, por €jemnplo:

111(02) = 90 -+ 91.‘3{ (3.5)
in(0®) = 6o+ 6:1(6) (3.6)
In{0%) = 6+ 6;In(u(8)) (3.7)

Esta propuesta es la tnica que garantiza que las varianzas estimadas serdn
positivas.
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3.2 El modelo

Entre los autores que han estudiado este tipo de modelos estdn Box y 1iill
en 1974; Harvey en 1976 y la pareja Carroll - Ruppert en 1982.

La diversidad de propuestas para los modelos de varianza puede ser tan
amplha como la variedad de modelos para la media, por lo que, igual que en
¢l caso de la media, es 1mportante tener elementos para seleccicnar el mejor.

Davidian y Carroll (1987}, generalizan las expresiones para la varianza y
la media a través de un modelo de regresién heteroscedastico que consta de
dos partes: la primera representa al valor esperado de las observaciones como
una funcién de las variables regresoras {z;} v de un vector de pardmetros
Bepx1); la segunda corresponde a la funcién varianza que queda en términos
de una funcién de las covariables {2} y de los pardmetros G,u1y ¥ Qrxy)-
Asi, ¢l modelo es:

E(y) = w = f(z:, 8) (3.8)

Var(y,;} = Uggz(.ﬁz 24y CE)

Pl
9\'."
]

——

donde :

e {Z;} y {%} son vectores conocidos,( {2} puede ser un subconjunto
propio de {z;});

# f ¥ g son funciones con forma conocida y

& ¢ es un pardmetro de escala desconocido,

Una caracteristica imnportante de este modelo e8 que no se requlere hacer
ningun supuesto sobre la distribucidn de Y, los supuestos sélo se hacen con
respesto « los dos primeros momentos de los datos.

Para hacer explicita una posible relacién entre la dispersién y la medis,
Carroll y Ruppert (1988) presentan el mismo modelo pero con una pequefia
raodificacién en la funcién varianza, quedande ls siguiente expresién:
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Ey) = p: = f(z:,0) (3.10)

Var(y) = o¢*(1:(8), %, @) (3.11)

Por otro Jado, Nelder y Pregibon (1987) ofrecen un enfoque basado en
modclos lineales generalizados para analizar efectos de localizacién y disper-
sidn de los datos en el caso en que la varianza depende de la media por lo que
puede considerarse un caso particular de la propuesta anterior. &l modelo
que proponen es:

E(y:) = p; = f(z:,5) (3.12)
Var(y) = ¢,V () (3.18)
Flpe) = =0 (3.14)
g(¢) = mo (3.15)

donde:

e f v g son funciones liga conocidas,
o V() es una funcién varianza, positiva, también conocida.

® ¢ es el pardmetro de dispersién.
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La seleccidn de la funcidn varianza determina la interpretacion de ¢, esto
es, si V(u) = 1, ¢ es la varianza de la respuesta; st V{p) = p?, ¢ es el
cuadrado del coeficiente de variacidn de la respuesta. En los modelos lineales
generalizados mds simples, el pardmetro de dispersidn ¢ es una constante,
usualmente desconocida, pero en los easos en que Y; es el promedio de m;

repeticiones puede ser aproplado suponer que ¢, es proporcional a w; = ;ﬂl;

(" pesos” vonocidos).

La idea de la transformacién de observaciones es retomada por Logothetis
(1990) y plantea quc si existe una relacién funcional entre la media y la
varianza dada por o, = f (,uy), entonces, para obtener datos en los gue la
dispersidén or sca igual a una constante ¢, se requiere de una transformacidn
de la forma:

T (n) = j T (3.16)

En el caso en gue la varianza sea una potencia de la media, por ejemplo,

oy = fu) = opt’ (3.17

la transformacién es equivalente a la propuesta de la funcién potencia de

Box-Cox:

C]_,u.l_g s1 6 7—’1- 1}

)
01 Zn;u sif={ (3‘18}

7= {

¥ una rpanera de determinar si la relacién funcional es adecuada, es a través
de la estimacidn por minimos cuadrados de @ en la regresién que involucra
la desviacién estandar y la media muestrales :

n(s;) =lne+8ln{X,) +& (3.19)
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Logothetis (1990) afirma que, en muchos casos, el resultado de la esti-
macién de 6 en el modelo anterior es igual al valor que se obtiene para A al
aplicar la técnica de la tranformacién Box-Cox y aclara que cuando los re-
sultados no son iguales, se debe a que, en ¢l modelo, se requiere de aumentar
términos de un orden mayor o algunas interacciones.

Desde este punto de vista, Logothetis concluye que resolver la expresicn
3.19 es un método suficiente para determinar el tipo de transformacién para
los datos.

Sin embargo, Engel (1992) cuestiona la propuesta de Logothetis argu-
mentando la desventaja que tienen los métodos basados en transformaciones
de datos en el sentido de que se est4 proponiendo un modelo lineal para al-
guna funcién estabilizadora de varianza no interpretable. Pero ademds, Engel
afirma que el estimador por minimos cuadrados para £ puede ser inconsis-
tente cuando el nimero de repeticiones aumenta (m — ) y que debido a
que el intercepto en 3.19 es constante, el error esténdar de « tiende a ser
grande.

De esta manera, Engel retoma la experiencia tanto de Carroll-Ruppert
como de McCullagh-Nelder y de Logothetis para proponer un modelo de la
forma:

Ey:) = =0, (3.20)
Var(y) = 6,V (i, ), (3.21)
Ing; = 2y (3.22)

donde B,«, ¢, y <y son parametros.

La idea de Engel es hacer una separacién explicita de los factores en
aquéllos que tienen efecto sobre la media {factores control), los que afectan
a la varianza (factores sefial) y de los Hamados factores de costo.
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Fis en este sentide que la expresidn para la varianza en este modelo resulta
ser un caso especial de la que usaron Davidian y Carroll, pues mientras ¢, cs
un pardmetro que no depende de la media, V(g;, o) es un término que ests
en funcién de ella (ademds de ).

Por otre lado, Var(y;) = ¢;V(p;; @) es una extensién de la expresion
usada por Nelder y Pegibon al hacer depender la funcién varlanza de un
parametro w. Néiese, ademds, que las fuuciones liga f v ¢ son la identidad
v el logaritmo natural respectivamente.

A partir de lo anterior, €l estudio que se hace en esta tesis sobre los mode-
los de regresion heterosceddsticos queda definido formalmente de la siguiente
manera:

Se tiene un vector variable de respuesta, ¥, que describe una caracterfs-
tica del producto. Las observaciones yi,%s, ..., ¥ S0n 1 variables aleatorias
independicntes que provienen de poblaciones normales con diferentes medias
y varianzas, es decir, tanto su valor promedio como su variabilidad se ven
afectadas por la influencia de covariables.

Las covariables {z;} , llamadas factores de control, pueden tener efecto
tanto en la media como en la varianza. Por otro lado, se tienen faciores
no controlados {2;}, denominados de ruido, que afectan la dispersién de las
respuestas.

De esta manera, si ¢° (@) representa el modelo para la varianza de Y, la
respuesta tienc la siguiente expresién:

Y = u(8) +e(a)e (3.23)

donde:

® £ es un vector de variables aleatorias,

e 3 y o son log pardmetros para la media y la funcién varianza respecti-
vamente.



62 CAPITULO 3. ESTUDIO DE EFECTOS DE DISPERSION

3.3 Notacién

En particular, el interés se centra er un modelo lineal para la media y uno
multiplicativo para la varianza. De manera especifica, las n respuestas ¥;
se suponen normalmente distribuidas con media y varianza dadas por las
signientes expresiones.

E(Y) = XB+e (3.24)
Var(Y} = exp(Xa) (3.25)

donde:

e ¢ es un vector de variables aleatorias que siguen una distribucién nor-
mal:

e ~ N(0,exp(Xa)) (3.26)

En términos de la notacién usada por Carroll y Ruppert (1988), se tiene
que

Ey:) = = flz:,B8) =X (3.27)
Var(y,) = oexp(Za) (3.28)

donde la relacién entre Z y X puede ser

o X = Z, es decir los factores que tiene infivencia significativa sobre la
media son los mismos que afectan la varianza de las observaciones.

¢ X # Zcuando los factores que tienen efectos significativos sobre la me-
dia son diferentes a los que explican el comportamiento de la varianza

s X y Z coinciden sélo en algunos componentes cuando existen factores
que repercuten tanto en el valor esperado como en la dispersidén de la
variable respuesta.
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Los vectores ,,,1 ¥ Qpg1., S0 los pardmetros del modelo de medias y de la
funcién varianza respectivamente. Ademds, o2 se conoce como ¢l pardmetro

estructural y es fijo pero desconocido.

De esta manera, la estimacién de pardmetros se convierte en un problema
de estimacién del vector

8

6(m+’p+1)m1 - 57 (329}

6"2



Capitulo 4

Modelacion de efectos de
dispersion

4.1 Introduccion.

Los cstimadores de los pardmetros de un modelo de regresién clésico se ob-
tienen a través de métodos como méaxima, verosimilitud o minimos cuadrados.
Se sabe que en el primero os necesario conocer la distribucién de los datos
(o por lo menos hacer un supuesto al respecto con algin fundamento impor-
tante) v que en el caso de que esta distribucién sea la iormal, los estimadores
que se obtienen por ambos métodos coinciden.

Dado que las funciones vartanza también dependen de pardmetros, ha
sido necesario establecer métodos para su estimacidn. Los procedimientos

que agul se presentan son:

o Regresién en dos etapas

]

Minimos cuadrados generalizados
o Miaxima verosimilitud
o Pscudoverosimilitud

wastvercsimnilitud

1]

65
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Todos ellos tienen una base en los métodos conocidos para la media y,
con excepcién del primero de la lista, se trata de métodos que funcionan de
manera iterativa.

Para la descripcién de los procedimientos, se usa la notacién de Carroll ¥
Ruppert (1988), es decir, se considera el modelo de la forma:

E(y) = f(fi;z‘;ﬁ) =

Var(y;) = o”g*(p(8), 21, )

donde:

9 (1:(0), 2, ) = exp(X )

Cada procedimiento es ejemplificado con detalle a través de su aplicacién
en la estimacién de los pardmetros del modelo para la presién arterial dias-
télica de las 54 mujeres {ejemplo 2.1).

En este capitulo se empieza a hacer algunas comparaciones entre métodos
a través del CME y al final se presentan los resultados de la estimacién de
los pardmetros en los problemas de los resortes autornotrices y los circuitos
integrados.

4.2 Procedimientos de estimacién

En el capitulo 2 se hizo un andlisis exploratorio del comportamiento de la
dispersidén de los datos y se propuso, por separado, un modelo péra la media
y para la varianza. Aqui se presentan métodos de estimacién que permiten
reflejar el efecto de la varianza en el modelo de la media.
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4.2.1 Regresidn en dos etapas (2E)

Harvey (1976) propore la estimacién de los pardmetros de la funcidn varianza
siguiendo e} principio del método de minimos cuadrados ordinarios' (MCO).

Los cuadrados de los residucs que se obtienen de un modelo de regresion
ordinaria para la media, son considerados como un reflejo de la estructura
de la variabilidad de las observaciones por lo que, en la segunda ctapa, se
buscan los estimadores de un modelo de regresién lineal donde éstos juegan
un papel relevante.

Los pasos a seguir son:

1. Obtener estimaderes por MCO para la media , esto es:

B = (X'X)HXY) (4.1)
2. Obtener estimadores por MCO para la funcién varianza, usando el

logaritmo de los residuos al cuadrado como la variable respuesta en el
modelo lineal

in(r?) = Zio + w; (4.2)

de tal manera que

&= (Z'Z) 1 Z' In(r?) (4.3)

Una de las ventajas mds reconocidas del método de minimos cuadrades
€s GUE 1o se requiere ningdn supuesto distribucional para las observaciones,
sin embargo, la transformacién que se hace de los residuos, en la segnnda

h 1F] método de minimos cuadrados ordinarios se debe al matemético alemén Carl
Friedrich Gauss(1777-1855)
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etapa, genera valores negativos para residuos menores a 1. Para garantizar
la no negatividad de la funcién varianza, Harvey hace

Var() = o} = exp(28). (44)

Es importante notar que bajo el supuesto de normalidad de las obser-
vaciones, los residuos, ; = y; — ¥, deben seguir una distribucién aproxi-
madamente normal y si la expresién exp(Zc) realmente representa la parte
sistemdiica de la variabilidad, la variable de la forma

Wy = hl( ) (4.5)

pa.qw | t-:iw

converge en distribucién a una variable aleatoria w} que se distribuye como el
logaritmo de una x? con un grado de libertad cuyos primeros dos momentos
estin dados por
. 1 1 .
E(w!} = 'z[)(§) — In(a) = —1.2704 {4.6)
1
Var(w!) = ¢‘1)(§) = 4.9348 (4.7)

donde: (s} = 9%((%@)- es la funcién digamma y

¥ "(s) denota la primer derivada de ¥(s)

e esta manera, Harvey concluye que

-1
Var(a) = 4.9348 [z ziziz} (4.8)

y que G es un estimador asintéticamente eficiente.

Ejemplo

En el problema de la presidn arterial diastdlica de las 54 mujeres con edades
entre 20 y 60 afios, como resultado de la estimacién por el método de regresién
en dos etapas, se tiene
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56.1569
-5”[ $.580 ]
¥
T 0.4068
@71 0.0577

de tal manera que cl modelbo es

Y, = 56.1560 -+ 0.5800z; + +/exp(0.4068 + 0.053767x;) x&;  (4.9)

£~ N{©,1) (4.10)

Nétese cue, la diferencia entre una estimacién ordinaria y la regresién en
dos etapas estd en la existencia del segundo paso y que a partir del andlisis
exploratorio que se llevé a cabo a este conjunto de datos en el capitulo 2, se
ha usado la edad de las personas como una variable explicativa tanto en €l
modelo para la media como en la funcidn varianza.

Las estadisticas de los residuos del modelo de la funcién varianza son

gl

= 0 (4.11)
var{w) = 5.3998 (4.12)

La figura 4.1 contiene los residuos del modelo para la varianza que mues-
tran un comportamiento visiblemente més disperso para los residucs pega-
tivos que para los positivos como una clara consecuencia de la falta de ajuste
para los residuos pequenos (menores que 1) del modelo para la media.

De esta manera, se tiene un argumento importante para pensar que la
funcién varianza no representa la variabilidad intrinseca de las observaciones.
No obstante, si se calcula la suma de cuadrados del error a través de residuos
de la forma
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Figura 4.1: Residuos funcién varianza

2
Yi — Y% :
SCE = 4.13
Z (\/exp(0.4068 + 0.0577:1:5)) (413)

se tiene SCE = 1152.154 por lo que

SCE 1152124

CME = -
Tt~ P 02

= 92.156 (4.14)

Fl valor del cuadrado medio del error que se obtiene con este modelo serd,
comparado con €l que resulte de aplicar otros métodos.

4.2.2 Minimos Cuadrados Generalizados (MCG)

Ante la falta de homogeneidad de varianzas se ticne que algunas de las ob-
servaciones son “menos confiables” que otras en el sentido de que si la varia-
ble respuesta gy proviene de una poblacién mds dispersa que otra variable
ye,entonces, 1 proporciona més incertidumbre sobre los resultados del pro-
ceso que la ha generado en comparacién con y,. De esta mmanera, la idea del
método de minimos cuadrados generalizados sigue el mismo principio que la
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regresion ponderada, este es, a cada observacién se le asigna un peso que €s
inversamente proporcional a la varianza de la poblacién a la que pertenece.

51 las varianzas son desconocidas, éstas pueden ser estimadas a través de
las varianzas muestrales en cada punto diseno, sin embargo, es sabido que tal
estimador puede ser muy inestable si €]l nidmere de repeticiones por punto es
pequeiio, ademds, por este medio no se logra identificar una estructurs, para
las varianzas.

La alternativa que plantean Carrocll y Ruppet (1983) es estimar la va-
rianza por medio de una regresién y, por consiguiente, sin necesidad de tener
repeticiones.

El método de minimos cuadrados generalizados partc de una regresién
ordinaria para obtener un estimador inicial de § (vector pardmetre del mo-
delo para la media) y, los residuos generados son usados para estimar el vector
pardmetro (e} de una funcién varianza propuesta. Ll proceso es iterativo y
se busca minimizar la suma de cuadrados de los residuos ponderados, esto
es:

> wily - F (@, B) (4.15)

donde:
w—— 2
T g u(8), w0

representa el peso de la observacién iy

flz:,5)
es ei valor esperado de y; .

No se requieren supuestos sobre la distribucién de los datos perc sf es
necesario establecer una relacién entre la media y la varianza, es decir, se
debe proponer nna expresién para la funcién varianza.

El algoritmo que proponen Carroll y Ruppert (1988) es el siguiente:
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1.- Empezar con un estimador preliminar 3, (puede ser el resultado de
una estimacién no ponderada)

2.- Estimar o a través de la solucidn a una ecnacién de la forma :

ZH(%, iy (Bt) aa) =90
3.- Calcular los pesos estimados:

lﬁ;‘ = Al
P(8.), 2, 8)

4.- Obtener un estimador por minimos cuadrados ponderados para § y
actualizar el valor de 3,

5.- Repetir los pasos 2, 3 v 4 hasta que los cambios en los valores de los
estimadores en dos iteraciones sucesivas sean tan pequenos como se desee o
hasta acumular un cierto nimero de iteraciones para prevenir aquellos casos
en los que el proceso no converge.

Cuando el nidmero de iteraciones tiende a infinito, los resultados del al-
goritmo coinciden cott la solucidn de ias ecnaciones

> fole, B) ly: — £ (2:.8)] /g2 (s (B) , 26,0 = 0 (4.16)

> H(ys, 2,1, (8) @) =0 (4.17)
doude fz(x;, 3) es la derivada de f con respecto a .

En cuanto a la distribucién asintética de G se puede mencionar el siguicnte

"Teorema Para cualquier estimador inicial N i- consistente B, v cualquier
ndmero de iteraciones, el estimador por minimos cuadrados generalizados
Omeg € distribuye, asintéticamente, como una norral con pardmetros § y

2 Felzal)islzs,B)
T By SStO &8
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Brmsy ~ N(B,0 2),21”5 ;E.u( J;'simj) ) (4.18)

Por otro lado, Goldfeld y Quandt (1972), por medio de simulacidn Monte
Carlo, y Williarus (1975) por medios analiticos y también empiricos concluyen
que, en muestras pequefias, la eficiencia de la estimacién de 8 depende de la
eficiencia con que sc estima o. Posteriormente, Toyooka (1982) y Rothenberg
(1984) cxplican que para datos normalmente distribuidos y cuya varianza
depende de las variables predictoras pero no de la media, se tiene que:

Var [VN(B. - 8)] = 0*S5* + N7V ()

donde;

f,ﬂ 3::1 fﬁ(‘mh )
Se=N"2.% 2(u,(B), i, )

y V(@) es una funcién creciente de la varianza asintética de @.
De esta manera, al menos para datos normales, entre mejor estimador sea

@ mejor serd también .

HEijemplo

n los datos de la presién sanguinea de las 54 mujeres se tiene un estimador

por minimos cuadrados ordinarios 5‘ = [56.1569,0.58] como valor inicial.
Hsto es,

[z, 8)=XB
por lo que

A= (X'X)HXY)
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Tomando en cuenta la propuesta de Harvey, en el segundo paso se usarn
los residuos (%} del ajuste preliminar y se estima a por minimos cuadrados
ordinarios a través de

In{e) = z:@
De esta manera, en el paso 3, se toma
g% (B, zi, @) = exp(z;0)
por lo que los pesos son de la forma:

_ 1
exp(z:f)

y se usan para estimar § ponderado quien ahora toma el lugar del esti-
mador preliminar para una nueva estimacién de a.

(4.19)

Después de 615 iteraciones {para obtener diferencias menores a 0.00001
entre dos estimaciones suscesivas), se tiene:

!

B, = [56.113,0.5819] (4.20)

&, = [0.8989,0.0289] (4.21)

Por lo que €l modelo propuesto es de la forma:

% = 56.113 + 0.5812z; (4.22)
Var(z) = exp(0.8989 + 0.0289z;) (4.23)
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(Y, - 56.113 — 0.58121;)°

2
8.0 = o (0.8980 + 0.0289;)
mismos que generan una SCE = 377.35, esto es,

oup =TT 1

75

(4.24)

(4.25)

Aunque el C M E es menor al que se obtuvo por e} método de regresion en
dos etapas, la representacién gréfica de estos residuos conira la edad (figura
4.2jatin muestra que la varianza de las observaciones es mayor conforme la

edad de las mujeres de la muestra aumenta.
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Figura 4.2: Residuos Mfnimos Cuadrados Generalizados

4.2.3 Miéxima Verosimilitud (MV)

En este método se parte del supuesto de gue la forma de la distribucién de los
datos es conocida pero es necesario estimar sus pardmetros. La estimacién

se lleva a cabo de manera simultdnea para 5y 6.

En el caso de la distribucién normal se tiene que la funcidn de densidad

es de la forma:
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1 _1 2 f-“ (35) ?
Ty pyos) = exp —— (*—————‘ 4.26)
i) = gt ) P 2 Nog (s @), me))
de aquf que la expresién para la funcién de verosimilitud es:

0= ()" (i) e [ 35 (i)

con

8 = (51:432: "'1ﬁk:a1: g, .-.,O!m)

¥ la log-verosimilitud estd dada por :

—

in L{# ):-——ln(2 -——Zh’l((f (1:(8), z, ) _EZ (og (e:(8), fa)a))
(4.27)

Aplicando el método de Newton-Raphson para maximizar, se tiene

U(6) = [U1(0),05(0) ... Umsx ()] (4.28)

es el vector score en #,donde

oln L(6)
56;

parai=1,2,....m+k sofl ias ecuaciones de verosimilitud.
Sea Gy un valor lmcla.i de . Cada U (#) se expande cn una serie de Taylor
alrededor de &y, esto es

U(8) = U (fo) + G (60} (6 — o)
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donde G (8) es la matriz con entradas

2L
5(6) = .
como § debe cumplir que U (ﬁ) = {}, se tlene que
6= 00— G (60 U (80) (4.31)

o equivalentemente, en términos de la matriz de informacién de Fisher,

6 8+ Z{8)" U {6o) (4.32)

Los valores iniciales 6 pueden ser los estimadores obtenidos por el método
de minimos cuadrados ordinarios.

El estimador méximo verosimil de o2 es

O"‘é _ (yi - mgﬁ)z - SCFE
R AR R (4.8

Para corregir el sesgo, se tiene la siguiente expresién:

— N2
=y (y.32 z:0) _ SCE

(n—p)g® (4 (8),2,2)) n-p
Como propiedades de los estimadores méximo verosimiles se tiene que

son funciones de estadfsticas suficientes, son consistentes v asintéticamente
normales.

(4.34)

La estimacidn de pardmetros por méxima verosimilitud es més eficiente
que la de minimos cuadrados cuando la distribucién de los datos es normal y
si las funciones de la media y la varianza estdn correctamente especificadas.
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Ejemplo

En el gjemplo de la presidn sanguinea del grupo de mujeres, el resultado de
la. estimacién por méxima verosimilitud es

55.0428

= {.61157

1.02009
0.07249

La gréfica de los residuos estandarizados estd en la figura 4.3

RESIDUOS
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43 55 o &5

Figura 4.3: Residuos mdximo verosimiles

y ¢l cuadrado medio del error es CME = 1.03225.

Ademds de que el CMFE es menor aiin que el generado por la estimacion
por minimos cuadrados generalizados, el diagrama de dispersién de los resi-
duos contra la edad, no muestra patrdén alguno de cornportamiento por lo
que se puede pensar gue ya no se tiene ningdn efecto sistemético sin modelar,
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4.2.4 Pseudoverosimilitud (PV)

Dado que en el método de minimos cuadrados generalizados se tiene que la
eficiencia en la estimacién de J depende de la eficiencia en la estimacién de
o, la idea, entonces, es buscar el mejor estimador posible para .

Se sabe que bajo un supuesio distribucional correctamente sustentado, el
estimador mdéximo verosimil es el més eficiente, por lo que Carroll ¥y Rup-
pert (1988) proponen €l método de estimacién por méxima pseudoverosimi-
litud que consiste en la combinacidn de dos procesos de estimacidn: uno
para obtener un valor inicial de 3 y el otro para estimar o y ¢ por ma-
xirma verosimilitud normal, suponiendo # conocido . El nombre de pseu-
dovercsirnilitud se debe a que los estimnadores asi obtenidos no coinciden con
los valores respectivos que se obtienen por mdxima verosimilitud sunultdnea
a menos que el estimador inicial de ﬁ se haya obtenido también por méxima
verosimilitud v la varianza no esté en funcién de la madia.

Este es un método en el que €l supuesto distribucional no es tan impor-
tante como €l que establece una relacién entre la media y la varianza.

Con lo que se tiene que

E{y:) = 15(8) = f(z:, B) (4.35)

Var(y) = 0°¢*(u:(8), %, ) (4.36)

son las expresiones para la media y para la varianza en funcién de la
media de las observaciones, respectivamente. Si se supone § = f, conecida,
la funcién a maximizar pars o es

lpL(B,0,0) = —nlno - ZIn 9 {u(8), 2, a}} ~ (207~ Z {9: — flz:. B)}

g {p:(8), z, @}
(4.37)
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El proceso es iterativo y se puede empezar con una estimacién por mini-
mos cuadrados ordinarios para §.

1 estimador insesgado para o2 tiene la misma expresién que el obtenido
por méxima verosimilitud simultdnea.

Foy (i — 2:0)* _ SCE
(n—p)g*(p:(B),m,2)) n—p

(4.38)

Ejemplo

En el gjemplo de la presién sanguinea del grupo de mujeres, el resultado de
la estimacién por pseudoverosimilitud es

B, = 55.756008

B, = 0.588986
Gy = 1.04204
& = 0.0719185

La gréfica de los residuos estandarizados estéd en la figura 4.4

El cuadrado medic del error es ignal al que se obtiene en la estimacidn
por méxima verosimilitud y los diagramas de dispersidn, en ambos casos, son
practicarente iguales.

4.2.5 Quasiverosimilitud (QV)

A diferencia de los procedimientos anteriores, en este método sélo se estiman
los pardmetros de la media porque se parte del supuesto de que la funcién
varianza es conocida.

En los modelos lineales generalizados, un criterio de ajuste estd dado por
la devianza :
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RESIDUOS
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Figura 4.4: Residuos pseudoverosimiles

y—u
D=-2% j V(u)du (4.39)

A partir de esta medida de discrepancia entre las observaciones y los va-
lores esperados, Wedderburn (1974) define la funcién quasi-log-verosimilitud,
para una sola observacién de la signiente manera:

Definicién: Suponiendo que se tiene un conjunto de n observaciones in-
dependientes 3 (4 = 1,2,...,n) tales que B(y) =, v Vear(y) = Vi)
donde V es alguna funcién conocida y 4, es alguna funcién conocida del
vector de pardmetros §. Entonces, para cada obsevacion se define la funcién
de quasiverosimilitud por la relacién

Oqlys, i) ¥ — 1

Oty TV () (4.40)
es decir,
qly, 1) = jr y;@?duwf(ye) (4.41)

donde f es cualquier funcién.
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Wedderburn (1974) demuestra que la funcidn de quasiverosimilitud que
propone tiene propiedades similares a las de la funcién de log-verosimilitud y
que ambas funciones son iguales en ¢l case de la familia exponencial con un
s6lo pardmetro. De hecho, a partir de la quasi-log-verosimilitad se obtiene
una funcién de densidad que estd dada por

exp(g)
fr = ——=~dy (4.42)
T Jexp(g)

Para relajar el supuesto de que la funcién varianza es conocida, Wedder-
burn incluye, en la expresidn, una constante de proporcionalidad {¢?) que
es desconocida y la identifica como un pardmetro de dispersién. De esta
manera, la funcién de quasiverosimilitud estd dada por

25

qye, ) = f %dﬂi (4.43)

Para obtener los estimadores méximo quasiverosimiles se empieza por de-
terminar las ecuaciones de quasiverosimilitud al derivar g{y, 1) con respecto
a 3 e igualar a cero, esto es

Oq{y, 4} _ afy-ey \
o] Bﬁ f cﬂV bv ( o2 =U(p) (4.44

donde:
A =

parat=1,2,..,n; r=1,2,..,p

Obteniendo asf el equivalente a la funcidén score en €l caso de la funcidn
de verosimilitud por lo que, en este caso, se Hama funcién de gquasi-score.

Aplicando el método de Newton-Raphson para maximizar la funcién de
quasiverosimilitud y empezando con un valor arbitario 8 para el vector de
pardmetros 3, se tiene
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B = Bi+ (DVD)Y DV Yy - 1) (4.46)

Noétese que, al igual que en el caso de la verosimilitud, la estimacién
de § no depende de 0% ¥ que si el modelo para la media es una funcidn
lineal de la matriz disefio, 2 = X por lo que el segundo sumando de 4.46
es una estimacién por minimos cuadrados ponderados con los residuos como
respuesta.

Por otro lado, la matriz de covarianza de U/{8) est4 dada por

B [3U(f3)] g [329(9,#)} _ [aq(y,#)r " [va_l (y - #)r

o8 op? ap o2
(4.47)
de aquf que
U8y _ DVD
PTG "
por lo que la matriz de covarianza asintética de E es
Cov(B) ~ X(D'VD) (4.49)

El estimador insesgado quasivercsimil del pardmetro de dispersién estd
dado por la expresién

=N (v — 1)’
PV @) 50

De acuerdo con Wedderburn, 4 quasiverosimil tiene las mismas propiedades
gue el estimador méximo-verosimil, en particular, se tiene que es insesgado
y asintdticamente normal, esto es

By~ N(B,ca4 D'V IDY™Y) (4.51)
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Ejemplo

El resultado de aplicar la expresién 4.32 a los datos de la presién sanguinea
€8

(4.52)

B 565.26233
T 0.60411

y los residuos se grafican en la figura 4.5:
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Figura 4.5: Residuos (JQuasiveresimiles

Nétese la dependencia entre la varianza de las observaciones y la edad. El

valor del cuadrado medio del error es mayor que en los dos métodos anteriores
CME = 3.2147

Comparaciones
La siguiente tabla resume los resultados de las estimaciones por los dife-

rentes métodos para el ejemplo de la presién arterial sanguinea de un grupo
de 54 mujeres.
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.Tabla 4.1 Resultados de las estimaciones.

Estim MCO MCP MCPs MCP, 2E MCG MV PV QV
B, 56.16 5608 36.14 5601 56.16 56.11 55.04 5578 5526
3, 038 0.59 057 059 0.58 058 061 6.5 0.60
g 041 090 102 104
3 0.06 0.03 0.07 007

CME 66.35 0.96 0.95 1.00 2216 726 1.03 1.03 3.21

La particién en ocho grupos es la que ha minimizado el cuadrado medio del
error, sin embargo, adernds de la subjetividad que acompaila la decision del
nimerc de grupos a formar, €l modelo que se obtiene por minimos cuadrados
ponderados no refleja la estructura de la varianza.

De los modelos iterativos, méxima verosimilitud y pseudoverosimilitud
son jos que provocan un ECM menor v los modelos para la varianza son
semejantes entre si.

4.3 Aplicacién de los métodos de estimacion

Los diferentes métodos fueren utilizades para estimar los pardrnetros de los
modelos correspondientes a los ejemplos de Pignatello y Grego gjemplificados
en €l capitulo 2.

Resortes automaotrices

Para el conjunto de datos sobre la longitud de los resortes (Pignatello)
se ha tomado come referencia el andlisis exploratoric que considera O como
factor de control y bajo el subtitulo de MODELC II { pigina 42). Ya se
habia observado, en ¢l diagrama. de Daniel, que en el modele de la media los
efectos principales (O, B y C son significativos asf como la interaccidn OC,
mientras en el caso de la varianza resulta significativo ¢l factor B.

Los estimadores para el modelo de la media de la forma

E(Yiu) =p+7: +7y; 4 O 4 Thy (4.53)



86 CAPITULG 4. MODELACION DE EFECTOS DE DISPERSION

donde p es el efecto medio general y T,y y 6 son los efectos de los factores, en
ese orden, O, B, C con la interaccién 76, obtenidos a través de los métodos
aqui documentados son por demds similares entre s{ y con la estimpacién por
minimos cuadrados ordinarios aplicados en el capitulo 2. (Tabla.4.2).

Tabla 4.2 Estimadores para el modelo de la media de los resortes automotrices,

Término 2E MCG MV PV  QV MCO
Intercepto {12} 7.636 7.636 7.636 T7.636 7.636 7.636
Ol-1-1] (*) 0.130 0.130 0138 0.130 0.130 0.128
B[-1-1] (,) -0.111 -0.111 -0.110 -0.111 -0.111 -0.111
Cl-1-1] 0.088 0.088 0.086 0088 0.089 0.088

(6)
OCL1-1] (v8) 0083 0.083 0.084 0083 0082 0.083

Mientras los resultados en un modelo para la varianza de la forma
Var(Yuu) = exp(¢ + 7:) (4.54)

donde % es el intercepto y -y representa el efecto del factor B en la dispersién
de las observaciones, son

Tabla 4.3 Estimadores pars la funcién varianza. Resortes automotrices

Término  2E MCG MV PV MCO
Intercepto (#) -5.175 -3.175 -4.028 -4.025 -4.93
BL1-1] (5) 0052 -0.052 0.203 0.181 -0.945

Nétese que los valores de los estimadores para la funcidn varianza se alejan
més entre s con respecto a lo que sucede en el caso de la media.

El CME, en cada caso es:

Tabla 4.4 Cuadrado medio del errror

2E MCG MV PV QV MCO
0.020 0020 1.116 1.116 3.605 0.0103
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Si se toma el CME como criterio para seleccionar un método de esti-
macidn, resulta que una regresién ordinaria es la mejor opcién. De aquf gue
puede concluirse que, en efecto, no se tiene un problema de hetroscedastici-
dad en el experimento de Pignatello.

La figura 4.6 contiene la grédfica de los residuos estandarizados del ajuste
maximo verosimil
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Figura 4.6: Reslduos estandarizados vs. ajustados

y en ella se observa un comportamiento aleatorio de los residuos con al
rnenos el 95% de las observaciones dentro de la franja horizontal de -2 a 2 de
tal manera que se puede pensar que el modelo es adecuado.

Circuitos integrados

En el caso del ejemplo de Grego y, de acnerdo con el analisis exploratorio
del capitulo 2, el modelo que se ajusta para la media tiene la forma

E(Yir)=p+7+7;+ 6 (4.55)

donde p es el efecto medio general y 7,7, & son los efectos de los factores 4,
C y D respectivarnente.
Los resultados de las estimaciones son los siguientes:



88 CAPITULO 4. MODELACION DE EFECTOS DE DISPERSION

Tabla 4.5 Estirmadores de los pardmetros del modelo de la media. Fuerza adherente

Término 2E MCG MV PV Qv MCO
Intercepto (¢} 81.350 81.350 81.550 81.350 81.501 81.350
Al-1-1] () -0.975 -0.975 -1.230 -0.975 -1.172 -0.975
Cl1-1] {v) -2725 -2.725 -2.800 -2.725 -2.806 -2.725
D[1-1] (6) -2.360 -4.360 -4.034 -4.360 -4.037 -4.360

en tanto un modelo para la varianza de la forma
Var(Yy) = exp(yp +1: + ;) (4.56)

tiene los siguientes estimadores

Tabla 4.6 Estimadores de los pardmetros de la funcién varianza
Término 2E  MCG MV PV MCO
Intercepto {3} 0.151 0.151 0976 1.067 0.151
A[1-1] (1) -1.040 -1.040 -1.059 -0.948 -1.040
D[-1-1] (§) 0515 0515 0730 0638 0515

De nueva cuenta se tiene que hay mayor discrepancia entre las estima-
ciones para la varianza que para la media. Los cuadrados medios del error
se reportan en la tabla 4.7

Tabla 4.7 Cuadrado medio del errror

2B MCG MV PV  QV MCO
5.961 6.167 1.111 1.111 2391 5961

De esta manera, se tiene que las estimaciones por méxima y por pseu-
doverosimilitud son las que minimizan tal estadistica.

Dado que al ajustar un modelo para la media que de manera implicita
considera, el problema de heteroscedasticidad y que como consecuencia se ha,
modificado el CME y por tanto el error estdndar de los estimadores, cabe
hacerse la pregunta si tales estimadores siguen siendo significativos.

Suponiendo normalidad asintdtica en los estimadores méximo verosimiles
v, considerando CME=1.111 se ha recalculado el error estandar y se ha usado
la estadistica ¢ — student para probar la hipétesis nula de que los estimadores
son iguales a cero. {Tabla 4.8).
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Tabla 4.8 Significancia de Estimadores

Término Estimador error estdndar valor p

fedia

Intercepto B1.55 0.1667 <.0001
A1) 123 0.1667 <.0001
CL14] 238 0.1667 <.0001
DE1-1] -4.034 0.1667 <.0001

Varlanza

Intercepto 0.976 0.1667 <. 00411
Al-1-1] -1.069 0.1667 <.0001
D[11]  -0.7259 0.1667 <.0001

La gdfica de los residuos estandarizados contra los valores ajustados por
el método de méxima verosimilitud se encuentra en la figura 4.7 y en ella no
se observa alguna evidencia para descartar el modelo.
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¥igura 4.7: Residuos estandarizados



Capitulo 5

Métodos Montecarlo

5.1 Introduccidén

Para estudiar, empiricamente, el comportamientc estadisticc de algin fex
meno aleatorio se requiere de la observacién de un conjunto de datos que
conforman una muestra de tal situacién. En la actualidad, gracias al de-
sarrollo de importantes teorfas, en ocasiones es posible desarrollar métodos
analiticos para deducir o, en su caso, inferir caracteristicas o propiedades
relevantes de cierto proceso. Sin embargo, es comin encontrarse con que el
aspecto matem4tico implicado en un estudio tedrico es bastante complicado
por 1o se requiere de un analisis empitico.

La observacién directa del desarrollo de todo un proceso o de la variable
respuesta de un experimento puede ser muy costosa en términos de tiempo
y recursos humanos y financieros. La alternativa, en estos casos, es la simu-
lacidn de las circunstancias en las que se desarrolla el proceso o experimento
y obtener la muestra por el método de Monte Carlo.

o de partida es un modelo matematico que se "acti utilizando
El punto de partid del temético que se "activa” utilizand
nlimeros aleatorios que siguen clerta distribucién.

La idea es modificar el modelo tanto como sea necesario, es decir, los
experimentos se Hevan a cabo en el modelo en lugar de hacerlo en el proceso
real, Al introducir una distribucién de probabilidades y la generacién de
nimeros aleatorios se obtienen muestras del proceso.

01
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Es as{ como, con la ayuda de una computadora, se pueden construir
grandes cantidades de realizaciones numéricas del proceso de manera ré-
pida ¥y econdmica. Una coleccidén de estas proporcionard una imagen de las
caracteristicas del proceso en su totalidad.

Con la finalidad de examinar y comparar las propiedades de los esti-
madores que ge obtlenen a través de los diferentes métodos descritos en el
capitulo anterior y asf tener mds elementos para tomar una decisién sobre el
método a elegir, se desarrollaron las simulaciones de dos experimentos, que
tienen en comiin las siguientes caracteristicas:

La forma general de las observaciones es

Qg + Q1 %5 -
Yi =084+ 81z + x/ﬁp('ﬂéﬁl“j)ez (5.1)

e; ~ N(0,1) (5.2)

de manera que

E(Y;) = 0o+ 81z = XB (5.3)
Y
Var(Y;) = explag + a1z;) = exp(Xa) (5.4)

y que en las siguientes secciones se describen.
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5.2 Experimento I

En ¢l primer experimento se simularon muestras aleatorias con distribucién
normal que fueron sometidas a tres distintas situaciones de varianza.

Se parte de la simulacién de un experimento con 7 tratamientos y n =
3,5 v 8 repeticiones para cada caso, es decir, se hicleron nueve grupos de
simulaciones' por cada método de estimacién.

Los diferentes tratamientos estdn en funcidn de una sola variable regresora
con 7 puntos igualmente espaciados en el intervalo (2.3, 3.68]2, por lo que la
matriz disefio (X) consta de 7 x n renglones y 2 columnas:

1 23

1 2.53
1 276
1 299
1 3.22
1 3.45
1 3.68

Kinxe =

3.45
1 3.68

—

5.2.1 El valor esperado.

Lia media de las observacicnes sigue el modelo

B(Y:) =80+ Bz = X0

!Cada grupo consta de mil simulaciones. A partir de un modelo con alfal=0 (ho-
moscedasticidad)}, se ha verificado que el rechazo de las Hipétesis que hacen referencia al
valor de los parémetros ocurre con probabilidad menor a 0.1

*Valores arbitrarios
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1.5
o= s
los valores para los pardmetros fueron asignados de manera arbitaria de-
bido a que el ceniro de atencién estd en la dispersidn de los datos.

5.2.2 La varianza

Con respecto a la varianza se tiene que las tres diferentes condiciones a tratar
son:

1. La hipé6tesis de homoscedasticidad no es rechazada
2. La decisién de rechazar homoscedasticidad es dudosa

3. Serechaza de manera contundente Ia hipétesis de igualdad de varianzas.

Una de las pruebas més senciilas de homogeneidad de varianzas es la de
Hartley:

El cociente de las varianzas muestrales minima y maéxima es la estadistica
de prueba. En términos de la funcién varianza { 5.4 }, la estadistica de prueba
H toma la forma:

_exp(ae + % Znax)
exp(tig + i)

de aqui que
H = exp{01Tmax ~ 01 Tmin)

= I(H) = 0 (T ~ Zroin)

In(H)

=g =——
(xmax—mmin)
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esto es, para los modelos de la forma 5.4 y para la prueba de Hartley, oy
es ¢l pardmetro mds importante dentro de la funcién varisnza por lo que se
ha considerado o con un velor fijo, arbitario, igual a % y o se calcula en
cada caso;

Homoscedasticidad

En esta ocasién, los valores de o son "tan peguerios” que no se puede con-
siderar una diferencia significative entre los varianzas de las distinies pobla-
CLONES.

Dado que, para un experimento con 7 tratamientos ¥ 8 repeticiones en
cada uno ellos, se tiene que, al 85% de conflanza, la hip6tesis nula de igualdad
de varianzas no se rechaza cuando H < 11.8, se tiene

In(11.8)

<« L0 4 7ges 5.5
%1 1368 — 2.3) (5:5)

por lo que se propuso ¢ = 1.2 de manera que se esperarian, respectivamente,
los siguientes valores méxime y minimo para la varianza de las observaciones:

o2 = exp(0.5 + 120,y ) = 136.46

¥

o2, = exp(0.5 4 1.22my) = 26.05

136.46
= H = e =5

no se rechaza la hipétesis de igualdad de varianzas.
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Figura 5.1: Homoscedasticidad

Ejemplo

La figura 5.1 muestra uno de los conjuntos de observaciones generadas
por el procedimiento antes descrito para n = 5.
Las varianzas muestrales, para los datos del ejemplo, son:

Tabla 5.1. Varlanzas muestrales
5

r; 8
2.30 36.72
2.53 58.08
2.76 18.40
2.99 49.56
3.22 69.72
3.45 83.91
3.68 12034
por lo que H = 123 — 6.54 < 11.8 es decir, no se rechaza la igualdad

de varianzas.
Cabe mencionar que este resultado es consistente con el que se obtiene
con otras pruebas de homogeneidad de varianzas:
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Tabla 5.2. Pruebas de homoscedasticidad
Prueba Valor de ia estadisiica Vaior p
Levene 1.0248 0.4207
Bartlett 1.0942 0.3629

Homaoscedasticidad dudosa

Iin este caso a loma velores que delatan una discreta heleroscedasticidad.
Siguiendo el procedimiento 5.5 se propuso @y = 1.79 de manera que se
esperaria tener un valor H = 11.82.
Si se aplica esta modificacién al mismo conjunto de datos del ejemplo
anterior, se tiene la figura 5.2

L]

40 &

20 N

2
'S
e B
P

-
B
]

a0

40

0

A8

Figura 5.2: Homoscedasticidad dudosa

Las varianzas muestrales ahora son:
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Tabla 5.3 varianzas muestrales
p)

Tz 35

2.30 142.32
2.53 296.18
2.76 81.96
2.99 288.93
3.22  465.60
3.45 736.31
3.68 922.27

estoes, i = %%261 = 11.25. El valor de la estadistica se acerca al punto

crifico pero aln asi, para este conjunto de observaciones, la hipdtesis de

igualdad de varianzas no se rechaza con un nivel de significancia del 5%.
Los resuitados de otras pruebas aplicadas con respecto a la homoscedas-

ticidad son:

Tabla 5.2. Pruebas de homoscedasticidad
Prueba Valor de la estadistica Valor p
Levene 1.927 0.0951
Bartlett 2.182 0.0416

Es decir, Levene no rechaza la ignaldad de varianzas al 5% de significancia
pero si lo hace al 10%, mientras Bartlett descarta la homoscedasticidad con
una significancia del 5%.

Heteroscedasticidad

Aqui se trata la situacién en que lo heterogeneidad de varianzas es evidente.
Con a; = 2.55, se esperarfa tener H = 33.75, de tal manera que el
problema. de heteroscedasticidad serfa indudablemcnte importante.
Continuando con €l gjemplo anterior, el conjunto de observaciones se veria
como lo ruestra la figura 5.3

Las varianzas muestrales son:
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Figura 5.3: Heteroscedasticidad

Tabla 5.4. varianzas muestrales

T; Sg

2.30 818.53
2.53 2411.79
2.76  560.74
2.9 28037
3.22 5380.22
3.45 12069.22
3.68 12687.77

1268777

ig

Las pruebas de Levene v Bartlstt llevan a la misma conclusién.

Tabla 5.5. Pruebas de homoscedasticidad

Prueba Valor de la estadistica Valor p

Levene

3.3044 0.0082

Bartlett

4.1578 0.0003

99

soosa = 22.83 rechazando la hipdtesis de homoscedasti-
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Nétese la diferencia de escala entre las tres gréficas anteriores. Para
resaltar las distintas varianzas, la figura 5.4 contiene de manera simultdnea
a los tres grupos

a9
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ES
*® & &
8 e ] i ) B A [
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S
> 100 4 a
ES
. * »
200 -
; *
-390 4
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-E00 i _I
2 12 14 25 zH H 1z 34 15 ES
X
-!El AE XE[

Figura 5.4: Tres grupos de datos con diferente varianza

5.3 Experimento [I

En este caso se simulé un diseno de tres niveles que se utiliza para ajustar
superficies de respuesta y que lleva el nombre de sus autores: Box-Benhken.

Il diseno consta de tres variables. Dos de ellas tiencn efecto sobre el valor
esperado, incluyendo una interaccidn, y la tercera sobre la varianza, esto es

E(Y) =6.5+ 0.5z, + 0.9529 — 0.82,25 {5.6)

Var(Y) = exp(2.4 + 0.823) (5.7)

A diferencia del experimento 1, en este caso no se varfan las condiciones
de homoscedasticidad pero si se toman eu cuenta los tamafios de muestra, a
saber, n =1,3 y 5.
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5.4 Algoritmos

Una vez generados los conjuntos de observaciones, se aplicaron los diferentes
métodos siguiendo los algoritmos que a continuacion se detallan.

5.4.1 Regresion en dos etapas.

[

. Hstimar # por minimos cuadrados ordinarics

B=XX)XY)

. Calcular el vector de residuos:

()

r=Y - X3

3. Estimar o por mfnimos cuadrados ordinarios tomando como respuesta
el logaritmo de los residuos:

& = (X'XYy X' In(r)).

. Caleular o

19

(i — a0 SCE
“plexpl@d) n-p

§2=CME=E(?Z

5 Fin.
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5.4.2 Minimos cuadrados generalizados

1. Estimar 8 por minimos cuadrados ordinarios
B={X'X)YX'Y)
2. Calcular el vector de residuos:

T=Y—-Xa

3. Estimar ¢ por minimos cuadrados ordinarios tomando como respucsta
el logaritmo de los residuos:

& = (X'X) (X' n(r).

4. Construir la matriz de varianze estimada. Es una matriz diagonal
CUY0S componentes son

Uy = exp(0 + &pa;)

5. Estimar @ por minimos cuadrados ponderados:
Boon = (X'VIX) HX'VIY)

6. Calcular los residuos de la estimacién ponderada:
Toon = Y ~ XBpon

7. Actualizar el valor de & usando los residuos del punto anterior
& = (X'X) YX In{ryon))-

& Calcular la diferencia entre dos estimaciones sucesivas:

; lB - Bpm,t <0.00001 y [&— @yon| < 0.00001 ?

Si, entonces calcular c?? =CME=Y% _fge-2:8Y?  SCGE

(n—p)exp(za) = n—p

detener el proceso.

No, entonces

~ -~

8. Regresar al paso 5 para obtener nueves estimadores
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5.4.3 Msdxima verosimilitud

1. Obtener un estimador inicial para § por minimos cuadrados ordinarics
8= {X'X)1{X'Y)

2. Calcular el vector de residuos:
r=Y -~ Xp

3. Obtener un estimador inicial para o por minimos cuadrados ordinarios
tomando como respuesta el logaritmo de los residuos:

&= (X'X)"1(X n(r)).

4. Encontrar el valor de ﬁw y de Gp que simultdneamente maximizan la
funcién de log-verosimilitud esto es, maximizar:

2
In{L) = _1 I-na@+agzwg+zgﬂ = frz:)

exp({ap + ¢12;)

5. Caleular

e ST (v z,ﬁ) _ SCFE
e N e P e e

8. Fin
5.4.4 Pseudovercsimilitud

1. Obtener un estimador inicial para § por minimos cuadrados ordinarios
8= (X'X)"YX'Y)
Z. Caleular €l vector de residuos:
=Y - X8

3. Obtener un estimador inicial para o por minimos cuadrados ordinarios
tomando como respuesta el logaritmo de los residuos:

&= (X'X) X ln(r)).
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4. Encontrar €l velor de 5, que maximiza la funcién de log-verosimilitud
normal suponiendo @ conocido, esto es, maximizar:

In{L) = —_—— [n,ag + o1 Z:B, Z (¥: = 50 = frzi). (5.8)

o2explog + oy z;)

5. Encontrar el valor de @, que maximiza la funcién de log-verostmiiitud
normal ahora suponiendo J conocido.

— £ i,,| < 0.00001 y |&— @] < 0.00001 ?

51, enfonces calcular

o =CME = 3 (ﬂ@;}_::]?:a) ‘5 CE b detener el proceso.

No, entonces regresar al paso 4 para obtener nuevos esti-
madores

5.4.5 Quasiverosimilitud

1. Estimar ¢ por minimos cuadrados ordinarios
B={(X'X)"(X'Y)
2. Calcular el vector de residuos:

7'=Y—X§

3. Estimar ¢ por minimos cuadrados ordinarios tomando como respuesta
el logaritmo de los residuos:

a = (X'X)" (X' In(r)).

4. Construir la matriz de varianza estimada. Is una matriz diagonal
CUY0s componentes son

U = exp (i + Qax;)
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5. Estimar 2 por minimos cuadrados ponderados, tomando los residucs

cOIMo Tespuesta:
Bpon = (X'VIX) 1 X'V 1)
6. Calcular ﬁq =8+ Bpm

7. 5|8 - Bgi < 0.000017
Si, entonces calcular

o2 =CME — )9 ( (rs-2,8)2 _ _ SCE

—p)ep(Ei) T n-p

detener e! proceso

8. No, entonces,

-~

8= Bq regresar al paso 2
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Presentacion de resultados

6.1 Introduccidén

La comparacién de los métodos de estimacién se establece a partir de las
propiedades distribucionales de los estimadores obtenidos por los diferentes
métodos. Es por esto que en este apartado se presentan el Sesgo, las desvia-
ciones estdndar {Error Estdndar) y el Error Cuadritico Medio (ECM) de los
valores logrados en cada caso.

La presentacifn se hace por medio de una serie de graficas que pretenden
ilustrar y resaltar algunas caracteristicas importantes. Las tablas en las que
se puede chservar de manera directa ¢l valor de un estimador especifico, aunte
una situacién particular y para un método en especial se encuentran en el
apéndice B.

6.2 Simulacidn I

N

Bl modelo que se usé para la simulacién tiene la forma:

Yi= 154082+ exp (— ei ~ N{0,1)
donde: B3, =15; 0, =06 ;aa=05y o =1.2,1.75 y 2.55

Esto es, el valor de a3 va cambiando para modificar las condiciones dc
homoscedasticidad, En cada una de ellas se tomaron en cuenta situaciones

107
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en las gue se tienen 3, b v 8 repeticiones por punto digefio, de esta manera
por cada método se realizaron 9 grupos de simulaciones.

Después de mil simulaciones se armaron vectores de igual tamano para
cada estimador y por cada uno de los métodos estudiados. Se observd que to-
das las distribuciones obtenidas son simétricas y, en su mayorfa, no rechazan
la, hipétesis de normalidad.

Bn las figuras 6.1 a 6.4 se representa el sesgo de cada essimador con-
forme se alteraron las condiciones de heteroscedasticidad y para los dife-
rentes tamanos de muestra. Cada figura estd formada por tres gréficas {los
tres tipos de experimentos con diferente ndrmero de repsticiones). Fn el eje
horizontal se representan los valores de @, es decir, las distintas circunstan-
cias de homoscedasticidad. En todas ellas es claro gue conforme a; anmenta,
los estimadores tienden a alejarse del valor del pardmetro, es decir, momestran
Iayor sesgo pero conforme se tiene una muestra més grande éste disminuye,
es decir, ante un problema de heteroscedasticidad, lo recomendzable es contar
con muestras grandes (nada nuevo).

Puede observarse también que el estimador méximo verosimil es ¢l més
sesgado cuando n = 3 pero el menos cuando 7 = 8.

Resulta interesante resaltar que cualquiera de los métodos de estimacién
para ¢, subestima el valor del pardmetro y que esta siluacién se acentia
conforme la heteroscedasticidad es més evidente {figura 6.4).

Las figuras 6.5 a 6.8 representan el error estdndar de cada estirnador ante
las diferentes sitnaciones de homoscedasticidad y para los tamafios de mues-
tra 3,5 y 8. Tal como era de esperarse, se observa que, conforme aumenta
el ndmero de repeticiones, ¢l error estdndar de los estimadores es menor y
resulta interesante destacar que en el caso de 83 y ¢ se forman dos grupos:
los métodos que generan estimadores més dispersos son los de regresién en
dos etapas y pseudoverosimilitud mientras los estimadores con menor error
estindar son los que se obtienen por MCG, Méxima verosimilitud y Qua-
stverosimilifud.

En el caso de o y «v; también se distinguen dos grupos: Méximo verosimi-

litud y pseudoverosimilitud conducen a estimadores con menor error estén-
dar.
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Las graficas del ECM (figuras 6.9 a 6.12) reflejan la situacién observada
en el sesgo v el error estdndar, razén por la que, en el casc de G, v 5,
la estimacidn obtenida por Pseudoverosimilitud v Regresion en dos etapas
genera un ECM més grande mientras que para ag Regresién en dos etapas y
mimos cuadrados generalizados se encuentran en el mismo caso, Para qy el
ECM de la estimacién por MCG es el mds grande y por Pseudoverosimilitud
es el menor aunque conforme el tamatno de la muestra aumenta, los valores
generados por Jos cuatro métodos tienden a acercarse.
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Figura 6.9: ECM B0

6.3 Experimento Il

Fl diseto Box-Benhken usado en este experimento es

1

E{K} 0.5 -+ 05331 + 0.951—'2 . 0.8‘1’:1{.32 (6.1)
V{Y;) = exp(2.4+ 0.8z3) {6.2)

En este caso, la condicién experimental estd inicamente en el nimero de
repeticlones por punto disefio (1,3 y 5). El valor de la varianza no se modifica
a lo largo de las simulaciones.
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Fn las figuras 6.13 y 6.14 se muestran, respectivamente, el sesgo y el
error estdndar de los estimadores del modelo 6.1. En ellas se observa que
ambas estadisticas de los estimadores de f# (pardmetro de la media) son
por dem4s similares entre si  estimadores insesgados con menos varianza
conforme aumenta ¢l tamano de la muestra).

In el €l caso de la estimacién de g, los métodos de minimos cuadra-
dos generalizades y regresidn en dos etapas proporcionan estimadores con
mayor sesgo v més dispersos que los que se obtienen por méxima y pseudo
verosimilitud. Cabe notar que el error estdndar del vector o es menor que
correspondiente a .

Eu el caso de «; se tiens que su estimmador tiende a ser insesgado y el
error estdndar disminuye cuando la muestra es mds grande. Si se usa mdx-
ima verosimilitud cuando no se tienen repeticiones, ¢l estimador tiene mayor
varianza y subestima el valor del pardmetro, aungue con cinco repeticiones
por punto diseho, el estimador tiende a ser insesgado ¥ con menor varianza.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo de tesis se ha desarrollado la idea de explorar,
analizar y modelar la varianza més que corregirla.

El analisis exploratorio aplicado a los efectos de dispersidn cumpie una
tares tan importante como la que se le otorga cuando se busca modelar
la media. Los ejemplos utilizados mostraron que cuando el problema de he-
teroscedasticidad es muy claro, las estrategias empleadas coinciden en delatar
2 los mismos factores como responsables, pero si es un tanto ambiguo {ejem-
plo de Pignatiello}, pueden tenerse propuestas encontradas que de cualquier
manera es importante tomar en cuenta.

Cou el desarrolio de los ejernplos famosos (algunos), se ha puesto de
manifiesto que la dispersién de la variable respuesta no debe ser atibuible, de
manera automdtica y exclusiva, a factores no controlables. Después de tener
algin indicio de heteroscedasticidad es necesario indagar su naturaleza para
valorar la posibilidad de controlarla.

En cuanto a las propiedades de los estimadores obtenidos por los dife-
rentes métodos aquf revisados, se observé que la distribucién de los esti-
madores tiende a la normal de manera asintética, por lo que es necesario
tomar otros puntos de comparacién. En este caso se han usado el sesgo, ¢l
error estdndar y el Error Cuadratico Medio de tal manera que se concluye lo
siguiente:

119
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1. Cuando la varianza est4 en funcién de una covariable que tam-
bién tiene efecto sobre la media:

e Los estimadores para el modelo de la media (8, v 3,) tienen un com-
portamiento esencialmente diferente a los correspondientes en la fun-
cidén varianza, en el primer caso:

— Conforme la heteroscedasticidad es mds severa, aumenta el sesgo
y el error estdndar.

— Counforme aumenta el ntdmero de repeticiones por punto diseno, el
sesgo vy el error estdndar disminuyen.

~— Cuando se cumple el supuesto de homoscedasticidad, los esti-
madares obtenidos por los diferentes métodos son por demas simi-
lares entre sf en términos del error cuadrdtico medio (ECM).

— Si se tiene un problema de heteroscedasticidad y pocas repeti-
clones, minimos cuadrados generalizados y quasiverosimilitud gene-
ran estimadores con menor ECM pero conforree aurmenta el nimero
de repeticiones, el méximo verosimil es el mejor. {bajo un supuesto
de normalidad)

e Por otro lado, los estimadores de los pardmetros de la funcién va-
rianza:

— Elintercepto obtenido por pseudoverosimilitud o méxima verosimili-
tud es el mejor (menor sesgo, menor varianza) y, en la medida que
aumenta el mimero de repeticiones, tales propiedades tienden a
mejorar.

- Para oy se observa que conforme la heteroscedasticidad es miés
fuerte, el estimador es mds sesgado sin importar el método ni el
nimero de repeticiones pero por pseudo y mdximo verosimilitud
se obtieren valores de &; con menor varianza

2 En el diseno Box-Behnken se observa que:
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o Il sesgo v varianza de los estimadores de la media son practicamaonte
izuales independientemente del método.

e La diferencia estd en la estimacidn de los pardmetros de la funcién var-
lanza, si no se cuenta con repeticiones, pseudoverosimilitud es mejor
pero maximo verosimilitud tienc mejores propiedades conforme au-

menta el nimero de cheervaciones por punto diseno.

bn general, por supuesto, yue conforme se agudiza un problema de he-
terogeneidad de varianzas, es preferible contar con grau niimero de observa-
ciones para poder analizar de manera representativa tal comportamiento, A
mayor nimero de gbservaciones, menor incertidumbre en los resultados. kn
este mismo sentido v bajo el supuesto de normalidad, el estimnador maximo
verosimil sigue mostrando su relevancia en la tarea estadistica de inferencia.

Las propiedades aqui analizadas corresponden a situaciones muy particu-
lares de heteroscedasticidad, serd importante estudiar el comportamiento de
las estimaciones ante una gran variedad de situaciones, por ejemplo, el caso
en que la varianza es funcién de una potencia de la media; cuando aumenta
el niimero de covarlables en la funcién varianza sin que éstas participen en
la media; cuando se trata de modelos no lineales o cuando la distribucién de
las observaciones es diferente a la normal.
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P L
Apéndice A
Conjuntos de datos empleados en el desarrolle de ésta tesis,

Al Presion arterial diastdlica

it FEDAD PRESION ++ EDAD PRESION 1+ EDAD PRESION
i 27 73 16 37 78 37 42 85
2 21 66 20 38 87 38 44 71
3 22 63 21 33 76 39 46 80
4 26 79 22 3b 79 40 47 96
5 25 68 23 30 73 4l 45 92
G 28 7 24 7 63 2 35 V6
7 24 75 25 31 80 43 54 71
8 25 71 26 39 75 44 57 99
9 23 70 27 46 89 45 52 86
10 20 65 28 49 101 46 53 79
i1 29 79 29 40 70 47 o6 92
12 24 72 30 42 72 48 52 80
13 20 70 31 43 80 49 57 109
14 38 91 32 46 83 50 50 71
15 32 76 33 43 75 51 59 90
16 33 69 34 49 80 52 0 91
17 31 66 35 40 90 53 52 100
18 34 73 38 48 70 54 58 30

Fuente: Neter- Wasserman (1989) pdgina 421,
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A.2  Arboles de cereza

APENDICE A

DIAM ALTURA VOL

i DIAM ALTURA VOL i

1 8.3 70 103 17 838 63 10.2
2 107 81 188 18 i1 66 15.6
3 111 30 226 19 113 9 24.2
4 114 76 214 20 12 75 191
5 12.9 35 338 21 137 71 25.7
6 14 78 345 22 145 74 36.3
7 163 77 426 23 175 82 59.7
8 18 80 5316 24 20.6 a7 77
9 8.6 63 103 26 103 72 16.4
10 10.8 83 19.7 26 11 75 18.2
11 11.2 75 199 27 114 76 21
12 117 69 213 28 129 74 22.2
13 133 86 274 29 138 64 24.9
14 14.2 20 31.7 30 16 72 38.3
15 173 31 554 31 179 80 58.3
16 18 30 51

Fuente: Ryan, Joiner y Ryan (1976)



4.3 Resortes automotrices

CORRIDA B C b & O 1 2 3

H - - - - - T78 778 1781

2 4+ - - 4+ - 815 8&18 7.88

3 - + - + - 750 756 7.50

4 +~ 4+ - - - 7B T.b6 T.75

5 - - 4+ 4 - T4 BO)0 788

6 + - 4+ - - 769 809 806

7 - 4+ + - - TB6 T.62 744

8 + 4+ + + - 756 78> 7.69

9 - - <« - 4 YF30 T25 712

10 + - - 4+ 4+ 788 783 744

11 - 4+ - 4+ « 7B} 756 7.50

12 + + - - 4+ 763 775 7.56

13 - - 4+ 4+ 4+ 732 744 T

14 4+ - + - + T.B6 769 7.62

15 - 4+ 4+ - 4+ T.I8 718 T7.25

16 + 4+ + + -+ T.81 750 759

Fuente: Mc Cullagh y Nelder (1983). pdgina 366
A4 : Circuitos integrados

CORRIDA A B C D 1 2 3 4 5
1 D2A Cu 90 Tin 73.0 73.2 728 722 76.2
2 D2A Cu 120 Ag 877 864 869 879 864
3 D2A N1 90 Ag 80.5 814 826 813 821
4 D2A Ni 120 Tin 798 77.8 813 798 784
5 H-i-FE Ca 80 Ag 852 850 804 852 B36
6 H-1-E Cua 20 Tin 780 755 831 8L2 759
T H-1-E Ni 90 Tin 784 728 805 784 679
8 H-1-E Ni 120 Ag 90.2 874 929 90.0 919

Fuente:Grego, John (1993)
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Apéndice B

B.1 Tablas de resultados del Experimento I
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132 APENDICE B

ERROR ESTANDAR.

ESTIMADQR n affaf 2E MCF My PV qv
Bo
3 1.2 11.879 11.347 11.121 11.542 10.377
1.78 30175 26.626 26 635 31.22 24 181
2.85 11582561 82.769 76.108 115.981 77.118
8 1.2 &.786 5.468 8.349 9.085 8.157
1.78 24.409 20.084 19.46 23.362 18.6587
2.55 5958 £50.108 52 966 88.708 55 481
8 1.2 7.243 6.778 §.445 7.268 §.385
1.78 16,142 15.831 14.905 20.351 14.785
2.55 §9.737 45.782 45 58 73.644 45 259
Bt
3 1.2 4.182 4.0886 4.039 4.135 3.76%
.79 11.067 8.881 95.928 11.475 5.887
2.55 43 002 32012 29584 43 163 28.959
5 1.2 3.148 3.06 3.003 3.224 2.194
1.78 8.835 7.457 7.315 8.583 5.993
2.55 33.397 23.273 23.185 33.029 21.5
| 1.2 2.557 2.42 2.317 2.582 2.283
1.78 §.982 5.848 5.542 7.405 3.547
2.55 26.007 17.738 17.807 27.313 17.518
Aifald
3 1.2 3.239% 3.428 2.544 2.216
.78 3.131 3.424 2.587 2.279
2.55 3.481 3618 2.738 2.297
5 1.2 2.429 2.855 1.841 1.627
1.789 2.418 273 1.77 1.651
255 2.512 25189 1.881 1.638
8 1.2 1.818 z2.066 1.347 1.282
1.78 1.887 1.963 1.342 1.314
2.55 1.856 1.951 1.33 1.2685
Alfat
3 1.2 1.067 t.133 0.847 0.731
1.7% 1.038 1.127 0.853 0.766
2.85 1.052 1.198 0.905 0.755%
g 1.2 0.802 G.847 0.605 D.S42
1.79 0.804 0.8a5 0.581 0.584
2.55 0.634 0.837 0.615 0.54
& 1.2 0.6386 0.676 0.441 D427
1.78 Q.861 0,540 0.443 D 435
2.55 0641 0.642 0.438 0416
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ECM
Egiimador n ALFA 2E MCPFP MV PV Qv
%=
3 12 136 40 128 78 123 71 133 28 107 ¥4
179 g12.05 708 §7 708 45 g§74.48 585 29
2353 132g£8 8¢ 8857 68 S834.81 13461.17 549 05
B 12 77.32 169 63 71 82.18 66 54
1.78 587.17 403.43 378.78 §45.52 348 62
2 35 Bp42 70 3614.38 3566 42 TE7B.10 A078 42
8 12 52 47 45 95 41.58 52 82 40 77
1748 368.70 255 18 22220 41715 248 84
255 4867 81 2086 71 2077.886 5424 61 2054 &2
B
b — ]
3 12 i7 48 186 70 16 %1 17 16 14 21
178 124.32 87 B85 98 5B 139.72 B0 &5
2 5% 1850.69 1624 86 881 33 “8664.27 ST V77
5 12 §.83 237 g 02 10.39 4. 8%
178 gp.01 5B6.22 53,63 73 75 A48 93
2 55 1417.80 541 54 538.35 i08% 83 452 29
] 12 6 54 5.88 g 37 6.57 523
t7e 48 92 35.55 30 72 55.18 30 B1
255 577 15 314 82 310 0E 745 12 307 22
Alfal
3 12 12.08 14.18 6 &3 4.81
1.79 10.84 13.84 6.81 5,30
2.55 10.52 15.48 7.88 5.58
<] T2 7 &1 8 21 3 44 2.85
179 6 85 g 40 323 2.73
2 558 6.84 872 387 2.83
8 T2 518 B 07 1 83 1.87
179 5 38 568 1.B4 1.73
2.55 4.97 §.02 1.78 1 64
& lfad
3 1.2 1.1 4 128 0.72 0.54
1.79 1.31 167 T 19 077
2 .55 2 37 .44 3.9 1.83
3 12 0.64 .72 g.37 0 3¢
$.79 0.889 1.158 078 0.63
2.55 z2.03 .72 2 38 1.72
] 2 .41 .46 6.18 0.18
178 074 0.78 0.59 6.51
255 2.04 2.38 2.08 1.78
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B.2

APENDICE B

Tablas de resultados del Experimento II

SESGO
Estimadar n 2E MCG MV Py eV
B0
1 g.o1¢ 2.018 -0.035 -0.018 €.053
3 0.044 -0.007 0.018 -0.011  -0.020
5 c.008 0.00t  .0.001 0.0o0z2 .08
B1
== — ]
1 0.659 0.037 0.078 0.0186 0.006
3 -0.0258 -0.038 0011 D.018 -0.023
5 ¢.007 -0.013  -0.004 0.00¢  -0.028%
B2
A
1 -0.013 0.028  -0.007 0.063 0.013
3 -0.030 -0.003 0.021 0.015 0.000
s c.0t1 -G.G31 ¢.016 D.013 -0.023
B3
= —————
1 -0.G18 -0.610  -0.048 -0.088 0.080
3 -0.062 0.0%8 0.028 -0.040 6.03¢
5 -0.052 0.013 -0.023 -6.085  -0.030
AD
Nt
1 1.540 1.528 0.576 0.380
3 1.350 1.335 0.147 t.11e
s 1.313 1.308 0.0BE D.0s4
Al
T e
1 0.230 6.234 -0.512 0.204
3 0.662 0.061  -0.07§ 0.g86
S 0.050 0.038 -0.023 0.043



ERROR ESTANDAR

Estim adar n ZE WA CO MV PV oV
a5
1 o817 g.942 0.883 2.3853 0 B0
3 0542 0.537 ¢ 483 q.545 0 474
5 6.396 G 428 0.35 aaz 6 358
B4
e — . -
1 1293 1 305 12386 1.284 1.684
3 0 744 avez 0647 D.744 L B4
5 058 G 545 0.488 0593 DE12
B2
4 1287 4.283 1.238 1274 1143
3 0.751 675 0.643 0.722 0EBa
5 o572 0556 0 481 b 548 0 485
B3
h i 1 1629 1.632 1.621 t &85 1653
3 0.961 2.953 0958 0 a7y 0624
5 0 Fzi1 0.735 07563 0723 0745
AD
1 ¢.559 C 6545 D 496 0 463
3 0 333 0.335 9.229 0229
5 0.263 0.259 0.171 €174
A1
1 0732 0802 1322 0 g8
3 0 487 G.432 0 345 0 221
5 0.352 £ 353 0 258 IPER
ECM
Estim ador n 2E MCG MV Py Qv
Bo
1 0.841 0.8886 0.792 0.908 0.648
3 0.296 0.288 0.234 D.297 {.225
5 0.187 0.1814 6.130 0.4176 0.128
=4
b —————--.3
1 1.675 1.704 1.534 1.598 1.175
3 0.554 0.523 0.41% 0.554 0.410
5 0314 0.287 0.236 0.352 0.263
B2
1 1.605 1.872 1.828 1.827 1.307
3 0.565 0.563 0.420 0.522 0.49¢
g 0.327 0.310 0.232 0.295 0.2486
B3
e —————
1 2.854 2664 2.630 2.763 2.741
3 0.827 2.910 £.91% D0.360 0.855
5 0.523 0.540 0.8588 0.523 5.551%
A0
i 2.808 2.7514 0.580 0.354
3 1.933 1.884 0.074 G.068
5 i.783 1.7814 0.087 0034
Ad
—e T ey

0.880 0.596 2.01¢0 0.344
3 g.222 a.19¢ 0,125 g.
5 0.128% g.122 0.0s58 2058



Apéndice C

C.1 Programas de simulacidn
Regresién en dos etapas
/¥ METODQ DE REGRESICN EN DOS ETAPAS */

;,r’***!s*7&***#********#****#****1:*(*******#*************/

library maxlik;
#include maxlik ext;

maxset;

let TV=1; /*tamaiio del vector*/

m=1;

n=>5; /* tamafio de muestra*/

ni="7; /* nimero de tratamicntos */

TM=T%g; /¥uamero total de observaciones: n repeti-

ciones por 7 tratamientos*/
let beta=1.5 0.6;
et alfa=0.5 3.5,
MC=zeros(4,1); /* bb, b1, t0,t1 por minimos cuadrados*/
ESTIMA=ZEROS(TV,5); JFMATRIZ DE RESULTADOS */
/* MAATRIZ DISENO */
proc matdis{tt);
local xi.i; i=1;
x1=zeros(tt,2); x1[.,1]=ones{tt,1};
do while i<8;
x1[1,2]=2.3+0.23%(i-1};
j==ibl;
endo;
retp(xl); endp;
{x1}=matdis(ni};
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138 APENDICE C

x=x1; J=1;
do while j<n;
x=x|x1;
=it
endo;
DO WHILE M<TV+1;
/* VECTOR DE OBSERVACIONES */
proc observ(tt);
local y1l,8,el;
e=rndn(tt,1);
el=e.*exp((alfa[1}+alfa]2}*x[.,2]}/2);
yl=beta[l]+beta{2]|*x[.,2] +el;
retp(yl);
endp;
{y}=observ{tm);
/* ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS (regresion en dos etapas */
proc (3)= mincuad(x1, y1);
local mebl,ri,yr,mcal s1,v;
mebI=inv(xI’x1}*x1’y1; /*estimacion de beta*/
rl=y1-x1*mcbl; /*residuos del modelo de medias™/
yr=In(r1"2),
meal=inv{x1'x1)*x1’yr; /*estimacion de teta*/
v=exp(x1*mecal);
s1={{rl./v})**r1}/(tm-2); /*suma de cuadrados de los residuos media*/
retp(mcbl,meal,s1); endp;
{mcb,mea,cme}=mincuad(x,y);
ESTIMA[M, ]=MCB{1]; ESTIMA[M,2|=MCB[2]; ESTIMA[M,3]=MCA[1];
ESTIMA[M,4=MCA[2]; ESTIMA[M,5]=cme;
M=M-+1;
ENDO;
output file=c:\gauss\mod13e3.dat on;

print estima;

Minimos cuadrades generalizados
/* METODO DE MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS*/

/******** FdkokdokokoRk Eor ook dork ook koR R Rk ***********/

library maxlik;



#inchide maxlik.ext;
maxset;
let TV=1000;
m=1;
n=>5;
ni="7;
TM=ni*n;
por 7 tratamientos®/
let beta=1.5 0.6;
let alfa=0.5 3.5;
ESTIMA=ZEROS(TV 8};
/* MATRIZ DISENG */
proc matdis(tt);
local x1,%
i=1;
x1=zcros(tt,2);
x1[.,i]=ones(tt,1);
do while i<&;

%1(3,2]=2.340.23* (3-1);

i=i+1;
endo;
retp(x1); endp;
{x1}=matdis(ni);
x=x1; j=1;
do while j<n;
x=x|x1;
J=i+1
endo;
DO WHILE M<TV{.1;

/*tamafio del vector*/
/* tamafio de muestra®/

/¥ mémero de tratamientos ¥/
/*ntimero total de observaciones: n repeticiones

J*MATRIZ DE RESULTADOS*/

/* VECTOR DE ORSERVACIONES */

proc observ(tt);
local yleel;
e=rudn(tt,i);

e1me."exp{{elfaf1] +elfa[2]*x]. 2))/2):
yl=beta[l]+beta[2]*x].,, 2 +el;

retp(yl}); endp;
{y}=ocbserv(tm);

/* ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS */
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proc (2)= mincuad(x1, y1);
local mebl,yr,meal sl,rl;

mebl=sinv(x1’x1)*x1’y1; /¥estimacién de beta®/
ri=y1-x1*mcbi; _ /*residuos del modelo de medias*/
yr=In(r1~2});
mecal=inv(x1’x1}*x1'yr; /¥estimacién de teta®/
retp(mebl,meal};

endp;

{mcb,mea}=mincuad(x,y);
/* PONDERACIONES */
proe (2)= pondera{x1,mcal,tt);
local var,wl,bponl,id;
var=exp(x*mecal);
id=eye(tt);
wl=diagrv(id,(1/var)};
bponl=inv(x'wl*x1}*(xI'wi*y);
retp(bponl,wi};
endp;
J*ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS PONDERADOS*/
difb=1; difa=1; amcp=mca; bmcp=mcb; i=1;
do until abs(difb)«<1e-05 and abs(difa)<1e-05 or i>1000;
{bpon,w1}=pondera(x,amcp,tm};
res=y-x*bpon;
yr=In(res~2);
apon=inv(x'x)*(x’yr);
difb=bmcp-bpon; difa=amcp-apon;
bmep=bpon; amcp=apon; i=i+1;
endo;
var=exp(x*apon};
eme==({res. /var)*res)/(tm-2);
estima[m,1]=bpon(l]; estimaf[m,2]=bpon|2]; estimaim,3j=apon(1};
estima[m,dj=apon(2]; estima[m,5]=cme; estima|m 6]=i;
M=M-+1;
ENDO;
outpit file=modi3cpi.dat on;

print esfima;
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Maxima Verosimilitud

/* PROGRAMA DE SIMULACION PARA ESTIMAR LOS PARAMETROS DE
UN MODELO

CON HETROSCEDASTICIDAD*/

Bibrary maxlik;

#include maxlik.ext:

maxset;

let TV=1000; /*tamafio del vector*/

m=1;

n==8; /* tamano de muestra®/

ni=7; /¥ nmero de tratamientos */

TM=ni*n; /*mimero total de observaciones : n repeticiones por

7 tratamientos*®/
let beta=1.5 G.6;
let 2lfa=0.5 3.5,
VEROSI=ZEROS(TV,5); /*MATRIZ DE RESULTADGS*/
MC=ZEROS(4,1);
/* MATRIZ DISE¥O */
proc matdis(t4);
local x1,i;
i==1;
xl=zeros(1t,2);
x1[.,1]=ones(tt,1);
do while-1<8;
x1i,2)=2.3+0.23%(i-1):
i=i4-1;
endo;
retp{xl);
endp;
{x1}=matdis(ni};
x=xl; j=i;
¢o while j<n;
x=x|x1;
I=p+l;
endo;
DO WIILE M<TV+1;
/* VECTOR DE OBSERVACIONES */
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proc observ{tt});
local y1,e.el;
e=rndn(tt,1});
el=e.*exp((alfafl]4alfal2]*x[.,2]}/2);
yi=beta[l]+betal2]*x[.,2]+el;
retp(y1);
endp;
{y}=observ(tm};
output file=mod13v8.dat on;
/* ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS (regresion en dos stapas */
proc (2}= mincuad(xl, y1};
local mebl,ri,yr,mcal, si;
mebl=inv{x1’x1}*x1’y1; /*estimacion de beta™/
ri=yl-x1*mcbl; /*residuos del modelo de medias*/
yr=In{r1"2);
meal=inv{x1'x1)*x’yr; /*estimacion de teta*/
retp{mcbl,mcal);
endp;
{meb,meca}=mincuad{x,y);
me[l,1}=mcbi{l]; meci2,1]=mcb|2};
mef3,1]=me=af1] ; me[4,1]=mcal2];
/¥ DEFINICION DE LA FUNCION DE VEROSIMILITUD */
proc normal{b,x1};
local b0,b1,10,t1,pp,fv,v;
b0=b{1]; bi=b[2}; t0=b[3}; t1=b[d];
vesexp(x* (BI3]bIA]):
pp=x[, 1*(* (b{3LI4));
Fv=((-0.5)(pp-- (- (x* (BLLIIbLZ)) ™ ((y- (e (BLLBIZ)-/¥):
retp(fv);
endp;
/* ESTTMACION POR MAXIMA VEROSIMILITUD */
vin=me;
proc {3)= maxver(x1};
local mvbl, mvb,mva, var, fmin, g,r2,s2, cov,retcode;
{mvbl,fmin,g, cov,retcode}=maxlik(x1,0,&normal,vin);
mvb=mvb1[1]))mvb1]2};
mva=mvb1{3]|mvbif4};
r2=y-x1*mvb;
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var=exp{x1*mva};
§2=((x2./var)’¥r2)/ (tm-2);
retp{mvb,mva,s2);
endp;
{mnvb,mva,CME }=maxver{x);
VEROSI[M, 1] =mvb/1}; VEROSI[M, 2i=mvb[2]; VEROSI[M,3]=M VA[1];
VEROSI[M,4]=MVA[2]: VEROSI[M,5]=CME,;
M=M+1;
ENDO;
print verosi;

Pscudoverosimilitud

/* PROGRAMA DE SIMULACION PARA ESTIMAR LOS PARAMETROS DE
UN MODELG

CON VARIANZA NO CONSTANTE

library maxlik;

#include maxtik.ext;

maxset;

let T'V==1000; [¥tamafio del vector*/

m=1;

=5, /* tamafio de muestra*/

ni=8§; /* ndmero de tratamientos */

TM=ni*n; /*mimerc total de observaciones : n repeticiones

por 7 tratamientos™/
let beta=1.5 0.5;
let alfa=0.5 3.5;
PSEUDO=ZERGS(TV,5); J¥MATRIZ DE RESULTADOS*/
/* MATRIZ DISENO */
proc matdis(tt);
jocal x1,i;
i=1;
x1=zeros(it,2);
x1l.,1}=ones(1t,1};
do while 1<8;
x1[1,2]=2.3+0.23*(1-1);
I=141,
ende;
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retp(x1);
endp;
{x1}=moatdis(ni);
x=x1; j=1;
do while j<n;
x=xjx1;
=+
endo;
DO WHILE M<TV+1;
/* VECTOR DE OBSERVACIONES */
proc observ(tt);
local yl,eel;
e=tndn(tt,1};
el=e *exp((alfall]-+alfa[2]*x[.,2]}/2);
yl=beta[l]+betal2)*x]. 2] +el;
retp(yl);
endp;
{y}=observ(tm);
output file=mod13p8.dat on;
/¥ ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS (regresién en dos etapas)
*
/ .
proc (3)= mincuad(x1, y1};
local mebl,rl,yr,mcal,sl;

" mebl=inv(x1’x1)*x1'y1l; /*estimacion de beta*/
rl=yl-x1*mcbl; /*residuos del modelo de medias*/
yr=In{r1"2);
mecal=inv{x1’x1)}*x1’yz; /*estimacion de teta*/

retp(mebl,meal rl);
endp;
{meb,mca,res }=mincuad(x,y});
/*FUNCION DE VEROSIMILITUD NORMAL PARA ALFA¥*/
proc normala(e,x1);
local v;
v=exp(x1*(a[1]a[2]));
retp((-0.5)* (x1, 1 (x1*(al1] a(2))+ res. /v) *res));
endp;
/*ESTIMACION DE ALFA POR MAXIMA VEROSIMILITUD*/

vinl=meca; /* valores inicizles*/
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proc maxvers(x1);
local mval,fmin,g,cov,retcode;
{mval fmin,g,cov retcode }=maxlik(x1,0,&normala,vinl};
retp{mval);
endp;
/¥ FUNCION DE VEROSIMILITUD NORMAL PARA BETA*/
proc normalb(b,x1);
local v;
v=exp{x*mca};
retp((-0.5)*((3-(xL* (b[L][bl2] ) *(y-Ger (b1 IBI2) /):
endp;
[FESTIMACION DE BETA POR MAXIMA VEROSIMILITUD */
vinZ=mch;
proc maxverb(x1);
Iocal mvbl,fmin,g,cov,retcode;
{mvbi,fmin g,cov,reicode}=maxiik(x1,0,&normalb,vin2);
retp{mvbl);
endp;
/* ESTIMACION POR PSEUDOVEROSIMILITUD */
/* SE ESTIMA BETA Y ALFA POR VEROSIMILITUD POR SEPARADO*/
difb=1: difa=1; ig=1;
do until abs{difb)<1e-05 and abs(difa}<1e-05 or iqg>1000;
{aq}=maxvert(x);
{bg}=maxverb(x);
res=y-x¥*beg;
difb=vin2-bq; difa=vinli-ag;
vin2=bq; mect=aq; vinl=aq; ig=ig+1:
endo;
vari=exp{x*aq);
CME={{res. /vari) *res)/{tm-2);
pseudofm,1|=bq{l]; pseudo[m,2]=bq[2]; pseudo|m,3]=aq(1];
pseudofm,4]=aq[2]; pseudo[m,5}=CME; pseudo|m,§]=iq;
M=M-+1;
ENDO:;
print pseudo;
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Quasiverosimilitud

/¥ PROGRAMA DE SIMULACION PARA ESTIMAR LOS PARAMETROS DE
UN MODELO
CON VARIANZA NO CONSTANTE */

library maxlik;

#include maxiik.ext;

maxset;

let TV=1000; /*tamafio del vector*/

m=1;

n=_8; /* tamano de muestra*/

ni="7; /* nidmero de tratamientos */

TM=ni*n; /*mimero total de observaciones : n repeticiones

por 7 tratamientos* /
DIFER=ZEROS(TV.1);
let beta=1.5 0.6;
let alfa=0.5 3.5;
QUASI=ZEROS(TV 4); /*MATRIZ DE RESULTADOS*/
id=eye(tm);
/* MATRIZ DISENO */
proc matdis(tt);
local x1,i;
i=1;
x1=zeros(tt,2);
x1[.,1]=ones(tt,1);
do while i<ni+1;
x1{i,2]=2.3+0.23* (i-1);
i=i+1;
endo;
retp(x1);
endp;
{x1}=matdis(ni);
x=x1; j=1;
do while j<n;
x=x|x1;
=i+,
endo;
DO WHILE M<TV+1;
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/* VECTOR DE OBSERVACIONES */
proc observ(tt);
local y1,e,el;
e=rndn(tt,1);
el=e. *exp((alfa[1]+alfal2]*x].,2]}/2);
y1=beta[l]+beta]2]*x[.,2)+e1;
retp(yL);
endp;
{y}=observ(tm};
output flle=mod13¢q8.dat on;
var=exp(x*alfa};
wil=diagrv(id,(1/var));
/¥ ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS */
proc {2)= mincuad({x1, v1);
local mebl, rl,yr,metl,zl,r2;
mebl=inv(x1’x1)*x1'y1; /*estimacion de beta®/
rl=yl-x1¥mcbl; /*residuos del modelo de medias*/
retp{mebl,rl);
ehdp;
{mcb,rest=mincuad(x,y);
/* PONDERACIONES */
proc pondera(x1,tt);
local bponl;
bponl=inv(x1’w1¥*x1)*(x1’w1*res);
retp(bponl);
endp;
/¥ESTIMACION POR MINIMOS CUADRADOS PONDERADOS*/
difb=1; bmep=incb; i=1;
do until abs{difb)<1e-05 or i>1000;
{bpon}=pondera{x,tm);
buasi=rach+bpon;
res=y-x*bquasi;
difb=mch-bgnasi;
mcb=bquasi;
i=i+1;
enda;
cme={(res./var) *res)/(1m-2);
quasi[im, 1]=bquasi[1]; quasi[m,?2] mbquam [2]; quasim, 3 =cme;
' quasi[m 4)=i;
M=M+1;
'ENDO;
‘print quasi;
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