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Introduccién

A pesar de existir una cantidad infinita (no numerable) de continos -espacios
métricos compactos y conexos - se conocen solo tres en ¢l plano que sean no
degenerados y homogéneos. Efectivamente hay tantos continuos en ¢l plano
como mimeros reales, pero homogéneo, s6lo podemos dibujar a una curva
cerrada simple.

Para darnos una idea, deciinos que un conjunto es homogéneo si por
todos lados se ve ignal. Por ejemplo, et conjunto de Cantor, R*, una curva
cerrada simple, el toro, ete. son conjuntos homogéneos. El intervalo cerrado
{0, 1] no es homogéneo, pues dos de sus puntos, el cero y el uno, no tienen
“vecinos” por un lado. De nuestros ejemplos anteriores sélo la curva cerrada
simple ¥ ¢l toro cumplen con las definiciones de ser continuos homogéncos.
Sin cimbargo sélo la enrva cerrada simple “uvive”en ol plano.

Hemos dicho entonces gque sélo se conocen tres coutinnos homogéneos del
plano y que uno de ellos o5 una curva cerrada simple.  Los otros dos, Ef
psendo arco y El circulo de psendo arcos ticnen la particularidad de que no
podemos dar una representacion grafica de ellos.

En 1920 Knaster v Kuratowski [18] plantearon la siguiente pregunta: Si
un continze homogéneo esta en ¢l plano entonces jes necesariamente una
curva cerrida sinple?

En el capitule uno se contesta de manera afirmativa si pedimos, adens,
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es esencialmente ol mismo gque Knaster desertbhid veintiséis afios antes por
ntétodos diferentes.

En 1954, trabajando de forma independiense, Bing v Jones descubrieron
un continue homogéneo en el plano, que no era ni la corva cerrada simple
ni el psendo arco. Cuando se dieron cuenta de que estaban trabajando en
el mismo ejemplo decidieron hacerlo conjuntamente [4}. La primera parte
do dicho articnio demuestra que el ejemplo -el cfrewdo de psewdo areos- s
homogéneo, fue demnostrado por Bing. La parte que demuestra que el eirenlo
de pseudo arcos puede encajarce en el plano, se debe a Jones.

Después de que se establece la existencia de un tercer continne homogéneo
en el plano -el circulo de pseudo arcos- queda pltanteada la pregunta:  Existiva
otro? En 1959, R. H. Bing demuestra que uno de los tres continuos gque
se conocen, uha curva cerrada simple es el inico que conticne un arco. la
demostracién de este teorema conforma el capitido cuatro, Debemos resaltar
la importancia de este hecho, pues de existir otro, segtn este resultado, no
debera contener ningin arco.

Finalmente en 1973, Charles L. Hagopian hace una generalizacion al re-
sultado de Bing, lo cual comprende el capitulo cinco del presente trabajo.
Dicha generalizacion establece que si existe otre continuo homogéneo del
plano que no sea ninguno de los tres que se conocen. no contiene un sub-
continmo hereditariomente descompenible®. Un cjenmiplo de un continuo del
plano lereditariamente descomponible gque no contiene ningin arco se puede

encontrar cn [24, Ejercicio 2.27, pag. 28}

ISeceién 5.2



Capitulo 1

Teorema de Mazurkiewicz

El objetivo principal de este capitulo es demostrar que una curva cerrada
simple ¢s ¢l itnico continmo homogénco del plano que es localmente conexo. la
demostracion no se hace sino hasta la seccion 1.4, Esta caracterizacién de una
curva cerrada simple fue la primera respuesta parcial que dio 5. Mazurkiewicz

a la pregunta que plantearon Knaster y Kuratowski.

1.1 Definiciones basicas

En esta seccion se enuncian algunas de las definiciones basicas que seran de
ntilicddad para el resto del trabajo.

Definicién 1.1. Una funcidén continua v bivectiva f, tal que f~' es con-
tinua también, la llamarcios un homeomorfismo. Se dice que los espacios
topoldgicos X v ¥ son howmcomorfos si existe un homeomorfismo [ enire

cllos.

Definicién 1.2. Diremos que un conjunto X s un condinue si X s un

espacio metrico, compacto, conexo ¥ no vacio.

Ejemplos:

(24}
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CnA+# @ Cuando A consta de un sélo punto p, decimos que p es un punto

de corle débil en X.

Definicidén 1.7. Sean X un espacio topoldgico y ¢ un subconjunto de X,
se dice que C corta a X st X \ C no es conexo. Cuando ' consta de un sélo

punto p, se dice que p es un punto de corte en X.

Cabe mencionar que si un conjunto corta a un espacio topolégico entonces

lo corta débilmente.

Figura 1.1: El conjunto {z,y} corta débilmente a X, pero no lo corta

La implicacién inversa no siempre se cumnple, por ejemplo, consideremos
a X como la cerradura de la grafica de la funcién real f(z) = sen{l/1) y, si
tomamos dos puntos diferentes = y y en “la barra limite” (ver figura 1.1} en-
tonces el conjunto {z,y} corta débilmente a X entre cualesquiera dos puntos
de X, tales que, uno esté en la barra iimite y el otro fucra, en la “vibora”,
V. Sin embargo el conjunto {z,y} no corta a X porque X \ {z,y} es conexo

pues se tiene lo siguicnte:

VcX\{nylcV=4x,
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Ademds la curva cerrada simple formada por L;U Ly, determina dos dominios

complementarios, dados por:

G,‘ Y Gj u Gk u (L‘ \ {{l, b}) .

El lema 1.11 es una consecuencia del teorema de la curva de Jordan [8],
pues son curvas cerradas simples en el plano.
Los continnos que son localmente conexos y que no contiencn ninguna

curva cerrada silnple se les llama dendritas.

Teorema 1.12. Todo subcontinuto no degencrado de una dendrita es una

dendrita (24, Corolario 10.6, pag. 167).

Teorema 1.13. (Janiszewski) Si A y B son continuos que no cortan al
plano, tales que A N B es conexo y no vacio, entonces A U B no corta al

plano {15].

Definicion 1.14. Un espacio topoldgico X es localmente conezo en un punlo

P, si toda vecindad de p contiene una vecindad conexa de p, la cual es abierta

en X.

Teorema 1.15. Si X cs un continuo en el plano, localmente conexo y que
no contiene ninguna curva cerrada simple, entonces X' no corta débilmente

al plano.

Demaostracion. Supéngase que X corta débilmente al plano, entre los puntos
xyy € R\ X. Existe un subcontinuo de X, irreducible con respecto a
la propiedad de cortar débilmente al plano entre = y y [19]. Sea C; dicho
continuo. )
Veamos que C; es descomponible, es decir, C| = C3 U C;, donde C v
C4 son subcontinuos propios de Cy. Si Cy es un arco, claramente, sc puede

poner como la unidn de dos subcontinuas propios. Asi que si C, no cs un
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decimos que A es un continuo de convergencia de X s existe una sucesion
de subcontinuos {(A,)52, de X' tal que:

lim A, = A, donde, ANA, =0 paratodane N,

=0

Nota. La convergencia en el limite de la definicién anterior es en el sentido

de [a métrica de Hausdorff [24, Definicidn 4.1, pag. 52)

Si en la definicién anterior .X es un compacto entonces los A, se pucden
elegir de tal forma que sean mutuamente ajenos [24, Ejercicio 5.23, pég. 84].
Algunos continuos no contienen continuos de convergencia, por ¢jemplo,

un arco, una curva cerrada simple, un triods simple 2, etc.

Definicién 1.18. Sea X un espacio topoldgico. Si x es un punto de X,
entonces se dice que X s conero en pequeno en z si cada vecindad de x

contiene una vecindad conexa de x.

Claramente, st un espacio es localmente conexo en un punto p entonces
es conexo en pequefio en p. Sin embargo, la implicacion inversa es falsa,
inclusive en continues. El continuo X cn la figura 1.2 es conexo en pequeiio

CIl P pero no es localtnente conexo en P

Figura 1.2: X no os localmente conexo en p

2Ver la definicién 3.4
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Teorema 1.20. Un espacic X' 05 conexo ¢n pequeno en 1, para toda z € X

si y s6lo si X cs localmente conexo.

Demostracidn. Supongamos que .\ ¢s conexo en pequeno en todos sus pun-
tos. Para demostrar que X es localmente conexo usaremos la equivalencia
del teorema 1.19, es decir, si U es un abierto de X y € es una componente
de U, bastard verificar que C es un abierto de X.

Sea 7 € C, como C es una componente de IJ, entonces = € U, ahora
para esta 1 y esta U/ existe, por hipdtesis, una vecindad conexa V' tal que:
x €V c U, Como C es la componente de I/ que tienca X, V C C. Dele

anterior se tiene que C es un abierto, pues z fue un punto arbitrario de C.

La implicacién inversa es clara. a

La nocién de conexidad en pequefio nos ayudard a dar una condicién sufi-

ciente para garantizar que un continyo contiene un continuo de convergencia.

Teorema 1.21. Sean X un continuo y N = {x € X : X no ¢5 conexo en
pequefio en x}. Sip € N entonces existe un continuo de convergencia K en

X tal que p € K € N [24, Teorema 5.12, pig. 76)].

Definicidn 1.22. Sea X un espacioc métrico. Decimos que un subconjunto
no vacio ¥ de X tienc la propiedad S si para cada ¢ > 0, existe una cantidad

finita de subconjuntos conexos A, ..., A, de ¥ tales que

Y=UA,, diim(A;) <e paratoda i=1,...,n.

i=1

Teorema 1.23. Si X es un espacio métrico que tiene la propiedad S en-
tonces, para toda ¢ > (), X es la unién de una cantidad finita de conjuntos
conexos los cuales tienen la propiedad S y sus didmetros son menores que
¢; ademds cstos conjuntos pueden escogerse abiertos o cerrados en X [24,

Teorema 8.9, pdg. 124].
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H) KaNX, #0
i) \,nX;=0

Justificacién: Sean n > kg ¥ 2, ¥ yn puntos de K, tales que didm(K,) =
d{2,, ¥}, Los puntos 7, y y. existen porque K, es un compacto. Por otra

parte, como
m
X = U Aj,
J=1

existen jp y 71 € {1,...,m} talesque z, € Xj, ¥ yn € Xj;,. Como el didmnetro
de Xj, y de X, es menor que € y d{zxn, yn) > 8¢, se tiene que Xj, # A,
de hecho ni siquiera se intersectan. Por lo tanto cada K, iuntersecta a dos
conjuntos diferentes .\;.

Como el nitmero de conjuntos X; es finito y el de K, cs infinito, entonces
hay una pareja X; y X que intersecta a por lo menos tres conjuntos del tipo

Ky, digamos K, K; y K3, cs decir, para estos conjuntos se ticne:
KenNX; £#3# KnX, €=1,2,3

Sea & > 0 tal que 88 < min {d(&, K3}, d(Iy, R3), d(K5, K)), d(X5, X)) v
R;{z) denotara la componente de Vi(z) N X que contiene a x, donde, Vy(z)

es la bola de radio § con centro en x en 2. Definimos

Re(Ki)= | ) Rs(z), i=1,2,3.
z€K;

Como, por definicién, cada K; es conexe y Rs(z) es abierto, pues s una
componente de un abierto conexo. Se tiene entonces que cada [E{X;) es un
abierto y conexo, por lo tanto Rs{K}) es arcoconexo [24, Teoremna 8.26, pag.
132].

Dada i € {1,2,3}, sea a;b; un arco en Rg(K7}, tal que aibi N X; = {a;} y
a;b; N Xy = {b}. Es decir, los extremos ay, ag, ¢3 de los arcos a;b; quedan en

la frontera de X; y by, by ¥ b3 en la de Xy; por otra parte los conjuntos X; son



Teorema de Mazurkiewics 17

contenida en X, se tiene que
DcCRA\XcC R\,

de donde, D est contenido en Ry, entonces D C Iy,
Notemos que y3 € Fr(D), pues y3 € K3 C Fr(D), pero y3 ¢ R, entonces
vs ¢ D, lo cual s una contradiccién. De manera andloga se pucde contradecir

si clegimos a y; 0 a y. Por lo tanto Fr(D) es localmente conexo. O

1.4 Demostracion del teorema

En lo que resta de este capitulo X denotard un continuo localmente conexo
y homogéneo en el plano. El siguiente teorema es ¢l principal del presente
capitulo, se debe a Mazurkiewicz y es una de las primeras respuestas par-
ciales que se le dio a la pregunta planteada por Knaster y Kuratowski en
1920 (5% un continue homogéneo esid en el plano, ;Es necesariamente la
curva cerrada simple?) De esta manera, dicho teorcma responde a la pre-
gunta afirmativamente, si nuestro contimio es ademas localmente conexo. La
demostracién serd por contradiceién, suponiendo a partir de la segunda parte

de esta seccién que, X no ¢s una curva cerrada simple.

Teorema 1.26 (S. Mazurkiewicz, 1924). Todo continuo, localinente conexo

y homogéneo en el plano es una curva cerrada simple.

La demostracion se basard en las afirmaciones siguientes.
Afirmacién 1.27. X contiene una curva cerrada simple.

Demostracidn. Sabemos que cualquier continuo tienc al menos dos puntos
que no lo cortan [24, Teorema 6.6], en particular, hay un punto p que no
corta a X, como X es un continuo localmente conexo, p no corta débilmente

a X, por el lema 1.8. Ademds X es homogéneo, entonces ninguno de sus



Teorema de Mazurkiewicz 19

un punto x € By y y € By, k # 1. Asi, tenemos un continuo localmente
conexo que corta al plano, entonces por la contrapuesta del teorema 1.15,

Fr(By) contiene una curva cerrada simple. a

Afirmacion 1.30. La frontera de cualquier dominio complementario de X

es una curva cerrada simple.

Demostracion. Por la afirmacion anterior, F7(f3;) contiene un curva cerra-
da simple. Sea C una curva cerrada simple contenida en Fr{B). De-
mostraremos que Fr(B.) =C.

Supéngase que Fr(B,)\C # @. Como C es una curva cerrada simple en
el plano, entonces C genera dos dominios complementarios [y v Dy, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad que By C D,.

Sean z| € Fr(B:)\ C, v z; € C. Construiremos tres arcos coextremales
en Fr(B;) como sigue.

Sea M, un arco que va de z; a x; contenido en Fr{(By). Ahora sca rj,
el primer punto de M, contenido en ¢ a partir de x,. Sea M, el arco que
va de ; 2 73 en M. Sea x4 un punto en C, tal que xq ¥ 3. Quisiéramos
"unir a z, € Fr{B,) \ C con 4 por medio de un arco en X sin pasar por
T3, si esto no fuera posible estariamos diciendo que 73 es un punto de corte
débil en X, que por lema 1.8, dicho punto seria de corte, lo cual no es posible
porque X es homogéneo, es decir, todos los puntos de X serian de corte, lo
qu contradice al hecho de que todo continuo contiene al menos dos puntos
que no son de corte [24, Teorema 6.6, pdg. 89] . Por lo tanto existe un arco
en X que une a ; con Iy y que no contiene a zy al cual lamaremos Af;.

Consideramos a x5 el primer punto de Ay a partir de z; contenido en C.
Sea M, el arco contenido en M; de ) a 5.

Asi, My y M, son dos subcontinuos localinente conexos de X, cuya in-
terseccién es no vacia, pues son dos arcos en X que tienen al punto x, en
comiin, en otras palabras M; U My es un continuo localmente conexo {14,

Proposicion 10.7) y, estd en el plano, entonces M, U Ay o$ arcoconexo (24,
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pero Gy N Ly = @ |, entences Ly C Ly U Ly, lo cual es una contradiccién,
pues L, solo intersecta a los otros dos arcos en sus extremos. Por lo tanto
Fr(By)\ C = @, entonces Fr(B3:) = C. ]

Para la siguiente afirmacidn necesitamos una caracterizacion de una cur-
va cerrada sitnple, la cual se cnuncia en el siguiente lema. Para cualquier

conjunto 4, denotaremos a la cardinalidad de A como |A|.

Definicién 1.31. Sean X un espacio topeldgico, n € N y p es un punto
de X. Decimos que p es de orden n en X, denotado como ord(p, X) = n,
si dado un abierto U/ de X que contiene a p, existe un abierto V tal que
peEVCUy|Fr(V) =n.

Lema 1.32. Un continue X es una curva cerrada simple si y sélo si todo

punto de X es de orden 2 en X [24, Corolario 9.6, pag. 142].

Afirmacién 1.33. Si Fr(B,)n Fr(B,) contiene un arco, donde k # £, en-

tonces X es una curva cerrada simple.

Demostracidn. Como X es homogéneo, por el lema 1.32, basta encontrar un
punto £ € X que sca de orden dos.

Tenemos, por hipétesis, que Fr(By) N Fr{B;) contiene un arco, sea N
dicho arco y tomemos dos puntos T y y en el arco V. Definimos los siguientes
arcos: IV, un arco con puntos extremos z y y tal que N, \ {x,y} C B;.
Si Fr(Bx) = §' no habria problema en tomar de esta manera a Ng, pues
B es arcoconexo, va que es un abierto conexo del plano; por otra parte,
Fr{By) ¢s una curva cerracda simple en R?, afirrmacién 1.30, entonces existe
un homeomorfismo i : R? — R? tal que A{Fr(B;)) = S', una prueba de este
hecho puede encontrarse en [6, Teorema (5D9), pdg. 153]; Definimos a Ny,
un arco con puntos extremos r y y contenido en N; finalmente Ny un arco

con puntos extremos z y y contenido en Fr(B;) \ M.
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de esta forma se tiene que:

X\N(PUPR) = X\ N,
(X \ Na) N R?
(X\MNM)N(MUNUNU B UKL UKG)
[(X\N)NNJUIX N AL N NJU X\ N NG| U
(XA M) e By U(X\ Ny NG U [(X\ N2) N K|
NUNUXNBYUKU(XNBy)
= NUN;UK,.

it

1N

Por lo tanto X\ (P, U2} € N\UN;UK,. Ahora, por la igualdad 1.1,
el complemento de X \ (P, U ) cn R? también se queda contenido en Ny U
N3 U i, entonces
X\N(RUPR)N{z}=5.

Por otra parte la unién de P, y I es un arco cuya interseccidn es el
punto z. Por lo tanto 2 es un punto de orden 2 en X, pues si U es un abierto
de X que contiene a z y 2¢ = min{d(x, z),d(z,y),d(z, Fr{U))}, entonces,
" definimos a V = V. (z) N X, de esta forma, se cumple que z € V. C U y
[Fr(V}| = 2. En virtud de la homogeneidad de X, todos los puntos son de
orden dos, por el lema 1.32, X es una curva cerrada simple.

O

Supdngase que X no es un curva cerrada simple

Recordemos que X denota un continue homogéneo localmente conexo cn el
plano. En lo que resta de la demostracién supondremos que X no s una

curva cerrada simple, para llegar asi a una contradiccién.

Afirmacién 1.34.
X\ (|J Fr(By) # 2. (1.2)

keN
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pag. 48], por lo tanto R? \ E s un abierto conexo del plano, entonces es
arcoconexo, s decir, existe un arco § de R? con extremos a; y a, tal que
SN E = @. Queremos demostrar que X\ |,y F7(By) # @. Supongames
lo contrario, es decir, X \ {J;n Fr{B:) = @, entonces

R = J(B.uFr(Bo) = Bx,

kEN kEN

pero como S estd contenido en R?, se debe tener que

S=snR =5n(|J B =JBenS).

keN keN

Observemos que se cumple lo siguiente:
(BenS)N(BNS)y=5N(BxNB)=8NE ;=9

ademads al menos hay dos conjuntos de la union que son no vacios, ¢, € B,NS
y a3 € BoN 8. Lo cual no puede ser posible porque estariamos poniendo al
continug S como la union a lo mas numerable y ajena de conjuntos cerrados,

con al menos dos de ellos no vacios {24, Teorema 5.15, pig. 80]. Por lo tanto
X\ Usen FriB) # @. O

Afirmacién 1.35. Si tomamos un punto z; en X \ (Uyen Fr(Be)) v otro
z; en X, de tal forma que 2, # 2 entonces el conjunto {z,, 2z} no corta

débilmente a X.

Demostracién. Supengamos lo contrario, es decir, el conjunto {z, 23} corta
débilmente a X entonces, por definicién, existen dos puntos z3 y z, en X\
{z1, 22} tales que para todo subcontinuo C de X que contenga a z3 y 24, se
cumplird que:

Cﬁ{zl,z@}a&@. (13)

Sabemos que un punto no puede cortar a X, pues por hipétesis, X es ho-

mogéneo, es decir, todo punto seria de corte, lo cual contradice el hecho de
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Figura 1.7:

Scan entonces dos puntos zs ¥ zg en UMV, definidos como: z4 el primer punto
de Uy contenido en V| a partir de z3 ¥ 2z el primer punto de Uy contenido
en V) a partir de z,. Ahora consideramos dos subarcos Uy v Uy en Uy v
Uy, respectivamente, con puntos extremos zy y zs para Uz y z3 ¥ 25 para
Uy, Claramente U3 y Uy estdn contenidos en X, ademds no intersectan al
conjunto {z,,2;}. Por otra parte z, £ (X N V}) < 14, entonces 25 € Uz NV,
andlogamente z5 € Uy N Vo

Observemos que z; y z2 no son elementos de V. Primero z, ¢ V5 ya
que z; no estd en Fr(B;) para ninguna k € N y, por construccién, tampoco
estd en V). Luego, z; ¢ V%, de lo contraric contradecimos la definicién de
nuestra g2 = min{e(, d(zy, Uf_, Be)}, es decir, si 2 estd en V3, tendriamos
que 2o € ViNX o bilen 2 € Fr{By,), donde By, NV) # 2, la primera no es
posible porque £, < £y, la segunda tampoco es posible porque los didmetros
de los B, son menores que £; a partir del mimero ¢. Por lo tanto 1%, es un
continuo en X \ {z], 2}

Finalmente al continuo que andamos buscando lo definimos como
C-—— (UaU VQUU4),

por todo lo anterior C asi definido es un continuo en X\ {z;, 22} que ademds
contiene a {z3, z4}, lo cual contradice la suposicion que hicimos al inicio de

esta demostracién 1.3. Por lo tanto ¢l conjunto {21, z2} no corta débilmente
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By, fueron elegidos de tal forma que intersectaran a V,. Por lo tanto = € ¥,

asi queda demostrado que Vi es compacto.

V, ES CONEXO.

Supéngase que V, no es conexo, entonces Vp, = A; U Ay, donde A, v A, son
conjuntos cerrados ajenos y no vacios. Notamos que Vi U (|, en F7{Br,)) o5
un conjunto conexo, pues V) intersecta a cada By,. Nosotros llegaremos a
que este conjunto ho es conexo, esta contradiccion surge de nuestra falsa su-

posicion de que V; no es conexo. Para esto definimos los siguientes conjuntos.

Para cada n € N, sean
Hl=ViNnB,, H*=@ si Fr(B,)C A,

Hl=@, H:=ViNB;, si Fr(B,,)C A,.

Ahora definiimos a los siguientes dos conjuntos

Li=au(JH) v L=Au(JHY.
n=1 n=1

Los conjuntos Ly y Lo asi definidos determinan una separacién para el

conjunto Vi U (|, en F7{Bx,)), es decir, cumplen los siguientes tres incisos

i) Lyu Ly = Viu{(Uuen Fr{Be,)),
l!) Lg n L'z =4 )
W) LnL,=eyLNl=a

Justificacidn finciso i). Consideremos un punto £ € L; U Ly, podemos su-
poner, sin pérdida de generalidad, que z € Ly, entonces & estd en Ay o
en H), para alguna n € N Si z € A, entonces z € Va, por lo tanto,
z € WU {Upen Fri{Br,)). Sixz € H,, entonces z € VN By, por lo tanto, = €

ViU{Unen Fr(B,)). Hemos demostrado que Ly ULy € ViU({ ) on Fr(Br.))-
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inciso ).
Justificacion (inciso i#i). Demostraremas que L, N Ly, = &, la demostracion
serd por contradiccién. Supéngase que existe @ € L; N Ly, por como estd
definido Ly, se tieneque r € Aoz € Unen H). Veamos que z se queda en
Ai, ya que si © € |J oy H,,. entonces © es un elemento de H, para alguna
1 : ; : ; .
n € N, pero H; es un conjunto abierto de ¥, U (Uen F7(B4)), entonces
Ly H) # &, de donde Ly N Ly es no vacio, pues z estd en Ly v Ly, lo cual
no ¢s posible por el inciso #1) . Por lo tanto 2 € A, .
Por otra parte como T € Ly se tiene que z estd en Az o en Unen 3. Notemos
que 1 no puede estar en Ag ya que £ esta en A, y sabemos que A2 N A, = &,
por lo tanto = es elemento de | J .y HZ. Ahora observemos que que x no
puede ser un punto limite de HZ, para ninguna n € N, va que siz € H? para

alguna n € N, entonces como

Vin By, =V, N By, = ViN(Bx, U Fr(B;.))

(Vi N By, U (Vi N Fr{B,)),

pero = no puede cstar en (V) N By ), porque V] es an subeonjunto de X,

© por lo tante x € Vi N Fr(By,), de donde 2 € Fr(B,) C Aj, es decir, z

estd en Ay lo cual es una contradiccion porque = € A;. Hemos demostrado

H2

n

que si z € {J, .y A2 entonces z no esta en ningin H2, por io tanto, z debe
ser un punto limite de [ J .y A2 Entonces existe una sucesién ()22, de

m tal que:

Jin s =z,
podemos tomar a cada z, en H2 C B;, para cada r € N. Sabemos, por
la igualdad (1.4), que los didmetros de los dominios complementarios de X

tienden a cero, entonces:
i T = es it
,,IJE., [diém (B, )] =0 entonces lim Fr(B, },
pero como Fr{Bg, ) estd cn A; para cada n € N, entonces r € Az, lo cual

no puede ser. Con lo que hemos demostrado que Ly N L, = @, Mediante un

razonamiento analogo se demuestra que L, N Ly = @.
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BBy BB}
Iy
I‘ "
Ty
Figura 1.8:

€ GiNXyz € GyNX, se ticne que:
{.’173,.7.'4} C X.\{.'I;’,IQ}.

Veamos que {1, 2,} corta débilmente a X entre los puntos 13 y 4, es decir,
cualquier continuo L de X que contenga a T3 y a 74, se tendrd que LN
{z\,7} # @. Basta probarlo para un arco, pues X es localmente conexo.
Asi, consideremos un arco £ en X con extremos T3 y T4, veremos que L

contiene a r; 0 a . Como L es un subconjunto de X, entonces
LnC=XnLnC=Ln({CnX)=LNn{z,n}#.

Por lo tanto, cualquier arco contenido en X que una a 3 con x4 intersectara
a {z,, 2}, es decir, X es cortado débilmente por {x,, x:}, lo cual contradice

a la afirmacidn 1.36. (]

Afirmacidén 1.38. Ninguna frontera de un dominio complementario de X

corta débilmente a X,

Demostracién. Sea By un dominio complementario de X. Para demostrar

que Fr{B;) no corta débilmente a X, tenemos que verificar que para cualquier
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vade z; a z3 ¥y L el subarco de L que va de 24 a 25,
L1UL2 cX v (L] ULz)nF‘r(Bk) =0.

Ordenamos los By que se intersecten a 7 con sucesiones de indices &y, ko, .. .,

y 8,8, ..., para las cuales se tiene que:

PNB, #0, Fr(B)NFr(B,)=@ vy
PNBy, #, Fr(B)NFr(B,.)# 3.

Como Fr(By)N Fr(B, ) # @, por la afirmacién 1.37, consta de un sélo
punto, sea ., dicho punto. Observamos que z,, no es un punto de P, ya que

PN FriBy) = @, por lo tanto es posible encontrar un arco By, tal que:
1) Tm & Evm,
i) (Fr(Be,)NP)C Ey C Fr(B,,) Y
i) B, 0 Fr(B) =2

Se necesita encontrar un continuo que cumpla lo descrito al inicio de esta
demostracién, para csto se define un conjunto el cual nos servird para poder

encontrar al continuo C, sea

P=(PnX)u FrBe))u (] En)

La prueba de que P es un subcontinuo de X, estd al final de esta de-
mostracion.

El conjunto P, nos ayudara a definir a € de la siguiente mancra: Notemos
primero que P| no intersecta a Fr{), pues a P la tomamos justamente de
tal forma que PNFr(B;) = ©, recordemos también que el conjunto de indices
by ka,---,estalque PN By, # @y Fr(B)nFr(By,) = @. Finalmente
por el inciso ii1), Ea N Fr(B) = @,
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m\un_ Fr(B,), entonces bastard demostrar que © € P va que
T eX.

Supongammos que £ ¢ P, entonces existe € > 0 tal que Ve(z) N P = @,
Por otra parte, como ¢ € U Fr(Bk_.), que es un compacto, entonces toda
sucesién contiene una subsucesion convergente, consideremos directamente
(z4)2, € Unz, Fr(Be,) tal que (z4) converge a z, para facilitar la notacién.
Por la igualdad {1.4) sabemos que la sucesién formada por los didmetros de
los dominios complementarios By converge a cero, entonces existe ¥ € N tal
que didm(B; } < /2 para toda n > N, por lo tanto, es posible encontrar
un By el cual este totalmente contenido en V,(x). Asi hemos llegado a que
By, N P = @, lo cual es una contradiccion, ya que los [y, fueron elegidos
de tal forma que intercectan a P. Por lo tanto z € P con lo que queda
demostrado 1.6. De esta manera z € P).

Finalmente para el inciso #i1), como {(Fr(By )N FP) C En C Fr(B,), de

forma andloga al inciso anterior se puede demostrar que:

OEm\GEmanx (1.7)

m={ m=t
de esta forma z estd en P, si z € UR_ E, por 1.7. Con lo que hemos

demostrado que P es un compacto.

Py ES CONEXO.

Para demostrar que P, es conexo, lo haremos por contradiceidn. Supon-
gamos que P = A, U Ay, donde 4; y A, son abiertos, ajenos y no vacios.

Recordemos que:

P = (PNX)u UFTB::,.)U(UE
= xniPu(UFr(Bkn))U(U En)l

Es conveniente poner a P; de esta forina, ya que para llegar a una contra-

diccion usaremos la parte que estd entre paréntesis cuadrados, que claramente
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tal que z estd en el dominio complementario B,. Consideremos dos casos:
Fr(B,}n Fr(By) es igual o diferente del vacio, si es el primer caso, tenemos
que r = k, y de esta manera, € PN B, de donde, z € H! o z € H?
lo que nos lleva a que £ € N o = € Na. Ahora si se da ¢l segunde caso,
tendriamos r = f, entonces x € PN By, de donde, z € L}, 0 z € L%, por
lo tanto, # € N, 0 £ € M. Resta ver qué pasa cuando x estd en Fr(By,)
o en E,,, como estos dos conjuntos estin contenidos en X, entonces z € X
para cualquiera de los dos casos, asi que z € P, = A, U Ay, entonces = € N,
o x € Ny, con lo que hemos demostrado una contencidn.

Ahora sea ¥ € N, U N, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que T estd en Ny, entonces T € A;,z € H!, para algunan € Nox € L,
para alguna m € N. Claramente, para el caso en que ¥ esté cn Ay, sc tiene
que £ € P|; para los otros dos casos basta ver que = esté en P, ya que P
estd contenido en P U (U2, Fr{Bk,)) U (U, Em). Si T € H), entonces
% € PN By, andlogamente si = € L}, entonces z € PN By,,- Por lo tanto

en cualquier caso tenemos que

IE PU(G Fr(B,)) U(G E,).
n=1 m=1

Justificacion (2). Supdngase que existe £ € Ny N Ny, entonces r estd en
AU Uy B U(Unz, L) v en AU (URZ, H2) U (UG-, L7, se tienen los

siguientes nueve casos:
1) € A NA;
W re ANH o z€ AAnH)
) re A NLE o Ted,nL),
w) € H'NH? o z€ LinL}

vyre HINL? o xeLlNH?
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No M HL, entonces r ¢ N, N Ny lo cual contradice la afirmacién anterior.
Obsérvese que para el caso en que T estuviera en L), se demuestra de manera
andloga al caso anterior mediante un cambio de indices. Por lo tanto a z sélo
le queda estar en A,

Por otra parte, como z € N3, entonces x € AU, HAHU(UZ, E,),
pero x no puede estar en A, porque entonces z estaria en A, N A, o cual
no es posible, por definicién de A, y Az, son una separacion para Pl, por lo
tanto sélo quedan dos posibilidades: © € U ; HZ o bien, T € U

Vamos a suponer el primer caso, es decir, £ € Un:l 2, luego observamos
que 2 no puede ser punto limite de ningiin HZ, para ninguna n € N, ya que
si £ € H?, para alguna n € N, entonces como H2 = PNB,, = PNB;, =
PN (B, UFr(By)) = (PN B, )V (PN Fr(B,)), se tiene que z ¢ PN B,
pues £ € Ay y A; es un subconjunto de X, por lo tanto z € PN Fr(By, ),
de donde, x € Fr(B,,) C A, es decir, z € A; lo cual es una contradiccién
porque £ € 4,. Hemos demostrado que, si z € W, entonces T no cstd

en ningtin H2; de esta manera = debe se un punto limite de U 2, que es

un compacto, entonces toda sucesion contiene una subsucesién convergente,

consideremos directamenet a (z,)%2; de { i, H? tal que:
i =
rlrrgo =,

para facilitar la notacién. Podemos tomar a cada z, en H? C By, para
cada r € N, pero sabemos, por la igualdad {1.4), que los didmetros de los

dominios complementarios de X tienden a cero, entonces:
rll)r{.lc [dmm‘(Bkn,)] =0 entonces rll,Tg Fr(By, ) = {z}

pero como Fr{By ) estd en Ay para cada n € N, entonces z € A,, lo cual no
puede ser. Con lo que se demostré que N, NN, = @, Para el caso N, N Ny,
la demostracién es andloga. Por lo tanto P no es conexo, lo cual ¢s una

contradiceion.
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a X, Por owra parte A{Fr{3;)) es una curva cerrada simple gque no corta
a1 - N B N o0 . - -
débilmente a X v contiene a un punto de X \ (L2, Fr(B,)} lo cnal con-
tradice a la afirmacion 1.39. La contradiccion surge por haber supuesto gue
X no es una curva cerrada stinple. Por lo tanto lo es. con o que gneda
demostrado que lo eurva cerrada simple es el dinieo confinue homeogineo del

plano que es localmente conexo.



Capitulo 2

Teorema de F. Burton Jones

En su tesis doctoral, E. E. Moise demostré que existe un continuo en el
plano que es homeomorfo a cada uno de sus subcontinuos {21]. Posterior-
mente, Bing demostré que este continuo es homogéneo [1}. Ambos resultados
contradicen un resultado que publicé G. Choquet [5], que dice, un continue
homogéneo del plano debe ser una curva cerrada gimple.

Choquet supuso en su prueba la hipotesis de que el continuo es aposindético.
El objetivo de este capitulo sera demostrar el teorema de Choquet, agregandole
la hipdtesis de ser aposindético. De esta manera, una curva cerrada simple
del plane quedard caracterizada de tal forma que ¢s el dinico continuo ho-

mogéneo del planc que es aposindético. Este resultado se debe a F. Burton

Jones.

2.1 Preliminares para el teorema de Jones

En esta seccion se definen dos conceptos, que un espacio sea semilocalmente
conexo (definicién 2.1) y el ser aposindético (definicién 2.2), posteriormente

se demuestra que ambas definiciones son equivalentes.

Definicién 2.1. Diremos que un espacio X es semilocalmente conezo en p,

45
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Supongamos ahora que X es semilocalmente conexo y sean z y y € X
dos puntos diferentes, queremos mostrar que existe un subcontinuo A de X
tal que = € int{A} pero y ¢ A.

Como X es un espacio métrico, existen abiertos ajenos, U y Uy, de X tales
que T € U, y y € U,. Ademis por hipétesis, X es semilocalmente conexo,
asi que existe un abierto Y, que cumple: y € V, C U, y ademds X'\ V ticne
una cantidad finita de componentes. Sean Gy, ..., G, las componentes .de
X\ V,, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que x € G, v, por como
se definié a V,, se tiene que z € int(X \ V) y por otra parte, los conjuntos
G; son compactos y mutuamente ajenos, entonces d{(G;, G;) > 0, para toda
i3 §; sea

1 = 5 mingg; {d(G:,Gy)}
observemos que g, > 0, asi que existe € > 0 tal que V,(z) C int(X \ V) con
£ <€

Notemos que V,{z)} C (1. En caso contrario se tendria que V()N G; #
@, para alguna j # 1, sea pues z € V {x) N G;, entonces ¢ > d(z,z} >
d(G,,G;) 2 €1, lo cual implica que € > ;. Pero esto es una contradiccion,

entonces V;(z} C G,. Por lo tanto G; &5 un continuo que satisface que

remntx(G)CG CX\{y}.

2.2 Demostracion del Teorema

En esta seccién demostraremos que un continuo homogéneo del plano que es
aposindético debe ser una curva cerrada simple, La demostracidn de este teo-
rema estd basada en la prueba que dio G. Choquet, quien supuso la hipétesis
de ser aposindético, es decir, el resultado originalmente se enuncié como: St

un continuo homogéneo estd en el plano, debe ser una curva cerrada simple.
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Justificacion. Nétese que la imagen de la frontera de algiin dominio com-
plementario bajo h, estd contenida en la frontera de X, es decir, hA(J;) C
Frpa(X). Si esto no pasara existirfan, un punto p € ~(J;) \ Frg:(X) y un
abierto U de R? tal que p € U/ C X pero por el tcorema de la invarian-
cia del dominio en R? |11, Corolario 18.9, pag 110] tendriamos que h~*(U/)
es un abierto de R?, que cumple con que h~Y(p) € h~(U) C X, de donde
A Y{p) ¢ Ji. Lo que cs una contradiccidn, por lo tanto, h{J;) C Frg:(X).
Como b es un homeomorfismo, h(.J;) también es una curva cerrada simple,
por el teorema de la curva de Jordan, h(J;) genera dos dominios complemen-
tarios que dividen al plano en dos regiones, H y K, de donde R? \ h(.J;} =
HUK. Por hip6tesis tenemos que, X\ J; es conexo. La conexidad se preserva
bajo homeomorfismos, entonces A(X \ J;}) = X \ h(J;) es conexo, y por otra
parte, X\ h{J;) est4 contenido en RZ\ h(.J;}, entonces X\ h(J;), estd contenido
en H oen K; podemos suponer, sin pérdida de generalidad que X\h(J;) C H,
y entonces K N X = @. Recordemos que K es un dominio complementario,
cuya frontera estd contenida en X, entonces existe un elemento D de G tal
que K C D, pero si un dominio complementario estd contenido en otro, las
" fronteras preservan la contencién, es decir, Fr{K) C Fr(D). Para ver esto,
sca z € Fr{K) entonces por la definicién de frontera, cualquier abierto V'

que contenga a z, cumple que
VNK#£o vy VA(RP\K)#o.

Como K estd contenida en D, se tiecne que: VND £ @y VnNnX # 3,
lo cual implica que V N (R? \ D) # @, entonces z € Fr(D), por lo tanto
Fr(K) C Fr(D).

Como la frontera de K es una curva cerrada simple y ademas estd con-
tenida en la frontera de D, que también es una curva cerrada simple, es
decir, una curva cerrada simple estd contenida en otra, eso pasa solo si son
iguales, entonces Fr(D) = Fr(K). Por lo tanto, K = D lo que implica que
la frontera de i es un Ji para alguna & € N. Con lo que queda demostrada
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X\ {a,b} no es conexo.

Sabernos que cualquier continuo conticne un punto que no lo corta {24,
Teorema 6.6, pig. 89, como X es homogéneo, ninglin punto de X lo corta.
Observemnos que, enr micstro caso a cs un punto de separacién local’, ya que
X\ {b} es conexo y X\ {e,b} no lo es. Nuevamente por la homogeneidad
de X, todo punto de X es de separacién local. Pero en un continuo, todos
los puntos, salvo nna cantidad numerable deben ser de scparacidn local [29,
Teorema 9.1, pag. 61], lo cual contradice nuestra suposiciéon de que X no
contiene ningin punto de orden dos.

Asl, en los dos casos se llega a una contradiccion por haber supucsto que
X no contiene ningin punto de orden dos, entonces contiene al menos uno,
por ser X homogéneo, todos sus puntos son de orden dos, por el lema 1.32

X es una curva cerrada simple, O

1Sean X un continno y p € X. Se dice que z ¢s un punlo de separacion local de X si

existe un abierto U de X tal que .V \ {p} no es conexo.



Capitulo 3
Teorema de Herman J. Cohen

En el capitulo 1 demostramos que la curva cerrada simple es el dnico con-
tinuo homogéneo de! plano que es localmente conexo, este resultado se debe
a Mazurkiewicz. En este capitulo veremos que el resultado de Mazurkiewicz
arroja des caracterizaciones mais de la curva cerrada simple. La primera
serd demostrar que si un continuo homogéneo del plano contiene una curva
cerrada simple, entonces debe ser una curva cerrada simple. La segunda serd
demostrar que una curva cerrada simple es el dnico continuo homogéneo del

plano que es arcoconexo.

3.1 Preliminares

Definicién 3.1. Decimos que un conjunto es Gy, si es la interseccién de una

cantidad a lo mas numerable de conjuntos abiertos.

Er la definicién 1.18 se definen los espacios que son conezos en pequerio,
en ¢l siguiente lema se retoma este concepto.

Lema 3.2. Si X es un espacio métrico completo' tal que no es conexo cn

1 X es completo si toda sucesién de Cauchy converge en X.

53
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los V, se tiene que si p € (12, V., entonces p € G, por lo tanto, G es
conexo en pequeno en p, lo cual contradice la forma en que estd definido G.
La contradiecién surge por haber negado la existencia de U, por lo tanto X

contiene un conjunto abierto con una cantidad no numerable de componentes.
d

Comentario 3.3. Si al lema anterior le cambidramos la hipétesis de conexo
en pequefo por la de conexidad local, el resultado no seria cierto en gene-
ral, ya que Grace dio un ejemplo de un espacio que no es localmente conexo
en ninguno de sus puntos, el cual no contiene un conjunto abierto con una

cantidad no numerable de componentes {10].

Definicién 3.4. Decimos que un continuo X es un iriodo, si existe un sub-
continuo Z de X tal que X\ Z es la unidn de tres conjuntes no vacios de X,
separados dos a dos. Diremos que X es un triodo simple si Z es un punto de
X y los tres conjuntos son arcos. Si un espacio no contiene ningin triodo se

dice que es etriddico
Lema 3.5. Todo continuo homogéneo del plano no tiene triodos simples.

Demostracion. Sea X un continuo homogéneo del plano. 5i X es locaimente
conexo, por el teorema de Mazurkiewicz 1.26, X es una curva cerrada simple
y no contiene triodos simples. Si X' no es localmente conexo, entonces no es
conexo en pequeno, por el teorema 1.20. De esta forma, por el lema 3.2, X
contiene un conjunto abierto U con un nimero no numerable de componentes
ajenas. Si X tuviera un triodo simple, como X es homogéneo tendriamos un
triodo simple en cada una de las componentes de U. Pero esto no es posible
va que ¢l plano no contiene una cantidad no numerable de triodos simples
ajenos dos a dos [23, Teorema 84, pag. 222]. Por lo tanto X ¢s atriddico. O

Lema 3.6. Dada una coleccidn de curvas cerradas simples ajenas {J,}aca
en el plano, donde A ¢s un conjunto no numerable de indices, existen tres de

ellas, digamos Jy,, Jop, ¥ Jas, tales que J,, separa a J, y Jo, en el plano.




Teorema de Herman J. Colien 57

Veamos que ¢l inciso ¢) no se puede dar. Sean J,, los elementos de la

familia {J,}aea que intersectan a Fr(D), entonces

Fr(D)C | Jas »
BeB
notemos que los J,, son ajenos también. Por lo tanto, por el lema 3.6, existen
tres curvas cerradas simples, digamos .I,,Bl , J"ﬂz ¥ Jt,,,J tales que Jﬂsi, separa
adag ¥ Jag, en el plano. Sean U y V los dominios complementarios de Ja,,,

podemos suponer, sin pérdida de generalidad que Jasl cClUy .}“53 C V. Por

otra parte
DCR\XCR\ Jo,, =UUV.

Supongamos que D C U, entonces Ei"!.)’,:.l,3 = @, lo cual es una contradiecion,
pues los J,, se eligieron de tal forma que intersectan a Fr(D). Por lo tanto
Fr(D} C J,, para alguna o € A.

Demostraremos que Fr(D) = J,. Sean G y G2 los dominios comple-
mentarios de J,, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que DcG,.
Demostraremos que D = G, y asi tendremos que Fr(D) = Fr{G,) = Ja.
‘ Supongamos que D es un subconjunto propio y no vacio ¢n el conexo Gy,
entonces Frg, (D) # @, y asi Frg, (D) N J, # @. Por otro lado

Frg (D) C Fr(D)YC Ja,

de esta manera, Frg, (D) C J, lo cual es una contradiccién, pues D es un
subconjunto propio de G,. Por lo tanto Fr(D} = J,. Asi tenemos el inciso
i1}

Sea J la curva cerrada simple de {J,}aea l2 cual coincide con Fr{D).
Resta demostrar que J no corta a X. Vamos a suponer lo contrario, cs
decir, que X'\ J no es conexo, entonces X \ J = AU B, donde A y I son
dos conjuntos abiertos ajenos de X. Como J es una curva cerrada simple,
tiene dos dominios complementarios G; ¥ Ga. Sabemos que uno de ellos es

acotado y el otro no lo es; podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
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Esta unién debe ser ajena, ya que dos curvas cerradas simples en X no
se pueden intersectar, pues formarian un triodo simple lo cual contradiria
al lema 3.5. Por otra parte, dicha unién de curvas cerrada simples debe ser
no numerable, pues si no, estariamos poniendo al continuo X como la unidn
numerable de cerrados y esto no es posible por [24, Teorema 5.16, pig. 80].

Por lo tanto

X=1J- (3.2)

a€A
Asi, estas curvas cerradas simples cumplen las hipétesis del lema 3.6, entonces
existe una curva cerrada simple J,,, en {J,}aea que corta a X y, nuevamente
como X es homogéneo, entonces todas las curvas {J,} cortan a X. Esto
contradice al lema 3.7, pues en este lema se asegura que X contiene una que
no lo corta. Asi la contradiccién surge de haber supuesto que X no es una

curva cerrada simple, por lo tanto lo es. 0

Teorema 3.9 (Herman J. Cohen, 1948). Si X es un continuo homogéneo

y arcoconexo en el plano, entonces X es una curva cerrada simple.

" Demostracidn. La demostracion la haremos por contradiccion. Supdngase
que X no es una curva cerrada simple, por el teorema 3.8, X no contiene
ninguna curva cerrada simple. Por hipdtesis X es arcoconexo, entonces
cualquier par de puntos pueden ser unidos por un arco que se queda to-
talmente contenido en X, este arco es dnico, ya que si hubiese otro arco en
X con los mismos extremos se formaria una curva cerrada simple lo cual
contradiria nuestra suposicién.

Sean z un punto de X y eb un arco que contiene a z, el cual lo denotaremos

por azb, definimos a los siguientes conjuntos:
My ={yeX\azb: yzDaz} y My={yeX\axb: yrDdbz}. (3.3)

Veamos primero que M; y M, son conjuntos no vacios. Sea gy € X\ axb
y consideramos el arco zyy, come X no contiene triodos simples, se tiene que
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Anteriormente se justificd que X es la unién de A, M, y el arco azb y,

por las igualdades {(3.4) tenemos que:
o o
(Up,-a: \ aa:) u (Uq,-:n\b:c)
l;] - =]
(0p) 0 ()
f=1 i=1

Estamos poniendo al continuo X como la unién numerable de conjuntos
cerrados 3.5. Por el teorema de la categoria de Baire |9, Teorema 10.3, pig.
250] uno de estos arcos debe contener un subeonjunto abierto de X. De esta
forma si U/ es dicho abierto, X tendria que ser localmente conexo en cada
punto de U, ¥ en virtud de la homogeneidad, X es localmente conexo. Por

el teorema de Mazurkiewicz, teorema 1.26, X deberia ser una curva cerrada

X

simple, lo cual contradice nuestra suposicidn. O



Capitulo 4

Teorema de R. H. Bing

Este capitulo aborda una de las caracterizaciones mas importantes para una
curva cerrada simple, pues se demostrard que una curva cerrada simple es el
inico centinuo homogéneo del plano que contiene un arco.

Teorema 4.1 (R. H. Bing, 1959). Una curva cerrada simple es el inico

continuo homogéneo del plano que contiene un arco.

Para demostrar este teorema haremos una lista de propiedades que posee
cualquier continuo homogéneo en el plano, el cual conticne un arco y no
es una curva cerrada simple; asi llegaremos a que dicho continuo no puede

existir.

4.1 Propiedades basicas

En todo el capitulo X denotard un continuo homogéneo en el plano que

contiene un arco pero no es una curva cerrada simple.

Propiedad 4.2. X no es localmente conexo.

Demostracidn. En el capitulo 1 se demostro que el tinico continuo homogéneo

localmente conero del plano es la curva cerrada simple, por lo tanto si X fuera

63
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Demostracion. Por el teorema 3.8 sabemos que todo continuo homogéneo en
el plano que contiene una curva cerrada simple, es una curva cerrada simple,
por lo tanto, si X tuviera una curva cerrada simple X seria una y estamos

bajo la suposicién de que X no es una curva cerrada simple. 0

4.2 Arcocomponentes

En esta seccion demostraremos que la cerradura de cualquier arcocompo-
nente de X es un conjunto homogéneo y para esto empezaremos con algunas

definictones.

Definicién 4.7. Diremos que un subconjunto A de X es una arcocomponente
si es maximal Zcon respecto a la propiedad de que para cualquier par de

puntos  y y de A se tiene que = y y estdn en un arco contenido en A.

Es conveniente trabajar sélo con ciertas partes de las arcocomponentes.

Estas partes se les llama rayos y de definen como sigue.

Definicién 4.8. Sean A una arcocomponente de X y x y y dos puntos
diferentes de A, La unién de todos los arcos en X que tienen a x como punto

extremo y que contengan a y, le llamaremos un rayo que empieze en z.

Cabe notar que estos rayos difieren de un rayo ordinario del plano, en el
sentido que los rayos aqui definidos ne son cerrados ni “derechos™® necesa-
riamente. Observemos que, por la propiedad 4.6, si dos puntos se pueden
conectar por un arco en X, entonces dicho arco es nico.

Propiedad 4.9. Todo rayo en X es la unién numerable de arcos.

2I0 de maximal se refiere a que si existiera otro subconjunto C con la misma propiedad

y AC C, entonces C = A
3 Aqui, derechos, tradizcalo como un segmento recto en el plano
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Demostracion. Sean A una arcocomponente de X y p un punto de A. Como
A estd contenido en X y ademds X ¢s homogéneo, tenemos que p estd en un
arco abierto * de X, es decir, p € ab\ {a,b}. Como X no tienc triodos simples
{propiedad 4.5), hay un rayo R, que tiene a p como punto inicial y que pasa
por a, es decir, R; es la union de todos los arcos de X que tienen & p como
punto inicial y que contienen a a y, lo que se afirma es que todos estos arcos
se quedan contenidos en A pues A es una arcocomponente, Andlogamente
hay un rayo Ry que tiene a p como punto inicial y que pasa por b.

Ahora resta verificar que los rayos R, v R, satisfacen lo descrito en los
incisos i), i) y #it).

Para el inciso 1}, los rayos R, y H; estdn contenidos en A, por lo tanto
sélo hay que justificar que si £ € A, se tiene que T € F; U Hy. Esto pasa
pues basta con fijarse en el arco pz, entonces si a 0 b estdn en pr entonces
pz estd en R, 0 en R,. Si ni a ni b estan en pz entonces px estd contenido
en pa o en pb, ya que de otra forma se tendria un triodo. Por lo tanto R; y
R, cumplen ).

Para el inciso i1}, si R) y R; se intersectaran en otro punto distinto de p se
formaria una curva cerrada simple, pero eso no es posible por la propiedad 4.6.
Por lo tanto se tiene el inciso #1).

El {iZ) se cumple por como se construyen R, y Rs. O

Propiedad 4.11. X tiene una cantidad no numerable de arcocomponentes.

Demostracion. Si X tuviera sélo una cantidad numerable de arcocompo-
nentes, se seguiria de las propiedades 4.9 y 4.10 que X seria la unién nu-
merable de arcos, ya que la propiedad 4.10 dice que cada arcocomponente
es la unién de dos rayos y la propiedad 4.9 dice que cada rayo es la unién

4Diremos que A es un arce aebierto Si no contiene a sus extremos
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Figura 4.1: ¢d y ef cstdn en lados opuestos a ab

si para toda £ > () existen, un nimerc natural N tal que para toda k > N
existe un homeomorfismo kg : A, — Ay tal que d(x, h(x)) < &, para toda

A los homeomorfismos que son como el de la definicién anterior se les
sucle llamar e-homeomorfismos, ya que mueven a los puntos del dominio en

MEenos que g.

Definicién 4.14. Sean ab, cd y ef arcos como en la definicién 4.12 y (A4,)2,
una sucesién de arcos que converge de manera homeomorfa a ab. Diremos
que (An)22, converye de manera homeomorfa por el lado cd a ab, si ningin

arco de (A,)5%, intersecta a ab y si todos excepto quizds una cantidad finita

intersecian a cd, es decir:
i) A,Naeb=@ paratodanec N y

#) AgNed # @ a partir de clerta k € N

Definicidn 4.15. Se dice que dos sucesiones de arcos (4,)2%, ¥ (B,)52,
convergen de manera homeomorfe en lados opuestos al arco ab, si (A,)3,

converge por el lado ed y (B,)52, porel lado ef.

Teorema 4.16. Toda coleccién no numerable W de arcos en el plano mu-

tuamente excluyentes tiene una subcoleccidn numerable W, tal que cada
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existe una cantidad no numerable de arcocomponentes, por lo tante, existe
una cantidad no numerable de homeomorfismos {h, }eca, donde el dominio
para cada ft, es abU R tal que si a # 8, entonces ha(ab) v ha{ab) estin en

arcocomponentes distintas. Para cada o € A, sea
An = ho(ab),

la familia { Ay }qeq cumple las hipétesis del teorema 4.16, entonces existen un
arco Ag y dos sucesiones de arcos (Aq,) ¥ {Azans1) de { A }aea que convergen
de manera homeomorfa en lados opuestos a Ag.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Ay = ab. Demos-
traremos que alguno de los arcos Ag, 0 Ay, corta débilmente® a R entre un
punto de Ay y otre en alguno de los arcos Ay 0 Agkia-

Como las sucesiones {As,) v (A2n41) convergen de manera homeomorfa
en lados opuestos a Ag, podemos suponer que, para cada n € N, A, estd
arriba de Ag y que Ag,., estd abajo de Ay, ademds para toda £ > 0, existe
N € N tal que para toda & > N existe un e-homeomorfisimo hqyp @ Ay —
Ap andlogamente existe fiapy @ Ageyr = Ap. Pensaremos en los arcos de
la forma Ay, se justifica de manera andloga para los A ,,. Para alguna
k> N Axn R #£ 2, ademéis como los Agy convergen a Ay, Ay N Ay = 3,
entonces existe q € Agkﬂ(ﬁ\Ao). De esta manerasi £, > k, el arco Ay, corta
débilmente a R entre p y ¢, es decir el arco pg intersecta a Ay, formando un
triodo, lo cual no es posible por la propiedad 4.5. La contradiccidn surge por
haber supuesto que todo rayo que tiene a p como punto inicial no se queda

contenido en K. O

Propiedad 4.18. Si TR, esla cerradura de un rayo de X, entonces R, contiene
un continue K que es irreducible respecto a la propiedad de ser la cerradura

de un rayo.

3Ver definicién 1.6
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Demostracién. Como p € X, entonces p estd en una arcocomponente A de
X y, por la propiedad 4.10, A = R, U R,, donde R, y R; son dos rayos
que tienen a p como punto inicial y, ademds es en ¢l tinico punto en que se
intersectan,

Al rayo R; le aplicamos la propiedad 4.18, entonces se tiene que: IR
contiene un continuo K’ el cual s irreducible con respecto a la propiedad de

ser la cerradura de un rayo.

Sea g € R, como X es homogéneo, existe un homeomorfismo h: X = X
tal que A(g}) = p, entonces A(R'}) es un rayo contenido en A; y p es un
elemento de A{R'). Ademis R es irreducible con respecto a la propiedad
de ser la cerradura de un rayo, por lo tanto, h(R') lo es también. Hacemos

R = h{R'}, entonces R asi definido satisface los requerimientos, O

Propiedad 4.20. Los rayos y las arcocomponentes de X que los contienen
tienen la misma cerradura, es decir, si A es una arcocomponente de X y R

es un rayo de A, entonces R = A.

Demostracién. Sean A una arcocomponente de X y R un rayo en A. Sabemos
por hipdtesis que R C A v, queremos demostrar que R = A. Claramente
R C A, asi que resta demostrar la otra contencién.

Supéngase que no se tiene la otra contencién, entonces existe p € A\ R,
por la observacién 4.19, podemos encontrar un rayo i’ que tenga a p como
punto inicial ¥ gue ' sea irreducible con respecto a ser la cerradura de un
rayo. Entonces Y no contiene a R, s decir, se tiene que R\ R' # 2.

Sea entonces un punto g en R\ R, andlogamente al caso anterior, podemos
encontrar un rayo R" que empiece en g y tal que R* sea irreducible con
respecto a ser la cerradura de un rayo.

Mostraremos que
RNR'=» (4.1)

para ¢sto veamos primero que R no estd contenido en R” y que R’ no estd
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Demostracién. Supongase que A; y Ay son dos arcocomponentes de X tales
que la interscecion de sus cerraduras es no vacia, scan p € A; N A, v Ay la
arcocomponente que contiene a p.

Afirmacién: A, C A, y A, C A,

Sabemos que Ay es la unién de dos rayos ) y P (propiedad 4.10), en-
tonces tenemos que A, = Py U Py, Como p € A, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad que p € P;. Entonces por la propiedad 4.17 existe
10 rayo R que tiene a p como punto inicial y que se queda contenido en Py,
de esta manera R estd contenido en A,. Ahora como 4, ¢s la unién de dos
rayos f; y Ry que tienen a p como su punto inicial, lo que pasa para I? pasa
para Ry y Ry. Por lo tanto 4, C A4, analogamente A, C A,.

Ahora consideremos un punto x € A, por la observacidn 4.19, existe un
rayo R, que tienc a T como su punto inicial v R, es irreducible con respecto
de ser la cerradura de un rave. Entonces R, es un rayo de A,, entonces
por la propiedad 4.20, R, = A,. Por otra parte 4, C A, y R es irreducible
respecto de ser la cerradura de un rayo, lo cual implica que, como By C A, se
tiene que By = R,. Por otra parte By = A, (propiedad 4.20) y R, = A,. Por

tanto A; = Xp. Analogamente se demucstra que A, = Ap, asi A=4, O

Propiedad 4.22. La cerradura de cada arcocomponente de X es un conjunto

homogéneo.

Demostracidn. Sea A una arcocomponente de X, queremos verificar que A
es homogéneo, Demostraremos que sip € Ay ¢ € A\ A, existe un homeo-
morfismo b : A — A tal que Alp) = q.

Como X es homogéneo, existe un homeomorfismo hy : X — X tal que
ho{p) = gq. Por otra parte, las arcocomponentes se preservan bajo homeo-
morfisios, ademds la cerradura de A y la de A(A) se intersectan, entonces
por la propiedad 4.21, se tiene que A = A{A) = h{A).

Restara ver que existe un homeomorfismo h : X — X para el caso ¢n
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Ahora, por la igualdad (4.2) sc tienc que A s denso en X' v, como X'
es homagéneo, esto pasa para cualquier arcocomponente de X'. Por fo tanto

las arcocomponentes de X’ son densas en X. [

En el resto del capitulo, X! denotard un continuo homogéneo en el plano,

cuyas arcocomponentes son densas v no conticne curvas cerradas simples.

Propiedad 4.24. 5i C es un subcontinuo no degenerado de X' que no es un
arco entonces C intersecta a una cantidad no numerable de arcocomponentes

de X'

Demaostracion. Cabe notar que, por la propiedad 4.11, X' tiene una cantidad
no numerable de arcocomponentes.
Para el caso C = X’ se tiene que C intersecta a una cantidad no numerable
de arcocomponentes, asi supondremos que C es un subcontinuo propio de X'
Sean p un punto de X'\ €' v A’ la arcocomponente de X' que contiene a p.
Obsérvese que todo rayo de X' es denso en X', ya que si i ¢s un rayo
de A’ entonces la cerradura de R y la de A’ son iguales, (propiedad 4.20) es

decir:
R=A=X".

Sabemos que las arcocomponentes son la union de dos rayos, asi A’ es la
union de dos rayos R y Ry que tiene a p como su punto inicial y, ademds,
es en p en ¢l Gnico punto en que se intersectan. Podemos elegir una sucesion
de puntos py, p_1, p2, P2, - - . » de puntos en A', tomando los puntos de indice

negativo en 2 y los de indice positive en [ tal que:
A= U Pibit1, {4.3)
i€Z\{0}
donde los arcos p;p;41 no se intersectan, salvo en sus puntos extremos, en-

Lonces

A'NnC={ U Pipi1) NC = U (Pipis NC),
i€z\{0} ieZ\0)
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Propiedad 4.27. Todo subcontinuo propio v no degenerado de X' es un

Arco.

Demosiracion. Supéngase que C es un subcontinuo no degenerado de X' y
que € no es un arco. Por 1a propicdad 4.24, sabemos que C intersecta a una
cantidad no numerable de arcocompaonentes, entonces podemos elegir un arco
en cada arcocomponente para asi formar una coleccidn no numerable de arcos
cn el plano {B,}, tal que C N B, # @ para toda e; podemos pedir que los
extremos de los arcos B, no estén en C, pues los rayos son densos en X'.
Por el teorema 4.16, la coleccion { B, } contiene un arco B y dos sucesiones
By, By,...,y By, By, ..., queconvergen de manera hoteomeorfa a B por lados
opuestos. Ademds el continuo €' intersecta a todos los arcos, asf que € no
intersecta a los extremos de B de csta forma podemos aplicar ¢l teorema 4.25,
el cual dice que si b : M — R? es un encaje, donde M = CUBUB,UByU- - -,
entonces las sucesiones h{B,), h(Ba), ..., y h(B2), h{B.), ..., convergen de
manera homeomorfa a h{B) en lados opuestos. De esta manera notamos que
si b esta en ¢! arco abierto I3, entonces R(#) es un punto no accesible desde
R? \ A(B), lo cual es una contradiccion ya que X’ es homogéneo y hay puntos
de X’ que si son accesibles. La coutradiccién surge de suponer que € no es

un arco, por lo tanto lo es. 0

Definicion 4.28. Diremos que un continuo X es indescomponible si no cs

la union de dos subcontinuos propios de L.

Propiedad 4.29. X' es indescomponible.

Demostracion. 5i X' fuese la union de dos subcontinuos propios, éstos de-
berian ser arcos {propiedad 4.27). Es decir X' = A, U A, donde A, y Ao
son arcos, consideramos un punto en € A; tal que ord(z, X') = 2 y, como
X' es homogéneo entonces todos sus puntos son de orden dos. Asi por el

lema 1.32, X' es una curva cerrada simple, pero estamos bajo la suposicién

TR TESIS N6 BESE
SAuN BE LA BHLIGTECK
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Como, ninguna componente de X'y (V; U V) intersecta a xy v a X'\
UL, Di al mismo tiempo, entonces X'\ (V, U V) esta contenido en dos

conjuntos abiertos ajenos A y 3 {23, Teorema 38, pag. 21], tales que
gy C Ay X'\UDl-C B.
i=1

El eslabén i-ésimo de la cadena {Uy,...,U,} lo definimos haciendo U; =
Din{A UV, U VL), restard verificar que se cumple la contencidn (4.4).

Pero notemos que X' = (AU B) U (V| UV,) v si intersectamos a X' en
ambos lados de la igualdad, tenemos que X' = (X'NA)U(X'N[BUVUV,]),

entonces
X'n [L__JU.-] = X'n [FT(L_JU;) U (UU.—)]
[(X'nA)u'n {BL] uv))n

(U v (o)

(UU.-) UliuV,, dedonde,
i=1

XnrFr(uL, ) ¢ Vyuv,clul,.

1N

por lo tanto queda demostrada la contencion (4.4). 0

Definicidn 4.33. Sean a b, a3bs, . .., una sucesién de arcos que convergen
a zy (no necesariamente de manera homeomorfa). Llamaremos a ésta una
suceston de arcos doblados que converge a ry, si la sucesidn de puntos ex-

tremos ag, by, ag, ba, ..., converge a .

El siguiente teorema cs clave en este capitulo, pues éste afirma que en
caso e existir sucesiones de arcos doblados en X, éstas no convergen a un
arco. Esto ayudara a encontrar una contradiccion y asi concluir la prueba

del teorema 4.1,
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Tomamos otro punto g en xy entre py y, demostraremos que g es accesible
desde /. Sea
) 1
& = min {d(r,p), d{z,p), 5 d{a, 1)}

para esta € > 0, por la propiedad 4.35, existe § > 0 {podemos suponer § < ¢}
tal que si ab cs un arco en X' con d{a, b) < 4, entonces didm {ab) < £ o bien
ab es e-denso en X',

Sea T ={Dy,...,D,} una §-cadena tal que cubre al arco zy, x € Dy y
¥ € Dy, que cumpla con las condiciones de la propiedad 4.32, esto es:

n
X’nFr(UD.-) cD,uD,.

i=1
Denotemos a la unién de los eslabones de D por D*. Si ¢ no fuera un
punto accesible desde U/ existiria un punto s € X'ND", el cual se queda abajo
de g. Sea ab un arco de X' ND* que contiene a s tal que ab estd abajo de xy
y de tal forma que sus extremos estan en un mismo eslabén Dy o I, de D,
@ no puede estar en el eslabdn 1), pues ab atravesaria al arco pr negando asi
que p cs accesible y, por otra parte, § < ¢ y cada eslabén D; tiene didmetro
menor que 6, entonces d(e,b) < 4 y los extremos de ab estdn en el eslabon
D,. Por otra parte ab no es e-denso en X', ya que el punto z dista en mds de
e de ab y tampoco ab es tal que didm (ab}) < £, pucs (1/2)d{q,y) > . Por lo
tanto, el suponer que ¢ no es accesible, contradice la propiedad 4.35, ya que
encontramos un areo ab con d{a,b) < § ¥ no se cumple que eb sea e-denso ni

tampoco que didm (ab) < e, entonces ¢ es accesible desde IJ. O

En la siguiente propiedad concluye la demostracion del teorema 4.1 afir-
mando que el continuo X' construide en la igualdad (4.2) contiene una suce-
sidn de arcos doblados que convergen a un arco lo cual contradice al teore-

ma 4.34.
Necesitaremos del siguiente teorema, para el cual damos la siguiente

definicion.
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es. Entonces existe una sucesién {k,, } de elementos de {hy }aca que converge

a un elemento kg, de {hs faca. Definimos

hg = ho, o b7},

claramente la sucesidn {h) converge a la identidad. Si z,,z,,..., estd en
diferentes composante de X, entonces fia, {21 ), hay (Z2), . . ., estdn en diferentes
composantes también, las cuales son h;'(p), h;'(p), .., lo que demuestra el
teorema. - O

Propiedad 4.40. El continuo X' contiene una sucesidn de arcos doblados

que convergen a un arco.

Demostracidn. Sea agag un arco en X' el cual es accesible desde una com-
ponente de R? \ X’. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que arco
agag es horizontal en el plano, sean a;, as, a3, a4, a5 puntos en agag Lales que

d(a;,ain) =1, (1=0,1,...,5).

podemos suponer ademds que agag es accesible desde R? \ X' por abajo®,

Afirmacidn 1: Existe un nlimero positivo £, tal que abajo de agag no hay
puntos de X' que estén a distancia menor que £,.

Justificacidn: El razonamiento es similar al que se hizo para encontrar el
€ de la propiedad 4.36.

Sea p € aga; un punto accesible desde R?\ X' por abajo, existe r € R®\ X'
tal que el arco pr estd contenido en R? \ X' excepto p, es decir, (pr \ {p}) C
K2 \ X' ¥ el arco pr sélo intersecta a agas en p. Por la propiedad 4.36
podemos tomar un punto g en pag accesible desde el mismo lado que p y,
definimos a un nimero positivo &' = min {d(r, p), d{a,, p), 1/2d(g,a¢)}, por

8El “abajo” quiere decir que como el arco agas estd en el plano y es horizontal, hay que

considerar la parte que estd abajo de agag
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de D forman un abierto entonces, como los arcos son cerrados, el conjunto
(U, D; \ aaas N X'} s un abierto en X' y las arcocomponentes son densas
en X', lo que implica que existe un punto p en AN{D;\ a,a5). Por lo tanto
P queda aproximadamente arriba de a3 ya que el didmetro de los eslabones
es a lo mds 9 < 1/2, a3 y p estdn en el mismo eslabdén D; y, por nuestra
afirmacidn 1, abajo de a,a5 no hay puntos que disten en menos que €,; por
otra parte, como p y as estan en la misma arcocomponente A, hay un arco
@ de A que contiene a gz y a p, como a; es accesible por abajo desde R2\ X'
entonces, por la propiedad 4.36, p es accesible desde R? \ X'. Notemos que o
no puede tener sus extremos en un mismo eslabdn de D, pues seria un arco
cubierto por D, lo cual implicaria que didm(a) < &2, por lo tanto « pasa por
arriba de ag y ag. Ahora, por un razonamiento andlogo al de la afirmacidn 1
podemos encontrar un ndmero positivo, tal que no hay puntos de X’ abajo
de o formando as{ toda una “bandita”debajo del arco @. En esta bandita
tomamos un arco rs (poligonal si fuese necesario) y, por lo tanto, rs satisface

por construccion lo requerido, con lo que hemos demostrado ia afirmacién 2.

Sea K la 2-celda acotada por ayas,a,7, 75, y ass, claramente K contiene
puntos de X', entonces sea z € X' N K.

Afirmacidn 3: Sea z € X' N intg:(K) un punto arriba de a3. Si U es
la componente de X’ N intgz(K) que contiene a x entonces U es un arco
irreducible entre los arcos e;r y ass.

Justificacion: Claramente la cerradura de una componente es un subcon-
tinuo, entonces U es un arco, pues los subcontinuos propios y no degenerados
de X’ son arcos. Resta demostrar que I es irreducible entre los arcos a)r
y a5s. Si no fuera irreducible entonces U seria un arco que entra y sale del
disco K por el mismo lado a7 0 a8, supdngase que es por ar, entonces
la interseccién de U con a;r contiene al menos dos puntos a y b, es decir,
ab es un arco que es cubierto por D y con sus dos extremos en un mismo
eslabén D), ademds, como z estd arriba de a3 y d(a;,a; + 1) = 1, entonces
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Como A’ es denso en X', existe un arco zy en A'NK que corta débilmente®
a K entre aa y h(aa), ademds zy es irreducible entre a;r y ass (afirmacidn 3).
La razén por la que el arco zy corta débilmente a K se debe a que a3 y
h(a;) estan en diferentes arcocomponentes, asi cualquier continuo en K que
contenga a a; y h(e;) deberd intersectar a y. Considerando puntos un poco
arriba de ay, vemos que el arco Ty tiene la siguiente propiedad.

Propiedad espacial de separacién. El arco xy corta débilmente a K entre
dos puntos de K N{X"\ A') tal que uno de estos estd arriba de a3 y el segundo
es la imagen del primero bajo k.

Sea £,x9%3 - - - Tap €l arco en A’ tal que 173 = Ty, Ton—1T2n = Q1G5 ¥
I1Ta, T3L4, - - - ; Tan—1 %2y 500 las cerraduras de las componentes que se forman
al intersectar T,%9%3 - - - L2n ¢On el interior de K, que son arcos irreducibles
entre a;r y ass. Por lo anterior, x,z, tiene la propledad especial de separacién
pero el arco Ty,_ 179, no la tiene.

Por otra parte, demostraremos que si el arco xs;_1x4; tiene la propiedad
especial de separacion, entonces el arco s, 1%2+2 12 tiene tammbién, de es-
ta manera estariamos construyendo una contradiccién pues sabemos que no
todos los arcos tienen la propiedad. La contradiccién surge como una con-
secuencia de haber supuesto que X' no contiene ninguna sucesidn de arcos
doblados los cuales convergen a un arco.

Para probar lo anterior tomamos dos puntos p y A(p) en K N(X'\ A’) tal
que p estd exactamente arriba de a3. Supdngase que el arco zg_ Xy corta
débilmente a K entre p y h(p) en K, veremos que el arco gy Toips cOTta
débilmente a K entre los puntos g y A{g) de K N{X'\ A). Por conveniencia
SUPONCIOS qUE FyiyT2i42 €5td abajo de zy_ 1Ty ¥ que A(p) estd arriba de
Zoi—1 T2 (Para el caso opuesto a este se hace con un argumento similar).

La demostracién la dividimos en dos casos.

Caso 1: Los puntos Zy; ¥ T9;41, estdn en el mismo lado {figura 4.2.)

9Definicién 1.6
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i) didm (pq) > €3
#i) pg no es g;-denso en X', pues d(pg, a) > &3

lo cual contradice la definicién de £4. Por lo tanto ¢ debe estar abajo del arco

tu y, ademas tenemos que pedir que
d(q, Tr_1T2) > €4,

de lo contrario d(p,q} < €4 y el arco pg tendria las caracteristicas de los
incisos 1}, i) y #it).

Ahora veremos que Tp;yTy42 corta débilmente a g y h{g) en K. Observe-
mos que ¢ estd “arriba”de zg;,1%0i42. Consideramos la curva cerrada simple
J determinada por la unién de un segt;lento vertical que pasa por a4 y un
arco de Toi_1ZFoi19 Que CONtENga a TaiToipy. Si un punto se mueve de p a g,
entonces su imagen bajo h no intersecta a J. De aqui que A{q) cstd arriba
de xp_1T2 0 estd abajo de z2;4 T2, pero no puede estar arriba porque
d{q, T2i—1T2) > £4 ¥ h es un £3-homeomorfismo, por lo tanto h{g) estd abajo
de Ty;41%9: 42, €5 decir, Toiy1T0:it2 tiene la propiedad especial de separacidn.
Asi termina el caso 1.

Caso 2: Los puntos zy; y Ty estan en diferentes lados.

Suponemos que los puntos Zzi, # ¥ T2 estdn en el mismo lado, digamos
en, ass. Definimos a vw y a ¢ como en el caso 1; por hipotesis Ty Ty tiene
la propiedad especial de separacion, demostraremos que Zg;;Z2;49 también
tiene la propiedad.

Al definir a vw y a ¢ como en el caso 1, tenemos dos posibilidades: v
queda abajo de Ty (Taiye 0 arriba de Taiy 390
Si v queda abajo, termina la demostracién porque g estaria abajo de z9;4 %242
y h(g) arriba.

Si v estd arriba de To;yToi49, quedaria v entre los puntos Ty ¥y Ty, en-

tonces g estaria entre los arcos Ty 1Toips ¥ Taip1T2is2, ¥ (g} quedaria arriba
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homogéneo del plano que contenga un arco ¥ que no sea una curva cerrada
stmple. Asi, hemos demostrado que una curva cerrada simple es el \inico

contimio homogéneo del plano que contiene un arco.



Capitulo 5

Teorema de Charles L.

Hagopian

5.1 Introducciéon

La curva cerrada simple, el pseudo arco y el circulo de pseudo arcos [4] son
los tinicos continuos no degenerados homogéneos del plano que se conocen.
;Existird un cuarto continuo homogéneo del plano? De acuerdo al capitulo
anterior, si existiera otro continuo homogéneo del plano, no deberia con-
tener ningilin arco, es decir, la curva cerrada simple es el iinico continuo
homogéneo del plano que contiene un arco. En este capitulo se hace una
generalizacién a este resultado. Asi, dicha generalizacién dird que cualquier
continuo homogéneo del plano que contenga un subcontinuo hereditariamente
descomponible es una curva cerrada simple. Un ejemplo de un continuo del
plano hereditariamente descomponible que no contiene ningtin arco se puede

encontrar en [24, Ejercico 2.27, pag. 28}.
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argumento similar al lema 3.6, existen tres de ellos, digamos hy,, (F}, he, (F)
¥ ho,(F) tales que h,,(F) separa a ho(F) y & ho,(F) en el plano. Sean
T € hoy(F) Y y € hy (F). Sea e >0 tal que

(Be(y) N X) N (hay (F) U ha(F)) = 2.

Como las composantes de X son densas [23, Teorema 135, pag. 58], existe
un subcontinuo propio A de X tal quez € Ay AN (B:(y)) # @. Como
ho,(F) separa a ha {F) y 8 fi,(F), se tiene que AN h,,(F) # @ lo cual no
es posible, pues estan en diferentes composantes. La contradiccién surge por

haber supuesto que X no es hereditariamente unicoherente, por lo tanto lo
€s. o

El siguiente lema nos dice que en un continuo homogéneo podemos definir

un e-homeomorfismos del continuo en si mismo.

Lema 5.3 (E. G. Effros). Sea X un continuo homogéneo, dadoz > 0y
T € X, existe un subconjunto abierto W de X, tal que z € W y W tiene la
siguiente propiedad:

Para cada par de puntos y y z € W, existe un homeomorfismo h: X — X
tal que h(z) =y y d(v, h(v)) < €, para toda v € X. [12, Lema 4]

5.3 Principales resultados

En esta seccién necesitaremos de un concepto que introdujo E. S. Thomas (28],

un continuo del tipo A’

Definicién 5.4. Sea X un espacio topoldgico. Una particion D de X se dice
que es una descomposicidn semicontinue superiormente si para cada D € D
y cada abierto U de X, con D C U, existe un abierto V de X, con D C V,
talquesi A€ Dy ANV # O, entonces A C U.
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El objetivo de este capitulo es demostrar que todo continuo homogéneo
del plano y que contenga un subcontimio descomponible es una curva cerrada

simple. Para demostrar esto, el siguiente teorema es fundamental.

Teorema 5.8. 5i X es un continuo homogénco del plano e indescomponible y
si A es un subcontinuo descomponible de X, entonces A contiene un continuo

homogéneo indescomponible.

Demastracién. Sea A un subcontinuo descomponible de X, existen dos sub-
continuos propios B y ' de A tales que A = B U €. Demostraremos que A
contiene un continuo homogéneo indescomponible.

Sean b y ¢ puntos de B\ C y C \ B respectivamente. Como A es un
continuo no degenerado, existe un subcontinuo de A que es irreducible entre
los puntos b y ¢ [24, Ejercicio 4.35, pdg. 68]. Sea E dicho subcontinuo de
A que es irreducible entre los puntos & y ¢. Demostraremos primero que E
es un continuo del tipo A’, para esto, por el lema 5.7, bastard demostrar la
siguiente afirmacidén:

Afirmacién. Los subcontinuos de £ con interior no vacio, son descomponibles.

Justificacion. Serd por contradiccion, supongamos que E tiene un subcon-
tinuo I con interior no vacio relativo a F y que es indescomponible. Co-
mo intg(l) # @, tomamos un abierto @ de E en 1. Por otra parte E =
(EnB)u(EnC), el continuo X es hereditariamente unicoherente, £ N B
y EnNC son conexos, entonces I estd contenido en EN B o ENC pues
I es indescomponible. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que
ITCENB.

Sea F' la componente de E\ () que contiene a ¢, por ¢l teorema de los
golpes en la frontera {24, Teorema 5.4, pdg. 73 |, sabemos que F N Fr(Q)
€5 no vacio, entonces I N I es no vacio también, por lo tanto F 1 es un
continuo y los continuos estan en una sola composante, de esta manera hemos

justificado que F intersecta a una sola composante de [.
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esto 1iltimo por [24, Corolario 5.5, p. 74). Por lo taato,
IURUR,URy CIUFU f(FYug(F)
entonces
(TURURURI\I = (RININFYU(R\INJF)U(Rs\INg(F)).

Asi hemos demostrado que T contiene un triodo, de donde X contiene un
triodo, lo cual contradice al lema 5.2. Por lo tanto, los subcontinuos con

interior no vacfo de E, son descomponibles.
De esta manera, por el lema 5.7, E es del tipo A’. Sea entonces D la
descomposicién admisible minimal para E dada por el lema 5.6, recordemos

que D cumple, por definicibn, con:
1. D es una descomposicién semicentinua superiormente
2. Los elementos de D son conjuntos conexos
3. El espacio cociente E/D es homeomorfo al intervalo [0, 1]
4. El interior refativo a F de los elementos de D es vacio

Consideramos a 7 : £ — E/D la funcién cociente, por inciso 3, podemos
suponer que 7 vade E al [0,1]. Notamos que debe existir un nimero s € (0, 1)
para el cual 771{s) es un conjunto no degenerado. Si #7!(s) tuviera un sélo
punto, para toda s € {0, 1), entonces F contendria un arco, lo cual implicaria,
por teorema 4.1, que X es la curva cerrada simple, que es un descomponible
y esto contradice a la hipdtesis. Por lo tanto existe s € (0,1} para el cual
7~1(s) es un conjunte no degenerado. Defirimos a

Y =7"}s).

Queremos demostrar que el subcontinuo descomponible A de X contiene un
continuo homogéneo € indescomponible El conjunte ¥ que hemos definido

nos servird para concluir la demostracién.
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que contienen a h;{(m~' (7)) y hi{(x~'(t)) respectivamente. Notemos que
RUT Cc ([0, d] U [e, 1]} U bs (=7 ([0, r} U {2, 1])) .

Entonces el conjunto h;(w ~*(r)) corta a h;( E) entre hy(m=1([0,7))) y fs(Y) [28,
Teorema 5, pdg.10], de igual manera el conjunto A;(m~'{t)) corta a h;(E) en-
tre h(m'([£,1))) vy hi(Y).

Asi el conjunto RUT no intersecta a ningiin elemento de H, de donde,
h:(Y') contiene un subconjunto abierto no vacio de h;{ E}, lo cual contradice
al hecho que A;(Y) sea un elemento de {f{n~'(u)) : 0 < u < 1}, la descom-
posicién admisible minima para £;{E). Por lo tanto h;(Y) es un subconjunto
de Y.

Usando un argumento andlogo, uno puede demostrar que si ¥ no estd
contenido en h;(Y') entonces el interior relativo a E de Y es diferente del
vacio, lo que contradice el hecho que Y sea un elemento de D, por lo tanto,
hi{Y) contiene a Y. Consecuentemente cada h; manda a Y en si mismo, es
decir, i;(Y) =Y.

De nuestra afirmacién podemos deducir que la composicién de los homeo-
morfismos hy, .. ., h, restringida a ¥ es un homeomorfismo de Y en si mismo
que manda a p en g. De aqui que ¥ es homogéneo.

Por el lema 5.2 X es hereditariamente unicoherente, ¥ s un continuo
del plano, homogéneo y unicoherente, entonces es indescomponible por [16,
Teorema, 2|. O

Corolario 5.9. Si X es un continuo del plano, homogéneo e indescompoible,
entonces ningin subcontinuo de X es hereditariamente descomponible.

Antes de probar el teorema principal de este capitulo enunciaremos el
Teorema de Descomposicion Aposindética de Jones, el cual sera ttil para la
demostracién de dicho resultado.

Teorema 5.10 {Descomposicién Aposindética, Jones). Sea X un con-
tinuo homogéneo descomponible y no aposindéticoy L{z) = {z€ X : X no
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Se stgue del corolario 5.9 que H no estd contenido en ningtin elemento de
S. Sin embargo, st la interseccion de H con al menos dos elementos § fuera
diferente del vacio entonces H contendria un elemento de G [16, Teorema 1],
lo cual contradiria lo que estamos suponiendo de H, que es hereditariameute

descomponible. Por lo tanto X es una curva cerrada simple. o



Conclusiones

Como ya hemos dicho en la introduccidn, en el presente trabajo se persiguen
las respuestas que se le dieron a la pregunta planteada por Knaster y Ku-
ratowski: Si un continuo homogéneo estd en el plano, ;es necesariamente
la curva cerrada simple? Cabe mencionar también que después de que se
contesta de manera negativa, pues se encontré otro continuo homogéneo del
plano -el pseudo arco- La pregunta tomé un rumbo un poce diferente, al en-
contrar un tercer continuo homogéneo del plano -el circulo de pseudo arcos-
se quiere saber si existira otro.

Al tratar de responder esto surgen resultados que dejan caracterizada a
una curva cerrada simple por medio de la teoria de los continuos y a la vez
se restringe mucho la existencia de otro continuo homogéneo del plano, seria
el cuarto. En efecto, digamos que X denota un continuc homogéneo del
plano, si X fuese tal que no es una curva cerrada simple, el pseudo arco ni el
circulo de pseudo arcos entonces X no deberda cumplir con ninguna de

las siguientes propiedades:
1. X es localmente conexo
2. X es conexo en pequefio en algin punto
3. X es aposindético

4. X es arco conexo
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