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Introducción 

A pesar de existir ulla cantidad infinita (no Ilumerable) (h~ continuos -espacios 

métricos compactos y conexos - se conocen sólo t.res en el plano que sean !lO 

degenerados y homogéneos. Efed.ivamf'utc hay t.antos continuos ell d plauo 

corno nlÍmeros reales, pero hOIllogéneo, sólo podemos dibujar a ulla curva 

cerrada simple. 

Para darnos una idca, decimos que UI1 conjunto ('S hOlllog(meo si por 

todos lados se ve igual. Por pjcmplo, el conjunto df' Cant.or, IR", ulla curva 

cerrada simple, el t.oro, ct.c. son conjuntos homogéneos. El intervalo r.errado 

10,1] no es homogéneo, pues dos de sus puntos, d cero y el 11110, no tienen 

"vecinos" por un lado. I)f' IIIH'!:;t.roS ejmnplos antcrion's sólo la curva cerrada 

simplf' y el toro cumplen con las definiciones de s(~r continuos homogéneos. 

Sin (~lIlbarg() sólo la (~ur\'a cf'lTada simple "ville"en el plano. 

H(~IIIt)s dicho ent.onces <¡ut' sólo Sf~ <,0110('<'11 tn's cOIlt.inuos homogéneos del 

plano .Y que IlllO d(~ ellos es una curva ccrrada silllpk. Los otros dos, El 

p8elldn aren y El cín:lllo de pseudo (lT'CO,~ tienen la part.icularidad de que no 

podemos dar una n~prcsentaci611 gráfica de ellos. 

En 1920 Knastcr y l\llrat.owski [18] plant.<~aron la siguient.e pregunl.a: Si 

UIl continuo hOlllogónco esf.~ en el plano cnWnn's ¡,es I]{~c('sarialllellf.e una 

("urva cerrada silllpl(''! 

En el eapít,1l1o uno se cont.esta de manera afirmat.iva si p('dirnos, ad{~Ill¡ís. 



J 1It.rod IIn:jún 

PS cseuciaIIlH'llt(' 1'1 lIIiSIlUJ que h~IIiL<;tN dPStTil>iú \'t'illlist"is aúos Clnl.t'S I)(J!" 

lIIr'uJdos (lifen'll1,('s. 

En 1954, t.rabajalldo de forllla illd('I)('lIdi(~Ilf,(', Billg Y .hHH'S des('ubrieron 

un cont.inuo homogóneo en pI plano, qU(~ !lO pra ni la ¡-1I1'\'(1 n'ITada simple' 

ni el pseudo arco. Cuando se dieron cuenta de quc t'stahan trahajando en 

el mismo ejemplo dccidieron hacerlo conjllut.amentp [-1J. La primera parl/' 

de dicho artículo dClIlIlcstra qlle el (~j(!lIIplo -el ánulo d(~ p.'i{!udo mOJ8- ('S 

homogéneo, fll(~ demost.rado por Bing. La part,e que dl'llulCstra que el círculo 

de pseudo arcos puede ellcajarce en el plano, r-;c debe a .Iones. 

Después de que se cstablece la existencia de UII tercer cont.inuo h()m(lg(~n('o 

en el plano -el círculo de pseudo arcos- queda planteada l<l pregunt.a: ¿.Existid 

otro? En 1959. H. H. Bing demuestra que lino de los t.l'es cont.inuos qlU' 

se conocen, una curva cerrada simple es el úllieo <¡111' COIlt.j¡~II(' un arco. la 

demostración de pste t.eorema conforma el capítulo cual ro. Dehemos resalt.ar 

la import.ancia dp este hecho, ¡me:.; de existir ot.ro, s('gún {~ste rpslIltado, no 

deberá cOlltener ningúlI' árco. 

Finalment.e en 1975, Charles L. Hagopiall hac(~ una generalización al n~­

sultado de Bing, lo cual comprende el capílulo cinco dd pn'Sentp t.rabajo. 

Dicha gelwralización (~st.ahlccc que si existt' ot.ro cOIlt.inllO homogéneo del 

plano que no sea ningullo de los I,res quP. SI' COIlOC('Il. IlO ('olltiene un sub­

continuo heredif.ar1.allumlc dcscompooibkl. UII (~jeTllpltl dI! UII cont.inuo (!PI 

plano heredit.arianH'lIt.e dcscomponihlc que !lO COIIt.icnl' ningl'lli arco se puede 

encontrar en [24. Ejercicio 2.27, pág. 281. 

JSec:r:ión 5.2 



Capítulo 1 

Teorema de Mazurkiewicz 

El ohjetivo principal de ('su! capítulo es demostrar (111(' IIlIa curva cerrada 

simple es el único continuo hOIIlOg(~IlCO del plano que es localmente conexo. la 

demostración no se hace sino hasta la sección lA. Esta <:aract(~rización de una 

curva cerrada simple fue la prilllera respuest.a parcial quc dio S. Maz.urkiewicz 

a la pregunta que planl.f~aroll Knll.stcr y h:lIratowski. 

1.1 Definiciones básicas 

En ('sta sección se eIluncian alguna .... de las definiciones básicas que s('r<in de 

utilidad para el resto del t.rahajo. 

Definición 1.1. Ulla [lIudón continua y biyectiva f. tal qll{! /-1 (~S c.on­

tiuua t.ambién, la lIamarelllos 1111 Iwmeomorfi..c;11lo. Se dice que los espacios 

t.opol<')gicos X .Y Y SOIl h01flP.01fl01!O,<¡ si existe 1111 hOllwolllorfismo J cntre 

('lIos. 

Definición 1.2. Diremos que 1111 conjunto X es HIl coutirmo si X es 1111 

('spacio métrico, compi-\cto, ('onexo .V 110 vacío. 

Ejemplos: 

5 
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e n A 1- 0. Cuando A consta de un sólo punto p, decirnos que p es un punto 

de corte débil en X. 

Definici6n 1.7. Sean X un espacio topológico y e un subconjunto de X, 

se dice que e corta a X si X \ e no es conexo. Cuando e consta de I1n sólo 

punto p, se dice que p es un punto de corte en X. 

Cabe mencionar que si un conjunto corta él un espacio topolúgico entonces 

lo corta débilmente . 

• 

Figura 1.1: El conjunto {:r,y} corta débilmente a X, pero no lo corta 

La implicación inversa no siempre se cumple, por ejemplo, consideremos 

a X como la cerradura de la gráfica de la función real f(x) = sen(l/x) y, si 

tomamos dos puntos diferentes.T- y Y en "la barra límite" (ver figura 1.1) en­

t.onces el conjunto {x, y} corta débilmente a X entre cualesquiera dos puntos 

de X, tales que, uno esté en la barra límite y el otro fuera, en la "víbora", 

V. Sin embargo el conjunto {x, y} no corta a X porque X \ {:z:, y} es conexo 

pues se tiene lo siguiente: 

VCX\{_c,y}cV=X, 
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Además la curva cerrada simple formada por LjULk, determina dos dominios 

complementarios, dados por: 

G; y r.jUC,U(L.\{a,b)). 

El lema 1.11 es una consecuencia del teorema de la curva de Jordan 18], 
pues ROn curva...'i cerradas simples en el plano. 

Los continuos que son localmente conexos y que no contienen ninguna 

curva cerrada simple se les llama dendritas. 

Teorema 1.12. Todo subcolltinuo no degenerado de una dendrita es ulla 

dendrita [24, Corolario 10.6, pág. 1671. 

Teorema 1.13. (Janiszewski) Si A Y B son continuos que no cortan al 

plano, tales que A n B es conexo y no vacío, entonces A U B no corta al 

plano [151. 

Definición 1.14. Un espacio topológico X es localmente conexo en un punto 

p, si toda vecindad de p contiene una vecindad conexa de p, la cual es abierta 

en X. 

Teorema 1.15. Si X es un continuo en el plano, localmente conexo y que 

no contiene ninguna curva cerrada simple, entonces X no corta débilmente 

al plano. 

Demostración. Supóngase que X corta débilmente al plano, entre los puntos 

:r: y y E lR? \ X. Existe un suhcontinuo dc X, irreducihle con respecto a 

la propiedad de cortar débilmente al plano cnt.re x y y [19]. Sea el dicho 

continuo. 

Veamos que el es descomponible, es decir, el = e2 U e3 , donde e'l y 
C:¡ son subcontinuos propios de CI' Si el es 1111 arco, claramente, se puede 

poner como la unión de dos subcontinuos propios. Así que si el no es UII 
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decimos que A es UII continuo de crmvcr.qcncia de X si existe una sucesión 

de subcontinuos (AfI)~=1 de X tal que: 

Iím Ar¡. = A, doude, A n An = el para toda 1/. E N. 
11--+00 

Nota. La convergencia en el límite de la definición ant.erior es C!!l el sentido 

de la métrica de Hausdorff [24, Definición 4.1, pág. 52) 

Si en la definición anterior X es un compacto entollces los An se pueden 

elegir de tal forma que sean mutuament.e ajenos [24, Ejercicio 5.23, pág. 84]. 

Algunos continuos no cont.ienen continuos de convergencia, por (!jemplo, 

un arco, una curva cerrada simple, un triodo simple 2, ct.c. 

Definición 1.18. Sea X un espacio topológico. Si:r. es un punto de X, 

entonces se dice que X es conexo en pequeño en x si cada vecindad de x 

cont.iene una vecindad concxa de x. 

Claramente, si un espacio es localmente concxo en un punt.o p entonces 

es conexo en pequeño en p. Sin embargo, la implicación inversa es falsa, 

inclusive en continuos. El continuo X en la figura 1.2 es conexo en pequeiio 

en p pero no es localment.e conexo en p. 

x 

Figura 1.2: X no es localmente conexo cm ]J 

:.! Ver la definición 3.4 
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Teorema 1.20. Un espacio X es conexo eIl peqlleño en x, para toda x E X 

si y sólo si X c!' localmente conexo. 

Demo,'.tración. Supongamos que X es conexo en pequeño en todo!' sus pun­

t.os. Para demostrar que X es localmente conexo usaremos la equivalencia 

del teorema 1.19, es decir, si U es un abierto de X y C es una componente 

de U, ba.<.¡f.ará verificar que e e!' un abierto de X. 

Sea x E e, como e ('A<¡ una componente de U, entonces x E U, ahora 

para esta x y esta U existe, por hipótesis, una vecindad conexa V tal que; 

:1: E V e U. Como e es la component.e de U que tiene a X, V e C. De lo 

anterior se tiene que C es un abierto, pues x fU(~ un punto arbitrario de C. 

La implicación inversa es clara. o 

La noción de conexidad en pequeño nos ayudará a dar una condición sufi­

ciente para garantizar que un contiJ.lJIO contiene un continuo de convergencia. 

Teorema 1.21. Sean X un continuo y N = {x E X: X no es conexo en 

pequeño en x}. Si p E N entonces existe un continuo de convergencia K en 

X tal que l' E K e N 124, Teorema 5.12, pág. 761· 

Definición 1.22. Sea X un espacio métrico. Decimos que un subconjunto 

no vacío }.- de X tiene la propiedad S si para cada f > 0, existe una cantidad 

finita de subconjuntos conexos Al,'" ,An de Y tales que 

" 
diám (A¡) < E para toda i = 1, ... , n. 

Teorema 1.23. Si X es un r.spacio métrico que tiene la propiedad S en­

tonces, para toda f > 0, X es la unión de una cantidad finita de conjuntos 

conexos los cuales tienen la propiedad S y sus diámetros son menores que 

cj además estos conjuntos pueden escogerse abiertos o cerrados en X [24, 

Teorema 8.9, pág. 124]. 
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iii) Xi nXi = 0 

Jtl..'ilijicación: Sean n > ko Y Xn Y Yn puntos de Kn tales que diám(J{II) = 

d(:J:n, Yn). Los puntos x" y Un existen porque [(n cs un compacto. Por otra 

parte, como 
m 

x; UXj , 

j=1 

existen jo y JI E {1, ... , m} tales que x n E Xio y Yn E X jl . Como el ditÍmetro 

de X io y de Xii es menor que E y d(xn, Yn) > 8E, se tiene que X jo i Xjl , 

de hecho ni siquiera se intersectau. Por lo tanto cada /(n intcrsecta a dos 

conjuntos diferentes Xi' 

Como el número de conjuntos X¡ es finito y el de /(" es infinito, entonces 

hay una pareja X j y Xk que intersecta a por lo menos tres conjuntos del tipo 

f{n, digamos K I , K z Y K 3 , es decir, para estos conjuntos se t.i(!Ile: 

Sea 6 > O tal que 86 < mÍn (d(K" K,), d(l(2, K3), d(f{3, l\¡), d(Xi, Xj )} y 

R,¡(x) denotará la componente de \J;s(x) n X que contiene a x, donde, \16{X) 

es la bola de radio Ó con centro en x en ]R2. Definimos 

R.(I<,); U R,(x), i; 1,2,3. 
xEK¡ 

Como, por definición, cada K¡ es conexo y R.s(x) es abierto, pues es una 

componcnte de un abierto conexo. Se tiene entonces que cada R.s(f{¡) es 1111 

abierto y conexo, por lo tanto 14(J{¡) es arcoconcxo [24, Teorema 8.26, pág. 

1321· 

Dada i E {l,2,3}, sea a¡b¡ un arco en R-6 (J{¡) , tal que a¡b¡ nXj = {ai} j' 

a¡b¡ n X k = {bi }. Es decir, los extremos al, az, (1.:1 de los arcos a¡&¡ quedan en 

la frontera de Xj y &1, lJ.z y b3 en la de Xk; por otra part.e los conjuntos Xi son 



Teorema de Mmmrkiewic:l. 17 

cont.enida en X, se t.i(~nc que 

DCIR'\XCIR'\O, 

de donde, D está coutcnido en R¡, ent.onces 75 e R¡. 

Notemos que Y3 E Fr(D), pues 1/3 E K3 e Fr(D), pero Y3 rt RI, ent.onces 

Y3 r¡.. 75, lo cual ($ una. contradicción. De manera análoga se puede contradecir 

si elegimos a Y2 o a 1/1- Por lo tanto Fr(D) es localmente conexo. O 

1.4 Demostración del teorema 

En lo que resta de este capítulo X denotará un continuo localmente conexo 

y homogéneo en el plano. El siguiente teorema es el principal del presente 

capítulo, se dehe a Mazurkiewicz y es una de las primeras respuestas par­

c.iales que se le dio a la pregunta planteada por Knaster y Kuratowski en 

1920 (Si un continuo homogéneo está en el plano, ¿Es necesariamente la 

curva cerrada simple?) De esta manera, dicho teorema responde a la pre­

gunt.a afirmativamente, si nuestro continuo es además localmentc conexo. La 

demostración será por contradicción, suponiendo a partir de la segunda parte 

de esta sección que, X no es una curva cerrada simple. 

Teorema 1.26 (S. Mazurkiewicz, 1924). Todo continuo, localmente conexo 

y homogéneo en el plano es una curva cerrada simple. 

La demostración se basará Cn las afirmaciones siguientes. 

Afirmación 1.27. X contiene una curva cerrada simple. 

Demostración. Sabemos que cualquier continuo tiene al mcnos dos puntos 

que no lo cort.an [24, Teorema 6.G], en particular, hay un punto p que no 

corta a X, como X es un continuo localmente conexo, ]J 110 corta débilmente 

a X, por cl lema 1.8. Además X es homogéneo, entonces ninguno de sus 
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un punto :r. E Bk Y Y E El, k -:1 l. Así, tcncmos un continuo localmente 

conexo que corta al plano, entonccs por la contrapuesta del teorcma 1.15, 

Fr(Bk ) contiene una curva cerrada simple. o 

Afirmación 1.30. La frontera de cualquier dominio complementario de X 

es una curva cerrada simple. 

Demostración. Por la afirmación anterior, Fr(JJk ) contiene un curva ('erra­

da simple. Sea e una curva cerrada simple cont.enida en Fr(B,.). De­

mostraremos que Fr(Bk ) = C. 

Supóngase que Fr(BIc ) \ e ¡. 0. Como e es una curva cerrada simple en 

el plano, entonces e genera dos dominios complementarios D, y Dz, podemos 

suponer, sin pérdida de generalidad que Bk e DI' 

Sean XI E Fr(Bk ) \ e, y X2 E e. Construiremos tres arcos coextrclllales 

en Fr(Bk) como sigue. 

Sea Al), un arco que va de XI a. X2 contenido en Fr(BIc ). Ahora sea :C.l, 

el primer punto de MI contenido en e a partir de XI. Sea /112 el arco que 

va de XI a X3 en MI. Sea X-t un punt.o en e, tal que X4 ¡. X3. Quisiéramos 

. unir a XI E Fr(B Ic ) \ e con x" por medio de un arcO en X sin pasar por 

X3, si esto no fuera posible estaríamos diciendo que :1:3 es un pUllto de corte 

débil en X, que por lema 1.8, dicho punto sería de corte, lo cual no es posible 

porque X es homogéneo, es decir! todos los puntos de X serían de cort.e, lo 

qu cont.radice al hecho de que todo continuo cont.íene al menos dos puntos 

que no son de cort.e [24, Teorema 6.6, pág. 89] Por lo tanto existe un arco 

en X que une a XI con x" y que no contiene a X3 al ellal llamaremos A13' 

Consideramos a Xs el primer punto de lt1J a partir de XI contenido en e. 
Sea M-t el arco contenido en !t43 de XI a x.'}. 

Así, /lIz y M4 son dos subcontinuos localmente conexos de X, cuya in­

tcrsección es no vacía, pues son dos arcos en X quc ticnen al punt.o 1:1 en 

común, en otras palabras /112 U M-t es un cont.inuo localmente conexo /14, 

Proposición 10.7] y, está en el plano, entonces A12 U Af4 es arcoconcxo [24, 
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pero G'2 n L2 = el , entonces L2 e LI u L;¡, lo cual es una contradicción, 

pues L2 sólo intersecta a los otros dos arcos en sus extremos. Por lo tanto 

Fe(E.) \ e = 0, entonces Fe(E.) = C. o 

Para la siguiente afirmación nccesitamos ulla caractcrización de una cur­

va cerrada simple, la cual se enuncia en el siguiente lema. Para cualquier 

conjunto A, denot.aremos a la cardinalidad de A corno [A[. 

Definición 1.31. Sean X un espacio topológico, 11 E N Y P es un punto 

de X. Decimos que ]J es de o"rrien 11 en X, denotado como ord(p, X) = n, 

si dado un abierto U de X que contiene a p, existe un abierto V tal que 

p E Ve U y ¡Fe(V)1 = n. 

Lema 1.32. Un cont.inuo X es una curva cerrada simple si y sólo si todo 

punto de X es de orden 2 en X [24, Corolario 9.6, pág. 142). 

Afirmación 1.33. Si Fe(E.) n Fe(E,) contiene un arco, donde k i' l, en­

t.onces X es una curva cerrada simple. 

Demostración. Como X es homogéneo, por el lema 1.32, basta encontrar un 

punto x E X que sea de orden dos. 

Tenemos, por hipótesis, que Fr(BA;) n Fr(Btl contiene un arco, sea N 

dicho arcO y tomemos dos puntos x y y en el arco N. Definimos los sig1lientes 

arcos: NI un arco con puntos extremos x y y tal que NI \ {x,y} e BA;. 

Si Fr(Bk) = SI no habría problema en tomar de esta manera a N2, pues 

Bk es arCOCOIlexo, ya que es un abierto conexo del plano; por otra parte, 

Fr(Bk ) es una curva cerrada simple en 1R2 , afirmación 1.30, entonces existe 

un homeomorfismo h : JR2 -4 1R2 tal que h(Fr(Bk )) = SI, una prueba de este 

hecho puede encontrarse en [6, Teorema (509), pág. 153]; Definimos a N'l, 

Ull arco con puntos extremos x y y contenido en N; finalmente N3 un arco 

con puntos extremos x y y contenido en Fr(Bt ) \ N2 . 
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de esta forma se ticnr. que: 

x \ (PI U P,) X \N, 
(X \ N,) n R' 

(X \ N,) n (NI U N, U N, U B, U [(, U 1(1) 

[(X \ N,) n N¡[ U [(X \ N,) n N,! U [(X \ N,) n N,! U 

[(X \ N,) n B,[ U [(X \ N,) n f{,! U [(X \ N,) n [(,! 
<; NI U N, U (X n B,) U [(, U (X n B.) 

NI U N, U [{,. 

Por lo tanto X \ (PI U P,) <; NI U N, U [(,. Ahora, por la igualdad 1.1, 

el complemento de X \ (P¡ U P2) en IR? también se queda contenido en NI U 

N3 U [{2, entonces 

(X \ (PI U P,)) n {z} = 0. 

Por otra part.e la unión de Pt y P2 es uu arco cuya intersección es el 

punto z. Por lo tanto z es un punto de orden 2 en X, pues si U es un abierto 

de X que contiene a z y 2g = mín{d(x,z),d(z,y),d(z, Fr(U))), entonces, 

. definimos a\'= \í~(z) n X, de esta forma, se cumple que z E \f e U y 
IFr(V)J == 2. En virtud de la homogeneidad de X, todos los puntos son de 

orden dos, por el lema 1.32, X es una curva cerrada simple. 

o 

Supóngase que X no es un curva cerrada simple 

Recordemos que X denota un continuo homogéneo localmente conexo en el 

plano. En lo que rest.a de la demostración supondremos que X no es una 

curva cerrada simple, para llegar así a una contradicción. 

Afirmación 1.34. 

X \ ( U Fr( B.)) I 0 ( 1.2) 
'EN 



Teorema de Mazurkicwicz 25 

pág. 48], por lo tanto lR? \ E es un abierto conexo del plano, entonces es 

arcoconexo, es decir, existe un arco S de lR.2 con extrc~rnos al Y a2, tal que 

S n E = 0. Queremos demostrar que X \ UkEN Fr(BJ;) !- 0. Supongamos 

lo contrario, es decir, X \ U"EN Fr(B,,) = 0, entoncf'..5 

IR' = U(B. U Fr(B.)) = U E., 
'EN 'EN 

pero como S está contenido en lR.2 • se debe tener que 

s = SnlR' = sn (U E,) = U(E,nS). 
"EN "EN 

Observemos que se cumple lo siguiente: 

(E. n S) n (E, n S) = S n (E, n E,) = S n E •. , = 0 

además al menos hay dos conjuntos de la union que son no vacíos, al E B 1 nS 
ya2 E B2 n S. Lo cual no puede ser posible porque estaríamos poniendo al 

continuo S como la union a lo más numerable y ajena de conjuntos cerrados, 

con al menos dos de ellos no vacíos [24, Teorema 5.15, pág. 80j. Por lo tanto 

X \ U'EN Fr(B.) fe 0. D 

Afirmación 1.35. Si tomamos un punto ZI en X \ (U'EN Fr(B.)) y otro 

Z2 en X, de tal forma que ZI # Z2 entonces el conjunto {Z¡, Z2} no corta 

débilment.e a X. 

Demostración. Supongamos lo contrario. es decir, el conjunto {ZI,Z2} corta 

débilmente a X entonces, por definición, existen dos puntos Z3 Y Z4 en X \ 

{Zl, Z2} tales que para todo subcontinuo e de X que contenga a Z3 Y Z4, se 

cumplirá que: 

en {z¡, z,} fe 0 . ( 1.3) 

Sabernos que un punto no puede cortar a X, pues por hipótesis, X ('.-5 h(}­

mogéneo, es decir, todo punto sería de corte, lo cual contradice el hecho de 
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Figura 1.7: 

Sean entonces dos puntos Zs y 4 en UI n \/, definidos como: Zs el primer punto 

de U, contenido en VI a partir de Z3 Y Z6 el primer punto de U2 contenido 

en VI a partir de z". Ahora consideramos dos subarcos U3 y U~ en VI y 

U2 , respectivamente, con puntos extremos Z.l Y Zs para U3 y Z4 y ZG para 

U4 . Claramente U3 y U4 están contenidos en X, además no intersectan al 

conjunto {21, Z2}' Por otra parte z:; E (X n 'Vd e \"2, p.nt.onces Zf> ~ U3 n \,:!, 

análogamente Z6 E U4 n \12 , 

Observemos que Z¡ y Z2 no son elementos de \12 , Primero Z¡ rt. V2 ya 

que ZI no e..c;tá en Fr(B,J para ninguna k E N y, por construcción, tampoco 

está en \/1' Luego, Z2 rt. \121 de lo contrario contradecimos la definición de 

nuestra [2 = mín{[¡,d(z"u%=¡ Bk )}, es decir, si Z2 está en \12, tendríamos 

que Z2 E VI n X o bien Z2 E Fr(Bk,), donde Dk, n \11 # 0, la priHlera no es 

posible porque [, :::; [2, la segunda tampoco es posible porque los diámetros 

de los Bk son menores que [1 a partir del número q. Por lo tanto \'2 es un 

continuo en X \ {z¡, Z2}. 

Finalmente al continuo que andamos buscando lo definimos como 

c= (U,UV2 UU,), 

por todo lo anterior e así definido es un continuo en X \ {z¡, Z2} que además 

contiene a {Z3, Z4 L lo cual contradice la suposición que hicimos al inicio de 

esta demostración 1.3. Por lo tanto el conjunto {2¡, 22} no corta <Mhilmcntc 
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Bkn fueron elegidos de t.al forma que intersectaran a VI' Por lo tanto x E FI, 

así qucda demostrado que \'2 es compacto. 

V, ES CONEXO. 

Supóngase que \12 no ('$ conexo, entonces F2 = Al U A2 • donde Al y A2 son 

conjuntos cerrados ajenos y no vacios. Notamos que FI U (UnEN Fr(Bk")) es 

un conjunto conexo: pues VI intersecta a cada Bkn ' Nosotros llegaremos a 

que este conjunto no es conexo, esta contradicción surgc de nuestra falsa su­

posición de que V2 no es conexo. Para esto definimos los siguientes conjuntos. 

Para cada n E N, sean 

Ahora definimos a los siguientes dos conjuntos 

no=l n=1 

Los conjuntos LI y L2 a."í definidos determinan una separación para el 

conjunto VI U (UnEN Fr(BJ;,,)), es decir, cumplen los siguientí$ tres incisos 

i) L, U L, = V, U (UnEN Fr(B •• )), 

ii) LI n L, = 0 , 

iii) LI n L, = 0 y L, n L, = 0. 

Justificación (inciso iJ. Consideremos un punto x E LI U L 2, podemos su­

poner, sin p(~rdida de generalidad, que x E LI, cntonces x está en Al o 

en H~) para alguna n E N. Si x E Al, entonces x E V2 • por lo tant.o, 

x E VI U (UnEN Fr( Bk,,)). Si X E HT~) entonces x E VI n Bkn , por lo tanto, x E 

VI U (UnEN Fr(B • ..)). Hemos demostrado que LI uL, <;; VI u(UnEN Fr(B,.,)). 
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inciso ii). 

Jw;tijicación (inciso iii). Demostraremos que LI n L2 :::: 0, la demostración 

será por contradicción. Supóngase que existe :E E LI n L2 , por como está 

definido LI , se tiene que x E Al o x E UnEN H,~. Veamos que 3: se queda en 

Al, ya que si x E UnEN lit:" entonces x es un elemento de /i,: para alguna 

11 E N, pero H~ es un conjunto abierto de VI U (UkEN Fr(Bk )), (mt.onccs 

L2 n H~ :f 0, de donde LI n L2 es no vacío, pues x está en LI y L 2 , lo cual 

110 es posible por el inciso ii). Por lo tanto x E Al. 

Por otra parte como x E L2 se tiene que x está en A2 o en UnEN H;~. Notemos 

que:r: no puede estar en A2 ya que x está en Al y sabemos que A2 n Al :::; 0, 

por lo tanto x es elemento de UkEN H~. Ahora observemos que qlw x no 

puede ser un punto límite de H~, para ninguna fl E N, ya que si x E H~ para 

alguna n E N, entonces como 

H~ VI n B," = Vj n B," = VI n (B," U Fr(B,J) 

(Vj n B,") U (VI n Fr(B,J)' 

pero x no puede estar en (VI n BkJ, porque VI es un subconjunto de X, 

por lo tanto x E VI n Fr(B,"), de donde x E Fr(B,J e .4" es decir, x 

está en A2 lo cual es una contradicción porque:r. E Al' Hemos demostrado 

que si x E UnEN H~ entonces x no está en ningún H~, por lo tanto, x debe 

ser un punto límite de UnEN IiJ. Entonces existe una sucesión (Xr)~¡ de 

bigC1tPnENH~ tal que: 

podemos tomar a cada X r en H~r e Bk". para cada r E N. Sabemos, por 

la igualdad (1.4), que los diámetros de los dominios complementarios de X 

tienden a cero, entonces: 

lím [diám (B, )] = O entonces lím Fr( B, ), 
r--too ". r--too n. 

pero como Fr(BknJ está en A2 para cadlt n E N, entonces x E fh, lo cual 

no puede ser. Con lo que hemos demostrado que LI n L2 = 0. Mediante un 

razonamiento análogo se demuestra que LI n L2 = 0. 
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I+(BJ __ --~ 

x, 
K, K, 

Figura 1.8: 

XJ E G I n X y X4 E G2 n X, se tiene que: 

{X3,X'¡CX\{XI,X,}. 

Veamos quc {X¡,X2} corta débilmente a X entre los puntos XJ y x.t, es decir, 

cualquier continuo L de X que contenga a X3 Y a x", se tendrá que L n 
{X"X2} =1 0. Basta probarlo para un arco, pues X es localmente conexo. 

Así, consideremos un arco L en X con extremos X3 Y x", veremos que L 

contiene a XI o a X2. Como L es un subconjunto de X, entonces 

LnC = (Xn L)nC = Ln (CnX) = Ln {XI,X,} # 0. 

Por lo tanto, cualquier arco contenido en X que una a XJ con x" intersectará 

a {XI, X2}, es decir, X es cortado débilmente por {x¡, X2}, lo cual contradice 

a la afirmación 1.36. o 

Afirmación 1.38. Ninguna frontera de un dominio complementario de X 

corta débilmente a X. 

Demoslmción. Sca Bk un dominio complementario de X. Para demostrar 

que Fr(Bk ) no cqrta débilmente a X, tenemos que verificar Que para cualquier 
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\'a de ZI a Z3 Y L2 el subarco de L que va de Z4 a Z2, 

L¡UL, e x y (L¡ UL,)nFr(B.) = 0. 

Ordenamos los Bk que se intersectcn a P con sucesiones de índices k l , k2 , 

Y eh e2 , ••• , para las cuales se tiene que: 

pn B •• '" 0 , Fr(B.) n Fr(B.J = 0 y 

P n B'm '" 0 , Fr(B.) n Fr(B'm) '" 0. 

35 

Como FT(B.) n Fr(B'm) '" 0, por la afirmación 1.37, consta de un sólo 

punto, sea X m dicho punto. Observamos que X m no es IIn punto de P, ya que 

P n Fr(Bk ) = 0, por lo tanto es posible encontrar UII arco Em tal quc: 

ii) (FT(B'm) n P) e Em e Fr(B'm) y 

Se necesita encontrar un continuo que cumpla lo descrito al inicio de esta 

demostración, para esto se define un conjunto el cual nos servirá para poder 

encontrar al continuo e, sea 

00 00 

n=1 m=1 

La prueba de que PI es un subcontinuo de X, est<i al final de esta de­

mostración. 

El conjunto PillOS ayudará a definir a e de la siguiente manera: Notemos 

primero que Pl no intersecta a Fr(Bk ), pues a P la tomamos justamente de 

tal forma que PnFr(Bk ) = 0, recordemos también que d conjunto de índices 

k¡, k,,··· , es tal que P n B •• '" 0 y Fr(B.) n FT(Bd = 0. Finalmente 

por el inciso iii), Em n Fr(B.) = 0. 
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U:=I Fr(Bkn ) \ U:=I Fr(Bkn ), entonces hastará demostrar que x E P ya que 

"E X. 

Supongamos que x ~ P, entonces existe E > () tal que \/~(X) n P = 0. 

Por otra parte, como x E U:=I Fr(iJ---;;j, que es un compacto, entonces toda 

sucesión conticne ulla subsuccsión convcrgentc, consideremos directament.e 

(Xk)~1 e U~=I Fr(Bk,J tal que (x,¡J converge a x, para facilitar la notación. 

Por la igualdad (1.4) sabemos que la sucesión [ormada por los diámetros de 

los dominios complementarios Bk converge a cero, entonces existe N E N tal 

que diám(BkJ < é/2 para toda n 2: N, por lo t.anto, es posible encontrar 

un Bkn el cual est.e totalmente contenido en V,(x). Así hemos llegado a que 

Bk" n P = 0, lo cual es una contradicción, ya que los Bk( fueron elegidos 

de tal forma que intercectan a P. Por lo tanto x E P con lo que queda 

demostrado 1.6. De esta manera x E PI. 

Finalmente para el inciso íii), como (Fr(B,.) n P) e Em e Fr(BCm), de 

forma análoga al inciso anterior se puede demostrar que: 

00 00 

U Em \ U Em <;; pnx (1.7) 
m=1 m=1 

de ('.sta forma x está en P, si x E U:=I Em por 1.7. Con lo que hemos 

demostrado que PI es un compacto. 

PI ES CONEXO. 

Para demostrar que PI es conexo, lo haremos por contradicción. Supon· 

gamos que PI = Al U A2, donde Al y Az son abiertos, ajenos y no vacíos. 

Recordemos que: 
00 00 

n=J m=::l 

00 00 

Es conveniente poner a PI de esta forma, ya que para llegar a una contra· 

dicción usaremos la parte que está entre paréntesis cuadrados, que claramente 
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tal que x está en el dominio complementario Br. Consideremos dos casos: 

Fr(Br) n Fr(Bk ) es igualo diferente del vacío, si es el primer caso, tenemos 

que r = kn y de esta manera, x E P n Bk ,., de donde, x E H~ o x E H~ 

lo que nos lleva a que x E NI o x E N 2. Ahora si se da el segundo caso, 

tendríamos r = f m entonces x E P n Bl .,., de donde, x E L:" o x E L:n, por 

lo tanto, x E NI o x E N2 • Resta ver qué pasa cuando x está en Fr(BkJ 

o en Em , como estos dos conjuntos están contenidos (!Jl X, entonces x E X 

para cualquiera de los dos casos, así que x E ?¡ = Al U A2 , entonces x E NI 

o x E N2 , con lo que hemos demostrado una contención. 

Ahora sea x E NI U N2 , podemos suponer, sin pérdida de generalidad, 

que x está en N h entonces x E Ahx E H~, para alguna n E N o x E L:" 

para alguna m E N. Claramente, para el caso en que x esté en Al, se tiene 

que x E PI; para los otros dos ca.')os basta ver que x esté en P, ya que P 

está contenido en P U (U::'=l Fr(B • .)) U (U:::=l Em). Si x E H~, entonces 

x E P n B kn , análogamente si x E L:n, entonces x E P n B/m. Por lo tanto 

en cualquier caso tenemos quc 

~ 

n=1 m=1 

Justificación (2). Supóngase que existe x E NI n N2 , cntonces x está en 

Al U (U::'=l H~) U (U:::=l L:") y en A2 U (U::'=l H~) U (U:::=l L~), se tienen los 

siguientes nueve casos: 

i) x E Al n A2 

iv) x E Hl n H¡ o x E LI n L; 

v) x E H~ n L:n o x E L:n n H~ 
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N2 n H~, entonces x E NI n N2 lo cuaJ contradice la afirmación anterior. 

Obsérvese que para el caso en que x estuviera en L:n, se demuestra de manera 

análoga al caso anterior mediante un cambio de índices. Por lo tanto a x sólo 

le queda estar en A¡. 

Por otra parte, como x E N 2 , entonces x E A2 U (U:=t H~) U (U:=¡ Em), 

pero x no puede estar en A2 porque entonces x estaría en Al n A2 lo cual 

no es posible, por definición de A¡ y A2 , son una separación para PI, por lo 

tanto sólo quedan dos posibilidades: x E U:¡ H~ o bien, x E U:=I Em " 

Vamos a suponer el primer caso, es decir, x E U~=l H~, luego observamos 

que x na puede ser punto límite de ningún H~, para ninguna n E N, ya que 

si x E H~, para alguna n E N, entonces como H~ = P n Bk .. = P n Bk .. = 
P n (B •• U Fr(B • .)) = (P n B •• ) U (P n Fr(B • .)) , se tiene que x ~ Pn B •• , 

pues x E Al Y Al es un subconjunto de X, por lo tanto x E P n Fr(BkJ, 

de donde, x E Fr(Bk ,,) e A2 , es decir, x E A2 lo cual es una contradicción 

porque x E Al' Hemos demostrado que, si x E U:=t H~, entonces x no está 

en ningún H~j de esta manera x debe se un punto límite de U:=l H~, que es 

un compacto, entonces toda sucesión contiene una subsucesión convergente, 

consideremos directamenet a (Xr)~1 de U:=l H~ tal que: 

Iím X r = x, 
HOO 

para facilitar la notación. Podemos tomar a cada X r en H~r e Bk"r para 

cada í E N, pero sabemos, por la igualdad (1.4), que los diámetros de los 

dominios complementarios de X tienden a cero, entonCes: 

lím [diám(B. )] = O cntonces lím Fr(B. ) = {x} 
r-+oo "r r-+oo "r 

pero como Fr(BkJ está en A2 para cada n E N, entonces x E A2 , lo cual no 

puede ser. Con lo que se demostró que NI n N 2 = 0. Para el caso NI n N 2 , 

la demostración es análoga. Por lo tanto P no es conexo, lo cual es una 

contradicción. 
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a X. Por otra parU' h(Fr(JJ~.)) í'S Illl:-t ("1I[va (·('rrada siJllple qm' !lO ('orla 

d(~bilmr.ntr a X y cont.it~nc a IIn pUlllO dI' X \ (U~O=OI Fr(/3 I1 )), lo cllal ("0(1-

I.radin' a la afirmación 1.39. Ll collt.radj("(;j{)I\ surge por halH'r SUplWSI.O qllt~ 

X no es \lila cun·a c('rrada silllple. Por [o tauto lo ps. ("Oll In ql](' q\lpda 

demostrado que) la CU1"1m cerrada simple (~8 d únú;o continuo /w1noqr;nco dd 

plano que es lomlmente COTw;r;o. 



Capítulo 2 

Teorema de F. Burton Jones 

En su tesis doctoral, E. E. Moise demostró que existe un continuo en el 

plano que es homeomorfo a cada uno de sus subcontinuos [21]. Posterior­

mente, Bing demostró que este continuo es homogéneo [1 J. Ambos resultados 

contradicen un resultado que publicó G. Choquet [5], que dice, un continuo 

homogénea del plano debe ser una curva cerrnda simple. 

Choquet supuso en su prueba la hipótesis de que el continuo es aposíndétíco. 

El objetivo de este capítulo será demostrar el teorema de Choquet, agregándole 

la hipótesis de ser aposindético. De esta manera, una curva cerrada simple 

del plano quedará caracterizada de tal forma que es el único continuo ho­

mogéneo del plano que es aposindético. Este resultado se debe a F. Burton 

JODe.". 

2.1 Preliminares para el teorema de Jones 

En esta sección se definen dos conceptos, que un espacio sea scmilocalmcllte 

conexo (definición 2.1) y el ser aposindético (definición 2.2), posteriormente 

se demuestra que ambas definiciones son equivalentes. 

Definición 2.1. Diremos que un espacio X es semilocalmente conexo en p, 

45 
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Supongamos ahora que X es semilocalmentc concxo y sean x y y E X 

dos puntos diferentes, qucremos mostrar que existe un subcontinuo A de X 

tal que 7: E int(A) pero y i A. 

Como X es un espacio métrico, existen abiertos ajenos, Ux y Uy de X tales 

que x E Ux y y E Uy. Además por hipótesis, X es semilocalmente conexo, 

así que existe un ahierto Vy que cumple: y E Vy e Uy y además X \ Vy tiene 

una cantidad finita de componentes. Sean G 1, .. _, Gn las componentes .de 

X \ Vy, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que x E G I y, por como 

se definió a Vy, se tiene que x E int(X \ Vy) y por otra parte, los conjuntos 

GI son compactos y mutuamente ajenos, entonces d(GI , Gj ) > O, para toda 

i=f;j;sea 

él = ~ mín¡#j{d(G¡,Gj )}, 

observemos que él > O, así que existe é > O tal que 1';(7:) e int(X \ Vy) con 

e < el-

Notemos que ~(x) e G l · En caso contrario se tendría que Ve(x) n Gj f-
0, para alguna j '" 1, sea pues z E I';(x) n G j , entonces é > d(x, z) ~ 

d(G h Gj ) ~ él, lo cual implica que é ~ el. Pero esto es una contradicción, 

entonces v¡.(x) e GI _ Por lo tanto G I es un continuo que satisface que 

x E intx(G¡) e Gl e X \ {y}. 

o 

2.2 Demostración del Teorema 

En esta sección demostraremos que un continuo homogéneo del plano que es 

aposindéticD debe ser una curva cerrada simple. La demostración de este teo­

rema está basada en la prueba que dio G. Choquet, quien supuso la hipótesis 

de ser aposindético, es decir, el resultado originalmente se enunció como: Si 

un continuo homogéneo está en el plano, debe ser una curva cerrada simple. 
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Justificación. Nótese que la imagen de la frontera de algún dominio com­

plementario bajo h, está contenida en la frontera de X, es decir, h(Jd e 
FrR'(X), Si esto no pasara existirían, un punto p E h(Ji ) \ FrR'(X) y un 

abierto U de R2 tal que p E U e x pero por el teorema de la invarian­

cia del dominio en R' 111, Corolario 18.9, pág 110] tendríamos que h-'(U) 

es un abierto de R', que cumple con que h-'(p) E h-'(U) e x, de donde 

/1-' (p) <le J;. Lo que es una contradicción, por lo tanto, h(Ji ) e FrR'(X), 

Como h es un homeomorfismo, h(Ji ) también es una curva cerrada simple, 

por el teorema de la curva de Jordan, h(J¡} genera dos dominios complemen­

tarios que dividen al plano en dos regiones, H y K, de donde IR' \ h(Ji ) = 
HUK. Por hipótesis tenemos que, X\Ji es conexo. La conexidad se preserva 

bajo homeomorfismos, entonces h(X \ J¡) = X \ h( Ji) es eonexo, y por otra 

parte, X\h(Ji) está contenido en IR'\h(Ji ), entonces X\h(Ji ), está contenido 

en H oen K; podemos suponer, sin pérdida de generalidad que X\h(Ji ) e H, 

y entonces K n X = 0. Recordemos que K es un dominio complementario, 

cuya frontera está contenida en X, entonces existe un elemento D de S tal 

que K e D, pero si un dominio complementario está contenido en otro, las 

fronteras preservan la contención, es decir, Fr(K) e Fr(D). Para ver esto, 

sea x E Fr(K) entonces por la definición de frontera, cualquier abierto \f 

que contenga a x, cumple que 

v n K ;l 0 y V n (IR' \ K) ;l 0 . 

Como K está contenida en D, se tiene que: V n D ;l 0 y V n X ;l 0, 

lo cual implica que V n (IR' \ D) ;l 0, entonces x E Fr(D), por lo tanto 

Fr(K) e Fr(D). 

Corno la frontera de K es una curva cerrada simple y además está con­

tenida en la frontera de D, que también es una curva cerrada simple, es 

decir, una curva cerrada simple está contenida en otra, eso pa.<;a sólo si son 

iguales, entonces Fr(D) = Fr(K). Por lo tanto, K = D lo que implica que 

la frontera de J( es un Jk para alguna k E N. Con lo que queda demostrada 
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x \ {a} b} 110 es conexo. 

Sabernos que cualquier continuo conticne un PUllto 'lile no lo corta [24, 

Tcof(!ma 6.6, pág. 891, como X es homogénco} ningún punto de X lo corta. 

Ohservemos que, en nuestro caso a es un 1JUnto de scpamción local I , ya que 

X \ {b} es conexo y X \ {a,b} no lo es. Nuevamente por la homogeneidad 

de X, todo punto de X es de separación local. Pero en un continuo, todos 

los pUlltoS} salvo Hna cantidad IIumerahle deben ser de separación local [29, 

Teorema 9.1, pág. 61], lo cual contradice nuest.ra suposición de que X 110 

contiene ningún punto de orden dos. 

ASÍ} en los dos casos se llega a tina contradicción por haber supuesto que 

X no contiene ningún punto de ordcn dos, entonces contiene al menos uno, 

por ser X homogéneo, todos sus puntos son de orden dos, por el lema 1.32 

X es una curva cerrada simple. o 

1 S('an X un continuo)" Jl E X. Se dice que x es un punto de .~ep(Jración local de X si 

existe un abierto U de X tal que X \ {p} no es conexo. 



Capítulo 3 

Teorema de Herman J. Cohen 

En el capítulo 1 demostramos que la curva cerrada simple es el único con­

tinuo homogéneo del plano que es localmente conexo, este resultado se debe 

a Mazurkiewicz. En este capítulo veremos que el resultado de Mazurkiewicz 

arroja dos caracterizaciones más de la curva cerrada simple. La primera 

será demostrar que si un continuo homogéneo del plano contiene una curva 

cerrada simple, entonces debe ser una curva cerrada simple. La segunda será 

demostrar que una curva cerrada simple es el único continuo homogéneo del 

plano que es arcoconexo. 

3.1 Preliminares 

Definición 3.1. Decimos que un conjunto es Gó• si es la intersección de una 

cantidad a lo más numerable de conjuntos abiertos. 

En la definición 1.18 se definen los espacios que son conexos en pequeño, 

en el siguiente lema se retoma este concepto. 

Lema 3.2. Si X es un espacio métrico completo! tal que no es conexo en 

I X es completo si toda sucesión de Cauchy converge en X. 

53 
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los Vn se tiene que si p E n~=,l \In, entonces p E G, por lo tanto, G es 

conexo en pequeño en p, lo cual contradice la fonna en que está definido G. 

La contradicción surge por haber negado la existencia de U, por lo tanto X 

contiene un conjunto abierto con una cantidad no numerable de componentes. 

O 

Comentario 3.3. Si al lema anterior le cambiáramos la hipótesis de conexo 

en pequeño por la de conexidad local, el resultado no sería cierto en gene­

ral, ya que Orace dio un ejemplo de un espacio que no es localmente conexo 

en ninguno de sus puntos, el cual no contiene un conjunto abierto con una 

cantidad no numerable de componentes [lOJ. 

Definición 3.4. Decimos que un continuo X es un tn'odo, sí existe un sub­

continuo Z de X tal que X \ Z es la unión de tres conjuntos no vacíos de X, 

separados dos a dos. Diremos que X es un triado simple si Z es un punto de 

X y los tres conjuntos son arcos. Si un espacio no contiene ningún triado se 

dice que es atriódico 

Lema 3.5. Todo continuo homogéneo del plano no tiene triados simples. 

Demostmción. Sea X un continuo homogéneo del plano. Si X es localmente 

conexo, por el teorema de Mazurkiewicz 1.26, X es una curva cerrada simple 

y no contiene triados simples. Si X no es localmente conexo, entonces no es 

conexo en pequeño, por el teorema 1.20. De esta forma, por el lema 3.2, X 

contiene un conjunto abierto U con un número no numerable de componentes 

ajenas. Si X tuviera un triado simple, como X es homogéneo tendríamos un 

triado simple en cada una de las componentes de U. Pero esto no es posible 

ya que el plano no contiene una cantidad no numerable de triados simples 

ajenos dos a.dos [23, Teorema 84, pág. 222[. Por lo tanto X es atriódico. O 

Lema 3.6. Dada una colección de curvas cerradas simples ajenas {.I0 }OEA 

en el plano, donde A es un conjunto no numerable de índices, existen tres de 

ellas, digamos J01 ' J02 Y .103 , tales que J02 separa a J01 Y Jo:s en el plano. 
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Veamos que el inciso i) no se puede dar. Sean Jop los elementos de la 

familia {Jo}oEA que intersectan a Fr(DL entonces 

Fr(D) e U Jo, ' 
PE'" 

notemos que los JOfj son ajenos también. Por lo tanto, por el lema 3.6, existen 

tres curvas cerradas simples, digamos Jaol ' JOfJ2 Y Jos] tale..<¡ que JoS
2

' separa 

a Jos¡ Y J
083 

en el plano. Sean U y V los dominios complementarios de Jo.
82

, 

podemos suponer, sin pérdida de generalidad que J081 e u y .loa] e V. Por 

otra parte 

D e IR' \ x e R' \ Jo" = U u V. 

Supongamos que D e u, entonces 75nJ
OfJ3 

= 0,10 cual es una contradicción, 

pues los loe se eligieron de tal forma que intersectan a Fr(D). Por lo tanto 

Fr(D) e Jo, para alguna a E A. 

Demostraremos que Fr(D) = Jo - Sean G I Y G2 los dominios comple­

me.~tarios de Jo. podemos suponer, sin pérdida de generalidad que De G l -

De~ostraremos que D = G l y así tendremos que Fr(D) = Fr(G l ) = Jo· 

Supongamos que D es un subconjunto propio y no vacío (~n el conexo G l , 

entonces Frc,(D) # 0, y así Fra,(D) n Jo # 0. Por otro lado 

Fra, (D) e Fr(D) e Jo, 

de esta manera, Frc¡ (D) e Jo lo cual es una contradicción, pues D es un 

subconjunto propio de G I . Por lo tanto Fr(D) = Jo. Así tenemos el inciso 

ii) 

Sea J la curva cerrada simple de {Jo}oEA la cual coincide con Fr(D). 

Resta demostrar que J no corta a X. Vamos a suponer lo contrario, es 

decir, que X \ J no es conexo, entonces X \.J = A U B, donde A y B son 

dos conjuntos abiertos ajenos de X. Como J es una Curva cerrada simple, 

tienc dos dominios complementarios G I y G2 • Sabemos que uno de ellos es 

acotado y el otro no lo es; podemos suponcr, sin pérdida de generalidad, que 
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Esta unión debe ser ajena, ya que dos curvas cerradas simples en X no 

se pueden intcrsectar, pues formarían un triado simple lo cual contradiría 

al lema 3.5. Por otra parte, dicha unión de curvas cerrada simples debe ser 

no numerable, pues si no, estaríamos poniendo al continuo X como la unión 

numerable de cerrados y esto no es posible por [24, Teorema 5.16, pág. 80]. 

Por lo tanto 

X~ UJo (3.2) 
oEA 

Así, estas curvas cerradas simples cumplen las hipótesis del lema 3.6, entonces 

existe una curva cerrada simple J01 en {Ja}aEA que corta a X y, nuevamente 

como X es homogéneo, entonces todas las curvas {Jo} cortan a X. Esto 

contradice al lema 3.7, pues en este lema se asegura que X contiene una que 

no lo corta. Así la contradicción surge de haber supuesto que X no es una 

curva cerrada simple, por lo tanto lo es. o 

Teorema 3.9 (Herman J. Cohen, 1949). Si X es un continuo homogéneo 

y arcoconexo en el plano, entonces X es una curva cerrada simple. 

Demostración. La demostración la haremos por contradicción. Supóngase 

que X no es una curva cerrada simple, por el teorema 3.8, X no contiene 

ninguna curva cerrada simple. Por hipótesis X es arcoconexo, entonces 

cualquier par de puntos pueden ser unidos por un arco que se queda to­

talmente contenido en X, este arco es único, ya que si hubiese otro arco en 

X con los mismos extremos se formaría una curva cerrada simple lo cual 

contradiría nuestra suposición. 

Sean x un punto de X y ab un arco que contiene a x, el cual lo denotaremos 

por axb, definimos a los siguientes conjuntos: 

MI ~ {yEX\axb: yx Jax} y M, ~ {YEX\axb: YXJbx}. (3.3) 

Veamos primero que MI y M2 son conjuntos no vacíos. Sea YI E X \ axb 

y consideramos el arco XYi, como X no contiene triados simples, se tiene que 



----------------------------------------------

Teorema de Herman .l. ColJCI/ 61 

Anteriormente se justificó que X es la unión de 111], M'2 Y el arco n~r:b y, 

por las igualdades (3.4) tenemos que: 

00 00 

X (Up;x\ax) U (Uq;x\bx) 
i=1 i=1 

Estamos poniendo al continuo X como la unión numerable de conjuntos 

cerrados 3.5. Por el teorema de la categoría de I3aire I9, Teorema 10.3, pág. 

250] uno de estos arcos debe contener un subconjunto abi(~rto de X. De esta 

forma si U es dicho abierto, X tendría que ser localmente conexo en cada 

punto de U, y en virtud de la homogeneidad, X es localmente conexo. Por 

el teorema de Mazurkiewicz, teorema 1.26, X debería ser una curva cerrada 

simple, lo cual contradice nuestra suposición. o 



Capítulo 4 

Teorema de R. H. Bing 

Este capítulo aborda una de las caracterizaciones más importantes para una 

curva cerrada simple, pues se demostrará que una curva cerrada simple es el 

único continuo homogéneo del plano que contiene un arco. 

Teorema 4.1 (R. H. Bing, 1959). Una curva cerrada simple es el único 

continuo homogéneo del plano que contiene un arco. 

Para demostrar este teorema haremos una lista de propiedades que posee 

cualquier continuo homogéneo en el plano, el cual contiene un arco y no 

es una curva cerrada simple; así llegaremos a que dicho continuo no puede 

existir. 

4.1 Propiedades básicas 

En todo el capítulo X denotará un continuo homogéneo en el plano que 

contiene un arco pero no es una curva cerrada simple. 

Propiedad 4.2. X no es localmente conexo. 

Demostración. En el capítulo 1 se demostró que el único continuo homogéneo 

localmente conexo del plano es la curva cerrada simple, por lo tanto si X fuera 

63 
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Demoslmción. Por el teorema 3.8 sabemos Que todo continuo homogéneo en 

el plano que contiene una curva cerrada simple, es una curva cerrada simple, 

por lo tanto, si X tuviera una curva cerrada simple X sería una y estarnos 

bajo la suposición de que X no es una curva cerrada simple. o 

4.2 Arcocomponentes 

En esta sección demostraremos que la cerradura de cualquier arcocompo­

nente de X es un conjunto homogéneo y para esto empezaremos con algunas 

definiciones. 

Definición 4.7. Diremos que un subconjunto A de X es una arcocomponente 

si es maximal 2COO respecto a la propiedad de que para cualquier par de 

puntos x y y de A se tiene que x y y están en un arco contenido en A. 

Es conveniente trabajar sólo con ciertas partes de las arcocomponentes. 

Estas partes se les llama myos y de definen como sigue. 

Definici6n 4.8. Sean A una arcocomponente de X y x y y dos puntos 

diferentes de A. La unión de todos los arcos en X que tienen a x como punto 

extremo y que contengan a y, le llamaremos un myo que empieza en x. 

Cabe notar que estos rayos difieren de un rayo ordinario del plano, en el 

sentido que los rayos aquí definidos no son cerrados ni udercchos,,3 necesa­

riamente. Observemos que, por la propiedad 4.6, si dos puntos se pueden 

conectar por un arco en X, entonces dicho arco es único. 

Propiedad 4.9. Todo rayo en X es la unión numerable de arcos. 

2 Lo de maximal se refiere a que si existiera otro subconjunto e con la misma propiedad 

y A e e, entonces C = A 
3 Aquí, derechos, tradúzca10 como un segmento recto en el plano 
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Demostración. Sean A una arcocomponente de X y p un punto de A. Como 

A está contenido en X y además X es homogéneo, tenemos que p está en un 

arco abierto <1 de X, es decir, p E ab \ {a, b}. Como X no tiene triados simples 

(propiedad 4.5), hay un rayo RI que tiene a p como punto inicial y que pasa 

por a, es decir, RI es la unión de todos los arcos de X que tienen a p como 

punto inicial y que contiencn a a y, lo quc se afirma es que todos estos arcos 

se quedan contenidos en A pues A c.<; una arcocomponente. Análogamente 

hay un rayo R2 que tiene a p como punto inicial y que pasa por b. 

Ahora resta verificar que los rayos RI y R2 satisfacen lo descrito en los 

incisos i), ii) y iii). 

Para el inciso i), los rayos RI y R2 están contenidos en A, por lo tanto 

sólo hay que justificar que si x E A, se tiene que x E R I U R2• Esto pasa 

pues basta con fijarse en el arco px, entonces si a o b están en px entonces 

px está en RI o en R2 . Si ni a ni b están en px entonces px está contenido 

en pa o en pb, ya que de otra forma se tendría un triodo. Por lo tanto R I y 

R, cumplen i). 

Para el inciso ii), si R¡ y R2 se intersectaran en otro punto distinto de p se 

formaría una curva cerrada simple, pero eso no es posible por la propiedad 4.6. 

Por lo tanto se tiene el inciso ii). 

El iii) se cumple por como se construyen RI y R2 . o 

Propiedad 4.11. X tiene una cantidad no numerable de arcocomponentes. 

Demostración. Si X tuviera sólo una cantidad numerable de arcocompo­

Dentes, se seguiría de las propiedades 4.9 y 4.10 que X sería la unión nu­

merable de arcos, ya que la propiedad 4.10 dice que cada arcocomponente 

es la unión de dos rayos y la propiedad 4.9 dice que cada rayo es la unión 

-4 Diremos que A es un aroo abierto si no contiene a sus extremos 
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d 

f 

Figura 4.1: cd y ef están en lados opuestos a ab 

si para toda E: > O existen, un número natural N tal que para toda k > N 

existe un homeomorfismo hk : Ak -+ Ao tal que d(x, hk(x)} < é, para toda 

x E Ak. 

A los homeomorfismos que son como el de la definición anterior se les 

suele llamar é-homeomorfismos, ya que mueven a los puntos del dominio en 

mcnos que é. 

Definición 4.14. Sean ab, cd y ef arcos como en la definición 4.12 y (An)~=l 

una sucesión de arcos que converge de manera homeomorra a abo Diremos 

que (An)~=l converge de manera homeomorfa por el lado cd a ah, si ningún 

arco de (An)~=l intersec:ta a ab y si t.odos excepto quizás una cantidad finit.a 

interseclan a cd, es decir: 

i) An n ab = 0 para toda n E N y 

ú) Ak n cd ::1 0 a partir de cierta k E N. 

Definición 4.15. Se dice que dos sucesiones de an'os (An)~=l y (Bn)~=l 

convergen de manera homeomo1fa en lados opuestos al arco ah, si (An)~=l 

converge por el lado cd y (Bn)~=l por el lado ef. 

Teorema 4.16. Toda colección no numerable W de arcos en el plano mu­

tuamente excluyentes tiene una subcolección numerable W, tal que cada 
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existe una cantidad no numerahle de arc9componcntcs, por lo tanto, existe 

IIIla cant.ida.d no numerable de honwomorfismos {hn}oEA, donde el dominio 

para cada her es ab U R tal qlle si ll' :j; IJ, entonces ha{ab) Y htJ{ab) están en 

arcocomponentes distintas. Para cada C!' E A, sea 

la familia {Aa }aEA cumple las hipótesis del teorema 4.16, entonces existen un 

arco Ao Y dos sucesiones de arcos (A 2n ) Y (A 2 .. +I) de {Ao}a€A que convergen 

de manera homeomorfa en lados opuestos a Ao. 

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Ao = abo Demos­

traremos que alguno de los arcos A2k o A2k+1 corta débilmenteS a R entre un 

punto de .10 y otro en alguno de los arcos A2k o A2k+l. 

Como las sucesiones (A2 .. ) y (A2n+l) convergen de manera homeomorfa 

en lados opuestos a Ao, podemos suponer que, para cada n E N, A2n está 

arriba de Ao Y que A 2 .. + I está abajo de Ao, además para toda E > 0, existe 

N E N tal que para toda k > N existe un E-homeomorfismo h2k : A 2k ---7 

Ao análogamente existe h2k+1 : A2k+1 -+ Ao. Pensaremos en los arcos de 

la forma A2k. se justifica de manera análoga para los A2k+ \. Para alguna 

k > N A2k n TI =F 0, además como los A2k convergen a Ao, A2k n .10 = 0, 

entonces existe q E A2kn(R\Ao). De esta manera si k, > k, el arco A2.1q corta 

débilmente a R entre p y q, es decir el arco pq intersecta a A2kl formando un 

triodo, lo cual no es posible por la propiedad 4.5. La contradicción surge por 

haber supuesto que todo rayo que tiene a p como punto inicial no se queda 

contenido en R. o 

Propiedad 4.18. Si RI es la cerradura de un rayo de X, entonces RI contiene 

un continuo R que es irreducible respecto a la propiedad de ser la cerradura 

de un rayo. 

SVer definición 1.6 
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Demostración. Como p E X, entonces p está en una arcocomponentc A de 

X y, por la propiedad 4.10, A = RI U Rz, donde RI y Rz son dos rayos 

que tienen a p como punto inicial J, además es en el ¡ínico punto en que se 

intersectall. 

Al rayo RI le aplicamos la propiedad 4.18, entonces se tiene que: RI 

contiene un continuo R' el cual es irreducible con re .. '>pecto a la propiedad de 

ser la cerradura de un rayo. 

Sea q E R!, como X es homogéneo, existe un homeomorfismo h : X ---t X 

tal que h(q) = ]J, entonces h(R') es un rayo contenido en RI y p es un 

elemento de h(R'). Además R' es irreducible con respecto a la propiedad 

de ser la cerradura de un rayo, por lo tanto, h(R') lo es también. Hacemos 

R = h(R'), entonces R así definido satisface los requerimientos. o 

Propiedad 4.20. Los rayos y las arcocomponcntes de X que los contienen 

tienen la misma cerradura, es decir, si A es una arcocomponente de X y R 

es un rayo de A, entonces R = A. 

Demostración. Sean A una arcocomponente de X y R un rayo en A. Sabemos 

por hipótesis que R e A y, queremos demostrar que R = A. Claramente 

R ~ A, así que resta demostrar la otra contención. 

Supóngase que no se tiene la otra contención, entonces existe p E A \ n, 
por la observación 4.19, podemos encontrar un rayo R' que tenga a p como 

punto inicial y que R' sea irreducible con respecto a ser la cerradura de un 

rayo. Entonces R' no contiene a n, es decir, se tiene que R \ R' :j; lO. 

Sea entonces un punto q en R\ R', análogamente al ca.."io anterior, podemos 

encontrar un rayo R" que eJnpiec{~ en q y tal que R" sea irreducible con 

respecto a ser la cerradura de UIl rayo. 

Mostraremos que 

R'nRI/=1O (4.1 ) 

para esto veamos primero que R' no está contenido en RI/ y que R" no está 
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Demostración. Supóngase que Al y ,42 son dos arcocompollelltes de X tales 

«Ile la intersección de sus cerradura .. " es no vacía, sean l' E Al n A2 y Ap la 

areocompollente qne contiene el p. 

Afirmación: A,) ~ Al y Ap ~ 11:.! 

Sabemos que Al es la unión de dos rayos PI y P2 (propiedad 4.10), en­

tonces tenemos que Al = PI U P2. Como p E Al podemos suponer, sin 

pérdida de generalidad que p E PI. Entonces por la propiedad 4.17 existe 

un rayo R que tiene a p como punto inicial y que se queda contenido en PI, 
d(~ esta manera R está contenido en A l. Ahora como Ap es la unión de dos 

rayos RI y R2 que tienen a p como su punto inicial, lo que pasa para R pasa 

para Rl y R2 . Por lo tanto Ap ~ Al, análogamente Ap ~ A2 . 

Ahora consideremos un punto x E Al, por la observación 4.19, existe un 

rayo Rx que tiene a x como su punto inicial y Rx es irreducible con respecto 

de ser la cerradura de un rayo. Entonces Rx es un rayo de Ah entonces 

por la propiedad 4.20, Rx = Al. Por otra parte Ap ~ Al y Rx es irreducible 

respecto de ser la cerradura de un rayo, lo cual implica que, como RI e Al, se 

t.iene que Rt = "f'ix. Por otra parte Rl = Ap (propiedad 4.20) y Rx ::::: AJ. Por 

tanto Al = Ap. Análogamente se demuestra que A2 = Ap, así Al = :42 . O 

Propiedad 4.22. La cerradura de cada arcocornponente de X es un conjunto 

homogéneo. 

Demostración. Sea AUlla arcocomponcnte de X, queremos verifi<:ar que A 
es homogéneo. Demost.raremos que si p E .4 Y q E A \ A, exist.e un horneo­

modismo h ; A ---+ A t.al que h{p) = q. 

Como X es homogéneo, existe un horneomorfismo ho X ---+ X tal que 

ho{p) = q. Por ot.ra parte, las arcotomponentes se preservan bajo homeo­

rnorfisJIlos, además la cerradura de A y la de h(A) se intrrsectan, entonces 

por la propiedad 4.21, se tieue que A ~ h(A) ~ h(A). 

Rest.ará ver que exif¡te UIl homeornorfisrno h : X ---+ X para el caso en 
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Ahora, por la igualdad (4.2) se tiene que A es denso en XI y, como XI 

es homogéneo, esto pasa para cualquier arcocornponellte (h: X'. Por lo tanto 

las arcocolllponcnt.~5 de X' SOn densas en X. o 

En d n'sto cid capítulo, X' denotará 1111 continuo homogéneo en el plano, 

cuyas arcocomponentcs son densas y no contiene curvas cerradas simples. 

Propiedad 4.24. Si e es un subcontinuo no degenerado de XI que no es un 

arco entonces e intcrsecta a una cantidad no Ilumerable de arcocomponcntes 

de X'. 

Demostración. Cabe notar que, por la propiedad 4.11, XI tiene una cantidad 

no numerable de arcocomponentes. 

Para el caso e = XI se tiene que e intersecta a una cantidad no numerable 

de arcocomponcntes, así supondremos que e es un subcontilluo propio de X'. 

Sean p un punto de X' \ e y Al la arcocomponente de XI que contiene a p. 

Obsérvese que todo rayo de X' es denso en X', ya que si R es un rayo 

de Al, entonces la cerradura de R y la de A' son iguales, (propiedad 4.20) es 

decir: 

R= A'=X I
• 

Sabemos que las arcocomponentes son la unión de dos rayos, así A' es la 

unión ele dos rayos RI y R2 Que tiene a p como su punto inicial y, además, 

es en p en el único punto en qlle se intersectan. Podemos elegir una sucesión 

de puntos PI, P_I, P2, P-2,·· ., de puntos en A', tomando los puntos de Índice 

negat.ivo en RI y los de Índice positivo en R2 tal Que: 

A' = U PiPi+l, 
iEZ\{O} 

( 4.3) 

dond(~ los arcos P¡Pi+ 1 no se intersectan, salvo en sus puntos extremos, en­

tonces 

A' n e = ( U /W.+l) n e = U (P.P.+! n e), 
iEZ\{O} iEZ\{O} 
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Propiedad 4.27. Todo subcontinuo propio y no degenerado de X' es un 

arco. 

Demostración. Supóngase que e es un subcontinllo no degenerado de X' y 

qlJ(~ e no es un arco. Por la propiedad 4.24, sabemos que e intersecta a una 

cantidad no numerable de arcocomponclltes, entonces podemos elegir un arco 

en cada arcocomponent.c para así formar una colección no numerable de arcos 

en el plano {80 }, tal que e n BI) =j:. 0 para toda (1:'; podemos pedir que los 

extremos de los arcos Ba no estén en e, pues los rayos son densos en X'. 

Por el teorema 4.16, la colección {Bo} contiene un arco B y dos sucesiones 

Bl , B3 , .. " y 8 2 , B4 , ... ,que convergen de manera homeoIllorfa a B por lados 

opuestos. Además el continuo e intersecta a todos los arcos, así que e no 

intersecta a los extremos de B de esta forma podemos aplicar el teorema 4.25, 

el cual dice que si h:!vl ~ JR2 es un encaje, donde M = euBUBt uB2 u···, 
entonces las sucesiones h(B, ), h(B3 ), . .. , y h(B,), h(B.), . .. , convergen de 

manera homeomorfa a h(B) en lados opuestos. De esta manera notamos que 

si b está en el arco abierto B, entonces h(b) es un punto no accesible desde 

R? \h(B), lo cual es una contradicción ya que X' es homogéneo y hay puntos 

de X' que sí son accesibles. La cOlltradicción surge de supOIwr que e no es 

un arco, por lo tanto lo es. o 

Definición 4.28. Diremos que un continuo X es indescomponible si no es 

la unión de dos subcontinuos propios de él. 

Propiedad 4.29. X' es indescomponible. 

Demostración. Si X' fuese la. unión de dos subcontinuos propios, éstos de­

herían ser arcos (propiedad 4.27). Es decir X' = Al U A2 • donde Al y A2 
son arcos, consideramos un punto en x E Al tal que ord(x, X') = 2 y, como 

XI es homogéneo entonces todos sus puntos son de orden dos. Así por el 

lema 1.32, X' es una curva cerrada simple, pero estamos bajo la suposición 

ft'TA 

SAUh« 
TfSIS 

~t lA 
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Como, ninguna componente de X' \ (VI U \In) intcrsccta a X]/ y a X' \ 

U~I Di al mismo ti(~mpo, entonces X' \ (VI U Vn ) está contcnido cn dos 

conjuntos abiertos ajenos A y B [23, Teorema 35, pág. 21], tales qlle 

:fy e A y X' \ U Di e B . 
i=1 

El eslabón i-ésimo de la cadena {VI.' .. , Un} lo definimos haciendo Ui := 

Di n (A U VI U V2), restará verificar que se cumple la contención (4.4). 

Pero notemos que X' = (A U E) U (VI U Vn ) y si intersectarnos a X' en 

ambos lados de la igualdad, tenemos que X' = (X'nA)U(X'n[BUVI UV"[), 

entonces 

" " 
x'n[UVi ] x'n [Fr(UUi ) U (UUi )] 

i=¡ i=1 1=1 

[(X' n A) U (X' n [BU VI U V"[)] n 
" n 

i=1 i=l 
n 

i=l 

por lo tanto queda demostrada la contención (4.4). o 

Definición 4.33. Sean a¡bl , a2b2,. ", una sucesión de arcos que convergen 

a xy (no necesariamente de manera homeomorfa). Llamaremos a ésta una 

sucesión de arcos doblados que converge a xy, si la sucesión de puntos ex­

tremos al, b¡, a2, b2,··., converge a x. 

El siguiente teorema es clave en este capítulo, pues éste afirma que en 

caso de existir sucesiones de arcos doblados en X, {~stas no convergen a un 

arco. Esto ayudará a encontrar una contradicción y a."í concluir la prueba 

del teorema 4.1. 
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Tomamos otro punto q en xy entre p y y, demostraremos que q es accesible 

desde U. Sea 

é ~ ",in {d(e,p),d(x,p), ~d(q,y)}, 

para esta e> 0, por la propiedad 4.35, existe O' > O (podemos suponer Ó < e) 

tal que si (Lb es un arco en X' con d(a,b) < Ó, entonces diám(ab) < e o bien 

ab es e-denso en X'. 

Sea 'D = {D¡, .. . , Dn} una &-cadcna tal que cubre al arco xy, x E DI Y 

Y E Dn , que cumpla con las condiciones de la propiedad 4.32, esto es: 

n 

X' n Fe( U Di) e 151 U Dn· 
1=' 

Denotemos a la unión de los eslabones de 'D por 'Do. Si q no fuera un 

punto accesible desde U existiría un punto s E X'n'D", el cual se queda abajo 

de q. Sea ab un arco de X' n 'Do que contiene a s tal que ab está abajo de xy 

y de tal forma que sus extremos están en un mismo eslabón D, o D'fl de 'D, 

a no puede estar en el eslabón DI pues ab atravesaría al arco pr negando así 

que p es accesible y, por otra parte, Ó < e y cada eslabón Di tiene diámetro 

menor que Ó, entonces d(a, b) < & y los extremos de ab están en el eslabón 

Dn' Por otra parte ab no es e-denso en X', ya que el punto x dista en más de 

é de ab y tampoco ab es tal que diám(ab) < é, pues (1(2)d(q,y) 2: E. Por lo 

tanto, el suponer que q no es accesible, contradice la propiedad 4.35, ya que 

encontramos un arco ab con d(a, b) < ó y no se cumple que ab sea e-denso ni 

tampoco que diám(ab) < é, entonces q es accesible desde U. O 

En la siguiente propiedad concluye la demostración del teorema 4.1 afir­

mando que el continuo X' construido en la igualdad (4.2) contiene una suce­

sión de arcos doblados que convergen a un arco lo cual contradice al teore­

ma 4.34. 

Necesitaremos del siguiente teorema, para el cual damos la siguiente 

definición. 
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es. Entonces existe una sucesión {han} de elementos de {ha }aEA que converge 

a un elemento hao de {ha}a€A. Definimos 

claramente la sucesión (hk ) converge a la identidad. Si XI,X2,"" está en 

diferentes composante de X, entonces hao{x¡), hao (X2), "', están en diferentes 

composantcs también, las cuales son h~l(p), h;-I(p)' .. " lo que demuestra el 

teorema. [] 

Propiedad 4.40. El continuo XI contiene una sucesión de arcos doblados 

que convergen a un arco. 

Demostmción. Sea aoll6 un arco en X' el cual es accesible desde una com­

ponente de R2 \ X', Sin pérdida de generalidad podemos suponer que arco 

aoas es horizontal en el plano, sean al, G.:l, a3, a4, as puntos en U(¡~ tale; que 

d(a;,ai+tl=l, (;=0,1, ... ,5). 

podemos suponer además que llonti es accesible desde 11.2 \ XI por abajos. 

Afirmación 1: Existe un número positivo él tal que abajo de CLo<I6 no hay 

puntos de XI que estén a distancia menor que El, 

Justificación: El razonamiento es similar al que se hizo para encontrar el 

E de la propiedad 4.36. 

Sea p E anal un punto accesible desde JR2 \XI por abajo, existe r E JR2 \ XI 

tal que el arco rrr está contenido en IR' \ X' excepto p, es decir, (rrr \ (p}) e 
IR' \ X' Y el arco rrr sólo intersecta a <loa¡¡ en p. Por la propiedad 4.36 

podemos tornar un punto q en JXlf¡ accesible desde el mismo lado que p y, 

definimos a un número positivo E' = mín (d(r,p),d(a"p), 1/2d(q,a¡¡)}, por 

8EI "abajo"quiere decir que como el arco aoll6 está en el plano y es horizontal, hay que 

considerar la parte que está abajo de aoao 
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de 'D forman un abierto entonces, como los arcos son cerrados, el conjunto 

(U~=t Di \ al a5 n X') es un abierto en XI y las arcocomponentes son densas 

en X', lo que implica que existe un punto p en A n (Dj \ atas). Por lo tanto 

p queda aproximadamente arriba de a3 ya que el diámetro de los eslabones 

es a lo más E2 < 1/2, a3 Y p están en el mismo eslabón Dj y, por nuestra 

afirmación 1, abajo de alaS no hay puntos que disten en menos que El; por 

otra parte, como p y a3 están en la misma arcocomponente A, hay un arCo 

a de A que contiene a a3 Y a p, como a3 es accesible por abajo desde R2 \ X' 

entonces, por la propiedad 4.36, p es accesible desde R2 
\ X'. Notemos que '" 

no puede tener sus extremos en un mismo eslabón de 'D, pues sería un arco 

cubierto por 'D, lo cual implicaría que diám(a) < E2, por lo tanto G' pasa por 

arriba de ao ya6. Ahora, por un razonamiento análogo al de la afirmación 1 

podemos encontrar un número positivo, tal que no hay puntos de X' abajo 

de a formando así toda una "bandita"debajo del arco a. En esta bandita 

tomamos un arco TS (poligonal si fuese necesario) y, por lo tanto, TS satisface 

por construcción lo requerido, con lo que hemos demostrado la afirmación 2. 

Sea K la 2-celda acotada por ala5,alr,TS, Y a58, claramente K contiene 

puntos de X', entonces sea x E X' n K. 

Afirmación 9: Sea x E X' n intR,(K) un punto arriba de a3. Si U es 

la componente de X' n intR2(K) que contiene a x entonces lJ es un arco 

irreducible entre los arcos alT Y ass. 

Justificación: Claramente la cerradura de una componente es un subcon­

tinuo, entonces fJ es un arco, pues los subcontinuos propios y no degenerados 

de X' son arcos. Resta demostrar que TJ es irreducible entre los arcos al T 

y as5. Si no fuera ir~educible entonces V sería un arco que entra y sale del 

disco K por el mismo lado alr o a55, supóngase que es por alT, entonces 

la intersección de V con alr contiene al menos dos puntos a y b, es decir, 

ab es un arco que es cubierto' por 'D y con sus dos extremos en un mismo 

eslabón DI, además, como x está arriba de a3 Y d(a.¡, a¡ + 1) = 1, entonces 

----------_. --- -
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Como A' es denso en X', existe un arco xy en A'nK que corta débilmente9 

a K entre a3 Y h(a3), además xy es irreducible entre a¡ r y uss (afirmación 3). 

La razón por la que el arco xy corta débilmente a K se debe a que a3 y 

h(a3) están en diferentes arcocomponentcs, así cualquier continuo en K que 

contenga a a3 Y h(U3) deberá intersectar a xv. Considerando puntos un poco 

arriba de a3, vemos que el arco xy tiene la siguiente propiedad. 

Propiedad espacial de separación. El arco xy corta débilmente a K entre 

dos puntos de K n (X' \ A') tal que uno de estos está arriba de a, y el segundo 

es la imagen del primero bajo h. 

Sea X¡I2I3·· ·X2n el arco en A' tal que X¡X2 = xv, X2n-¡X2n = alas y 

X¡X2, X3X4, ... , X2n-¡X2n son las cerraduras de las componentes que se forman 

al intersectar X¡X2X3·· ·X2n con el interior de K, que son arcos irreducibles 

entre a¡T y ass. Por lo anterior, X¡X2 tiene la propiedad especial de separación 

pero el arco X2n_IX2n no la tiene. 

Por otra parte, demostraremos que si el arco X2i-IX2i tiene la propiedad 

especial de separación, entonces el arco X2i+IX2i+2 la tiene también, de es­

ta manera estaríamos construyendo una contradicción pues sabemos que no 

todos los arcos tienen la propiedad. La contradicción surge como una con­

secuencia de haber supuesto que X' no contiene ninguna sucesión de arcos 

doblados los cuales convergen a un arco. 

Para probar lo anterior tomamos dos puntos p y h(p) en K n (X' \ A') tal 

que p está exactamente arriba de a3. Supóngase que el arco X2i_IX2i corta 

débilmente a K entre p y h(p) en K, veremos que el arco X2i+IX2i+2 corta 

débilmente a K entre los puntos q y h(q) de K n (X' \ A). Por conveniencia 

suponemos que X2i+lX2i+2 está abajo de X2i-¡X2i Y que h(p) está arriba de 

X2i_IX2i (Para el caso opuesto a este se hace con un argumento similar). 

La demostración la dividimos en dos casos. 

Caso 1: Los puntos X2i Y X2i+l, están en el mismo lado (figura 4.2.) 

9Definidón 1.6 
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ii) diám (pq) > "3 

¡ii) pq no es é3-denso en X', pues d(pq, a4) > é3 

lo cual contradice la definición de 6"4- Por lo tanto q debe estar abajo del arco 

tu y, además tenemos que pedir que 

de lo contrario d(p, q) < é4 Y el arco pq tendría las características de los 

incisos i), ii) Y iii). 

Ahora veremos que X2HIX2i+2 corta débilmente a q y h(q) en K. Observe­

,mas que q está "arriba"de X2HIX2H2. Consideramos la curva cerrada simple 

J determinada por la unión de un segtÍlento vertical que pasa por a4 Y un 

arco de X2i~IX2i+2 que contenga a X2iX2i+1' Si un punto se mueve de p a q, 

entonces SlI imagen bajo h no intcrsecta a J. De aquí que h(q) está arriba 

de X2i_lX2i o está abajo de X2i+1X2i+2, pero no puede estar arriba porque 

d(q, X2i-IX2i) > é4 Y h es un é3-homeomorfismo, por lo tanto h(q) está abajo 

de X2i+IX2i+2, es decir, X2i+lX2i+2 tiene la propiedad especial de separación. 

Así termina el c~o 1. 

Caso 2: Los puntos X2i Y X2i+l están en diferentes lados. 

Suponemos que los puntos X2i, u Y X2i+2 están en el mismo lado, digamos 

en, ass. Definimos a vw y a q como en el caso 1; por hipótesis X2i-IX2i tiene 

la propiedad especial de separación, demostraremos que X2i+¡X2i+2 también 

tiene la propiedad. 

Al defiI)ir a vw y a q como en el caso 1, tenemos dos posibilidades: v 

queda abajo de X2i+lX2i+2 o arriba de X2i+lX2i+2. 

Si v queda abajo, termina la demostración porque q estaría abajo de X2i+lX2i+2 

y h(q) arriba. 

Si v está arriba de X2i+l X2i+2, quedaría v entre los puntos X2i Y X2i+2, en­

tonces q estaría entre los arcos X2i-IX2i+2 Y X2i+lX2i+2, Y h(q) quedaría arriba 
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homogéneo del plano que contenga un arco y que 110 sea una cur\'a cerrada 

simple. Así, hemos demostrado que una curva cerrada simple es el único 

continuo homogéneo del plano que conticnc un areo. 



- ---- --- ------ ------- -

Capítulo 5 

Teorema de Charles L. 

Hagopian 

5.1 Introducción 

La curva cerrada simple, el pseudo arco y el CÍrculo de pseudo arcos [4} son 

los tÍnicos continuos no degenerados homogéneos del plano que se conocen. 

¿Existirá un cuarto continuo homogéneo del plano? De acuerdo al capítulo 

anterior, si existiera otro continuo homogéneo del plano, no debería con­

tener ningún arco, es decir, la curva cerrada simple es el único continuo 

homogéneo del plano que contiene un arco. En este capítulo se hace una 

generalización a este resultado. Así, dicha generalización dirá que cualquier 

continuo homogéneo del plano que contenga un subcontinuo hercditariamente 

descomponible es una curva cerrada simple. Un ejemplo de un continuo del 

plano hereditariamente descomponible que no contiene ningún arco se puede 

encontrar en [24, Ejercico 2.27, pág. 28J. 

95 
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argumento similar al lema 3.6, existen tres de ellos, digamos hOI (F), h02 (F) 

y ha,(F) tales que ha,(F) separa a ha,(F) Y a ha,(F) en el plano. Sean 

x E ho,(F) y y E ha, (F). Sea E > O tal que 

(B,(y) n X) n (h.,(F) U ha,(F» = 0. 

Como las composantes de X son densas [23, Teorema 135, pág. 58], existe 

un subcontinuo propio A de X tal que x E A Y A n (B,(y» '" 0. Como 

ha,(F) separa a ha, (F) Y a h.,(F), se tiene que A n h., (F) '" 0 lo cual no 

es posible, pues están en diferentes composantes. La contradicción surge por 

haber supuesto que X no es hereditariamente unicoherente, por lo tanto lo 

es. o 

El siguiente lema nos dice que en un continuo homogéneo podemos definir 

un é-homoomorfismos del continuo en sí mismo. 

Lema 5.3 (E. G. Effros). Sea X un continuo homogéneo, dado E > O Y 

x E X, existe un subconjunto abierto W de X, tal que x E W y W tiene la 

siguiente propiedad: 

Para cada par de puntos y y z E W, existe un homeomorfismo h : X -4- X 

tal que h(z) = y y d(v,h(v» < E, para toda v E X. [12, Lema 41 

5.3 Principales resultados 

En esta sección necesitaremos de un concepto que introdujo E. S. Thomas [28], 

un continuo del tipo A'. 

Definición 5.4. Sea X un espacio topológico. Una partición 1) de X se dice 

que es una descomposición semicontinua superiormente si para cada D E 1) 

Y cada abierto U de X, con D e U, existe un abierto V de X 1 con D e V, 

tal que si A E 1) Y A n V '" 0, entonces A e U. 
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El objetivo de este capítulo es demostrar que todo continuo homogéneo 

del plano y que contenga un subcontinuo descomponible es una curva cerrada 

simple. Para demostrar esto, el siguiente teorema es fundamental. 

Teorema 5.8. Si X es un continuo homogéneo del plano e indescomponible y 

si A es un subcontinuo descomponible de X, entonces A contiene un continuo 

homogéneo indescomponible. 

Demostración. Sea A un subcontinuo descomponible de X, existen dos sub­

continuos propios B y e de A tale') que A = BU C. Demostraremos que A 

contiene un continuo homogéneo indescomponible. 

Sean b y c puntos de B \ e y e \ B respectivamente. Como A es un 

continuo no degenerado, existe un subcontinuo de A que es irreducible entre 

los puntos b y c [24, Ejercicio 4.35, pág. 68]. Sea E dicho subcontinuo de 

A que es irreducible entre los puntos b y c. Demostraremos primero que E 

es un continuo del tipo A', para esto, por el lema 5.7, bastará demostrar la 

siguiente afirmación: 

Afirmaci6n. Los subcontinuos de E con interior no vacío, son descomponibles. 

Justifiooción. Será por contradicción, supongamos que E tiene un subcon­

tinuo 1 con interior no vacío relativo a E y que es indescomponible. Co­

mo intE(I) '1 0, tomamos un abierto Q de E en l. Por otra parte E = 
(E n B) U (E n e), el continuo X es hereditariamente unicoherente, En B 

y E n e son conexos, entonces 1 está contenido en E n B o E n e pues 

1 es indescomponible. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que 

IcEnB. 

Sea F la componente de E \ Q que contiene a e, por el teorema de los 

golpes en la frontera [24, Teorema 5.4, pág. 73]. sabemos que F n Fr( Q) 

es no vacío, entonces F n 1 es no vacío también, por lo tanto F n 1 es un 

continuo y los continuos están en una sola composante, de esta manera hemos 

justificado que F intersecta a una sola composante de l. 
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esto último por [24, Corolario 5.5, p. 74J. Por lo tanto, 

IuR, UR2 UR, e IUFuj(F)ug(F) 

entonces 

(IU R, UR2 U R,) \I = (R, \In F) U (R2 \ In j(F» U (R, \ Ing(F». 

Así hemos demostrado que T contiene un triado, de donde X contiene un 

triado, lo cual contradice al lema 5.2. Por lo tanto, los subcontinuos con 

interior no vacío de E, son descomponibles. 

De esta manera, por el lema 5.7, E es del tipo A'. Sea entonces 'D la 

descomposición admisible mini mal para E dada por el lema 5.6, recordemos 

que 'D cumple, por definición, con: 

1. 1) es una descomposición semicontinua superiormente 

2. Los elementos de 1) son conjuntos conexos 

3. El espacio cociente E/'D es homeomorfo al intervalo [O, IJ 

4. El interior relativo a E de los elementos de 1) es vacío 

Consideramos a 7r : E --7 E /'D la función cociente, por inciso 3, podemos 

suponer que 7r va de E al [0,1]. Notamos que debe existir un número 8 E (0,1) 

para el cual 7r-1(s) es un conjunto no degenerado. Si 7['-1(8) tuviera un sólo 

punto, para toda s E (O, 1), entonces E contendría un arco, lo cual implicaría, 

por teorema 4.1, que X es la curva cerrada simple, que es un descomponible 

y esto contradice a la hipótesis. Por lo tanto existe 5 E (0,1) para el cual 

11"-1(5) es un conjunto no degenerado. Definimos a 

y = 71'-'(s). 

Queremos demostrar que el subcontinuo descomponible A de X contiene un 

continuo homogéneo e indescomponible El conjunto Y que hemos definido 

nos servirá para concluir la demostración. 
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que contienen a h,(1T-1(T)) y h;(1T-1(t» respectivamente. Notemos que 

RU Te ,,-1 (lo, dJ u [e, 1]) U h'(1T-1([0, TJ U [t, 1))) . 

Entonces el conjunto h'(1T-1( T)) corta a h,(E) entre h,(1T- 1([0, T») y h;(Y) [28, 

Teorema 5, pág. 10], de igual manera el conjunto h;(1T-1(t» corta a h,(E) en­

tre h,(1T- 1([t, 1»)) y h,(Y). 

Así el conjunto R U T no intersecta a ningún elemento de :Ji, de donde, 

h¡(Y) contiene un subconjunto abierto no vacío de h¡(E), lo cual contradice 

al hecho que h,(y) sea un elemento de (h;(1T- 1(U»: O::; u::; I}, la descom­

posición admisible mínima para h,(E). Por lo tanto h;(Y) es un subconjunto 

de Y. 

Usando un argumento análogo, uno puede demostrar que si Y no está 

contenido en h¡(Y) entonces el interior relativo a E de Y es diferente del 

vacío, lo que contradice el hecho que Y sea un elemento de 1>, por lo tanto, 

Iti(Y) contiene aY. Consecuentemente cada h¡ manda a Y en sí mismo, es 

decir, h,(Y) = Y. 

De nuestra afirmación podemos deducir que la composición de los horneo­

morfismos ht. .. . , hn restringida a Y es un homeomorfismo de Y en sí mismo 

que manda a p en q. De aquí que Y es homogéneo. 

Por el lema 5.2 X es hereditariamente unicoherente, Y es un continuo 

del plano, homogéneo y unicoherente, entonces es indescomponible por [16, 

Teorema 2J. O 

Corolario 5.9. Si X es un continuo del plano, homogéneo e indescompoible, 

entonces ningún subcontinuo de X es hereditariamente descomponible. 

Antes de probar el teorema principal de este capítulo enunciaremos el 

Teorema de Descomposición Aposindética de Jones, el cual será útil para la 

demostración de dicho resultado. 

Teorema 5.10 (Descomposíción Aposindética, Jones). Sea X un con­

tinuo homogéneo descomponible y no aposindético y L(x) = {z E X : X no 
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Se sigue del corolario 5.9 que f/ no está contenido en ningún elemento de 

9· Sin embargo, si la intersección de H con al menos dos elementos 9 fuera 

difp.rente del vado entonces H contendría un elemento do 9 [16, Teorema 1], 

lo cual contradiría lo que estamos suponiendo de H, que es hcreditariameutc 

descomponihle. Por lo tanto X es una curva cerrada simple. o 



Conclusiones 

Como ya hemos dicho en la introducción, en el presente trabajo se persiguen 

las respuestas que se le dieron a la pregunta planteada por Knaster y Ku­

ratowski: Si un continuo homogéneo está en el plano, ¿es necesariamente 

la curva cerrada simple? Cabe mencionar también que después de que se 

contesta de manera negativa, pues se encontró otro continuo homogéneo del 

plano -el pseudo arcc:r La pregunta tomó un rumbo un poco diferente, al en­

contrar UD tercer continuo homogéneo del plano -el CÍrculo de pseudo arcos­

se quiere saber si existirá otro. 

Al tratar de responder esto surgen resultados que dejan caracterizada a 

una curva cerrada simple por medio de la teoría de los continuos y a la vez 

se restringe mucho la existencia de otro continuo homogéneo del plano, sería 

el cuarto. En efecto, digamos que X denota un continuo homogéneo del 

plano, si X fuese tal que no es una curva ccrrada simplc, el pseudo arco ni el 

CÍrculo de pseudo arcos entonces X no deberá cumplir con ninguna de 

las siguientes propiedades: 

1. X es localmente conexo 

2. X es conexo en pequeño en algún punto 

3. X es aposindético 

4. X es arco conexo 
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