FACULTAD DE CIENCIAS > WE

UNAM

UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

TRANSFERENCIA RADIATIVA EN
LA ATMOSFERA

T E S | S
OUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
F | S 1 c A

P R E S E N T A
ENA ERANDY RAMIREZ PEREZ

DIRECTOR DE TESIS:

DR. JUAN RU@;\M‘O&I%‘;LA JHAM
& 3

FACULTAD DU CIENCIAS
SECCION ESCOLAR
s —————_—"

et —————



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



#“OAD NACIONAL
ENMA TE
MEXICO

MAT. MARGARITA ELVIRA CHAVEZ CANO
Jefz de la Divisidn de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis:
"TRANSFERENCIA RADIATIVA EN LA ATMOSFERAY

realizado por RAMIREZ PEREZ ENA ERANDY
con numero de cuenta 8815329-5 . pasante de la carrera de  Fisica.
Dicho trabajo cuenta con nuestro voio aprobatorio

Atentamente

Director de Tesis
Propietario

DRL JUAN RU3EN VARTLA HAM
Propietano

DR. DARIC NUNEZ ZURIGA
Propietario

OR. CARLO> GAY GiRCIA

Suplente - —o .
DRA. GRAZIELA LUCIA BINIMELIS DL RAGA *‘~~<~=-34-U_) = M
Supiente )
Ade

DR. SGUTTIN MUHLDY vswzaugﬂi{
f.
\//

DRA. PATRICI TEI Bricys

Coordinadors d2 Licapciytmna RS
A Ry

Consejo Departamental de Fisica




AGRADECIMIENTOS

ME ES GRATO MANIFESTAR MI AGRADECIMIENTO A
LAS SIGUIENTES PERSONAS:

DR. JUAN RUBEN VARELA HAM

POR SUINVALUABLE GUIA EN LA REALIZACION DE ESTE TRABAJO
DR. JOSE INES JIMENEZ AQUINO

POR SUS CONSEJOS Y DETERMINANTE COLABORACION

DR. DARIO NUNEZ ZUNIGA

POR SU INESTIMABLE APOYO

DRA. ROSA MARIA VELASCO BELMONT

POR SU AYUDA Y APOYO PROFESIONAL

A MI MADRE, SIN ELLA NO HABRIA SIDO POSIBLE ESTE TRABAJO
A SHIRAZ, GRACIAS POR EL SENTIDO Y LA FUERZA

PARA PODER TERMINAR ESTA ETAPA.

AL HONORALE JURADO



INDICE

Pag.
IrOduCCION. . ... ovvie e )

Capitulol:Teoria General................cocoiiiiiiiiiiiee i3

Capitulo 2: Dispersién de Rayleigh ... 20
Capitulo 3: Dispersion de Mie ......c..ooviiiiiiiiciiii e 26
Capitulo 4 : Modelos de dos FIujos ......c.coviiieiiiniininieiniiiciiniceen 4
Capitulo 5 : Algoritmos ............ooociiiiiiiii . e 55
Capitulo 6 : Resultados y Conclusiones .............ccceveeiieiieiniesnnnnnenn 66

APENDICES
A.- Estimacion de espesores Opticos ...........ccoecorivriiciiiii i 78
B.- Modelacion de Funciones Fase ........coouvveiiieieiiieiieieiiciesen 83

C.- Equivalencia entre las Ecuaciones de Transferencia propuestas
por Braslau y Meador ... ..o e g9

D.- Caso Limite: Funcion de Rayleigh ............oocooiiiiii 97
E.- Desarrollos de 10s Capitalos 4 ¥ S..c.cueeeicneiecieneereseeeesse s en e oo 100

REFERENCIAS ........ccccvmiiiinieiaieeeeesieieaeeneen s e eavee s sesnissneseneesnec L 1 O



Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo el desarrollo de los modelos matematicos y
fisicos necesarios para resolver el problema de la transferencia de radiacién en la atmésfera
utilizando el modelo de dos flujos para dar solucién analiticamente a la ecuacion
integrodiferencial que constituye la base de la teorfa de la dispersién de la radiacion,
ademnds de esto, se utiliza otro modelo para estratificar a la atmdsfera en 160 capas plano
paralelas, lo cual constituye una simplificacion al problema. Esto ya se ha hecho en €l
pasado, por lo que se especifica la intencién al hacer esto es contar con una idea clara de los
elementos que conforman la teoria de la dispersién de radiacion en la atmésfera v de uno de
los métodos que se siguen para resolver la ecuacion que resulta al hacer la aproximacién de
atmésfera plano paralela y homogénea, asi como de la teoria bdsica que es necesario
comprender.

Los datos experimentales involucrados en la solucidn del problema, como el albedo
v los espesores dpticos, son cantidades que adquieren significado dentro de la forma
empirica en que se basé el desarrollo primario de ésia drea, y que conforme avanzd el
campo dentro de las justificaciones formales del analisis matematico, pasaron a formar
parte de los términos abstractos del mismo. A pesar de esto, la forma en que se les adjudica
un valor a ecstas cantidades se basa enteramente en técnicas experimentales, por lo que
dentro del desarrollo de las ecuaciones y de la aplicacion de algoritmos matemdticos para
encontrar su solucion, es necesario tomar en cuenta una parte de trabajo en investigacion de
datos experimentales confiables que proporcionen los valores buscados. Aqui es necesario
subrayar que €stos datos son generalmente obtenidos para condiciones geograficas que no
son compatibles con las que se quieren analizar, por lo que el paso siguiente , es obtenerlos
para condiciones locales que permitan dar resultados de interés en nuestro problema, en éste
punto , es necesario seguir un camino andlogo al del desarrollo tedrico en cuanto a que
habrd que reproducir en primera instancia los datos con los que ya se cuenta para luego
aplicar las mismas técnicas al caso de la Ciudad de México o cualquier otro lugar.

Cabe destacar que para poder aplicar la solucidn de las ecuaciones es necesario
contar previamente, con un modelo de caracterizacion de la atmdésfera y obtencion de la
radiacidn directa en el que se encuentran involucradas a su vez otra serie de consideraciones
que no serdn analizadas en detalle aqui, sin embargo, éste aspecto del trabajo serd incluido
en la seccion pertinente a su utilizaciéon.

Como va se dijo, en este trabajo se aborda el método de dos flujos para resolver las
ecuaciones de transferencia radiativa en una atmésfera inhomogénea, dividida en N capas
homogéneas plano paralelas en presencia de moléculas y aerosoles, siguiendo los métodos
propuestos por Meador y Weaver (1980), Toon et al. (1989). La diferencia con estos
trabajos consiste en hacer todo el desarrollo para la dependencia explicita de la funcion fase
con el espesor dptico y que puede expresarse como una combinacion lineal de las funciones
fase de Rayleigh y Mie. La presencia de particulas absorbentes lleva a un escalamiento de la
funcién fase que debe satisfacer la condicién de normalizacién requerida, es decir, que et
albedo de dispersion simple sea menor o iguala 1.

Una teoria que tome en cuenta estos factores de manera integral estd lejos de ser
formulada, una aproximacién al problema real es hacer balances radiativos monocromaticos



en una atmosfera libre de nubes y proponer modelos empiricos para la cantidad de ozono
estratosférico, la humedad vy las particulas.

Las ecuaciones que dan cuenta de estos balances radiativos se conocen en la
literatura como ecuaciones de transferencia radiativa (ETRA's) , vy fueron propuestas por
Chandrasekhar en 1960. Estas ecuaciones son integrodiferenciales y sus soluciones
analiticas exactas no han sido obtenidas hasta el momento. Sin embargo, desde el punto de
vista analitico, las soluciones de ETRA’s han tenido algunos avances importantes que ya
han sido reportados en la literatura,

En particular, Meador y Weaver (1980), usan el método de dos flujos que constituye
la aproximacion de Eddington, para calcular la transmitancia y la reflectancia de una
atmoésfera homogénea con particulas dispersoras en ella. Por otra parte, Toon (1989) utiliza
la solucién de Meador y Weaver, para resolver el problema de dispersion muiltiple en una
atmosfera inhomogénea suponiendo que se encuentra dividida en N capas inhomogéneas
plano paralelas estratificadas en forma vertical, en las cuales la concentracion de particulas
se supone constante en cada capa, para resolver el problema analiticamente. Se establece un
sistema de ecuaciones diferenciales acopladas con coeficientes constantes para los flujos
ascendente y descendente, aplicando las condiciones para lograr reducir el problema a una
matriz tridiagonal y calcular estos flujos a través de las N capas. El objetivo de este trabajo
consiste en resolver ETRA’s para la dispersion maltiple en una atmdsfera inhomogénea
tomando en cuenta la presencia de aerosoles . Usando los métodos de Meador y Toon, ¥
tomandoe a la funcidn fase con su dependencia explicita del espesor dptico, los desarrollos
presentados aqui detallan el procedimiento necesaric para resolver el problema. Siguiendo
los pasos del método, se obtienen un sistema de ecuaciones acopladas para los flujos
ascendente vy descendente, pero con coeficientes dependientes del espesor dptico. El sistema
se resuclve suponiendo que dichos coeficientes son constantes del espesor Optico en cada
capa atmosférica, obteniéndose asi soluciones similares a las de Toon. Para calcular los
flujos en cada capa, se usan las condiciones a la frontera requeridas, reduciendo también el
problema a vna matriz tridiagonal. Loa coeficientes que aparecen en las soluciones para los
flujos se calculan a través de la funcién fase que se expresa como una combinacion lineal
de la funciones fase de Rayleigh y Mie de acuerdo con Braslau y Dave (1973), Dave (1970)
y Kattawar (1967).

Lo dicho anteriormente constituye la esencia del presente trabajo, los capitulos 4, 5
y 6 estan dedicados a desarrollar todas las justificantes matemdticas que avalan lo antes
mencionado, de igual forma, los apéndices que se encuentran al final son desarrollos que
completan los conceptos de espesor Optico, caracteristicas de la funcién fase y la
equivalencia entre €] planteamiento de ETRA s de Meador y Weaver, y el hecho por Toon
et al. El capitulo 6 es dedicado también a los resultados y conclusiones.

Los primeros tres capitulos se dedican enteramente a plantear los conceptos basicos
con los que se trabajard mas adelante: teoria general, dispersién de Rayleigh y dispersién de
Mie y se apegan estrictamente a la literatura que desarrolla estos aspectos con gran detalle.

(28]



Capitulo 1
Teoria General

En éste apartado se definirdn las cantidades fundamentales con las cuales se trabaja en el
campo de la transferencia radiativa, como la derivacién de la ecuacién basica -- la ecuacién
de transferencia — que gobierna el campo de radiacion en un medio que absorbe, emite y
dispersa radiacion. En la formulacién de los diversos conceptos y ecuaciones no se llegaraa
la maxima generalizacion posible sino que, nos limitaremos a los problemas que se desean
considerar.

Teoria General de la luz Dispersada

Pocas veces es observada la luz directamente de la fuente que la produce, en gran
cantidad 1a luz que se ve liega a nuestros ojos de una forma indirecta. Viendo a un arbol, 0 a
una casa, vemos luz de sol reflejada difusamente . Viendo a una nube, o al cielo, vemos luz
dispersada. Aun una ldmpara eléctrica no nos manda su luz directamente del filamento
luminose porque usualmente muestra solo la luz que ha sido dispersada por el butbo de
vidrio. Todos los que estdn involucrades en el estudio de la luz o en sus aplicaciones
industriales conocen el problema de la dispersion.

La dispersion se encuentra corminmente acompafiada de la absorcion, Una hoja de drbol
luce verde porque dispersa la luz verde de manera més efectiva que la luz roja. La luz roja
Incidente en la hoja es absorbida; esto significa que su energia es convertida en alguna otra
forma y ya no estd presente como luz roja. La absorcidn es preponderante en materiales
como el humo negro; estd casi ausente a longitudes de onda visibles, en las nubes, o en ¢l
aire.

Ambos, la dispersién y la absorcion remueven energia de un haz de luz que atraviesa un
medio: el haz es atenuado. Esta atenuacion, llamada extincion, €s observada cuando se mira
directamente a la fuente de luz. El Sol por gjemplo, es més rojo en el ocase que en el
amanecer: esto indica extincién en la trayectoria més larga de la Iuz en ¢l aire, lo cual es
fuerte en todos los colores, pero mas fuerte ain en la luz azul que en la roja. Se entendera
que ¢l fendmeno de la extincitn es debido a la suma de la absorcién mas la dispersion. Una
primera restriccidn que se tomard en cuenta es que la luz dispersada tendrd la misma
longitud de onda que la luz incidente. Efectos tales como el efecto Raman, o generalmente
cualquier transicion cudntica seran excluidos.

Una segunda limitacién mas importante es que las particulas son consideradas
independientes, esto es, las particulas se encuentran tan separadas que la dispersién que
causan cada una de ellas no afecta a las demds. También se hard una distincidon més
precisa. Si la luz atraviesa un medio perfectamente homogéneo, no serd dispersada. Sélo los
medios inhomogéneos causan dispersion. Ahora, de hecho, cualguier medio material tiene
inhomogeneidades que consisten en moléculas, cada una de las cuales actian como un
centro dispersor, pero depende del arreglo de las moléculas el que la dispersion sea cfectiva.



En un cristal perfecto en ¢l cero absoluto de temperatura las moléculas estan arregladas de
una manera muy regular, y las ondas dispersadas por cada molécula interfieren de tal forma
que s6lo causan un cambio general en la velocidad de propagacién. Por otro lado, en un gas
o un fluido, las fluctuaciones estadisticas en los arreglos de las moléculas causan una
dispersion real, que muchas veces puede ser apreciable. En éstos ejemplos, aunque las
moléculas estén o no arregladas de cierta manera, el resultado final es un efecto cooperativo
de todas las moléculas. Por consiguiente, 1a teorfa de la dispersién tiene que estudiar en
detalle las relaciones de fase entre las ondas dispersadas por moléculas vecinas. Cualquier
problema en ¢l que la prioridad sea dar una descripcion detallada de la cooperacion entre
particulas, s llamado de dispersion dependiente v no sera tratado aqui.

Frecuentemente, sin embargo, las inhomogeneidades son cuerpos extraitos inmersos en el
medio. Ejemplos obvios son las gotas de agua y granos de polvo en el aire atmosferico y
burbujas en el agua o en vidrio. Si tales particulas estan lo suficientemente alejadas unas de
otras, es posible estudiar la dispersién por una particula sin referencia a las demds. Esto serd
llamado dispersién independiente; éste es el objeto de estudio a tratar.

Puede ser notado que las ondas dispersadas por diferentes partfculas de un mismo haz
incidente en la misma direccién ain tienen una cierta relacion de fase, y por consigniente
ain pueden interferir. El hecho de que la longitud de onda permanezca igual implica que las
ondas dispersadas estdn en fase y se suman, o fuera de fase y se destruyen, o cualquier otra
posibilidad de interferencia. El asumir dispersion independiente implica que no hay una
refacion sistemética entre éstas fases, Un pequefio desplazamiento de una particula ¢ un
cambio pequefio en el dngulo de dispersidn pueden cambiar las diferencias de fase
completamente. El efecto neto es aquél para el que todos los propésitos practicos las
intensidades dispersadas por varias particulas son sumadas sin cambios de fase. Por lo
anterior parece que la dispersion por particulas diferentes es incoherente, pero de hecho en
un sentido estricto esto no es cierto. Una excepcion puede ser hecha para angulos de
dispersién que son virtualmenie cero. En éstas direcciones no hay dispersidn observada en
el sentido estricto.

Una tercera limitacién es que los efectos de la dispersidén miultiple seran despreciados.

De acuerdo con lo expuesto arriba, consideraremos una sola particula de tamafio y forma
arbitrarios iluminada por una fuente muy distante. Las propiedades de la luz dispersada 2
una distancia muy grande de la particula implican la suposicién de que las otras particulas
han dejado suficiente espacio alrededor de ésta como para que pueda establecerse un campo
de radiacidn dispersa.

La propiedad mas importante de la onda dispersada es su intensidad. Por intensidad 7
entenderemos el flujo de energia por unidad de drea. En 6ptica esto es llamado la
irradiancia. La onda incidente y la onda dispersada en cualquier punto dentro del campo son
unidireccionales, esto es, cada una esta confinada a una direccion ¢ a un angulo sélido muy
pequefio alrededor de ésta direccidn. E! término intensidad como aqgui serd usado se refiere
al flujo total de energia en éste dangulo solide, Las ondas también se asumirdn como
monocromaticas, esto es, confinadas a una frecuencia o a un intervalo pequefio de
frecuencias. La intensidad también se referirz al flujo total de energia cn éste intervalo.

Las propiedades adicionales que deben tomarse en cuenta para la luz incidente son su
polarizacidén y su fasc. Las fases no pueden ser medidas directamente, pero son de
importancia en [a formulacién correcta de la dispersion de la luz polarizada. Asi que en



gran parte de éste y los dos capitulos siguientes, se trabajara con funciones de dispersion
que son nimeros complejos y describen la amplitud y fase de las ondas dispersadas.

La onda dispersada en cualguier punto en un campo distante tiene las caracteristicas de
una onda esférica, en la cual, la energfa fluye hacia afuera de la particula. La direccion de la
dispersidn, Le., la direccion desde la particula hasta éste punto, es caracterizada por el
angulo@ que esta hace con la direccidn de propagacion de la luz incidente y un 4ngulo
azimutal ¢ (Fig. 1.3).

Sea I la intensidad de la luz incidente, I la intensidad de la luz dispersada en un punto a
una distancia grande r de la particula, y % el nimero de onda definido pork = 2n / X, donde
A es la longitud de onda en el medio adyacente. Como / tiene que ser proporcional a Iy y a
r? podemos escribir , {ref 1.2}

IOF(Q')Q?)
1= £l (]‘-1)
Aqui F(8,p) es una funcion adimensional (;F/lc2 es un 4rea) de la direccion pero no de » .
También depende de la orientacion de la particula con respecto a la onda incidente y del
estado de polarizacién de la onda incidente.

Fig.l.1 Definicidn del angulo de
dispersidn.

La luz incidente se encuentra llegando
por la parte infecior, tanto en ésta como
en otras figuras.

BEEEENERE

Los valores relativos de /. o de F, pueden ser graficados en un diagrama polar,
como una funcion de #en un plano fijo que coincida con la direccion de incidencia.
Este diagrama es llamado el diagrama de dispersién de la particula



1. La Intensidad especifica.

El analisis de un campo de radiacion frecuentemente requiere que se considere la cantidad
de energia radiante, dE,,, en un intervalo especifico de frecuencia (v,v+dv) que es

transportado a través de un elemento de dreadsy en la direcciones confinadas a un
elemento de dngulo s6lido dex durante un tiempo df ( ver la figura 1.2). Esta energia,dE,,,

es expresada en términos de la intensidad especifica ( o simplemente la intensidad ), I,,,
por

dE,, = I,,cos Fdvdadexdt (1.2)

da——"

do

Fig. 1.2 Elemento de 4rea para la energia

donde# es el angulo que la direccién considerada hace con la normal exterior a do. La
construccidn hecha agui también define a un kaz de radiacion.

Se sigue de fa definicion de intensidad que en un medio que absorbe, emite, v dispersa
radiacion, [, puede esperarse que varie de punto a punto y también con la direccién de cada
punto. Por esto, para dar una definicion general del campo de radiacién, podemos escribir

1y = Ly (x.y.zdmomt), (1.3)

donde (x.y.z) y los cosenos directores (fm,nj definen el punto y la direccion a la que [, se
refiere. Se dice que un campo de radiacion es isotropico en un punto, si la intensidad es
independiente de la direccion en ése punto. Y si la intensidad es la misma en todos los
puntos y en todas las direcciones. se dice que el campo de radiacién es homogéneo ¢
isotrépico.

Un caso de gran interés en conlextos astrolisicos v terrestres es aquél de una atmdsfera
estratificada en planos paraiclos en tos cuales wodas las propiedades fisicas son invariantes
en el plano. En éste caso se puede ¢scribir

4]



I, =1,z %1, (1.4

donde z denota a la altura medida en ¢l plano de estratificacién, normal al mismo y (€.¢)
son los angulos polar y azimutal respectivamente. Si [, puede ser independiente de ¢ se
tiene un campo con simetria axial alrededor del eje z.

Otro caso de interés que también surge en la practica es aquél con simetria esférica

cuando
I,=14r,&0), (1.5)

donder es la distancia del centro de simetrfa y$es la inclinacion de la direccion
considerada a el radio vector.
La intensidad [, integrada sobre todas las frecuencias es denotada por / v se le Hama

intensidad integrada; entonces
fes)

I= (I)Ivdv. (1.6)

Mientras que para muchos propoOsitos la imtensidad [,(x,y,z;{,m,n)caracteriza

suficientemente al campo de radiacion, es importante notar que muchos pardmetros que
describen el estado de polarizacion del campo de radiacion deben ser especificados antes de
llevar a cabo la descripeidn del campo completamente.

1. El Flujo Neto

La Ecuacién (1.1) da la energia en el intervalo de frecuencia (v, v+dv) que fluye a través
del elemento de 4rea de 4o en una direccion que estd inclinada un dngule & con su normal
exterior y confinada a un ¢lemento de angulo sélido de. El flujo neto en la direccion de la

normal es dado por
dvdadi| I cosSdw, (1.7)

donde 1a integracién se lleva a cabo sobre todos los dngulos solidos.
La cantidad

nF, = (I, cosSdw (1.8)
que se encuentra en la expresion {1.7) es llamada el flyjo neto y la energia radiante por

unidad de 4rea y por unidad de intervalo de frecuencia.
Para un sistema en coordenadas polares con el eje z en la direccidn que atraviesa a d&

dw = sen 9d 8dp, (1.9

v la expresion para ¢l Hujo neto puede ser eserita en la forma



T2x
= (f) (j)]v(S,qJ)senL?cosSdeqa. (110

2.La Densidad de Radiacion

La densidad de energia u, dven el intervalo de frecuencia (v, v+dv) en cualquier punto
dado es la cantidad de energia radiante por unidad de volumen, en el intervalo de frecuencia
establecido, que se encuentra en trénsito en la vecindad de] punto considerado.

Para encontrar la expresidn para la densidad de energia en el punto P construimos alrededor
de P un volumen infinitesimal v con una superficie convexa o. A confinuacion se rodea a v
con otra superficie convexa J'tal que las dimensiones lineales de 2'son grandes comparadas
con las de o; nunca menores, se conviene que el clemento de volumen encerrado porZ es
atn fan pequefic que se puede considerar la intensidad dada en cualquier direccién adentro
de ¥ como la misma.

Abhora, toda la radiacion que atraviesa el volumen v tiene que cruzar algiin elemento de la
superficie de X.

Sea dX tal elemento; también serdn @y & quienes denotaran los angulos con las normales
de dZ' y un elemento do de ¢ hace con la linea que une a los dos elementos, La energia que
fluye a través de 42" que también fluye a través de does

Ivcos(-bdZda)'dv:IVde (11

¥

. d &
ya que el angulo solide dw subtendido por doen dX es: -ic;i
»

donde r es la distancia entre doy ¢Z . Si/ es la longitud atravesada por el lapiz de radiacion
considerado a través del elemento de volumen v, la radiacién (1.11) incidente endo por
unidad de tiempo tendrd que atravesar el elemento en un tiempo ¥c , donde ¢ denota la
velocidad de la luz. La contribucion a la cantidad total de energia radiante en transito a
través de v por el 1apiz de radiacion considerado es

ScosOdads | |
ivdvﬁ—wfﬂ;:;]vdmdw (1.12)

cos®
donde dw =dZ—— es cl angulo sélido subtendido por dXen P y dv = ldocosé es el
P2
volumen interceptado en v por un lipiz de radiacion. Por lo tanto la energia total en el
intervalo de frecuencia (v, v#dv) cn trinsito a través de v, debido a la radiacién que viene

de lodas direcciones, cs obtenida al imegrar (1.12) sobre todo vy @




d
—lavidel, =" dvil,do (1.13)

Por lo tanto
1
=i dw (1.14)
T

La densidad de energia integrada, u,, es dada similarmente en términos de la intensidad
imtegrada [; por esto

(1.15)
A veces es conveniente introducir la intensidad promedio
! 1
Jv=z;ffvdw, (1.16)
que puede ser relacionada con la densidad de energia a través de :
4
= J. (1.17)
¢
Para un campo de radiacion con simetria axial:
[ %
=§f [, 5en9d 3. (1.18)
0

3. Coeficiente de Absorcién. Absorcidon real y Dispersion
Funcion Fase

Un lapiz de radiacién atravesando un medio puede ser debilitado per su interaccion con la
materia. Entonces la intensidad especifica [, se convierte en [+l después de atravesar
un elemento delgado s en la direccién de propagacion, podemos escribir

dl,, = —x,pl ds, (1.19)

donde p es la densidad del material. La cantidad &, introducida de esta manera define al
coeficiente de absorcion de masa para la radiacidn de frecuencia v. Pere no se puede
concluir necesariamente que todo ldpiz de radiacién que atraviesa la materia esta perdido
para €l carmpo total de radiacion. Puede ser que {a radiacion que atraviesa ¢l medio aparezca
despuds en todas direcciones como radiacién dispersada. En general se puede esperar que
sdlo una parie de la cnergia perdida en un haz incidente aparecera como radiacion



dispersada en otras direcciones y que la parte restanie habra sido ‘realmente’ absorbida en
el sentido de que representa la transformacion de la radiacién en ofras formas de energia (o
aun de radiacién a otras frecuencias) . Por esto tendremos que distinguir entre absorcién
‘real’ y dispersidn.

Considerando primero el caso de dispersion, se dice que un material es caracterizado por un
coeficiente de dispersion de masa i, s1 de un haz incidente de radiacién en un elemento de
masa de seccion transversal do y grosor ds laenergia dispersada es:

Ky,pds % I,,co8 dvdod e (1.20)
en todas direcciones. Como la masa del elemento es

dm = pcos Sdads, (1.21)

se puede escribir
&yl dmdvde (1.22)

Para formular cuantitativamente el concepto de dispersion se debe especificar ademas la
distribucién angular de la radiacién dispersada (1.22). Por lo tanto, se introducird una
Juncion fase p(cos @) tal que

1

d
vavp(cose)%dmdvdm (1.23)

es la fraccion de energia dispersada en un elemento de dngulo s6lido dw y en una direccién
inclinada a un 4ngulo @ con respecto a la direccidén de incidencia del haz de radiacién en
un elemento de masa dm . De acuerdo a (1.23) la fraccion de energia perdida por el haz
incidente debido a la dispersidn en todas direcciones es

d
KV!Vddedm_fp(cos@)f;—; (1.24)

esto coincide con (1.22) st

f p(cos@)% =1, (1.25)

esto es, si la funcion fase es nommalizada a la unidad.

Regresando al caso general cuando ambas, la dispersion y la absorcidn real estdn presentes,
ain se utilizard la cxpresion (1.23) para la energia dispersada. Pero en éste case (en
contrasie con el caso de dispersién unicamente} la pérdida total dc energia del lapiz
incidente tendra que ser menor a (1.22) de acuerdo con



do
i p(oos@)'z;; =ay <1 (1.26)

Entonces, el caso general y en el que solo ocurre dispersién, difieren dnicamente por el
hecho de que la funcion fase no esta normalizada a la unidad.

De la definiciones hechas, resulta que ey representa la fraccion de la luz perdida del lapiz
incidente debido a la dispersién, mientras que (/-y} representa la fraccion restante que
ha sido transformada en otras formas de energfa (o de radiacién transformada a otras
longitudes de onda).

De ahora en adelante, se entenderd que @y es al albedo debido a dispersicn simple. Mas
atn, cuando @y = / se dird que se tiene el caso conservativo o dispersion perfecta:
dispersion perfecta es, en el contexto presente, el andlogo del caso comservativo en
dindmica.

El ejemplo mas simple de una funcién fase es

pleos®) = cte. =wy (1.27)

En éste caso la radiacién dispersada por cada elemento de masa es isotrépico. Cercano al
caso isotrOpico se encuentra la funcidn fase de Rayleigh la cual resulta de gran interés.

Plcos®) = 3/4 (1+cos’ @) (1.28)
Esta funcion fase es normalizada a la unidad, asi que este es un ejemplo de un caso
conservativo de dispersién perfecta. Otra funcién fase que es de particular interés en
problemas relacionados a iluminacién planetaria es

p(cos®@) = @y (1 + xcos@) (-1 £x = +1). (1.29)

En general se supondrd que la funcidn fase puede ser expandida como una serie de
polinomios de Legendre de 1a forma:

p(cos®) = Y w,P(cos®), (1.30)
i=

9

donde las w; son constantes. En la préctica las series en el lado derecho de la ecuacién se
manejan sdlo con un nimero finito de términos.

El coeficiente de emision.

El coeficiente de emisidn f, es definido de una manera tal que un elemento de masa dm
emite en direcciones confinadas a un elemento de angulo sdlido de, en ¢l intervalo de
frecuencia (v, v#dv) y en un tiempo dr, una cantidad de energia radiante dada por

jvdmdnx."! dv (131



en el caso de un medio que dispersa radiacién (no necesariamente no necesariamente con
albedo igual a 1) habrd una contribucidn al coeficiente de emision de la dispersion de
radiacion de todas las demds direcciones en el lapiz de radiacién considerado. Por esto, se
sigue de (1.26) que la dispersién de un ldpiz de radiacion de la direccién (8 "¢ contribuye
a un lapiz de radiacién en la direccién (2, ¢) una cantidad

. sendd@dy

K dmdvdap(9,0;9 ) (3 ,¢) i . (1.32)

donde hemos escrito p (8, ¢, 8, go) para denotar a la funcién fase para el 4ngulo entre
las direcciones especificadas por (8, )y (@, @) . Entonces, la contribucion, jv(s), al

coeficiente de emision debido Unicamente al fendmeno de dispersion es

J(8.0) = nf;f [ p(9.0:8.0)1,(,0)send d 8y’ (1.33)
20

podemos esperar que en general habra contribuciones al coeficiente de emisién por causas
distintas a la dispersién. Cuando este no es el caso, se dice que tenemos una atmoésfera
dispersora.

En otras palabras, para una atmdsfera dispersiva

jV Ejv(‘c)‘ (1‘34)

Es necesario notar que el caso de una atmdsfera dispersiva no necesariamente implica tener
dispersion perfecta.

El caso que en cierto sentido es el opuesto a una atmésfera dispersiva es el de una
atmosfera en equilibrio termodindmico. En éste ultimo caso se asume que las circunstancias
son 1ales que podemos definir en cada punto en 1a atmésfera una temperatura local T tal que
el coeficiente de emision en ése punto es dado en términos del coeficiente de absorcidn por
medio de la ley de Kirchhoff : esto es, en cada punto tenemos la relacién

j.=k,B8.(T), (1.33)

20 1

136
< exp(hv/kT)-1 (1:36)

donde B (T} =

¢s la funcidn de Planck (k y h son las constantes de Boltzmann y Planck respectivamente).



La Funcion Fuente

La razdn del coeficiente de mision al coeficienie de absorcidn juega un papel importante
en los desarrollos subsecuentes de la teorfa. Y se le conoce comao funcidn fitente . Se
denotara por J, Entonces

g =2 (137
De acuerdo con las ecuaciones (1.33) v (1.34), para una atmésfera dispersora
1 xlir ' ] o . ) )
1,08.0)=—| [ p(8,0:8 .0)1,(8 .0 senF addyp (1.38)
4759

mientras que para una atmésfera en equilibrio termodindrmico local

J, =BT (1.39)

La Ecuacion de Transferencia

Ahora dertvaremos la ecuacién fundamental que gobierna la variacién de la intensidad en
un medio caracterizado por un coeficiente de absorcién y un coeficiente de emision. ( debe
notarse que el coeficiente de emision puede depender del carnpo de radiacién como serd el
caso, por ejemplo, en una atmdsfera dispersora.) Para éste proposito consideremos un
elemento cilindrico pequefio de seccién transversal do y altura ds en el medio. De la
definicion de intensidad, se sigue que la diferencia en la energia radiante en el intervalo de
frecuencia (v, v+dv) que atraviesa las dos caras perpendicularmente, en el tiempo dt vy
confinado a un elemento de angulo sélido, es dado por

%dsdvdoda)dr. (1.40)
AY

Esta diferencia en la energia debe surgir del exceso de emision sobre la absorcion en el
intervalo de frecuencia y en el elemento de angulo solido considerado. Ahora 1a cantidad de

energia absorbida es

x,pds x I dvdoded, (1.41)

mientras que la cantidad emitida es

J.pdodsdvdexdt. (1.42)



Contando las ganancias y pérdidas del haz de radiacidn durante su camino por el cilindro,
tenemos

dr
Y=y ol +7ip. 1.43
A R (1.43)

En términos de la funcién fuente J,, (ec. 1.37) podemos reescribir esta ecuacion en la forma

———=] —J. {1.44)

Esta es la ecuacion de transferencia .

Para una atmdsfera dispersiva y una atmésfera en equilibrio termodindmico local las
funciones fuente estin dadas por las ecuaciones (1.38) y (1.39).

En un sistema cartesiano de coordenadas la ecuacitn de transferencia puede ser escrita en
la forma

I(z‘a+m(}+ é}!( Lmn)y=1 { I lmun). (1.45)
- = —+n— I (x,y,z; = : —J{x,y,z;l,mun). .
Kvp @) 0} v J:Z: ,m,f’! V((x’y,zn sm':n) g ’y’

como la funcidn fuente es funcionalmente dependiente de la intensidad en cada punto, la
ecuacion de transferencia es generalmente una ecuacion integrodiferencial .

La solucion formal de la ecuacion de transferencia.

En la discusion formal de éste y los capitulos subsecuentes es conveniente suprimir los
subindices v 2 las diversas cantidades gue se estén manejando sin gue esto implique algin
tipo de ambigliedad , por lo tanto, se escribiré la ecuacién (1.47) en la forma:

ar
Kpds

-7 {1.46)
La solucidn formal de la ecuacidn (1.49) es la siguiente:
5 ' M '
1(s) = I(O)expl~ r(s,0)] + [J(s )cxp[— (3,8 ):]Kpds \ (1.47)
Q

donde t, s} cslaprofindidad dptica del material entre ¢l punto s y s ;entonces



5.5 ) = fricpds. (1.48)
s

El significado fisico de la solucion (1.47) es claro: expresa el hecho de que la intensidad
en cualquier punto y en una direccién dada resuita de la emision en todos los puntos
anteriores, s , reducida por el factor exp{-z(5, 5) } consecuencia de la absorcién por la
materia en el medio.

La Ecuacién de Transferencia en el caso plano paralelo

En problemas de transferencia radiativa para atmésferas plano paralelas es conveniente
medir distancias lineales normales al plano de estratificacion. Si z es esta distancia, la
ecuacion de transferencia se transforma en

dl{z,8,¢)
—_— 2 -J Z,(g, . 1.49
cosd s I(z,3,0)— J(z,9,¢) (1.49)

donde# denota la inclinacion con la nommal exterior ¥ @ el dngulo azimutal referido a un eje
elegido.
Se introducira la profundidad optica normal

= offcpdz (1.50)

medido desde la frontera interior tenemos, ref(1):

dal(r,u,
ﬂ—&ﬁﬂ = 1(z,11.0) ~ J(£.11.0). (1.51)

En la ecuacién (1.51) se introdujo la cantidad ¢ =cos@.
La ecuacion (1.51) es la forma estandar de la ecuacion de transferencia para atmosferas

plano paralelas.

Considerando problemas de transferencia radiativa en aundsferas plano paralelas se
podran distinguir dos casos: (i) la atmésfera semi infinita que se encuentra delimitada por
una frontera en r—0y se extiende al infinito en la direccion 7—»og y (ii) la atmdsfera finita
que se encuentra limitada por dos fronterasen =0 yenr=r,.

En ¢l caso de una atmésfera con profundidad optica finita la solucién formal, (1.47) sc
reduce a



Iz 0.9) = 1(2,, o) expl= (5, ~7) ]+ [ St ) expl (2 =) ﬂ]it
, (= pu>0), (1.52)

; o
Kz ~4t,0) = 10~y expl= o/ ) + | J (s, 0) expl— (7 - f)/ﬂ);{
Q
(12 >0 (1.53)

que dan respectivamente la intensidad ascendente y descendente en cada nivel. En

particular para las intensidades ascendentes tenemos:

T d
10,42.0) = (5. s, pyexp(~ 7./ ) + [ exp(- 1/ )Tt 4 1, qo)i (1.54)
0
T d
y (5~ pt.9) = 10~ pmeYexpl- 5,/ u)+ [ exp(— (5~ n)/y)J(r,—ﬂ,w)f. (1.55)
[+

En el caso de una atmésfera semi infinita las ecuaciones resultantes se reducen a

T d
I(rti,0) = | 0y exp]—(t - r)/y]-;’ (1.56)
p d
1(z~p1,0) = 1(O~p,0) exp(— 7/p2) + | J(t,—u,(p)cxp[—(rwt)/y];t, (1.57)
4]
y 100+26,0) = [ (42, 0) expl- !/,u)%. (1.58)
0

Entonces para una atmosfera plano paralela la ecuacidn de transferencia puede ser escrita en
la forma, refi(1) :

di(tipp) 17
ﬂ_‘—_i“ iz so)———_f

| @ ))dpde 1.59
dr 4x l,r[p #1@1ﬂsq))1(ﬁﬂ,{9) Hag ( )

16



en casos conservativos (ap=1) la ecuacion (1.71) admite la integral de flujo
F =constante. {1.60)
donde " representa el flujo de radiacion normal al plano de estratificacion.

Conservacion de la Energia

Sea el total de la energia dispersada en todas las direcciones igual a la energia de
la onda incidente que llega al drea Cj, . Por ésta definicion y por la ecuacion
anterior tenemos:

C,, = 1] FO.0)do (1.61)

(73

donde do = sen@ 48 do es el elemento del dngulo sélido y 1a integral se toma sobre
todas las direcciones. Asi mismo, la energia absorbida adentro de Ia particula puede
ser, por definicion, ser puesta como igual a 1a energia incidente en el drea Cy , v la
energia removida del haz original puede por definicion ser igual a la energia
incidente en ¢l drea G . La ley de la conservacion de la energia requiere que

Cowt = Csea T Caps (162)

Las cantidades Cou, Cien » Caps » son llamadas las secciones transversales de la
particula por extincién, dispersién, y absorcion, respectivamente. Tienen
dimensiones de area. Generalmente, son funciones de la orientacién de la particula y
del estado de polarizacién de la luz incidente.

Las particulas no absorbentes tienen los factores Cy =Cicr - Esta ltima a veces
serd denotada como C sin el suffjo.

Factores de Eficiencia

Muchas particulas tienen una seccién geométrica transversal G. Una esfera de
radio a tiene, por ejemplo, G = ma’. Las constantes adimensionales

ch = G
C,
Q\fﬂ = b,
/G (1.63)

G

th.c = %;
o

O = I/G



serfm Hamados los factores de eficiencia por extincidnm, dispersién, absorcion y
presion de radiacién, respectivamente. Para la gran mayoria de las particulas estos
factores dependen de la orientacidn de la particula y del estado de polarizacién de 1a
hrz incidente. Para las esferas son independientes de ambos.

En todos los casos se tienc

Cext = Osca + Qabs. (1.64)

Dispersion de la Radiacién Solar Directa.

Cuando una onda electromagnética incide a una particula, una parte de la energia
incidente es dispersada en todas diregciones. Esta energia dispersada es llamada
radiacién difusa. La energia dispersada por particulas esféricas puede ser obtenida
teoricarnente a partir de la ecuacion de onda de Maxwell en coordenadas esféricas.
Todas las particulas en la naturaleza dispersan radiacién, desde un elecirén hasta un
planeta. Una solucion particularmente simple se obtiene cuando la particula es
esférica y mucho mas pequefia que la longitud de onda de la radiacion incidente.
Esta solucion fue derivada en el siglo XIX por Lord Rayleigh . La teoria que
desarrofla para llegar a la solucién es particularmente 1til en ¢l estudio de la
dispersion de la radiacion solar por moléculas de aire. Rayleigh explicd, el porqué
del color azul del cielo bajo condiciones de cielo extremadamente despejado.

Cuando los tamafios d¢ las particulas son del orden de la longitud de onda de la
radiacion incidente, la solucion de la ecuacién de onda se vuelve muy compleja.
Esta solucién fue encontrada primero a principios de siglo por Gustav Mie y en su
honor es llamada teoria de Mie. La solucidn de Rayleigh es un caso particular de la
teoria de Mie.

Para ¢l tratamiento matematico, es conveniente expresar el tamafio de la particula
dispersora como x =2m /A , donde r es el radio de la particula. Sea m el indice de
refraccién y A la longitud de onda en micrémetros. Se considerara que:

(1) cuando 2r 7/ A < 0.6 / m, la dispersion es regida por la teoria de Rayleigh , en
una atmésfera sin nubes y una moléculas de aire, muchas de las cuales tendran
un tamafio =1 Angstréms ;

(2) cuando 2m r /A >5, la dispersién es principalmente un proceso de reflexion
difusa que pocas veces ocurre en la atmosfera; y se aplica a la dispersién por
particulas cuyo tamafio es mayor que los 10 Angstréms, como los aerosoles.

La figura 1.4 muestra la diferencia entre los dos modos de dispersién, de Mie y de Rayleigh.
En el caso de Rayleigh, el proceso de dispersion es idéntico tanto hacia delante como hacia
atrds de la particula dispersora. Y estd minimo a 90° de la linea de incidencia. Las
dispersiones muy grandes ocurren cuando la radiacidn incidente es de muy pequefia
longitud de onda. En la dispersién de Mie, hay una mayor cantidad de energia dispersada
hacia atras de la particula. Si ¢l tamafio de la particula se incrementa, también la dispersién
en ésta direccion, v la sombra de la esfera es alterada. La radiacion dispersada por una



particula choca con otra en el medio, vy Este proceso, llamado dispersion multiple, contintia
en la atmoésfera .

Aerosoles

Un aerosol es una particula liquida o solida que permanece suspendida en el aire y
sigue ¢l movimiento del aire hasta ciertos limites. La Huvia, nieve vy el granizo no
son aerosoles. Sin embargo, las moléculas coaguladas de vapor de agua que siguen
¢l movimienio del aire son consideradas aerosoles. En contraste con las moléculas
de los gases permanentes de la atmosfera, las particulas suspendidas en ella
observan una gran diversidad en su volumen, tamafio, distribucién, forma, y material
que las componen, Estas particulas también de origen terrestre; derivadas por
ejemplo, de humo industrial, polen, erupciones volcénicas, polvo metedrico,
tormentas de arena, incendios forestales, y quemas de la agricultura o de origen
marino: cristales de sal, rocio ocednico. El agua y las particulas de hielo
suspendidas en la niebla y en las nubes caen en la linea de definicién de los
aerosoles.

El rango natural de las particulas de aerosol para su radio es de 10” a 10° um , las
particulas muy pequefias son llamadas particulas de Aitken y van de 107 2 10" um;
¥ las particulas grandes de 0.1 a 1 um. Las particulas en el rango de los 1 - 100 um
son [lamadas particulas gigantes. La cantidad de aerosoles en Ia atmésfera es
especificada algunas veces en términos del mimero de particulas por centimetro
cuibico. El nimero de particulas de pelvo es usualmente mayor sobre la tierra que
sobre ¢l agua y mayor en las estaciones secas. También el nimero de particulas de
polvo es menor en los polos v ¢l aire artico y mayor en ¢l aire tropical.

Una atmédsfera que contiene aerosoles también es llamada turbia o brumosa . Una
propiedad de una atmésfera cargada de aerosoles que merma la radiacién solar
directa es llamada atmdsfera turbia. La turbidez es un pardmetro dptico y puede ser
estrechamente relacionado con la visibilidad horizontal, que en si mismo, es un
parametro subjetivo, En una atmésfera limpia y seca, aproximadamente la mitad de
la energia dispersada regresa al espacio y la otra mitad llega al suelo como radiacion
difusa. En una atmdsfera que contiene particulas de polvo, es mayor la cantidad de
energia dispersada que llega al suelo porque es mayor la dispersion en la direccion
delantera o posterior de la particula . Las formulaciones matematicas ligadas con la
dispersién por una sola particula y dispersion por varias inmersas en cierto medio
han sido bien desarrolladas en la literatura . A lo largo de los siguientes capitulos se
profundizara en el analisis y estudio de las propiedades de la funciones fase de Mie
v Rayleigh, asi como en el modelo atmosférico que ocupa el presenta trabajo.



Capitulo 2
Dispersion de Rayleigh

Las particulas a tratar en €ste capitulo pueden tener formas arbitrarias y serdn pequefias
comparadas con la longitud de onda dentro y fuera de la particula, como ser especificado.

Polarizacion v Dispersiéon de Ravleich
Si Ia Polarizaciéon es un Tensor

La simplificacion introducida por el tamafio pequefio €s que la particula puede ser
considerada como colocada en un campo eléctrico externo homogéneo Ey , que serd
Itamado el campo aplicado. El campo propio de la particula causado por la polarizacion
eléctrica de la misma, modifica a éste campo dentro y en las cercanias de la particula. El
campo combinado serd denotado por E . Sea p el momento dipolar inducido; entonces se
tiene la formula electrostatica,

p=aE,, @.1)

que es aplicable: esta relacion define a o la polarizacion de la particula. Como las
dimensiones de E son carga por unidad de drea y las dimensiones de p son carga por
longitud , o tiene las dimensiones del volumen. En el caso de cuerpos homogéneos con
volumen V, también se introducira a o , el promedio de la polarizacién volumétrica, por
o= V. La cantidad o es adimensional.

En general, o es un tensor. Esto significa que las direcciones de p y Ey coinciden s6lo si
el camnpo es aplicado en una de las tres direcciones mutuamente perpendiculares . Sean ésas
direcciones denotadas por los vectores unitarios ny, ns, ¥ ns. La particula estara entonces
caracterizada por las tres componentes del tensor o,02, vy @3 de tal modo que cualquier
campo externo

Eo=E;m+ E;n; + E; ny (2.2)
dara un momento dipolar

p=o; £ nt o Esny+ o £ ns. (2.3)



Estas férmulas conocidas de la teoria electrostatica, contindan sin cambio si el campo
aplicado es periddico y correspondiente a una onda plana polarizada:

E, expliax); (2.4)
El momente dipolar inducido es entonces
pexplior). (2.5)

La componente del tensor de polarizacion puede ser compleja y puede depender de . El
dipolo oscilante radia en todas las direcciones. Este es el tipo de dispersion llamada
dispersion de Rayleigh . Sea un punto P a una distancia » >>) de la particula y en una
direccion que hace un angulo y con p . El campo eléctrico de la onda dispersada

_ Kpseny

E expl— ikr) (2.6)

veces el vector unitario dirigido como la componente de p perpendicular al radio vector.

Fig.2.t Dispersién por un dipoto
eléctrico.

Las intensidades correspondientes de las radiaciones incidente y dispersada son ( para
unidades gaussianas, y tiempo promedio del vector de Poynting):

) ¢
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Integrando a / sobre una esfera grande se encuentra que la energfa total dispersada en todas
las direcciones por unidad de tiempo es

W=k 2.8)

y dividiendo esto por I, se obtiene la seccion transversal de dispersion

8 2
Coo =57k lal (2.9)

donde | o] ? ests definida por

ey (2.10)

lee® = 1‘2|a(l|2 +m’la,
y I, m, n son los cosenos directores de Eq con respecio a los tres ejes principales del tensor
de polarizacion.,

El valor de | o] es determinado por la orientacién de Eq con respecto a la particula; la
direccién de propagacion de la luz incidente es irrelevante. Por otro lado, la distribucion
angular de la luz dispersada es determinada por el 4ngulo con p. La intensidad dispersada es
0 en la direccién de p pero puede tener un valor distinto de 0 en la direccién de Eq. La
formula para ia intensidad en el caso mas general, en el que oy, oz, 03 no son iguales yen el
que la luz incidente estd elipticamente polarizada o es luz natural, estd implicita en la
derivacion para particulas orientadas al azar.

Antes de continuar con esta seccion, se introducira la definicion de la funcion de amplitud
compleja para una onda dispersada.

Funcién de amplitud para una sola particula

Sea una particula de forma y composicion arbitraria iluminada por una onda plana
escalar de extension infinita que Hega de la direccidn z negativa. El origen de coordenadas
se elige fijo en la particula. La perturbacion en la onda incidente puede ser escrita como, ver
ref. (17):

u, = e (2.11)
donde « representa cualquier componente del campo eléctrico o magnético. La onda
dispersada en I regidn lejana es esférica, la onda exterior tiene amplitud inversamente
proporcional a la distancia r . Se puede escribir en la forma, ver ref. (17) :
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u=S5@.0,° (2.12)
ikr

definiendo lo que es la funcion de amplitud S¢8.¢) de la particula dispersora. El factor ik en

el denominador es afiadido para hacer esta funcién adimensional. Combinando las dos
ecuaciones anteriores se tiene:

e ks

u=50,0° u (2.13)
tkr

La funcion de amplitud es en general compleja, v puede ser escrita como ver ref. (17):
S8,¢)=5-€° (2.14)

donde s es positiva y o real, y ambas son funciones de los angulos.

Si la Polarizacion es Isotrépica

La situacién se vuelve mas simple en el caso comin de que o) = oy = o = o . En éstas
circunstancias, las direcciones de p y Eq siempre coinciden, y en la férmula precedente o
puede ser considerado un escalar. El angulo v es entonces el angulo de una direccién de
dispersion con Ey . Si 0 es el angulo de dispersién como antes, la componente perpendicular
{componente ) tiene y = 90° | la componente paralela (componente ! ) tiene y = 90°-9.
Asi que el campo dispersado serd obtenido por el tensor de dispersién:

S, 83] , [cos@ 0]
* =1 2.11
( s s ik'a 0o (2.11)

Se puede ir directamente a las intensidades y encontrar, por ejemplo, para la luz natural
incidente con intensidad /, la intensidad dispersada
1+ cos @it lal
/= ( + CO§ 6) |al J (2‘12)
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El trmino | viene de S,(§ y corresponde a la componente r { wvector eléctrico
perpendicular al plano de dispersién), y ¢l término cos®0 viene de Sx(@ v corresponde a la
componente [ de la luz dispersada ( vector eléctrico paralelo).

La figura 2 jlustra ésta formula por medio de un diagrama de dispersién conocido. La
linea sdlida dencta la intensidad total, las lineas punteadas las intensidades de las
componentes polarizadas; la luz dispersada a 90° es completamente polarizada en la
direccion r . Este diagrama es comunmente conocido como diagrama de dispersion de
Rayleigh, debe notarse que sélo es valido si la luz incidente es natural ¥ la particula
isotrépica (o escalar ) . Para particulas anisotrépicas la dispersién a 90° no se encuentra
completamente polarizada.

Determinacion del Tamaiio v el Niimero

Si se considera un medio consistente de pequedios dispersores y absorbedores, v si
se escribe el indice complejo de refraccion del medio como, ver ref. (17):

= 5~ i, (2.15)

el efecto de extincion estd expresado por 7 ' . La parte real del indice de refraccidn # ( que
es lo mismo que # para particulas no absorbedoras) es igual de importante. Si se hace la
suposicién de que o sea real se tiene que

=1+ 27aN. (2.16)

En éste punto es necesario hacer un comentario. E! diagrama de dispersién es similar para
todas las particulas con tamafios << A. Asi que no es posible inferir el tamafio exacto de las
particulas a partir del diagrama de dispersion. La intensidad de la luz dispersada es
proporcional al nimero (desconocido) de particulas por em’, N, por esto es insuficiente en
si mismo para determinar el tamafio de las particulas.

Pero es posible combinar dos efectos. Las medidas de Ja dispersidn (de 0 a 90° o
integrado para todos los 4ngulos) dan la cantidad Na”. Las medidas del indice de refraccion
del medio dan la cantidad Na. Entonces es posible encontrar N y o por separado. El
problema puede ser resuelto, para una N conocida y para la densidad del medio se puede
encontrar la masa de una particula . O si estd dada « y la composicion de cada particula, se
puede encontrar el volumen, al cual o, es en general proporcional.

El principio establecido arriba es la base de un buen nimero de aplicaciones practicas .
Ha sido aplicado durante mucho tiempo para determinar el niimero de Avogadro a partir de
la luz dispersada por un gas ideal de indice de refraccion conocido. También ha sido
utilizado para encontrar el peso molecular de polimeros grandes y moléculas simpies.

Es necesario notar en cl presente conlexto, que es posible aplicar métodos similares con la
misma exactitud en cualquier medio compueste por particulas solidas pequefias, si la
longitud de onda es suficientemente pequeria con su tamafio. Como a es proporcional al
volumen V de cada particula. ¢l indice de refraccién # depende (en ésta aproximacion) sélo
de la concentracion volumétrica NV | independicntemente del tamafio de las particulas.
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Condiciones para la dispersion de Rayleich; Particulas pequefias
con ki —3 <o

Muchas veces se ha introducido Ia condicion de que el campo externo sea considerado

homogéneo:

{a) tamafio <<\ /2% [esferax<<1].
Sin embargo, es necesario introducir una segunda condicién para la dispersion de Rayleigh .
El campo externo debe penetrar muy rdpido ¢n el interior de la particula para que la
polarizacidn estatica sea establecida en un tiempo corto comparado con ¢l periodo del
campo. La velocidad adentro de la particula es
c/m . Asi que la siguiente condicidn es :

(b) | ml- tamatio <</2n | esfera |mxic< 1]

Como la lengitud de onda adentro de la particula es A,/ m , es posible expresar la
condicién anterior de la siguiente forma: El tamafio debe ser pequefio comparado con la
lengitud de onda adentro de la particula. Si (a} se cumple y (b) no, se tratara de la region de
“resonancia”. Aqui el campo interior no estd en fase con el campo externo. Las ondas
penetraran despacio en la particula v pueden dar lugar a varios sistemas de ondas
estacionarias. Ademdas de la radiacion de! dipolo eléctrico también se tiene radiacion
magnética por dipolo , cuadrupolo, etc.; cada uno de ellos entrard en resonancia para
valores bien definidos de la razén del tamafio a la longitud de onda.. Esta resonancia esta
conectada con los modos propios de vibracidn de la particula.

Silm! es muy grande, el opuesto a (b) puede ser cierto con la condicidn de que (a) siga
cumpliéndose. Esto significa que el campo dificilmente penetrar del todo en la particula,
La razén se debe mas cominmente a una conductividad grande comparada con la
profundidad de la “piel™ en relacion al radio.

En el limite de m = el cuerpo es un conductor perfecto y el campo interno es 0. Esta
condicién es elegida como ejemplo practico por su simplicidad. Pero las particulas
perfectamente conductoras y pequeas no son representativas de las particulas pequefias
que forman parte de éste estudio.



Capitulo 3
Dispersion de Mie

Las particulas mas grandes que la longitud de onda de la radiacion incidente requieren de
un tratamiento muy distinto de aquél para particulas pequefias. El hecho fundamental es que
el haz incidente de luz, el cual forma un frente de onda plano de extensién infinita, puede
ser visto de tal manera que consiste de haces separados de luz que siguen su propia
trayectoria. Se puede pensar que una pequefia parte del frente puede ser visto como un haz
definido de cierta longitud independiente de todo el frente de onda. Una longitud / requiere

un ancho del orden de +/(A} , y el requerimiento para considerar una existencia separada de

las particulas es un ancho >> 1 . Para una particula de tamafio 20 o mas veces la longitud de
onda es posible distinguir claramente entre los haces incidentes en la particula v los que
pasan a través de ella. Ademds es posible distinguir entre varios haces que inciden en
diferentes partes de la superficie de la particula. Tales haces se dicen ser localizados.

La contraparte experimental de la nocién de localizacién es que es posible colocar
una pantalia en el haz incidente de luz con un agujerc en una posicién tal que una parte
especifica de la particula es expuesta a ésta luz. La confirmacién formal del principio de
localizacién es la solucién exacta del problema de la dispersin para una esfera o cilindro
encontrada en sus formas asintéticas.

Los haces que inciden en la particula y que pasan a través de ella dan lugar a dos
fenomenos distintos, ambos se manejaran dentro del términe dispersidn.

I. Reflexién y refraccidon. Los haces que inciden en la superficie de la particula son
parcialmente reflejados y parcialmente refractados. La luz refractada puede emerger
después de otra refraccion, posiblemente después de vanas reflexiones internas. Asi que la
luz emerge, vy la luz directamente reflejada de la superficie exterior contribuyen a la
dispersion total causada por la particula. La energia que no emerge es perdida en absorcién
dentro de la particula. Las cantidades de energia absorbida y dispersada v la distribucion
angular junto con la polarizacién de la luz dispersada dependen directamente de la forma y
composicion de la particula y de la condicién de su superficie.

La reflexién puede ser especular o difusa. La teoria de la reflexion difusa no serd
discutida aqui. Es suficiente recordar que cada porcion de una superficie reflectora y
difusora tiene que consistir de un sistema que sigue las leyes de la éptica ondulatoria. El
efecto estadistico de la reflexion angular contra las caras da lugar al efecto observado como
reflexion difusa. Sélo un drea superficial que excede con mucho a la longitud de onda
puede exhibir reflexion difusa, Por ésa razon ése concepto solo aparece en éste capitulo.

Il Difraccion. Los haces que pasan a través de la particula forman un frente de onda plano
del cual una parte, en la forma y tamafio de la sombra geométrica de la particula, es perdido.
Estc frente de onda incompleto da fugar, por el principio de Huygens a una cierta
distribucién angular de la intensidad (a distancias muy grandes), al patron de difraccién de
Fraunhofer . Ademas, el término difraccidn es usado en toda la gama de procesos de
dispersidn. La distribucién en éste patrén de difraccion depende de la forma y tamafio de la
particula pero ¢s independicnte de su composicién o de la naturaleza de su superficie. La
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luz difractada tiene el mismo estado de polarizacién que la luz incidente, y el patrén de
difraccién generado es independiente de ésta polarizacion.

Las dos partes antes descritas son distintas no sdlo en su dependencia de la
naturaleza de la particula sino también en la distribucién angular de la luz dispersada. Sea
el tamafio de la particula fijo y [a longitud de onda de la luz decreciente gradualmente. El
patrén de dispersion debido a la reflexion y refraccién de haces que pueden ser mis
agudamente localizados hasta que eventualmente aproximan el patrén al que surge de la
Optica geométrica. Al mismo tiempo, el patrén de difraccién serd més y mas comprimido en
un lobulo angosto e intenso alrededor de la direccién frontal, & =0. De hacho, la
separacion descrita en ésta seccidn es estrictamente posible s6lo si la particula es muy
grande , i.e., si su lobulo es muy estrecho. El patron entero en éste limite consiste de dos
partes: un loébulo central muy intenso y estrecho debido a la difraccion y una radiacién
menos intensa en todas las direcciones que dependerd de la propiedades opticas de la
particula.

Si inversamente, hacemos que la longitud de onda se incremente, finalmente
liegaremos a un estado donde los dos patrones son comparables en extension angular. Esto
significa generalmente que la teoria para particulas grandes necesita de métodos mas
rigurosos para resolver ¢l problema. Una excepcion la forman las particulas con indice de
refraccion cercano a 1 . Tienen un rango de tamafios donde los dos patrones existen lado a
lado con intensidad comparable y combinada por interferencia Optica (= adicién de
amplitudes).

Todos los problemas de la dptica teérica son problemas de la teoria de Maxwell y tienen
que ser tratados como una solucién formal del mismo. La dispersién de la luz por una
esfera homogénea no puede ser tratada en forma general, sine como una solucién formal
con las condiciones de frontera apropiadas.

Las ecuaciones de Maxwell a tratar son

rotf = — 4 —— G.1)
¢ cdt
donde D= y I=0cE
1 dH
E=-—— 32
Y rot P (3.2)

El significado de estos simbolos es : t = tiempo, ¢ = velocidad de la luz, H = magnitud de
la fuerza magnética, E =magnitud de la fuerza eléctrica, D = desplazamicnio dieléctrico,

I = densidad de cormiente,c =constante dieléctrica,g=conductividad. La permeabilidad
magnética (p) ha sido puesta como |, porque resulta conveniente para las aplicaciones que
van a considerar. Si W no cs1 aparecerd en todas las férmulas como un segundo parametro
ademas del indice de refraccion m , definido abajo.

La tercer ecuacién independiente expresa la conservacion de la carga:



dp
divi+——=90, 33
P+ (3.3)

donde p es la densidad de carga.

Tomando la divergencia en ambos lados de la ecuacion (3.1) se obtiene:
d
4mdivl +—divD = 0 (3.4)
y cuando se combina con la ecuacién (3.3) :

divD = 4xp | (3.5)

lo cual se supone correcto en un tiempo particular. De la misma manera , la divergencia de
Ia ecuacidn (3.2) da:

divll = 0 (3.6)

En la siguientes secciones se¢ encontrardn las formas de éstas ecuaciones para las
condiciones particulares que son de interés,

Campos Periddicos

Ahora se considerard un fendmeno periédico con una frecuencia circular « . Resulta
ventajoso escribir todas las cantidades como funciones complejas del tiempo en la forma:

A=(a+if)expliat) , (3.7)

donde se sobreentiende que 1a cantidad fisica representada por A es el valor real Re(d) .
Con esta periodicidad, las ecuaciones de Maxwell asumen formas mas simples

rof¥ = ikt E (3.8)
rotE = —ikf (3.9)
2 4m
donde k:-g:—ﬁ y =g na
¢ A @

Ambos k£ y m son parametros extrcmadamente importantes: & es la constante de
propagacién (= al nimero de onda) cn el vacio. La longitud de onda en el vacio, A . €3



igual a A=2n/ k ; . El pardmetro m es el indice de refraccién complejo del medio en la
frecuencia o .
La divergencia de la ecuacién (3.8) , en correspondencia con la ecuacion (3.4),

div(imE) = 0 (3.10)

En un medio homogéneo, donde m = constante, la divergencia de E desaparece, asf que, por
ta ecuacion (3.5) la densidad de carga p es cero. Otro resultado que es consecuencia de las
condiciones de los medios homogéneos en las ecuaciones (3.8) y (3.9}, es que cualquier
componente perpendicular de E y H satisfacc 1a ecuncidn de onda escalar

Ap=-K' mPo. (3.11)

El tipo de solucion mas simple correspondiente a una onda plana. Una onda plana viajando
en la direccion positiva del eje z tiene la forma

@ = explikmz +iar) (3.12)

Esto muestra que km es la constante de propagacion en el medio con indice de refraccién m
- Esta onda se encuentra amortiguada si el indice de refraccion tiene una parte imaginaria
distinta de cero, y s no amortiguada si el indice de refraccion es real en su totalidad. En el
caso anterior A/ m es la longitud de onda dentro del medio.

Condiciones de Frontera

Se considerard una frontera definida entre dos medios homogéneos. Sea el medio 1 con

los valores g, o1, m|, y el medio 2 con lo valores &1, o, mz . Ambos indices de refraccion
se asumen finitos. Sea nm normal a la superficie de la frontera en el medic 2 . Las
ecuaciones (3.8) y (3.14) cambian por ¢l proceso de limite en las condiciones de las
superficies de frontera para las componentes tangenciales:

nx(H,-H;}=10 (3.13)
nx(E,-E)=0 (3.14}

Correspondiendo a las ecuaciones (3.4) y (3.6) se tienen las condiciones de frontera para
las componentes normales a la superficie:

n-(nmE, —n’E,} = 0, (3.15)

n-(H, - H,)=0. (3.16)
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Asi como las ecuaciones (3.4) y (3.6), estas dos tltimas tampoco son independientes.
Pueden ser derivadas de las ecuaciones (3.8) y (3.9) vilidas en el medio en todos los casos
combinadas con las ecuaciones (3.13) y (3.14) validas en la frontera.

El conjunto de ecuaciones puede ser completado introduciendo la densidad de carga
superficial &. Las cargas de la superficie seran suministradas y llevadas por la componentes
normales de las densidades de corriente en el medio.

Como la forma de la frontera de la ecuacidn (3.3) expresa la conservacién de la
carga en el medio, encontramos:

dé
n-(12—11)+?d?=0. (3.17)

Combinada con la ecuacién (3.15) , esta ecuacién da, en correspondencia con la ecuacion
(3.5,

n-(5E, - 5E,) = 475 (3.18)

Aqui no hay corrientes superficiales; solo si m; o m, son infinitos podrian existir. Las
cargas superficiales seran cero si m; y my son reales, i.e., en las condiciones entre dos
dietéctricos. Como solo se estan considerando fendmenos periédicos, este hecho se refiere a
que periédicamente la carga esta cambiando .

Solucién Formal de Mie
Solucion de la ecuacién de Onda vectorial

Las coordenadas esféricas del punto P se denotaran por (r,8,p) sobreentendiendo el
significado usual de estos simbolos. El vector OP. tiene coordenadas rectangulares (x,y,2),
)

rcos g sen O, rsen@ sen 8, ¥ cos B, (3.19)
y sera denotado por r .
[La ecuacidn escalar de onda

AG+HK =0 (3.20)

s separable en &stas coordenadas y tiene soluciones clementales del siguiente tipo:

cosle
B, = e l(p}ﬂf (costhz, (mkr). (3.21)
Aquin y ! son enteros: nzfz0;

el primer factor puedes ser un seno o un coseno:; el scgundo factor €5 un polinomio asociado
de Legendre ; et tereer factor puede ser cualquier funcion esférica de Bessel, definida por

3



z,(p) =\/;i;z~% (o) (322)

en términos de las funciones ordinarias de Bessel. La solucion general de la ecuacion de
onda escalar es una combinacidn lineal de tales soluciones elementales.
los vectores del campo E y H en un medio homogéneo satisfacen la ecuacién

vectorial de onda
AA + Pmt A =0. (3.23)

Las soluciones elementales de esta ecuacion pueden ser encontradas del siguiente teorema,
que se establecera sin demostrarlo . Si @ satisface la ecuacién de onda escalar, los vectores
M, y N,, definidos por

M= rot (rop), (3.24)

mi N, = rot M, (3.25)
satisfacen la ecuacion de onda vectorial y ademds pueden ser relacionados por medio de

mk Mg=rot Ny, (3.26)
Una sustitucion simple muestra que, si # y v son dos soluciones de la ecuacién de onda

escalar y
M, ,N,,M_N, son las derivadas de los vectores del campo, las ecuaciones de Maxwell

(3.8) y (3.9) seran satisfechas por

E=M_+/N, 397
H=m-M, +iN, | (3-27)
Las componentes completas de M, y N, son
& 12
M, =0, mkN, = gf”) + ke,
L dre) 18 (rg)
= N ot == 28
Mo = et 0 mNo = a0 (3.28)
1 &(r 1 &
u,z—"_‘p—“(el. mkN, :*—w——ﬂl.
roA0 " rsenf adp

Las componentcs de E y H pueden, por lo tanto, ser escritas en términos de las soluciones
cscalares . y vy sus primeras y segundas derivadas. aunque esto no ¢s necesario para este
trabajo
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Solucion de los coeficientes a partir de las condiciones a la frontera

Ahora se regresard al problema de Mie: la dispersion de una onda plana por una esfera
homogenea. Para simplificar la notacién se asumird que el medio externo es el vacio (m,
=1), y el material de la esfera tendra un indice de refraccion arbitrario m . Se asumira que la
radiacion incidente estd linealmente polarizada. El origen serd tomado en el centro de la
esfera, el eje z positivo a lo largo de la direccién de propagacion de la onda incidente, y el
eje x en el plano de las vibraciones eléctricas de la onda incidente. La onda incidente (de
amplitud ! ) puede ser descrita entonces por

E =a, exp(— ike +imt),

3.29
H=a, exp(—ikz +ico£), ( )

donde a, y a, son vectores unitarios a lo largo de los ejes xy v .
Puede probarse (pero se omitird la derivacién) que los mismos campos son escriios
en la forma postulada en la seccidn anterior eligiendo parax y v las siguientes funciones.

Onda incidente exterior:

cosgoZ(—l)" ( 1) P (cos)j, (kr),
=t (3.30)
v=¢ sengoZ( 1)”—1) ! (cosB)j, (kr),

donde j, es la funcién de Bessel esférica derivada de la funcion de Bessel det primer tipo,

Jyria -

Esta forma de la onda incidente establece también la forma para la solucién
completa. El campo exterior consiste de la onda incidente m4s de la onda dispersada. De
considerar las condiciones de frontera y las condiciones que deben satisfacerse en infinito
se encuentra que la siguiente consideracion es lo suficienternente general.

Ondu exterior dispersada :

20+l .
u}sqaz a,(~ P (cos@) i (kr),
" (” *l (331

2n 5
Ip—— __._pi s@VR (k).
Voo quwyﬂgl IS {cos@h, "' (kr)



Estas series contienen soluciones elementales con / =1 {inicamente, al igual que las series
para la onda incidente; a, y b, son coeficientes que tendrin que ser determinados. La
funcidn esférica de Bessel 4 (kr)

se deriva de la funcién de Bessel det segundo tipo Hf}" (kr) y ha sido elegida por su

comportamiento asintdtico,

ERES |

RO (kr) ~ ’k—r exp(— ikr), (3.32)

donde al combinarse con el factor exp(iw?), representa a una onda esférica extema, como se
requiere para la onda dispersada.

Del mismo modo, ¢l campo adentro de la esfera puede ser representado por
Onda interior:

u=¢ cosgoch( 0y ( )P’(cose),r,,(mb)
" (3.33)

v=¢g* sen(pz md, (=) P’(cose) 7, (mhkr).

Aqui ¢, yd, son otro par de coeficientes indeterminados, y la eleccion de j,(mikr) estd
basada en los hechos de que el indice de refraccién es m y los campos son finitos en el
origen.
Se usaran las condiciones de frontera ya especificadas en la seccién anterior en
orden para encontrar los coeficientes indeterminados. Por otro lado, de los factores ) y
diferenciaciones con respecto a © y @ ) que son los mismos par las ondas interior y exterior
a la esfera, las componentes del campo Eg y E, contienen a las expresiones

13 3.34
Y (3.34)

Las componentes Hq y H,, contienen a

v

—g—). (3.35)
d.

Estas cuatro expresiones tienen que tener valores iguales en una u otro lade de la

superficie de frontera, r=u

donde « es ¢l radio de la esfera.
Las notacioncs son simplificadas al intreducir un nuevo conjunto de funciones que

difieren de las funciones csféricas de Bessel por un factor adicional z :

nmi

-
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1

0. -5,0-(Z) 1,0-56

7.(2) = —zn.(z) = —(%JNI/ (z) = C.(2), (3.36)

2= = Z) B o).

Estas son las funciones de Ricatti-Bessel. La notacién , se usara lz notaciéon ¢n , Y, ¥ Ga
introducida en 1909 por Debye. En virtud de que

H(2) = J,(2)~iN,(z) (3.37)
se tiene que
2
x=ka=-—, y = mka
A

El parametro x , el cual es igual 2 1a razén de la circunferencia de la esféra a la longitud de

onda, es el pardmetro més importante aqui y en los siguientes capitulos.
Con estas notacicnes las condiciones de frontera, expresadas por [a continuidad de

las cuatro funciones en los paréntesis, asumen las formas:

[ rr22e]: @, (x)—a,g, (x) =mce (),
1 &
[—%} @, (x) = a5 (x) = ¢, (),
m
(3.38)
(V]: (p” (x) - bngn(x) = dn(pn(y)‘
2L -2 =mis)

Eliminando ¢, del primer par y a ¢, del scgundo par de ecuaciones se obtienen las
soluciones:
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L = £, = me, (e, ()
" @), () - mp, (g, (x)
| (3.39)
_ mp, (), (x) - 2,000, (%)
" me ()6, (x) — 0,06, (%)

Parac, y d, se encuentran fracciones con los mismos denominadores respectivos y

@, (), (x) — 9, (0)g, (x) =i (3.40)

como denominador comin. Esto completa la solucién del problema. El campo en cualquier
punto adentro o afuera de la esfera esta expresado ahora en términos de funciones

conocidas.

Funciones de Amplitud resultantes v Factores de Eficiencia
Funciones de Amplitud

La solucién de Mie bosquejada en la seccién anterior da la expresiones para los campos en
cualquier punto adentro y afuera de la particula . El problema ha sido restringido al de un
campo dispersante a distancias muy grandes de la esfera. Sustituyendo por la expresion

asintética ya dada &' (kr), se encuentra la onda dispersora:

Zn+1

i 2 n
u= —Ee"*””"‘ cosgoZa,, i+ 1) P (cosd),
_ et y (3.41)
i = n+ |
— e P 9 .
v=—e sengagbn ) ! (cos8)

Derivando las componentes tangenciales del campo en las ecuaciones (3.7) a (3.27) en la
seccion anterior, las siguientes funciones del dngulo de dispersién aparecen:

1
7, (cosd) = gy P'{cos8),
(3.42)

d
7, (cosf) = pT P'(cosd).

Las expresiones aliernalivas son:
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dP, (cosd)

dcosf (3.43)

d
7, (c0sé) = cos@- x, (cosd) — sen” g_ﬁ(w_sgz.
dcosé

7, (cosd) =

Las componentes resultantes del campo pueden ser escritas en la forma:

E,=H, = —ée”‘”"” cosgS, (),
_ (3.44)

i
-E =H, = —Ee""”"”‘ sen @S, (6),

5.0 = Zm: 2n+1 = { a,x, (cos@)y+b 1, (cosﬁ)},
donde (3.45)

5,() = i 2’” {b,7,(cos6) + a,z, (cos)}.

n{n+1)

Estos campos representan z una onda exterior esférica con amplitud y estado de
polarizacion dependiente de la direccion. Las componentes radiales E, y H, también
pueden ser derivadas de la solucién de Mie pero tienden a cero con una potencia grande 1/
r. Queda por probar que las funciones $1(0) vy S (8) son las funciones de amplitud en el
sentido en que ya se ha hablado. Observando las convenciones previas para el signo, se
obtiene una situacién como la ilustrada en la siguiente figura. El plano de referencia es
tomado a través de las direcciones de propagacidn de las ondas incidente y dispersada. Las
componentes perpendicular y paralela del campo eléctrico de la onda incidente son

E, = seng, E,, = coseg. (3.46)
Las de 1a onda dispersada son

E =-F E =E, (3.47)

7]

Puede verse entonces que las funciones $1(8) y S$)(8) concuerdan con las definidas
anteriormente. Las componentes matriciales 53(0) v Su(8) son cero.
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1

H Fig. 3.4 Descomposicion de loa
vectores eléctricos de las ondas
o incidente y dispersada.

EOr

Factores de Eficiencia Resultantes

Estos factores pueden ser calculados a partir de las funciones de amplitud. El factor de
eficiencia para la extincidn puede ser determinado de la funcion de amplitud para 8 = 0.
Ambos 51(8) y S:(9) tiene el valor

S(0) = %i (2n+(a, +b,) (3.48)
n=1

para 6 = Q; también se hace uso de la relaciones

z,(1)=z,(1)=3a(n+1). (3.49)
El hecho de que solo haya un S (0) implica que la extincion es independiente del estado de
polarizacion de 1a luz incidente. El valor para Q. €s



2 4z
Cor =m0, = ?Re{S(O)}, (3.50)
asi que

0., = “sRefS(0), G.51)

Que expresado en términos de los coeficientes de Mie da:
2 =<
eu = "_22 2n+ I)Re(an +bn)' (352)
X

Las secclones transversales adicionales se obtienen por integracién sobre todo el patrén de
dispersion de acuerdo con las formulas expresadas en el capitulo de dispersion de Rayleigh
para Cy, ¥ los factores de eficiencia. La forma de la funcidn F(B,0) define la intensidad de
la luz dispersada en una direccién arbitraria, de acuerdo a lo dicho en ése capitulo, puede
ser escrita para el caso especial de luz incidente linealmente polarizada.

F(8,p) = i,(f)cos’ ¢ +i(8)sen* ¢ (3.53)
con i =ls.@) i, = |S,0¥ (3.54)

Integrando sobre todas las direcciones, con

dw = sendBd g, (3.55)

ahora da, por las ecuaciones del capitulo 2

Co _ LTli@+ i@} sensin (3.56)
]

y, del mismo modo

c0s6- O, = 5[ {i,(8)+1,(6)} cosBsen 0. (.57

=Y.

0‘——a=q

Las mismas secciones transversales totales son obtenidas de la luz incidente y tienen un
estado de polarizacién arbitrario (parcialmente eliptico); se omitird la prueba de éste hacho.

Una vez que ecstos valores han sido encontrados, las secciones transversales para la
absorcion y la presion de radiacion se obtienen por sustraccién:

Qo = Qo = Q.
C, =0, - cost- O

=m it

(3.58)
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La conversidn de los resultados expresados arriba a férmulas que contengan a los
coeficientes de Mie no es simple. Como §; y S» estan en la forma de series infinitas, sus
cuadrados i e 7, estardn como series infinitas dobles. Sin embargo, en la integracién sobre
6 muchos trminos de las series dobles daran cero por las refaciones de ortogonalidad de m,
¥ Ta . Estas han sido investigadas por Debye.

Los resultados son

2+b

u 7

|

S 4.2 n{n+2 .
w0580, =5 " Rela ., 480 (3.59)
n=1

n

43 2n+1
+—= 2, —~——Re(a b))
x ;’n(rﬁl) ela,b,)

Férmulas para usos Practicos

Puesto que las formulas precedentes son estrictamente generales, es conveniente tener
ecuaciones para su uso practico en algunas condiciones simples . Se encuentran contenidas
en las formulaciones dadas arriba, y no se haran consideraciones extras para justificarlas.

Extincion por una particula. De radio ¢ y para una longitud de onda A, se
encontrard x =2m a / X . Si la esfera no se encuentra en el vacio pero estd sumergida en un
medio homogéneo, la longitud de onda en el medio externo, que serd Ava / Mmedio , SET4
usada en esta formula. Las tablas de las funciones de Mie dan usualmente ¢l valor del factor
de eficiencia Qu(x, m) . Si I es la intensidad de la luz incidente (watts/ m”) , la esfera
interceptara una cantidad de Q. % a* - I watts del haz incidente, independientemente del
estado de polarizacion de éste \iltimo. La parte absorbida y la parte dispersada en todas las
direcciones seran encontradas reemplazando Coa por Oups ¥ Gica » rESpectivamente.

Intensidud dispersada por una particula. Las tablas dan generalmente los valores de
i; € iy como funciones de x, m, y 8 . Sea r la distancia del centro de la esferay £=2n/ ). Si
la luz natural de intensidad I (watts/ m?) incide sobre la esfera, la luz dispersada en
cuzalquier direccion estara parcialmente polarizada en forma lineal. Su intensidad (watts/
m’) es

=Dl (3.60)
2k
en donde los términos 7, e iz se refieren, respectivamente, a la intensidad de la luz que
vibra perpendicular y paralelamente al planc que pasa a través de las direcciones de
propagacion de los haces incidente y dispersado. Por vibracidn se entenderd la vibracion del
veetor eléctrico. El grado de polarizacion cs

(=) i+ . {3.61)
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Medio que contiene a N particulas por unidad de volumen. Primero se supondra que todas
las particulas son esferas perfectas en el vacio. La intensidad dispersada por unidad de
volumen en una direccidn dada es & veces las intensidades mencionadas arriba. Depende
del estado de polarizacién de la luz incidente.

La intensidad del haz decrece en una distancia / en una fraccién e, donde el
coeficiente de extincidn v se calcula a partir de

y=Nn a2 chl: (3~62)

independientemente del estado de polarizacién de ia luz incidente. Al mismo tiempo csta
onda es retardada. Los procesos de retardar y debilitar a la onda se describen juntos como
una consecuencia del indice de refraccién complejo del medio:

m=1-iS(0)- 22Nk™. (3.63)

Si las particulas tienen diferentes radios, con N (a) da particulas con radios entre ¢ y atda
por unidad de volumen, entonces

y = (0. N(a)ymda, (3.64)

donde O, depende de ¢ por el argumento x=2ma /A .

Particulas suspendidas en un medio con indice de refraccion diferente de 1. Para
mantener las notaciones se ha asumido que el medio de suspensién es el vacio, la
generalizacion es la siguiente. Sea el medio exterior con un indice de refraccién m> (real) y
las esferas tienen indice de refraccién m (real o complejo).

El indice m utilizado hasta ahora esta en términos de

m=mim:; (3.65)
la A usada es
A= hue/ Py (3.66)
y, consecuentemente,
2m  2mam,
-2 _ AT 3.67
x== PR (3.67)

Todas las funciones de v y m permanecen iguales, excepto el indice de refraccion complejo
del medio de las particulas suspendidas, que ahora es a2y,

Las prucbas de cstas relaciones pueden darse manteniendo a 1y como un parametro
scparado en lodas las {6rmulas desde el principio.
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Capitulo 4
Modelos de dos Flujos

Existen varias aproximaciones de dos flujos en la teoria de transferencia radiativa que
llevan a dos ecuaciones diferenciales acopladas si la intensidad es reemplazada por
integrales hemisféricas de la intensidad en la ecuacién de transferencia. Aungue no es un
objetivo principal de la presente seccion el anlisis particular de cada uno de los métodos de
aproximecion, es posible demostrar que cada uno de ellos lleva efectivamente al mismo par
de ecuaciones acopladas que se resuelven aqui. La justificacion de las condiciones que a
continuacién se daran, asf como la deduccién de las expresiones que se manejan y que son
la base de la teoria de la transferencia radiativa, constituye el punto central de éste apartado.
De éste modo se tendra una completa comprension de la herramienta matematica basica de
la teoria a éste nivel, y de su uso de acuerdo a las condiciones fisicas que se requiera
manejar. Cabe sefialar que este método ya ha sido superado como se reporta en la referencia
{7, sin embargo; el trabajo que se desarrolla aqui tiene su base en ¢l siguiente analisis.
Asumiendo independencia temporal, dispersién elastica (i.e. sin conversién de uma
frecuencia a otra en el rango de observacion), inexistencia de fuentes internas (emision
térmica a longitudes de onda grandes) y un medio suficientemente enrarecido que asegura
que cada particula esta en ef campo lejano de la radiacion dispersada por otra particula, la
ecuacion de transferencia radiativa puede ser escrita para la intensidad difusa  f(z, s.4)

como

1 2r

dI(7, u, | . -
2u (Zrﬂ 2. 20(r, 1, 8) — = [ | .ot 61,46 §)ddu
T 27 “

“T

1
~3 Fp(p, ¢~ 8h) exp{;]

Las coordenadas esféricas & =arccosu y ¢, con & medido desde la superficie normal
exterior, referida a la direccién de propagacion de un haz de luz de intensidad 7 y
profundidad dptica =, #F es el flujo incidente colimado que atraviesa una unidad de drea
perpendicular a la direccion de propagacion definida por 0 =arccos(--ug) Y ¢p. Y pltnd;
4,8 es la funcién fase o ley de dispersion de una particula para la radiacién dispersada de
la direccién (u, ¢) en la direccién (u, ¢). La funcién fasc ¢s normalizada de acuerdo a la
expresion

Ix

1 7 o
el {pw,sﬁ;u By = o, (4.2)

41



donde an es el albedo de dispersion simple, i.e. la razon del coeficiente de dispersién a la
suma de los coeficientes de dispersion y absorcidn.

Si Pl ,u',gﬁ) es una funcién solo del coseno del angule de dispersion, Chandrasekhar ha
demostrado que la integral azimutal satisface

1% o .
plup) = —— fp(#,¢;ﬂ,¢)d¢ = @, ) (2 + Dg, B B(K) (4.3)
0 !

donde Pi(z) es ¢l polinomio de Legendre de orden l-ésimo y los coeficientes g son
definidos por

1
& =5, | BUp(undy (44)

01

Esto se debe a que por el teorema de adicion de los arménicos esféricos:

1 2
Plp) =5~ J’{Zwﬁ(me(p-)ﬂZé B () B (4 Ycosmi - ¢)]d¢ (4.5)
oL / i

1
Pl o) =5 Lo R F(w)2r) = plu.p) = Loy F() B (1) (4.6)
T !
Por la condicién de ortogonalidad de [os polinomios de Legendre:

j P(x)P (x)dx = —15” 4.7)

multiplicando ambos lados de (4.8) por Pi(1) y evaluando p(z, ) en g=1 = P(1}=1 V'l
P (1yp(u,1) = Za},P,(,u)F; (1) eintegrandode-1al conrespectoa u:
!

1 1
IP, {0y pQrabydu = Zw,j B(u) P, (1)du  Aqui se aplica el teorema de ortogonalidad de
-1 ! -1

los armdnicos esféricos:

2

|
2
:ajlff(ﬂ)[’(%l)dﬂ:z’:w’ 1 gy Y

' 2
IP, (i pd)d = o, = 4.8)



sustituyendo en (4.6) para ,:

Il 20 +1 v

se multiplica y se divide por @, :

. 20 +17 .
Pl 1) = 0,35 [ dub, (19 p{ )R B (4) (4.9)
7 (1.
se define a
1 H
g ==—[ P(pluDdu (4.10)

2a,

con ésta definicidn se tiene que g=g por eso se multiplica y se divide por @, .
De éste modo se tiene que:

Pl ) = oy ) (20 + Dg R(u) B(x) - (4.11)
!
N . _
A partir de que p{u, ) = 5 jp(y,@);y ¢ )dg sesustituye en (4.2):
- 0

1
[ plp iyt = 26, (4.12)

-1

Con la definicién adicional:
(zmy = [ 1(r. 1, 0)dg (4.13)
4]

De lo cual se tiene que la integracién azimutal de la ecuacion (4.1) da

d Lo :
- = - O (T )
= 2pmm Kooy = 2 (nn 2”:[!P(ﬂ (T, p)dp (@.14)

— 2 p(p =) exp(- o/ )
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De acuerdo a lo que se dijo anteriormente se definen las integrales hemisféricas:

1
I(z) = | (vt dp (4.15)
0
y lacantidad :
| }
A= —l—,fp(M —it)dy = 1”“1__[17(/1; uydy (4.16)
T 2@0 . 2 2(00 . LY .
por (4.12):
1 1
B =5 Q)= ] i i = 15— ot (@17)
F = Gy ) = | PUtho s )it = 1= 5 0] Pttt :

=t !
VoG i)du = [ plugp)dy con o =4
o 0

Reemplazando las integrales (4.15) en (4.14):

df
d(r) fl(r /J)d#——”p(u wY (o, )dpdp ~ —frFexp 7y fp(#, —th)dp

utilizando (4.10) v el hecho de que p(u, ¢) = pl—p—p} Y pl—pep8) = put,—p1)

darl
d( If(rmdy——Hp(y,mz(w)dﬂ Fafexp(-/w)  (4.18)

Reemplazando g4 por — u en{4.14) e integrando posteriormente sobre p :

di- : ¢ . o AF
d:’) = —| H(r,~pdu+ EJ [ P I(rmpt Ypi dpa+ ~2—fp(—,u,—ﬂo) expl— 7/t Jiu
0 O -1 [s]

dec Ja definicion (4.17):

_[P(—!L—ﬂo)dﬂ = j!’(ﬂ-#o)d}l = {f - D2w,)(-1) = 20,(1- 4)
0 0
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dr- : L : s+ 2
0 ] e [ a1 ermpi s 220 Ao~/
0 0-1
(s
ldz' (4.19)

*J‘](T,—#)dﬂ + ZLJ’ J plu—g ) (. ~p Ydpdy + aF o, exp(— r/,uo)(l -A)

En éste momento se aplica la aproximacidn de Eddington a las ecuaciones (4.18) y
{4.19):
1(z,p) = L () + (%)

Utilizando la expresién (4.15);
Iy = (e, p)de = | pdy(r)+ g (Ve = | iy (g | 120, (2Dl
a 0 0 0

I 2 1 3
e o ) Jevaluadoen 1y 0 L@ + L)

= 3 2 3

I (r)= I iz ~pr)dpe = I ML(0) =, (dp = [ (D= 1L ()
[ 0

I I
—I(r)—lo—f()—i ——(1)— (”
Ahora;
IA I I, I
T

= [()+ [ (r}=1,(r) yque:
3 |
Sl -2 (o= 220 3 LD

Como

3 3
[z, py = 1y(0) + (1) = IO+ D)+ 5 pld (1) =5 ™ (7)

a3



= 1+ I () + (1= Bl (2)= Y2+ 300 (0)+ Y52~ 30 (2)

1 I(z’) A

Sabemos que: [+(z')=50 I (r )u 3 = D)+ (T) =1,

1 1
I(rtu)= 5(2 £3u)0"(7) +E(2?3ﬂ)1'(f),# 20
Ahora:

1 1 I
[1Gwdp = [(@+300 (2)+ 2= 31 (e)du
0 9

I 1
=512+ 30 )+ Q= Ir @)= LU @)+ ()]

Para

1 1 1
[ 1= mdu = [1@- 300 (0)+ Q=301 ()
0 a

1
= 5[(2—%)I+(=‘)+(2+%)—"(7—')] = %[F(T)ﬂ"?f"(f)]
Ahora:

plusp)y = %Z(zz + D B B(u) ~ o g B B() £ 3, R(x) B(x)]
= @, £ 3mgup =, (1+3guu)

= f f putpd Yyl dp = f Jp (@, * 3eygpyd Ydpidp = o, j j pdpidp® 30, gj j wdydy

-1

"3

1
= moj‘ af;.r('Lf2
0

3gw, [ u

1 I
- 3 32
= Ay = == 20 422, =
|_|)i3a)og_‘;ydy£y dy = > 3 L= zcaog(A)—i‘2 3% = tw,g

3
**I_[p(y,i;z )l(rp)d;.fd;r—*—l (r)a)n‘i' =7 (r)(oog-t- ] (r)(uﬂ+ l (r)ew,g

=a-1
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@y @y
= —;—(4i 3 (o) +T(4$ 320 (1)

Sustifuyendo ahora en las ecvaciones (4.18) y (4.19) respectivamente:

drr
dir) = 10 (@) =1, () - P oy expl- 7/ ) (4.20)
donde:
1
¥, = 1[7 -, (4 + 3g)] (4.21)
Vo= —%[1 ~w,(4—3g)] (4.22)
=5 (4.23)
coOmo

0

1! PG o, 1 3,2tk ]
n=h=g, {p(#,—%)dﬂ = 2—%£[% — g Jdp = Z;;J; A= 22

13 ] i
IR P L 4.24
Va=5 78 7 @ 3g) s 4(2 3gi) (4.24)
Para
al (r
—-—di ) _ 7l (2= 7,1 (2) + 2Py, exp(— o/ 1) {4.25)

Vasti-B=l-p oy, +yr =1

Finalmente:
di(r
dt(' ):7;]’(7)”;’2]'(7}_'71?%}" exp(— r/x%) (4.26)
di (v ,
7;3 =y ()= (2)+ 2Py, exp(- 7/ 44 (4.27)

Que constituyen el par de couaciones acopladas que hay que resolver y al cual se llega
usando la aproximacion de Eddington en las ccuaciones con inteprales hemisféricas (4.18) v
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(4.19). Posteriormente se comprobara que hay otras aproximaciones que, aplicadas a (4.18)
y (4.19) que también llevan a las ecuaciones (4.20) y {4.25) involucrando un cambio en la
forma de los coeficientes .

2 . Aproximaciones de dos flujos

Los coeficientes y, son determinados para cada aproximacion de dos flujos de acuerdo a los
siguientes pasos: 1) Asumir una forma determinada paraf(z,u)que defina un modelo

particular, 2) el uso de ésta forma para evaluar las integrales en las ecuaciones (4.18) y
(4.19), y 3) la comparacidn directa de los resultados con las ecuaciones (4.20) y (4.25) . Se
entendera siempre quey, esl— y,, a menos que se especifique lo contrario en el texto.
Ambas, la aproximacién de Eddington y la modificada de Eddington se dan con la
suposicion de que

I(r, ) = L(r) + @l (7) lo cual se ha visto que da como resuitado, al ser aplicado en (4.15)
que:

Hrdp) = BHR 37 (2) + QF 3@ (D)), 4 2 0 (4.28)

La sustitucién de ésta expresion en los integrandos de las ecuaciones (4.18) y (4.19) arrojan
el resultado

[ICETE %[(4 + )T () + GFHI(D) (4.29)
0

| . o i
y sl pus) i pdudp = Lol 2391 (0 + @3] (430)
0=l

Como ya se pudo observar anteriormente,

Para llevar a cabo la evaluacion de la integral de la ecuacion (4.30), se utilizo la
condicion {4.11), la ortogonalidad de los polinomios de Legendre, la condicién de
normalizacién (4.12) con ge=1, la definicién del factor de asimetria g=g;. Las
anisotropias de orden mas alto de # no aparecen en ésta aproximacion de la integral
de dispcrsion multiple.

La expresion para v, en el caso de éstas dos aproximaciones correspande a la
sustitucion de

Plth=t )= wy(1 = 3gmu0) en la ecuacién (4.17). Esta forma de la funcién fase ya
fue deducida anteriormente.



“_Jp(ﬂn —p )y =1 ‘2—_[P(M># Yy

Y plttgy—p) = (1= 3guou)

1 ¢ 1 pot” 1
Por Io tant =— 1-3gup)dy =—(u —3g——
or lo tanto: f = %l%( 2Ho Y == =38 =)

]

L 72 P N |
A=y r=50-3 ) (2 3g4)

1
Para el caso de la aproximacioén de Eddington £ = 1 (2-3gu) =7,

Una aparente ventaja del método de Eddington es la consistencia entre la forma de
#; ¥la ecuacion (4.30). En el caso de la aproximacién de Eddington modificada y,

es f}, directamente. Para estas dos aproximaciones se ha comprobado que ilevan al

mismo par de ecuaciones acopladas cuya solucién ya se ha mostrado, Otro de los
métodos aproximativos que arrojan éste par de ecuaciones, es el método de
cuadratura:

l

§ PO Y, = pat )15 ) + Pt pa) (7= 2) @31)
asi que:
1ft : o 1 4 o
gﬂp(uiﬂ Mz, p)dpdu = ‘z‘jp(#sﬂ Mz, p Ydpdp

-1 0

I
Ef(r #.)Ip(# Hau+— I(r u.)fp(#, —4)du

1
Utilizando (4.17): J‘p(p, —)du = 20,8 v 2a,(1-B) = J-P(/L!,,ﬂ')d,ul
o o

om}
== S 1200 A 1) o) = 2 g2

con la condicion de que /7 {7) = p[{r.344)] los puntoe de cuadratura son: + 4, .
Aplicando (4,31} al signo - de (4.32):
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I 1 ‘ ) . 1 1 '
EJ. Jp(ﬂ,—ﬂ Mz, p)dudp = EI{P(#,—XJ Mz, )+ pQat ) Mz o N

(D) 117(z) ol (1) wd (T} - F)
T2 el el A o 2
Por lo tanto:

E | plasctsid (e, hica = %K‘ ;fjr(r) - (1 A ﬂJ r(r)} (432)

Dada la aproximacion (4.31), y que I*(z) = »J(r,2 ). Las entradas altas y bajas
en los paréntesis cuadrados corresponden al signo + y - en el integrando. Para
comprobar que efectivamente se llega a las ecuaciones acopladas (4.20) y (4.25) se

sustituye (4.32) en (4.18):

di 1 —an(1- . -
di’) { ‘”; m}l (r)+[“’;—ﬂf (r) - nF oy exp(— 7/ 1)
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! P (4.33)
72 = %:ﬁ (4.39)
7 =h (4.35)
7a=1-F (4.36)
Sustituyendo (4.32) en (4.19):

%‘9 B ﬂi*%@”*(f) +%(1wﬁ)1‘(r) + wFa,(1— ) expl- 7/ 1)
dI;T} - [%(:m - ;ﬂl‘(r) +%@1+(7) +Fay(1- ) exp{- 7/ 1) (4.20)
%‘?ET_) = =1 I (D) + pA DI (1) + TPy (1 - B expl— 1/ 1) (4.25)

Con elecciones particulares de gy se pueden representar las dos aproximaciones: cuadratura
y cuadratura modificada. Utilizando la eleccion gaussiana

#=3
=y, =¥[l-w,(0 -4k 7, =¥ (w,5]
N " 1 1 1 L
pla ) =1+43g1,37 =1+ 32 guy yJ@=§p(ﬂl,ﬂo5=5p(;4,%)=*2’(1+32g%)
1]

1 !
7= 50+ 3 eu) (4.37)

sustituyendo la funcién fase p(y,, ) = 1+ 3 g, en (4.11):
i) = 0,2, (214 1)g, BB ()
i

p(/"l-"ﬂo) = (z),,g‘,ﬁ,(p, )Pu(_,un) + 3mo§-’.'1ﬂ(#1)ﬂ("ﬂn) =1- 32'#,}10
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para p(g . p(,)—l—3g3 ﬂ0—1—3’g;10 . pla po)—l+3 gl con gy = 3%

Si = 3" 438
Ys = g gily) {4.38)
1 1 3 1 3 1t
= “/‘/30' —_ Aﬁq% = — 4 — = — 4=
Y vty 2(1+o c.;-'0)+2(1 Y gu,) St St TS Bk =t I
yaty, =1

lo cual representa la conservacion de la energia.
Porotrolado: y, =y, si @, =1

Plt—p) = g, R(u) B(—4) + 3ong B(s) B—¢) = 1-3gup = plus—p) =1-3 gy

. 1 . i . 2 g
=3A.-. =_ 1—34 ' ‘=_ ’_’\/"é}_gL = — __b
Y i B 2,![ gﬂ]d# 2[# 3= =2 I-=

3 3 ¥
g 1 {1 3g il 3g i
yl-8= °+W4 }’1=ﬁ{1—%(1—ﬁgll=ﬁ[———jl=J{E—T =¥ =7

que representa la aproximacion de cuadratura modificada.

A continuacién se presenta un cuadro comparativo de los coeficientes de los coeficientes
de acuerdo al método aproximativo que se esté utilizando sobre las ecuaciones (4.18) vy
(4.21), para llcgar a (4.22) v (4.25) , en el entendido de que lo que cambia es la expresion de
los coeficientes dnicamente.



Meétodo ¥,

2
-
3
Vi

: I ! . i
Eddington z['/f—cua(zwz;g)] —1[1—@0(4—353)] 4 @=321)
_ . I I
Eddington modificado  [7-ay4+3g)] - [i-@y(4-39)] A
3 3# ‘
Cuadratura (—2—][2 ~a,(i+ g)] [——;ﬂ][l -g] %(l -3 g ﬂo)
Cuadratura modificado P = wy(1 - 5ol 3 Wil 5

En todos los casos se cumple 1a conservacion de la energia, estoes, y,+7, = |

La solucion de la aproximacion generalizada de dos flujos para transferencia de
radiacién en atmdsferas con dispersion moitiple y homogénea es extendida a atmésferas
verticalmente inhomogéneas de una manera que es numéricamente estable y eficiente. En
éste trabajo se asumird que e} albedo es una cantidad constante en cada capa. Ademds se
utilizaran condiciones de frontera para cada capa que aseguran la continuidad para los flujos
superior ¢ inferior en cada una.

Los esquemas de transferencia de radiacién especifican que es posible calcular los
campos de radiacion en atmgsferas que dispersan y son verticalmente inhomogéneas en
planos paralelos con una exactitud mejor que el 1%.

Numerosas técnicas aproximativas han sido desarrolladas para calcular la
transferencia de energfa solar a través de una capa atmosférica homogénea. Muchas de ellas
se pueden modificar dentro del marco de trabajo de las téenicas de dos flujos (Meador y
Weaver, 1980) . Comenzando a partir de la solucién de la intensidad en las fronteras de una
capa homogénea, Shettle y Weinman (1970), mostraron que una matriz de ecuaciones
puede ser derivada para las intensidades en las fronteras de capas multiples con propiedades
diferentes usando las condiciones de frontera adecuadas, Wiscombe (1977) discutio
procedimicnios para invertir la matriz pentadiagonal resultante y propuso soluciones a
varios problemas numéricos. lacis y Hansen (1974) mostraron que cuando la intensidad de
radiacion solar es tratada como una condicién de frontera, las soluciones de dos flujos para
la reflectividad v trapsmitividad pueden iransformarse en una forma doble para capas

o
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miltiples, resultando en una matriz tridiagonal. Las ecuaciones de la matriz tridiagonal
pueden ser resueltas sin el recurso de la inversidn de una matriz compleja, y el tiempo
computacional necesario para encontrar la solucién es lineal en el nidmero de capas
verticales. En ésta seccidn se deriva la solucidn de una matriz tridiagonal para capas
multiples valida para toda la gama de ecuaciones de dos flujos{Meador y Weaver, 1980).
Este esquema mantiene la simplicidad, estabilidad numérica y velocidad computacional de
los trabajos arriba mencionados sin la restriccion de un sélo tipo de aproximacién de dos
flujos, de una manera méas directa, asi que no se pierde tiempo en el célculo de la
transmitivided y la reflectividad, Primero se deriva una solucién general para los flujos
superior ¢ inferior para una sola capa. Entonces se deriva una solucién matricial para
miltiples capas homogéneas que se aproximan a la situacion de una atmdésfera
inhomogénea.
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Capitulo 5
Algoritmos

Usamos una solucién de dos flujos de la ecuacion de transferencia radiativa para
determinar los flujos superior e inferior en el tope y en el fondo de las capas atmosféricas.
Las ecuaciones de dos flujos representan uma clase de soluciones basadas en
aproximaciones a la funcidn fase y la integral angular del campo de intensidad. Meador y
Weaver (1980) mostraron que todas éstas soluciones para [a radiacion solar incidente
pueden ser expuestas et una forma general.

Las soluciones de dos flujos consisten en aproximar f{g 1) en la ecuacion

a(z) _
dr
1 11 Zril _

if Iz p)du * zl.[ J P, p) (7, ) dpdyr' F f f m4° Flp(ﬂ.,sﬁ;—#m%)exp[ ;}’ﬂld@u
4] o-i a0

0

3.1

127

@
donde Iffﬁp(ﬁ,ﬂ;—%,%)exp(— r/,uo) = aFyw, b exp(- T/ﬂo)- Meador y Weaver han
00
mostrado que todas las expresiones de dos flujos pueden ser escritas en la siguiente forma

d*
0"'1'" = ]fl,qu:‘ _ylnlﬂ_ _S: (5'2)
d_

;’, = },Zfi[: '—}’ln[u_ +S!:-

(53

Aqui y,, ¥ o, son coeficientes que dependen de las ecuaciones de dos flujos (Meador y
Weaver, 1980). Para un haz solar

. —{1,+7)
S" =y, o0, exP[T} (5.4)
; —(z, +7)
§™ =y, mhw expl ———— (5.5)
Ho
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Cuando se estan usando capas multiples, 7. es la profundidad dptica acumulativa de las
anteriores y por encima de la capa n, se asume que esta cantidad permarnece constante en
cada capa, variando su valor de una a otra.

Las ecuaciones {5.2) y (5.3) admiten soluciones simples para cualquier funcion S que
pueda ser escrita como una combinacidn lineal de z, exponenciales, o series de senos y
cosenos de «.

La solucion general de las ecuaciones de flujos (5.2) y (5.3) se puede escribir como

17(r) =k, exp(4,7) + Tk, exp(-4,7) + H' (7) (5.6)
I(ry=1k,exp(A 0)+k,, exp(~A )+ H (1) (3.7)

Esto se debe a que a partir de la solucion general (4.26) v (4.29) :

1
I*(2) = 5[ + ) explr) + (= 7)) exp(—r) | (0) +
- - (o, + fcy3)[exp(xr) - exp(— /14 )] (g — Ky3)[exp(—1cr) — exp(— T/ 14 )]
ot 2x(1+x2,) * 2 (1— x2t,)

()= g—;(exp(zcz—) - exp(—fcz'))f+ (0)+

— (};x;;)l(ffc;i)(yﬁ) (cxp(m’) - exp(-— T/ i ))+ —m——(y;:;)((l% ;%K;/S) (exp(—m-) - exp(— 7/t ))j|

”ﬂﬂo%[

Desarrollando y agrupando por €l signo y 1a potencia de la exponencial :

wpn | S Ep)TQ) Ay +xy;) B
I'(7) —|: . - 2x(1+2g) j|exp(ar)+
(k=" () + 7ihy oty (06 + K7,) exp(—x)
2% 25(] + K22 P

|:7d70%wo(az +Kys) Ao, (0 —KYs)

2e(1 + &8 21— ) :|CXP(— T/M))

Tl (0 + Ky} Ry (0 ~ Ky AFR@ (1 — Gahy)
2 (1 + kpt, ) 2 (V= ku,) (=571}

con
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1) [(Hmm) _ (@ +7)

25 2x(l+ x14) :,exp(m')

(& -7 M7(0)  mhypaia, —Kys) B
* { 2k " a1+ x4) Jexp( <)
7o (s — Oty

(-4 exp(— 1'/#”0) (a)

Para /™ (7):

o { 1 (0) ARy, —x)a, +xys)
(r) = -
2k 2xy, (1+ k)
ot () N 7oy, + K@, +x75)
25 2xy, (1 - &)

}exp(m')

}exp(—m’)

[r.rﬁ,yoa)o expl— r,/yo)
-+

(-5 1) :,{737:+K273/"0_%—%7|az] &

| — K

Ahora, se factoriza 7 a el término [ ]exp(lcr} en (b) asi como al término

Va

[ ]exp(—rcr) en (a) .

Para (b):

}’2]*(0) _ Fy @y (1 — ke, +&73)
2k 2y, (1+x14,)

_ N K| i) AFpuada +xy;)
o | 2%y~ K) 2i(1+x44,)

} exp(kT)

]exp(x‘r)

Sabemos que x* =y’ -yl Dyl =y, -k = (¥, -k )y, +K)

s [(m + (0N —K) T (s + k73)

¥ 2x(y, —K) 2 (14 Kpg) }exp(h’r)

_7 —x[(y. +K)(0) Al + 7))

Vs 2x 2ic(l + &) j,cxp(xr)
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Esta expresion es igual al término [ ]exp(m') en (a), para (a):

[(r—r.)f*(O) | Mt w—m)} i —x[%!*w) | (@ ~x7)r, }xp(_m

2% 241+ K14,) 2 2K 261+ Kz )7, — )
2 2 2 2 2 7
Como &% =yf —pi =yl =yl =6 =(r,—)p, +6)% {1 —-K)= & jx)
1

sustituyendo en el segundo sumando:

_ -0 [_ ¥ O0) | mope(a —ky )y +x)y, }Xp(_m =

7 2% 2i(1 + apg )2
YK = 1I0)  mFumoy (o - xy )y, +x)
+ exp(—x7)
Vs iy 2 (Y +x14) 75

1
lo que es igual al término [ ]exp(—m') en (b), por lo tanto, renombradox = 2 = (3 —y3)?

T _not
yi+4 B ¥

son aplicables a todos los casos excepto cuando «, es exactamente la unidad. En éste caso,
la parte homogénea de las soluciones se reduce a funciones lineales de r. Los términos «,

y &, en (5.6} y (5.7) son determinados por condiciones de frontera:

y I'= se tienen las expresiones (5.6) y (5.7) con el indice de capa n, y que

. - [(y. +R(0) oo (e +m)}

_ =17 (0) + 7l (G — K73 )70 -HC):I
2x 2 (1 + x14,)

T 2K 2% (1 +x28)y,

para radiacién solar

H (1) = Tw,l7 exp[“‘ (r, + r);’ﬂu][(?’. =)y + ;/47_3] e
T (2 ~1/)

H (r) = 20k expl= (2. + 1) mJtr + Vg)rs + 7o) (5.9)
' i (;..2 - ];‘fynz) .
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los términos y 3 Y 74 dependen de la aproximacion de dos flujos usada y estdn indicadas en

la tabla anterior. LaH, y H; son funciones indeterminadas si 4es igual a 1/u,. En la
prictica, si ocurre la igualdad, este problema puede ser eliminado eligiendo un valor

ligeramente diferente de 1 .

Las ecuaciones (5.6) y (5.7) presentan otra dificultad al contener términos que crecen
exponencialmente con z Stamnes et. al. (1988) ha mostrado que las exponenciales positivas
pueden ser eliminadas escalandolas de las ecuaciones. Por lo tanto definiremos los

coeficientes

Y, ={k,exp(47,)+k,1/2 (5.10)
%, = [k, exp(4,7,) — Ky, 1/2 (5.11)
y las ecuaciones quedan:
I = Kn - n Fn -
(1) {exp[ /'Lh(r z")] + exp( /’!,,r]} (5.12)

+Y, {exp[— &:(Tn - r)] -T, exp(— ﬁhr)] +H, ()

INGE: Ym{l“,1 exp[w Z.H(rn - z')] + cxp(— A, r)} (5.13)
+1

2,,{1",, cxp[— /In(rn - r)] - exp(— Anr)} +H {7}
se puede comprobar que las ecuaciones anteriores son equivalentes a las (5.6) y (5.7),
sustituyendo directamente las expresiones (5.10 y (5.11):

()= [Ew:{{exp[— ﬁ.,,(r” - r)] +T, cxp(- /1,,7)}

[l ool oo o]-resmcan)« o

2
_ 5 oP[AT, — 4% + 45 ] | K exp[-A(r, - )] | Cx,op(dn, — A7) | KL, exp(=A7)
- 2 2 2 2
LKL eRp(AT, — AT + AT K, expl-A (5 - )] KL, exp(4T, — 4,0
2 2 2

Ky, €Xp(4,7)

+ K!r:rn e;r:)p(-—}f,,r) + ]{’:(1’) = Klu exg(iur) o Kznrn exp(_&”-r) + 2

=, exp(A, 7} +x,, [, exp(-1, 1)
lo cual corresponde a la ccuacidn (5.6), el procedimicnto cs el mismo para la otra ecuacion.

Las expresiones (5.12) y (5.13) contienen tnicamente argumentos exponenciales negativos,
lo que ayuda a que en el momento de utilizar un método numérico para resolver las

ecuaciones no haya términos que diverjan.
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Las condiciones de frontera son:

70 =4
1(z,)=rl ()
LE=1)=1,(z=0)
Lit=2)=1(c=0)

(5.14)

La primera condicidén de frontera dice que el flujo difuse descendente en el tope de la
atmosfera es igual a cualquier flujo difuso que pueda estar incidiendo ahi. Usualmente no
hay un flujo difuso en ése lugar. La segunda condicién de frontera establece que el flujo
ascendente en la superficie (capa n ) es la suma de los flujos difusos descendentes
reflejados, donde r; es la reflectividad.

Aplicando las condiciones de frontera (5.14) a las ecuaciones (5.12) y (5.13), se encuentra
que el desarrollo tiene la forma de una matriz tridiagonal . Las combinaciones lineales de
las ecuaciones (5.14) producen un nuevo conjunto de 2n ecuaciones que componen una
matnz tridiagonal de la forma

Y +BY+(CY,, =D (5.15)
Y, ¥, l1=2n-1
=Y, {=2n

Los coeficientes impares de [=1 hasta 2n-1 son

4=0 B=e C=-e, D =I{0)-H (0

4, =2, —e,0,

Bf T €€ T G (516)
C = €3,8,1 — Ga€ann
D, = e, [H: (0= H, (z,)] + &, [H; (z,) - H;,,(0)]
Los coeficientes pares desde 1=2 hasta 2n-2 son
A =8, 08, = 8,8,
=& nCapat = CanCans
b (5.17)

— s, 23
- (‘Im- Eanal PR P

= [H7,(0) = B (2)egu, +[Hio (0 = H (5,)]un

’CD O &

y para I=2n los cocficientes son definidos como sigue:
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’ (5.18)

En las expresiones anteriores se usd que :

g, =1+ exp(-47z,)
&, =1-T exp(-A,)

&, =1, +exp(-4,z,) (5.19)

64:: = rn' - exp(_znz—n)

Para resolver estas ecuaciones, usamos el método estandar de solucién tridiagonal

A’n
&, ==
B 5.20
P 20
2n T an
seguido de una secuencia desde [=2n-1 hasta =1
X, =(8 - Clam)_l
a, = AX, (5.21)
B=(D-CH. )X,
seguido por una secuencia de soluciones desde [=1 hasta 1=2n
Y =
'=h (5.22)

Y= ﬁf_aIY.’-l

En uno de Is apéndices se desarrollara completamente el proceso seguido para llegar a las
expresiones (5.15) a (5.22).

Siguiendo ¢l método de solucién de dos flujos propuesto por Mecador y Weaver (1980) y
Toon ct. al. (1989), se expondra la solucién para la ecuacion de transferencia de radiacion
tomando en cuenta la dependencia explicita de Ia funcidn [ase y el albedo de dispersidn
simplc de la profundidad éptica de cada capa atmosférica. En resumen, la solucion es
primeramente encontrada para las intensidades difusas ascendente y descendente en una
capa atmosférica homogénea. Entonces, ésta solucidn es extendida al estudio de la
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dispersion de la radiacion solar en una atmésfera inhomogénea que esta estratificada en
milfiples capas verticales: existen en la literatura muchos métodos de soluciones de la
ecuacion de transferencia de radiacion para describir la dispersion de la radiacion solar en
atmésferas verticalmente inhomogéneas. En particular se menciona el trabajo desarrollado
por Meador y Weaver (1980), en el que se reporta la reflectancia y la transmitancia de la
radjacion solar en un modelo de atmdsfera de una sola capa. M4s tarde, Toon et. al. (1989),
extendié la solucion de Meador al estudio de la dispersion de la radiacion solar en una
atmésfera inhomogénea, asumiendo que la atmdsfera estd dividida en varias capas
verticales. Ambos, Meador y Toon, trabajaron con una funcion fase que no dependia
explicitamente de la profundidad optica de la capa atmosférica y con un albedo que era una
cantidad constante.

Por otro lado, las suposiciones sobre la funcion fase y el albedo, llevan a un sistema
lineal de dos ecuaciones diferenciales acopladas para los flujos descendente y ascendente
con coeficientes no constantes, cuya solucion analitica en general no existe. La estrategia
para resolver el problema, serd asumir que la funcién fase y el albedo son considerados
funciones constantes de la profundidad éptica y diferentes capa a capa. Los flujos a través
de la atmosfera inhomogénea pueden ser encontrados aplicande condiciones de frontera
similares pero no iguales a las usadas por Toon et. al. En particular, la condicién de
continuidad para los fluyjos descendente y ascendente en la fromtera de cada capa es
diferente a la utilizada por Toon et. al.

La ecuacién de transferencia de radiacién con la que se va a trabajar se puede escribir,
para la intensidad difusa f{7,u¢) en una atmosfera dispersiva plano paralela, como
w D _ 1 )= I ) (5.23)

fonde J(z,1, ) es la funcién fuente dada por:

J(z,p.8) =
1 R o S | (5.24)
et )1 $)dG s = Fple, pdip ) expl= o/ 1)

-1 0

as coordenadas esféricas g =cos® y ¢, con £ medido desde la normal exterior a la
superficie, referida a la direccién de propagacién de un haz de luz de intensidad / y
srofundidad Gptica 7, 7F es el flujo colimado incidente que atraviesa una unidad de area
rerpendicular a la direccién de propagacion definida por (up @), siendo  wp =-—cos&py
(T o) es la funcién fase o ley de dispersién simple de la particula para la radiacion
fispersada de la direccién (x.¢) en la direccién (u,¢) . Ahora generalizaremos la condicion
1¢ normalizacion propuesta por Meador asumiendo que
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[ | p(estisd $rd gy = () (5.25)
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donde ax7) es el albedo de dispersion simple, esto es, [a razén del coeficiente de dispersién
a la suma de los coeficientes de dispersién y absorcién.

Ademads extendemos la expansion de la funcion fase p(z;‘;l,e;f',ﬂ;qﬁ) en términos de los
polinomios de Legendre de la siguiente manera:

17 o :
plopp) =5 [ p(e.udin ¢)dp = S RDBGOE(H) (5.26)

donde Prizzjes el polinomio de Legendre de orden 1-ésimo. Se puede mostrar (ver desarrollo
de la seccion anterior) que (5.26) se puede escribir como

ple, ) = o(0)), (2 + )g L) B(a) (527)

y los coeficientes g; son definidos como

I 1
g = ZQ(T)_IIH(p)p(r,p,ndp 528

con la definicién adicional:
Kz, p) = [ Iz, p1.6)d4
0

la integracién azimutal de (5.23) llevaa:

dl(r, 1 . . aF
p E,;,ﬂ) = I(r,ﬂ)—EJ“p(r,y,p)I(r,y Ydu —%—p(r,y,ﬂ,uo)exp(— r//.h) (5.29)

definiendo las integrales hemisféricas
|
(o) = [ wl(r, pdp (5.30)
¢

sea la cantidad

1
2e(1)

! 1 L
- N =] d 5.31
Ji _([P(T,M), 1 =1 (‘)(T)J;p(!'!ﬂu.ﬂ) i (531)

Construimos ¢l siguiente par de ecuaciones para /™ e 7~ de acuerdo a la definicidn dada
cn (5.30)
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dar (o)

Cdr

di (1)
dr

1 1 11 . ' '
[ 16w = | | plropsp)1(e. i it~ () exol = o/ )
? . (5.32)

1 I 1 ‘ 4 ‘
= —ff(f,—#)d# + EH.P(T:F:—# ) (z, 1)dgidp+ o)1 - &) expl— /o)
o] 0-1

Al igual que Meador y Weaver, usamos la aproximacion estindar de Eddington, esto es
) =It)rpdi(t) , para construir el sistema lineal de dos ecuaciones diferenciales
acopladas para los flujos ascendente y descendente con coeficientes no constantes. En éste
caso, ¢l sistema lineal da

di (7} . ~
— = 1@~ (D (0) ~ a2y, expl- o/ th)
(5.33)

di(7) . B
3 - (D) () = 1 (D) (2) + TF o)y, expl— 7/ 15
donde y,(7) = %[7 — ()4 + _’;g)],}/2 (r)= —%[ 1— ()4 - Bg)l el coeficiente
Vi = %(2—38!-10), también satisface que y,+y, = 1. Estas ecuaciones tienen la misma

estructura que las obtenidas por Meador y Weaver con las mismas exprestones analiticas
para los coeficientes ¥, , excepto que ahora esos coeficientes son dependientes de =
Aqui es importante sefialar lo que ¢s ¢l pardmetro w(T) :

_
wg = 2 -Illup?(‘r’#71)a’#

donde g se conoce como factor asimétrico, w es el albedo de dispersion simple, p esla
funcién fase que da cuenta de la dispersion de particulas y f, se define como el factor de

dispersion dado por

ﬁ.ﬂ‘{?

ﬁsm + aby

f.

donde B vy p, son los coeficientes dec dispersion y absorcion volumétrica

e

respecilivamente.
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En los dos tltimos capitulos se han reunido los elementos para resolver tedrica y
numéricamente el balance de radiacién solar en una atmédsfera inhomogénea. Primeramente,
se tuvo que seleccionar el método de selucion, entre las diversas aproximaciones de las
ecuaciones de transferencia de radiacién existentes en la literatura y después, fue necesario
ocuparse en modelar la atmosfera en lo que respecta en lo que respecta a las columnas de
ozono y aerosoles, usando los conocimientos previos sobre dispersion de Rayleigh y la
absorcidn de radiacién por ozono.

La aproximacion que se ha usado en este trabajo encaja en el conjunto de métodes
conocidos n la literatura como métodos de dos flujos en los cuales se introduce la
aproximacion de Eddington.

La subdivision de la atmdsfera en N capas plano paralelas conduce a tratar con 2N
ecuaciones algebraicas que se resuelven usando el método de Toon et. al. (1989), lo cual se
muestra en este capitulo y en uno de los apéndices aplicande un método numeérico
apropiado para calcular los coeficientes de dichas ecuaciones, que son diferentes en cada
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Capitulo 6
Resultados y Conclusiones

En principio se sabe como resolver la ecuacion de transferencia de radiacion en una
atmdsfera especifica utilizando alguna de las numerosas técnicas numéricas. El problema
surge para ahorrar tiempo en ¢l trabajo de cémputo con el gran nimero de parametros los
cuales, al variar, dan lugar a una gran carga de célculos. Con esto en mente, se ha
seleccionado el proceso de dispersién iterativa de Dave y Gazdag (1970) en el cual la
funcién fase para aerosoles es expresada en términos de su serie de Fourier (Dave, 1970).

Es el proposito del presente capitulo presentar las expresiones matemadticas que se
requicren para poder analizar este problema en su forma final, asi como justificar la
equivalencia entre el formalismo de Meador et. al. (1980), resuelto con ¢l alporitmo de
Toon et. al. (1989}, y el de Braslau (1973).

Calculo del Flujo de Radiacién

a. Consideraciones generales

Se asumira una atmoésfera sin nubes, plano paralela, semiinfinita con flujo solar incidente
unidireccional en el tope. El flujo solar que penetra en la atmdsfera se encontrard bajo la
accion de la dispersion vy la absorcidn, asi que después de cada nivel habra un flujo directo
atenuado y dos flujos difusos mds: uno superior y otro inferior. En el fondo de la atmésfera
habra una superficie idealizada de Lambert, 1a cual tiene la propiedad de que la radiacion
reflejada en ella no se encuentra polarizada y es isotrdpica, independientemente del estado
de polarizacion ¢ de la distribucién angular de la radiacién incidente, La reflectividad del
suelo, es un pardmetro ajustable para estos calculos, v estd definido como la razon del flujo
superior al inferior incidentes en la superficie. Se considerara una sola longitud de onda.

Para contar con el flujo en cada nivel (esto es, el flujo de energia radiante por unidad
de longitud de onda , por unidad de tiempo a través de una unidad de 4rea horizontal), se
empleard una forma escalar de la ecuacidn de transferencia de radiacién, es decir, la
radiacion dispersada sera tomada como no polarizada. Se ha encontrado que preservar las
caracteristicas de polarizacion no produce ninguna diferencia esencial en los valores del
flujo, ademas de que los valores de las intensidades dispersadas no son afectadas
significativamente (Adams y Kattawar, 1970). Ademas, se despreciaran contribuciones
debidas a emisiones termales de la superficie o de la atmdsfera, ya que el promedio de
temperaturas encontrado en esta es muy pequefio para contribuir significativamente en ¢l
rango espectral de interés, La forma de las particulas de aerosol se asumira esférica.
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b. Ecuacion de Transferencia

La altura de un nivel en la atmésfera estd dado por el espesor 6ptico de la atmésfera sobre
€ste , con st valor designado como 0 y 1, para el tope y el fondo respectivamente (bottom =
fondo). Este espesor es la suma de otros debidos a la absorcion y dispersién por moléculas
y aerosoles. En el apéndice A se profundizard es éste tdpico.

Atenuacién de la Radiacion Solar Directa: Formulacion Basica

Cuando la radiacién solat entra a la atmésfera de la Tietra, una parte de la energia incidente
es removida por dispersidn v otra por absorcién. Ambas influencias cambian al espectro
extraterrestre modificando la energia que atraviesa la atmdsfera. La radiacion dispersa es
llamada radiacion difusa. Una porcion de ésta radiacion difusa va de vuelta al espacio y una
poreidn liega al suelo. La radiacidn que llega directamente en linea al suelo desde el disco
salar es llamada radiacicn directa o haz de radiacicn (ver la figura).

N
O/
/ N
Radiacidn
difusa devuelta
Atmosfera de la Tietra al espacio
d
Radiacion
Absorbida
e
Radiacién Radiacion difusa
directa. hacia el suelo

Fig. 6.1 Distribucién de la radiacion solar directa, difusa y absorbida

La iniensidad de la radiacion emergente en el nivel ren la direccion g ¢ es denotada por
I(tp,) . La ecuacian bisica a resolver para la transferencia de radiacion monocromatica 2
través de una atmaosfera plano paralela, no homogénea tiene la siguiente forma:

di(r: )
o = (i) - o) (). (6.1)
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donde la funcion fuente J(r;u,¢) ests dada por

1
J(r,'l-l,{ﬂ) = ZGXP("‘ T/%)P(T;#’qg;_%’@o)ic‘
1 127 (62)
+EJ [P 51,00 (534 0"V

-10

Y se asume que 2F es el flujo de radiacién solar por unidad de drea en 7 = para angulos
derechos a la direccién incidente representada por -z .¢n . Las condiciones a [a frontera
son.:
I{0— ={
(0=p,0) } 63)

I(z,+p,0)=0)"

es decir, no hay radiacién iluminando a la atmdsfera desde el suelo o abajo de él . La
contribucion debida a la reflexion del suelo de Lambert puede ser tratada por separado
siguiendo un procedimiento introducido por Chandrasekhar (1950) .

El albedo para dispersion simple axz) v la funcién fase de dispersion normalizada
P(t; o ; t,¢) de un volumen unitario que contiene aire y aerosoles es definido como
sigue:

o(r) ={ac"™ + Ar)/Ar, (6.4)
P(op,i 1,07y == T(T)M (0348 ,¢0") +[1 = T(2)IR (w903 1,90 s (6.5)
donde el factor de turbidez 717 es definido
T(r) = Ac " fface™ + A7), (6.6)

Las cantidades M(y,ou,9) v R(wgp,9) son las funciones fase de dispersion
normalizadas de Mie y Rayleigh respectivamente. Los primeros dos parametros, 4 y ¢,
representan la direccidn de la radiacion dispersada mientras que los dos Gltimos representan
la direccidn de la radiacion incidente.

¢. Funciones Fase de Dispersion

Dave y Gazdag (1970) y Dave (1970b) han discutido las ventajas de calcular soluciones de
la ecuacion de transferencia expandiendo a la funcidn fase en una serie de Fourier cuyo
argumento e¢s la diferencia entre los dngulos azimutales de las radiaciones incidente y
dispersada. En éste caso, la intensidad de la funcién fuente 1ambién pucde expresarse en
una setie de Fourier. Mucho del tiempo que se lleva esto es consumido cn cvaluar la doble
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integral en la ecuacion (6.2) la cual, gracias al use de ésta expansion se reduce a una sola
integral (ver capitulo 4). Atn mas, como los célculos para el flujo incluyen sélo el primer
término en [a expansién en serie de Fourier para la intensidad, el trabajo de computo se
reduce significativamente.

Si @ es ¢] angulo de dispersién entre [a direccion de incidencia y dispersion, las
funciones de Mie y Rayleigh estan dadas respectivamente por

3
R(cos®) = » AT'E_ (cos®),
"~ (6.7)

K
M(cos®) = ZAI")}:L_,(COS@),
A=l

donde AT =LA =0, y AV =1 Las cantidades Py (cos@) son los polinomios
ordinarios de Legendre. Los coeficientes de Legendre AY” para las series representan a la
funcién fase normalizada de Mie en la unidad de volumen que contiene una distribucién de
tamarios conocida para acrosoles esféricos que esta dada por

2

A G
A = e o J. L (x,mn(r\dr, 6.8)

donde 1 es la longitud de onda de la radiacién incidente, y » ( r ) es una funcion de
distribucién de tamafios (Deirmendjian, 1969) que da el niimero de particulas por unidad de
volumen por unidad de intervalo para el radio r . Las cantidades L; ( x ,m ) son los
coeficientes no normalizados de Legendre {Dave,1970b) de las series que representan a la
funcion de dispersion de una sola particula la cual tendrd un valor de x = 2w/ A para el
parametro de tamafio, y un valor de m = n; - in para el indice de refraccion del material. La
cantidad B“™ es el coeficiente volumétrico de dispersion en la funcién de Mie.

Las funciones de dispersién R (cos @) y M ( cos © ) pueden ser expresadas en
series de Fourier haciendo uso de el teorema de adicion de los armonicos esféricos . El
argumento de las series ser el término p—¢p’
el cual representa la diferencia entre los angulos azimutales de las direcciones de incidencia
y dispersioén. Las series de Fourier de la funciones de Mie y Rayleigh dan lugar a su vez a
otra forma de la serie de la funcion fase Pz u,0; p1, qo) dada por la ecuacion (6.5).

Para dar solucion a las ecuaciones de balance de radiaciéon en la atmésfera, es
necesario abordar el modelamiento de la funcidn fase asociada a los dispersores contenidos
en la misma. Para ello, nccesitamos de su caracterizacion Optica en capas paralelas a
densidad constante. En ésta tarea aparece la necesidad de determinar los coeficientes de
Legendre que surgen del tratamiento en la dispersion de Mie, lo cual requiere de grandes
tiempos de cilculo, sobre todo, para dispersores cuyo radio es mucho mayor que la longitud
de onda en estudto.
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El ndmero de coeficientes de Legendre que se necesitan para evaluar la funcién fase
crece proporcionalmente al pardmetro de tamafio x , éste problema empieza a ser critico si
manejamos valores de x >100 , éste es el caso en el que la labor de cémputo se dispara y
resulta imprictico éste procedimiento. Para evitar que esto suceda, implententamos una
manera de comrelacionar los diversos coeficientes de Legendre y obtener una funcién
analitica que nos permmita conocer su valor sin necesidad de hacer los célculos.

El modelo atmosférico usade como base de los calculos es uno que representa las
condicienes de verano de una latitud promedio. Las variaciones de presi6n, temperatura,
vapor de agua, v ozono con la altura estan dadas en forma numérica para varias alturas por
McClatchey er. al . (1970). Este modelo atmosférico estd dividido en 160 capas de espesor
variable con la presion p, [mb] en el tope de éstas capas dada por

p, = 1013exp{- 34219 x 10°(161 - 1) x [1+ 67056 x 107(161-3)]}, 1<i<161.  (6.9)

El espesor geométrico de estas capas se incrementa continuamente desde 0.031 km. en el
fondo hasta 0.619 Km. en el tope. Por otro lado, la cantidad de presién de estas capas se
incrementa desde 0.131 mb. para la capa superior hasta 1113.25 mb. para la capa
localizada a una altura de 4 Km. sobre ¢l suelo.

En éste modelo se considerard que la radiacion solar serd afectada a través de las
diferentes capas por la absorcién y dispersidn causada por los gases de la atmdsfera,
principalmente ozono, ¥ por aerosoles. Se asumird que la concentracion de vapor de agua es
despreciable, y que no se presentan nubes, es decir, un modelo para dias totalmente
despejados y soleados, El flujo solar al ir atravesando las diferentes capas, es absorbido y
dispersado al hacer contacto con las moléculas de los gases y particulas de los aerosoles,
resultando ser sélo una pequefia parte del flujo solar que incide en la capa superior de la
atmosfera, el que llega directamente a la superficie terrestre. En cada capa se va a encontrar
radiacion que entra y que sale en todas direcciones debido a la radiacién difusa, mientras
que la radiacion directa ha de incidir con un dngulo @. Los espesores Opticos para cada capa
iran variando en funcién de las distribuciones verticales de gases y particulas, y por la
longitud de onda que se esté estudiando.

El espesor oOptico da cuenta de la radiacion que se ha perdido en una capa
determinada debido a la absorcidn y dispersion causada por los gases y particulas y como ya
se mencionod estara conformado por cuatro componentes:

T=r,+1,.+7,,+7,

7.4g = Espesor dptico por absorcién de gases.
7. = Espesor dptico por dispersién de gases.
7 ap = Espesor optico por absorcidn de particulas.
7.p = Espesor optico por dispersidn de particulas.

En éste modelo sdlo se considerara la absorcidn por ozono.
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La ecuacion de transferencia de radiacién se tendrd que aplicar en cada capa , ya
que en ¢lla estd contenida la informacion que describe la forma en que la radiacién solar es
dispersada y absorbida al pepetrar y chocar con los clementos gue se encuentran
suspendidos en la atmoésfera.

El probiema que se plantea para cada capa es ¢l siguiente: dado un cuerpo de forma
arbitraria compuesto por aerosoles y gases que recibe radiacion directa y difusa proveniente
de todas direcciones irradia también en todas direcciones como se muestra en la figura 6.2,

La solucion de la ecuacién de transferencia para este problema es bastante compleja
¢ implica el mangjo de procedimientos matematicos no triviales como puede observarse en
los capitulos 4 y 5, en los que se asumié ¢l modelo propueste por Eddington de dos flujos;
es decir, se supone a la radiacion saliendo v entrando de la capa en que se encuentra el
cuerpo dispersor formando un 4ngulo de cero grados con la vertical. La solucién de la
ecuacién de transferencia en ésta forma requiere de un tratamiento especial para la funcién
de Mie. La funcidn fase de Rayleigh puede expresarse en forma sencilla, y su deduccion ha
sido ampliamente estudiada en el pasado. En cambio, la funcién de Mie implica en su
solucién la utilizacidn de los coeficientes de Legendre. Lo cual 2 su vez, requiere de
calculos muy tardados ya que han de ser dados en funcion del tamafio de la particula
dispersora y de su indice de refraccién.

Un proceso que ya ha side aplicado para agilizar y simplificar el manejo de los
cdlculos de los coeficientes de Legendre es el uso de una escala que normalice a 1, es decir,
el nimero de coeficientes a calcular es 10 * k£ = 2x + 10. Donde x es ¢l tamafio de la
particula (esférica), y K diferird de particula a particula. Sin embargo, si se extiende el
nimero de términos hasta ( 10* k) / ( 2x +10), cuando K sea igual a 2x +10, esto sera igual
a 1 sin importar ef valor de x, de ésta manera es posible decir que conociendo ¢l indice de
refraccion m, el rango y el valor que assmirén los coeficientes representarin un promedio
evitando calcularios en cada ocasion. La curva de ajuste es analitica, y en cada caso es
posible dar una expresién de la misma. Cabe resaltar que ¢l indice de refraccion esta
expresado en dos partes una real y otra imaginaria, cuando no existe la parte imaginaria,
fisicamente no hay absorcidn. Pero si la parte imaginaria es mayor que cero y aumenta, esto
significa que el procesc de absorcién es mas intenso.

Una vez conocidas las expresiones de las dos funciones fase ( Rayleigh y Mie ), se
tiene la informacion central de los procesos de transferencia radiativa.
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Equivalencia en los Analisis de Braslau y Meador

En este apartado se transformardn las ecuaciones mostradas en los parrafos anteriores
correspondientes a [a forma en que Braslan (1973) plantea la ecuacién de transferencia de
radiacion , y en términos de la cual se obtendrdn resultados para las intensidades difusas, a
partir de la elaboracién de un programa de cémputo que constituye el segundo paso después
de este trabajo, dado que también se ha considerado ¢l modelo atmosférico sefialado por
Braslau para resolver el problema que ocupa al presente trabajo. Por lo cual hay que
modificar a estas ecuaciones de tal forma que se legue a expresiones consistentes con el
formalismo de Meador et al.(1980), ya que es en funcién del mismo que se han presentado
todos los desarrollos matematicos y algoritmos para resolver la ecuacidn de balance, asi
como el tratamienio hecho a la funcion fase. Es decir hay que demostrar que los
procedimientos de los capitulos 4 y 5 para las ecuaciones presentadas y resueltas por medio
del algoritmo de Toon et al. (1989) son completamente aplicables a Jas ecuaciones tal como
s¢ han mostrado en esta capitulo, y, que ambos camines son completamente equivalentes tal
como se mostrara en el apéndice C.

La funcién fase presentada por Braslau (1973) es:

T pr,@) = T(O) M3 10,07y + 1= TR (1,0, 1,97) (6.10)
cor .
AT(J‘ m) + AT(S,r) Ar[’s.m)
(O(T) = T’ T(T) - Az_(s.m] +Ar(s.r)

3
R{cos®) = ) AP_ (cos®)
J=i

LA

i

4
M(cos®) = 2 A"P,_, (cos®)
1=

€0s@® = g + (1= 1) (1= @Y cos(p — @)

De 1o cual se ve que la funcidon fase puede escribirse como:

plripoi i, @) = T(OYM (@0 ,0°) + R(p,0; 14,90} — T(D)R( 1,042 ,0')
=N Mo .0y — Rlp,pp @)+ R{p 0 10,.0°)

A A 3
= T{r){ZA";P’_,(;z,p 00— 2N P (0.0 ) +Z/\',P,,|(Mﬂ';¢,(0')
g FE Faa
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= T(f){ZA’” (s, cw)}zl\, P (1:0.9)

=

A
= {T(;)Z A+ ZAT,}E-l(#,# 0.9 )
=4 J=1

Se definea
A A 3
DAM=TEL A+ K, (6.11)
i=1 =4 F=l
4
P @) = 2 A (P (10300, (6.12)

1=l

1 ix
(T )= 5= ,fP(r;u,cD;ﬂ‘,qv‘)dco =
Yo
=52 A OB + (=)= )P coslo - ) g
0 4=l

Por el Teorema de adicidn de los arménicos esféricos:

PATS L 10) ——ZA (T)J‘IP (P .(ﬂ)+2z ! Bl P (g )yecosmip — ¢7)}

m (+myl

PN r)[IP W e r2Y ),B’L(ﬂ)ﬁf,(ﬂ')]cosm(co—co‘)d(P}
=1 9
100
= 2 2 A DB () = ZA(r)P,wP (1)

Az ) MZA (D)P_ (0P _ (1) (6.13)

evaluando en ¢ =1 y tomando en cuenta ¢l hecho de que P.{1)=1 ¥ j:
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P = S8, () (6.14)

=1

se multiplica por 13‘_ ,(#) yseintegrade -1 a 1:

Jp(w,mf;_.(mdy ZA (r)IP (P (wdu (6.15)

v se aplica ¢l teorema de ortogonalidad de los arménicos esféricos:

jlp()p r =g b=t
JERIEEE=37095 % =0 1er

L
2
3_[17(7;#’ _1(!‘)‘11” ZA (T)Z(l 1)+1§(J -0 -0

-1

como solo queda ¢l término para el cual 7 =/ :

‘ 2
JpruE,_du= A, 135

cambiando j —> y despejando A,{7) :

2j-1¢
A (D) = —12— [ p(z: ) Py y sustituyendo en (6.13):
-

2 21
T =Zlii—jp(r;ﬂ,l)ﬁ_,(ﬂ)d#ﬂ-n(ﬂ)Pj-i(”')
i= =1
Se cumple que:
1 ir kd
Pl p) == [p(os i 0)dp = 3. (2) - Dg (P (WE. (1) (6.16)
0 1=t

Esta cxpresion es equivalente a la condicidn de integracidn sobre la funcion fase descrita en
¢l capitulo 4.
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in forma similar, para Ia condicién de normalizacién de la funcidn fase:

l2r

l-ffp(r;ﬂ,cﬂ;#‘,w‘)dwﬂ = o(7)

d4r -

[

1 1
= gf Z @~ D[;f Pz DE, (#)dﬂJﬁ-l ()P_ () = w(r)

g
2(7) =5 [ 22/~ Dg (DB B ()

-1=I

1 1
o(z) =5 [ ples i)

-a ultima ecuacidn para omega es equivalente a la presentada en el capitulo 4, y de hecho
;s la misma expresion y representa la misma cantidad fisica.
2or otro lado, se satisface:

1 2
@) =5 [P i@ )dp .17
0

le los desarrollos anteriores se puede comprobar que las formas en que se presentan las
unciones fase de Braslau (1973), vy Meador (1980), son equivalentes y las condiciones
iplicadas en ¢l capitulo 4 son validas para la ecuacion tal como se presentd a principios de
ste capitulo.

Aunque esto solo se ha demostrado para la funcidn fase dmicamente, en el apéndice
> se desarrollan las expresiones restantes en forma equivalente a como se hizo en el
-apitulo 4 y se comprueba que se llega al mismo par de ecuaciones diferenciales acopladas
vara los flujos de radiacion difusos ascendente y descendente respectivamente.



Conclusiones

De acuerdo a los desarrollos vistos en la seccion anterior v en los capitulos 4 v 5 | el
objetivo del presente trabajo puede considerarse alcanzado en el sentido de que constituye
la cimentacién del modelo que se scguird para obtener valores para las intensidades de
radiacién difusa, y que expone los procedimientos matematicos que lo justifican.

Como se menciond en la Introduccién, primero fue necesario el estudio de los
articulos que planteaban modelar Ia ecuacién de balance utilizando el método de dos flujos
¥ su completo entendimiento, ademas de resolverla en base al algoritmo de Toon, para
después generalizar a una forma explicita en la dependencia de la funci6n fase del espesor
dptice sabiendo cuales eran las condiciones fundamentales que tenfan que preservarse.

En base a lo antes mencionado, este trabajo es un estudio de la teoria basica de
dispersion con el objetivo de resolver un problema tedrico: plantear una solucién de la
ecuacién de transferencia que incluyera la mayor cantidad de parametros de informacion
posibles, para asi, obtener resultados mds realistas sobre los valores de la intensidades de
radiacién.

Sin embargo, el valor de lo que se desarrolla agui se encuentra en el hecho de que se
pudo comprender cada uno de los pasos involucrados en el anélisis, asi como el papel de las
cantidades fisicas incluidas en el mismo. Ademds de que se realizaron las modificaciones
necesarias al método va que agui se toma en cuenta la dependencia explicita de la funcidn
fase en el espesor Optico y que se puede expresar como una combinacion lineal de las
funciones de Rayleich y Mie. La presencia de particulas absorbentes induce un
escalamiento de la funcién fase que satisface la condicion de normalizacion para el albedo
de dispersion simple.

El objetivo central de este trabajo es comprender como se puede resolver ETRA's
para la dispersién multiple en una atmésfera inhomogénea tomando en cuenta la presencia
de moléculas y aerosoles. Por esto fue necesario desarrollar los métedos que no tomaban en
cuenta estos parametros extra y después generalizarlos pero cuidando de que se cumplieran
las condicicnes fundamentales que ya se habian estudiado para los casos mas bésicos. Se
usaron y modificaron los métodos desarrollados por Meador et. al. (1980) y Toon et. al.
{1989) puesto que se asumid que la funcién fase depende del espesor 6ptico, lo que dichos
autores no toman en cuenta. Siguiendo los pasos del método, se obtuvo un sistema de
ecuaciones acopladas para las intensidades difusas, pero con coeficientes dependientes del
espesor 6ptico, como se muestra en el capitulo 5 . Se resolvié suponiendo que dichos
coeficientes son constantes en cada capa de la atmésfera, obteniéndose asi soluciones
similares a las de Toon utilizando las condiciones de frontera requeridas reduciendo
también el problema de resolver la matriz tridiagonal. Se toma en cuenta la presencia de
particulas absorbentes haciendo un escalamiento de la funcién fase a través del factor de
dispersién /; . Esto garantiza que se cumple la condicién general de normalizacién cuando
la dispersién y la absorcion estan presentes. En este caso, el albedo de dispersion simple en
funcion del espesor 6ptico, debe ser menor o igual a 1.
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Apéndices

A.- Estimacién de Espesores Opticos

Considerar un haz de radiacién paralelo monocromético /; entrando en un medio
homogéneo, como en la figura A.l, 7 serd el flujo emergente después de atravesar €l medio
a una distancia 4 de éste . La cantidad en la que fue atenuado el haz original al pasar el
medio puede ser evaluada por la ley de Bouguer, también llamada ley de Lambert o ley de
Beer. De acuerdo con la ley de Bouguer, la atenuacién de la luz es proporcional a la
distancia recorrida y al flujo local de radiacion. Esta ley es aplicada en muchos otros
ejemplos(con excepcidn de la absorcion por gases), siempre y cuando [a luz sea dispersada
o absorbida. Esta ley se aplica a radiacion monocromatica dnicamente y en términos de ella
se puede escribir

I = I,exp(—kd), (A.1)

k es el coeficiente de extincidn o atenuacion,

d es la longitud de la trayectoria dptica, y

kd es el espesor 6ptico de extincién monocromatica adimensional (1),

En ciertas aplicaciones, £ es medida usualmente en relacién a la direccion zenital y tiene
que ser adimensional mientras que d (en €ste caso relativo a la masa 6ptica) también lo
sera.

/ Fig. A.l
d \ Atenuacidén de la
radiacion directa

/ \ a traves de una

atmésfera homogénea.




Sea el medio en la figura A.1 la atmésfera de la Tierra. fp es la irradiancia
extraterrestre monocromdtica a 1a distancia media entre el Sol y la Tierra. Como éste flyjo
entra en la atmdsfera tendrdn que ser Hevados a cabo varios procesos que involucren
distintos coeficientes de extincidn k. Ya que todos los procesos de extincidn ocurren
independientemente unos de otros, el conjunto de todos los espesores dpticos de extincion
debidos a éstos procesos puede ser escrito como la suma de todos los espesores individuales

=
k=) kd 0 r=

=1 '

7 (A2)

1=
=1 !

donde

k; es el coeficiente de atenuacion monocromdtica para un sélo proceso, como la absorcion
por ozono, i varia desde I hastaj, v j esel nimero total de procesos, y

d; es la longitud de la trayectoria Optica para el proceso bajo consideracion.

La ecuacidn (A.2} es vdlida mientras el proceso obedezca la ley de Bouguer.

La transmitancia o coeficiente de transmision para la atmdsfera también es wtil. Es la razon
de la radiacion emergente de un medio a la radiacion incidente. Es particularmente util
cuando uno ¢ més procesos de atenuacién no obedecen la ley de Bouguer .

La transmitancia debida a un solo proceso estd dada por la siguiente expresion;

T =exp(-kd) (A3)

La transmitancia monocromatica debida a la radiacién directa puede ser escritz como

1=y

T:£:H7; (AD)
ID

donde T, esla transmitancia debida a un s6lo proceso i v T es debida a todos los procesos
combinados.

La ley de Bouguer representa exactamente los procesos de dispersion por gases,
absorcién y dispersidn por aerosoles. La absorcién de la radiacion por gases es un proceso
altamente complejo. Por lo tanto, hablando estrictamente, ésta ley no es vilida también para
éste caso. Aln asi la ley de Bouguer es usualmente aplicada a absorcidn por gases. De
cualquier modo, una vez que se conoce la transmitancia , la irradiancia espectral directa
puede ser encontrada a partir de la ecuacidn {A.4) por medio de la ley de Bouguer u otras.
Por lo visto anteriormente, es decir, que los procesos de extincion ocutren
independienternente unos de otros, y que €l conjunto de todos los espesores Opticos de
extincién debidos a estos procesos pueden ser escritos como la suma de todos los espesores
individuales, €l espesor dptico puede ser escrito como:

r= T(:r) +Tls.m)+z_(n.m) +T(a) (AS)

El espesor dptico correspondiente a la dispersion de Rayleigh ©* en el nivel 4 [km] sobre
el suelo puede ser tomado proporcional a la presién cn ése nivel. Los valores de las
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cantidades #*” y  #*™ | os respectivos espesores dpticos por dispersién y absorcion
debido a aerosoles (dispersion de Mie), pueden ser calculados para una fongitud de onda
dada y una funcién de distribucién de tamafios siguiendo uno de los procedimientos
desarrollados por Deirmendjian, (1969).

El modelo para definir a los planos paralelos que limitan a cada capa es el mismo
que ya se menciond en el capitulo 6, solo se resaltard que en éste modelo se asume que la
radiacidn solar al ir atravesando las diferentes capas, sera modificada debido a la absorcion
y dispersién de gases (principalmente 0zono) y aerosoles en la atmésfera. Se considerard
que la concentracion de vapor de agua es despreciable, es decir que no se presentan nubes,
siendo el caso de un dia totalmente despejado y soleado. Otra consideracién importante, s
la de usar un suelo idealizado de Lambert, esto es, que la radiacién reflejada por la
superficie es isotrépica y no polarizada, independientemente del estado de polarizacién o
distribucién angular de la radiacion incidente.

La dispersion por gases (Rayleigh) %, se estime a partir del coeficiente de dispersion
de Rayleigh f.(4) y de la profundidad dptica Hiz) , donde z representa a la altura en
kilometros

7, =(A,2) = |8 (V)H(z)dz, (A.6)

SE

[ I—

De esta ecuacién puede observarse que el espesor Optico es una cantidad acumulativa, es
decir, para calcular su valor a una altura dada z es necesario integrar desde el tope de la
atmésfera (limite inferior o) o desde la altura en que se estd considerando que termina la

misma, hasta la altura z (limite superior).
La absorcion por gases es calculada usando informacion sobre la seccidn eficaz de

absorcién de ozono, en €ste caso serd solo para el ozono, pero si se desea calcular éste valor
debido a otros gases, se tendran que afiadir mas integrales utilizando las secciones eficaces
de absorcion para cada uno de ellos en el integrando como se verd a continuacion para el
caso del ozono.

T(4.2) = IG(Z)N(z)dz, (A7)

donde N(z} es la densidad numérica de ozono como una funcién de la altitud, integrando
sobre la columna de ozono desde el tope de la atmdsfera hasta la altura z . A continuacion
se muestran algunos valores de los espesores opticos para tres longitudes de onda como se
muestran en la siguiente tabla:

A [nm] o [ em? moléculas™] B [ km. "]
332.5 0.707x 10 94.032x 107
412.5 0.000 38.102 x 10

575.0 0.501 x 107 9.705 x 107
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Tabla A.1 Coeficientes de Dispersién de Rayleigh y secciones

eficaces de colisién para tres longitudes de onda.
Los espesores Opticos asociados a las particulas de aerosol se calculan en base a los

coeficientes de dispersion y absorcion Qua Y Qs . Para ello se emplean las ecuaciones
debidas a la teoria de Mie (capitulo 3 ) como sigue:

P 2
0., :?Z:] 2n+l)(|a,,| +|bh|2), (A.8)

0, = Z(Zn +)Rela, +8,), (A.9)

tal que Qg = Qe - Guca » ¥ 108 coeficientes

g = eOWL )~ my, (v, (x)
T e, () - my,(g(x)
_my, OO, (x) — v, Oy (x)

T mw, (Ve (0) -, (06 (x)

(A.10)

donde x es el pardmetro de tamario de la particula que se considera esférica y m es el {ndice
de refraccidn complejo, # es un nimero entero positivo, k) ¥ £i), son funciones de
Ricatti-Bessel la prima denota la derivada con respecto al argumento de la funcién. El
siguiente paso es calcular los coeficientes de dispersion y absorcién volumétricos S ¥
Bass introduciendo una distribucidn de tamafios de aerosol de la siguiente manera,

ver ref. (2):

N(r) = a(h)r* exp(-637), (A.11)

donde afh) es un pardmetro constante que depende de la altura, y b es sélo una constante

B = irjr O N(rydr. (A.12)

ey

B = FI'”EQ,,A\N(")dr- (A13)
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En algunos trabajos se han usado los valores r; = 0.01 um y r; = 1 um. Finalmente los
espesores Opticos se calculan usando las definiciones

rsp (2”2) = Iﬂsmdz‘l (A‘14)
El espesor dptico debido a la dispersion por particulas y
7, (4,2) = | Badz (A.15)

El espesor dptico por absorcién de particulas.



B.- Modelacion de Funciones Fase

Para dar solucién a las ecuacicnes de balance radiativo en la atmdsfera es necesario abordar
el modelamiento de Ia funcion fase asociada a los dispersores contenidos en ella. Para esto
se necesita de la caracterizacién optica en capa paralelas a densidad constante. En ésta tarea
aparece la condicidn de determinar los coeficientes de Legendre que surgen del tratamiento
de la funcion de Mie, lo cual requiere de grandes tiempos de calculo, sobre todo para
dispersores cuyo radio es mucho mayor que la longitud de onda en estudio.

En éste trabajo, al resolver la ecuacién de transferencia radiativa se estd asumiendo
el modelo propuesto por Eddington de dos flujos; es decir, se supone a la radiacién saliendo
y entrando de 1a capa que la dispersa formando un dngulo de cero grados con la vertical. La
solucion de la ecuacién de transferencia en ésta forma requiere un tratamiento particular
para la funcién fase de Mie. La funcion fase de Rayleigh puede expresarse en forma exacta
¥ su deduccidn ha sido ampliamente estudiada en el pasado.

Para el tratamiento de la funcién fase de Rayleigh:

3

R(cos®) = > AP (cos®) (B.1)
A=l
AV =1
con Ay =0 los tres primeros coeficientes de Legendre.
Ay =172

R(cos®) = A P(cos@) + AY P (cos®) + AP P, (cos®)
= (1) + (0)(cos®) +{1/2)[(1/2)(3¢05’ @ - 1]

3
cos’ © = —g(l +c0s’ @)

12 T 3
—cos @-——=—+=
4 4 473

R(cos@) = %(1 +cos’ ©) (B.2)

que es la funcién de Rayleigh
con cos® =x = [y,u +(1- yz)l/g(l —p )% cos(¢ —¢") (B.3)

Comtnmente, los valores de cuatro funciones de dispersion que describen 2 la radiacion
electromagnética dispersada por una esfera son usualmente calculadas de las expresiones
derivadas por Mie (1904). Sin embargo, estas funciones de dispersion muestran grandes
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variaciones en el dngulo de dispersién (@) cuando el radio {r ) de la esfera es grande
comparade con la longitud de onda (4} que se estd estudiando. De hacho para una esfera
cuyo parametro de tamafio x (= 21 #/ 1) , una funcién de dispersion contra ® muestra sobre
x un nimero de méximos y rainimos conforme @ varia de 0° a 180° . Para muchas
aplicaciones, es deseable evaluar ¢l campo de la radiacion dispersada en aproximadamente
un nimero 10x  de posiciones en el dngulo de dispersibn. AGn mas, cuando se estd
interesado en caracteristicas de dispersidn de polidispersiones esféricas, es necesario
calcular las funciones de dispersion para muchos cientos de valores de x .

Siguiendo a Mie (1904), primero se evalian dos cantidades complejas [Sy ¢x, m.© }

¥

52 (x, m, ©® )], donde m es el indice de refraccidn del material de la esfera con respecto al
medio circundante. Las expresiones para S; y S, contienen funciones z{cos @) y

r(cos @) , las cuales son expresables en términos de la primera y segunda derivadas de las
funciones ordinarias de Legendre, y esto produce una fuerte dependencia en la direccion.
Hartel (1940} propuso primero que las expresiones para estas funciones de dispersion
podrian ser simplificadas por el uso repetido de relaciones de recurrencia entre las derivadas
v los productos de la funciones de Legendre. Esto daria para cada una de estas funciones
una serie cuyos términos son los polinomios ordinarios de Legendre pesados por
coeficientes que dependieran de m y x Gnicamente. Chandrasekhar (1950) mostré que una
solucién de la ecuacién de transferencia radiativa en la n-ésima aproximacién para una
funcién fase general podia ser obtenida expresando a la fase como una serie de Legendre.
Las expresiones para estas series fueron obtenidas primero por Sekera (1952) . Mas tarde
Chu y Churchill (1955) obtuvieron independientemente expresiones similares para la
funcion fase escalar y publicaron los valores para los coeficientes de la series de Legendre
para algunos valores seleccionados de x . Se observd que tal representacion de las funciones
de dispersion de Legendre para una esfera requiere de alrededor de 2x +10 mimero de
términos, mientras que las cantidades S; y S; estaran completamente representadas por sélo
x +10 nimero de términos.

Como se menciond anteriormente Sekera (1952) expreso las cuatro funciones de
dispersion en la forma de series de Legendre. En lo que sigue, sus resultados finales serdn
reproducidos después de algunos cambios menores de conformidad con la notacidn usada.
La primera funcién de dispersion aparece en la matriz de transformacion de Van de Hulst
(1957) es M {(x, m, ®), lacual estd dada por

o

M, Ge,m,®@) = 2 L (x,m) P, (cos®). (B.4)

A=1

Para los tres elementos restantes, las expresiones son similares, M, (x, m, @), Sz (x, m, @

h
y Dz (x, m @), pueden ser obtenidas sustituyendo j = 2,3 y 4, respectivamente, en
LY (xmy.

Los coeficientes de Legendre estan dados por



o A
L (5,m) = (= 035) a4 B4 VA, , x R D, (x.m)D] (xm)] (B.5)
m=4 1=0

k) A
LY (5,m) = (6 -05) Y all ™" X0, xR C, (x,m)C (x| ®.6)

m=k

o &
L3 (x,m) = (05k - 025) >.a%™" > 5454,
w0 (B.7)

x R C, (x,m)D; (x,m) ~ C (), (x, )|

® i
Lfk‘” (x=m) = (O.Sk - 0.25) Zaik‘l)Zb'(k—i]A' .
mek =0 - B2)

y Im[c; (x,m) D, (x, m) — C; (x, m)D, (5, m)]
El superindice (¥) representa al complejo conjugado de la funcién comrespondiente. Los

simbolos Re[ ] e Im[ ] implican las partes real e imaginaria, respectivamente, de la
cantidad compleja en los paréntesis.

(k-1/2 k impar

- B.9

{ (k-2y/2 k par (B.9)
\para i=0 k impar,

A =32para i 0 k impar, (B.1()

2para 20 k poar

Los subindices p y g estan dados porp=m-i+l y g=m+i+ 1+ §,con §=0paralos
valores impares de k, y = 1 para los valores pares de k.
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Para los valores impares de & > 1, las cantidades 4,y 5%" son obtenidas después de

usar las siguientes relaciones de recurrencia para un valor de m = k Lydei=0
respectivamente:

CAE-DR-D)

((f__;))/z = 2k =Dk 3 ag {B.11)
b4
PRI

Para k=1, a® =2 y 5™ = 1. Entonces, param >k, a,*") es obtenida de la siguiente
relacién de recurrencia:

Qm-EY2m+k=-1) .,

(A1) — ) B.13
" T Qmtk)Cm—k+1) (B-13)
y parai>0,5%" estadado por
b(-l—ll - (k—2i+l)(k+2f—2) b“’l), (8.14)

' (k—-20)(k+2i-1) !

(k1) (k-1)

Para valores pares de k > 2, las cantidades «,“"' y b se calculan primero utilizando las
siguientes relaciones de recurrencia para un valor de m =k e i = 0, respectivamente:

- Ak -1k -2) s
aj:-;;/?. = (2k _ 1)(2k _ 3) a((:—")ﬂ (815)
Yy
k- 1)(k - 3)
pA ( PR B.16
¢ k(k-2) °° (B-16)
Para h = 2, a'"’ = 4/3 y ‘" = 1/2. Entonces param > k , a,,""'" es obtenida después de

hacer uso de la siguiente relacion de recurrencia:

gy Cm-k+1D2m+k)

) B.17
" (2m+‘ k -+ 1)(2:’??—]{ A 2)allr—l ( ‘)

y paras >0, A% ¢s obtenido de
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. QiI+E-DRi-k) .
bU- Iy _ {h-1) 1
' (21— k+1)(20+ k)b'" ®-18)
Finalmente, las funciones complejas Cy (x , m) v Dy (x , m) son calculadas por las
siguientes férmulas:

G, Gr,m) = (Y Y2k ~ 1)k = Db, ()
- (B.19)
+(2k ~ 1)2{[;;*‘ +Hp+ D7, m) -+ 1)+ (p+ 2)-‘]bpﬂ(x,m)}

y
D, (x,m) = (VE) 2k = Dk~ 1), _, (x, m)

. (B.20)
+ (2% - 1)2{[;;" o+, Gm- [+ 7+ (0 +2) o, eam)

donde por las ecuaciones (B.19) ¥ (B.20), p =k +2i -2. Se tiene que ag (x ,m ) = by {x ,m)
={,

Un proceso implementado aqui para agilizar y simplificar el manejo de los cdleulos de los
coeficientes de Legendre ¢s ¢l uso de una escala que normalice a los coeficientes a 1, es
decir, el nimero de coeficientes a calcular es 104 = 2x +10 . Donde x es el tamafio de la
particula esférica, y el niimero £ diferird de particula a particula. Sin embargo, si se extiende
el nimero de términos hasta (10k ) / (2x + 10}, cuando k sea igual a 2x +10, esto serd ignal
a 1 sin importar el valor de x , de ésta manera es posible decir que conociendo el indice de
refraccién m , el rango y el valor que asumirdn los coeficientes representardn un promedio
evitando calcularlos en cada ocasién.

Al realizar esta normalizacién y el ajuste de los coeficientes se observa que la curva
es analitica, y en cada caso es posible dar la expresion de la misma. Cabe resaltar que el
indice de refraccidn estd expresado en dos partes: una real y otra imaginaria, cuando no
existe la parte imaginaria, fisicamente se tiene un proceso de dispersién sin absorcion,
cuando la parte imaginaria es distinta de cero y aumentase incluye absorcidn ¢ incremento
de la misma.

En los resultados obtenidos se observa una dispersion en los méximos de los
coeficientes de Legendre, lo cual correspondera al comportamiento de los mismos en base
al rango de tamafios de las particulas dispersoras. Debido a esto serd necesario no perder de
vista que se esta trabajando con un margen de error que s¢ puede calcular en base al ajuste
de las curvas que representan a los coeficientes.

As{ mismo se observa que esta dispersion avanza en el maximo conforme el indice
de refraccidn crece en su parte imaginaria { lo cual como ya se menciond corresponde a un
proceso de absorcion) , esto puede ser corregido ajustando las curvas de los cocficientes de
tal modo que se elimine el margen de error por medio de un proceso no lineal.
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Una vez resueltas éstas dos funciones fase se tiene la informacién central en los
procesos de transferencia radiativa.



C.- Equivalencia entre las Ecuaciones de Transferencia
propuestas por Brasiau y Meador.

El proposito de este apéndice es mostrar la equivalencia entre las ecuaciones de
transferencia propuestas por Braslau (1973), y Meador (1980), las cuales consisten en
plantear a la ecuacién integrodiferencial en términos del albedo, ( ver capitulo 6) o
incluirlo implicitamente en la ecuacidn a través de la normalizacidn de la funcién fase
(capitulo 4 ).

Arnbas definiciones son esencialmente iguales, y para mostrarlo, se desarrollaran los pasos
seguidos en ¢l capitulo 4 para analizar la ecuacion tal como Meador (1980) la define . y se
llegaran a las expresiones que obtiene este ultimo pero partiendo de la ecuacion en su forma
propuesta por Braslau (1973), la cual consiste en incluir al albedo en la ecuacién
explicitamente.

dr
,u-g=l—caf—cafo {C.1)

Ecuacidn de transferencia Radiativa propuesta por Braslau (1973)

H Pl 9 )\ (70,97 )do dr
-0 (C.2)

Jo = ;‘;“P(ﬂ,qo;—#o,%)exp(— z/ #o)

De acuerdo con Chandrasekhar (1960):

P(r, 0040 ,9) = Z@(r)ﬁ{ﬁﬂ' +(1- ) (1~ p)* cos(e — <o)}

i=0

P(r, p0:10,07) = wa(r)[P(ﬂ)P(p)ﬂZ P"'(u)P"’(u)cosm(ga fp)]

Pl ) = g j P(r, p.3 4,9 )do
]

Pz, p ) = 2 8(D) B B ()

cosf = pp + (1~ py2 (1= )2 cos(e - )
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P(t,1,0;00,0°) = . &,(7) P{cosh)

272

1

I'(o)= Iﬂ[(r,y)dy = _f j[(r,ﬁ,qp)sené?cos(?dﬁ
o o0
22

(o= | Ju(z.0.9)d0

o0

()= [ alr~pydp= [ wl e )i = | [l (e,1,0)sendtity
0 0 0 2
2r

r@=] [do.p)d0
0 /2

Paral'(z) :

d 1¢ 7k,
S @) = 1) =5 [ P o Y = =2 Pl i) expl = 7/ )

d 1 1 1 11
=Vl mdu = [ 1 wdu= 5 ] | Paw))dudu
0 0 -1

mF,:',exp(—— 7/ p.o) !
‘—2"”““““‘{10(?:#,—%)0’#

Para f(7) reemplazamos u— ~u antes de integrar.

aFy exp(— 7/ yo)
2

d 1
o M) = I(f,—/i)—EIP(T,—%#')I(r,#')d#‘ - Pz~ 1y}

d 1 | 1 [
— VWG mau=~[ 1z ~wdu+ 5[ | Plemu )iz dpdp +
T b 0ol

. ) exp(- T-‘fﬂo)

!
| (e g
[+
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~ 20417
ofr)= = j' P(r,cost)F(cost)d(cosb)
-1
si p=l=>cosf =pt ..
- 2041 ¢
3(0) = [R@PE.pDdu=1 & =1
~1
30 34
& =3 [RGPE.a)dp = EJ#P(T,#,I)d#
-1 -1
se define al factor asimétrico como

1 1
g= ELJ‘LP(T’#SDdﬂ

@ =3g
Laintegracién en el dngulo azimutal de (1) conduce a

d : 7,
() = I(e.pr) —%jpm,mum-)w =222 PG, o) oxpl - /)

-1l

definimos

I*(r) =Iﬁd(f»ﬂ)dﬂ
[+]

P ={dEindy = .
’ I (2) = | s (z-)dp

0

De la condicion de normalizacién:
1 2x

1
E%J-J.P(r,#@;#'.ga')dwu =] = jp(f”u’ﬂ‘)d)u: 2

-1 -1

9]

(C3)

(C4

(C.5)



i 1
= [ P(e,pm)dus [ Ple,ppydp =2
-1 Q
1 1
—f Pl g prydp+ = | Po, g dp =1
2 ] 2 01
1 b
[P yd =1 == [ e )iy
2 9 2 ]
1¢ i
A =5l Pepmp)dp =1~ ] PG i)y
] 4]
Sea

1 1
¥s=3 I Pt o)
1}

1; ]’3=1“}'4 74=I—/6:3
=f == P(r,—u,—1)d,
=8 2{ (it~ )du oty =1

Que son las expresiones encontradas en el capitulo 4 .

(@)

= 1 mdp =2 [ | PG e ey = atooo () expl= o/ 1)
0 0-I

d]c;:r) = I(r,—#)dﬂ+-§—jIP(r,-—y,y' Mz, g )dgrdp + 7Fyo(1= B exp(— /1)
0 0.1

P(r.tspt } = 2. & P()B ()
!
pero  P(rp.p )= 2 B B-mP(w) SPo ) = P, u—p)

P(r,pu—p)y =2 &R(1)P(~p)
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Los sistemas de ecuaciones integrodiferenciales son ahora:

d i 11
(o= 1<r,u)dp—»‘§ [ [ P (5, 1) dpr dp = mFyofy expl- o/ 1)
¢ 9-1 (C6)

4 1 @ L1
I () =~[ Uemmau+ [ [ P, i) 1o ) di +uFi0 (1~ yexpl = )
o 0-1
La aproximaci¢n de Eddington:

1(r,1) = I,(z) + 4d ()
= I'(2) = f (e, pydp = [ ] 1(2) + (D)
Q 4

I‘('t')-—-%r;zg-——I = I, =I'(0)+I ()

2
;J*(r)=—2—+~§— = f" -yl =—3*/ﬂ1

s
3

3 3
1(1",#)=1"(r)+1'(1')+‘2‘#[+ —5H

3, 3
-l (z) = = /‘J:=EJ“{ _E.UI

H(r,u) = 51(2 + 3l +§]—(2— 3l

Hrmp) = %(2—3;;)1* +%(2+ 3y

' 1 } 1 3., 33,
il(r,y)du = 5{[(2 + 3 + 23 Jdu = 5[(2 + 5)1 +(2 —5)1 }
J:](r,ﬂ)dy . —;«(2 L3 +£(4— I = i[(4+ I+ (4=
ff(r,y)du = —l[(4 R+ (4= = 1[71* +17)

Il(r—p)d;x—-—[m N+ (43 ]~—[1 =70
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Evaluando ahora las siguientes integraciones:

{1 Ple it 1o, pyapedp =

6 -1

1 [l
=[P pzm|@+3r @)+ @-3)1 (udu

r (@
- —("') j j P2 + 30 )dpdp + ) [T Pe )@ = 34 )dprdp
0 -1

2
21+(z'

(oL
IIP(?: )y dp+ I)IIP(r,p,iﬂ')dp‘dp
41

. 3 il
+ 51 (T)IJ#‘P( T,k Ydprdy — 51 (f)f I#‘P(f,#, T pr)dprdp
o=t 0-1

L
IP(f,ﬂ,#‘)d# =2
-1

pg=-z dy=-dz

I ! 1
[ Ple,ptypydu = = P(r,z,00)dz = [ Ploppydp =2
I “1 -1
4 1 4 I 3, 11
s d 2SI @ dur 1@ dpr S0 @) [P pitp)dudpe
Q9 4] [

3 11
I @) [ wP(eptp ydudy
Q-1
P(x)=1
P(x)=x
P(r gy = 2 BB F () = BB (B () + BB () B (w)

P(z,pt—p1) = @R (p) By~ ) + & B(U)R ()
Pt ) = @y + B (4)(1)) = @y + B

Pt p—pt ) & &8y + & (u)—41 ) = By — Bppt:
SP(TLpEp) =@y @ pp = 1 & 3gup

L
j jy'P(r.y,ﬁp Ve de = j j;z‘(\ T 3gpu Yydu du
LI

0 -1
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{ dﬂ:[lﬂ'dﬂ' X 3g_!!dﬂj#'2dﬂ‘ = i%g{%i],. = igg@] =g
J=2r(f)+2r(r)+( )1+(r)[+g] ( )1 () g

|1
7= [ Peepzp) (e, p Yapwau =
¢l

o 3 3
7=3] [Pt )i (e )= 1 (6 1 (2) 22T () F S8l (9
0~
= —(4i 3g)1+(1')+l(4$ 3gM (1)
C!)

57= —H P(, et V(e e )dprdpe = [ (42 3) () + (4% 390 ()

Asi:

d 1
;;-T"h(r)=Z[?I+(T)+I'(f)]—1i§(4+3g)+§*(4—3g)1'(r)]—m%m@exp(—— z’/,uo)
d .. Ly @ . -

EI (z—):-—[zl (T)+ZI (r):\+[4(4—3g)1 (n+ 4(4+ 3gM (r)]+

+ 7Fy0(1— ) expl- 1/ 1)

%-—-—[7 a)(4+3g)]]++ [1 (4 - 3g)l] —'Eﬁ'a)?’sexp( T//”O)
%{;ﬂ_-[I w4 - 3g)]1*-—[7 o4+ 3|1 + nFywy, exp(- 7/ 1)

Sea yo=gli-otr3l  7=-gli-eG-3g) ©7)
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Finalmente:

dl” (z} . )
dr =31 (7) =¥ (1) —JL'FBG)}@ exp(— T/po)
’ (C8)
dl (r) . .
0, SRl @ =yl @y by, exp(~ 7/ )
Para caleular el valor explicito de los coeficientes:
1 1
1 1o o~
A== EI P(r, pty~ g Y = 5 J (@B (B (~14) + BPE (_)Uo))
0 0
1 25 1 3
= 5{(1 +3g(1e) () Japt = {1 + (—;10)3371 = 5[1 —jﬂo}
0
¥y =4 (1= 3g14)
=1- =1 (l_}_ J_Ml l+§ "...l_,_i -—..1,(24,3 )
Ya=1=¥ = P 43#0 =173 48%—2 43#0"4 Ly
1
¥y= Z(2+ 33#0)
1 (C.9)
Vi = Z(2+3gﬂn)

Las ecuaciones (C.8)} v (C.9) son exactamente iguales a las obtenidas en el capitulo 4 , los
coeficientes tienen los mismos valores, pero se partid de la idea de que el albedo no es
necesariamente |, es decir no se estd en el caso de dispersion perfecta , lo cual es la
suposicion de Meador (1980). Sin embargo el igualar la integracién azimutal de la funcién
fase al albedo o el introducirlo, como aqui, directamente en la ecuacién de transferencia
radiativa, no altera el método de solucion en lo mas minimo, lo cual se ve del desarrollo
anterior . Por lo tanto, al planteamiento que hace Braslau y con el cual se esti trabajando en
el capitulo 6 se le pueden aplicar los mismos métodos de solucion discutidos en el capitulo
4y5. -
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Apéndice D
Caso Limite: Funcion de Rayleigh

En éste apartado se encontrara el primer término de la serie de Fourier en el caso llamado
aqui como limite; debido a que la funcién fase adquiere su forma mas simple y a la vez
mejor conocida: la de dispersién causada (nicamente por gases, es decir, la funcidn fase de
Rayleigh. En éste caso los procedimientos mostrados en los capilulos 4 v 5 sc
desarrollarian, pero sin la necesidad de utilizar la expansién en polinomios de Legendre
para la funcién fase dado que no se incluye el término asociado a Mie , 1o cual simplificard
considerablemente las expresiones tanto para la aproximacién de Eddington y de dos flujos,
como para encontrar la solucion a las ecuaciones diferenciales acopladas y el algoritmo que
lleva a la matriz tridiagonal del capitulo 5. A continuacién se muestra el proceso para
encontrar el primer término del desarrollo de Fourler de la funcion fase lo que seguiria es en
si lo que ya se mostrd en los citados capitulos, pero utilizando explicitarmente a la funcién
de Rayleigh en el lugar de la funcidn fase.
Como se vid en el apéndice anterior, la funcién fase de Rayleigh es la siguiente:

R(cos @) =3/4(1+¢cos’ @) (D.1)

con  cos@=x =[ pu I~ )P (1-u%)" cos (34 (D2)

la ecuacion de transferencia radiativa es :

d} 1 L2
24 (T,:J,¢) - 21(‘!,#,@"5.’. jR(cos@)](f,ﬂ',¢')d¢ du

y i (D.3)
!
=5 FR(p b pas ) expl(= 7/ 1)

p=cosf

Hy = cos G (incidencia normal)

zF = flujo incidente colimado

i = Intensidad

R (4. ¢ —tto. do)=[ puzo +(1~12 )2 (1-pi”)'? cos ()]
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Ahora hay que obtener el primer término de las series de Fourier de [a funcién de Rayleigh,
segin Dave y Gazdag (1970) comesponde a la integracién sobre el dngulo azimutal de la
funcién fase descrita por

}. 2x
Rut) =~ [ RQu. 0,419 (D4
0

dada por Chandrasekhar (1960):

3 ,
Ricos®) = Z(l +cos” @)

c0s’ ® = (up' ) + 2(pu Y1 — 47) 2 (1= 7Y cos(@— ¢) + (1 - 2 W1 — w? Y 005" (§ — 6)

T

= 5!; £ R(cos®)dg = %G} Edqﬁ + ]mﬁ @d%

Q

- %(%}[Z‘r + _Jj(p;,z‘)"dgs + _([T[Z(yy')(l — 1)1~ g cos(g - ¢)1dg
+ ][(1 - )= ¥ ycos (g — ¢ )}d%
4

L(3 2 2312 2 1
=27[1)[2“<#ﬂ‘)“2fr+2(yﬂ-)(1—ﬂ-)’ (1“#'2)/'(0)4'(1—F2)(1—#‘2)[Jr+z(0)]]

Porque:
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cos(g— ¢)dg = sen(g - ¢)|." = sen(2 — ¢) — sen(~¢)

"

= sen2mcose —cos2rsend +send = —seng +seng =0
1
= 5[2)?-{}5 - 0+¢]

ir

+%sen2(¢—¢ )

2
]

2 R 1
[eost (6 p)dp =~ (9- )
0 2 ,
+%[sen(4:r— 2¢y—sen(-2¢ ) =7m+ i-[senzt weoslg —cosdmsen2g +senlg ]
= Jr+~§£(0)

3 5 i 5 ) 5 3 1 5 )
:>(E][H(yp‘)-+5(1~#—)(1_’u._)J=(§)[l+ﬂ'ﬂ*+2(1—#‘ it ﬂz]

3
=§[3+3‘u2ﬂ<2_ﬂ.2 _/-12]

2
jR(cos@))dgﬁ = —;—[3+ 3t — gt - g (D.5)
bl

Lo que corresponde a la ecuacién 2 de Dave y Gazdag (1970} identificada como el primer
término de la serie de Fourier de la funcion fase de Rayleigh.
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E. Desarrollos de los capitulos 4 y 5.

SOLUCION DE LAS ECUACIONES ACOPLADAS
DE TRANSFERENCIA RADIATIVA

d(r@) (7 _?2)(I+(T)] ] (_}’BJ
df(l'(r)Jm[Vl -n I (D +EF“’03XP( f/%) v,

también:
d
—I(z) = Al(z) + F(7)
dr
donde:
_ I*(T)J_ _[7. —72} _ : [—hJ
I(r)-[{_{r) ; A= i F—;szoexp( r/%) "

La solucién de la ecuacion (E.2) es:

I(z) = exp(AD)I(0) + (exp(Ar))J[cxp(—Az)]F(z)dz

0

(E.1)

(E2)

(E3)

A ésta solucion se aplica el método de eigenfunciones y eigenvalores, los eigenvalores de la

matriz A se encuentran a través del polinomio caracteristico:

A-coll =0

06 0

=—(y,+a)(y,—a)+y; =0

i@ ¥
72 -«

=y +a’+y; =0

=-yi+a’+y; =0

cal=plevh e = ri-vi Y e = -7 a=K Yy =K

La matriz de eigenfunciones puede ser construida resolviendo:

(A-agDX=0 y (A-gDhX=0
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Para la primera eigenfuncidn: (A-a D)X= (?’ | K — % } (x;) -0
. 1 T PR SV AN

oK

(r,—K)x, —y,%, =0, oo —{p+x)x, =0 si x=l=x=

¥

1
k
La primera eigenfuncién es: ( kl) = [u)

Para encontrar la segunda:

i =& —% X _
(A-ahX - O:)( FE ¢ +%)](XJ =0

7 TK

[7|+K -7

N
I\J .
=0=(y, + — 7%, =0 s x=l=x=
72 —(y, & ){xz 7, +6)x — 7%, 1 2

72
Yot~ —xk)x, =0

1
X
La segunda eigenfuncién es: ( l} = (x, tx ]
X
Y2
Por esto, la matriz de eigenfunciones queda como:

V4! e
constituida por los eigenvalores ¢, .c, 0 K.~k

| 1
T ={7 el Z.lf_’(] Por lo tanto: T 'AT=D donde D es una matriz diagonal

douT= 2K TR _nrkopie 2
e ¥a £ 72
nEE rre ) (ntx -n
-1 1 ¥ _l _| 2 2%
detT| K =7, 2| K= ¥y k=7 1
L o
V2 ¥ 25 iy

se pucde corroborar que T'AT = D
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v =] ! yo-n-xy  n-(n-x)

=7 2 -K K| _

AT_(?’; —}’J o n - 73““1_](%_’() 72_}}:_1(71"']()
2 2 2

. ¥ 722"'7’12‘!'71"( YIK”KZ_K(}II—K)
pero: y, = (¥, — K} = = =
¥ Y, ¥ V£

2 2 2
, — VL T hK kK —yk —k{ytx

sz“?"(mm):“ Work K opK K0 HE)

2

72 Y2 ¥z
71 + x5 —Y K —x
— T'AT=! 28 2¢ Qx(p—-x) —&(n +K)}
o
Zry‘ ;_; Y2 72

ntx (}’|—K) _(7[+K)+(71+K)
|72 T2 2 2 _(" OJ.T-IAT_(’*’ 0]
B K"'}’L_*_(}’l"’c) *(K—J’l)_(iﬁﬂf) o -x/7 0 -«
2 2 2 2

S~ T'AT=D= A =TDT"
exp(+A) = exp(TDT™)

= im =1+7TDT! +—L(TDT")('[‘DT“)+.‘..+i(TDT“' YTDT™)..(TDT™)
n! 2 n!

LEL]
2 2

- - Lty LT = DD
= [+TDT ' +=TD*T '+ . +—=TD'T" =TI+ D+ —+. . +—)T
21 ! 21 n!

= T(exp(D))T™' = exp(A) = T(exp(D)T"'; exp(~Az) = T{exp(~Dz))T™'

IC2 K_n
D_('. 0) [x 0)+7 0 S 0 =[exp(ic) 0 )
exp(D) = 0 1 + 0 —x , e ; (=1y'«c" 0 exp(—x)
2 nl

exp(—a7) 0 ]T" ) T[exp(—ia) 0 JT"

exp(—Az) = T[exp(*DZ)]T”' = T[ 0 exp(~e4,2) 0 exp(az)
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0

-1,
expla, 7))’

Se define

R
0 0

-1
0 CXP(KZ)JT Flz)dz (E4)

f L ] NG )
= e | [GXP(—ZI%)](__’“‘K mw}(exp(—xz) )]

25 2K (_Jﬁsz
K —
e yZ 7 Z}m Vs

2

0 expliz

[ : l il — 1k
= o f|esp(- «’/%)}{ﬂ {ha x](exp(—'fz) 0 ] S (7 +K)
0

2x dz
72 ¥ 0 exp(iz) :2%(’(_71) %
sea & =1y + 1 (E5)
1 1 — 1( +ay;)
r - exp(....xz) 0 A a_? },J
R [ Pt e BN
o ¥, V2 P E(% - K¥3)

1
1, ; —sola +Ky) exp(--kz)
B(r} = zFuw, nh-k »yn+rx X
8

expl~ 2/, )Jdz
V2 Y2

- ﬁ(az — Ky, )yexp(sz)

] 1 1 |
r _E—"(az +W3)CXP(:_[_+KJZZ{+7_(Q2 _’Q’z)cxP(:_(*‘__sz]
B(r) = }TF(I)G o o =« i (i.'_‘
al _n i """’}’t)cxp{" [_L +K]z]+ (ri +x)e, “Ww)cxp{m(lﬂ__x]z
Ky, Hy

27, Hy
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—w—(oe +K;V3)_f®¢{ }?ﬂ—(% —’%)J e’ﬂ{ - ){}“k
B(o) =7 (E6)
_i=Xes +as) f@?{— Le }M | @q{_ _~;c]z}z
2y, ° s 23, 2 H

I{r)= i‘exp{— (;]Z +KJz]dz = e )[1 exp!: [;0 +KJ r}] (E.7)

£}

I{(r)= j exp[ (ﬁ;—sz}dz . [1 exp[ [im }J] (E.8)

fi(7)

— (& +x73) (& —&y3)
Tt (D)
. _ 2 (1 +xug) 25 (1 —xs,)
FBOSIN - e ) L e ) €9
2y, (1) 2y, (1-&1)
Ahora: [exp(A7)IB(7) = Tlexp(D)IT'B(z) =
i i S
A exp(m') 0 2 2x
7'_ T 0 exp(-xt} | Kx-1n ¥ [
’ 2 2k
— (&, +xy,) () " {a, — &y, ), (1)
261+ Kp4) 2ic(1—Kitty)
| == 0@ + kM) (e =) (A
2y (1 + Kty 2y, (1 —Kpgy)
y l—x y ]H(_ expl(xr) 0
Bians v, 0 exp(—xr)|”
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— G AR Fxy )L (7)) | n+r) e —ry)h ()| (0 — &), +x7;5)](7)

A (1+ xp4) 4x? (1~ ket ) A7 (1 + Kty )
U ==y e, Yry ) () N (K =y e —ky)h(r) (- K)en —xp ) (7)
47 (1+ K14, 4 (1-wp4,) 4 (1+ k)

_ {7: +x)e, —€)y. 1 {(7)

dxc?(1- KLy)
4’ (1 -xg)
i _ (e +xp) ()
explx) 0 2 (l+any)
1 I +
[exp{AD)[B(7) = JZF%H)[Y . —-K ;Vy KJ: 0 epixr)| (@)D (E.10)
: : 21 —ry)

i 1 2(—%(1_'_—@3-)*[67(;)(1(2') exp{— r/po)]
_]d‘-"wﬂo ;Vl K }’|+K (ali' ps
Ve V2 2—(21-—3([exp(—fcr) cxp(—r/ﬂo)]
(o +47) )q{ J (& —x7) [ @q{_ﬂ
oF MW%)[@@( } 21— K1)
= 2 e
K% ”)(‘“"”){em( exv[ ﬂ R G D) KT){ %{_,_ﬂ
2ep,(1+x24) H 2y, (1 —#z4)

Se necesita caloular ahora la condicidn inicial: [exp({A)I{(0) = Tlexp(D)] T '1{0)

pero E7(0)=
U Yepun 0 15 -2 i
exp(xr Y 2x
—ln- ntx
[exp(AT)I(0) = [ly ” }[ 0 exp(—xt) | K= N 1'(0)}
2 2 2K 25
(E.11)
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1 1 o ¥ K O
[exp(AD)IO) = | =K nix explxr) e
¥ 7 0 exp(—xt) | K =7 E=Virvy
- 2r

ex

(x =y M7 (0)
25

] 1 } (7 +x)7(0)

L 7 2 exp(—kTt)

exp(er))l* () + =22 1 (O) exp(—+7)]

m(yl_gﬁ' fexptery)r (o) + LENEZR) +2§: 21 Oy expi-so)

x-7)
2x

1
E[(y‘ +x)exp(ar)]+ (& — ¥ Mexp(—xD)]]I (0)
la solucidn da:

= 2 2
[ S lexpten) -5 [exp(—m)]]rw)

R PR S R e e A 2
(?’|+K)(K_7|)=K2—]’|2 =7|2_7|2_}’22=_722

I(z) = [exp(AD)]LO) + [exp(AT)]B(7)

donde I{7) = [[j(r)]

(o)
INGIN [
(|

+ o,

4 )[cx( )]+( ¥i)

fexp(—e)]) 1O
;[exp(xr) —exp(—«7))/ " (0)

— (o +&7.) _—j_)
_—M7K(l ) l:cxp(fcr) - cxp( A ]

_ = xia +xys) explicr) - ex {_1‘]
2wy (1w |7 P Ly
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+ %{em(—m—) - exp(—;f]:!

+(7’1+K)(az"’(73)[ex (—x7) — ex (:}
2y, (1 — x4 P P o

(E.13)

Finalmente:

1
€)= o {6+ y)lexplien)] + (o = )exp(-xer) [} (0)

[z,%fm[e@( wr) s~/ )|+ 2(,21__2)[@@3(—@—@4{-1-/%)]] ®.14)

I(n= gi—[exp(xr) — exp(—xT)}J {0 +

_(]/1 _K)(az +KY;
2x7, {1 + k)

(7 +K)(O’,2 —Ky3)
T L ”")]}

+ ;{,wo{ ) [exp(m-) - exp(— 7/ ,uo)] +

(E.15)
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Soluciones de las ecuaciones de dos flujos para capas miltiples

El propdsito es introducir una solucion delas ecuaciones (5.33) para una capa
arbitraria, digamos n, tormada de un conjunto arbitrario de N capas muitiples. Tal como se
escribe, la solucidn de éste sistema de ecuaciones en general no existe. Sin embargo si
asumimos que la funcion fase y el albedo son funciones constantes de r y que tienen
valores diferentes en cada capa, entonces los coeficientes y;seran también funciones

constantes de r y tendran valores distintos para cada capa i. Asi que, las soluciones para
los flujos ascendente y descendente en la capa n serdn escritog en forma similar a aquella
propuesta por Toon et. al. (1989), esto es

Anlt-1, 1) A (77, 1)

1+(z-} = Ky, + Dpten 2 + H:(r) (5 24
_ An(r=7, 1) —Aplr-r, 1) - ’
I ()= l"nzcine + Ko e + Hy ()

donde los coeficientes «,, y &,, son determinados por las condiciones de frontera,
thientras que

2 2 —’ln
A =P =i r=7 }:‘y = L
n In

Van
y
H“'(T) = EFC(JF[(}/I:! —(]/Juﬂ))y\n +},_’.n},4ll] exp[_(r‘- + T)J
n (2 -(Vm))
(5.35)
H (z) = JerJ,,[(?'m +(Uﬂo))7:n +7:n7’1n] exp(—(r‘ + r)]

('1,21 "(11’1%)2)

Hay que enfatizar que @, es una constante diferente para cada capa. Aqui res la
profundidad 6ptica ¢n cualquier punto dentro de la capan iz, ¥ 7, ; Se encuentran en el
tope y en el fondo de cada capa. Definimos Ar, = 7, —7,., como la profundidad optica
total de la capa n, tal que 7, , <t<7, v 7. es la profundidad oOptica acumulativa o

acumulada de las capas anteriores a la capan .
Ahora extenderemos las soluciones (5.34) para una sola capa homogénea a una atmésfera
inhomogénea, al dividir la atmésfera en una scrie de N capas muiltiples verticales. Los
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terminos que crecen exponencialmente con A,(r -z, _,) pueden ser eliminados como ya se
hizo anteriormente, en nuestro caso los coeficientes se escribiran como :

Hn

[K]nel”AT” + xzn}

1

2
5.3

. (5.36)

b g ATy
Y2n - leine " _KZH]

Las soluciones para las ecuaciones de dos flujos para capas miltiples estan dadas ahora
por

- - —Au{r-1
I;(f):lin[e /?.n(fn T)+l—-ne n(f n—l):l+

B [e—’ln(fn*r) - Fne_jn(r_r”_l)}- Hy (7}
A ) (5.37)
iD= Yin[rne_’lﬂ(rﬂ‘f) e n(f-fngl i!+

e D T,

Todos los argumentos de las exponenciales son ahora negativos, ¥ de acuerdo a lo que se
explicé anteriormente esto representa una ventaja en la forma de expresar las soluciones.

Los flujos a través de la atmésfera pueden ser encontrados aplicando las condiciones de
frontera en cada capa. Estas condiciones de frontera son ahora.

{r, =0 =1 (g, = 0),
I(r=1)=rl;(r=1y)
Lit=o,)=1;,(r=1y)

Lz=r,) =1, (t=1y)

(5.38)

Como antes, la primera condicién de frontera establece que el flgjo difuso inferior en ¢l
tope de la atmosfera es igual a cualquier flujo difuso gue pueda incidir en ése lugar. La
segunda condicién de frontera dice que el flujo difuso inferior en la superficie (capa N) cs
igual al flujo difuso inferior reflejado, donde r, es la reflectividad de la superficie. Las dos
ultimas condiciones representan la continuidad en la frontera de cada capa.

Las combinaciones lineales de las condiciones (5.38) llevan a un sistema dec 2N
ecuaciones quc componen una matriz tridiagonal, como se vera a continuacion: para

[ (r=1)=1 (r=r)aplicando a las ecuacioncs (5.37):
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—A.AT —AnAT, + -4 AT
Ym[1+1"ne n ”]+Y2n[1—1'ne 7 "]+Hn(rn):Yin+{e n+l ’“’1+1"n+1 +

@
+Y _')1?!+1A T+l r H+
2n+1| € R TSR AR LMY
para D(t=1)={ (r=71,)
— ARl —AnArT - -4 AT
Yln[rn +e n] * }’2,7[1"”—.@ " ”] + Hy (1p) = Yin+1|:rn+1e ey 1:l+
(b

-A AT
! —
+ Y2n+1|:rn+le SRR !]+Hn+1(fn)

Para eliminar el término ¥, muitiplicamos la ecuacion (a) por {e”l”M” + 1‘,,] que estd en

{(b) y esta a su vez la multiplicamos por [F,,e_’lﬁm” + 1] y las restamos:
para (a):
y;”[1 + e i ][e‘]"”“” + r,,,] A n[] . P e ][e'j“”é‘r” + r,,] +H(z, )[e"lﬂmﬂ + r,,]

-4, 0T - -4 At -
= Yln-i-l[e et ""ﬂﬁl}[e Al +rn]"'¥2rr+i|:e e —I",H_]]{e e rnl“*‘

+ —ApA
H,,_,_](rn)[e nSTn +F”]

para (b):

Y]”[I"” + e_z'""'\r” Hr,,e""’"”” + 1

v ?’z,,[f“n -e"l"A"’][r‘,,e"‘"“" + 1] + H;(r,,)[rne"*"’“" - 1]

~A AT .y -4, AT ~AyAr
= Yln-v—![rm-l vo T :L[rn" wln 11"' Y2n+\.[rn+'.e el l}l:l"”e NN . ’]"'

- ~ AT,
Hn+1(rr:)[rn" L
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retandolas:

) L » )
=5, [i —Tye ni7n ]{e Anltn +T},l—[rn - A“AT”l{Tne AnhTn +1] +

i 3 €n P
¥ 1_ ~ 18T —ApATy A 18T na1 r e -
I+l ][ Pnr ~1{Tne +l-te tlps1® |+
““on-l “In “In+l 3,
-4 AT _ i Ar -
B+l [Fn+1e wH iy Te AnBy +1 _[e n+l" el ~T,. e ApATy +T,
“n+] “in “Can+l %3

= :‘F] (z-n)[e_llnﬁfn + rn} - H;_(Tn )[e_/lnnﬁ‘l'n + rn] . H;(z_n)[r.ne—in.ﬁfn : 1] _ H;+1(rn)[rne_jﬂATn o

=[Hlat- Al ) o - e 1)
“3n T
= Ay = 03, ~Cg,0,
By = o100l ~ 9201
G = ~C2n41%n ~ (e454130) = €041%0 ~ ©2n+18n

D[ = [H:+I(Tn }= H;:(Tn )](!3n + [H;( rn) - Hn+1(rn )leln

. . . . L —‘l AT
Ahora para eliminar ¥ multiplicamos la ecuacién (c) por [l-l",,ﬂe mtl ’”’1] yla
., -/ Ar
ecuacion (d) por [rﬁl o ATl } y se restan :
—AgAT . =AyAr + , QAL
Y]n[]+l",,c' " "]-l— an[]—l,,c R Hy (1) = )Inﬂ[e e Y
©)

-A. AT
. nt 17 ] - 1
+ Pz:r+1[£' —T”H:r+ Hy (o)
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—A - - -4, . AT
Yin[rﬂ re nATH] - an[rn e 3-n£31'n1+ o, (Tn) — Yin+1[rn+le n+l1™ e+l ¥ 1}_'_

-A A (d)
¥ [r e nl T"+1-1J+H‘ ()
2n+1| “n+l n+14n

1A —A AT ~ -4 AT
:’>Yin[1+rne n Tn]lilhrn-t-]e n+1 HH}"'an[l‘rne A”AT"}[I—TMle n+1 n+1:[

~A AT -, AT —A_ AT
+
+ M, (r,,)[l -F e n+l n+1]= }ﬁnH[" n+l" Tl +Fn+1:!|:1 —T,. n+l n+1ji+

~ 44147 ~ A7, -3 Az
+17 4l +1 +1 + +1 7 a+l
Y2n+1[e " P }1} -Thge " m ]* Hn+1(rn)|:1 P " }

para la otra:

n+

- AT -4, AT -4 AT
= +17 ] | +1 +1 +17n+1
+ Hy (rn)|:l"”+] —e 7 b } = Yin+1|:rn+je n mrl i, —e n ]_‘_

=A_ AT ~A, AT -4 AT
+1 +1 +1 +1 - +1 +1
Y2n+1{:rn+le i - 1i||:rn+1 —e 7 " }" Hn+1(fﬂ)|:rn+1 -e " " :|

- -4, ,147, - -4, AT
Yln[rn 4o nbtn ][F e n+l n+1:|+ an[rn A I{:FH+1 _e mi n+1]

ahora se restan:
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[hid
,i{[l - Fne_K”Ar’? }l:l _ r\n+le—g'n+lllm+1 :]_ [rn _ b ][FMH _ e-ln+1Arn+l :l}
:.(1_” }[l 3 l_n+1e_-ln+1.'.\1'”+1 ]_ H;(Tn)[rnH _ e—/’Lﬂ_}_IArﬂﬂ]
n_‘_l{[e-l’“‘lAT”*l N I”H_HJ[I _ I-nﬂe—)'n-:-lATnH :i# [rnﬂe*z’?“"\‘r”” J{FHH _ e"’“‘n-&larn-rl ]} .
" {[e-mmaﬂ _ P,H,]][; B rme—i"*“’“*fﬂ ]# [rﬂleh&”*mﬂﬂ . n][rm 1B ]}

~A 8 - - AT
+
‘rr:+1(rn)[1 -, 12+ ] - Hn+1(fn)[rn+1 e B+ TRE) ]

‘ —AnAT, =4 AT ~A Az ~4, AT
Ha{{1+Tne A ”ll:l—l‘n_He L n+1]_ Tpte MOTAL e 717 Pk

~Aph —A AT - -4, 147,
[1+r,,e An Tn][;_; e 7 ”+*}{rn+e lnﬂfn][rnﬂ_e n+1 n+]]}

L “tr €l 3n “p+
— Ay 184 ity Ay i8754)
B 1~ The llmfnﬂe —Ty-e i
2 —_—
“an %2n+1 €An Can+l

-4 AT -4 AT - AT -A_ AT
127041 1874 A 18741 187541
Nl [rmle e +1][rn+1'e R }{e I +Tn+1}{1“rn+1e T :'

“in+t %rrl TS| €2l
T )[1 - rnﬂc,"inHArnH:I_ H:(r,,)[l R r"+le“’zn+1£”n+1}
. “1n+l il
. H;?(r,,)[l‘,,J,l & e ]_ H;H(fn)[rwl - e'%n'ﬁ’nn] .
| “4nsl | | @4}
:H:H{rn) ~ }][l h r”“e—,{nﬂarnﬂ]*‘ [H’:(?” b Hpylen }][rlrm - G—Anﬂdrnﬂ ]
A 5 o

= Yl—l[elne2n+! - ""3nedn+l] * 7:'[62r1e2n+1 - 0411"4)14—1] + E}H[ﬁu-{-\%nﬂ N e3n+l°’2n+l]

+ + - -
[Hm\-l(rn) -, (fn)}eg,,ﬂ +[H31 (1) - Hn+1(fn)]f4.,,+l
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Para la segunda condicion de frontera: I} (r=1,)=rf,(z = 7,)
) - ~2 ~ - - -4 -t
R R A s e Bl 2
= Iy(r,) = Ji"[1+FnenA”AT”]+ Iin[l- rne')“"mf’]naﬂ;'(rn)
- - - Al Ty — ATy < Au(7p— ~
; (Tnjzyln[rne Apltn T’!)-pe n{Tn T,,Hi)}_yznlirng An(zn fn)_e n{Tn rn—l):l+ Hy {7}

= I7(r,) = };n[r,, o g AT ] + YZH[rn - e‘ﬁ“"m”] + Hy(z)

igualando las ecuaciones anteriores de acuerdo a la condicitn de frontera:

1’1"[1 + e BT ] + n[l ¢ AntTn ] + Hy () = rgym[r,t +& b ] + rsan[I’” g AT ] +
P ACAESS lnr & ndTn |—rs r re j’"‘“fﬂ]n’z [1-1’ Z"AT"]-rsi’én[l} —¢ BT ’ -
€3n “n “4n

= rHy (74}~ Hy (1)
Yln[eln - rSeSn] + }:’zn[EZn - rse4"] = 13H (%) = Hp (7))
Ai = 5%
By = eqy ~ 784y
G =
Dy = rgHy (7a) - Hy (7)

La matriz tridiagonal que se obtiene de las combinaciones lineales mostradas arriba es de la
forma:

AY +BY+CY, =D,  i=2n-1
=1, s, (5.39)
n=1

n
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Los coeficientes para | impar desde 1=1 hasta I=2n-1 son:

4 =0, B =¢,, C, =-e, D =10 - H(0)
4 =eg,e, —e,e,

B =e,e,. ~e,8,.,

C =&,8,.,~€,8,

D, =}, (x,)~ H (z.)]ey, +[H; () - H, (5 e,

Los coeficientes para | par desde 1=2 hasta |=2n-2 son:

AI = %n+leln - e}ne4n+l
B! = eZneErH-I - e4ne4rr+l

C =€, @i B

D, = [H:+x(7n) _H:(Trr)]eEnH +[H;(ra)hH;+](Tn)]e4n+]

y para I=2n los coeficientes son:

AZr.- =€, ’;6311
B.'Zn =&, T ’::6411
G, =0

Dy, =rH, (z)-H(z,)

donde se han definido las cantidades:

ey = 14 l"ne_j'”é‘r"
ey, =1- l'ne_i”AT”
e, = T, +e—’1"Ar”
¢4y =Ty - nA%n

Como ya se indicé antes, la solucion general de la ecuacidn (5.39) puede ser escrita de
acuerdo a las definiciones (5.20), (5.21) y (5.22), pero tomando en cuenta que ahora s¢ esta

trabajando con Aren lugar de 7.
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