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0.1 Introduccion

La produccién y distribucién de conocimiento han sido motores de las trans-
formaciones que han ocurrido en la Historia, no en balde son hoy la principal
fuente de poder y riqueza de las naciones. FEl estudio de! comportamientc
de la Naturaleza ha cambiado nuestra forma de ver al mundo v a nosotros
mismos. Asi, sin temor a equivocarnos, podemos decir que el mundo, para
el hombre, no es el mismo después de las grandes obras de pensadores como
1. Newton, A. Einstein, C. Darwin, K. Marx o S. Freud.

Dentro de la Historia del conocimiento, el sometimiento de explica-
ciones de diversos fendmenos, aparentemente ajenos, a Unos pPocos prin-
ciplos bésicos, es decir las grandes sintesis, han dado lugar a verdaderas
revoluciones cientificas. En la Fisica, al formular las leves que gobiernan el
movimiento de los cuerpos, sin importar si son celestes o terrenos, v explicar
de manera consistente fendmenos astronomicos con la ley de interaccién
gravitacional, I. Newton {1667) logrd la primera gran sintesis. A princi-
pios del Siglo XITX se pensaba que los fenémenos eléctricos, magnéticos
v Opticos estaban gobernados por leyes naturales diferentes. Sin embargo,
con las contribuciones de R. Faraday v J.K. Maxwell (S. XIX), se logrd
construir 1a Electrodinamica con la cual se pueden explicar de forma con-
sistente esos tres feflomenos. Mas a finales del siglo XX y principios del
siglo X X se encontré que las leyes de I. Newton no son compatibles con la
Electrodindmica ni con fendmenos que se observan a escalas atomicas. Asi,
para salvar la primera inconsistencia se construyé la Teoria de la Relativi-
dad Especial (A. Einstein, 1905) y para salvar la segunda se construyd la
Mecanica Cudntica (W. Heisenberg y E. Schrddinger, 1926). Con la unién
de estas dos nuevas teorias se conocen nuevos fenémenos naturales, como
la existencia de antimateria. A mediados del siglo X X, con el estudio de
fenémenos nucleares, se descubren dos nuevas interacciones: la interaccidn
nuclear fuerte y la débil. Para explicar correctamente las diferentes interac-
ciones a escalas nucleares y a altas energias se modificé ligeramente la teoria
surgida de la Mecinica Cuantica y la Relatividad Especial dando lugar a
la Teoria de Particulas. En el contexto de esta teoria se logré mostrar que
la interaccidn electromagnética y la débil son parte de una interaccién mas
fundamental: la electro-débil (Salam y Weinberg, 1967).

Por otra parte, desde el nacimiento de la Teoria de la Relatividad Es-
pecial se encontrd que ésta no es compatible con los fendmenos gravita-
cionales. Por lo cual se construyé la Teorfa de la Relatividad General (A.
Einstein, 1913). La cual, entre otras cosas, resulta ser una reformulacion de
la interaccién gravitacional, y cuando esta interaccién es nula se obtiene la



Teoria de la Relatividad Especial. Con la Relatividad General se han com-
prendido diversos fendmenos astrondmicos, como la expansion del universo.

Asi, actualmente vemos al mundo a través de dos ventanas. En una se
encuentza la Teorfa de Particulas, con la cual entendemos los fénomenos gue
preducen las interacciones electro-débiles v las fuertes. En otra se encuen-
ira la Teorfa de la Relatividad General, con la que entendemos fendmenos
gravitacionales. Sin embargo, estas dos ventanas son incompatibles, pues,
por un lado la Teoria de Particulas se estudia en el regimén cudntico, mien-
tras que la Relatividad General se estudia en el cldsico. En principio para
unir las ventanas bastarfa aplicar los fundamentos cuénticos a la Relativi-
dad General, es decir, cuantizar el campo gravitatorio. Mas los procesos
matematicos que son exitosos en la Teoria de Particulas, como la renorma-
lizacién, fracasan con la interaccién gravitacional.

Actualmente se trabaja para lograr una nueva sintesis del conocimiento.
Para construir una teoria que explique todos los fendmenos que provocan las
interacciones fundamentales Para logiar dicho objetive se trabaja cn dife-
rentes infentos. Algunos buscan una descripelén consistente de la Mecédnica
Cudantica con la Relatividad General, es decir, cuantizar el campo gravita-
torio. {tros intentos son més ambiciosos y tratan de unificar todas las
interacciones y, al mismo tlempo, someter la Relatividad General dentro de
un contexto cudntico.

Una de las teorias que mas ha Hamado la atencion en los iltimos afios
es la Teorfa de Cuerdas. Esta supone que los objetos fundamentales de la
naturaleza no son puntuales, como las particulas, sino objetos extendidos,
cuerdas. Hoy en dia es una de las dreas de la Fisica en la que se trabaja con
mayor intensidad. [sto se debe a que se han obtenido algunos resultados
tedricos espectaculares, como lograr calcular la entropia de un hoyvo negro
extremal o mostrar que clertos modelos {teorias) de cuerdas son equiva-
lentes a ciertos modelos de particulas {ver [3]). Dentro de la Teorfa de
Cuerdas, una de las mayores metas estd en la construccidn de la llamada
Teoria M, la cual, en principio, contendria a los diferentes modelos de cuer-
das que existen y permitiria construir conexiones (dualidades) entre éstos.

En la Teorfa de Cuerdas se toman conceptos que no son comurnes al
resto de la Fisica. En particular se supone que el universo tiene mis de
cuatro dimensiones e incluso algunos autores supchen gue existe mas de
una coordenada temporal (ver [3] y [6]). Trabajar con mds de deos coorde-
nadas temporales no resulta extrafio en la Teorfa de Cuerdas, puesto que
la simetria conforme es fundamental en ésta. Y esta simetria estd represen-
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tada por €l dlgebra del grupo SO(2,d). En realidad los sistemas con més
de una coordenada temporal no son nuevos. En los setentas B. Marnelius
{ver [22]) estudié un sistema mecdnico, de dimensién d + 2, con libertad
de norma, el cual por consistencia debe tener una métrica plana, i, con
signatura

sign{n) = (-, —, 4+, ..., +). (1)

As{, en principio, el sistema tiene dos coordenadas temporales. Sin em-
bargo, al fijar la norma, R. Marnelins muestra que puede obtener sis-
temas con una séla coordenada temporal. Los sistemas que obtiene son
la particula libre masiva en el espacio de Minkowski de dimensién d y
la particula libre sin masa en €l espacio de anti-de Sitter de dimensién
d+1 (AdSayy) [22]. Actualmente se sigue estudiando este sistema desde
el mismo punto de vista que inicié R. Marnelius, incluso existe una gener-
alizacién supersimétrica que es de interés para diferentes autores (ver [8] y

[7D)-

Por otra parte, ese mismo sistema ha despertado interés en algunos au-
tores que trabajan en Teoria de Cuerdas. Esto se debe a que el sistema
tiene como simetria global al grupo conforme SO{2,d). Ademés de que se
ha encontrado que al imponer otras condiciones de norma se obtienen sis-
temas como la particula no-relativista en un potencial arbitrario [27] y la
particula libre no-relativista [29]. Asi, de acuerdo a la teoria de constric-
clones todos estos sistemas, que se obtienen al fijar la norma, pueden ser
conectados mediante una transformacién de norma. Como vernos, esto es
muy parecido al comportamiento que en la Teorfa de Cuerdas se espera de
la teoria M(ver [2]).

En este trabajo, bajo la mirada de la teoria de constricciones, hace-
mos una revisidn y critica de los trabajos que se han realizado sobre el
sistema original que planted R. Marnelius. Estudiaremos unicamente la
parte bésonica y nos concentramos en los trabajos de I. Bars ¥y R. Mar-
nelius [22],[23], [27),[28] v [29].

El trabajo que realizamos se divide en dos capitulos. En el primero se
desarrolla la teoria de constricciones de Dirac, que consiste en el estudio de
los sistemas mecanicos para los cuales la transformacién de Legendre no es
invertible. Is importante estudiar estos sistemas puesto que incluyen a los
sistemas con libertad de norma. En el segundo capitulo se muestra como
podemos asociar una accidn con libertad de norma a un 4lgebra de Lie. Des-
pués todo el trabajo se enfoca a estudiar la accidn asociada al dlgebra de Lie
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del grupo simpléctico Sp(2), este es el sistema que originalmente estudid
R. Marnelius. Se encuentran las transformaciones de norma infinitesimales
que, de acuerdo a la teoria de constricciones, tiene este sistema. También
se muestra que para este sistema particular es posible construir las trans-
formaciones de norma finitas, y que es invariante ante el grupo S0{2,d).
Se analizan cuatro casos de fijacién de norma, hechas por Marnelius y Bars.
Primero se muestra que las condiciones de norma que se imponen en [27]
para obtener la particula no relativista en un potencial V(r) no son consis-
tentes. Después se muestra que las condiciones de norma que se imponen
para obtener la particula libre en el espacio Fuclidiano de dimensién d — 1,
la particuia libre masiva en el espacio de Minkowski de dimensién d, la
particula libre sin masa en el espacio AdSsy; son consistentes.

Se da una generalizacién de las condiciones de norma que se imponen
para obtener la particula libre no relativista, se muesira la transformacién
de norma finita que conecta la particula libre masiva en el espacio de
Minkowski de dimensién d con la particula libre sin masa en el espacio
AdSgi41 v se muestran nuevas condiciones de norma que dan como resul-
tado €l modelo sigma nolineal-O(d + 1) en una dimensién. En cada uno
de los casos en que se fija la norma de manera consistente se muestra que
existe una relacidén entre la métrica y la estructura simpléctica del espacio
reducido.
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Capitulo 1

Método de

1.1 Introduccidén

En este capitulo damos una introduceion al estudio de los sistemas mecénicos,
con un niimero finito, n, de grados de libertad, que tienen constricciones.
Estos sistemas se caracterizan porque su Lagrangians, L, satisface que la
matriz

8L

"= gyon

,j=1,.,n

no es invertible. A las Lagrangianas que satisfacen esta propiedad se les
llama, singulares. En un curso estdndar de mecdnica cldsica no se estudian
estos sistemas, Sin embarge, sistemas como la particula libre relativista, la
electrodindmica, la gravitacidn y la teorfa de cuerdas tienen Lagrangianas
singulares.

Mostraremos que a pesar de que la matriz W,, es singular el espacio
fase v la Hamiltonlana canénica se pueden construir  También veremos
que existen casos en que, en el espacic fage, hay variables gue dependen
de parametros arbitrarios, a esto se le llama libertad de norma. Como es-
tas embigiiedades del sistema no se pueden eliminar dentre de la teoria, se
debe recurrir a elementos externos a la teoria para eliminarlas, a esto se le
conoce como condiciones de norma. Por dltimo veremos que las condicicnes
de norma no pueden ser arbitrazias. si ne que deben ser compatibles con el
sisterna.

Fn el estudio de los sisternas mecanicos que tienen constricciones han ex-
istido aportaciones de diferentes autores. Sin embarge, ia contribucién de
mayor importacia fue hecha por P.A M. Dirac, por ello esta teorfa se le
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nombra Método de Dirac.

El tratamiento que se encuentra en este capftulo sobre la teoria de cons-
tricciones no es el mds formal que existe, sin embargo, se proporcionan
los elementos que se requieren en el segundo capitulo. Para un versién
completa se puede consultar [12] o [17].

1.2 Principio de accidén

Supongamos que tenemos un sistema mecdnico con n coordenadas: ¢, ..., g"
v accién

S = /T2 drLig.q). (1.1}

El principio de accidén nos dice que S tiene un extremo en la trayectoria
que sigue el sistema para pasar de ¢} a ¢5. Asi, al buscar los extremos de .5
con condiciones de borde

dmy=q v =g E=1..n) (1.2)

estamos buscando la trayectoria del sistema. Por otra parte, se puede
mostrar que los extremos de S, con condiciones de borde (1.2}, satisfacen
que

d oL oL o*L . &L 8L 13

@' " og =~ Togag ¥ 500  og (9]
Estas son las ecuaciones de movimiento del sistema y se les conoce como
ecuacicnes de Euler-Lagrange. La solucidn de las ecuaciones {1.3) con las
condiciones de borde (1.2} nos dan las posibles trayectorias del sistema.
Es importante observar que el principio de accidén de ninguna manera nos
garantiza tener una tnica trayectoria, v que las aceleraciones, §*, se pueden
poner en términos de las velocidades, las coordenadas v el tiempo sdlo
cuande la matriz

o*L
Agragd
es invertible.
Las ecuaciones de Fuler-Lagrange son un conjunto de n ecuaciones de se-
gundo orden. Si definimos las variables

#=q (1.5)

podemos escribir las ecuaciones {1.3) como un conjunto de 2n ecuaciones
de primer orden:



921 #L  aL
%] 7 e _
i T g bp (16)

Estas no son las Gnicas ecuaciones de primer orden equivalentes a (1.3). Si
definimos los momentos canénicos coma
L

Dy = EER (1.8)

las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.3} tienen la forma

5= E, 19)
§' = z(g,p). (1.10)

Es claro que esto se puede hacer sdlo si la transfromacién de coordenadas
del conjunto {g*,2* = ¢*) al espacio fase (¢*, p:) es vilido, es decir, si la
matriz Jacobiana

p,
PR

es invertible.

Por otra parte, para cualquier Lagrangiana siempre podemos definir los
momentos candnicos (1.8) y la Hamiltoniana

Haciendo una variacién en (1.11) y tomando en cuenta a las ecuaciones de
Euler-Lagrange (1.3) v los momentos candnicos conjugados (1.8) tenemos
que

SH =6dp-4—p-dq. (1.12)
Por lo tanto, para cualquier Lagrangiana, la Hamiltonlana (1.11) sélo de-
pende del espacio fase, (¢%, p,}. Entonces, (1.12) también se puede escribir

COImo aH SH

Igualando (1.12) con (1.13) obtendremos

. 8H., _.  O0H
opilg* — %J - 8¢ [p, + qu} = (. (1.14)
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En el caso en que la matriz (1.4) es invertible las variables ¢* v p, son
independientes, entonces, la ecuacién (1.14) implica
'izaH vy op :—a—ji_ (1.15)
q Yy - (CTELY).
op., dg*
A estas ecuaciones (1.15) se les llama ecuaciones de Hamilton. Cuando
(1.4) es invertible, se puede verficar que las ecuaciones de Hamilten(1.15)
son completamente cquivalentes a las ecuaciones de Fuler-Lagrange.
Evidentemente siempre podemos definir la accién Hamiltoniana

Su= [ drli-p- B0l (1.16)
1

Cuando la matriz W,, es invertible podemos extremar a (1.16) con las condi-

ciones de borde {1.2}. Si se hace ésto se obtiene las ecuaciones (1.13) con

las condiciones {1.2)

Definamos los paréntesis de Poisson, para dos funciones del espacio fase
F(g,p) vy Glg.p), como

oF oG 0G oK
oq* Op, Oq* Op,’
entonces las ecuaciones de Hamilton (1.15) se pueden esciibir de la forma

¢ ={¢ 0} vy pB={p. H} (1.18)

Para algunas areas de la Fisica es mds natural expresar sus principios en
térmiros de variables del espacic fase Por gjemplo, la Fisica Hstadistica
v la Mecdnica Cudntica expresan sus fundamentos tomando como base las
variables del espacio fase vy no existe una formulacién Lagrangiana de es-
tas dos teorfas. Por ello es importante comprender a cualquier sistema
mecanico desde el punto de vista Hamiltonianc.

(F.G) = (1.17)

Antes de estudiar los sistemas con Lagrangianas singulares veamos un
ciemplo de estos sistemas v observemos slgunas de sus caracteristicas.

Sea el sisterna que tiene como accidn &
T2 1
§= f dr=(z —y)*. (1.19)
. 2
Los momentos candnicos de este sistema son:
py=0 ¥ Py, =& — Y. {1.20)

10



Lo primero que podemos notar es que det W,;=0. Por otra parte, las
ecuaciones de movimiento del sistemna son

g—%=20 ¥ y—t=0. {1.21)

Es claro que estas ecuaciones nc son independientes v, por lo tanto, no
pueden tener soluciones con condiciones iniciales independientes. Lasdinicas
condiciones iniciales que podemos pedir son de la forma

z(0) =20,  y(0)=w, 0=y v H(0)=vu. (1.22)

La solucién del sistema de ecuaciones con las condiciones (1.22) estd dada
por

1 ‘ ;
(1) = 2o + Yo7 + E‘UyQT'Z —i—[ drip(t)
0

vy ylT) =yo +ogr + (1), (1.23)

con 3 una funcién arbitraria que cumple 1(0) = #/(0) = 0. Como vemos la
“trayectoria” del sistema 1o es Gnica.

Otra caracteristica del sistema es que la accién es invariante bajo las
transformaciones “ de norma”

xi-—-}z’::g—[—p, ¥ yi—}y!:y—}-p. (124)

La Hamiltoniana canénica del sistema, definida por (1.11), es

1 ]
H = op; +pay. (1.25)

Luego, las ecuaciones (1.15) para este sistema son
F=pz+y, P==0,
y=0 ¥ Py=-pc (1.26)

A diferencia de un sistema con Lagrangiana no-singular, las ecuaciones

Hamiltonianas (1.26) no son equivalentes a las ecuaciones Lagrangianas
(1.21).

Como vemos los sistemas con W,, singular tienen propiedades que pueden
ser diferentes a las de un sistemas con W,, invertible. Ezn el resto de este

capitulo estudiaremos a estos sistemas.

11



1.3 Lagrangianas singulares

Cuando tenemos las ecuaciones de Duler-Lagrange (1.3) como un sistema
de 2n ecuaciones de primer orden . (1.6) y (1.7}, el conjunto de variables
(¢*, 2") se considera independiente, por lo tanto, se tiene un espacio de di-
mension 2n.

Al pasar al espacio fase deberfamos tener el mismo nimero de variables
independientes. Sin embargo, si la matriz Wy, es singular, y el rangode W,
es R, entonces tendiemos M = n — R relaciones linealmente independien-
tes entre las coordenadas v los momentos candnicos. Es decir, tendremos
relaciones de la forma

dmid’,p) =10, m=1,.. M. (1.27)
Debido a que no se utilizaron las ecuaciones de movimiento, a estas rela-
ciones les llamaremos constricciones primarias. A la superficie definida por
las constricciones primarias le llamaremes superficie de constriccién pri-
maria. El hecho de tener estas constricciones implica que la dimensién del
espacio fase accesible al sistema no es 2n, sl no 2n — M.

Como vimos anteriormente, la Hamiltoniana candnica (1.11) v 1a accidn
Hamiltoniana (1.16) siempre estéan bien definidas. Para obtener las ecua-
ciones Hamiltonianas de un sistemsa que tiene constricciones supondremos
que el principlo de accién aplicado a la accién Hamiltoniana (1.16) sigue
siendo vilido. Evidentemente que para exiremar a Sy debemos tomar
en cuenta las constricciones. Por lo tanto, para obtener las ecuaciones de
movimiento Hamiltonianas correctas debemos extremar Sy con las condi-
clones )

dmle.p) =0, ¢(n)=a ¥y ¢()=a (1.28)

Hste problema es bien conocids en la teoria del calculo de variaciones (ver
[14]) y se resuelve mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.
Aplicando este método, se sabe que el problema es equivalente a extremar
la accién

ST:j/ _dT[p-q—H—umcﬁm] {1.29)

suponiendo que las variables ¢*, p, v ©™ son independientes. A los pardmetros
u™ se les llama multiplicadores de Lagrange.

De un calcule directo se puede ver que las ecuaciones de movimiento
que se obtienen son

12



8H . 0¢m

-3

. ,0H m O0m
D= (Bq“' +u e ) {1.31)
vy ¢mlep)=0. (1.32)

Estas son las ecuaciones de movimiento en su forma Hamiltoniana para
un sistema que tiene constricciones.
Como puede observarse los pardmetros 4™ son arbitrarios. Estos multipli-
cadores de Lagrange son, en nimero, la cantidad de parametros indepen-
dientes extras que se requiere para que la dimensidn del espacio (g%, p,, u™)
concuerde con la dimensién del espacio {¢?, 2%).

Por otra parte, de las ecuaciones (1.30), (1.31) y (1.32) se puede ver que
con los pardmetros extras y las constricciones primarias podemos recuperar
todas las velocidades, es decir, tenemos una transformacién que nos lleva
del espacio fase al espacio (¢, 2%).

Los multiplicadores de Lagrange dan una forma natural para extender
la Hamiltoniana canénica fuera de la superficle de constriccién en Ia forme.

Hr = H + ™G (1.33)

A esta extensidn le llamaremos Hamiltoniana total, mientras que a St le
llamamos accién total.

Apliquemos estas ideas a la accidn (1.19) que tratamos en la seccidén
anterior. Este sistema tiene una sdla constriccién primaria

¢ = Dy = 0. {1.34)

Luego, para este sistema la Hamiltoniana total (1.33) ¥ la accién total (1.16)
son:

1, ]
Hr=cSp +pey+upy v (1.35)
T2 . . 1 .
Sg = f drlzps +9py — (5P + oy + upy)], (1.36)
T1

mientras que las ecuaciones de movimiento (1.30} v {1.31) son

I=p;:+Y, g = u, (1.37)
pr =10, Py =0, Py =10, (1.38)



es decir,
i =1, & =u, P =0, v py=0 (1.38)

Las solucidn de estas ecuaciones con las condiciones de borde (1.22) son
{1.23) v, por lo tanto, este sistema de ecuaciones es equivalente a las ecua-
clones Lagrangianas del sistema (1.21). Otra forma de comprobar que la
accidn (1.36) deseribe al mismo sistema que la accidn (1.19} es observando
que sustituyendo (1.37) en (1.36) se obtiene (1.18).

Existen diferentes formas para 1epresentar a una superficie, sin em-
bargo, para que los extremos de Sy y ST, con sus respectivas condiciones,
coincidan se debe pedir que las constricciones satisfagan las condiciones de
regularidad (ver [13] y [14]). Estas condiciones exigen que la superficie de
constriceion pueda ser cubierta por regiones abiertas sobre cada una de las
cuales, localmente, la matriz jacobiana, %?—:;—Z) es de rango M.

Las condiciones de regularidad pueden formularse de las tres formas
siguientes:

(1).- Localmente los gradientes dey, . ., dops son linealmente indepen-
dientes sobre la superficie de constriccion.

(2).-Las funciones ¢, pueden ser tomadas localmente como las primeras

M coordenadas de un nuevo sistema, coordenado regular en cualquier vecin-
dad de la superficie de constriccidn.

(3).- Las variaciones de ¢y, son de orden e para variaciones arbitrarias
d¢* v 6p, de orden ¢ (formulacién de Dirac).

Con las condiciones de regularidad se pueden demcstrar dos teoremas
importantes {ver [12]).

Teorema 1. Si una funcidén suave, G = G(g*, p,), del espacio fase se
' es,

anula sobre la supeaificie de constriccidn, en;mc
G = gmg')m: (140)
para algunas funciones g™.
Teorema 2. Sise cumple
Mibgt + utdp; =G, (1.41)
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para variaciones arbitrarias de é¢* v dp, tangentes a la superficie de cons-
triccidm, entonces

I
N=u o 3 w=u o (1.42)

Fl teorema 2 da una forma alternativa para obtener las ecuaciones de
movimiento Hamiltonianas. Recordemos que la ecuacién (1.14) es vilida

siempre, luego, por el teorema 2, se deben cumplir las ecuaciones (1.30) y
(1.31).

Las condiciones de regularidad son muy importantes, pues, nos garan-
tizan la validez del método de los multiplicadores de Lagrange. En efecto
tomando una representacién de la superficie de constriccién que no cumple
estas condiciones podemos cometer errores graves. Para ilustrar esto en
nuestro ejemplo consideremos como constriccion a

1.
o= 1ir =0 (1.43)

que no curnple las condiciones de regularidad, en lugar de ¢ = p, = 0 que

si las cumple. Con esta constriceién la Hamiltoniana candnica es

1 1.
Hp = §pi +pey+ u1§p§. (1.44)

Luego, las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas son

i=p.+y, G=u'py, P=0, py=0 vy p;=0{145)
es decir,
E=0, g=0, p.=0, y p,=0 (1.46)

Estas ecuaciones tienen como solucién

T=To+yT, Y=Y ¥ Py=0s=0. (1.47)

Claramente estas trayectorias no son equivalentes a (1.23).

1.3.1 Ecuaciones débiles y fuertes

Al trabajar en el espacio fase completo es importante hacer notar cuéndo
una igualdad es vilida sélo en la superficie de constriccion v cuando lo es
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sobte todo el espacic fase. Para el primer caso se dice que se tiene una
igualdad “débil”, v se denota con "=". Para el segundo caso decimos gue
tenemos una igualdad “fuerte”. y la denotamos con *=". Por ejemplo, si
dos funciones del espacio fase. F' v (7, son iguales sobre la superficie de
constriccién se escribe ' = G (en este ejemplo podemes ver que, aplicando
el teorema 1, como F — &G = 0, entonces F — G = pMey, ).

También, podemos ver que las constricclones se pueden escribir como

e, 2= 0.

Esta notacién nos permitird escribit ecuaciones en una forma mas com-
pacta. Por ejemplo, si tenemos una funcién del espacio fase, F = F{q,p)
entonces

— QEM'E+ BF
“ oyt T op

Ocupando las ecuaciones de movimiente Hamiltonianas (1.30) y (1.31) ten-
dremos

F

(1.48)

F={FH} +u™{F ¢un}. (1.49)
Por otra parte, con la Hamiltoniana total tenemos que
{F,Hr} = {F,HY +u™{F ¢} + ¢miF, fm }- (1.50)

Estas dos ecuaciones difieren sélo por un término gue se anula en la super-
ficie de constriccidn, es decir,

{FHr} = {F H} + u™{F, ¢m}. (1.51)
De donde, podemos escribir
F =~ {F Hr}. (1.52)

En particular las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas (1.30), (1.31) ¥
(1 32) tienen la forma

¢ = {q, Hr}. (1.53)
Dy 22 {py, Hr}. (1.54
Omlg,p) = 0. (1.53)

1.4 Condiciones de consistencia

Tenemos bien definida la superficie de constriccidn primaria. Sin embargo,
nada nos asegura que s6lo sobre esta superficie ccurre la dindmica. Luego,
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por consistencia debemos pedir que todas las constricciones primarias cum-
plan:

bn = {n H} + 0™ {bpsdm} ~0, con  mun=1..,M (156

Este es un conjunto de M ecuaciones lineales con M incogintas para ™

Si la matriz Crp = {®n,@m} es invertible el conjunto de ecuaciones
tiene sohucién inica dada por

u™ x —CTH, b, ) (1.57)

Pero, si Cha no es invertible no se cumple la condicién para determinar
ios multiplicadores de Lagrange v asegurar {1.56).
En general pueden ocurrir tres casos:
a) que algunas ecuaciones se cumplan identicamente;
b) que algunas ecuaciones determinen multiplicadores de Lagrange:
¢) que algunas ecuaciones den lugar a nuevas constricciones ¢4(g, p), inde-
pendientes de las anteriores. A estas nuevas constricciones les llamaremos
secundarias.

Los multiplicadores de Lagrange que se determinan tienen la forma

u® = f*(q,p) + g5{a. p)u’, (1.58)

con u® los muitiplicadores de Lagrange que no se determinan. Sustituyendo
en Hr tendremos

Hy = H 4 %o + 0" ($s + 98¢a)- (1.59)

Si ocurre el tercer caso definiremos una nueva superficie de constriccion
dada por

¢r =0, (1.60)
donde I es un indice que corre por el conjunto de constricciones primarias

v secundarias. A esta nueva superficie también le debemos aplicar la
condicién de consistencia, es decir,

¢r = {¢7, Hr} ~ 0. (1.61)

Aquf la igualdad débil se define sobre la superficie definida por (1.60). Es
claro que de nuevo puede ocurrir cualquiera de los tres casos, por lo tanto,
aplicaremos otra vez la condicidn de consistencia. El proceso se detiene
hasta que ya no ocurra el tercer caso.
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Como 1esultado de este procesc obtendremos una Hamiltoniana total
de la forma

Hy = H' +u*(¢, + g2 ¢3) (1.62)

Ccon
H =H+ fips (1.63)

Aqui a corre en el conjunto de multiplicadores de Lagrange que no se pueden
determinar y 3 por el de los que sf se determinan. Ahora, como el conjunto
de constricciones

(Qﬁm,) - ((bﬁa (;DG»)

es completo, también lo es el conjunto definido por

$s = dg (1.64)
an - (d)a + 9205) (165)

Por 1o tanto, podemos usar al conjunto (¢y,) en lugar de (¢, ).

Al sustituir los multiplicadores de Lagrange en las ecuaciones de movimiento
(1.30}, (1.31) y {1.32) tenemos

§ = (6 HY 1 P ) 8a) (g Ba), (1.66)
P = {pz:H} + fd(q,P){Pn &Jd} + Uz{pu q—f’d} (167)
Y fmigp) =0 (1.68)

Por otra parte, si el nimero total de constricciones secundarias es IV, en~
tonces, el conjunto de constricciones que define la superficie de constriccidn
estd dado por

¢y~0, con I=1,.,MM+1,.,M+N, (1.69)

donde las primeras M constricciones son primarias ¥ 1as restantes son se-
cundarias. Supondremos que todas estas consiricclones estan escritas de

tal forma que satisfacen las condiciones de regularidad.

También podemos ver que, una vez terminado el proceso de consisten-
cia, se curmple 1denticamente la ecuacidn (1.61) para cualquier constriceidn.
entonces,

{6r,6.) =0 para toda 1. (1.70)
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1.5 Clasificacion de constricciones

Sea F' una funcidn del espacio fase, F' = F(p,q), entonces si
{F,¢1} =0, con I—=1,.,M+N {1.71)

se dice que F es una funcién de primera clase. En caso contrario, se dice
que F es de segunda clase.

Como las ¢; son las nicas cantidades independientes que son débiimente
cero sobre la superficie de constriccidn, entonces, por el teorema 1, si F' es
de primera clase, )

{F.or}y =1 or- (1.72)

Si 'y G son funciones de primera clase, {F, G} también es de primera
clase. Veamos como se demuesira esta afirmacién. Sea ¢y una constriccidn
cualquiera, entonces, por la identidad de Jacobi

{{F‘JG}@I} = {F,{G(,ﬁ[}} - {GJ{Fqﬁf}}
= (Fgf Yor + of fF o — (G f Yor —fF gl o = 0. (L73)

Luego, {F, G} es de primera clase.

Para un sistema arbitrario que tiene constricciones, la evolucion del sis-
tema implica que la Hamiltoniana total, definida por {1.62}, es de primera
clase. Por otra parte, debido a que se cumple la ecuacidn (1.70), las constric-
ciones ¢, son un conjunto completo de constricciones primarias de primera
clase. Ademds, como H' = Hp — u®d,, H' también es de primera clase.

Por cira parte, como los multiplicadores de Lagrange indeterminados
estan asociados a constricciones de primera clase, hay una distincién im-
portante entre las constricciones de primera v segunda clase, por ello, ocu-
paremos diferente notacién para distingirlas. Denotaremos con v a las
constricciones de primera clase v con x a las de segunda.

1.5.1 Separacién en constricciones de primera y se-
gunda clase

Es claro que si existe una constriccidn ¢y tal que {¢;,95} =~ 0 (para
cualquier J), entonces det Cry = {¢;.¢5} =~ 0.

Ahora supongamos que det Cr; = (, entonces existe un conjunto de
vectores, de dimensién N + M, {A; # 0} (e =1, ..., 4) tal que

MCry = N{or¢s} = 0. (1.74)
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Asi, v, = Al¢; es una combinacién lineal de constricciones que resulta de
primera clase.

Siy = A ¢ es una combinacién lineal de primera clase, con A % 0 entonces
A es un vector del conjunto {A,} Por lo tanto, las tnicas combmaciones
lineales de constricciones que dan como resultade una funcién de primera
clase estan en el conjunto {~,}.

Con los vectores A, podemos construir log primeros, 4, renglones de
una matriz a’; invertible tal que

¢r — by = afrfqu. (1.75)
La matriz af—, no cs unica. Sin embargo, de cualquier forma que la cons-
truyamos, las primeras A constricciones c5 ; serdn el conjunto {7, }. Mientras
que lag restantes, M/ + N — A, son un conjunto de constricciones de segunda
clase {xo}. Asi, si cambiamos el conjunto completo de constricciones {¢r)
por el conjunto (v,, ¥a), que también es completo, tendremos separadas las
constricciones de primera clase de las de segunda clase. También podemos
ver que el niimero de constricciones de primera clase es igual a la dimensién
del micleo de la matriz Cry sobre la superficie de constricecidn.
Es claro que el conjunto de constricciones primarias (¢, ) definido por (1.35)
va estd separado en constricciones de primera y de segunda clase. Una vez
construido el conjunto {(¢.,) sélo nos “resta” clasificar las constricciones
secundarias. En lo que resta de este capitulo supondremos que las constric-
ciones ¢n, cstén en el conjunto (ya, ¥a)-

Supongamos que tenemos un conjunto completo de constricciones gue
hemos separado, (va, Xo). Mediante un pequeiio cdleulo, pedemos mostrar
que si F' es una funcién de primera clase, entonces

(Foy.} = Colg, ) + T (q,p)Xe X

Asf, los paréntesis de Polsson entre las constricciones tienen la forma

(Ve Vet = Cap® (@ P)Ye + Tus® (g, ) XaXss (1.76)
{YarXa) = Chola.p)7s + C2, (0, D) x5 (1.77)
v {Xa-x3} = Casla,p) (1.78)

con Cpp una matriz invertible.
En la nueva base Cry tiene la forma



Si ge cumple que el rango de Cry es constante en todo el espacio fase,
entonces Cng es una matriz invertible en todo el espacio fase.
Por otra parte, como (s es una matriz invertible y antisimétrica, debe
tener dimensién par. Por lo tanto, el ndmero de constricciones de segunda
clase siempre es par.

1.6 Hamiltoniana extendida

Una vez concluido el proceso que genera la condicién de consistencia, tene-
mos una Hamiltoniana canénica H y un conjunto de constricciones

xg=0 v =0 (1.79)

donde 3 ¥ b corren por todas las constricciones de segunda ¥ primera clase,
respeciivamente.

La dindmica ocurre en la superficie {1.79) y no en la superficie de cons-
triccidén primaria. Asi, para tener ecuaciones de movimiento consistentes
con la superficie (1.79) debemos extremar a Sy, definida en {1.16), con las
condiciones

2

xe ™0, we0,  ¢n)=d v dmi=d  (1.80)

Por lo tanto, la accidn a extremar es

T2
5= / drlg p— Hig,p) — u’xs — v’v), (1.81)
T1
con la condiciones de borde (1.2).

Si tenemos B constricciones de segunda clase, entonces, B de ellas serdn
primarias definidas por (1.64). Supongamos que ordenamos el conjunto de
las constricciones de segunda clase de tal forma que las primeras B de ellas
son las primarias. Entonces cambiaremos los multiplicadores de Lagrange

u” par otros, igualmente arbitrarios, de la siguiente forma

w =u®+ %  B<B
con f# definido en (1.63) y

w'? = of si  fA>B.
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Entonces (1.81) tienen la forma

L
S = / drlg-p— H —uPxs —uby) (1.82)

Jry

Al aplicar el principio de accidn a (1.82) obtenemos las ecuaciones de
movimiento:

¢~ {g" H'} +u®{¢", ) + v {¢", x5},
P~ {p H'} + 4" {po, m} + 4% {py, x5},
e &= 0,

1.83)
1.84)
1.85)
¥ xaz = 0. 1.86}

AN TN e

Como todas las constricciones satisfacen las condiciones de regularidad,
los teoremas I v 2 sigien siendo validos.

Para la superficie (1.79) también se debe cumplir la condicién de con-
sistencia. Como H' es de primera clase, para las constricciones de primera
clase es claro que

’:'/b =~z 0
Pero, para una constriccion de segunda clase arbitraria se tiene larestriccion
o % e H'} + a0, Yo} + " {xar X8} & ' {Xes xa} 0. (187)

Como {Xa.Xgs} es invertible, u'® ~ 0.
Definamos la Hamiltoniana extendida como

Hp = H + . {1.88}

Entonces, las ecuaciones de movimiento se pueden escribir como

¢~ {¢, Hr}, (1.89)
P = {p,, Hg}, (1.90)
Yo 7 0 (1.91)

¥ Xa = 0. {1.92)

Para (1.88) podemos defimr la accidn extendida

Sp(u®,p,q / dr(¢’p, — Hg] = fd'f[qu H' —uy]. (1.93)

T

Las ecuaciones de movimiento que implica (1.93) coinciden con las ecua-
ciones del sistema sdlo si éste no tiene constricciones primarias de segunda
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clage. Como vemos, la necesidad de extender la Hamiltoniana total a Hg no
es inducida por la teorfa Lagrangiana, ésta proviene de las caracteristicas in-
herentes al esquema Hamiltoniano y tiene como consecuencia producir ecua-
clones mas generales gue las generadas por Hr, es decir, por las ecuaciones
de movimiento Lagrangianas originales. Es claro que cuando tomamos a
los multiplicadores de Lagrange asociados a las constricciones secundarias
de primera clase como nulos se recupera la accién Hamiltoniana total.

1.7 Transformaciones de norma y paréntesis
de Dirac

Curando no podemos determinar todos los multiplicadores de Lagrange ten-

dremos variables que tienen ambigiiedades en su evolucidn en el tiempo,

pues, si F' es una funcién arbitraria del espacio fase y tomamos un con-
junto de pardmetros u® tenemos

Fy = {FH} +u{F v} {1.94)
Pero si tomamos otro conjunto v*
B, {F H'Y + v {F, v} (1.95)

Sin embargo, la evolucién no es arbitraria para cualquier variable. Por
gjemplo, para todas las funciones de primera clase la evolucién estd bien
determinada. Y en general cualquier funcién, O, que cumple

{07}, para toda a (1.96)

no tiene ambigiiedad en su evolucidén. A las funciones que satisfacen la
propiedad (1.96} se les llama observables o invariantes de norma.

Por otra parte, las variables candnicas deben satisfacer las ecuaciones
de movimiento (1.89) v (1.90), sobre la superficie de constriccién. Estas
ecuaciones se deben resolver con las condiciones de borde (1.2) § iniciales
de ia forma

gn)=a v n(n)=pa. (1.97)

Cualquiera de estas dos condiciones limita el conjunto de los posibles mul-
tiplicadores de Lagrange que se pueden elegir.

Parza hacer notar que se estd tomando un conjunto de pardmetros en par-
ticular pondremos un subindice en las variables que no son invariantes de
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NOTIA.

Si imponemos las condiciones (1.97) sobre las ecuaciones de movimiento, en-
tonces, para dos conjuntos diferentes de pardmetros, v“ y u®, ¥ una funcién
arbitraria del espacio fase F' se debe cumplir que

Fola.p)(n) = Flgu.p)(n) = Flar,m) = Fy = Fu(g,p){m). (1.98)

Ahora, si 7' = 7 + 87, por una parte tenemos que
F (Y =F(r) +6r({F, H'} +u*{F,v.}), (1.99)
v por otra
F ("= F(n) +6r({F, H'} + v*{F, 7. }). (1.100)
Luego,
§F = F, (') — F(7") = 8r(u® — v ) F,v,} = *{F, ¥} (1.101)

Por lo tanto, existe una transformacion de F, a F, al tiempo 7, dada por
(1.101). A (1.101) le llamaremos transformacién de norma. Decimos, en-
tonces, extendiendo la terminologia usada en la teoria de campos de norma,
que las constricciones de primera clase generan transformaciones de norma.

Es claro que para los observables 1a evolucidn es la misma con las Hamil-
tonianas H', Hr v Hg. Por lo tanto, el formelismo extendido describe
al mismo sistema de observables. La accidn extendida simplemente con-
tiene variables adicionales de norma pura, los nuevos multiplicadores de
Lagrange, v, consecuentemente, invariantes de norma adicionales. Sin em-
barge, para cualquier variable que no sea invariante de norma la evolucién
dehe tomarse con la Hamiltoniana extendida.

1.7.1 Paréntesis de Dirac

S: Oy 5 Oy son observables, no es posible asegurar que {07, 0;} es obser-
vable. Sin embargo, si los dos cbservables son de primera clase, como vimos
anteriormente, el paréntesis de Poisson entre ellos si es de primera clase v,
entonces, observable.

Por ctra parte, para una funcién de primera clase da lo mismo tomar la
evolucion con la Hamiltoniana candnica o extendida. Sin embargo, para un
observable ésto no ocurre.

Sea O un observable, entonces, O = O + v%yz es observable, para
cualquier conjunto (v?). También se cumple que O =~ O*. Veamos si
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podemos fijar valores de v? de tal forma que O* sea de primera clase. Esto
equivale a pedir que para toda x, se satisfaga la ecuacidn

{0, xa} = {0, xa} + v7 {x5, Xa} = 0. (1.102)

De (1.102) concluimos que
0" =0 —{0,%a}C*x 3 (1.103)
es de primera clase. Por lo tanto, a cada observable, O, le podemos asociar

una funcién de primera clase, O, con 1a que coincide sobre la superficie de
constriceién.

En particular, para cualquier constriccién de segunda clase
Xz = 0. (1.104)

En general a cualquier funcién, F', del espacio fase le podemos asociar la
funcién

F*=F —{F xa}C*x;s. (1.105)
Ahora, si F v & son dos funciones del espacio fase, se puede mostrar que
{F*,G*)} m {F,G} — {F, xa} 0% {x3. G}. (1.106)
Entonces, definiremos los paréntesis de Dirac como:
{F,G}* = {F,G} - {F,xa}C*?{x5,G}. (1.107)
Con estos nuevos paréntesis, podemos ver que
X F} =0 (1.108)
para cualquier funcién, F, del espacio fase.

También se puede probar que los paréntesis de Dirac satisfacen las
propiedades

{F,G}" = —{G,F}", (1.109)
{A+5,.G={FR.G}Y +{F,G}, (1.110)

{1, GY = F{F, G} + F{FK.G}Y vy (1.111)

HFE Gy HY' +{{G, H}Y, FY* + {{H, F}",G}* =0. (1.112)
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Estas son las mismas propiedades que satisface los paréntesis de Poisson.
Por otra partce, st & es una funcién de primera clase se cumple

[F.GY ~ {F.G), (1.113)

con £ una funcién del espacio fase cualquiera. En particular se tiene que
{O0,v.} = 0slysdlosi {0,7.}" = 0. Por lo tanto, podemos definir ob-
servable con los paréntesis de Poisson o de Dirac. Sin embargo, se puede
mostrar con (1.112) que si Oy ¥ O son observables, {Gq, O3}* es observable.

Con los paréntesis de Dirac las ecuaciones de movimiento para ¢* v p,
tienen la forma

¢~ ¢, Hel", (1.114)
P = {p,, Hp}" (1.115)

Y en general Ia evolucidn para cualquier variable F'(g, p)
Fr {F Hy)". (1.1186)

Asi, con los paréntesis de Dirac la evolucidn de un observable es la misma
51 se toma con la Hamiltoniana canodnica, total o extendida.

Como los generadores de las transformaciones de norma son funciones de
primera clase, las transformaciones de norma también se pueden expresat
en términos de los paréntesis de Dirac, es decir,

{F\ N} = {F, va )"

Es claro que para el sistema fisico es lo mismo cambiar todas las va-
riables observables (J del espacio fase por su asociada 0" que cambiar los
paréntesis de Poisson por los de Dirac. Tomaremos el segundo camine. En

ambos casos todos los observables coinciden con las funciones de primera
clase.

Por las ecuaciones (1.108} y (1.104}, podemos hacer fuertemente igual
a cero las constricciones de segunda clase, antes o después de evaluar log
paréntesis de Dirac. Por lo tanto, en lo sucesivo, todas las ecuaciones de
la teorfa son formuladas en términocs de los paréntesis de Dirac, y las cons-
tricciones de segunda clase son identidades que expresan algunas variables

canénicas en términos de oiras, es decir, las tomaremos como ecuaciones
fuertes.
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1.8 Invariancia de norma de la accion
Hamiltoniana extendida

Supongamos que tenemos la accidn extendida

gp]
Sg = [ drig'ps — (H' + uva)]
T1
v las variaciones

5101 = {pz, g}) 5%' = {Q'u g}u
SH ={p,,6} v 7% = {7 G}

(1.117)

(1.118)
(1.119)

con § = G{t,p,q). En esta seccidn los indices a,b y ¢ corren en todas las

constricciones de primera clase.
Con estas variaciones §5g tiene la forma

i tz t2 ag 4 a @
65g = [pidq —§]1t1+ft dt[a—({H,g}m {Ya, G} + 8yl (1.120)

1

Por lo tanto, si du® es tal que

ag

E - ({H’: g} + ua{'YM g} + 5uﬂ7a) =0,

se cumple
6Sg = [pdg* — G2
En general dada una § no es facil encontrar a du®. Pero si
G =€"(t,p,0)7e,

con €*{t, p,q) una funcién cualquiera, tomando en cuenta que

(H )=V v {vew=C4%7.

tenemos
ag [+ L., 0
Fri ({H', G} + v {1, G} + dulv,) =
6 @
Yoy + A HY e et us O, — SV — 6w,

Entonces, si

_ o<

Tt

ou® + (e H'Y + {® v Ju® + uetCE — PVE,
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(1.122)
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(1.124)
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para el caso particular de (1.123), (1.122) tiene la forma

—~ L
5‘(60 f’rr,,‘ e

§SE = [p. 1ol (1.126)

&

Asi, slempre que {1.126) se anule en los extremos, ia accidn es invariante
bajo las transformaciones de norma

8ePr = {D2s €% ) (1.127)
deq = {q’, "y} (1.128)
@
vy dut = % {e® HY + 46" 7l + ueCE — Ve (1.129)

Ahora, si F es una funcién de primera clase,
{-7:5'7’(:} - Fg’:’b: (1.130)

entonces, para cada funcién del espacio fase, R, podemos definir la trans-
formacion

SepR={R,e{F,v.}} = (R, cFtw}. (1.131)
Para este caso la ccuacidn (1 121) implica que si S.rub tiene la forma
b _ B(EFCB)

dapu® = === — [{IT', eFP} 4 eFOVE 40t FACE, + u®{vy,, eFLH1.132)

entonces, si
SorSp = (pbuzxd’ — Fim)|72 (1.133)

se anula en los bordes, la accién Sg es invariante bajo las transformacionces

5(1.7-"?1: 6cafp:' ¥ 5@}'ub- (1134)

Para terminar esta seccidn veamos las simetrias de norma del sistema que
presentamos al principio de este capitulo.

Como la Hamiltoniana total es (1.33) ¥ la tUnica constriccién es (1.34),
la condicidén de consistencia implica que

Py = {py, Hr} = —pa = 0, (1.135)

28



v nada més. Entonces la Hamiltoniana exiendida y la accién extendida
son, respectivamente,

1
Hgp = 5Pa +ype + Npy + Xp,, (1.136)
T2 1
Sg = / dr{tp. + Upy — (pr +ypz + Alpy + Xop,). {1.137)
T1

Mientras que las ecuaciones de movimiento extendidas son

F=pr+y+ A7 (1.138)
g =X\, (1.139)

Pr =0, (1.140)

Py = —Pa; (1.141)

pe =0, {1.142)

py = 0. (1.143)

Como se esperaba, estas ecuaciones son mas generales que las ecuaciones
Lagrangianas.
Para este sistema las transformaciones de norma son

5.z = €, (1.144)

Sy =¢€, (1.145)

Sepe = 0, (1.146)

bepy =0, (1.147)

S A = &, (1.148)

S AT =¢r -l (1.149)
Cuando ocurre que §.A% = 0 tendremos

Sz =g, {1.150)

Sy = €2, (1.151)

S A = &, (1.152)

SA =0. (1.133)

Esta es la versitn infinitesimal de las transformaciones (1.24). Sin embargo,
es claro que éste es sélo un caso particular de las simetrias de Sg.

Para este sistema, con cualquier transformacién de norma, (1.126) se

anula identicamente. TPor lo tanto, la accién {1.137) es invariante ante
cualquier transformacién de norma.
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1.9 Fijacién de la norma

Cuando tenemos constricciones de primera clase v, por lo tanto, libertad
de norma los multiplicadores de Lagrange asociados a estas constricciones
son indeterminados. De hecho dentro de la teorfa no tenemos forma de de-
terminarios. Por lo que debemos recurrir a elementos exteriores a la teoria
para fijar estos pardmetros.

Una forma natural para determinar los multipiicadores de Lagrange es
implementando tantas constricciones nuevas como pardmetros arbitrarios
haya. Es decir, definiendo una nueva superficie de constriccidn

xs(q,p) =G, ~a(g,p) = 0. Nalg,p) =0. (1.154)

Las constricciones /N, deben satisfacer las condiciones de regularidad y
deben ser tales que la condicidn de consistencia aplicada a (1.154) impligque
que se determinen todos los multiplicadores de Lagrange.

Para que esto se cumpla debe pasar que

det{N,, v} # 0. (1.155)

La condicién (1.155) implica que en (1.154) ya no hay constricciones de
primera clase ni transformaciones de norma. A las constricciones N, les
llamaremos condiciones de norma.

Una vez determinados los multiplicadores de Lagrange los podemos
sustituir en las ecuaciones de movimiento, lo que nos dara como resultado;

¢~ {g", H'} + (g, p, @ w (1.156)
e {po H'} + (g, pm) {pi, 1) (1.157)

Este sistema de ecuaciones estard definido sobre la superficie (1.154) y
tiene las condiciones de borde (1.2). Para que tenga sentido este problema
definido sobre la superficie {1.154), debamos imponer que N, sea tal que:

(a) Las condiciones de norma deben satisfacer las condiciones de fron-
tera del principio de accidn. Es decir, se debe cumplir que

Noghp)=0 vy Nalghp) =0 (1.138)

Por otra parte, la forma de fijar la norma no debe afectar los elementos
observables de la teoria. Por lo tanto, el conjunto de constricciones N,
también debe satisfacer que:
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{b) Las constricciones N, deben ser accesibles. Es decir, dado cualguier
conjunto de variables candnicas que cumplen

xz(e,2) =0, v  7v(gp) =0 (1.159)

debe existir una transformacién de norma que mapee el conjunto dado de
variables ¢* v p, sobre un conjunto que satisfaga las condiciones (1.154).

Esta transformacién debe ser obtenida por iteracién de transformaciones
Sut{F,~,1t.

Esta condicién nos asegura que las condiciones de norma no modificaran
las propiedades fisicamente relevantes del sistema, pero sf restringen la li-
bertad de norma. Al conjunto de variables candnicas que satisfacen (1.154)
se le llama espacio reducido. Si imponemos dos conjuntos de condiciones
de norma accesibles, Na1 ¥ Ng2, la condicién (b) nos permite mapear el
espacio reducido definido por N, al definido por N,3 mediante una trans-
formacién de norma.

Si fomamos una norma que no satisfaga la condicién (a), tendremos que

cambiar las condiciones de borde (1.2) a las ecuaciones (1.156) v (1.157).
Esto implica cambiar de principic variacional.
Sin embargo, es posible proponer condiciones de norma que no se satis-
facen en los bordes, pero existe una transformacién de norma que mapea
la norma impuesta a otra que si cumple las condiciones de borde. Esto lo
veremos en la siguiente seccidn

Si imponemos condiciones de norma que no son acecesibles, por ejem-
plo si hay variables candnicas de primera clase que no cumplen (1.154),
tendremos trayectorias en las superficie de comstriccidn que no estén en el
espacio reducido (1.154) y no podemos conectarlas con (1.154) mediante
transformaciones de norma. Entonces esas condiciones de norma definirdn
un espacio reducido desconectados de un sector de la superficie de con-
striccidn.

Una vez fijada la norma podemos pasar al paréntesis de Dirac. Final-
mente, tendremos un teoria libre de constricciones en el sentido de que
todas las constricciones podrdn ser consideradas como identidades que ex-
presan algunas variables en términos de otras.

31



1.10 Condiciones de borde y principio de accién

En esta seccidn estudiaremos las condiciones de borde del principio de
accién v la forma en que se pueden modificar agregando un término de
borde a la accién. Primero lo haremos para sistemas sin constricciones y
posteriormente para sistemas que tienen constricciones. Para los sistemas
que tienen constricciones mostraremos que las condiciones de borde de las
ecuaciones de movimiento también se pueden modificar mediante una trans-
formacién de norma.

1.10.1 Sistemas sin constricciones

Supongamos que tenemos la accidn Hamiltoniana

S= / dripd — H. (1.160)
T1
Si hacemos las variaciones
i =q +dq, (1.161)
Yy  D=ptom (1.162)

tenemos que

88 = /Tz dr[dpz(g"?: —{q¢", H)) = dg'(p, + {ps, HD] + [,’Pzaqi]:f. (1.163)

Por lo tanto, si pedimos que

6¢'(r1) = dq'(m) =0, (1.164)
entonces, se cumple
i =10 {(1.165)
sélo st se satisfacen la ecuaciones
¢ = {¢, H), (1.166)
Dy = {my, HY, {1.167)
dln)=a v ¢R=g (1.168)

Ahora, consideremos la accién

h : dF(g.p,7)
szf drip.g* — H — : ]
ﬁ dr

= [ arbos - B - (Flan (1.169)

KB
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(1.169) difiere de {1.160) sélo por el término de borde
Flg,p. 7). (1.170)

En general (1.170) es diferente para cada trayectoria, (g*(7), p,(7)), del es-
pacio fase.

El término de borde (1.170) es dtil para cambiar las condiciones de borde
de las ecuaciones (1.166) y (1.167). Si hacemos las variaciones (1.161} y
{1.162) a la accidn {1.169) tendremos que

ssp= | " arlpid’ — g Y — 8¢ + {pu. 1))

+[pidg* — SF]72. (1.171)

Si F depende de p e imponemos {1.164), 65r = 0 no implica las ecuaciones
(1.166) v (1.167).

Ahora, si F es tal que

pidg' — 6F = P.(g. p)6Q%(g, p), (1.172)

con Q*(g,p) un conjunto de funciones independientes, y pedimos que se
cumpla

6Q%(g,p)(m1) = 8Q*(g.p)(m) = 0, (1.173)

entonces, 65y = 0 implica las ecuaciones (1.166) y (1.167) con las condi-
ciones de borde

Qap(n)=0QF v QUg.p)n) =05 (1.174)

Por lo tanto, el término de borde (1.170} nos permite cambiar las condi-
ciones de borde de las ecuaciones de movimiento (1.166) y (1.167}.

Supongamos que la matriz Jacobiana

P
9Q.r) (1.175)

d(a,p)
es invertible, entonces, podemos expresar todos los términos de la ecuacién
(1.172) como funciones de las variables (Q*, P,). Asi, (1.172) tiene la forma

d¢* OF dq*  oF

30 (pkaQi —6—@—3)4“53(1%3};* 5P,

)=0. (1.176)
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Para este caso ((1 173) invertible ) P, y (' son independientes y la ecuacién
{1.176) implica

g~ oF
P =ppat — = .
=Peag T B (1.177)
) dgk  OF _
v Pegp g =0 (1.178)

Si expresamos la accidn (1.169) en términos de {Q*, ), y usamos {1.177)
v (1.178), tendremos que

se= [ aripg - EQP) 1.179)

T

con

AF{(Q,P,T)

K(Q.P)=H(Q.P)+ —5-

(1.180)

Aplicando ¢l principlo de accién a (1.179) con las condiciones de borde
6Q%(g.p)(m1) = 8Q" (g, p)(12) = 0, (1.181)

las ecuaciones para el extremo son

Q" ={@" K}, (1182)
l;)v, - {PuK}a (1183)
Q) =QF v Qn)=Q5 (1.184)

Ocupandos la ecuacién (1.172) v cambiando la dependencia de F' pode-
mos obtener las diferentes relaciones que se tienen para las transformaciones
canonicas. Por ejemplo, si hacemos depender a F sélo de ¢* y (2%, entonces,
(1.172) tiene la forma

. or . . OF | )
B — 8t — 50" = P,5Q". 1.185
Pdg = 5204 5@@ 5@ (1.185)
De donde,
aF
R 1.
n= (1.186)
OF
sy P= g (1.187)



Si tomamos F = Fy(q, P,7) — P,@* v expresamos (1.172) en términos de g
v P tendremos las relaciones

OF;

OF,
y Q= ~2p, (1.189)

Las relaciones para las demds funciones generadoras se pueden obtener de
la misma manera. Hemos hecho una deduccién de las transformaciones
candnicas que nos serd iitil posteriormente para relacionar las condiciones
de borde del principio de accién v las condiciones de norma.

Si podemos resolver las ecuaciones (1.166) v (1.167) con las condiciones
de borde (1.174), podemos resolver las ecuaciones (1.182), (1.183) v (1.184),
v a la inversa. F nos da una forma de pasar de un sistema de ecuaciones
a otro. Observese que ambos sistemas de ecuaciones tienen las mismas
condiciones de borde. Por otra parte, es claro que no podemos decir que €l
sistema de ecuaciones (1.166) y (1.167} con las condiciones de borde (1.168)
es el mismo que con las condiciones de borde {1.174).
Por ejemplo, si tomamos F = p;¢* (1.169) tiene las ecuaciones de movimiento
(1.166) y (1.167) con las condiciones de borde

piln)=pmn  pr)=pe. (1.190)

Antes de pasar al andlisis de ias condiciones de norma y las condiciones
de borde veremos la equivalencia entre diferentes sistemas a través de las
transformaciones candnicas.

Sea,

i 1. . .

s= [ arlpi - 507 + ) (1.191)
T1

las ecuaciones de movimiento para (1.191) son
i=p, (1.192)
p=—q, (1.193)
g(n)=q () = @ (1.194)

cuya solucidn es

_qsen{rs — 7) + gsen(r — 1)

g(r) = e p— : (1.195)
p(r) = —qlcos(fzs;nzj; quC)OS(T -) (1.196)
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Es importante hacer notar que cuando imponemos las condiciones de borde
genéricas la dindmica sigue existiendo, pero, si se toma ¢1 = gz = 0, la
dindmica se elimina.

Ahora, consideremos la acclén

S = [TZ dleth—%(pz-qu)—%}. {1.197)

Para este caso el término de borde (1 172) es
—gdp = P&Q. (1.198)

Luego las ecuaciones de movimiento son

§=p, (1.199)
p=—q, (1.200)
pln)=p1 vy  plm)=p. (1.201)

cuya solucidn es

4(7) = preos(ry — 7) — pacos(rT — 7'1)7 (1.202)

sen{ms — 1)

prsen{m — 7) + paseni{t — 1) .
_ _ 1.2
p(7) sen(m — 1) (1.203)

Consideremos la accidén

L o sy Ldgp)
Sw‘[ﬁ d‘r[pq—i(p T(j)—i dt } {1204)
Para este caso €l término de borde {1.172) es
1 -
5(pdq — adp) = PSQ. (1.203)
La ecuacidn (1.205) es satisfecha por las funciones
1., ;
P=(' ) (1.206)
Z
Q = tan~1(2). (1.207)
B
Por lo tanto, si 6Q{m) = éQ(r2) = 0, §§ = 0 implica las ecuaciones
g =D, (1.208)
P=—q, (1.209)
RQin)=Q: v Qm)=@¢ (1.210)
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Sustituyendo {1.206) v (1.207) en (1.204) tendremos

8= fT2 dr[PQ — P). (1.211)

Aqui la Hamiltoniana es H = P, ésta representa la Hamiltoniana de un
fonén. Para ver el significado fisico que puede adquirir un sistema con esta
Hamiltoniana se puede consultar el tercer capitulo de [21].

Las ecuaciones de movimiento para la accién {1.211) son

Q=1, (1.212)
P =0, (1.213)
Qln)=01 v Qn)=Qa (1.214)

La solucién del sistema de ecuaciones de (1.211) son

Q=0+ ( (@2 — Q1) (1.215)
p=-G (1.216)
T2 —T1

Con la ayuda de las ecuaciones (1.206) y {1.207) tenemos que la solucidén
para las ecuaciones (1.208), (1.209), (1.210) somn:

o(r) = (Q° sen@ Q- Q).
p(r) = uw(%—_f—ll))cos(@ - o). (218

Existe una transformacién para pasar de (1.204) a (1.211), sin embargo,
como vemos, no podemos decir que ambas acciones representan al mismo
sistema fisico.

1.10.2 Condiciones de borde y transformaciones de norma

El procedimiento para cambiar las condiciones de borde de las ecuaciones de
movimiento de sistemas Hamiltonianos sin constricciones también se puede
hacer para sistemas Hamiltonianos que tienen constricciones.
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Supongamos que tenemos un sistema de cocordenadas candnicas ¢ y
o' (¢ = 1,...n), un conjunta de constricciones de primera clase -y, (o =
1,...,m) ¥ una Hamiltoniana de primera clase Hy. Asi, este sistema tiene
la accién Hamiltoniana

o

S(g,p, A) = / drlpug’ — Ho — Al (1.219)

T1

Al aplicar el principio de accidén con variaciones §g* tales que se anulan
en los extremos, §¢*(m1) = 8g*(m2) = 0, cs decir, con los extremos de ¢*{7)
fijos en 71 ¥y 72, se obticnen las ecuaciones

¢ =A{g" H} + A{¢", 7], (1.220)
i = {pe, Hj+ XL{pw":’a}a (1.221)
Yo = 0, (1.222)
fny=q v ¢n)l=d¢ (1.223)
Consideremos la accidn
= dB(q.p, T
Salg,p A} = / dripygt — Ho — Ay — —(fif—)}. (1.224)
Al hacer una variacidn a (1.224) tenemos
Sn= [ driondd’ - (¢ 7} = X{e ) -
69" (P + {pe H} + X% {0 Ya}) + X%}
~(p.dq* —6B)72. (1.225)
Ahora, si B es tal que
p.8g" — 6B = Pi(q,p)0Q%g, p), (1.226)

con (g, p) funciones independientes, v se cumple
6Q"(m) = 8Q(m) =0, (1.227)

&5 = 0implica las ecuaciones (1.220). (1.221) y (1.222) con las condiciones
de borde

Q) =0} v Q) = Q5. (1.228)
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En este caso, en la accién (1.224) podemos cambiar las condiciones de borde
sobre ¢*(T) a otras condiciones en las que las funciones Q*(g, p) estén fijas
€L T Y T2.

De la misma manera que en el caso sin constricciones, si la matriz (1.175)
es invertible, podemos expresar la accidn (1.224) en terminos de las variables
Q* v P,. En este caso {1.224) tiene la forma

SE(Q,P,N) = f U #PO - Kol@ P) - Nwm(@,P)] (1.220)
COon

Ko(Q,P) = Ho(Q.P) +

8B(Q,P,T)

También podemos cambiar las condiciones de borde a un principio de
accién mediante una transformacién de norma.
Definamos

2 = (g1; -+ Gns Pl -y Pn)- (1.231)

Sea (y,) (@ = 1,...,m) un subconjurto de las coordenadas de z;. Supon-
gamos que se satisfacen las condiciones de borde

Yy (m) =G v y(m) = e (1.232)
v consideremos la transformacion de norma
Fo(7) = 9o(7) ~ {yar "} (1.233)

Tomemos la transformacidn de norma tal que las §,{7) satisfagan

Yal{T1) = Ya1 ¥ Yal(T2) = Yga. {1.234)

Si las (y,) satisfacen que det {y.,v.} % 0, la condicidén (1.234) determina
completamente a €* en la frontera. Con €* que satisface (1.234) se puede
construir la transformacién de norma

Q =7(7) =¢'(7) — {¢', "7} (1.235)
y o Bi=0ilr) =p7) - {pi€*val}- (1.236)
Para este caso particular (1.226) tiene la forma

5,6¢" = p.,6g* — 6B. (1.237)
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De un calculo a primer orden cncontramos que

B = (p,0g" — €%y, (1.238)

De donde, (1.224) tiene la forma
oy
Sy = / dripig’ — Ho — Aova] — (pibq® — €%ya) 2. (1.239)

Ahora, si aplicamos las transformaciones de norma (1.127}, (1.128) y
(1.129), con —e%, a (1.219) tendremos

T2 =i _
SB = S(q—i,ﬁi, A) = / dT[]ji% — Erg haad }\a;}’a}. (1240)

Por lo tanto, al extremar a Sp tomade como variables independientes a
7,5, y A* obtendremos las ecuaciones de movimiento (1.220), (1.221) ¥
(1222) para cstas variables, con las condiciones de borde que determina
(1.235). Es importante remarcar que este proceso se hace mediante una
transformacidn de norma, pues, esto implica que no se alteran las variables

fisicas del sistema y, por lo tanto, el sistema fisico es el mismo.

Tlustremos el procedimiente que acabamos de mostrar con un ejemplo
concreto. Sea la accidn

.
S = / drlin, + gy — Ad] (1.241)
T1
Ccon 3
¢ = (mpm, — ?f + &2y, (1.242)

(1.241} es la versién extendida de la accidn de un modelo gravitacional en
dos dimensiones (ver [20]). Asi, tenemos las transformaciones de norma

S memy, {1.243)
Sy R Wy — Ty (1.244;
Semy = 0, (1.243)
Semy 72 —2ee™, (1.246)
S A R &, (1.247)
Por lo que,
T = I + Ry, {1.248)



y=9+eli, —7y) (1.249)
Ty = Ry (1.250)
Ty = Ty — 2ce¥ (1.251}
A=X+¢ (1.252)
Entonces, la ecuacién (1.126) para este sistema es igual a
e{memy — %g — &%), {1.253)

Luego, al aplicar una transformacién de norma (1.241)

Zy) To

— e ik

Tz
S= f dr(Em, + ymy — A@] — [e(mamy —

ﬁ
2
= /:2 d’."[%ﬁ'z + %ﬁy — Ad]. {1.254)
Por otra parte, supongamos que imponemos la norma
x =y(r) — flr7z). (1.253)
La condicién {1.255) fija la norma, dado que
{x; ¢} = -7y + 7z (1.256)
Es claro que si f cumple que
frm)m)=n v flrm)(m) =, (1.257}

la norma satisface las condiciones de borde del principio de accidn.

Sin embargo, tomemos una f(r,7,) arbitraria. Entonces apliquemos las
transformaciones de norma, tal que,

v =F(n) =y(n) —eln)m —my), (1.258)
yo = Y(72) = y(m2) — elm2) {7 — y)- (1.259)
De un calculo directo encontramos que
f(Tﬂ WI) - b(T)
€Ty, My, T) = =2l 2 1.260
(a3, 7) (—my + 7z) ( )

Con b{7) cualquier funcidn que satisfaga que
br)=wm vy bm)=wy.
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Es claro que cuando f satisface las condiciones de borde {1.257) € se anula
en la frontera, v la accién no se modifica.

Al cambiar de variables en la condicién de norma tenemos

x =glr) — b{r). (1.261)

+J

Esta norma satisface las condiciones a la frontera y, ademaés, al cambiar de
variables en la norma tenemos

{x(7,7), ¢} =7, — 7y, (1.262)

por lo tanto, x sigue fijando bien la norma. También se cumple que la
norma final {1.262} no depende de la funcién f.

Supongamos que desde un principio tomamos la norma (1.235) con f tal
que se satisfacen las condiciones de borde. Para tener el espacic reducido
debemaos hacer igualdades fuertes a {1.242) y (1.255). De (1.242) tenemos
que

Ty = Ty 4/ 72 & 262 ma) (1.263)

Al sustituir x y 7, en la accién tendremos

S = / . drlwm, + f(r,mo) (1, £ 4/ 72 4 2e2f{mm=))]. {1.264)

Sea t(r) tal que C‘f—f = f(r,7,), entonces, integrardo de =y a 7

=ty = frm)(7) = flrm)(m) = frm)(m) -y (1.268)
De donde.
flrm)(m) =y +t - tu. (1.266)
Luego, la accidon reducida tiene la forma
t2

S = difzm, + 7 £ \/ﬁf + 2e2(wi+i=i]], (1.267)

Jiq

Por lo tanto, el espacio reducide representa un sistema de una dimension
con la Hamiltoniana

H = ““[Wx + \/ﬁ:% 4 282(y1+t—t1}i_ (1.268)
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Por oira parte, las ecuaciones de movimiento de este sistema reducido
SOI

P= - ik 1.2
* 1¥ \/71'3 4 22l i) ( 69)

v 7y = 0 {1.270)

De un célculo directo se puede ver que si obtenemos las ecuaciones de
movimiento del la accidn (1.241), sustituimos en ellas la condicién de norma
(1.253) y tomamos el mismo pardmetro ¢, se obtienen las ecuaciones (1.269)
v (1.270}.

Se puede observar que el sistema final no depende de la funcién f(r, 7z)
que se tomd en la condicién de norma.

1.11 Numero de grados de libertad

Cuando una teorfa tiene sélo constricciones de segunda clase, ¥ por lo tanto
no tiene libertad de norma, no tenemos pardmetros indeterminados. En este
caso un conjunto de variables candnicas que satisfagan las constricciones de-
terminan un y sélo un estado fisico.

En un sistema con libertad de norma tendremos solo constricciones de
segunda clase después de fijar la norma . Por lo tanto, si Ng es el nimero
de grados de libertad fisicos del sistema, Nt el miimero total de variables
canomnicas, N, el nimero de grados de variables canénicas independientes
que se obtienen una vez fijada la norma, N, el mimero de constricciones de
segunda clase antes de fijar la norma, N, el nimere de constricciones de
primera clase y N, el niimero de condiciones de norma, entonces, el nimero
de grados de libertad fisicos son

Neg 1. .
Np = 2 = 5[,3\*]" — N, - N, — N,
L - ,
= EIJ\' — N, —2N,]. (L.271)

Como el nimero de constricciones de segunda clase es siempre par, el
niimero total de variables candnicas independientes es también par. Esto
corresponde a un niimero enterce de grados de libertad fisicos.

E! conteo estd bien definido y no es ambiguo para un niimero finito de
grados de libertad.
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1.12 Cuantizacion por el Método de Dirac

Si bilen no vamos a cuaniizar a ningin sistema en el segundo capitulo,
mostraremos un método natural para cuantizar sistemas que tienen cons-
tricciones.

Existen varios métodos para cuantizar un sistema con constricciones
(ver [12]). El método de Dirac nos da una forma natural para cuantizar
a los sistemas con libertad de norma. Fl primer paso es promover a o-
peradores las constricciones de primera clase en el espacio de Hilbert del
problema, esto se hace reemplazando las variables clasicas por sus ope-
radores. Generalmente se tienen problemas de ordenamiento para construir
dichos operadores, estos problemas deben ser resueltos con algin criterio
adicional.

En el formalismo cudntico los operadores 4, serdn los generadores de las
transformaciones de norma infinitesimales, es decir, si O es un operador

30 = e°[0, %)
representa una transformacién de norma.

Es claro que los estados fisicos |¥ > del sistema deben ser invariantes
de norma. Por lo tanto, deben satisfacer que

e V| T >= [T >, (1.272)
con q, uh parametio cualquiera. Esta restriceldn implica que
A | >= 0. (1.273)

Por otra parte, se definen como operadores observables de la teoria & todos
aquellos operadores Hermiticos que conmutan con todas las constricciones
de primera clase, es decir,

F' = F' es observable «— SF = [f’_', e*4,] = 0.

De esta forma se construye la versién cudntica de un sistema con libertad de
norma. Sin embargo, se tienen problemas sin resolver, pues, por ejemplo, las
congtantes de estructura del algebia de constricciones de primera clase son
funciones del espacio fase, por lo que tenemos un problema de ordenamiento
que puede resultar muy serio. Por otra parte, ¢l método de Dirac ne da
una regla para definir el producto escalar de los estados fisicos, luego, no
tenemeas directamente una interpretacion probabilistica de la teorfa. Sin
embargo, se tiene la ventaja de no necesitar fijar la norma antes de cuantizar
al sistema.
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1.12.1 Ejemplos
1.12.2 Particula no relativista.

La accién para la particula no-relativista en un potencial V{z) es

11
s:/ diLo, (1.274)
i
con la Lagrangiana
Lo= %m? ~Viz)  (i=1,..d). (1.275)

En este caso denotamos con z, la derivada con respecto al tiempo t. Re-
parametrizando al tiempo con un nuevo pardmetro, 7, de tal forma que
t = #{7) sea ménotona vy creciente, v sustituyendo en la accién obtenemos

S=/ CdrLy, (1.276)
con
=2
h:%%—wm. (1.277)

Donde i, y ¢ denotan las respectivas derivadas con respecto al pardmetro
7. Es fdcil ver que la nueva Lagrangiana es invariante ante reparametriza-
ciones.

Los momentos candénicos de esie sistema son

P = m%fm v (1.278)
22
P = _%‘:— —-V{z). (1.279)

De estos momentos candnicos tenemos la constriccion

PE
¢=Pt+E+V($):P,5+HOzO, (1280)
P2
con  Ho= 5+ Vi) v P*=PP. (1.281)

Como la Lagrangiana es una funcién homdgenea de primer orden en las
velocidades, la Hamiltoniana candnica es nula:

8L oL .
Hc - = ‘1 e S —= . .
550 57t L=90 (1.282)
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Por otra parte, como tenemos sdlo una constriccidn, ¢, es de primera clase.
Por lo tanto, la Hamiltoniana total esta dada por

Hy = Xo. (1.283)

Con ssta Hamiltoniana total es evidente que la evolucién de la constriccidn
no producird nuevas constricciones, v Hy = Hy. Asi, la accién extendida
para este sistema es

-T2 , 2
Sy = / dr[iP, + X'P, — M(P, + f—m + V(). (1.284)
T1i

Para fijar la norma de este sistema podemos imponer la condicidn de norma

x =t = f(7), (1285)

con f{7} tal que y se anule en los bordes. Es claro que esta constriccidn es
una buena norma, pues, hace de segunda clage a o.

Tomando a las constricciones como igualdades fuertes v sustituyendo en
la. accidn, tenemos

T2 . ; PZ
S. = / drXP, - FL Vi), (1.286)
. 2m
Esta accién es invariante ante un cambio de pardmetro de evolucién. Si
tomamos un pardmetro 7 tal que ff—f = f, tenemos la accién
T2 o pz
5= dT[X P - (72';; + V(.’E))] (1.287)

71
Que es la accidén Hamiltoniana para una particula clésica.
Por Htimo, segin el método de cuantizacién de Dirac, como ¢ es una
constriccién de primera clase, los cstados fisicos cudntico son tales que

satisfacen
) =[P, + Folw) = 0. (1.288)

Si en la representacién de coordenadas hacemos las asignaciones
Po=—i8, y P =-i8 (1.289)

los estados fisicos son aquellos que satisfacen la ecuacién de Schridinger:
A|eh >= r;l82 + V{x)] I > {1.280)
) |5 Vi) > :
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Es importante hacer notar que hemos deducido la ecuacidn de Schrédinger
imponiendo la condicién de que la teoria clasica sea invariante bajo reparametriza-
ciones. Asi, la imposicién de esta simetria dicta la evolucién cudntica del
sistema.

1.12.3 Particula libre relativista

Tomemos la accidn de la particula libre relativista

S=-m [ Cdryf —mp, XaXv (1.291)
71

con 7, la métrica de Minkowski. Es facil ver que la accién es invariante
bajo reparametrizaciones. Ademas, tenemos que

i,
V—XsX,

Por lo que, H, = X#F, — L = 0. Asi, como ¢ es la 1inica constriccidn,

P, = y  ¢=P,P'+m’=0. (1.292)

Hy=Hg= éA(PuP” +m?). (1.293)
De donde, las ecuaciones de movimiento son
Xuv=APH,  Pr=0. (1.294)
Por otra parte,
T2 i A
Sg = / dr[X - P — 5(}-"‘ +m?)]. (1.295)
T1

Sustituyendo P#* = XT# en Sg tendremos

1 X2 5
Se=3 [ dr[— = wm”]. (1.296)

Finalmente, al obtener la ecuacién de movimiento para A y sustituyendola
en S, obtenemos la accidn original, S. Podemos ver que las acciones Sg y
8. pueden contemplar el caso en que m = 0, el cual no puede ser tratado
con la accién 5. Sin embargo, cuando la masa no es nula las tres acciones
son equivalentes.

Al cuantizar el sistema con el método de Dirac, tenemos que los estado

fisicos, |¢v >, del sistema son tales que cumplen la ecuacidin de Klein-
Gordon:

(P,P* + m®)|¢ >=0. (1.297)
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Capitulo 2

Analisis de un sistema con
dos coordenadas
temporales

2 Por qué wmagmer una sola serie de tiempo?
Yo no s€ 51 lo wmoginacidn de ustedes

acepta esa idea.

Jorge Luis Borges.

2.1 Introduccion

En este capitulo se muestia como se puede asociar una accion Hamilto-
niana extendida a un algebra de Lie. Se aplica en particular al caso del
algebra de Lie del grupo simpléctico Sp(2) ¥ se muestra que, por consis-
tencia, se debe considerar una métiica con dos “tiempos” Para la accién
construida a partir del dlgebra de Lie de Sp(2) se encucntran sus simetrias
de norma. También se construyen las transformaciones de norma finitas
para este sistema y se encuentran las cantidades conservadas asocladas a
las transformaciones de nerma.

Otros autores (ver [22].[23], [27].[28] v [29]) han trabajado con €l sistema
que estudiaremos, ellos, con diferentes condiciones de norma, han obtenido
sistemas como la particula no relativista en un potencial V'{r), la particula
libre en el espacio Euclidiano de dimensidn d — 1, la particula libre rela-

tivista con masa en el espacio de Minkowski de dimensién d y la particula
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libre relativista sin masa en el espacio AdS;,,. También han conjeturado
que existe una transformacion de dualidad entre estos sistemas. Dualidad
que suponen es una transformacion de norma.

Nosotros mostraremos que las condicicnes de normas impuestas para
obtener Ia particula no relativista en un potencial V{r) dan ecuaciones
de movimiento inconsistentes. Para ¢l 1esto de las condiciones de norma
impuestas se muestra gue se tienen ecuaciones de movimiento consistentes.
Para el caso de la particula libre en el espacio Euclidiano de dimension
d — 1 fijaremos nuevas condiciones de norma gue incluyen a este sistema.
Se muestra la transformacidn de norma que existe entre la particula libre
relativista masiva en el espacio de Minkowski de dimensién d y la particula
libre sin masa en el espacio AdS;, ;. Y. con nuevas condicicnes de norma,
se obtiene como sistemna reducido al modelo sigma nolineal-O(d+ 1) en una
dirmensién. En cada sistema reducido que se obtiene de manera consistente
se muestra que hay una relacion entre la métrica y los parénteisis de Dirac.

2.2 El grupo simpléctico y su accidén asociada

Supongamos que tenemos un Algebra de Lie A de dimensién D con
generadores, (G, que cumplen

[Ga,Gy] = C,G. (abe=1,..,D). (2.1)

Si encontramos funciones del espacio fase, ¢s{p, z), tales que, con los paréntesis
de Poisson, satisfagan

{alp2), $u(p, 1)} = Chyde(p, ), (2.2)

entonces, formando la superficie
dp(p.w) =10 (2.3)

tenemos un conjunto de constricciones de primera clase. Con estas cons-
tricciones podemos construir la accion Hamiltoniana extendida

5= /;Tz drlp = — APgy). (2.4)

Asf, log generadores del dlgebra de Lie A4 serdn los generadores de las trans-
formaciones de norma de la accién {2.4).

Veamos que pasa en particular con el grupo simpléctico Sp(2). Primero
consideremos el grupc Sp(2n), sea {A} el conjunto de matrices cuadradas
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de dimensién 2n que satisfacen

ATJOA =Ju, con (25)
0 -1
0= (0 3) 20

donde I es la matriz identidad de dimensién n. Es claro que si 4 estd en
(2.5), se cumple (detA)? = 1. También se puede mostrar que {A} satisface
las propiedades de grupo, a este grupo se le llama grupo simpléctico.

Ahora nos limitaremos a estudiar el caso Sp(2), es decir n = 1. Para este
caso se puede mostrar que si A estd en Sp(2) se cumple que det 4 = +1.
En este caso se puede mostrar que un elemento infinitesimalmente cercano
a la unidad tiene la forma

AL T ) -
A = ( —Gks  —Oks ) (2.7}
La matriz (2.7) se puede escribir como 4% = ¢,;u’* donde
PG Oky  Oko 0 1
I 1-? — - .=
wh = ( Sy Sk ) Yo G ( ~1 0 ) (2:8)

Sin embargo, también se puede escribir como
A = dk1¢y + Skagn + Sksds, (2.9)

con las matrices

w=(§3) e=(3 %) v e=(58). ew

Por tanto, las matrices (2.10) generan al dlgebra de Lie de Sp(2). Estas
matrices satisfacen las reglas de conmutacion:

[ha, @3] = —2¢3, (2, 1] = 201, v (@1, 03] = —¢2.  (2.11)

Ahora, si en el espacio fase tomamos

1 1
$1 = §P2, ¢2=X-P, ¥y ¢3= §X2 (2.12)

v consideramos que {X*, Py} = 6%, obtenemos el dlgebra de Lie (2.11),
es decir,

{2, ¢2} = —2¢3, {@2,01} = 241, ¥ {1, 43} = —¢2. (2.13)
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Asi, la superficie definida por

1

‘ 1T 1
¢1:5P2:0, ¢ =X-P=0, y ¢3:§X3:0 (2.14)
es de primera clase.

Supongamos que la dimension del espacio de configuraciones es D, en-
tonces, el espacio fase tiene dimensién 2I3. Si tomamos la métrica de Eu-
chides como métrica del sistema, las constricciones (2.14) implican que

X'=0 y P =0 I=1,..,D.

Ahora, si tomamos la métrica de Minkowski como métrica del sistema, las
constricciones {2.14) implican

XOQZXQX?‘, PO-) :PEPZ y P(]XU:PZX‘L %zl,D‘—la (215)

entonces, 1
X'P,
VXX VPR,

las ecuaciones (2.135) implican que cosé = %1, es decir, que los vectores

cosf = (2.16)

X = (Xl-,---:XD—l) ¥ P:(Pla-“:PD—l)

sean paralelos o antiparalelos, claramente esto es absurdo.

Supongamos gue la dimensidn del espacio de configuraciones es D =
d+ 2 y considciemos una métrica plana, nas v, con signatura

sig{n) = (—, —. +, -, + ), (2.17)

es decir,

~—
[a)
P
oo

N

(_1 0 o\
N — 0 -1 0...
R T .

con I la matriz identidad de dimensidn d v @ el vector columna nulo de
dimensidn d.
Para esta caso las constricciones (2.14) implican
X+ X5 =X, X', P +P;=PP
v XoPy+ Xo Py = BX? (t=1,.,D—2), (2.19)
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por lo tanto, st
X'F;

st = ———=, 2.20
Voo (220)

tenemos que
cos¥ = Koo + Xo Py (2.21)

X+ XEJF+ F
esto define una superficie no trivial en el espacio fase. Por esta razén
tomaremos la métrica (2.18) como la métrica del sistema.

Con las constricciones (2.12) podemos formar la accién Hamiltoniana
extendida

T X 24 2 1
S= ] &% P (VP74 NX PN, (2.22)
T1
cuya Hamiltoniana extendida es
. 5 1
Hg = )\I%Pl +NX-P+ /\SEXQ. (2.23)

Para escribir esta accién de una forma més compacta haremos las defini-
clones:

XM= (XY, P, (2.24)
D XM= XM _¢,7RX, (2.25)
; )\3 A?‘
voz=(% ) (2.26)

Asi, (2.22) se puede escribir como
= ; v 1 '
S= f dr[ XM X - §z%‘i)ﬁ"f XN nwu- (2.27)
1
Al aplicar el principio de accidn a (2.22) con
XM (7)) =6XM(m) = 0, (2.28)
las ecuaciones de movimiento resultantes son

D XM =0 (2.29)
¥ XM =0 (2.30)

Como se mostrd en el primer capitulo, las constricciones de primera clase
generan transformaciones de simetria de la accidén extendida. Para nuestro
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caso particular las constrieciones {2.12) son de primera clase, luego, generan
transformaciones de norma. Paia las variables del espacio fase, XY v Py,
tenemos:

8 XM = 6k {XM g1} + Sk { XM o} + 0ka (XM, 62}
¥ 8ePar = 6k {Par. 1} + 0ko{Prs. o} + §ka{ Pas, b3},

que tienen la forma explicita:

XM ke Sk XM
( 5P ) = ( —oks — 6k ) ( py ) (231)
Ocupando las matrices (2.8}, las variaciones (2.31) se pueden escribir de la
forma

6. XM = ¢ Wt XM (2.32)

De acuerdo al primer capitulo, las variaciones de los multiplicadores de
Lagrange bajo las cuales la accién extendida es invariante, salvo un término
de borde, estdn dadas por las ecuaciones (1.127), (1.128) y {1.129). Para
este sistema en particular son:

§ XM = gt XM (2.33)

S = 8k + 200 8k — N26Ky), (2.34)

8 A% = 8ks + (N 6kg — A36ky) (2.35)

Vo 8 A% = Gky + 20020k — A3Sky). (2.36)

Por lo tanto, temando en cuenta la ecuacidn (1.126), la variacién de la
accién (2.22) ante las transformaciones de norma es

1 2
8.5 = (8ky §P2 - cSkg%X“)” (2.37)

T

De donde, la accidn (2.22) es invariante bajo las transformaciones para las
cuales el término de borde (2.37) es nulo.

2.2.1 Accién de I.Bars

En la referencia {25] I. Bars trabaja con la accidn

.
&= %/ dr[D- X} €7 X;nlnn

1d(X{TX)

T2 Sy ' 1 v, h
= / dr[ XM XN — E2'13)<;”;§;\ T v ar- (2.38)
L 1
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Esta accién difiere de (2.22) sélo por una derivada total, luego, tiene las
ecuaciones de movimiento (2.29) y (2.30). En [25] se dice que para obtener
las ecuaciones de movimiento de {2.38) se debe imponer las condiciones de
borde

xMry=xY v XMn)=xl. (2.39)

Estas condiciones sobredeterminan las ecuaciones de movimiento (2.29).
Sin embargo, esto se puede arreglar sl se imponen otras condiciones de
borde. Al hacer una variacidn a la accién (2.38) tenemos:

T2 i (3]
55 = f dr[D. XMe 96X 0 — 522 XM X ar
+%%(PM5XM - XM5Py)). (2.40)

Si f es una funcién de une variable y no tiene extremos, entonces, podemos
definir

(Pu)?
2f
aqui f' representa la derivada de f y en la definicién de Py no se estd

ocupando la convencién de suma de Einstein. Con estas definiciones se
tiene que

M XM 7
Q =f(m) y Pu= (2.41)

1 -
§{PM5XM — XM5Py) = PrrdQM. (2.42)
Por lo tanto, si se pide que en los bordes se satisfaga

QM) =@ v  QY(m)=07Y, (2.43)

el principio variacional aplicado a (2.38) da las ecuaciones de movimiento
correctas.
Por otra parte, para que la variacion (2.32) sea una simetria de la accién
(2.38) los multiplicadores de Lagrange, Z¥, deben de variar de una forma
particular. Sivariamos la accidén (2-38) con (2.32) y 2 2% la dejamos libre,
entonces,

. 1
L = =g XMX[6ZY = (0,07 +wieqoZ™ + ey Z%)] (244)
Luego, la accidn es invariante bajo las variaciones infinitesimales
XM =gt x M (2.45)

1

Y BZT =0, b WM 2T 4w ey 2 (2.46)
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Las transformaciones de norma (2.48) se pueden escribir de forma ex-
plicita como (2.34), (2.35} y (2.36). Asi, la acudn (2.38) es invariante
ante cualquier transformacion de norma,

2.2.2 Transformaciones de norma finitas

Usando (2.7) las transformaciones de norma infinitesimales {2.31) se pueden
escribir como

M =1, + 04X (2.47)

Anteriormente vimos que, con {2.10), éA se puede escribir como (2.9). Sin
embargo, también se puede escribir como

SA =6y + 81302 + Sl3ds, (2.48)

con

¥y
. . dky — Ok 8k + 6k
5l = Gk, Blp= 1T gy o O EORs (2.50)
2 2
Las muevas matrices {2.49) satisfacen
c?»% =1, @=1 d=-1 (2.51)
Ouby + 0y = (i#7)  i,i=123. (2.52)

Por otra parte, la versién fnita de la transformacion (2.47) ticne la
forma (ver [32])

1. L
lim [1 4 —(ll(ﬁ] T lago + ig(ﬁ’g)}ﬂ — e(i1®1+i2¢2*l303) (253)
=00 n

donde 8/, = & = (1= 1,2,3).
Usando {2.51) v (2.52), tenemos que:

oy y (8=
(2n)!

n>0

I n " U% + l% - lg)n
{1 +lody + l302) E T
n>0 (2n+ 1}'

(2.54)
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Si o = i3 = 0 tenemos

- kg
kady € 0 e
e = ( 0 ekz ) . (2.-3[))

Si l] = 13 = 0 tenemos

By —kg

2

o — B —k
( 13, _ [ cosh{&5%)  seph(f1ka) -
e ( senh(f1242)  cosh(Bika) (2.36)
Sily =1y = 0 tenemos
k1=K kitk
(Mg )0, _ cos(“5=2)  sen (%34t ) -
¢ —sen (1 ths) cos{ fxths '{I“ ) /7 (2.57)

Por lo tanto, las matrices {2.53), {2.56) y (2.57) son las transformaciones de
norma. finitas. Ocupando estas matrices podemos recuperar los resultados
que tenemos en forma infinitesimal.

Ahora, supongamos que tenemos la transformacién

(‘gﬁ)z(ig)(};ﬂ) con  ad—be=1. (2.58)

Entonces, la accién (2.22) en funcién de las variables X, P y A tiene la
forma

L
Il
T
g‘. L&)
fnl
o
[
ro | —
o
+
4
P
vl
4
):ol

1 1_..
+2d:(db§P2 +beX - P+ ac§X3)] (2.39)
donde
N=B,N+ R (2.60)
con
a2 2db B2 bd — bd
Biyj=1 de be+da ba ¥ Ro=—| ad-b¢ |. (281
2 2ac  o? ac — aé



Se puede probar que se cumple det B,, = 1. Por lo tanto, se tiene que

s o1 .
X =BV - RY). (2.62)
Asl, la accidn (2.22) es invariante, salvo un término de borde, bajo las
transformaciones de norma (2.58) v (2.62).

Por ofra parte, podemos ver que X%, P2, X . Py X - P son invarian-
tes bajo transformaciones globales de S0(2,d). Asi, el sistema tiene como
simetria global a S0(2, d). Como se muestra en el apéndice A, las cantidades

LMN = g xMxN = xMpN _ xNpM (2.63)

generan el dlgebra de S0(2, d). Se puede mostrar que las cantidades (2.63)
conmutan con todas las constricciones:

(LMY, 01} = (LMN g} = (LMY, 65} = 0, (2.64)

es decir, son cantidades invariantes de norma. También se puede mostrar
que LMY es invariante bajo las transformaciones de norma finitas (2.38).
Las cantidades LM satisfacen el dlgebra

{LJWAN LKR} . LRMWIVK + LK.NT]&TR + LI\’RT?MK _i_LM'I(nf\"R. (2-65)
Como se muestra en ¢l apéndice A, (2.63) es el dlgebra del grupe SO(2,d).

Veamos el nimero de grados de libertad efectivos que tiene &l sistema
En principio hay 2(d 4+ 2) coordenadas independicntes en el espacio fase,
(X, P), sin embargo, como tenemos tres constricciones de primera clase, los
grados efectivos de libertad son {d — 1).

2.3 Condiciones de norma inconsistentes

Si tenemos un sistema con libertad de norma y consideramos condiciones
de norma incorrectas podemos obtener diferentes sistemas reducidos, pero
estos sistemas no son equivalentes al que se obtiene al fijar la norma de
manera correcta.

Para mostrar que esto ocurre, veamos como partiendo de la particula li-

bre reparametrizada podemos, fijande mal la norma, obtener una particula
en un potencial cualquiera.
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Consideremos la accién

Tz . 2
T1
Las ecuaciones de movimiento de la accidén (2.66) son
t= A, (2.67)
Xt = AP, (2.68)
P =0, (2.69)
P =0, (2.70)
B, P
B+ = 0. {2.71)

2

Impongamos la condicidn de norma

2V(X)
PR,Pi

Al despejar F; de (2.71) y sustituirla en (2.66}, junto con (2.72), tendremos
la accién de una particula en un potencial V{X):

t= {1+

). (2.72)

PPt

T2
S= / ar(Px - 12 Ly o). (2.73)
T1
De esta accidn obtenemos las ecuaciones de Hamilton para una particula
en un potencial V(z).
Pero al sustituir (2.72) en las ecuaciones de movimiento obtenemos

A=(1+ 2;(;?), (2.74)

X, =1+ 2;5(;? )P, (2.75)
F=0 (2.76)

y B=0 (2.77)

Evidentemente estas no son las ecuaciones de movimiento para una particula
clasica en un potencial V(X). Por lo tanto, la condicidén de norma (2.72)
no es consistente con el sistema.

2.3.1 Norma de una particula en un potencial V(r)

En trabajos recientes se ha venido trabajando con la accién (2.22). En [27)
se hace el siguiente razonamiento.



Tomemos Ja accién (2.22), la métrica de dos tiempos (2.18) ¥
XM= (x% X% xh, PY=(PY. PPy (I=1,.,d. (278)
51 tomamos las coordenadas
XM = P(cosv,senv,n’), P = G(—senv,cosv, mi). (2.79)

FEntonces, las constricciones tienen Ja forma

X? = F¥n*-1)=0, (2.80)
PP=G¥m?-1)=0 (2.81)
v X -P=FGn -m)=0. (2.82)

Por otra parte, de un calculo directo se obtiene
X -P=FG(-u+n-m). (2.83)
Asf, al sustitulr estos resultados en la accidn (2.22), obtenemos
T2 1
8= / dr{FG(—v+n-m)— XN EGQ(m2 -1)
1
X FG(m ) - AS%FQ (n® = 1)]. (2.84)

Por lo tanto, &1 tenemos las constricciones resueltas, la accidn (2.84) resulta
ser

T2
S = / dr[FG(—0 +n-m)]. {2.85)
T1
Para resolver las constricciones de ny v my consideremos

(r-p)v—2H r*  (r p)p

T
nr = E_ s » ? + v L (286)
¢ —9H
me={1+ 50, Y250 (=104 1) (2.87)

con H =224 Viz).
Se puede mostrar que (2.86) y (2.87) resuelven (2.80), (2.81) y (2.82).
Ademas, se tiene que

v—2H

ri

[—(r-p)+ (rp)0:In(vV—-2H)], (2.88)

-1 =
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con 1V una funcién que sélo depende de r.
Sustituyendo en la accidén (2.85) tenemos que

vV—2H
rV

T2
8= f drFG[~0 +
1

Finalmente, si imponemos las condiciones de norma

rV
v—2H

[(r - p)B:In(v/~2H) + H]

FG =

—2H
TV

y v=

obtenemos la accidén

S = f drif - p— + V],

[=(r-p)+ (r-p)0-ln(~ —2H)).

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

que es la accidén para una particula no relativista en un poteacial V(r)

cualquiera. Las ecuaciones de movimiento para esta accién son:

80H
ap,
i 6H _ aV r*
== o

7P =

(2.93)

(2.94)

Si el razonamiento que acabamos de mostrar es correcto, la accién aso-
ciada al grupo simpléctico Sp(2) tiene como espacio reducido la particula
cldsica en un potencial V{r) arbitrario. Sin embargo, veamos si este ra-
zonamiento es correctc. Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de

(2.89) son
FG =@ = cte,
o= ;5,H (—(r-§) + (r - p)O-In(v/=2H)],
d —2H T
gl el =
e 2G5+ ()OI (V2]
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) i[(rtgj]atV] _ 8 v/-2H
¥ dr' vV /2H' ot v

=G+ 5) + (- )3, (V=3 H)]). (2.98)

Con las condiciones de norma {2.90) v (2.91), tenemos las ecuaciones

T_ZH = o = cte, (2.99)
H=—{rp), (2.100)
d V—2H r-p _
E[ " (_'r't + 2_1-_1—371)} =
I e e eV IE] v (2100
d (T 'p)azv _ d —2H [ . —
E[m] = “51;[ B+ (- p)drin(v -24]]] (2.102)

De donde, sl tenemos buenas condiciones de normas, las ecuaciones reduci-
das (2.99)-(2.102) deben ser equivalentes a las ecuaciones de una particula
no-relativista en un potencial ¥V {r).

De la ecuacidn (2.99) tenemos que

av —2H

r

V= . (2.103)

Por otra parte, tomando en cuenta (2.94}, la ecuacidn (2.100) tiene la forma

av
Sin embargo, de (2.103) obtenemos
v 20H
—_— = — 2,103
" ar —-2H + & ( 5)
Tgualando esta ecuacién con (2 104) obtenemos que
NETY: - (2.106)
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Al sustituir este resultado en (2.103). obtenemos

[M

V==, (2.107)

V=-"s+8 (2.108)

esto implica que o = 0, es decir, ¥V = 0. Cuando V = 0 toda la dinamica
se elimina y, ademds, pierden sentido las ecuaciones (2.86) y (2.87). Asi,
las ecuaciones (2.99)-(2.102) no son equivalentes a (2.93) y {2.93). Por lo
tanto, las condiciones de norma (2.90) ¥ (2.91) no son correctas.

2.3.2 Msétodo de Dirac y reduccién de 1. Bars

Para obtener la accién (2.85) no se ocupd el método de Dirac. En esta
seccién ocuparemos este método para mostrar que no se puede obtener de
forma consistente la accidn (2.85).

Lo primero que podemos observar es que el espacio definide por las co-
ordenadas {2.79) tienen 2d + 3 grados de libertad v no 2d + 4. Por lo
tanto, ocuparemos oiras coordenadas con 2(d + 1) grados de libertad que
contengan a (2.79) como caso particular. Antes de hacer esto haremos un
paréntesis.

En principio tenemos el espacio fase compuesto por XM v Py, junto
con el paréntesis de Poisson {X*, Py} = §¥. Sin embargo, para evitar
grandes cdlculos veamos el espacio fase de

XM PM Mlxn v Tpa. (2.109)

El cual suponemos tiene los paréntesis de Poisson {X™ dlxn} = (5}’{?’ .
{PM Jlpy} = 5% v cero en cualquier otro caso. Al espacio fase origi-
nal le hemos aumeniado el ndmero de variables. Sin embargo, podemos
regresar al espacio fase original. Impongamos las constricciones

Xiar = xar — Par ¥ Xonr = Hpus (2.110)
las cuales tienen el paréntesis de Poisson

X1 Xan} = —nun- (2.111)

Asgi, todas estas constricciones serdn de segunda clase. Por otra parte,
se puede verificar que al construir el paréntesis de Dirac, con sdlo estas
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constricciones, obtendremos que el paréntesis de Dirac de las variables X%
¥ PN 3011

A g M
XM, Py} = b (2.112)
Por tanto, al hacer fuertes las constricciones (2.110) obtenemos el espacio
fase original.
Asi. podemos tomar el conjunto de constricciones

dy = PYHxa — %PZ, (2.113)

by = XM xpr — PP 1par, (2.114)
¢s = %X'z ~ XMIpys, (2.115)
xin = xar — Par, (2.116)

xam = Lpas (2.117)

pues, como vémos, al hacer fuertes las constricciones (2.110) recuperamos
las constricciones originales. El dlgebra de constricciones del conjunte
(2.113)-(2.117) es

{@1, 02} = =201, (2.118)

{xtm 1} =0, (2.119)

{xoms 1} = —xim, (2.120)
161,95} = —¢o, (2.121)

{Ixuar, @2} = —xiars (2.122)
{Ovama, 2} = xanss (2.123)
192,03} = 23, (2.124)

{x187, 03} = X285 (2.123)

{Xaas, 62} =0 (2.126)

vy {xuoen)=-ni. (2.127)

De egtas relaciones, es claro que las constricciones g1, Oy ¥ ¢3 siguen siendo
de primera clase vy las constricciones (2.110) de segunda. Con el conjunto
{2.113)-(2.117) podemos formar la accién

§= / dr(PYMTpa + XMk — [Mgr + Aoz + Aaghs +
S

u¥ xinr +udxon]). (2.128)

Al introducir variables extras el espacic fase incrementé su dimensidn, sin
embargo, al mismo tiempo tenemos 2(d +2) constricciones de segunda clase
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mds. Asi, el mimero de grados efectivos de libertad del sisterna sigue siendo
el mismo, 2(d — 1).

Por otra parte, sabemos que toda transformacién de coordenadas es una
transformacién candnica [10], con funcién generadora Fo = fi(gy,....qn) P
v las relaciones

OF; 3R 8

Q 6P _f(qu' an) Di = 6q1 e 8(]2

P,. (2.129)

Entonces, consideremos la transformacién de coordenadas

PM = F(cosw,senw,n’) = (P*, P¥ .PT), (2.130)
XM = G(—senv,cosv,m’) = (X°, X% X7}, (2.131)

T.a transformacién inversa de (2.130) ¥ {2.131) es

(P02 + (PY)?, (2.132)
_po

v= tan_l(w), (2.133)

m! = _P ' , (2.134)
(PO)2 + (PY)2

(X0)2 + (X0)2, (2.133)

w= tanl(%(;; , (2.136)

= X (2.137)

(Xe)z + (X()f)z'

Por lo tante, la funcién generadora de la transformacién candnica es

i
X ot i/ ( + (X9)2 & Iytan * (— )
(X902 + (XG’)‘> PO'

Pl
X [ poy2 0)2 ™
Htan™ (P92 + (PY VI + —————= CDE (2.138)
De donde ohtendremos

XMy

Op = =2, Tay =IIx/F, (2.139)
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pM s

o= 5" o =HpG, (2.140)
[T, = —Fllxgsenw + FIlyy cosw, (2.141)
II, = —~Gilpycosv — Gilpysenv. (2.142)
Por lo que,
n
Nxo = (Ilp — [ tad Jeosw — %Senw: {2.143)
1L, a
gy = ~ g cosv - (e — il gm‘r)senv, (2.144)
I
Oxo = (Ip ~ o g’ﬂ)senw + EFE’— COS W, (2.145)
11.. I
Opy = ——-Gisenv + (g ~ = gmf) cos v, (2 146}
HJLI Hml
My; = , Mp; = —. 2.147
xr=To M= (2.147)

En estas coordenadas las constricciones de primera clase tienen la forma

G T,
¢ = ~F—'LF(HF -z I)sen(w — )+, cos{w —v) + m T~
F .
TG(m"" — 1], (2.148)
¢ = Fllp - Gle ¥ (2.149)
F. 1L,
e = aiAG(HG I e I)sen(w — ) + 1, cos{w — v) = n Ty +
EC w2 -1y (2.150)
2
Mientras que las de segunda clase

o, n'IL,

X10 = — = senw + (Mg — ik ;) COS W — Senu, (2.151)
I1, I

X20 = = COSU (Il - m My Jsenw, (2.152)

I, 1L,
X100 = - cosw + (MIg — I 7 I)senw + cosw, (2.153)
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11, T
X200 =~ senv +cosv(llg — e Gm‘r)cos U, (2.154)
O, - F .
Xir = - a Gm;: (2.153)
Iy -
Xar = TI (2.106)

Como la transformacién de coordenadas (2.130) y {2.131) es candnica el
dlgebra de constricciones no se altera.

Por otra parte, para hacer fuertemente igual a cero las constricciones (2.110)
debemos construir los paréntesis de Dirac correspondientes. Sean

X1 = X10: X2 = X10': X3 = X11,---2 Xd+2 = X1d+2;

X(d+2)+1 = X20: X(d+2)+2 = X20'; X(d+2)+3 — X21: -
s X2(d+2) = X2(d+2) {2.157)

las constricciones de segunda clase. Tomando en cuenta el dlgebra entre las
constricciones (2.157), el paréntesis de Dirac entre dos funciones, A y B,
cualesquiera del espacio fase es

{APB}* = {A, B} + T]M{N {"4'7 X‘ZM}{XIN? B} -
™M N4, x180} {x2n, B} (2.158)

Asi tenemos los siguientes paréntesis de Dirac

{F,G}" = —sen{w — v), {2.159)
(G} =0, (2.160)

{F.v}" = cos(w — v), (2.161)
{G,w}" = %; cos(w — v), (2.162)
(F,w}* =0, (2.163)

{Gnr} = —%sen(w -, (2.164)
{F,ng}" =0, (2.165)

{(F,m}* =0, (2.166)

{F,m;}* = %sen(w — ), (2.167)
{w,vi" = ——P—,lésen(w - u), (2.168)
{v,mi}" =0, (2.169)
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fv,n}” = —% cos{w — v, (2.170)
fw.ng}* =0, (2.171)
{w,mr}* = -TF‘% cos{w — v}, (2.172)
Opi TV 172
: = - W), 2.17
{ng,my} e e senfw — v) (2.173}

Al hacer las constricciones de segunda clase fuertemente igual a cero
enconiramos que

T, =0, Ty = —FG coslw — v), (2.174)
ma =10, rr = Gin-m - sen(w — v}, {(2.173)
Tni = 0, Tl = FGTI’?[ (2176)
Por 1o que, las constricciones de primera clase tienen la forma
2
é = %(m2 —1), (2.177)
¢y = FGln - m — sen(w — v}, (2.178)
2
b5 = = ). (2.179)

(2.180)

(Ocupando los paréntesis de Dirac se puede verificar que el dlgebra de las
constricciones de primera clase se preserva. Sustituvendo las ecuaciones
(2.174)-(2.176) en la accidn (2.128) tenemos:

S = f ) dT[FG(-w COS(L{J — ’U) +n- TH,) - (Alﬁél + /\gd)z + )\3@3)](2181)

Si tormamos el caso w — v = 0, obtendremos (2.84). Pero veamos si al im-
poner la condicién de norma w— v = 0, con el método de Dirac, chtenemos
la accidn {2.84).

Definamos
S TS PO A QI T 2.182
+WG¢1+F¢2—T(H +m ), (2.182)
F G FG, .
e = a@l - ;ﬁ@ = T(nz -m?). (2.183)

Con la ayvuda de nuestra lista de paréntesis de Dirac podemos ver que

{®.,8.} = 2[@s — Psen(w — v)], (2.184)
{Br, ¢} =0, (2.185)
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Por lo tanto, de ¢1, ¢ v ¢5 podemos obtener el conjunto &, P_ y ¢2,y a
la inversa. Ademaés como ambos conjuntos son de primera clase, podemos
tomar como constricciones del sistema a curalquiera de los dos conjuntos.

Consideremos el conjunto ®., ®_, ¢ e impongamos la condicién de norma

Xo =w—v=0. (2.186)

Podemos ver que se cumple el algebra

{Xa, @2} =0, (2.187)
{Xa, ®+}" = FLG(I)_ cos{w — v), (2.188)
{Xa, @} = (?—& + 1)2 cos(w — v). (2.189)

De donde, la constriccidn (2.186) es una buena condicién de norma, pues
hace de segunda clase a &_. Haciendo fuertes las constricciones x, v -,
las constricciones de primera. clase restantes son

@, =FGn>-1) v  ¢2=FG(n-m). (2.190)

Y los nuevos paréntesis de Dirac para dos funciones del espacio fase, A ¥
B, cualesquiera son

{4,BY"" = {4, B} — {4,x} (8-, BY + {4,0_}"{xe. BY". (2191)

Por otra parte, al hacer fuertes a y, y ®_ la accién que obtendremos es
T2
5= f dr[FG(—v+m-n) — (MFGn* — 1)+ X FG(n-m)}. (2.192)
1

Por lo tanto, con el método de Dirac la condicién (2.186) no implica la
accidn (2.84).

Asi, el método de Dirac no da los mismos resultados que el método de
reduccién de 1.Bars.

2.4 Particula libre no-relativista en un
espacio de dimensién d

Hasta ahora hemos ocupado las coordenadas

XM= (XY X" X% XYy
pPM = (p¥ pY PO PV (G=1,..d-1). (2.193)
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Sin embarge, podemos considerar cuaiquier otras coordenadas, en esta
seccidn ocuparemos las coordenadas del cono de luz. Consideremos el cam-
bio de coordenas

E

H 1
X% — - XUI +Xln‘ ) X— = o XO.’ - Xl.‘ ) XO — XD, Xt = X
\/5( ); \/ﬁ( );
1 1
Pt = (pY 4 ply, P~ = —(pPY - ply, PY = po Pt = Pt
ﬂ( ) \/5( J; ;

Es claro que este cambio de coardenadas es invertible. Como sabemos, al
hacer un cambio de coordenadas la métrica también cambia. En el caso
particular que tenemos la nueva métrica es la métrica del cono de luz, para
una coordenada temporal v una espacial, dada por

Nt =M4—=-1, - =14+ =0,
Mo = —1,  m, =04, t=1,.,d-1 (2.194)

v todos los demds términos nulos.

Con las coordenadas del cono de luz la accidn (2.22) tiene la forma
S = / dr{(—PtX~ — p~X*t - P°X0 4 prx*

A X

2 2

Las ecuaciones de movimiento (2.29) ¥ (2.30) para este caso son

PP~ P X - =X (2.195)

X~ =MP + 20X, (2.196)

Xt =Pt 4 0u,XT, (2.197)

X0 = AP+ X0, {2.198)

X' = MP' 4+ A XY, (2.199)

P = P = X7, (2.200)

Pm o= — 0Pt — A Xt (2.201)

PO = 2P0 — X X©, {2.202)

Pl= o )gPt— A XY (2.203)

P?= 2P P~ - P'PY 4 P'P, = 0, (2.204)

P.X=-PrX" P XT-P'X° 1L PX"=0 (2.205)

y  XP=2XTXT - XXy X X'=0. (2.206)
Impongamos las condiciones de norma

x1=XT -7, x2=Pt-m v  xa=P" (2.207)
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De las ecuaciones de movimiento (2.197), (2.201) y {2.202) podemos ver
que los muitiplicadores de Lagrange se determinan, y son:

A= —, A=Az =0. (2.208)

Asi, tendremos que las ecuacicnes reducidas son:

P~ =0, (2.209)
Pt =0, (2.210}
PV =0, (2.211)
P =0, (2.212)
X~ =0, (2.213)
X+ =0, (2.214)
X% =0, (2.215)
Xi= 5, (2.216)
T
o7 T2
X() = X"X: - —Pin + —;PIPi == cte, (2217)
m m-=
P2
=t 2.21
| Y (2.218)
v X = E__&___'_'P_ (2.219)
m

Estas ecuaciones resultan ser consistentes. Por lo que, finalmente tenemos
las ecuaciones de la particula libre en el espacio Euclidiano de dimensidn
d, mas dos identidades y una constante de movimiento no trivial.

Sustituyendo (2.207) en (2.193) encontramos

"o PP
8= Xip, — = 2.220
[R50 (2.220)
que claramente es la accidn de una particula libre no relativista de di-
mension d — 1. Sin embargo, se puede observar que esta accién depende de
la norma Pt = m,

La constante de movimiento (2.217) es s6lo un caso particular de las
cantidades conservadas LY. El conjunto total de estas constantes de
movimiento es:
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L =X'p1 - X1p (2.221)

27 2
L0 = PZ\/Xka — PEX 4 T—,,P‘»‘Pk, {2.222)
m m-
L't =mX* — P'r, (2.223)
. 27 2
0= m\/Xka - ZPEX + T_szPk, (2.224)
m m
_ - 2
L0 = _ipkpk\/xkxk ~ T pix, T PEP, (2.225)
2m m m
y LTt = PXF - T’—nPkPk. (2.226)

Ahora para realizar la reduccidén ocuparemos el método de Dirac. Al hacer
la evolucién de las condiciones de norma (2.207) con la Hamiltoniana ex-
tendida (2.23) se obtienen los multiplicadores de Lagrange (2.208).

Por otra parte, usando la notacién

= P =X xe=PoX (2.227)
tenemos gque
0o 0 0 m -X-
0 0 0 0 Xt -m
o 0 0 0 X° ]
Capg ={xo:Xad ™ | _ o 0 0 0 (2.228)
0 Xt —-X% 0 o0 0
X™ m 0 0 0 0
cuyo determinante es
detChp = mi (X2, (2.229)
Asf las condiciones de norma {2.207) son correctas si X° # 0.
La matriz inversa de C5 estd dada por
Q 0 0 = {0 0
o 0 0 ey R U
0 0 0 L 5 2%
OQB e, ‘ (2my2X 2 mx . (2230)
. g G S 0 g
2m (2rn)? (2m)2 X0
0 G 0 0 0
0 3= 33 0 0 0



De donde, los paréntesis de Dirac son:

[4B)' = {4 B}~ {4 x}{xwB)

+{A= X2}(‘fn9_ {X4B} + ;]]:L—{XG?B})

XXt X+ 1
+{4, Xs}(w{XmB} X0 {xe, B} — "X_g{XaaB})

1 X~ X—xt
+E{A,X4}({X113} - W{X?aB} - W{X&B})

oA o BY - A o) (e, B + 2 {xe, BY). (223)

De un célculo directo se puede mostrar que si 4 = A(X" Py B =
B{X*, P;), se cumple
{A,B}" ={A4,B}. {2.232)

Con los multiplicadores de Lagrange (2.208) y las condiciones de norma
{2.207) la Hamiltoniana (2.23) tiene la forma

1
Hp=—Pp" (2.233)

2m

Entonces, las ecnaciones de movimiento que tendremos sor

=0 v X, = iP,L. (2.234)
m

Asi, con el método de Dirac también obtenemos como espacio reducido a

la particula libre no relativista.

A pesar de que resulta trivial en este caso, se puede notar que log paréntesis

de Dirac de las variables X¢ y P, coincide con la métrica del espacio re-

ducido.

2.4.1 Normas genéricas

Las condiciones de norma que se impusieron para obtener la particula li-
bre no-relativista no son las dnicas que se pueden imponer zl sistema que
estamos estudiando. Ahora, ocupando la métrica del cono de luz {2.194),
impondremos condiciones de norma que contienen como caso particular a
(2.207) y que fijan la norma de forma correcta.



Consideremos las condiciones de norma
xi=Xy = A7), xa=Pr - fln),  xs=F- filr) (2.235)

Como estamos ocupando la métrica (2.194) la accidn que tenemos es (2.195).
Al sustituir (2.233) en las ecuaciones (2.197), (2.201) y (2.202) encontramos

que
fi F2 Lt 0 At
oi=10 -2 —-A Ax ), (2.236)
f& 0 _.f3 -Xp Ag
1 2
P_ = MQ"E(PQ.E - f?;): (2237)
dmzﬁfxﬁvwxﬁﬁaﬁ y (2.238)
— i " T _ i 2 2y M;_ ﬁ _ 3
X-= f2[P’£X sz(lo:n fS) 2f2 = f2 (f?X'L flp‘i,) } (2239)

De estas relaciones podemos determinar los multiplicadores de Lagrange
slempre v cuando

Flf:Xo = fufs) = ThV(RX. - AP)? #0, (2.240)

es decir,
£#0 vy JRX - RBRE#0 (2.241)
Mediante un cdlculo directo se puede verificar que estas son las condiciones

para que las condiciones de norma (2.235) y las constricciones originales
(2.14) formen un conjunto de constricciones de segunda clase.

Despejando los multiplicadores de Lagrange (2.236) tenemos que

_dAf) 1 PUBA = )

A o= . — 2.242
dr fy [} (RX. — AR)? ( )

Filfafs = Fafo)
Az = —0-n ; 2.243
2 faF PV SaEENAL ¥ ( )
A'S =+ (.f3f2_f3f2) (2244)

V{RX ~ APE
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Con estos multiplicadores de Lagrange las ecuaciones de movimiento para
P,, P, P, Xy, X_ y X, son identidades. Para las variables restantes
tenemos

% = (dhf) 1 = fiz(fsf“ f3f2)
dr Jfi (X, ~ f1P)?
f1(f3f2 — fafo)
for/(F2 X5 — i P)?
: fi{fafe — fsfa)
Pi=—(-8;Inf> F ST hX = LB

(fsf> = faf2)
V{fX, - HLE)?

Por otra parte, al sustituir en la accidn (2.193) las variables que no son
independientes tenemos

)P, +

(=8-nfo F

)X, (2.245)

)P,

=+

)X (2.246)

S = _/Tz dr[XiP; — 2}:3 d{);leZ) + {(X*F)0:Infs

(fafo— fafs)  d S}
7 Taln

Se puede mostrar que las ecuaciones de movimiento que obtenemos de la
accién (2.247) son (2.245) v (2.246).

(foXo — A1P)? hE (2.247)

Con las condiciones de norma que hemos impuesto, las cantidades LMN
tienen la forma

Li; = X.P, - X, P, (2.248)
Lii= 1P, — faXs, (9.249)
LO-!— =7 (f‘BXz - flpz)zs (2250)

Lgi=P -f3f1 \/ (F2X, — LB)2) — X5, (2.251)

Pt Jifs
L—t—( [PX Zf( - ) - fo

j? (X~ PP, (P _ XL (2.252)



Se puede verificar que, para cualquier fi. fo v f3, estas cantidades son con-
stantes de movimiento.

También podemos notar que con estas condiciones de norma el espacio
reducido depende de pardmetros de las condiciones de norma.

2.5 Particula libre con masa en el espacio
de Minkowski de dimension d

Al imponer las condiciones de norma para obtener la particula libre no-
relativista se eliminé toda la libertad de norma del sistema. Sin embargo,
también es posible imponer condiciones de norma que no eliminen toda la
libertad de norma v, de esta forma, obtener, como espacios reducidos, sis-
temas que tienen libertad de norma.

En esta seccidén mostraremos la forma en que se puede obtener la particula
libre con masa en el espacio de Minkowski de dimensién d.

Consideremos las coordenadas en el espacio fase
XM= (x0xY xV xT . x4, (2.253)
PM = (PO, PV, PP L PP (2.254)

y la métrica de dos tiempos (2.18). Con esta métrica las ecuaciones de
movimiento (2.29) ¥ {2.30) tienen la forma

PM = o PM g x M (2.255)
XM = 2 PY 4 apxM, (2.256)
PP=-P}—P,+P,+PP=0 (i=1.d-1), (2.257)

X'=-X7 - X3+ XL +X'X,=0 (2.258)
v X -P=-PXy—-PyXp+P X +PX =0 (2.259)

Siimponemos las condiciones de norma

Plﬂ = m ¥ PQ/ = 0, (2260)

tenemos que
PV = PV - XY, (2.261)
PO, = =X Py — Ay Xy, (2.262)
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de donde,
Ag - A3 =0. (2263)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento reducidas son
PM=0 y X¥=X\Pu (2.264)

De las ecuaciones (2.258) v (2.259) podemos despejar

02
Xy = \/ (P‘fmig) + XXy (2.265)

_BXY

Xy = (p=0,1,..,d=1). (2.266)

con P, X# =n*" P, X, y n"* la métrica de Minkowski. As{, las ecuaciones
de movimiento para las variables independientes son

B, =0, (2.967)
X# = A PH, (2.268)
¢ =P,P*+m® =0, (2.269)
ny2
X(]J = \/@T-T}L{T)_ + X’,_,,X‘u = cte, (2270)
i
Xy = _%, (2.271)
m
y  XY=xnm (2.272)

Fstas ecuaciones de movimiento son consistentes.

Como la ecuacién de movimiento para X' es sélo una identidad, hemos
obtenido las ecuaciones de la particula relativista libre y una constante de
movimiento.

También podemos ver que al sustituir (2.260) en la accidn (2.22) tenemos

T2 . 5
S f dr X P, — g(P#P# +m?)].
T1

Que es la accidén de una particula libre con masa m en el espacio de
Minkowski de dimensién d.
Fl conjunto de constantes de movimiento LV para este sistema es

LV = XY P¥ — X*PY, (2.273)
LYV = mX¥ + %P“XQP”, (2.274)

77



, P, X%)? ]
L = _p”\/(ﬁz_) . (2.275)

)2
y o L= “m\/@fz—) + XX, (2.978)

Al hacer la reduccidn mediante €l método de Dirac obtenemos los mis-
mos resultados. Primero definamos el conjunto

x1 =Py —m, (2.277)
xz = Fo, (2.278)

xz =P X, (2.279)
xe = X2 (2.280)

Hs facil verificar que este conjunto de constricciones forman un conjunto de
constricciones de segunda clasc, pues,

0 0 0 -2X
Cap % {Xa» Xa} = oo o (2.281)

o

2X, 2Xe 0 0

la cual es singular sélo sim = 00 Xy = 0. También se puede verificar que
la constriccidén P? sigue siendo de primera clase.

Al hacer la evolucidn de las constricciones (2.260) con la Hamiltoniana
extendida (2.23) s¢ obtienen los multiplicadores de Lagrange (2.263). La
matriz inversa de Cug s

N .
0 0 = X
Cn,@ P O X, mXo 2 (2.282)
m mXo 0 0
0 = 0 0

2

I

Mediante un célculo directo se puede ver que para la variables X, v P, los
paréntesis de Dirac coinciden con los paréntesis de Poisson, es decir,

{XH# P} =8k,

Por otra parte, al sustituir (2.260} y {2.263) en {2.23) tenemos que
A L 2
Hp = E(P* P, +m®). (2.283)
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Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para P* y X* son (2.267) y
(2.268).

En este caso ya no resulta tan trivial notar que los paréntesis de Dirac
de las variables X¥ v P, coincide con la métrica del espacio reducido.

2.6 Particula libre sin masa en AdS;.1

Para obtener como sistema reducido a la particula libre sin masa en el
espacio AdSgy, tomaremos las condiciones de norma

xi=Xr~1 v x2=8. (2.284)

Para este caso también tomaremos la métrica (2.18), esto implica que las
ecuaciones de movimienio son (2.235)-{2.259).

De las ecuaciones de movimiento para X5 v Py podemos determinar dos
multiplicadores de Lagrange:

Az = Ag = 0. (2.285)
Por lo que, las ecuaciones de movimiento reducidas son
X8 = X PH, (2.286)
PH =0, (2.287)
(P X0
= PP, — ——" 2

@'51 u 1+.X'H.X#, (2 88)
XY = /1+ XX, (2.289)
XV = nPY oy (2.290)

—(P*X
POI = ( ,u) = cte. (2.291)

I+ XEX,
Mediante un calculo directo se puede mostrar que estas ecuaciones de

movimiento son autoconsistentes.

Sustituyendo los multiplicadores de Lagrange (2.283), las variables X
v Por en la aceidn (2.23) obtenemos

Tz . (P’GXQ) A (PVXU)Z
= dr|X*(P, - X, ——~" ) - (PP, — (9.99¢
s= [ el E - X Tt~ 3 PR g ) 029)
De esta accidn teremos las ecuaciones de movimiento
; X, Xe X*(PPXg)
X* 6& — Yy M (PY — —,ﬁ' ) )
S 1+X5X5) 1{ 1—|—X3X3)' (2.293)
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4 p Xo(PPXp), _, , (PsX7) Xa(PPXg)

dr o 1+X-3X5)_ “1+XffX5)( o« Tr XN,
.8 ,_, Xv(P3Xy)
Xogzall 1+ XFXg

), (2.294)

(PX,,)?
1+ XeX,

Multiplicando la ecuacidn {2.293) por la matriz

¥ ¢y = PHP, — (2.293)

6%+ Ko XV (2.296)

obtenemos (2.286) Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.294),
tenemos que

Pt= 0.

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento de la accidn (2.292) son:

X¥ = MP" (2.297)
PP = ¢, (2.298)
@ X )2
¢y = PHP, — 1—(‘2—){:})(—# =1. (2.299)

No obtenemeos la constante de movimiento ni la identidad que teniamos
anteriormente, no obstanfe estas se siguen cumpliendo.

Ahecra definamos

_ PyX¥ X*Xg
P[}g = PQ - X I = P # T L X.%8 )
14 XgX6 u{% 1+XﬁX‘5’) 2300
v g =g - XE XY (2.301)

Con estas definiciones las ecuaciones (2.293), (2.294) v (2.293) se pueden
escribir como

. W
5 _)\139 = =

a = ?Wf‘ufy, (2302)
Xaf = )\19‘&”13;; (2303)
y o =g""P,P, =0 {2.304)

Al poner la accién (2.292) en términos de las nuevas variables obtenemos

R
S:/ dr(XVB, LB, (2 303)
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Si aplicamos el principio de accidén a (2.305) suponiendo que las variables

X* v P, son independientes, obtenemos las ecuaciones de movimiento
(2.302)-(2.302). Por lo tanto el sistema reducido que obtenemos representa
a una particula sin masa en un espacio curvo con métrica

npanngaXB

Gpv = Ny — T+ XeXA (2.306)

Como se muestra en el apéndice B, la métrica (2.306) es la métrica del espa-
cio de anti-de Sitter de dimension d+ 1 (AdS4,1). Asi, el sistema reducido
es equivalente a el sistema de una particula sin masa en AdSa. 1.

De la definicién de Pg, podemos ver que
P, =P, {62 + n,, XFX®), (2.307)

de donde
(P X*)

1A XXV

Tarmbién se puede verificar que se cumple

=P X*(/I+ nuwXrX7). (2.308)

1
VIt KXY = ——— 2.3G9
Ny 1o 6. XrX> TG AP XY ( )
Asl, B
P XH# P X~
( 23 ) _ 2] (2-310)

VIT 0, XPXY /11— guXrX?

Esta es la constante de movimiento que teniamos anteriormente. Haclendo
la derivada con respecto al tiempo del lado derecho, v ocupando las ecua-
ciones de movimiento para la particula en el espacio curvo, encontramos
que _ o

d__PaXe _ (0°PaPs) _

dt T—guX?X? /1— guXFX?
Por lo tanto, (2.310) es una constante de movimiento.
El conjunto total de las constantes de movimiento L™
SO

(2.311)

, para este sistema,

L# = X#pPY _ XVP*H, (2.312)
, 2
[ R 2 S VI + X X PH, (2.313)

1+ X X
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I# = _pr (2.314)
Py X%

y Ll’ﬂ' —
‘ (1+ X, X

(2.315)

estosi 1+ X, X% >0. 811+ X, X% <, se tienen las constantes

L = X#pY — XV pH, (2.316)
0 = X“—W_m_(fiX;aXa) +/ -1+ XX P, (2.317)
L = . pr, (2.318)

y LV = ——Pﬁﬂ—. (2.319)

V= {1+ X X)

Con las variables del espacio curvo tenemos

LW = XEPY - XVPH, (2.320)
, Psx? P~
L = X + : 2.321
V1= 9 X XE /T = ggaXeX? ( )
LM = —Pp#, (2.322)
oy Bgx?
y L'V = 5 (2.323)

V1= gaaXeXB

Para verificar que la fijacién de norma es correcta, passmos al formalis-
mo de Dirac.

Definamos
xr=X1-1, (2.324)
Yo = P, (2.325)
ys=P- X, (2.326)
xa = X° (2.327)
v =P (2.328)

Es faci verificar que la constriccidn ¢ ss una constriccién de primera clase,
mientras que las demds son de segunda clase. Asi,

01 10
-1 0 0 =2

Caz ™ {Xa: Xa} = 50 0 0 (2.329)
020 90
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de donde, det Cpp = 4. Por otra parte, la inversa de C,g tiene la forma

0 0 -2 0
ilo o 0o 1
af .,
C¥~z1 5 o ¢ 1 (2.330)
0 -1 -1 0

Por tanto, para cualquier dos funciones del espacio fase, A v B, el paréntesis
de Dirac tiene la forma

{4,BY = {4, B) ~ 5[-2{4, xi Hxe, B} + {4, %} {xs, B
{4, x3}(2{x1, B} — {x4, B}) + {4 xa}{(~{x2, B} + {xs: B})}- (2.331)
81 A y B sélo dependen de X, y F, tenemos

0B 04 04 9B,
9Ps 5X? ~ 9Pa 9XP
8B A _ 0A 8B

{4,B} = {A,B} + X*X"|

apf - . 332
X P l5pa5ps ~ gpagpss (2352
En particular tenemos que
{X#, P} =08 + XPX,, (2.333)
{P.,P,}" =X, P, ~ X, Py, (2.334)
{X5, X, =0, (2.335)
{X# P, = {2.336)
y (P, P,}*=0. {2.337)
{2.338)

Por lo que, las ecuaciones de movimiento para X* y P* son
X = {XP, o} =20 P* ¥ P*={P*M¢}" =20 X*0. (2.339)

Como vemos el paréntesis de Dirac de X con P¥ da la méirica que
resulta en la accidn {2.305) de la particula en AdSg.,, es decir,

g*’ = {X*# P} (2.340)
Por otra parte, las variables P, v X, con los paréntesis de Dirac, son
conjugadas candnicas. Mientras que la constriceidn la podemos escribir
como

¢ ={X* PV*B,P, = ¢*P,P,. (2.341)
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Asi, con los paréntesis de Dirac, podemos recuperar las ecuaciones de
movimiento para P, v X

En este caso, mas que trivial, resulta scr una sorpresa encontrar gue el
paréntesis de Dirac de las variables X* y P, coincide con la métrica de
AdSys.

El procedimiento por el cual 1.Bars obtiene este sistema se encuentra en
el apéndice B, también se puede ver en [28].

2.6.1 Dualidad de la particula libre con masa en
el espacic de Minkowski de dimensién d con
la particula libre sin masa AdS;,;

Consideremos el conjunto de ecuaciones (2.286)-(2.291) y la matriz

X' _ Xy Xgr 1
r=| X ~CgpE+a) ) (2.342)
m —(%5)

La matriz T cumple que det T = 1, entonces, pertenece a Sp(2). Con esta
matriz podemos hacer la transformacién de norma finita

XM =1,xM. (2.343)
De {2.343) tenemos que
Pu=m, (2.344)
Xy =Xu, (2.345)
By =0, (2.346)
Xo = —&, (2.347)
m

. XuXe 1
X, =X X, - (2284 yp, (2.348)

o mn

- X
g Riz?nuﬂgjz%?fg. (2.349)

También se puede mostrar que se cumplen las ecuaciones

PP+ m? =0, (2.350)
XyXM =0, (2.351)
~ _¥ pr
L (2.352)
m
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_ BXw2 . .
Xor = J(u—,) -+ XI_LX'U‘ = CtE; (2353)
d

m
= P, =0, (2.354)
%5@ -3 (2.353)
%fcy = Aym. (2.356)

Estas ecuaciones son equivalentes a (2.267)-(2.272). Por otra parie, se
puede mostrar que la transformacién (2.62) da resultados consistentes. Por
lo tanto, para este caso, la transformacién de norma (2.343) nos permite
transformar el conjunto de ecuaciones {2.286}-(2.291) al conjunto {2.268)-
(2.272), es decir, nos permite pasar de la particula libre sin masa en el
espacio AdSy 1 a la particula libre con masa en €l espacio de Minkowski
de dimensidn d.

2.7 Modelo sigma nolineal-O(d + 1) en
una dimension

Para obtener el modelo sigma nolineal-0(d + 1) en una dimensién conside-
raremos la métrica (2.18) y tomaremos las condiciones de norma

x1=Xe—-1 v x2=h. (2.357)
De las ecuaciones de movimiento para Xy v Py obtenemos que
Ao = Az = 0. {2.358)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento reducidas son:

Pi=0, (2.360)

_ R N (P1X1)2
¢1 = PP, - 5 o (2.361)
XY = /XX, -1, (2.362)
XY = NPY (2.363)

. (PX,)

v PY = = — cte. 2.364
: VX 1 (2:364)
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Para este caso fambién se puede mostrar que las ecuaciones de movimiento
reducidas son autoconsistentes.

Sustituyende (2.358), las condiciones de norma (2.357) v las ecuaciones
{2.362) y (2.364) en la accidn (2.23) obtenemos

. (PX) M iy (DX
= [ X° - X, =) - ={P*'P, - ——)]. (2.
s ] X — Xegrg, 2) - SR - gl (2369
Definamos
X, X, .
Gy = 613 + w (2366)

enfonces, las ecuaciones de movimiento de la accidn (2.365) se pueden es-
cribir como

g X' = Agn (2.367)
d o100k AOgGu g
¢ 7y = phxt 22 2 kpt 2.
Tl P = PP - S En P (2.368)
.  — ., P _ pt (P
¥ O; - ng PJ = P Pg - m — O. (2369)
Multiplicando (2.367) por la matriz
g =48 +X. X7 (2.370)

ohtenemos (2.359) Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.368) te-

nemos (2.360). Por lo tanto, la ccuaciones de movimiento de la accion
(2.365) son

X' =A\PY
P" = X\dy
Yy =g, P =0 (2.371)

Por otra parte, ocupando que g,¢°F = 4% y la ecuacién (2.359), la
ecuacion (2.368) se puede escribir como

d A OgFt
- . Iy —
et =535

Por lo tanto, definrendo

gksg.!rPSPT: (2372)

P, =g, P, (2.373)
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las ecuaciones de movimiento (2.367)-{2.369) se pueden escribir como

. AL OgFt
P,=-2"2_P.P 2.
i 9 5X1 kLI, ( 374)
X' = M g" Py (2.375)
Yy ¢ =g"PP,; =0. (2.376)

Ahora, al poner la accidn (2.365) en términos de las nuevas variables obten-
emos

T2 . —_— Parr— —_—
§= f dr (X'P, — %g”PiPJ). (2.377)
T1

Si aplicamos el principio de accidén a {2.377), suponiendo que ias variables
X y P, son independientes, obtenemos las ecuaciones de movimiento
(2.374)-{2.376).

La accién (2.377) no puede ser interpretada como la accién de una particula
libre sin masa en un espacio con métrica g,;. Sin embargo, si sustituimos
(2.374) en (2.377) obtenemos

b ngXZXj
S5=3 f ar P2, (2.378)

Para el caso de &y = 1, (2.378) representa la accidn de el modelo sigma
nolineal-O(d + 1) en una dimensién (ver [33] o [34]) .

1

Las constantes de movimiento LV para este sistema reducido son

LY = Xipi — X1p¢, (2.379)
k
L = XZL —V-1+ X, XkP, (2.380)
v -1+ XpX*

L = pr, {2.381)

P X5
VX XF -1

esto si =1+ X3 X% > 0. Perosi 1 — X, X* > 0, tenemos

y LY = (2.382)

LY = X'PI — X7 P, (2.383)
o . B X*
L = —(sz + V11— X XEPY, (2.384)
/T— X, XF
L = pr, (2.385)
P X

y LY = (2.386)

V1= X Xk
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Para verificar que la fijacidn de norma es correcta, pasemos al formalis-
mo de Dirac.

Definamos

y1 = Xo— 1, (2.387)
X2 = PO; (2388)

1_,
X3 = 2 -, {2.389)
xe=F X, (2.390)

1

y o= 51—73 (2.391)

Es facil verificar que la constriccién ¢ es una constriccidn de primera clase,
mientras que las demas son de segunda clase. Asi,

0 -1 0 1\
1 0 10
CQS ~ {Xa-,Xa} - 0 -1 0 0 E (2392)
-1 0 0 0
de donde, det O,z = 1. Por otra parte,
0 0 ¢ 1
0o 0 -1 0
af . :
C* 01 0 1 (2.353)
-1 0 1 0

Por lo tanto, para cualguier dos funciones del espacio fase, A v B, &l
paréntesis de Dirac ticne la forma

{A, B} ={A,B} - [{A, x1}{x4, B} — {4, x2}{x3, B}
{4, s H{x2. B} = {x4, B}) - {A xa} ({x1. B} — {x3, B})]. (2.394)

Si tenemos funciones que s6lo dependen de X, v P, el paréniesis de Dirac
se reduce a

[A,BY = {4, B} + {Axa}Hxa. B} — {4 xaHxa, B).  (2.395)
De donde,

{(X"P} =6 — X'X,, (2.396)
(P, P} = X,P, — X; P, (2.397)
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1
Y {133’]_33}* =0.

Para este caso también ocurre que

gzj — {XZ,PJ}*.

(2.398)
(2.399)
(2.400)

(2.401)

Asi, de la misma forma que en el caso de la particula sin masa en AdSg;1,
tenemos una relacidn entre la estructura simpléctica del espacio reducido y

su métrica en unas coordenadas particulares.

59



Conclusiones

Fn este trabajo hemos mostrade la forma en que se puede asociar una accidn
con libertad de norma a un élgebra de Lie. Se tomé en concreto la accidn
asociada a el lgebra de Lie del grupo Sp(2), originalmente planteada por
R. Marnelius. Este caso es interesante ya que en la literatura se encuentran
resultados muy lamativos sobre este sisterna. Por ejemplo, sin utilizar el
método de Dirac, se imponen condiclones de norma con las cuales se ob-
tienen sistemas reducides como la particula cldsica en un potencial V(r),
la particula libre en el espacio Euchdiano de dimensién d — 1, la particula
libre con masa en el espacio de Minkowsld de dimensidn d, la particula libre
sin masa en el espacio AdS 1.

Para la accidn asociada a Sp(2) encontramos las transformaciones de norma
finitas y se mostré que el sistema tiene como simetria global al grupo con-
forme SO(2,d). Utilizando el método de Dirac, mostramos que las condi-
ciones de norma que se imponen para obtener la particula cldsica en un
potencial V(r) dan lugar a ecuaciones de movimiento inconsistentes. Sin
embargo, también se mostrd que con el método de Dirac las condiciones
de norma que se imponen para obtener la particula libre en el espacio Eu-
clidiano de dimensién d — 1, la particula libre con masa en el espacio de
Minkowski de dimensidn d, la particula libre sin masa en el espacio AdSgy
si son consistentes.

Se impusieron condiciones de norma gue generalizan las impuestas para
obtener la particuia libre en el espacio Euclidiano de dimensién d, se mostré
la transformacidén de norma que conecta la particuia libre con masa en el
espacio de Minkowski de dimensidn d con la particula libre sin masa en ei
espacio AdSg4;. Se mostraron nuevas condiciones de norma con las cuales
se obtiene como sistema reducide al moedelo sigma nolineai-O{d + 1} en
una dimensién. Y para cada sistema de condiciones de norma consistentes
se mostrd una relacién entre los paréntesis de Dirac entre las variables
candnicas v la métrica del espacio reducido.
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Como se menciond en la introduccidn. este sélo es un trabajo de explo-
racién. Atn quedan temas pendientes, por ejemplo, no tenemos el espacio
reducido en términos de variables invariantes de norma. Otro tema que
queda pendiente es la cuantizacién del sistema. Por la conexidn que hay
entre los paréntesis de Dirac y los conmutadores del sistema cudntico, v la
relacién que se mostrd que hay entre los paréntesis de Dirac y la métrica
de los diferentes sistemas reducidos, la cuantizacidn de este sistema puede
ser bastante interesante. Se pueden plantear otro tipo de interrogantes,
por ejemplo, nos podemos preguntar si es posible obtener, de manera con-
sistente, como sistema reducido a todos los sistemas mécanicos que tienen
como simetiia al grupo conforme, como el dtomo de Hidrdgeno.

Par otra parte, debido a que para la accidn de Sp(2) se tienen las trans-
formaciones de norma finitas, en la teoria de constriccidnes se pueden poner
a prueba algunos resultados que sélo se tienen en forma infinitesimal v se
suponen ciertos de forma finita. También podria resultar interesante cons-
truir la accidn asociada a otros grupos de Lie, estudiar la superficie de
constriccién de estos sistemas, sus posibles condiciones de norma y los dife-
rentes sistemas reducidos que se pueden obtener. La métrica que se utilizsd
en el espacio fase también nos puede ser il para ampliar horizontes, pues,
reclentemente en otras dreas, come la teoria de cuerdas, se estd estudiando
esta métrica.
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Apéndice A

Generadores del algebra
de Lie de SO(2,d)

Tomemos el conjunto de matrices {tensores de segundo orden) que cumplen
ATpA =1, (A1)

con 7 el tensor métrico que cumple
p=nL (A.2)

Es clarc que este conjunto de matrices satisface que det A = £1. También
se puede mostrar que satisface las propiedades de grupo. Consideremos el
subgrupo que cumple det A = 1. Para este caso un elemento infinitesimal-
mente cercano a la identidad tiene la forma

Aab =y + eJap. (A3)

Introduciendo esta expresion en la ecuacién que define al grupo tenemos
que

Jap = —Jia (Ad)
Asi, al aplicar la transformacién a (A.3) a un vector z® tenemos
7%= 2% g2t con ey = —e%y, {A.5)
entonces
8z% = %20 (A.8)
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En el espacio fase las transformaciones infinitesimales para una funcién, u.
son de la forma

dus = efu, G} {A.7)

con G el generador de la transformacidin. En nuestro caso el generador debe
ser un tenscr de segundo orden. Por lo que, la transformacién infinitesimal
debe tener la forma

827 = orgg{ 2%, J) = ey 2", (A.8)

Si queremos que J°¢ tenga las propiedades del generador de la transfor-
macidn debemog tomar a og arbitiana

Por otra parte, los inicos vectores del espacio fase con los que podemos
formar un fensor de rango dos son las variables candnicas, X® y P*. Asi,
se puede mostrar que si consideramos el cago particular z% = X% como €,"
eg antisimétrico v g,y es un tensor cualguiera, el dnico tensor que tiene las
propiedades adecuadas es

Jo = Xept — xtpe, (A.9)

en dicho caso tencmos aeg{X® J9) = e X° con ap® — a®% = €%. Se
puede verificar que tomando otro z* el tensor (A.9) sigue cumpliendo las
propiedades que se requieren.

Por lo tanto

(a) Si tomamos la métrica euclidiana tenemos

JYU =X"PT - X P {A.10)
(b} 51 tomamos la métrica de Minkowsk! tenemos
JH = XEPY - X" PE (A1)

{(c) Si tomamos la métrica de “dos tlempoes” tenemos

JUN = XMpN — xNpM, (A.12)
También se puede verificar que el dlgebra que satisfacen los generadores es
{Jab J’f‘é} — nbrjsa + nas er e ,,,Io.r'}bs T T?bs Jor (Alﬁj
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Apéndice B

Espacio de anti-de Sitter
(AdSg0)

B.0.1 Espacic de anti-de Sitter {AdS;,s)

El espacio de anti-de Sitter (AdS,. ) puede ser representado como el espa-
cio hiperbdlico

X2 - X+ XX =1 i=1,...,d (B.1)
inmerso en un espacio cuyo elemento de linea es
ds? = ~dPXo — B> Xo + dX,dX". (B.2)

Despejando la coordenada X de (B.1) v sustituyendola en (B.2) tenemos
que
dS* = g, dX"dX* (B.3)
con
X, X,
y = e B4
g.b" Nuv 1 +77QIBXBXQ ( )

Por lo tanto, la métrica del espacio AdSy4o es (B.4). También se puede
probar gue la métrica (B.4) tiene la propiedad

g"u,l,)(y)f‘J = Qr}‘u,,X"X‘“ (B.5)
con

1
T I+ X9Xe
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Asi) g, es conformalmente plana.
Otro sistema de coordenadas que se pucde para usar el espacio AdS; 4 es

X = coshpcosT, (B.T)

X = coshpsenr, (B.8)

X, =senhpQt, (Y (@)'=1). (B.9)
1<:<d

Con este sistema de coordenadas (B.3) tiene la forma
dS* = —(coshp)?(d7)* + (dp)* + (senhp)*(dQ)*. (B.10)

B.0.2 Deduccién de I.Bars de la particula en AdS;

En esta seccidén mostramos el razenamiento por el cual I.Barsg obtiene la
particula en AdSiy;.

Sea la accidn
. 1_. 1_.
S = /dT[X-P—(/\1§P2+)\2X-P+/\3§X2)] (B.11}

y la métrica nyy = (', +, — +, ., ).
Consideremos las condiciones de norma

x'-1=0 y P'=0 (B.12)

v resolvamos las constricciones X? v X - P. Para resolver estas constric-
ciones, tomemos las coordenadas

XM = (A(r)cost, 1, A(r)sent, B(r)#) ¥ (B.13)
S P AR P A
= (Tsenr + ERTY: cost, U, jq—sent + 5.1nB sent,
1(P-P*)+A—2pf-) (B.14)
B T 6«,~B T H -

con A%(r) — B?{r} = 0. De un célculo directo se puede mostrar que se
satisface

X?=0, X-P=0 y X-P=X"P, (u=0,1,.,d)(B.15)
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Ahora consideremos la métrica

2 (arB)2 2
Gy = = AP (@)p(dt)y + — 5 (dr),(dr)y + (B)*(dD),e  (B16)
¥ tOomemos en cuenta que
P, = Fo(dt)y + Pr(dr), + Po(dQ),, (B.17)

con Po = 1/P? — P2 entonces, con las coordenadas (B.14) y (B.13), tene-
mos que

P*=G,,P"P". (B.18}

Por lo tanto, corn las condiciones de norma {B.12) la accidn reducida tiene
la forma

T2 . A
S= / dr(X# Py = 5 G PEP) (B.19)
T
Esta es la accidn para una particula libre sin masa en un espacio curvo.

¥s claro que A = coshr y B = senhr son soluciones de las restricciones
para A y B. En este caso el elemento de linea se puede escribir como

dS? = —(coshr)?(dt)® + (dr)* + (senhr)?(dQ)*. {B.20)

Como vimos anteriormente, este es el elemento de linea en el espacio de
anti-de Sitter.
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