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I NTRODUCCI ON 
El prop6sito del presente trabajo es mostrar algunas de las investigaciones 

más importantes que sobre la indecidibilidad aritmética se han realizado a fines 
del siglo XX. Estas investigaciones constituyen la primera aportación hecha en el 
campo después de los trabajos de GBdel y muestran que las capacidades deduc
tivas de los sistemas formales de primer orden tienen límites más estrechos que 
los conocidos anteriormentej esto es, se han encontrado enunciados indecidibles 
de una naturaleza muy distinta a los presentados por Godel' . 

La importancia de estos resultados radica en que los nuevos indecidibles no 
son traducciones aritméticas de propiedades sintácticas de los propios sistemas 
formales; por el contrario, estos enunciados pueden ser formulados recurriendo 
5610 a algunas nociones básicas de aritmética combinatoria. En otras palabras, 
los indecidibles de GOdel, a diferencia de los nuevos indecidibles, no representan 
propiedades de los números naturales que resulten relevantes desde un punto 
de vista matemático. Para ilustrar esta diferencia cabe señalar que unO de los 
nuevos enunciados indecidibles, el enunciado PH2 , es una variante del Teorema 
de Ramsey, el cual es un resultado fundamental para la aritmética combinatoria 
infinita. 

CAPITULO I 

En el capítulo I demostramos la indecidibilidad del enunciado PH siguiendo 
la prueba original de Jeff Paris y Leo Harrington. La idea básica de la prueba 
consiste en mostrar que dentro del sistema formal de la Aritmética de Peano 
(PA) se puede derivar la fórmula PH-->Con(PA). Por el Teorema de GBdel sabe
mos que PA no puede probar su propia consistencia y por lo tanto el enunciado 
PH no puede ser derivado a partir de PA; por otro lado se demuestra que PH es 
verdadero en la interpretación natural de PA, concluyendo así que ~PH tampoco 
es derivable en PA. 

Para probar que PH-->Con(PA) es derivable en PA se define una teoría 
(que llamBIemos T ) para la cual se cumple que las fórmulas PH -->Con(T) y 
Con(T)-->Con(PA) son teoremas de PA. La demostración de la derivalibidad de 
PH--> Con (T) se hace en dos pBItes. La primera consiste en construir un mod
elo para cada subconjunto finito de enunciados de T. La segunda parte muestra 
cómo esta prueba semántica de consistencia puede ser formalizada en PA. 

La derivabilidad de Con(T) -->Con(P A) se demuestra de manera análoga, es 
decir, exhibiendo una prueba semántica que es formalizable en PA. La prueba 
semántica muestra que dado un modelo de T , una parte de éste (un segmento 
inicial) es modelo de PA. 

t Es importante mencionar que al igual que los teoremas de G6del, los resultados que 
presentaremos se aplican solamente a sistemas de primer orden. De hed1o, los enunCiados 
lndecidibles que analizaremos son derivables en SIstemas de segundo orden. 
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Definiciones de Verdad y Pruebas de Consistencia 

Dado un conjunto de enunciados r del lenguaje de PA decimos que la fórmula 
Trr es una definición de verdad de r si el enunciado Trr ([A]) 9 A es derivable 
en PA para cada fórmula A de r. Una forma de probar la PA-derivabilidad de 
enunciados que aritmetizan la consistencia de una teoría S es exhibiendo la 
existencia de una definición de verdad que incluya a los enunciados de S. 

La manera en que las definiciones de verdad permiten prohar la consistencia 
de alguna teoría S e T se explica observando que la fórIll1l1a 'ix(Prs (x) ---> 

Trr (x)) es derivable en PA. Para conlcluir basta observar que si </J es un 
enunciado de r tal que --,Trr ([4>]) es derivable en PA, entonces S0 tiene que 
P A !- ~ Prs ([</J]) . Como ejemplos de conjuntos de enunciados para los cuales 
existen definiciones de verdad. tenemos a los conjuntos de .d.n1 Enl fIn, etc. 

Otro tipo de definiciones de verdad es el que se puede dar para un modelo 
particular M; en este caso la definición de verdad Tr M es una fórmula que 
representa al conjunto de los números de Godel de los enunciados verdaderos 
en M. En la formalización de Con (T) ---> Con (PA) recurriremos a este tipo de 
definiciones de verdad. 

La Teoría T 

Esta teoría se expresa en el lenguaje de PA más una cantidad infinita numer
able de símbolos de constante C1, C%l". La teoría T incluye a los axiomas de PA 
que definen las funciones swna, producto y sucesor y a la relación <; también 
incluye el esquema de inducción s610 para fórmulas .6.0 . Respecto a las nuevas 
constantes se introducen axiomas que garantizan que dado cualqtúer modelo de 
T, la subestructura delimitada por estas constantes forma un modelo para PA. 

PH ---> CON (T) 

La formalización de la prueba de consistencia de la teoría T se explica bási
camente por el hecho de que limita el esquema de inducción a fórmulas D.o, lo 
cual permite dar una definición de verdad a todos sus axiomas. El enunciado 
PH es usado para demostrar en PA que los subconjuntos fiultos de axiomas de 
T que incluyan alguno de los nuevos axiomas tienen modelo. 

CAPITULO II 
En el capItulo II daremos otra prueba de la inderivabilidad del enunciado PH 

en P A. De hecho mostraremos un resultado mas general que permite probar la 
inderivabilidad de entmciados ~l bajo ciertas condiciones. 

Este resultado consiste en mostrar que si un enunciado </J de la forma 'iy3xR(y, x) 
(donde R es una relacióñ primitiva recursiva) es P A - derivable entonces la fun
cien (J'q, , definida como el rnlnimo n tal que R(m,n), es dominada por alguna 
funden de Hardy. Nos referiremos a esta proposicien como el resultado prin
cipal. Para probar la inderivabilidad de un enunciado </J de esta forma, por 
ejemplo el enunciado PH, basta probar que la función (J ~ no es dominada por 
ninguna función de Hardy. Si ademas se sabe que el enunciado considerado 
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es verdadero en la interpretación natural de PA se concluye su indecidibilidad.. 
Para la demostración del resultado principal recurriremos a la teorla desarrol
lada por Gentzen en su prueba de la consistencia de la arirtmética. Por el 
momento basta mencionar que esta prueba se basa en la asignación de ordinales 
menores que eo a las pruebas de P A dé manera que el ordinal asignado es un 
reflejo de la estructura de la prueba.3 

De manera natural surge la pregunta sobre cómo la derivabilidad en P A de 
una fórmula rjJ (perteneciente a la clase :S,) se vincula con el crecimiento de la 
función a cP' Para explicar esto veamos cómo se da esta relación en sistemas más 
sencillos, por ejemplo el sistema CA, el cual es equivalente a P A sin inducciones. 
Consideramos una fórmula rjJ de la forma 3xR (x, a) 4 Y una prueba P de rjJ en 
CA. Para cada m llamamos P (m) a la prueba que se obtiene al sustituir a' 
por m. Debe notarse que el número de Gade! p= de P (m) se puede calcular 
recursivamente a partir de m. Es decir 1 existe Wla función primitiva recursiva 
h tal que h(m) = p=. Una adaptación del Teorema de Eliminación del Corte 
hace ver que P (m) se puede transformar en una prueba P' (m) que no contenga 
cortes esenciales. No es dificil probar que bajo estas condiciones la prueba P' (m) 
de 3xR (m, x) debe contener una fórmula R (m, n) para algún n. En este caso 
el número de Godel de P' (m) es mayor que n y por tanto mayor que ()" <1 (m) . 
Además la construcción de P' (m) es de tal manera que el número de Godel 
p' de P(m)se calcula recursivamente a partir del número de G5del de P(m). 
Llamemos f a la función primitiva recursiva para la cual f (P) = p'. De los 
resultados antes mencionados se infiere que la función a cP es dominada por una 
función primitiva recursiva: f (h). 

En el caso de P A recurriremos a la noción de fWlciónes a - recursivas 
para ordinales a menores que eo) las cuales extienden la noción de funciones 
primitivas recursivas a partir del tipo de orden inducido a los naturales por 
a.Veremos que la función (J'cP es a - recursiva, donde a es el ordinal de la 
prueba P. A partir de la expresión de a cP como una función a - recursiva se 
puede probar que ()" <1 es dominada por alguna función de Hardy. En adelante 
consideramos P,P(m),h y P' (m) definidas de manera análoga para el sistema 
PA. 

Por lo expuesto para el sistema e A el lector se habrá dado cuenta que el 
punto clave en el caso de P A radica en dar un procedimientQ que permita trans
formar la prueba P(m) de 3xR (m, x) en una prueba P' (m) que no contenga 
inducciones. Adaptando el metodo de reducción desarrollado por Gentzen se 
obtiene tal procedimiento. Al igual que en el caso anterior ()" <1 (m) es menor 
que el número de G~del de P' (m) y por tanto el problema se reduce a analizar 
el crecimiento del número de G~del de P' (m) respecto al de P (m). Es claro 
que esto último depende de las inducciones y cortes esenciales que aparezcan 

3eOn esto querernos decir que si una prueba P es obtenida a partir de una prueba Q por 
la apllcaClón de una regla de inferencia l, entonces el ordinal de P depende del ordinal de Q 
y de l. 

"lEn el cálculo de secuentes sucede que SI la fórmula 'tf:z:3yR(x, y) es derivable, ne::esaria~ 
mente tuvo que ser inferida a partir de 3yR(a,x) para alguna variable libre a. 
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en la prueba original P. La relación entre el ordinal asignado a P y las re
glas de inferencia usadas en P nos permitirá demostrar que si p = h (m) es el 
número de Godel de P(m) y p' el número de Godel de P' (m) entonces hay una 
función ~ - recursiva f tal que p' = f (P). De esta manera concluimos que 
0'<1> (m) :S f(h (m)). 

Siguiendo este bosquejo de la demostración hemos dividido el capítulo en 
cuatro partes de la siguiente manera: 

1. Definimos las funciones a: - recursivas y probamos que (T 4> es una función 
a: - recursiva. 

2. Definimos las funciones de Hardy y probamos sus propiedades más im
portantes. 

3. Prueba del resultado principal. 
4. Como aplicaciones del resultado principal demostramos la inderivabilidad 

del enunciado PH y del teorema de Goodstein. Esto es, probamos que las 
funciones (T 4> correspondientes a estos enunciados no son dominadas por ninguna 
función de Hardy. 

CAPITULO I 

1.1 El Enunciado Paris-Harrington 

En esta sección presentamos las definiciones de teoría combinatoria nece
sarias para formular el enunciado P H ; asimismo mostramos que P H se puede 
expresar en P A. Finalmente presentamos una prueba de que P H es verdadero 
en la interpretación natural de P A. Esta prueba se hace a partir del Teorema 
de Ramsey Infinito y por tanto no es formalizable en P A. 

Consideraremos a cada número natural como el conjunto de naturales menores 
que él. De esta manera un natural puede ser el dominio o la imagen de alguna 
función. Denotamos [A]' al conjunto de subconjuntos de A de tamaño e. 

Definición 

(i) Dada un conjunto A decimos que P es una partición de A en r partes 
si P es una función suprareyectiva con dominio A y rango r. Para cualquier 
subconjunto B e A usamos la notación P (B) para denotar a la imagen de B 
bajo P. 

(ii) Dado un conjunto A y una partición P de [A]' en r decimos que un 
subconjunto H e A es homogéneo para P si P([H]') = {i} para algún i < r. 

El Teorema de Ramsey afirma que para cada partición P de [w]' en r partes 
hay un subconjunto infinito H e w homogéneo para P. La versión finita de este 
teorema afirma que dados naturales r, k y e existe M tal que para toda partición 
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P:[M)" ---; r existe un subconjunto H e M homogéneo para P y de cardinalidad 
mayor o igual que k. El enunciado P H es una variante de la última proposición. 

Teorema (Ramsey). Sean e,r, naturales positivos. Para cada partición 
P: [w]e --+ r existe un conjunto infinito He w homogéneo para P. 

PRUEBA. Primero lo probaremos para r = 2 por inducción sobre e. Para 
e = 1 es obvio a partir del principio de las casillas. 

Supongamos el resultado cierto para e. Para cualquier partición F : [w¡e+l --+ 

2 definimos por recUIsión una sucesión ao, al, o •• de elementos de w y una sucesión 
CO, el, ... de subconjuntos de w de la siguiente manera: 

ao es cualquier elemento de w co = w 
Suponiendo definidos e; yai consideramos la partición Fi : [e; - {ai}]e ---> 2 

tal que 
Fi(b,,- __ ,be) =0 si F(ai,b,, ___ ,b,) =0 
F, (b

" 
__ o, be) = 1 si F (ai, b

" 
__ o, be) = 1 

Por la hipótesis inductiva existe un subconjunto infinito Hi homogéneo para 
Pi; definimos c¿+ 1 = Hi Y a t + 1 cualquier elemento de Ci+ 15. 

Dada una partición P : [Gt ---> m y un subconjunto homogéneo H e G para 
P usamos la notación P (H) para denotar el valor que toman los elementos de 
[H)" bajo P 

Nótese que alguno de los siguientes conjuntos tiene que ser infinito 
Ao = {ai: Fi(e; - {a¡}) = O} A, = {ai: Fi(e; - {a¡}) = 1}_ 

Como ambos conjuntos son homogéneos para F, alguno de los dos es el 
conjunto buscado. 

Consideramos una partición F : [w t ---> r + 1 suponiendo el resultado para 
r. Notamos que [w]' = (AoU __ o UAr - l ) uAr _ De la demostración para r = 2 se 
sigue que existe un subconjunto infinito B ~ w tal que [B]e ~ (Ao U ___ U A r _ l ) 

Ó bien [B]' ~ Ar- En el primer caso la hipótesis inductiva asegura que existe un 
conjunto infinito C ~ B tal que [C]e ~ Ai p_a i < r_ En el segundo caso B es el 
conjunto buscado_ 

o 
Definición 
(i) Un conjunto H de números naturales es relativamente gmnde si card(H)2':rnin(H). 
Dados los números naturales e, T, k Y M usamos la notación 

cuando se tiene que para cada partición P : [MI' ---> r existe un H e M 
relativamente grande, homogéneo para P y de cardinalidad mayor o igual que 
k. 

Teorema.(Enunciado P H) Dados naturales positivos e, T, k, existe un nat
ural M tal que 

5Para aplIcar la hipíte51s inductIva se debe extender la fune! h F, de manera que su 
dommio sea w. 
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Dem. Fijemos e, T, k, Y supongamos que no existe tal M. Decimos que P es 
un contraejemplo para M, si P es una partición de [M]e en r partes y que no 
tiene subconjuntos relativamente grandes homogéneos de cardinalidad al menos 
k. Dados dos contraejemplos P y PI de M y MI respectivamente, definimos un 
orden de la siguiente manera: P < p' si y sólo si M < M' Y P es la restricción 
de PI a [M]e . De esta manera vemos que el conjunto de contraejemplos forma 
un árbol infinito de ramas finitas. El lema de K5nig garantiza la existencia de 
una partición P : [wJ' --> r, tal que para cada M la restricción de P a [MJe es 
un contraejemplo para M. 

Por el Teorema de Ramsey Infinito existe un subconjunto infinito H e w 
homogéneo para P , H = {h¡, h2 , ... , hi , ... }, h¡ < hi+l, p.t i 2: 1. Sea m = 
max (min (H) ,k) ; es claro que h.m n H es un subconjunto relativamente 
grande y homogéneo para P r [limJ' de cardinalidad al menos k. 

Debe notarse que el Teorema de Ramsey Infinito no es formalizable en PA, 
y por lo tanto la prueba anterior no se puede llevar a cabo en PA. 

El enunciado PH es expresable en PA 

Primero notemos que cualquier función unaria finita puede ser representada 
en PA por el número de G5del para el cual el exponente del enésimo primo es 
el valor de n. Así por ejemplo, la función {(1, 3) , (2, 5) (3,4)} es codificada por 
el número 23 . 35 . 54. Para poder expresar el enunciado PH necesitamos rep
resentar funciones de cualquier aridad. En este caso usamos aquellos números 
de Gadel cuyos exponentes sean a su vez números de G5del. Para funciones 
con dominio [m)n usamos números de G5del de longitud igual a las combina
ciones de m en n y cuyos exponentes sean números de G5del con longitud n + l. 
Hacemos esto para que los primeros n elementos representen el argumento de 
la partición y el último sea el valor de la misma. Por ejemplo para la fun
ción {({1,2} ,3) ,({1,3}, 1) ,({Z,3} ,4)} el código correspondiente es el número 
221325332133515223354. 

Para dar la fórmula que represente los números de G1ldel que codifican par
ticiones necesitamos las siguientes funciones y relaciones: 

El número de combinaciones de n en m es denotado por (~) 
Dado un número de G5del m = 2"0 ·3"' ..... P~:l' , m [i) denotará al número 

2xo ..... pf~l. 
El iésimo exponente de m, Xi, es denotado mi 

Sq(x) expresa"x es un número de G5del". 
19(x) expresa la longitud de x. 

Sq'" (x, y) expresa "x es un número de Gt¡del cuyos exponentes están orde
nados hasta y", es decir que si i,j ~ y, Pi < Pi entonces Xi < Xj. (Obviamente 
y:;; 19 (x)). 
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Ex( x, y) expresa x es un exponente de y. (Es deci, 3i ::; 19 (y) ( x = y,) ) 
Es conocido por los resultados de representabilidad en lógica de primer orden 

que todas estas funciones y relaciones son representables en PA. 
Así que para representar números de Güdel que codifiquen particiones P : 

[M] e ~ r la fórmula correspondiente, denotada Fn (x 1 M, e, r) 1 es la siguiente: 

Sq (x) A 19(x) = (~) A Vy(Ex (y,x) -> (Sq* (y,e) A 19(y) = e + lA 
Vi::; e (Yi ::; M) AYe+! ::; r)lA 
Vw';!z (3j (Xj = w) A Ex (z,x) A w [el = z [el-> z = Xj) 

Debe notarse que esta última parte ha sido incluida para garantizar que x 
es función y al mismo tiempo que cubre el dominio deseado. 

Para referirnos a conjWltos homogéneos de cierta cardinalidad necesitamos 
la siguiente fórmula Sq(x, y, z). La fórmula Sq(x, y, z) expresa x es un número 
de Güdel de longitud y donde los exponentes son distintos entre sí y menores 
que z. Así por ejemplo para el número m = 23 ·31 ·54 .¡6 tenemos que se cumple 
Sq(m, 4,6) . 

Ahora ya podemos expresar el Teorema de Rarosey finito con la siguiente 
fórmula: 

VkVrVe3MVx(Fn(x,M,e,r) -> 3y3e(Sq(y,k,M) Ae::; rA 
Vz (Ex(z, x) A Vw(3i ::; e(z, = w) -> Ex (w,y)) -> Ze+! = e))) 

1.2 PH->PCT 
En esta sección presentamos el principio combinatorio T (PCT), el cual 

servirá de enlace para demostrar la fórmula P H -> Con (T) ; es decir que las 
fórmulas P H -> PCT y PCT -> Con (T) son derivables en PA. La prueba de 
la fórmula PCT -> Con (T) se presenta en la sección 1.4. 

Lema 1.1.1 Dadas particiones Po Y PI de [MJe en r y s partes, existe una 
partici6n P de [MI' en r· s partes tal que para todo H e M, H es homogéneo 
para P si y s6lo si H es homogénec para Po Y PI. 

Demostraci6n. Sea P (a) = (Po (a), PI (a)). Es claro que por la definición 
de par ordenado se cumple que los conjuntos homogéneos de P son exactam
nente aquellos que también los sean para Po y PI. 

Lema 1.2.2. Un conjunto H e M es homogéneo para una partici6n P de 
[MI' si y s6lo si todo subccnjunto de H de cardinalidad e+ 1 es homogéneo para 
p. 

7 



Demostración. 
'*) Es trivial. 
{=:) Sean a = al, ... ,ae al conjunto de los primeros e elementos de H. 

Escogemos b = b" ... ,b, de manera tal que P(a) of P(b) Y que la suma 
b+ = b1 + ... + be sea mínima. Si i es el menor índice para el cual a~ < bi , 

entonces A = {al1 ... ,ai,b?" ... ,be } es de cardinalidad e+l y sin embargo no 
es homogéneo por lo siguiente. Sea e = al, ... a?,) bi+l, ... , be. Nótese que tanto e 
como b pertenecen a [A]' y además c+ < b+. La minimalidad de b+ implica que 
P(c) =P(a) ofP(b). 

Definimos Jr como el primer número natural s tal que s2 2: T.Nótese que 
para todo r 2: 7 se tiene que r 2: 1 + 2.¡r. 

LeIlla 1.2.3. Dada una partición P : [M]' --> r existe una partición 
P' :[M]'+' --> 1 + 2.¡r tal que para todo H e M de cardinalidad mayor que 
e+l, H es homogéneo si y sólo si H es homogéneo paTa P'. 

Demostración. Sea s = .¡r. Definimos funciones Q y R de [M]' en s tales 
que P(a) = s .Q(a) +R(a). Dado b en [M}'+', b = b" ... , b,+!, sea b' = b" ... , b,. 
Ahora definimos p' de la siguiente manera: 

P'(b) = 
o 

(O,R(b')) 
(I,Q(b')) 

si b es homogéneo para P 
si b es homogéneo para Q pero no para P 

en cualquier otro caso 

Sea H homogéneo para P' y de cardinalidad mayor que e + 1 y sea e el 
conjunto de los primeros e + 1 elementos de H. Por el lema anterior basta 
demostrar que P' (e) = O para verificar que H es homogéneo para P. Supongamos 
que P' (e) = (1, i). Si a en [e]' entonces existe b en [H]'+' tal que b' = a. Como 
H es homogéneo para P' tenemos que P' (b) = (1, i) Y por lo tanto Q (a) = i. De 
esta manera e es homogéneo para Q) contradiciendo así la definición de P'. Ahora 
supongamos que P' (e) = (O,j) y entonces e es homogéneo para Q , digamos 
Q (a) = i para todo a en [e]' . Además, repitiendo el razonamiento anterior se 
concluye que R (a) = j para todo a en [e]'. Pero entonces P (a) = s· i + j para 
todo a en [e]' y por lo tanto e es homogéneo para P , contradiciendo nuevamente 
la definición de P'. 

Lema 1.2.4. Dadas n particiones P, : [M]" --> Ti (i ::; n) sea e= max 
ei Y r= TI, max (T" 7). Existe una partición P :[M]' --> r tal que para todo 
H e M de cardinalidad mayor que e, H es homogéneo para P si y sólo si H es 
homogéneo para todos las P,. 

Demostraci6n. Dada cualquier Pi : [M¡e' -4 Ti con ei menor que e, por el 
lema anterior se puede obtener una P: :[MJc,+l --Jo max(Til 7) qur~ cumple con 
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la simultaneidad de conjuntos homogéneos. Iterando este proceso se encuentra 
una Pt : [MI' ...., max (e i, 7) . Por el Lema 1 se pueden combinar todas las 
P; para definir una P: [M]'...., IL max (ei, 7) cuyos conjuntos homogéneos (de 
cardinalidad mayor que e) son exactamente aquellos que son homogéneos para 
todas las Pi. 

Lema 1.2. 5. Para cada p existe una párlici6n Q : [M]' ...., p+ 1 tal q"e si X 
es homogéneo para Q y de cardinalidad mayor que uno, entonces min(X) 2: p. 

Demostración. Sea Q(a) = min(a,p). Supongamos H homogéneo para 
Q y de cardinalidad al menos dos. Sea a = min (X). Supongamos a < p, 
entonces Q (a) = a. Sin embargo para cualquier otrob en H, Q (b) = min(b,p) > 
a = Q(a). 

Definición. Para cada función g sea gX la composición de g consigo 
misma x veces. Definimos ahora una familia numerable de funciones de la 
siguiente manera: 

fo(x) =x+2 
fn+! (x) = (In)" (2). 

Nótese que cada in es estrictamente creciente. El lector familiarizado con la 
función de Ackerman se dará cuenta que cada in es primitiva recursiva y que 
cualquier función primitiva recursiva es dominada por alguna In' 

Lema 1.2.6. Sea M un natural dado. Para cada m existe una partición 
R: [M]2 ...., e (donde e depende sólo de m) tal que si X e M es relativamente 
grande y homogéneo para R y de cardinalidad mayor que tres l entonces para todo 
x,y en X, x< y implica que f m (x) < y. Como e sólo depende de m, usamos la 
notación e = Ó (m) . 

Demostración.Para cada i ~ m definimos una partición Pi : [M]2 ...., 2 
tal que P (x, y) = O si y s610 si Ji (x) < y. Sea Q defiuida como en el lema 
5 para p = 2. Aplicando el proceso descrito en el lema 4 a las Pi y a Q 
obtenemos una R: [M]2 ...., e. Sea X relativamente grande y homogéneo para 
R, X = {Xl, ... ,x,,} . Por inducción sobre i ::; m se prueba que Ji (Xl) <:en y 
por la homogeneidad de X se concluye que f, (x) < y para cualquier x,y en X. 

Ahora demostramos la última afirmación. 
(i) Para el paso base notamos que fo (Xl) = Xl + 2 < X n puesto que 

card(X) > 3. 
(ii) Supongamos Ji (Xl) < xn ; por la homogeneidad de X, f, (Xl) < X2 

y Ji (X2) < X3, de donde tenemos que J, (Ji (Xl)) < Ji (X2) < X3; a su vez 
fi (X3) < x., i.e. JP (X') < x •. Induciendo este argumento se observa que 
fim (Xl) < Xm+l para toda m < n. 

Como X es relativamente grande Xl < caed (X) = n. De la observación 
anterior se sigue f'+l (Xl) =!t' (2) ~ Ji' (x,) < Xx,+l ~ Xn . (En la primera 
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desigualdad estamos suponiendo Xl ;:: 2, lo cual podemos hacer por la homo
geneidad de Q) 

Lema 1.2.7. Sea P:[MI' ~ s (e 2: 2) .Para todo m existe una partici6n 
P* : [MI' ~ s' ,(en la cual s' s6lo depende de e, s y m) tal que si hay un 
Yc M relativamente grande y homogéneo para P* de cardinalidad mayor que 
€, entonces hay un X e M tal que X es homogéneo para P y cuya cardinalidad 
es mayor o igual que e+1 y mayor que f= (min (X)). Como s' s6lo depende de 
m) e y s, usamos la notación s' = 'Ir (e) S, m). 

Demostración. Sea h (a) el máximo natural x tal que f= (x) :o; a. Para 
todo a = a" ... ,a2, sea ha = h(a,) , ... h(a,). Sea S (a) = P(ha) si ha es una 
e - neada, es decir h(a,) < h(a2) < ". < h(a,) ; Sra) = s en cualquier otro 
caso. Así que S es una partición de [MI' en s + 1. Esta S ha sido definida para 
garantizar la homogeneidad del X buscado. Sea R obtenida de acuerdo al lema 
anterior para m . 

Aplicamos el lema 4 a R y S para definir la P' buscada, P' [MI' ~ s'. Dado 
Yc M relativamente grande y homogéneo para P*, el conjunto X deseado es 
la imagen de Y bajo h. 

Primero veamos que h es inyectiva sobre Y. Dados a y b en Y supongamos 
a < b. Y es también homogéneo para R y por lo tanto fm (a) < b; de ahi 
se concluye que h(b) 2: a > h(a). Así que h es inyectiva sobre Y y entonces 
card(X) =card(Y) 2: min (Y). Además por la definición de h se tiene que 
f= (min (X)) :o; min (Y) y por lo tanto card(X) 2: 1m (min (X)). 

Sólo resta mostrar que X es homogéneo para P. Sean a y b en [XI' , a = ha', 
b = hb" p.a a', b' en [YI' . Como Y es homogéneo para P' también lo es para S 
y entonces pral = P(ha,) = S (a') = S (b') =P(hb,) = P(b). 

Principio combinatorio T. Dados naturales positivos e) k,r existe un M 
tal que para toda familia (pe;€ < 2M) de particiones Pe: [MI' ~ r, existe un 
X e M de cardinalidad al menos k para el cual : 

(JI) si a,b E X y a < b,entonces a2 < b 
(JI I) si a E X y e < 2a, entonces X ~ (a + 1) es homogéneo para Pe, donde 

X ~ (a + 1) = {x E X: x> a}. 

Proposici6n. El enunciado PH implica al principio combintorio T. 

Demostración. Dados e, k y r debemos encontrar un M que satisfaga 
las condiciones de T. Recordemos que h (y) 2: g(Y} (2) , donde 9 (x) = 2". Así 
que existe un natural p tal que si a 2: p,entonces !s (a) > max( k, e . r(2"}). 

Sean e' = 2e + 1, s = 7· p + 1· 8(2) y 8= 11" (e', s, 3) . Encuéntrese un M para 
el cual M ~. [e' + 11:. Dada cualquier familia Pe : [MI' ~ r para e < Mn 
definimos una partición S: [MI' ~ 2 de la siguiente manera: S(a,b,e) = O 
si Pe(b) = Pete) para todo e < 2a; S(a,h,c) = 1 en caso contrario. Sea Q 
obtenida de acuerdo allerna 5 para p y sea R de acuerdo a1lerna 6 para m = 2. 
Ahora aplicamos la construcción del lema 4 para definir una P a partir de S, Q 
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y R. Finalmente usamos el lema 7 para construir una P* a partir de esta P y 
para m = 3. Nótese que P es una partición de [Mje' en s y por tanto P* es una 

partición de [MI" en S. 
Por la elección de M se sabe que hay un conjunto H e M que es homogéneo 

para P* y de cardinalidad mayor que e, y entonces hay un X e M homogéneo 
para P y de cardinalidad mayor que e y mayor que fs (rnin (Xl) . La construcción 
de P garaJltiza que X es también homogéneo para S, Q y R. De la homogeneidad 
para R se desprende que h (x) < y para x,y en X, x < y; y entonces X2 < y 
(X2 < h (x)) . Así que se satisface T (ii) . 

La homogeneidad de X para Q implica que rnin(X) 2: p y por lo tanto 
fs (rnin (X)) 2: fa (p) . Además card (X) > fs (rnin (X)) , i.e. card(X) > fs (P) . 

Sea a = rnin(X), basta probar que existen b,e en [Xl' ajenos y tales que 
S (a, b, e) = O, es decir que Pe (b) = P, (e) para todo ~ < an; la homogeneidad 
de S garantiza que sucede lo mismo para cualquier par de e - adas de X. 

A cada y en [Xl' le asociamos la secuencia v y = (YO, ... , yon_l) donde y, = 
Pi (y) 1 para cada i < za. Puesto que el contradominio de cada Pi es T) el número 
de secuencias distintas de este tipo es r(2"). Por otro lado tenemos que en [Xl' 
hay más de r(2") e - adas ajenas, así que existen b, e E [Xl' tales que V¡, = Ve· 

1.3 Con(T) implica Con(PA) 

En lo que resta de este capítulo identificaremos subconjuntos finitos de w 
con sucesiones crecientes finitas de w y usaremos las letras j, k para denotarlos. 
Los símbolos y,x y z denotarán conjuntos de variables, x = Xl, ... ,Xn ; i, T, s,p 
denotarán números naturales. La expresi6n i < k, significará que cada uno de 
los elementos de k es mayor que i. 

Una fórmula limitada?j; es una fórmula en la cual todas las variables cuantifi
cadas aparecen acotadas, es decir (suponiendo'tf; en forma normal prenex) 'tf; es 
de la forma 3x¡ < z¡ ... Vx r < Zr 'P (x, y) , con 'P libre de cuantificadores. A una 
fórmula de este tipo la denotaremos ?j; (y; z) , donde y es el conjunto de variables 
libres de ?j; y z representa al conjunto de cotas de las variables cuantificadas. 

La teoría T está expresada en el lenguaje de PA más una cantidad infinita 
de nuevos símbolos de constante Co, Cl, .... 

Los axiomas de T son los siguientes: 
(i) Las definiciones recursivas de +, x, :;;;;;, y los axiomas de inducción sólo 

para fórmulas limitadas. 
(ii) Para cada i = O, 1, ... , el axioma (Ci)2 < "'+l. 
(iii) Para cada subconjunto finito k = k¡, ... , kr de w, sea c (k) = Ck" ••• , Ckr . 

Para cada i < k,k' y cada fórmula limitada 11> (y; z) (donde k,k' y z tienen la 
misma longitud) tenemos el axioma: 

VYl < "', ... VYn < e, [1Í' (Yl, ... , Yn; e(k)) .... ?j; (Yl, ···,Yn; e(k'))J. 

Para probar que Con(T) implica Con(PA) mostraremos que dado un modelo 
de T el segmento inieial I de aquellos a < c, para alguna i en w ( con las 
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restricciones de +, x,< ) es un modelo de PA. La propiedad T(ii) garantiza 
que 1 es cerrado bajo + y x. ABí que basta probar que los axiomas de PA se 
satisfacen en [1, +, x, <l. Es claro que s6lo los axiomas de inducción deben ser 
probados. Para ello recurrirerqos al siguiente lema, el cual nos permitirá asociar 
una fórmula cualquiera a una fórmula limitada y así poder utilizar la inducción 
para ésta última. 

Para cada fórmula e (y) del lenguaje de PA, definimos una fórmula limitada 
8* (y; z) de la siguiente manera. Escribimos e en forma normal prenex, digamos 
3x¡ ... '1xr <p (x, y), donde <p es libre de cuantificadores. Entonces O' (y; z) es 
3x¡ < Zl •.• '1Xr < Zr<P (x, y) . 

Lema 1.3.1 Sea U un modelo de T y sea SS = [1, +, x, <J. Sean i < k, k de 
longitud m, a = al"O'Jan tales que a < Cil es decir al < CiJ"'Jan < Cí. Si e es 
una fórmula de n variables libres y m variables acotadas entonces 

SS FO(a) si y sólo si UF O' (a;c(k)). 

Demostración (por inducción sobre O). Supongamos O (y) es 3x¡,p (x; y). 
En este caso B* (y; z) es 3x¡ < Z¡'/V (Xl, y; Z21 o •• , zm.). Sean a < Ci, i < k. 

=» Si se satisface SS F O (a¡, ... , an ) entonces existe algún b en 1 para el cual 
SS F ,p(b,a¡, ... ,an ). Sear = {mins: b < c,}, entonces tenemos que aU{b} < "", 
donde p = max{ i, r l. Por la hipótesis inductiva esto implica U F ,p' (b, a; c (j)) 
para el conjunto j = p+ 1,p+ 2, ... ,p+ m -1 (ya que p < j y aU {b} < ""), i.e. 
SS F O' (a; c (k')) para k' =jU{p+m}. Debe notarse quep < k'yentoncesi < k'. 
Así que se cumplen las condiciones para T( iii) y por lo tanto U F O' (a; c (k)) . 

<=) Suponiendo U F O' (a; c (k)) se infiere por T (iii) U F O' (a; c (k')), donde 
k' = km + 1, km + 2; ... , km + m (km es el máximo de k). De aquí es inmediato 
que existe un b < Ckm + 1 para el cual 

U F ,p' (b, al, ... , an; c(k")) ,donde k"= k' - {km + 1}. 
Por la hipótesis inductiva esto implica SS F ,p (b, a¡, ... , an ) ya que a U {b} < 

ck",+1 Y km + 1 < k". 

Sea <p una fórmula del lenguaje de PA, debemos probar la inducción para 
<p. Probaremos que suponiendo :r F'IX[<p (x) --> <p(x + l)J /\<p (O) se demuestra 
U F'IX<;;C;[<p' (x; c (k)) --> <p' (x + 1; c (k))J/\ <p (O) para cada C; y k > i. 

Supongamos b < Ci Y U F 'P' (b; c (k)) . Por el lema 1 se tiene que:r F <p (b) y 
por la hipótesis inicial :r F <p (b + 1) ; nuevamente por ellema 1 U F 'P' (b + 1; c (k)) 
. Así que hemos probado UF'Ix<;;c;[<p'(x;c(k)) --><p'(x+1;c(k))J /\<p(O). 

El axioma de inducción para r.p* nos permite concluir U i= "ifX~Ci <p'" (Xj e (k)); 
por ellema 1 se tiene I F '1x;;;c; 'P (x) i.e I F 'Ix 'P (x). 

Hemos probado que para cualquier modelo U de la teoría T, el conjunto 

1 = {a E IUI: a < ¿;, p.a. i E w} es un modelo de PA. 
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Formalización en PA 
Corno utilizaremos el segundo teorema de Goclel es necesario que la prueba 

anterior pueda ser formalizada en PA, es decir que P A 1- Con (T) --> Con (P A). 
De hecho veremos que este tipo de formalizaciones pueden hacerse para casi 
cualquier prueba de consistencia relativa presentada en Teoría de Modelos. Es
tos resultados se basan en una versión sintáctica del Teorema de Completud del 
Cálculo de Predicados. El teorema al que nos referimos se conoce como Teorema 
de Completud Hilbert-Bernays y afirma que en PA + Con (S) podemos dar una 
definición de verdad para un modelo para S. 

TEOREMA DE COMPLETUD IDLBERT-BERNAYS. Sea U una 
teoría con un conjunto de axiomas primitivo recursivo. Existe un conjunto de 
fórmulas t.2, TrM, tal que en PA+Con(U) se puede probar que este conjunte 
define un modelo de U; es decir: 

PA+Con(U) 1- 'Ix (Pru (x) --> TrM (x)). 

Al final de esta sección presentamos un esquema de la demostración de este 
teorema. Por el momento notemos que en realidad basta mostrar la existencia 
del modelo de U y de su definición de verdad, es decir que basta exhibir M y 
TrM (x) tales que 

PA+ Con (U) 1- TrM ([,¡,]) 
PA + Con (U) 1- ~TrM ([,¡,]) 

si 'Ij; es verdadera en M, 
si'¡' es falsa en M. 

Bajo estos supuestos la afirmación (*) se prueba por inducción sobre la 
longitud de la prueba utlizando lo siguiente: 

PA + Con (U) 1- (TTM ([,¡, --> 4>]) ti TrM (['¡'J)) --> TrM ([4>]) 

Aplicando este teorema a la teoriía T tenemos que existe un modelo U de T 
tal que 

PA+ConT 1- 'Ix (PrT (x) --> Tru (x)) 

La prueba del lema 1.3.1 indica como transformar la definición de verdad 
para U en una definición de verdad para el modelo correspondiente de P A ( el 
segmento inicial definido por los indiscernibles Ci). Es decir 

PA+Conr l-'1x (PrPA (x) --> TrI (x)) 

donde I es la subestructura de U delimitada por los indiscernibles df. 

Para concluir basta considerar un enunciado falso O:' en T. y obtener así por 
contraposición ~PrpA ([a]). 

1.4 PCT implica Con(T) 
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El objetivo de esta sección es probax que el enunciado PCT --> Con (T) es 
derivable en PA. Recordemos que anteriormente se probó la derivabilidad de 
P H -----¡. PCTi combinando ambos resultados se concluye que 

PA 1- PH --> Con(T). 

Principio combinatorio T. Dados €,k,r, existe un M tal que para toda 
familia (Pe; f < 2M) de particiones Pe : [M]' --> r, existe un X e M de cardi
nalidad a! menos k para el cua! : 

(JI) si a, b E X Y a < b,entonces a2 < b 
(JI I) si a E X Y f < 2", entonces X ~ (a + 1) es homogéneo paxa Pe, donde 

X~(a+l)={xEX: x>a}. 

PROPOSICION 1.4.1 El principio combinatorio T implica Con(T). 
Demostración. 
Dado un subconjunto finito S de T , sean CO, "') Ck-l todas las constantes de 

S; sea m el número de exiomas de S de la forma (iii) y paxa cualquier axioma de 
esta forma sean d.,¡, y e,¡, las longitudes de y y z, respectivamente, en la fórmula 
1/1 (y; z) correspondiente y d = max (d.,¡,) , e = max (e,¡,) . Sea M construida de 
acuerdo al principio combinatorio T para e, k + e, y 7"" . Es decir que para toda 
familia de particiones (Pe; f < 2M ), Pe : [M]e --> 7"', existe un subconjunto 
X e M de cardinalidad al menos k + e que cumple (n) y (JII). 

Para cada natural n, denotaremos n' al conjunto [nI' U ... U [n¡n . Obsérvese 

que dado un natura! M, lasumaM+I[Mfl+ ... +I[M]M-'I+I[M]MI = 2M -1, 

es decir que IM'I = 2M - I.De lo anterior se sigue que podemos definir una 
función 9 : 2M --> M* tal que para todo a E b* g-' (a) < 2" 

Para cada fórmula liruitada 1/1 (y, ... , Yn; z) que aparezca en un axioma de la 
forma (iií) y cada S E 2M defiuimos una partición Fe : [M]e. --> 2 tal que 
F""de) = O si y sólo si 1/1 (g(s); e) es verdadera. Aplicando el lema 1.2.4 a 
estas particiones obtenemos una partición Pe : [M]' --> 7"'. Como el número de 
particiones Pe es igual a 2M sabemos que existe un X e M de cardinalidad al 
menos k + e y que cumple (JI) y (IJI). 

Sean So, ""Sk-ll los primeros k elementos de X; afirmamos que 

(Wj +, x, <, So, O") Sk-l) 

es un modelo de S. Es claro que en este modelo se satisfacen los axiomas (í) 
de S. Como X cumple con (I I) entonces para todo Si, Sj E X, Si < S; se tiene 
que (Si)2 < sJ; así que los axiomas (ii) de S se satisfacen. Finalmente, sea <p 
un axioma (iíi) de S, Le., <p "" Vy,<Ci, ... ,VYn < C;[1/I (y; c (k)) ..... 1/1 (y;c(k'))] . 
Puesto que la interpretación de Coi es S1, debemos considerar las instancias de 
elementos menores que Si_ Por la elección de 9 tenemos que si a E s: entonces 
S = g-' (a) < s, y por (UI) esto implica que X ~ (Si + 1) es homogéneo para 
Pe; la construcción de Pe garantiza que X es también homogéneo para Fe,,,,, de 
donde se concluye que 1/1 (a; S (k)) si y s6lo si 1/1 (a; s (k')) donde s (k), s (k') son 
sucesiones formadas de elementos en {Sal ___ , Sk-l} mayores que Si-
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Formalización en PA 

La proposición 1.4,1 prueba, suponiendo el enunciado P H, que todo sub con
illilto finito de axiomas de T tiene modelo. En esta sección probamos algo más 
fuerte: en PA+PH se deriva el enunciado Con (T) que aritmetiza la consistencia 
deT: 

PA+PHI-Con(T) 

La formalización en PA de la proposición 1.4.1 depende de los siguientes 
hechos: 

(i) Existe una definición de verdad para fórmulas .c:.o del lenguaje de PA. 
Para fórmulas del lenguaje de la teoría T extendemos está definición simple
mente sustituyendo las constantes e, por numerales. Dada una fórmula q, del 
lenguaje T, la fórmula obtenida al sustituir el conjunto de constantes el, , .. , en 
por los numerales ao, .,', G.n es denotada c/J a 1 donde a es el número de G6del que 
codifica la sucesión a" ... ,an . (La definición de verdad para fórmulas.c:.o se 
presenta al final de esta sección ) 

(ii) (Teorema de Eliminación del Corte) SJ un secuente S es LKe-demostrable 
entonces existe una prueba de S en LKe qué no contiene cortes esenciales. 

(iii) Si un secuente es LKe - demostrable entonces existe una prueba P de 
S en LKe tal que todas las fórmulas de P son subfórmulas de S. 

Para simplificar la escritura de ciertas afirmaciones usaremos las letras S, r 
como "variables" que denotan secuentes. Por ejemplo la expresión \lSq,([S]) es 
una abreviación de "para todo X, si x es el número de Güdel de un secuente 
entonces </> (x)". 

La prueba del (ii) tal como se presentó en el capItulo 1, es formalizable en 
PA en el siguiente sentido 

PA 1- \lS( (1- S) --> (l-. S)) (1 ) 

donde (1- S) es la fórmula que representa "existe una prueba de S en LKe" 
y (f- ... S) representa 11 existe una prueba de S en LKe sin cortes esenciales" . 

Ahora supongamos que P es una prueba sin cortes esenciales de un secuente 
S del lenguaje de PA y cuyas fórmulas son .c:.o, i.e, cada fórmula en P es 
también ~o. Entonces podemos probar en PA que cada instancia numérica de 
S es verdadera; es decir: 

PAI-\lS(I-. S(b" ... ,bm)) -->\lxl ... xmTr"o ((S(Xl""'Xm))), (2) 

La prueba de (2) se hace por inducción sobre el número de secuentes en la 
prueba P. Debe notarse que es indispensable que la prueba P nO contenga cortes 
esenciales, de otra manera P podria tener fórmulas que no sean .6.0 a las cuales 
el predicado Tr "o no aplicarla. Los detalles los dejamos al final de esta sección. 
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Como consecuencia de este resultado y de la Proposición 1 se tiene que si 
S es un secuente que pertenece al lenguaje de la teoría T y además existe una 
prueba P de S libre de cortes esenciales (y por lo tanto todas sus fórmulas 
son .6.0) se demuestra en P A que existe una interpretación de las constantes 
el, "', en de S para la cual cada instancia numérica de S es verdadera : 

Supongamos que r es un subconjunto finito de axiomas de T, el resultado 
anterior implica que para el secuente r -¡. 'O = 1 obtenemos: 

Además también se puede probar 

de donde se sigue por (4) 

y por (1) 
PA + PH f-1iI'(~<f-. r --> O = 1) 

PA+ PH f-1iI'(~<f- r --> O = 1) 

Esta última afirmación es equivalente a PA + P H f- Can (T) 

Definiciones de Verdad 

Una definición de verdad en PA para un conjunto de enunciados r (del 
lenguaje de PA) es una fórmula Trr de PA con sólo una variable libre y tal 
que para todo enunciado A de r 

de A. 
PA f- Trr ([A[) .,. A donde [AJ es el número de Gtldel 

Nuestro objetivo es probar que existe una definición de verdad para las enun
ciados .6.0. Como primer paso veamos una definición de verdad para fórmulas 
atómicas. 

En el apéndice demostramos que dados términos cerrad.os t, s, se tiene 
que P A 1- t = s 6 P A 1- t i: s, donde además la longitud de la prueba depende 
de la complejidad de los términos, esto~ es,' hay una función recursiva f tal que 
f([t = sJ) acota la longitud de la prueba considerada. De esta manera se tiene 
que la fórmula 3y < f([~)Prov(y, ([~» sirve como definición de verdad para 
enunciados atómicos cp. 

Para enunciados libres de cuantificadores la definición de verdad consiste 
en dar una representación ( a través de números de secuencia ) de la tabla de 
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verdad del enunciado. En este caso consideraremos números de secuencia que 
pueden ser descompuestos en la forma 2:1:0 . 3x

¡ ..... P~:'ll , donde Xi = 1 Ó 2 y Pi 
es el i-ésimo primo. Para formular la definición de verdad. buscada necesitamos 
los siguientes predicados: 

stp ([A]) representa" A es un enunciado libre de cuantificadores". 
seq (x, y) representa "x es un número de secuencia de longitud y" 
Tro (lA]) es la definición de verdad para fórmulas atómicas. 

En lo que sigue la expresión 'v' [B] abrevia "para todo x, si X es el nÚIIlero 
de Godel de una subfórmula de A". La definición de verdad para enunciados sin 

cuantificadores es la siguiente 
Trp ([A]) <* 
stp ([A]) 1\ 3x[seq(x, [A]) 1\ Vi(i :S [A]) --> 

V [BJ (i = [.BJ --> (x(i) = 2 ~ x([BJ) = 1)) 
1\'1 [BJV[c] (i = [B 1\ Cj --> (x (i) = 2 {} x ([B]) = 21\ x ([e]) = 2)) 
1\'1 [BJ (At ([B]) --> (x([BJ) = 2 ~ Tro ([B])) 

I\x ([A]) = 2 
Veamos un ejemplo para ilustrar el significado de esta fórmula. El enunciado 

<p '=; 3 + 2 = 5 1\ • (2 < 1) es derivable en PA, así que debe existir un númerO de 
secuencia con las características descritas en Trp. Este número es el siguiente: 

donde a, b, c y d son los números de Godel de <p, 3 + 2 = 5,. (2 < 1) Y 2 < 1 
respectivamente. 

Lo anterior es suficiente para dar una definición de verdad para enunciados 
6 0 ya que cualquier enunciado de este tipo es equivalente a un enunciado libre 
de cuantificadores. 

CAPITULO II 
En este capitulo daremos otra prueba de la inderivabilidad del enunciado PH 

en P A. De hecho mostraremos un resultado mas general que permite probar la 
inderivabilidad de enunciados E, bajo ciertas condiciones. 

Este resultado consiste en mostrar que si un enunciado <p de la forma Vy3xR(y, x) 
(donde R es una relación primitiva recursiva) es PA-derivable entonces la fun
ción a", , definida como el mlnimo n tal que R (m, n), es dominada por alguna 
funcien de Hardy. Funciones de esta forma son conocidas como funciones re
cursivas demostrables. 

2.1 LAS FUNCIONES RECUSRSIVAS DEMOSTRABLES 
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verdad del enunciado. En este caso consideraremos números de secuencia que 
pueden ser descompuestos en la forma 2XO ·3X1 

••••• P~~ll, donde Xi = 1 Ó 2 y Pi 

es el i-ésimo primo. Para formular la definición de verdad buscada necesitamos 
los siguientes predicados: 

stp ([A]) representa" A es un enunciado libre de cuantificadores". 
seq (x,y) representa "x es un número de secuencia de longitud y" 
Tro ([A]) es la definición de verdad para fórmulas atómicas. 

En lo que sigue la expresión 'ti [Bl abrevia "para todo x, si x es el número 
de Güdel de una subfórmula de A" . La definición de verdad para enunciados sin 

cuantificadores es la siguiente 
Trp ([A]) '"' 
stp ([A]) A 3x[seq(x, [A]) A Ví(i :S [A]) ..... 
'1 [B] (i = [,B] ..... (x (i) = 2 {=} x([E]) = 1)) 
AV[E]V[C](i = [EACj ..... (x(i) =2 ,",x ([E]) =2Ax([C]) =2)) 
AV [E] (At ([E]) --> (x ([E]) = 2 {=} Tro ([E])) 

Ax([A]) = 2 
Veamos un ejemplo para ilustrar el significado de esta fórmula. El enunciado 

</> =o 3+2 = 5 A ,(2 < 1) es derivable en PA, así que debe existir un número de 
secuencia con las características descritas en Tr p. Este número es el siguiente: 

donde a, b, c y d son los números de Godel de </>,3 + 2 = 5, , (2 < 1) Y 2 < 1 
respectivamente. 

Lo anterior es suficiente para dar una definición de verdad para enunciados 
.6.0 ya que cualquier enunciado de este tipo es equivalente a un enunciado libre 
de cuantificadores. 

CAPITULO 11 

En este capitulo daremos otra prueba de la inderivabilidad del enunciado PH 
en P A. De hecho mostraremos un resultado mas general que permite probar la 
inderivabilidad de enunciados E, bajo ciertas condiciones. 

Este resultado consiste en mostrar que si un enunciado </> de la forma Vy3xR(y, x) 
(donde R es una relación primitiva recursiva) es P A - derivable entonces la fun
ción cr </> , definida como el mlnimo n tal que R (m, n), es dominada por alguna 
función de Hardy. Funciones de esta forma son conocidas como funciones re
cursivas demostrables. 

2.1 LAS FUNCIONES RECUSRSIVAS DEMOSTRABLES 
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El objetivo de esta sección es mostrar que toda función recursiva demostra
ble es una función ordinal recursiva. En este capítulo trabajaremos con la 
Aritmética de Peano fromalizada en el cálculo de secuentes LK (ver apéndice). 

Aritmética de Peano 

Para formular la aritmética de Peano utilizamos el siguiente lenguaje: 

un símbolo de constante O 
símbolos de funcí6n " +,. 
símbolo de predicado binano = 

La interpretación de casi todos estos símbolos debe ser bastante obvia. Sólo 
mencionamos que el símbolo de función I interpreta la función sucesor. De
notamos (t)~ a la enésima aplicación consecutiva de la función I al término t. 
Así que cualquier natural n está representado por el término (O)~, el cual será 
usualmente abreviado por n. 

El sistema PA es obtenido a partir de LKe agregando seis secuentes iniciales 
(llamados secuentes iniciales matemáticos) y añadiendo la inducción como nueva 
regla de inferencia. 

1) Los secuentes iniciales matemáticos son: 
s'=t'-+s=t 
s' = 0-+ 
-+8+0=S 
--> 8 + t' = (s + t)' 
-->8·0=0 
-+s·t':;;;;::s·t+s 

2) La regla de inducción: 

donde a no aparece en F (O), r o ~, s es un término arbitrario que no 
contiene a y F (a) es cualquier fórmula del lenguaje. 

El ordinal "o 

Llamamos cO al primer ordinal O! que satisface la. ecuación O!W = a, es decir, 
ea ::::::: lim (w, wW

, www •... ).Esimportante notar que ca es numerable, razón por 
la cual al conjunto de los números naturales le puede ser inducido el tipo de 
orden de cualquier", < "o. 

Decimos que un ordinal a se encuentra expresado en forma normal si 10 
escribimos como la suma de potencias de w, es decir, si existen ordinales Ckl 2: 
0'2 ;?: ... ;::: Q'n tales que O' = wO:1 + wO::Z + ... + wo. .. . Es un resultado conocido de 
la Teoría de Conjuntos que todo ordinal tiene una única forma normal. 
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Funciones a-recursivas 

Sea 1i una función del conjunto de los números naturales en un ordinal 0::', 

es decir íT : w ---+ a. Entonces podemos definir clase de funciones a-recursivas 
primitivas de la siguiente manera: 

(i) fea) =a+1 

(ii) f (a" ... , a,,) = O 

(iii) f(a" ... ,an) = a., (1 <';i <';n) 

(iv) f (a" ... ,an) = 9 (k, (a" ... , an), ... , km (al, ... , an)) 
donde g y ~ son a-primitivas recursivas. 

(v) f(O,o2, ... ,an)=g(a2,""a,,), 

(vi) 

f (a + 1, a2, ... , an) = k (a,! (a, a2, ... , an) , a2, ... , an) 

donde 9 y h son O:'-prinútivas recursivas. 

f(a" ... ,an) = 

k (f (T (a" ... ,a,,) ,a2, ... ,an), a" ... , an) 
si 1T(T(al, ... ,an)) < 1T(a¡) 

g(all ... ,an ) encaso contrario 

donde g, h Y T son a-primitivas recursivas . . 
Asignación de ordinales a las pruebas de PA. 

Para mostrar la asignación de ordinales a las pruebas de P A necesitamos las 
siguientes definiciones: 

1) El grodo de una fórmula es el número de símbolos lógicos que contiene. El 
grado de un corte es el grado de la fórmula de corte. El grado de una inferencia 
ind es el grado de la fórmula de inducción. 

2) La altura de un secuente S en una prueba P (denotada h(S;P) ) es el 
máximo de los grados de los cortes e inducciones que aparecen en P antes que 
S. 

3) Para cada ordinal a y c"d" n"tural n, definimos W n (<x) por inducción 
sobre n; Wo (a) = a, Wn+, (a) = wWn(~). 

Primero asignamos ordinales a los secuentes en una prueba. El ordinal asig
nado a un secuente S en una prueba es denotado o (S; P) ó simplemente o (S) . 
Asumiremos que los ordinales se encuentran expresados en la forma normal. Si 
O:' Y {3 son ordinales de la forma wQ1 + ._, +wQll y wt31 + ,'o +wf3m respectivamente 
(a, 2: "'2 2: ... 2: "'n y /3, 2: /32 2: ... 2: /3m ) , entonces 0<#/3 denota al ordinal 
w-" +w-'" + ... +w"n+m, donde {Á"Á" ... ,Án+m} = {"",o:" ... ,/3,/3" ... }. El 
ordinal 0:#/3 es llamado la suma natural de a y /3. 
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La asignación se define de la siguiente manera: 

1) A un secuente inicial se le asigna el ordinal l. 

2) Si S es el secuente inferior de una inferencia débil, entonces o (S) es el 
mismo que el de el secuente superior. 

3) Si S es el secuente inferior de I\izquierda, Vderecha, =>derecha, ...,derecha, 
...,izquierda o una inferencia que involucre un cuantificador, o (S) = a + 1, 
donde a es el ordinal del secuente superior. 

4) Si S es el secuente inferior de IIderecha, Vizquierda, ~izquierda y los 
secuentes superiores tienen ordinales '" y (3, entonces o (S) = 01#(3. 

5) Si S es el secuente inferior de un corte y sus secuentes superiores tienen 
ordinales '" y (3, entonces o (S) = Wk_l (a + (3), donde k y 1 son las alturas de 
los secuentes superiores de S, respectivamente. 

6) Si S es el secuente inferior de una inducción y el ordinal del secuente 
superior es "',entonces o (S) = Wk-l+1 (al + 1), donde "'12: "'22: ... 2: an ; k y 
1 son las alturas de los secuentes superiores de S. 

7) El ordinal de una prueba P, o(P), es el ordinal de su secuente final. 

Lema 2.1.3 Supongamos que P es una prueba que contiene al secuente SI 
y que no hay inducciones abajo de 81; llamemos PI a la subprueba con secuente 
final SI· Si P( es otro prueba de SI tal que o(P() < O(P1) y P' es la prueba 
obtenida reemplazando PI por P{ en P entonces o (P') < o (P) . 

Lema 2.1.4 Sea S un secuente de la forma -+ 3xR(a,x). Si P es una 
prueba en P A de S que contiene una inducción l entonces existe una prueba 
P' de S que no contiene a 1; además o (P') < o (P). Un resultado análogo $e 

obtiene para pruebas que tengan cortes esenciales. 

Corolario. Sea S un secuente de la forma ..... 3xR (a, x). Si existe una 
prueba P de S en P A entonces existe una prueba P' de S que no contiene 
cortes esenciales ni induccwnes; además o(P') ~ o(P). 

La prueba de este lema requiere una gran cantidad de resultados del Cálculo 
de Secuentes y es bastante larga para incluirla aquí. Sólo presentamos aquí la 
forma de eliminar inducciones y mostramos además que el ordinal de la prueba 
reducida decrece. El lector puede encontrar una descripción detallada de estos 
resultados en [41 . Nos referiremos a resultados de este tipo, que consisten en 
dar pruebas de un mismo secuente sin usar ciertas reglas de inferencia, comO 
métodos de reducción. Una prueba que contiene alguna regla eliminable es 
llamada prueba reducible. 

Una. observación importante respecto a este lema es que se da un proced
imiento efectivo pa.ra construir pI a partir de P y de manera tal que el númerO 
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de Godel de PI se puede calcular recursivamente a partir del número se Godel 
de P. Este hecho es crucial para los resultados que vinculan la derivabilidad 
de una fórmula ~l con el crecimiento de su función cr correspondiente. Para 
tener un acercamiento al análisis del crecimiento de las pruebas reducidas en el 
caso de cortes esenciales sugerimos al lector ver el apéndice B, en donde damos 
como ejemplo de las técnicas de reducción una demostración del Teorema de 
Eliminación del Corte para el Cálculo de Secuentes. Este Teorema muestra una 
técnica de reducción que, aunque más sencilla que las referidas en el lema 2.1.4., 
sirve para ejemplificar cómo el crecimiento de una prueba reducida puede ser 
calculado recursivamente. 

Eliminación de inducciones 

Para ilustrar de alguna manera la estrategia de la prueba del lema 2.14 
veamos cómo se puede eliminar una inducción en el caso en que ésta aparece 
como la última regla de inferencia; es decir que la última parte de la prueba 
P (m) es de la siguiente forma: 

Po (a) 

J ,","(a,x) ~ 3x(a',x) 

3x(0,x) ~ 3x(m,x) 

donde Po es la subprueba con secuente final 3x (a, x) -> 3x (a', "') , y sean 1 
y k las alturas del secuente superior S y del secuente inferior So de la inducción, 
además supongamos que o (S) = wM, + wM, + ... + wMn • Entonces 

o (So) = Wl-k+1 (1'-1 + 1) 

La prueba reducuida P' es 
Po (O) 

S, 3",(0,x) -> 3",(0', x) 

Po (1) 

3x(0',x) -> 3",(0",x) Po (2) 

S2 
S3 

3x(0,,,,) ~ 3x(0",x) 3x(0",:>:) --> 3x (O"', x) 
3x (O,x) ~ 3x (O"',x) 

3x (O, x) --> 3x(m -1,x) 3x(m - 1, xl --> 

3x (m, x) 

3x(0,x) --> 3x(m,x) 
Nótese que los secuentes S1, ... , Sm_1 tienen todos altura l ya que las fórmulas 

3x (n, x) tienen el mismo grado. As! que 

0(3x (n, x) --> 3x(n + 1, xl; P') = ¡J. para n :;:;;: O, "" m - 1 
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y entonces o (S2) = p,#p,; o (S3) = p,#p,#p,; ... , y en general o (Sn) = P, * n 
donde 11 * n = p,#p,# ... #p, n veces. De lo anterior se sigue que 

o(So;P') = W[-k (¡Hm -1) 

Además es claro que ¡t * (m -1) < w~,+' y por lo tanto 

o (So; P') = W[-k (¡t * (m - 1)) < W[-k+,cP" + 1) = o (So; P) 

Por el lema anterior se sigue que o (P') < o (P) . 

Con el resultado expuesto en el lema 2.1.4 podemos ya hacer un primer 
acercamiento al análisis del crecimiento de las funciones (J 4>. 

Definición. Una secuencia de secuentes de una prueba P es una rama (de 
P) si satisface las siguientes condiciones: 

1) La secuencia comienza con un secuente incial y termina con el secuente 
final. 

2) Cada secuente en la secuencia, excepto el último, es un secuente superior 
de una inferencia y es seguido ínmedíatam~nte por el secuente inferior de dicha 
inferencia. 

PROPOSICION. Supongamos que la fórmula 4> es de la forma Vy3xR (y, x), 
donde el predicado R es recursivo primitivo. Si existe una prueba de --> 3xR (a, x) 
en P A con ordinal 0<, entonces la función (f" definida por: 

<7" (m) = el mínimo n tal que R(m,n) 

es (t:- recursiva primitiva 

Demostración. Dada una prueba P de --> 3xR (u, x) tenemos que para 
cada m hay una prueba P(m) de --> 3xR(m,x) en PA con el mismo ordinal y 
con número de GMel recursivo primitivo. Nos referimos a la prueba obtenida 
al sustitulr a por m en la prueba P. Es fácil ver que el número de G1jdel de esta 
prueba se calcula recursivamente a partir de m 1 Le. existe una función recursiva 
primitiva "1 tal que "1 (m) es el número de GMel de P (m). 

Sea r la función tal que sí p es el número de Godel de una prueba reducible, 
entonces r (P) es el número de GMel de la reducción obtenida por el lema 2.1.4; 
r (P) = p en cualquier otro caso. Recordemos que r es primitiva recursiva. 

Por el lema 2.1.4 sabemos que dada una prueba Q de -> 3xR(m, x) (con 
número de GOdel p) que contenga un corte esencial o una inducción podemos 
encontrar una prueba reducción para la cual o (r (P)) < o (P) , donde r (P) es el 
número de G6del de la reducción. Iterando este proceso encontramos finalmente 
una prueba Q' en PA de .... 3xR(m,x) que no contenga cortes esenciales o 
inducciones. En particular esto sucede para la prueba P (m) , de donde tenemos 
que existe Una prueba P' (m) que no contiene inducciones ni cortes esenciales. 
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Como la prueba pI ( m) no hace uso de cortes esenciales ni de inducciones 
proberemos que debe contener una fórmula verdadera R (ffi, n) para algún n. 
Para esto haremos las siguíentes observacíones. 

En primer lugar podemos asumir que no aparecen variables libres en P. 
De ahí que si r ........ ~ es un secuente de P, entonces cualquier fórmula en r 
es atómica cerrada y toda fórmula en .ó.. es una fórmula atómica cerrada o es 
3xR(m,x). 

Definimos ahora la siguiente propiedad Q de secuentes. Un secuente tiene 
la propiedad Q si cualquler fórmula atómica en el antecedente es verdadera y 
cualquier fórmula atómica en el consecuente es falsa. 

Nótese que el secuente fna! de P satisface Qí además) si el secuente inferior 
de un corte en P satisaface Q uno de los secuentes superiores también debe sat
isfacerla ya que las fórmula de corte es cerrada y atómica. Ahora consideramos 
una rama de secuentes de P que satisfacen Q. La rama empieza con el secuente 
final de P y cada vez que cada vez que un secuente inferior aparezca en la rama 
tomamos un secuente superior que satisfaga Q. Es claro que ningún secuente 
inicial satisface Q 1 así que la. rama debe detenerse antes de llegar a un secuente 
inicial. Esto sólo puede suceder en el siguiente caso: 

r --> 1::., R(ffi, k) 
r --> 1::.,3xR(m,x) 

donde R(m, k) es verdadera. 

Definimos una función 9 de la siguiente manera: 

g(r(p») si o(r(p») < o(P) 
g(P) = 

p en cualquier otro caso 

Es imnediato por definición que g es a-primitiva recursiva y además 

"" (m) .:; g ([P (m)]) = g h (m)) 

donde P (a) es la prueba de --> 3xR (a, x) considerada inicialmente y "1 es la 
función recursiva primitiva que representa a los números de GOdel de las pruebas 
P(ffi). 

Definición. Decimos que una función J, f : w -+ W 1 es recursiva demostra-
ble en P A si existe una fórmula </J tal que: 

1) </J es P A -derivable 
2) <jJ pertenece a la clase ~, 
3) f (n) =,,~ (n), para todo natural n. 
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2.2 FUNCIONES DE HARDY 

. Si WCl:l + ... +wO!n es la forma no!mal de Q (0::1 ~ ". 2: Ctn ) Y w(3¡ + ... +wf3m. 

es la forma normal de ,6 «(3, :::: ... :::: (3m) usaremos la expresión a+ (3 sólo cuando 
a n ? (3I' También podrá ser usada en el caso en que Q. sea vacía) y entonces 
a + ,6 es ,6 misma. 

Definici6n 2.2.1 Para ca.cla ordinal límite a, a < &0, definimos Wl.a sucesión 
de ordinales {a} (O) ,{a }(1) , ... {a} (n) , ... , de la siguiente manera: 

i) Si a es de la forma (3 + wH " entonces {a}(n) =,6 + w' . n. 
ii) Si '" es de la forma ,6 + w' y 'Y es un ordinal límite, entonces {"'}( n) = 

,6 +wh}(n). 

En el primer caso es bastante claro el resultado de {"'}( n) . Para el segundo 
caso mostramos los siguientes ejemplos. Para a = ,6 +ww tenemos que {a } (n) = 
,6+w{w}(n) = (3+wn. De ahí es fácil observar que para'" = ,6 + ww" , {a}(n) = 
,6+ww

n
. 

Definición: A continuación definimos recursivamente la función de Hardy 
para cada ordinal menor que ea. 

ho{x) = x 
h~+1 (x) = h~ (x + 1) 

ha (x) = h{a}(.) (x) si a es un ordinallfmite. 

Para verificar que las funciones de Hardy están bien definidas basta notar que 
dados un ordinal límite a y un natural n siempre se puede obtener a partir de 
{"'} (n) un ordinal sucesor después de un número finito de aplicaciones sucesivas 
de {}(n) .. 

Recordemos que para cada función unaria J, r denota la enésima iteración 
de J, es decir ¡o (x) = x, ¡m+1 (x) = ¡ (fm (x)). 

Decimos que una función 9 de aridad k es dominada por una función unaria 
f si existe un natural n para el cual 

9 (Xl, ... , Xk) < J (max (Xl, ... , Xk» 
siempre que max(Xll "'1 Xk) > n. 

Proposición. Si a > O y X> O, entonces ha (x) > x. 
Demostración. (por inducción sobre a ). 
Si", =,6 + 1 entonces ha (X) = hp (X + 1) > X + 1> x. 
Si", es ordinal límite, entonces ha (x) = h{a}(x) (x) > x. 

Lema 2.2.3 Si a es un ordinal límite, entonces ha+p (x) = ha (hp (x»). 
Demostración. Por inducción sobre (3. 
(i) !3 = (30 + 1. Por la hipótesis inductiva ha+J3o (x + 1) = ha (h~o (x + 1») , 

de donde ha+Po +1 (x) = ha (hPo+l (x»). 
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(ii) Sí {3 es ordinal límite entonces a: + (3 es ordinal límite, así que por 
definición ha+fi (x) = h{a+fi}(x) (x) = ha+{fi}(x) (x) y por hipótesis inductiva 
ha+{fi}(x) (x) = ha (h{~}(x) (x) . Nuevamente por definición (ya que /3 es ordinal 
límite) ha (h{B}(x) (x) = ha (hfi (x)) . 

Corolario. Se cumplen las siguientes ecuaciones. 

(i) hwo (x) = h¡(x) = x + 1 
(ii) hw'+' (x) = h~. (x) 
(iii) hw' (x) = hw'Q)(x) (x) si '" es ordinal límite 

Sólo probamos (ii) notando que hw'" (x) = h{wH'}(x) (x) = hw"x (x) y por 
el lema anterior hw"x (x) = h~. (x). 

Lema 2.2.4 Sea 9 una función creciente. Si una función f(Xl,""Xn ) es 

dominada por g entonces existe un natural p tal que para toda instancia XII o." Xn 

f (Xl, "', X n ) < max (9 (max (Xl, ... , x n )) ,p) 

Dem. Si f es dominada por g entonces existe m tal que 

f(Xl""'Xn ) <9(max(Xl,""Xn )) 

cuando max(Xl' ... ,xn ) ;:: m. Sea {m}n el conjunto de eneadas de elementos 
menores que m y sea p = max(f (Xl, ... ,xn): (Xl, ... ,xn) E {m}n). Debe ser 
claro que este es el natural que buscamos. 

Lema 2.2.5 Si f (Xl, ... , Xm ) y 91 (Xl, "', Xn ) , ..• 9m (Xl, ... , Xn ) son dom-
inadas por hwo<) entonces f (gl (XI¡ ... ,Xn ) 1 ••• gm (Xl, ... ,Xn» es dominada por 
hwC<.2. 

Demostración. Si f(Xl,""Xm ) es dominada por hwO< entonces existe un 
natural p tal que para todo Xl, .. " X m 

f(Xl, ... ,Xm) < max(hw. (max(xl""'Xm)),p) 
De igual manera se prueba que existen naturales TI).' ') r m tales que para 

i~m 

9i (Xl, ... , Xn) < max (hw' (Xl, ... , Xn) ,r,) 

Sear ~ max (p, TI, ''') Tm) Y x = max (XII"" xn). Entonces para todo Yl, .. " Yrn 
y XI,"',Xn 

f (Yl' ... , Ym) < max (hw. (max (Yl, ... , Ym)) ,r) 
91 (Xl, ... ,xn ) < max(hw" (X) ,r) 

9m(Xl""'X") < max(hw" (X) ,r) 
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y por lo tanto 

f (g,(X1, ... , Xn), ···,gm (Xl, ... , Xn)) < max (hwo(max(hwo (X) ,r)), r) = 
max (hwo (hwo (x)), hwo (r)) = max (hwo.2 (x), hwo (r)). 

Esto último implica que si x = max(xl, .... ,xn ) 2: r entonces hwa 2(X) > 
hwo (x) 2: hwo (r) de donde se sigue 

Lema 2.2.6 Si h (x) y 9 (x, y, z) son dominadas por hwo Y 1 (x, y) está 
definida por recursión primitiva a partir de h y g, es decir, f(O,y) = h(y), 
1 (x + 1,y) = g(x,y,J (x, y)) , entonces 1 es dominada por hwoH+1' 

Demostración. Por el lema 2.2.4 sabemos que existe un natural p tal que 

h(x) < max(hwo (x) ,p) 

9 (x, y, z) < max (hw. (max (x, y, z)) ,p) 

Por inducción sobre x se prueba 1(x,y) < h~t' (ma.x(x,y,p)). El caso 
x = O es obvio. 

1 (x + 1, y) < max (hwa (x, y, h::',t' (max (x, y,p)) ,) ,p) 
;[. hwo (h::',t ' (max(x,y,p))) 
= h::;t2 (max (x, y,p)) 

;[. h::;t2 (max(x + 1,y,p)) 
Para concluir simplemente recordemos que h~. (z) = hwp+, (z). 

max (x, y,p). 
f(x,y) < h::;t' (m) 

;[. h';:o+l (m) 
< h:;.+l (m + 1). 

= hwa+' (m + 1) 
= hwa+'+1 (m) 

Así que si max(x, y) 2: p entonces f (x, y) < hwa+'+l (max (x, y)) 

Sea m = 

Corolario. Cualquier función recursiva primitiva es dominada por hw ..... 

Lema 2.2.7 Si Q' es ordinal sucesor) ho: es creciente. 
Demostración. Si '" = ¡3 + 1 entonces ha (x) = hp (x + 1) ;[. hp (x + 2) = 

ha (x + 1). 

Proposición 2.2.8. 
1) Si", > 1 Y n > O, entonces (wa len) es un ordinal límite. 
Dem. Si '" = ¡3 + 1 (¡3 > O) entonces {wa} (n) = w$ . n. Si '" es lfmite 

entonces {wa } (n) = w{a}(n). Es claro que en ambos casos el resultado es un 
ordinal limite. 
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2) Si O:' es un ordinal límite y x es un natural positivo, entonces existen 
ordinales límites a = al > a2 > ,.... > ah tales que aH 1 (1 ~ i :::; k) es 
(a}(O) 6 (a}(x) y ak+l = O. 

Dem. Por inducción sobre a. Si a = ao + w, entonces ao = {a} (O) y por 
la hipótesis inductiva el problema se reduce a ao. Si a = ao + w/3 entonces 
{a} (x) = ao + {w~} (x). 

3)Sea a un ordinal límite y no de la forma ao + w. s, j y x son naturales 
positivos, entonces existen ordinales límites 

(aj(j) =a1 >a2 > ... >ak, 
tales que a'+l (1";; i ,,;; k) es (aj(O) 6 (aj(x) y ak = {a}(j - 1). 

Dem. Por inducción sobre a. Podemos asumir que a = w~ y f3 > 1. 
I) f3 es ordinal sucesor, /3 = /30 + l. En este caso se tiene que {a} (j) = w~o . j 

y por lo tanto {{ a }(j)}( x) = w~o (j - 1)+ {w~o}( x) . De aquí tenemos dos 
subeasos: 

-Si /30 es ordinal sucesor entonces {w~o HO) = O Y por tanto {{ aHj)} (O) = 
w~o (j -1) = {a} (j -1). 

- Sí /30 es un ordinal limite entonces {w~o} (x) es un ordinal limite y por el 
inciso anterior se sabe que después de sucesivas aplicaciones de {} (O) y {} (x) 
se convierte en O. As! que después de las mismas aplicaciones {{a} (j)}(x)= 
w~o (j -1) + {w~o} (x) se transforma en wPo (j - 1) = {a} (j -1) . 

JI) /3 es ordinal límite. 
-Si /3 = /31 + w", n > 1, entonces, por la hipótesis inductiva,{ /31 + w"}(j) 

puede ser obtenido a partir de {/3}(j -1) por aplicaciones de {} (O) y {}(x); 
as! que {a} (j - 1) = w(P}(j -1) es obtenido a partir de w(P)(;) = {a }(j) por las 
mismas aplicaciones de {}(O) y {}(x). 

-Si /3 = /31 + w, entonces {"'}(j) = wP'+; y {"'}(j -1) = w!3,+(;-1). Por lo 
tanto ({",}(j)}(x) = w!3,+(;-1) . x. Por (2) Babemos que {",}(j -1) se trans
forma en O después de algunas aplicaciones de {} (O) yO (x). Iterando este 
proceso x - 1 veces al ordinal {{a }(j)} (x), éste se transforma en w!3, +(;-1) = 
{a}(j - 1) . 

Lema 2.2.9 Si a es un ordinallfmite y i < j ,,;; x, entonces 
h{a}(') (x) ,,;; h{a}(;) (x) . 

Demostración. Podemos asumir que i = j - 1. Si a = /3 + w, entonces 
h(a}(j) (x) = hp+j (x) = hP+(j_1) (x + 1) 2: hP+i (x) = h{a}(i) (x). (La 

desigualdad se cumple ya que (3 + i es ordinal sucesor). 
Supongamos que a no es de la forma {3 + w. Por la proposición 2.2.8 (3) 

sabemos que {a} (j - 1) puede ser obtenido a partir de {a} (j) por aplicaciones 
de O (O) y {} (x). Es decir que existen ordinales al, ... ,an , tales que 

{a}(j) > "'1> ... > a n = {a}(j - 1) 
donde ak+l es {ad (O) ó ¡a.} (x). As! que basta probar que h~k+' (x) ,,;; 

h~, (x). 

Si ak+l = {ad (O) entonces por la hipótesis inductiva tenemos que ha ,+, (x) = 
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h{a.}(O) (x) ,¡; h{a,}(x) (x) = ha, (x) 

Si ak+' = {ah} (x), entonces 
ha,+, (x) = h{a,}(x) (x) = ha, (x). 

Lema 2.2.10 Para cada a, ha es estrictamente creciente. 
Demostración. (por inducción sobre a:). Si o: es ordinal sucesor entonces 

ha (x + 1) = h~+l (x + 1) = hdx + 2) > hfi (x + 1) = hfJ+' (x) = 
ha (x) . 

Si a: es ordinal limite entonces 
ha (x) = h{a}lx) (x) < h{a}(x) (x + 1) ,¡; h{a}(x+') (x + 1) = ha (x + 1). 

La primera desigualdad se satisface por la hipótesis inductiva; la segunda 
por el lema anterior. 

Corolario 1. Si f3 < <>, entonces hfJ es dominada por ha. 
Deemostraci6n. Si a es ordinal límite entonces podemos encontrar algún i 

tal que f3 < {a ¡ (i) . Por la hipótesis inductiva tenemos que hfJ es dominada por 
h{a}(i)' Ahora veamos que h{Q}(i) es dominada por ha. Si X > i, entonces por el 
lema 2.2.9 sucede que 

h{a}(i) (x) ,¡; h{a}(x) (x) = h. (x). Por lo tanto h~ es dominada por ha. 

Lema 2.2.11 Si a es ordinal limite, Ó = wSo y w li > a, entonces 
w' . {a¡ (m) = {w' . a¡ (m). 

Demostración. Sea a = 0:'0 + wa .. la forma normal de a, 
Si an = f3 + 1, entonces 6 + a n = (Ii + f3) + 1 también es sucesor; así que 

w'· {a}(m) = w'· ao +w'· (wf3. m) =w'· ao + (w'+f3). m = 

{w' . <>0 +w('+f3)+! }(m) = {w' . a}m. 
Si <>n es limite entonces w' . {a} (m) = w' . ao + w' . w{ an }(m). De la hipóte

sis w' > a se infiere que ó > ano Además Ii + an también es límite así que 
{w6 . O<¡ (n) ={w' . <>0 + wHan } (m) = w' . ao + w{Han}(m) = 

w'·ao+w'+{an}(m). ({Ii+an}(m) =ó+{an}(n) yaqueó> an ) 

Definición. Dado un ordinal a definimos la complejidad e (a) de la sigu
iente manera: 

e(O) = O, e (wa) =e(a)+I, e(a+f3) =e(a)+e(f3). 

Lema 2.2.12. Sea f3 un ordinal límite, a < f3 y e(a) < n. Entonces 
a < {¡3) (n) . 

Demostración. Primero notemos que si O::' :::; 8 + (wCl!l . al + o •• + wa., . as) 
(a, > ... > a,) y f3 = ó + (wfJ , • b, + ... + wfl· . br ) entonces wa , . a, < w f3 , . b,. 
Además podemos afirmar que {f3}(n) ?: Ó + wil , (b, - 1) + {w f3 , }(n). 

Caso L f3, > a, 
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(a) Si (3, = (30 + 1 entonces (30 ~ "'1 Y {w~' }(n) = w~o . n ~ w", . n. Además 
sucede que n > c(a) 2 a,; y por lo tanto (w~' }(n) ~ w"'(a, + 1) > w", . a,+ 
... +w Ol

,$ • as. 
(b) (3, es ordinal límite, ie. (3, > a+ 1. Por la hipótesis inductiva {fi , } (n) > 

a, + 1, (ya que n > c("') ~ c(a, + 1) ) de donde {w~,} (n) = w{~,}(n) > 
wCl!l+1 = WU1 . w. 

Caso 2. (3, = "'1 Y b, > a, 
En este caso J, (b , - 1) ~ W"L a, y por la hipótesis inductiva {w~' }( n) > 

w", ·a2+ .. +w"" as (ya que n > e (a) > c(w"'· a2 + .. +w",· as». 

Le:ma 2.2.13 Sea ó = w', '" < (3 < w· y c("') < x. Entonces hw"" (x) < 
hw"~ (x). 

Demostración. Por inducción sobre 13. 
Si fJ = f30 + 1, entonces 

hw'.a (x) ,,:; hw"~o (x) < hw"~o (hw' (x)) = hw'(~o+l) (x) 
La desigualdad estricta se cumple ya que hw' (x) > x Y hW"/30 es estricta

mente creciente. La primera desigualdad se satisface por la hipótesis inductiva. 
Si fJ es un ordinal límite por el lema anterior tenemos que", < {(3} (x). As! 

que 

2.3 EL RESULTADO PRINCIPAL 

PROPOSICION. Sea <p un enunciado P A -derivable de la forma Vy3xR (y, x) . 
Entonces existe una función de Hardy h" y una función resursiva primitiva u (x) 
tal que para toda x, a~ (x) < ha (u (x». 

Dem. De la prueba de la proposición 2.1.1 recordemos que existe una 
función 9 tal que 

CT~(m) =g([P(m)]), dondeg está definida por 

g(r(x» siO(r(x») <O(x)<wn 

g(x) = 
x en cualquier otro caso 

~or el corolario de los lemas2.2.5 y 2.2.6 es suficiente que probemos que exis
ten ha Y U (x) tales que para toda x, 9 (x) < h" (u (x» . Nótese que la asignación 
de ordinales a pruebas que presentamos satisface la condición x > c (O (x» para 
aquellos x que sean números de GOdel de alguna prueba. Definimos el ordinal 
JxJ de la siguiente manera: 

O (x) si O(r(x» < O (x) <wn 
JxJ = 
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x en cualquier otro caso 

Como r (x) es primitiva recursiva existe un naturalp tal que r (x) " max(hw. (x ),p) 
y por lo tanto max(x,max(r(x),p))" hw.(max(x,p)). Definimos u(x) = 
max(x,p). Así que 

max(x,u(r(x))) = max(x,max(r(x) ,p)) " hw. (max(x,p)) = hw. (u (x)) 

Por inducción sobre Ixl probaremos que 

g(x) " hw •. !x! (u(x)). 

Si Ixl=O, entonces g(x) = x " u(x) = ho(u(x)). Ahora supongamos 
Ixl > ° y que la desigualdad se cumple para loS • tales que Isl < Ixl,entonces 
tenemos que: 

g(x)';; max (x,g (r (x))) 
(max (x,hw •. ¡r(xJ¡ (u (r (x)))) 
( hw •. ¡r(xJ¡ (max (x, u (r (x)))) 
( hw •. ¡r(xJ¡ (hw. (u (x))) 
" hw •. (!r(xJ!+lJ (u (x)) 
( hw •. ¡xl (u (x)). 

La última desigualdad se cumple por el lema 2.2.13 y porque 

c(lr(x)l+l)" c(lr(x)I)+1 (r(x) <u(x) 

Nuevamente recurrimos al lema 2.2.13 y observamos que como c (Ixl) < x < 
u (x) , se concluye que 

9 (x) < hw •. ",. (u (x)). 

Definición. Decimos que una función f : N" --> N es monótona si para 
Xll ... , Xn, Yl, .... , Yn E N 

si Xl ~ Yl, "',Xn ~ Yn entonces f (Xl, ... ,Xn) ~ f (Yll .. ·,Yn) 
Lema 2.3.2. Sean g(x) ,p(x) y h(x) funciones monótonas de w en w que 

satisfacen las siguientes condiciones: 

(1) Toda función recursiva demostrable en P A es dominada por g. 
(2) p (x) es recursiva demostrable 
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(3) Para cada x E w, g(X) ~ h (p (x» . 
Entonces toda función recursiva demostrable en PA es dominada por h. 

PRUEBA.Seap' (x) = max(x,p(x» Dada una función recursiva demostrable 
en PA definimos q(x) y qo (x) de la siguiente manera: 

q(x) = el núnimo y tal que y ~ x y x ~ p' (y) 
qo(x) =q(x)-1. 

Notemos que x ~ p' (qo (x) + 1) = p' (q (x» y por lo tanto 
f (x) <;; f (p' (qo (x) + 1) 

La función f (p' (x + 1» es recursiva demostrable en PA,así que por (1) 
existe un natural m tal que si x ::o: m, entonces f (p' (x + 1» < 9 (x) . Además 
por las definiciones de q y qo, p' (qO (x» < x. "De lo anterior se sigue que si 
x e m, entonces 

f (x) ~ f (p' (qO (xl + 1» < 9 (qo (x» .;; h (1" (90 (x))) .;; h (x) 

Respecto a! crecimiento de la prueba reducida observamos que en este caso 
la long(P' (m» = 10ng(P (m»" m y entonces long(?' (m» < (" (p»2 . Además, 
cada uno de las fórmulas introducidas tiene número de Godel calculable recur
sivamente a partir de p. 

Por lo anterior tenemos que : 
max(x, u (r (x))) = max(x,max(r (x) ,b) + b) 

<;; hw. (max (x, b» + b 
'" hw. (max (x, b) + b) 
= hw. (u (x» 

2.4. APLICACIONES DEL RESULTADO PRINCIPAL 
En esta sección mostramos cómO el resultado principal es usado para probar 

la inderivabilidad en PA de ciertos enunciados. Además del enunciado Paris
Harrington persentamos el teorema de Goodstein como ejemplo de un enunciado 
verdadero en la interpretación natural y que sin embargo es inderivable en PA. 

Definición. Sean m, n números naturales, n > L Definimos la repre
sentación de m en base pura n como aquélla en la que s610 aparecen n y 1 
Y en la que no hay términos repetidos. Por ejemplo 10 = 22+1 + 2. También 
podemos representar al 10 como 22 + 22 + 2, sin embargo hay un término repetido. 
Debe notarse que es precisamente por este requerimiento que la representación 
en base pura n es única. 

Ahora definimos el número de Goodstein gn (m) de la siguiente manera: 
gn (O) = O. Para m > O 9n (m) es el número obtenido a! remplazar n por n + 1 
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en la representación base pura n de m y luego restar 1. Por ejemplo 92 (10) = 
33+1 + 3 - 1. La secuencia de Goodstein para m se define a continuación: 

mo=m 

Veamos la secuencia de Goodstein para 10 

100 = 10 = 22+1 +2. 
lO, = 33+' + 3 -1 = 33+1 + 1 + 1 
102 = 44+1 + 1 + 1- 1 = 44+1 + 1. 
103 = 55+1 + 1-1 = 55+1 

104 = 66+1 - 1 = 5(66 + 65 + 6' + 63 + 62 + 6 + 1) 

Dado un natural x y un ordinal O::' < eo definimos las siguientes funciones: 

(1) Gx (O) = O, Gx Ca + 1) = Gx (a) + 1 
Gx (a) = Gx ({a} (x)) si a es ordinal. 

(2) Px (O) = O, Px (a + 1) = a 
Px(a) = Px({a}(x)) si a es ordinal 

Lema 2.4.1. Gx (a + (3) = Gx (a) + Gx ([3) 
Demostración. Por inducción sobre {3 
(a) [3=[30+1 

Gx (a + ([30 + 1)) = Gx «a + (30) + 1) = Gx (a + (30)+1 = Gx (a)+ 
Gx ([30) + 1 = Gx (a) + Gx ([30 + 1). 

(b) [3 es ordinal límite. 
Gx (a+[3) = Gx ({a+[3}(x)) =Gx(a+ {[3}(x)) = Gx (a)+Gx ({[3}(x)) = 

Gx (a) + Gx ([3) 

Lema 2.4.2. Gx (wa) = xG,(a). 
Demostración. Por inducción sobre a. Si a es ordinal límite Gx (wa) = 

Gx ({wa} (x)) = Gx(w{a}(x)) = xG,({a}(x)) = xG.(a). 
Para O:' + 1 tenem.os que 

x 

Gx(wa+1
) = Gx (wa . x) = Gx (wa + .:. +wa') = 

= ,xG:z;(cx.) + ... + xG:z;(et), = XGo;(et)+l = XG",(et+1) 
v 
X 

Como corolario de lo anterior tenemos que Gx (a) es el resultado de rem
plazar w por x en la forma normal de 0::'. 

Lema 2.4.3. Para cualquier natural x y O::' < eo, se cumple la siguiente 
ecuación: 

32 



Demostración. 
(a) e,p, (a + 1) = O, (a) = P, (O, (a) + 1) = P, (G, (a + 1)) = P,G, (a: + 1) 
(b) e,p, (a) = G,P, ({a} (x)) = P,G, ({a} (x)) = P,G, (a) 

Ahora vamos a ver cómo se puede obtener la secuencia de Goodstein para 
cada natural m a partir de Gx y Px. Sea a el ordinal obtenido de reemplazar n 
por w en la representación estricta base 2 de m. ASÍ que mo = m = G2 (a). 

m, = C3 (a) - 1 = P3Gs (a) = G3P3 (a) 
m2 = C. (P3(a)) -1 = 

= p.G.?, (a) 
=G4 P4 P3(a) 

mk = G2+kP2+kP2+k-I .... P3 (a) 
Como C, (a) = O si Y s610 si a = O tenemos que el enunciado Vm3k (mk = O) 

es implicado por Va3kP2+kP2+k-I",P3 (a) = 0, lo cual es obvio ya que para 
a> 0, P, (al < a. 

PROPOSICION. Si O < a < ea entonoes (l"x)(P,P,-I ... P3 (a) = O) 
= ha (3) -1, donde 1""'1>("') es el mínimo natural que satisface 1> (x) . 

Dem. Si a = j3 + 1) entonces 

(1""') (P' .... P3 ((3 + 1) = O) = (1""') (P, ... P. ((3) = O) = h~ (4) - 1 = 
= ha (3)-1 

Si Q es ordinal límite, entonces 
(1""') (P''''P3 (a) = O) = (I"x) (P,,,,P,P3 ({a} (3))) = h{aj(3) (3) -1 = 

= h" (3) - 1. 

Ahora vamos a probar que el enunciado Vm3k (mk = O) no es derivable en 
PA. Definimos la sucesión de ordinales {an} , donde para cada natural n an = 
Wn +Wn-I + W n_2 + ... + 1; nótese que p.x(PX ... P3 (an ) = O) = 

ha. (3) - 1. Sea "n el natural que resulta de reemplazar 2 por w en "n' 
Asf que (an)' = 02+kP2+kP2+k-I .. .P3 (an) y por 10 tanto p.x (an), = O) = 
I"X (P,,,,P3 (an) = O) = hw. (3) - 1. Si Vm3k (mk = O) fuera derivable en PA 
entonces ha. (3) como función de n serfa recursiva demostrable en PA, lo cual 
es una contradicción ya que han (3) "hw. (n) 'y hw. (n) no es dominada por 
ninguna h~ ((3 < ea) . 

El enunciado Paris-Harrington 
A continuación mostraremos que a partir del resultado principal de la sección 

anterior también se puede demostrar la inderivabilidad de una variante del enun
ciado PH, al cual denotaremos PH'. Para eUo basta probar que la función (7 P H' 

no es dominada por ninguna función de Hardy, aunque de hecho mostraremos 
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algo más fuerte: cualquier función de Hardy es dominada por a PH'. Recordemos 
que el enunciado PH es . 

Vd VbVc3a (a ->. (d)~) 

El enunciado PH' no es más que el enunciado PH para el caso d = b, es decir 

VWe3a (a ->. (b):) 
Sea u (b, e) el minimo natural para el cual 

u (b,e) ->. (b)~ 

Probaremos que u (n, n) domina a cualquier función de Hardy. Para ello 
introducimos las siguientes definiciones: 

(1) Dados naturales n y e, un (n,e) - álgebra es un mapeo G: Nlnl ....., e, 
donde e es un conjunto finito de cardinalidad c. 

(2) Un subconjunto finito S de N es adecuado para un (n,e) -álgebra G 
si S es grande y homogéneo para G y ISI > n. 

TEOREMA 204.4 Para toda n;;'l existe un (2n+3,p(n))-álgebra G tal 
que si S es adecuado para G entonces max(S) > hWn (n). 

Ahora veamos que como corolario de este teorema se tiene que 

hWn (n) < u(2n+3,p(n)) 

Sea m = CT (2n + 3, p (n)) y sea G tal como en el teorema, i.e. G: wl2n+3j -> 

p(n). Definimos g como la restricción de G a m, es decir g: m[2n+3j --+ p(n) y 
g (i) = G (i) para cualquier i e m de longitud 2n + 3. Es claro por la elección 
de m que existe un subconjunto H e m tal que H es grande, homogéneo para 
g y de cardinalidad al menos 2n + 3, Le H es adecuado para G ; por el teorema 
anterior se tiene que max( H) > hwn (n) . Es obvio que m >max( H) , asi que 
m>hwn(n). 

Por el Lema 2.3.2 se concluye que toda función recursiva demostrable en PA 
es dominada por u (n, n) . 

En lo que resta de esta sección demostramos el teorema 2.4.4. 
Definición. 
(1) Decimos que el álgebra G, simula al álgebra G2 si todo sunconjunto 

adecuado para G, también es adecualdo para G2. 
(2) Si G, y G2 son álgebras con la misma dimensión entonces el álgebra G 

definida por G(u) = (G, (u) ,G,(u») es llamado el álgebra producto de G, y 
G2. 

Observación. 
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Las siguientes proposiciones se siguen inmediatamente: 
(1) Si F es el álgebra producto de F, y F2 : entonces F simula a F, y F2. 
(2) Cualquier (n, ClC2) -álgebra es isomorfa al producto de un (n, e) -álgebra 

y un (n, C2) -álgebra. 
(3) Si e, ';C2 entonces cualquier (n, e,) -álgebra es también un (n, e2)-álgebra. 

Proposición 2.4.5. Sea G un (n, c)-álgebra y S e N. Si cada conjunto 
T e S de cardinalidad n + 1 es homogéneo para G entonces S es homogéneo 
para G. 

Demostración. Por contrapuesta; supongamos que S no es homogéneo para 
G .. Sean al, ... an = a los primeros n elementos de S. Escogemos b = bl , ... ,bn 

de manera que G (a) i G (b) Y b, + ... + bn es mínimo. Si i es el primer índice 
para el cual ~ =1- bi, consideramos el conjunto {a¡, __ .,~,~, ... , bn}. Es claro por 
la elección de i que 

a, + .. , + ai + b'+I + ... + bn < a, + ... + ai-l + b, + ... + on Y como 
b = al,···,at-bbi,.··,bn sucede que G(ab ... ,ai,bi+1, ... ,bn) =1- G(b). Así que 
{al, ... , al, bi , ... , bn } es de tamaño n + 1 Y sin embargo no es homogéneo. 

Lema 2.4.6. Sea Gi : w[nl ~ e, una familia de (n,ei) -álgebras (l';i';k). 
El álgebra producto G : w[nl ~ e, x ... x ek puede ser simulada por un 
(n + 1, C" ... Ck + 1) - álgebra. 

Demostración. Definimos un álgebra G' : w[nHI ~ {O} U (U'~i",k {i} x eil 
de la siguiente manera. (es claro que IUl~iO {i} x e,¡ = Ci + ... +Ck). 

Si X E w[n+ll es homogéneo para cada Gi , entonces G' (X) = O. En caso 
contrario, si i es el menor ídice para el cual X no es homogéneo, entonces 
G' (X) = (i, Gi (Y)) , donde Y es integrado por los primeros elementos de X. 

Corolario (1) Sea e';e, . ... ek, entonces cualquier (n, c) - álgebra puede 
ser simulado por algún (n + 1, cl + ... + Ck) -álgebra. 

(2) Cualquier (n, 7) -álgebra puede ser simulado por algún (n + 1) -álgebra. 

Lema 2.4.7 
(1) Sea G un (n, c) -álgebra y d;;.1. Existe un (n, e + d) - álgebra G' que 

simula a G y tal que cualquier S adecuado para G', min( S) ;;'d. 
Demostración. 
Sea e el contradominiode G. Definimos G' : w[nl ~ ({O} x d) U ({l} x e) de 

la siguiente manera. Supongamos X E w[nl , si min(X) < d, entonces G' (X) = 
(O,minX) , en caso contrario G'(X) = (l,G(X)). 

Sea S = {so, ... , Sm} un conjunto adecuado para G', Le. m~n. Si suponemos 
so;;'d entonces G' ({ so, ... , Sn_l}) = (O, so), y por la homogeneidad de S, G' ({ S" ... , Sn})'= 
(O, So) . Por la definición de G' esto implicarla que So es el mínimo de {SI, ... , Sn} , 
lo cual es una contradicción. 

Así que G' ({SO, ... , Sn_l}) = (1, G({so, ... , Sn-rl)) y entonces G' (X) = (1, G (X)) = 
(1, G ( {so, ... , Sn-l } )) para todo X e S, es decir que S también es adecuado para 
G. 
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Lema 2.4.8. Para n?2 existe un (n, 7) -álgebra G tal que si S es adecuado 
para G entonces mineS) ?2n + 3. 

Dem. Primero definimos un (1,4) -álgebra G' de la siguiente manera: 
si O';;m < n G'(m) =0 
si n';;m < 2n G' (m) = 1 
si2n<m<4n-1 G'(m) =2 
si 4n -l';;m G' (m) = 3. 

POI el último corolario sabemos que existe un (n, 7) -álgebra que simula GI
, 

El álgebra obtenido así es el que estamos buscando. 

Definimos funciones Em. : W ---7 W de la siguiente manera: 

Eo(n)=n 

El siguiente lema vincula estas funciones con las definiciones anteriores : 

Lema 2.4.9. Sea h : wlnl --> w. Supongamos que h (Xl, ... ,Xn ) < Em (Xl) 
siempre que l~Xl < o •• < xn. Entonces existe un (n + m + 1, lo2m+2)-álgebra 
G tal que para todo conjunto S adecuado para G, existe Wla función 9:; : S ---7 w 
tal que para cualquier X E Sin], h (X) = g, (Xl)' En este caso decimos que en 
h sólo depende de la primera coordenada en Sin]. 

Lema 2.4.10. Si 9 : wfnJ --+ w es tal que 9 (XII o." Xn) :::;;x¡, entonces existe 
un (n + 1, lO')-álgebra G tal que para cualquier S adecuado: 

(1) En Sin], 9 depende sólo de la primera coordenada. 
(2) Si X, Y E Sin] y min(X) < min (Y) , entonces 9 (X) ';;g (Y) . 
Dem. G, es un (n,2) -álgebra definido así: G, (X) =0 si y sólo si g(x) < 

min(X) . 
Definimos g' : w ln] --> W como sigue: si 9 (X) < min (X) , g' (X) = 9 (X), 

g' (X) = O en caso contrario. Sea G2 el (n + 1,100) -álgebra obtenido aplicando 
el lema anterior a g' (m = O en ese lema) . 

G3 es un (n+l,2)-álgebra; G3(X) =0 si g(X1,""Xn ) < [~xol; en caso 
contrario G3 (X) = 1. 

G4 es un (n + 1,2) -álgebra; G, (xo, ... , xn ) = O si 9 (xo, ... , Xn -1) ';;g (Xl, ... Xn ) , 

en caso contrario G4 (xo, "') xn ) = l. 
G5 es el (n,7) álgebra obtenido por el lema 2.4.8 ; de esta manera cualquier 

S adecuado para Gs satisface que min (S) ?2n + 3. 
El álgebra que buscamos es un (n + 1,104) -álgebra que simula a G

" 
G2, ... , Gs· 

(lema 2.4.9). 
Recuérdese que hasta el momento se ha definido {o<} (n) sólo cuando O< es or

dinallírnite. Ahora extendemos esta definición para todos los ordinales menores 
que ~o de la siguiente manera: 

{a+l}(n) =0< y {O}(n) =0 
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Definición. Dados ordinales a, (3, a < (3 y una secuencia de ordinales 
"'lo, "',"'Ir, el hecho que 'Yo = {3,'Yr = a, Y'Yi+l = {'Yi} (n) para O(i < r, será 
abreviado por la notación (3 -----?n 0:. 

Proposición 2.4.11 
(1) Sí" > 0, entonces" ->n ° 
(2) Para n):l, si al -----?n 0:2, entonces w Ct1 

-----?n wCt2
. 

(3) Si" es ordínallímíte, i < j < w, y ° < n < w, entonces {a}(j)->n 
{a}Ci). 

(4) Si n> i Y a ->, f3 entonces a ->n f3. 
(5) Sí a -"n f3 entonces hp (n) <;ha (n). 
Prueba 
(2) Suponemos "'2 = {a,} en). Si a es ordinallímíte entonces {wa,} (n) = 

w{a,}(n) = wa ,. Si "1 = f3 + 1, entonces "2 = f3 y {wa ,} (n) = wa , . n. A través 
de sucesivas aplicaciones de {} (n) se reduce w a , . (n - 1) a 0, próbandose así 
Wa:l --ion Wa:2 . 

(3) Basta probar el caso i = j - 1. 

Para naturales n, x definimos: 
T(wn,x) = {a: W n -"x a} 

Dado cualquier natural m definimos m(n) recursivamente de la siguiente 
manera 

m(O) =m 

Proposición 2.4.12 
(1) La cardinalidad de T (wn, x) es menor o igual que (x + l)(n-1) ' es decir 

mm n (m=x+l) 

(2) (x + 1)(n_1) <;E2n (x) 

PRUEBA. (1) Por inducción sobre n. El caso n + 1 definimos M como el 
conjunto de los ordinales o: tales que todos los exponentes en la forma normal de 
Cantor para" están en T (Wn+1, x) y todos los coeficientes en la forma normal 
de Cantor para a son menores o iguales que x. Es fácil ver que si a E M también 
lo está {a}(x) y que {wn} (x) está en M. As! que T (wn+1, x) <;; M y entonces 

IT (wn+1, x)1 <; IMI <; (x + l)IT(wnox)1 . 

Definición. Para m, n E w definimos recursivamente E (ffi, n) de la sigu
iente manera: 
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E(m,O)=l E(m,n+1)=mE {m,n) 

Proposición 2.4.13. Para x;'l, IT(wn,x)1 ";;'E2n (x). 
Porla proposición anterior se tiene que IT(wn,x)1 ";;'E(m,n), as! que basta 

probar que E (m, n) ,,;;,E2~ (x), donde m = x + 1. Es obvio que (1 + n) ";;'2n.Por 
lo tanto 2 (n + 1)::;2 . 2n~2n+l y 2n:(2n y entonces n . T'~22n~22TL. Ahora 
probarnos E (m, n) (,E2~ (x) por inducción sobre n. Para n = k + 1 notamos 
que 

log2 E (m, k + 1) = E (m, k) log2 m";;'xE2k (x) 
,,;;,E2k-l (x) . E2k (x) 
";;'2E ,,{x) = ~k+l (x) 

o 

Dada una función g: w[nJ ---7 eo) decimos que 9 es débilmente controlada 
por un álgebra G si para cualquier conjunto adecuado S, 9 sólo depende de su 
primera coordenada en sIn]) y entonces, si X, Y E sin] y min.X =minYentonces 
9 (X) = 9 (Y). En este caso definimos una función 98 de un sunconjunto S en 
eo poniendo 9 (xo) = 

9 (xo, ... ,Xi-l). 

Decimos que 9 es controlada por G si 9 es débilmente controlada por G y 
además sucede que para todo conjunto S adecuado de G¡ si X0 1 Xl E SI Xo < Xl 

Y g, (xo), g, (Xl) están definidas, entonces g, (xo) ";;'g, (Xl) . 

A partir de ahora utlizaremos la expresión n-álgebra G para referirnos a 
un (n, e) -álgebra G con ciertas propiedades y en donde el número e se puede 
calcular recursivamente a partir de n, es decir e = p (n) deonde p es primitiva 
recursiva. 

Lema 2,4.14. Sea 9 : w[nJ --> Ea. Si 9 (Xo, ... , Xn-l) E T (Wk, xo) para 
cualquier x E w[nJ, entonces 9 es débilmente controlada por un n + 2k + 
1-álgebra. 

Prueba. El CasO k = O es trivial. As! que suponemos Ie;'l. Por el corolario an
terior sabemos que 9 (xo, ... , Xn_l) E T (Wk, xo) implicag (xo, ... , Xn_l) ";;'E2k (xo), 
as! que el lema 2.4.9 garantiza la existencia de un n + 2k + l-álgebra G en el 
que si S es adecuado para G, 9 (xo, ... , Xn_l) depende sólo de Xo en s[n+2k+lJ, 
suponiendo que xo;' 1. Por lo tanto basta demostrar que G puede ser simu
lada por un n' + 2k + 1-álgebra G' tal que si S es adecuado para G' entonces 
min (S);'1. Esto último sucede aplicando el lema 2.4.7 a G, tomando d = 1. 

Lema 2.4.15 Sea k;'l. Sea k;'1 y supongamos 9 : w[n] --> EO satisface 
g(xo, ... , Xn_l) E T (Wk, xo). Entonces 9 puede ser controlada por algún n + 
2k + 1- álgebra. 

Definición. Decimos que un álgebra G : w[n] --> e captura una función 
f : w --+ W si para cualquier conjunto adecuado S y x,y E S, x < y implica 
f (x) ";;'y. 
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Teorema 2.4.16 Para cada n~l, hWn puede ser capturada por algún 
2n + 3- álgebra C. 

PRUEBA. 
Sea Co un (2,2) -álgebra; Co (xo, Xl) = O si y sólo si xl;;'hwn (xo) . Sea C , 

el (2,5) -álgebra de acuerdo al lema 2.4.7, i.e. C , simula a Co y cualquier 
conjunto adecuado S para G tiene mineS) ;;'3. 

Definimos una función f ; W!2] ---+ cO como sigue: Si el conjunto de los 
ordinales a: en T (wn , xo) tales que ha: (xo) ~Xl es distinto del vacío, entonces 
f (xo, x,) es el minimo de dicho conjunto. En caso contrario J (xo, Xl) = O. Es 
claro por la construcción de f que se satisfacen las hipótesis del lema 2.4.15 y 
por lo tanto existe un 2n + 3-álgebra C2 que controla f. 

Sea C algún 2n+3-álgebra que simula a C , ya C 2; a contnuación mostramos 
que G captura hwn • 

Sea S = {so, ... , sm} adecuado para G, debemos probar que si x, y E S, x < y 
entonces hWn (X) ~y, lo cual es equivalente a probar que el valor constante de 
Co en S12) es O. Veamos que suponiendo que este valor es 1 se llega a una 
contradicción. 

Sea (x,y) E SI2). Ya que Go(x,y) = 1, Y < hwn (x). Si /3 = f(x,y) , 
entonces /3 es el mínimo ordinal en T (w", x) tal que y(h~ (x). 

Veamos que /3 no puede ser ordinal límite; de lo contrario tendríamos que 
/3,={/3}(n) </3 ,/3, ET(w",x) yy~h~(x)=h~, (x). 

Así que,6 = 6 + 1. Ya que G simula a G2 y G2 controla a J, f sólo depende de 
su primera coordenada en S(2); así que f(x,y) = 6(x)+1 y entonces J (x,y) ~x 
6(x); de lo anterior se sigue que 6(x) E T(wn,x) y como 6 <!3, tenemos que 
y> h.(x) (x). Además si 6 (y) está definida entonces 6 (x) (6 (y). 

Afirmamos que para O(i < So - 1, S<+l > h.(,,) (s,). Del párrafo an
terior se sigue que Si+! > h.(,,) (Si) y que 6(so)~6(s,); si 6(so) = 6(Si) 
hemos terminado. Supongamos 6 (so) < 8 (s,) . Ya que W n ~'O 8(so) y por 
(4) de la proposición 24.11, W n --+" 6 (so); por (5) de la proposición 2.4.11, 
h.(.o) (Si) (h.(,,) (s,) < Si, que es lo que buscamos demostrar. 

Por último 
h.(so)+! (so) = h.(so) (so + 1) ~h.(,,) (Sl) < S2· 

Pero 8 (so) + 1 = f (so, S2), por lo que de acuerdo a la definición de f 
s2(h,(so)+1 (so). 

TEOREMA 2.4.4. Para n;;' 1, existe un 2n + 3-álgebra G tal que si S es 
adecuado para G entonces max (S) > hWn (n) . 

PRUEBA. Sea Go un 2n+3-á1gebra que captura hwn ; sea G, un (n + 2, 7) -álgebra 
tal que si S es adecuado para G, entonces min (S) ;;'2n + 3. 

Sea G un 2n+3-á1gebra que simula a Go y a G, . Entonces, si S es adecuado 
para G, 

ApCMice 
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Teorema 2.4.16 Para cada n~l, hWn puede ser capturada por algún 
2n + 3- álgebra G. 

PRUEBA. 
Sea Go un (2,2) -álgebra; Go (xo, Xl) = O si y sólo si x1;'hwn (xo) . Sea G, 

el (2,5) -álgebra de acuerdo al lema 2.4.7, i.e. G, simula a Go Y cualquier 
conjunto adecuado S para G tiene min(S) ;'3. 

Definimos una función f : w{2] --)o éO como sigue: Si el conjunto de los 
ordinales CI:' en T (wn , xo) tales que ha. (xo) )Xl es distinto del vacío, entonces 
f (xo, x,) es el mínimo de dicho conjunto. En caso contrario f (xo, x,) = O. Es 
claro por la construcción de f que se satisfacen las hipótesis del lema 2.4.15 y 
por lo tanto existe un 2n + 3-álgebra G2 que controla f. 

Sea G algún 2n+3-álgebra que simula a G, ya G2; a contnuación mostramos 
que G captura hwn . 

Sea S = {SOl ... ' Sm} adecuado para G, debemos probar que si x, y E S, x < y 
entonces hWn (x) ~y, lo cual es equivalente a probar que el valor constante de 
Go en SI21 es O. Veamos que suponiendo que este valor es 1 se llega a una 
contradicción. 

Sea (x,y) E S[21. Ya que Go(x,Y) = 1, Y < hwn(x). Si fJ = f(x,y) , 
entonces fJ es el mínimo ordinal en T(wn,x) tal que y",h~ (x). 

Veamos que fJ no puede ser ordinallúnite; de lo contrario tendríamos que 
fJ, ={fJ}(n) < fJ , fJ , E T (wn , x) y y",hf3 (x) = h~, (X) . 

Así que fJ = 6+ 1. Ya que G simula a G2 y G2 controla a f, f sólo depende de 
su primera coordenada en S[21; así que f (x, y) =" (x)+1 y entonces f (x, y) ~x 
6 (x); de lo anterior se sigue que" (x) E T (wn , x) y como" < fJ , tenemos que 
y> h6!x) (x). Además si ,,(y) está definida entonces" (x) ",6 (y). 

Afirmamos que para O",i < So - 1, S,+l > h6!,,) (s;). Del párrafo an
terior se sigue que Si+1 > h6! •• ) (Si) y que 6 (so) ",6 (Si) ; si 6 (so) = 6 (s¡) 
hemos terminado. Supongamos 6 (so) < 6 (Si). Ya que W n ""'" 6 (so) y por 
(4) de la proposición 24.11, W n ..... ,. 6 (so); por (5) de la proposición 2.4.11, 
h6!.,) (s,) "'h6!,.) (Si) < s" que es lo que buscamos demostrar. 

Por último 
h6!.,)+1 (so) = h6!.,) (so + 1) ",h6!,,) (Sl) < S2· 

Pero 6 (so) + 1 = f (so, S2), por lo que de acuerdo a la definición de f 
s2",h6!so)+1 (so). 

TEOREMA 2.4.4. Para n;'l, existe un 2n + 3-álgebra G tal que si S es 
adecuado para G entonces max (S) > hWn (n) . 

PRUEBA. Sea Go un 2n+3-álgebraque captura hwn ; sea G, un (n + 2,7) -álgebra 
tal que si S es adecuado para G, entonces min (S) ;'2n + 3. 

Sea G un 2n+3-álgebra que simula a Go y a G, . Entonces, si S es adecuado 
para G, 

AplJ1dice 
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CALCULO DE PREDICADOSDE PRIMER ORDEN 

En este apéndice presentamos una formulación de la lógica de primer orden 
conocida como Cálculo de Secuentes. 

Para formular el cálculo de predicados lo primero que necesitamos es definir 
el lenguaje formal y las expresiones y enunciados válidos. 

Definición. El lenguaje de primer orden consta de lod siguientes símbolos: 
(1) Constantes: 

(1.1) Costantes individuales: ka, ... , k" ... 
(1.2) Constantes de función de aridad i (i = 1,2, ... ) 

¡¿,fL··· 
(1.3) Constantes de Predicado de aridad i 

RQ,RL···) 
(2) Variables 

(2.1) Variables libres: ao, al, ... 
(2.2) Vraiables acotadas: Xl, X2, ... 

(3) Simbolos Lógicos: 
" V, A, =?-, 3, \/. 

(4) Simbolos auxiliares : 
paréntesis O y comas. 

Definición de términos. Los términos son definidos inductivamente de 
la siguiente manera: 

(1) Cada constante individual y cada variable es un término. 
(2) Si fi es un símbolo de función de aridad i y t¡, ... , ti son términos, entonces 

f i (tI, ... , tn ) es un término. 
(3) Les únicos términos son las expresiones obtenidas por (1) Y (2) . 

Definición de fórmulas. Si Ri es un simbolo de predicado con i argumen
tos y tI, ... , ti son términos entonces R} (tI, o." tt) es una fórmula atómica. 

El conjunto de fórmulas en LK es definido inductivamente de la siguiente 
manera: 

(1) Cada fórmula atómica es una fórmula 
(2) Si A Y E son fórmulas, entonces (,A) , (A /\ E), (A V E) Y (A => E) son 

fórmulas. 
(3) Si A es una fórmula, a es una variable libre y X es una que no aparece 

en A, entonces 'VxA' y 3xA' son fórmulas en donde A' es la expresión obtenida 
al reemplazar a por x en cada una de las presencias de a en A. 

Como se puede observar, usaremos las letras A, B, e, ... , F, G ... como metavari
ables que designan fórmulas. Una fórmula sin variables libres es llamada un 
enunciado. 

Debe notarse que por la condición impuesta en la cláusula (3) de la defini
ción anterior elimina expresiones como \;Ix (E (x) /\ 3xA (x)). Sin embargo esta 
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restricción no Iímíta de manera sustancial la clase de fórmulas ya que por ejem
plo, la expresión anterior puede ser reemplazada por Vy (B (y) /\ 3xA (x)) con
servando el mismo significado. 

Otra convención que se adopta normalmente es la omisión de paréntesis 
cuando se siguen ciertas prioridades en el orden. En este trabajo observaremos 
las siguientes prioridades: el conectivo -, lleva precedencia sobre V y 1\ , Y a su 
vea éstos llevan precedencia sobre => . Así que -,A A B es una abreviación de 
(~A) /\ B, Y A /\ B => C es una abreviación de (A /\ B) => C. 

Definición. 
(l)Sea A una expresión y tI, ... , t n símblos primitivos distintos, y sean SI, .,., Sn 

símbolos cualquiera. 
A(t' ..... tn) 

Sl"",Sn 

es la expresión obtenida de A reemplazando tI1 ... ,tn por Sl""lSn respec-
tivamente en cada presencia de tI, ... , tn' No es necesario que de hecho tI, "" tn 
aparezcan en A. 

(2) Sea A una fórmula y t" ... , tn términos cualquiera. Si existe una fórmula 
B y n variables distintas bl , .. " bn tales que A es 

B (~~:::::::) 
entonces decimos que cada una de las presencias tz resultantes de este reem

plazo está indicada en A, Puede suceder que A contenga otras presencias de ti; 
este es el caso cuando B contiene tt. 

(3) Decimos que un término está totalmente indicado en A si cacta presencia 
de t en A es obtenida por un reemlazo como el definido en (2) ( de una fórmula 
B y con n = 1 Y t = t,). 

PROPOSICION. Si A (a) es una fórmula y x una variable que no aparece 
en A (a), entonces VxA (x) y 3xA (x) son fórmulas 

En esta ca.pítulo usaremos letras griegas mayúsculas r, D.., TI, A,ro, ,.,para 
denotar secuencias finitas (posiblemente vacías ) de fórmulas separadas por 
comas. Para formular el cálculo de secuentes primero debemos introducir el 
símbolo auxiliar ---+ • 

Definición 1. Para r, D.. arbitararias, r ---+ t1 es llamado un secuente.r es 
llamado el antecedente y /:!,. el consecuente. Cada fórmula en r y /:!,. es llamada 
una fórmula secuente. 

Intuitivamente un secuente A¡",.\Am ---+ B11 .. ,\Bn (m1n 2: 1) significa que 
Al A." 1\ Am implica Bl V ," V Bn. Para m 2:: 1, Al, ... , Am ---+ quiere decir que 
Al 1\ , .. 1\ Am lleva a una contradicción. Para n ~ 1, ---+ B1 , . .. , Bn significa que 
El V ." V Bn se cumple. El secuente vacío -+ significa que hay una contradicción. 
Los secuentes serán denotados por la letra S. 

PRUEBAS FORMALES 
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Definición. Una inferencia es Wla expresión de la forma 

§L 
S 

ó S, S2 
S 

donde S, SI, 82 son secuentes. SI y 82 son los secuentes superiores y S es 
el secuente inferior de la inferencia. 

Intuitivamente esto significa que a partir de S, (S, y S2 ) podemos inferir S. 
Nos restringiremos a las inferencias obtenidas de acuerdo a las siguientes reglas 
de inferencia, en las cuales A, B, C, D, F (a) denotan fórmulas. 

1) Reglas estructurales 
1.1) Debilitamiento: 

izquierdo: r -> .ó. 
D,r->.ó. 

derecho: r ..... .ó. 
r-+Á,D 

D es llamada la fórmula de debilitamiento. 
1.2) Contracción: 

izquierda: D, D, r --+ b.. 
D,r->.ó. 

1.3) Intercambio: 

izquierdo: r, e, D, TI --+ .ó. 
r,D,C,II-o .ó. 

derecha r -> .ó.,D,D 
r -> .ó., D 

derecho: r ..... .ó., C, D, A 
r --> .ó.,D,C,A 

Nos referiremos a estos tres tipos de iIÚerencia como "inferencias débles", 
mientras las demás serán llamadas "inferencias fuertes" . 

1.4) Corte 

r ..... .ó.,D D,II->.ó. 
r, II ..... .ó., A 

D es llamada la fórmula de corte de esta inferencia. 

2) Reglas lógicas 

2.l)~: izquierda ..,: derecha D,r->.ó. 

Decimos que D es la fórmula auxiliar y ~D la fórmula principal de esta 
inferencia. 
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2.2) A: izquierda e,r~A y D,r~A 

eAD,r~A eAD,r~A 

A: derecha r~A,e r~A,D 
r~A,eAD 

e y D son las fórmulas auxiliares y e A D es la fórmula principal de esta 
inferencia. 

2.3) V: izquierda e,r~A D,r~A 
eVD,r~A 

V: derecha r-->A,e y r~A,D 
r --> A,eV D r~A,eVD 

D y e son las fórmulas auxiliares y e V D es la fórmula principal de esta 
inferencia. 

2.4) :): izquierda 

:::>: derecha 

r --> A, e D, rr --> A 
e:::> D,r,rr --> A,A 

c,r ---> A,D 
r ---> A,e:::> D 

e y D son la fórmulas auxiliares de esta inferencia; e :) D es la fórmula 
principal. 

Las últimas cuatro reglas son llamadas inferencias proposicionales. 

2.5) "i: izquierda F(t),r--> A "i: derecha r ---> A, F (a) 
"ixF (x), r --> A r ---> A, "ixF (x) 

donde t es un término arbitrario y a no aparece en el secuente inferior. 
F (t) Y F (a) son las fórmulas auxiliares de la inferencia; "ixF (x) es la fórmula 
principal. La variable a en "i - derecha es llamada la variable característica. 
(Nótese que en "i - derecha todas las presencias de a en F (a) están indicadas). 

2.6) 3-izquierda F(a),r---> A 3-derecha r --> 6., F (t) 
r --> A, 3xF (x) 3xF(x),r --> 6. 

donde a no aparece en el secuente inferior y t es un término arbitrario. 
F (a) y F (t) son las fórmulas auxiliares de la inferncia; 3xF (x) es la fórmula 
principal. La variable a es la variable característica de 3 - izquierda. Nótese 
que en 3 - izquierda la variable a está totalmente indicadaJ mientras que en 
3 - derecha no toda t está necesariamente indicada. 
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Las reglas 2.5) y 2.6) son llamadas inferencias de cuantificador. Lacondición 
que se pide en 'rj - derecha y :3 - izquierda a la variable a, que no aparezca en 
el secuente inferior 1 se llama la condición de la variable característica. 

Llamamos axiomas a los secuentes de la forma A ~ A 

Definición de Prueba en LK 

Una prueba en LK es Wl árbol de secuentes que satisface las siguientes 
condiciones: 

1) Los secuentes iniciales de P deben ser axiomas. 
2) Cada secuente de P, excepto el último, es el secuente superior de una 

inferencia cuyo secuente inferior también está en P. 

El último secuente de nna prueba P será llamado el secuente final. Decimos 
que P es una prueba de S si el secuente final de P es S. Un secuente es LK
demostrable si existe una prueba de S en LK. Una fórmula A es LK-demostrable 
si el secuente ~ A es demostrable en LK. 

Lema Sea r (a) ....., Á (a) un secuente LK-demostrable en el cual a está 
totalmente indicada, y sea Pral una prueba de real ....., Á (a) . Si b es una 
variable libre que no aparece en p(a), entonces al substituir a por b en todas 
las presencias de a en pea) obtenemos nna prueba P(b) con secuente final 
r(b) ->Á(b). 

Demostración por inducción en el número de inferencias en P(a). Si P (a) 
no contiene inferencias entonces P (a) es el secuente inicial r (a) ....., Á (a) . En 
este caso P(b) es el secuente inicial r(b)....., Á (b). 

Supongamos que la propiedad se cumple para pruebas con n 6 menOs infer
encias, consideramos P(a) con n + 1 inferencias. La demostración se hace por 
casos dependiendo de la última inferencia J. 

(i) J es '1- derecha 
Si a es la variable principal de J, entonces la última parte de la P (a) es 

r .... Á,A(a) 
r .... Á,VxA(x) 

Llamamos Q (a) a la subprueba con secuente final r -> Á,A (a). Recuérdese 
que en este caso a no aparece en r, Á 6 VxA (x). Por la hipótesis inductiva 
tenemos que reemplazando todas las presencias de a en la subprueba Q (a) por 
b se obtiene una prueba con secuente final r .... Á, A (b), en donde b no aparece 
en r ni en Á. Por lo tanto podemos aplicar V-derecha a este secuente usando 
b como variable principal: 

r .... Á,A(b) 
r ..... Á,VxA(x) 

Esta última es la prueba P (b) buscada. Si a no es la variable principal de 
J, entonces la última parte de P (a) es : 
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real ~ ll.(a) ,A(a,c) 
r(a) -; ll.(a) ,VxA(a,x) 

Por la hipótesis inductiva tenemos que al reemplazar a por b en la subprueba 
Q(a) se obtiene una prueba con secuente final r(b) ~ ll.(b) ,A(b,c) en donde 

por la suposición original b no aparece en P(a) y por lo tanto b no es c) apli
camos 'l/-derecha a este secuente con e como variable principal, obteniendo así 
la prueba P (b) con secuente final r (b) ~ ll. (b) ,VA (b, x) . 

Lema. Si t es un término arbitrario y el secuente r (a) ~ ll. (a), con a 
totalmente indicada, es LK-demostrable con una prueba Pea) en la cual cada 
variable principal es distinta de a y no contenida en t, entonces el resultado de 
reemplazar todas las presencias de a por t en P (a) es una prueba con secuente 
final r (t) ~ ll. (t) . 

Definición. Una secuencia de secuentes de una prueba P es una rama (de 
P) si satisface las siguientes condiciones: 

1) La secuencia comienza con un secuente incial y termina con el secuente 
final. 

2) Cada secuente en la secuencia, excepto el último, es un secuente superior 
de una infernecia y es seguido inmediatamente por el secuente inferior de dicha 
inferencia. 

EL TEOREMA DE LA ELIMINACION DE CORTE 

Este teorema, también conocido como Gentzen's Hauptsatz, es un resultado 
muy importante de LK. 

Teorema de la eliminación de corte. Si un secuente es LK-demostrable 
entonces es LK-demostrable sin cortes. 

Para demostrar este teorema seguiremos la prueba original presentada por 
Gentzen. Primero introducimos una nueva regla de inferencia y luego probamos 
que la regla de corte y la nueva. regla son equivalentes. A continuación presen
tamos la nueva regla. 

Dada una fórmula A la siguiente inferencia es una A - e tiro inación : 
r --> ll. n ~ A (Al 

r, Il' --+ 6",') A 

en donde ll. y n contienen a la fórmula A, y ll.', n' se obtienen a partir de 
ll. y n respectivamente eliminando todas las presencias de A. 

Ahora probaremos que si un secuente es LK-demostrable entonces es LK
demostrable sin eliminaciones. En realidad bastará demostrar que dada una 
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prueba de S en LK' cuya única eliminación aparezca en la última inferencia se 
puede construir una LK' prueba de S que no tenga eliminaciones. 

Para realizar esta prueba se necesitan algunas definiciones previas: 
a) El grado de una fórmula A (denotado g(A)) es el número de símbolos 

lógicos contenidos en A. El grado de una A - eIim inación es el grado de A. Si 
una prueba P tiene sólo una eliminación y ésta es la última inferencia definimos 
el grado de P (g(P)) como el grado de la eliminación. 

Una secuencia de secuentes es llamada una rama si comienza con un secuente 
inicial, termina con el secuente final y cada uno de sus secuentes, excepto el 
último, es el secuente superior de alguna inferencia y es inmediatamente seguido 
por el secuente inferior de dicha inferencia 

Decimos que una rama es una rama izqnierda (derecha) si contiene a! se
cuente superior izquierdo (derecho) de la eliminación. Ahora definimos el rango 
de una rama izquierda (derecha) F como el número de secuentes consecutivos, 
a partir del secuente superior izquierdo (derecho), que contienen la fórmula de 
eIiminación en el consecuente (antecedente). El rango izquierdo ran, (P) de una 
prueba es el máximo de los rangos de sus ramas izquierdas. El rango derecho se 
define análogamente. Finalmente el rango de una prueba ran(P) se define así: 

ran(P) = Tan, (P) + Tand (P) 
La prueba del teorema consiste en observar que cuando ,-an (P) = 2, es decir 

Tan, (P) = ran. (P) = 1, podemos construir una prueba con el mismo secuente 
final y que no contenga eliminaciones o podemos construir una prueba con el 
mismo secuente final y cuya única eliminación tenga fórmula de eliminación de 
grado menor él. la originaL 

Para pruebas con rango mayor que dos se demuestra que podemos construir 
una prueba con el mismo secuente final y que no tenga elinúnaciones o bien 
podemos construir una prueba con el mismo secuente final y cuyo rango sea 
menor a! de la prueba origina!. 

Finalmente se demuestra que las pruebas cuya fórmula de eliminación sea 
una fórmula atómica pueden ser susutituidas por pruebas que no contengan 
eliminaciones. 

PASO 1. Suponemos rani (P) = rand (P) = 1 
1.1) El secuente superior izquierdo es un segmento inicial. Así que P es de 

la forma 

A->A II-.A 
A, U'" -¡. A 

La siguiente prueba tiene el mismo secuente final y no contiene eliminaciones: 

algunos intercambios 
A, ... ,A,ll'" -¡.A 

algunas contracciones 
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1.2) El secuente superior derecho es un secuente inicial. Se hace de manera 
similar usando las reglas de intercambio y contracción derechas. 

1.3) Ninguno de los secuentes superiores Sil S2l es un secuente inicial y 
8 1 es el secuente inferior de una inferencia estructural M. Como ran" (P) = 1 
la fórmula A no puede aparecer en el consecuente del secuente superior de la 
inferencia M, de donde se sigue que M debe ser un debilitamiento derecho de 
la fórmula A. En este caso la última parte de la prueba es de la siguiente forma: 

M 
J r -> Ll.,A II -> A 

r, JI* --Jo 6., A 
(A) 

donde A no aparece en Ll.. La siguiente prueba tiene el mismo secuente final 
y no contiene la A -eliminación J : 

algunos debilitamientos 
TI'" ,r ---+ .6.\ A 

algunos intercambios 
f,n'" ~.6.,A 

lA) Ninguno de los secuentes superiores 8 11 S2! es un secuente inicial y 8 2 
es el secuente inferior de una inferencia estructural M. Como rand (P) = 1 la 
fórmula A no pude aparecer en el antecedente del secuente superior de M, y por 
lo tanto M debe ser un debilitamiento izquierdo. . 

M . II->A 
J r --+ Ll. A, II -t A (A) 

f)I ---+ 6.*, A 

donde A no aparece en n. De manera similar al caso anterior se construye 
1l!la prueba con el mismo secuente final y que no contiene la A -eliminación J. 

1.5) Tanto S, como S2 son los secuentes inferiores de inferendas lógicas. 
En ambos casos la fórmula de eliminación tiene que ser la fórmula principal de 
la inferencia lógica, puesto que ran, (P) = rand (P) = 1. En esta situación se 
demuestra que se puede construir una prueba con el mismo secuente final en 
la que la eliminación es sustituida por otra cuya fórmula de eliminación tiene 
grado menor que la original. La demostración se hace por casos dependiendo de 
la estructura de la fórmula A de eliminación. 

(i) A "" B 1\ c. En este caso SI y 82 deben los secuentes inferiores de 
A - derecha e 1\ - izquierda respectivamente: 

r -> D., B r -> Ll., e B,II -> A 
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r --> Á,B AC B A C,Il --> A (BAC) 
r,Il--> Á,A 

Ahora consideramos la siguiente B -eliminación : 

r-->Á,B B,Il--> A (B) 
r,II*.....-+ ~*,A 

Usando las reglas de deblitamiento y contracción se obtiene el secuente 
r 1 TI - 6., A a partir de r ,11* ---t 6.*, A. 

(ii) A ~ 'r/xF (x). En este caso la última parte de P es de la siguiente 
forma: 

r --+ Á,F(a) F(t) ,Il --> A 
r--->Á,'r/xF(x) 'r/xF(x) ,II--> A ('r/xF (x)) 

r,Il --> Á,A 

en donde a es totalmente indicada en F(a) y, por la condición de la variable 
principal, a no aparece en r, Á o F (a) . Puesto que estamos suponiendo que la 
prueba con secuente final r ---t D.., F (a) no contiene eliminaciones, sabemos por 
el Lema que es posible construir una prueba con secuente final r --> !:J., F (t) que 
no contenga eliminaciones. Conisderamos ahora la siguiente F (a) -eliminación: 

r --+ Á,F(t) F(t) ,II --; A (F (t)) 
I"n* -+t1*,A 

PASO 2. Ahora suponemos rarr(P) > 2. Debemos probar que en este caso se 
puede construir lUla prueba P' COn el mismo secuente final y que no contenga 
eliminaciones o bien, que contenga sólo una eliminación y que el rango de ésta 
sea menor que el de p, 

2.1) rani (P) > 1 
2.1.1) La fórmuia A aparece en el consecuente Á de S,. P' se construye de 

la. siguiente manera: 

algunos intercambios y 
contracciones 

algunos debilitamientos 
intercambios 

f,TI* --+ A*,A 

De manera similar se construye p' si A aparece en el antecedente r de SI. 

2.1.2) 8 2 es el secuente inferior de una inferencia J, donde J es una inferencia 
estructural o bien, si J es una inferencia lógica entonces A no es la fórmula 
principal. La última parte de la prueba es de la siguiente forma: 
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(A) 
f,ll* -). 6.*, A 

donde las pruebas de r --Jo d y q, ..-...4 W no contienen eliminaciones y la 
fórmula A aparece por lo menos una vez en q¡. Considerarnos la siguiente prueba 
pI: 

(A) 

Es claro que ran,¡ (P') = Tan,¡ (P) - 1. A partir de P' se construye la 
siguiente prueba: 

r,w* --+ /1*, W 
algunos intercambios 

J q,*,r--i'.ó.*,~ 
II*,r -). .6.*, A 

Si la f6rmula auxiliar en J en P es una eliminaci6n en i!> se aplica un debili
tamiento adicional antes de J en la última prueba. 

2.1.3) S2 es el secuente inferior de una inferencia lógica cuya f6rmula principal 
es A. Bajo este supuesto se presentan carios casos dependiendo de la estructura 
deA. 

(i) A "" B => e. La última parte de la prueba es de la siguiente forma: 

M Il -> A,B e,i!> -> W 
J r->~ B=>e,Il,i!>->A,W (B => e) 

r,II*,<p* --+ .ó.. ... ,A, W 

Si la f6rmula B => e aparece en II y i!>,consideramos las siguientes pruebas 
P

"
P2 : 

P, P2 
r-->~ II->A,B (B => e) r -> ~ e, i!> --> W (B => e) 

r,TI* -). !:::..*,A,B r, e, cp* -). /l *, 'W 

Si B => e no está II entonces P, se define de la siguiente manera: 

ESTA TESIS NO SALE 
Il--. A,B D .. 

debilitamientos e intercambios E LA BIBIJOTEGA 
r,ll'" ---jo Ll*,A,B 

Si B ;::} e no aparece en el> 1 entonces P2 es : 

debilita.nüentos e intercambios 
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Notemos que ran, (P,) = ran, (P2) = ran, (P) y rand (P,) = rand (P2) = 
rand (P) - 1. Ahora definimos la prueba P' de la siguiente manera: 

r,C,4>*~~*,W 
intercambios 

r)I* ~ ~*,A,B C,f,q,* ---i' ~"', W 
B =? e, r,rr', r, q)' -+ b.' ,A, b.', W (B =? e) 

f,f,II*,f,4>* ---+ D.*,D.*,A,D.*, W 

Asf que ran, (P') = ran, (P) y puesto que r no contiene presencias de B =? 

e tenemos que rand (P') = rand (P) - 1, Y por lo tanto ran (P') < ran (P) . 
(ii) A"" 3xF (x). La última parte de la prueba es de la siguiente forma: 

F(a),rr-+A 
3xF (x], rr -+ A (3xF (x)) 

Por el Lema sabemos que remplazando a por una variable libre b que no 
aparezca en P se obtiene una prueba con secuente final F (b) , rr -+ A a partir de 
la subprueba con secuente final F (a) ,rr -+ A. (Recuérdese que por la condición 
de la variable principal, a no aparece en rr ni en A). Además, como estamos 
suponiendo que P s610 tiene una eliminación, se concluye que esta prueba no 
tiene eliminaciones. 

Consideramos la siguiente prueba: 

r-+b. F(b),rr-+A 
r,F(b) ,rr* -+ b.*,A 

(3xF (x)) 

Es claro que rand (P,) = rand (P) - 1 Y ran, (P,) = ran, (P) , de donde se 
sigue que ran(P') < ran (P) . Finalmente definimos P' : 

r,F(b) ,rr* -+ b.*,A 
algunos intercambios 

F(b) ,r,rr* ..... b.*,A 
3xF(x) ,r,rr* ..... b.*,A (3xF(x)) 

f,r,IT* --jo Ll*,.6.*,A 

EL CALULO DE PREDICADOS CON IGUALDAD 
El Cálculo de predicados con igualdad (LK,) se obtiene agregando al lenguaje 

de LK un predicado binario (=) y los siguientes secuentes como secuentes ini
ciales: 
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'-':'8=8 

SI := t b ... , Sn = tn -7 f (SI, ... , Sn) := f (tI, ... , tn ) 
para cada flh'lción f de aridad n. 

Sl = tb "",Sn := tn,R(Sb ... , sn) ----7 R(t1, ... , tn) 
para cada predicado R de aridad n, donde SI, ""Sn) t1, "') t n son términos 

arbitrarios. 
Estos secuentes son denominados aximas de igualdad de LKe' 

PROPOSICION 1. Sea A (a" ... , an) una fórmula arbitraria, entonces: 
Sl = tI, ... , Sn = tn, A (SI, ... ¡ Sn) -----? A (tI, ''') t n ) 

es derivable en LKe, para cualquier conjunto de términos Si, ti. También los 
secuentes S = t -+ t = s y 81 = S2, S2 = S3 -¡. SI = 83 son LKe-derivables. 

Definición. Un corte en LKe es llamado esencial si la fórmula de corte no 
es de la forma s = t. 

TEOREMA. Si un secuente es LKe-demostrable entonces es LKe -demostrable 
sin cortes esenciales. 

Prueba. Esta prueba es simplemente una adaptación de la dada en la 
sección anterior para LR. Sólo basta considerar lo siguiente. 

Si el rango de P es 2 entonces el secuente superior P (t1 , .,., tn ), donde P no 
es = . Si 82 es también un axioma de igualdad tiene la siguiente forma 

81 = t ll ... , Sn = tn , P ($11 .... , sn) ---+ P (tI! "') tn) ) mientras que 82 es de la 
forma 

t1 = Tll ... , tn = Srlo) P (t¡, ... ~ tn) --+ P (rll , .. ) rn) 

y entonces por la eliminación se obtiene el secuente 
Sl =tb .. ·,8n =tn ,t l =Tl, ... ,tn =rn,P(s¡, ... ,Sn) -jo P(r¡, ... ,Tn) 
Esta eliminación la reemplazamos por 
Si = ti, ti = Ti -+ Ti para i ::; n; 
SI =l'l, .... 'sn =rn,P(Sl, ... ,Sn) -¡. P{r1,,,.,Tn) 
y por sucesivas aplicaciones de corte de S~ == ri obtenemos el mismo secuente 

final.Es claro que todos los cortes inttroducisdos no son esenciales. 
Si 82 es el resultado de un deblitamiento de la fórmula P (tI, ... , tn ) , entonces 

la última parte de la prueba es 

SI = t¡, "') Sn ::; tn, P (SIl'''' Sn) --+ P (tb .. ,' tn) P (tI, , .. , tn ») TI --+ 6-
81 - t¡ 1 , .. , Sn - tn ) P (s¡, ... , Sn) 1 TI --t .ó. 

Es obvio que aplicando n + 1 debilitamientos podemos obtener el mismo 
secuente final a partir de TI --> ~. 

El resto de la prueba se sigue de lo expuesto en la demostración del teorema 
de la eliminación de corte de LK. 
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ARITMETICA DE PEANO 

Para formular la aritmética de Peano utilizamos el siguiente lenguaje: 
un símbolo de constante O 
símbolos de función', +,' 
símbolo de predicado binarto = 

La interpretación de casi todos estos símbolos debe ser bastante obvia. S610 
mencionamos que el símbolo de función ' interpreta la función sucesOr. De
notamos (t)~ la enésima aplicación consecutiva de la función I al término t. 

Así que cualquier natural n está representado por el término (O)~, el cual será 
usualmente abreviado por n. 

El sistema P A es obtenido a partir de LKe agregando seis secuentes iniciales 
(llamados secuentes iniciales matemáticos) y añadiendo la inducción como nueva 
regla de inferencia. 

1) Los secuentes iniciales matemáticos s<;>n: 
s'=tl-ts=t 
s'=O---+ 
-+S+0=8 
->S+t'=(8+t)' 
->s·O=O 
-ts·t'=s·t+s 

2) La regla de inducción: 

F (a), r ->.t., F (a') 
F(O),r->.t.,F(s) 

donde a no aparece en F (O) ,r o .ó., s es un término arbitrario que no 
contiene a y F (a) es cualquier fórmula del lenguaje. 
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ARITMETICA DE PEANO 

Para formular la aritmética de Peano utilizamos el siguiente lenguaje: 
un símbolo de constante O 
símbolos de función " +,. 
símbolo de predicado binario = 

La interpretación de casi todos estos símbolos debe ser bastante obvia. Sólo 
mencionamos que el símbolo de función I interpreta la función sucesor. De
notamos (t)~ la enésima aplicación consecutiva de la función I al término t. 

Así que cualquier natural n está representado por el término (O)~, el cual será 
usualmente abreviado por n. 

El sistema P A es obtenido a partir de LKe agregando seis secuentes irúciales 
(llamados secuentes iniciales matemáticos) y añadiendo la inducción como nueva 
regla de inferencia. 

1) Los secuentes iniciales matemáticos son: 
s'=t'---+s=t 
s' = O ---+ 

--+S+0=8 
->s+t'=(s+t)' 
->s·O=O 
--¡.s·t'=s·t+s 

2) La regla de inducción: 

F(a),r -> L1,F(a') 
F(O),r -> L1,F(s) 

donde a no aparece en F (O) , r o L1, s es un término arbitrario que no . 
contiene a y F (a) es cualquier fórmula del lenguaje. 
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