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INTRODUCCION:

Mediante el estudio tedrico de las operaciones unitarias y de los fendmenos de
transporte asociados a ellas se han logrado desarrollar modelos matematicos basados en
ecuaciones diferenciales que permiten predecir ef comportamiento de las variables de
proceso con bases bien fundamentadas.

Una de las herramientas mas importantes que ha contribuido al avance cientifico y
tecnolégico en todos los Ambitos durante los tltimos afios, es la simulacion computacional
desarrollada en computadoras digitales, la cual ha influenciado en el disefio y control de
procesos industriales para hacerlos mas eficientes. La simulacion dhgital de procesos se
utiliza para caractenzar desde casos simples en la naturaleza hasta niveles de desarrollo
industrial de procesos a gran escala. En el campo de la ingenieria, permite obtener modelos
predictivos del funcionamiento de equipos de proceso, asi como de operaciones unitarias.

Los fenémenos de transporte que son modelados por ecuaciones diferenciales en
derivadas de espacio y tiempo se pueden caracterizar analiticamente solo para algunos
casos en los que la geometria lo permite. En la mayoria de las aplicaciones, [a geometria
yregular da Jugar a condiciones de frontera matematicamente complicadas que impiden
llevar a cabo la solucion analitica en forma practica, debido a la dificuitad en la integracién
de las ecuaciones diferenciales.

El presente trabajo tiene como objetivo la integracion numérica basada en
algoritmos computacionales que es la alternativa mas viable para resolver problemas de
este tipo. Se utilizaré el método de Elemento Finito (MEF) debido a la flexibilidad que
implica en el manejo de las condiciones de frontera y de la geometria del sistema. Ademis
se desarrollaran las soluciones analiticas por integracién mediante series de Fourier para
tener resultados con los cuales cuantificar Ia exactitud del método.

Una de las finalidades de esta tesis es la introduccién de este método semitedrico,
mediante el cual se optimizan los parametros de una funcién de aproximacion que se
propone como selucion a la ecuacion diferencial y que es muy versatil en cuanto a su
adaptacion a geometrias irregulares frecuentemente encontradas en la mayoria de los
alimentos. Abordaremos el caso particular de materiales sometidos a radiacion
electromagnética en el interior de un homo de microondas convencional, tratando de
predecir la evolucion de los perfiles de temperaturas durante procesos de calentamiento sin
cambio de fase.

La estructura de este trabajo esta basada en introducir las ideas fundamentaies del
MEEF e ir aplicandolo progresivamente a la resolucién de ecuaciones diferenciales de mayor
grado de dificultad.

En el capitulo 1 se presenta un breve resumen de la fenomenologia de los procesos
de transferencia de calor y los modelos matematicos correspondientes, tratando de
profundizar en la transmision de calor en homos de microondas. Debido a que dicho
proceso comesponde a un fendmeno de resonancia electromagnética, se analiza el
significado fisico de las ecuaciones de Maxwell y la forma en que se aplican en a

l



evaluacion de los campos electromagnéticos en el interior de materiales sometidos 2
radiacién, que depende de las propiedades eléctricas del material.

En el capitulo 2 se introducen os fundamentos matematicos del MEF. Se da una
breve resefia historica de Jos trabajos relacionados al desarrotlo de la técnica , desde finales
del sigio XVII hasta la época actual. Se presenta la clasificacion de los métodos de
Elementos Finitos y se explican las caracteristicas de cada uno de ellos. Se establecen las
ideas basicas del Principio Variacional y se desarrolla e! algebra necesania para llegar a la
ecuacién de Euler-Lagrange, que es requisito indispensable para que una ecuacion
diferencial pueda ser resuelta por Métodos Variacionales. Se explican los métodos de
Residuos Ponderados, poniendo especial énfasis en la técnica de mimmizacion del
cuadrado del error v en el método de Galerkin, de Jos cuales se dan ejemplos numéricos.
Posteriormente se desarrolla la aplicacién de los principios variacionales a la ecuacion
diferencial goberante para la transferencia de calor por radiacion de microondas. Después
se especifica un algoritmo de cémputo general, a nivel de diagrama de bloques, para la
implementacion de los métodos de elementos finitos. Finalmente se reporta una breve
recopilacién bibliografica de los avances mas recientes de la utilizacién de esta técnica en
Ja Industria de los alimentos, sefialando ventajas y desventajas frente a otro tipo de
soluciones.

En el capitulo 3 se empiezan a introducir los algoritmos computacionales en base a
codigo gbasic, iniciando con el caso més sencillo que corresponde a la transferencia de
calor por conduccion en estado estacionario 1-D. Se construye un algoritmo de computo
basado en el método de Galerkin retomando las bases para el transporte 1-D en
coordenadas cartesianas desarrofladas en el capitulo 2. Ademas se analiza matematicamente
el proceso de transferencia de calor 1-D en coordenadas cilindricas, realizando el algebra
matricial v llegando a la construccién del codigo gbasic para procesos de conduccion entre
cilindros concéntricos con condiciones de frontera isotérmicas, con y sin fuente interna de
calor.

En el capitulo 4 se abordan problemas de transferencia de calor bidimensional en
estado estacionario, para coordenadas cartesianas y cilindricas, desarroliando el algebra
matricial para llegar a las ecuaciones caracteristicas del MEF y construyendo los algoritmos
computacionales correspondientes.

En el capitulo 5 se introduce el andlisis de Elemento Finito combinado con
Diferencias Finitas para la resolucién de problemas de transferencia de calor en estado
transitotio. Los resultados del algoritmo de computo hibrido se comparan contra la solucion
analitica obtenida mediante series de Fourier para problemas de facil integracion.

En el capitulo 6 se presenta un algoritmo de computo para transporte bidimensional
de calor por radiacién en estado transitorio, ¢l cual puede ser it} en aplicaciones pricticas
de calentamiente por medio de microondas.
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OBJETIVOS

OBJETIVQO GENERAL:

Desarrollar modelos matemancos y los comespondientes algoritmos de computo
basados en métodos de elementos finitos vanacionales para la caracterizzcién de la
evolucion de los perfiles de temperatura en procesos de transferencia de calor por radiacion
en hornos de microondas que sean utiles para aplicaciones en la industria de alimentos.

OBJETIVOS PARTICULARES:

1. Desarrollar modelos computacionales para la determinacion de la distribucién de
temperaturas en procesos de transferencia de calor en diferentes geometrias bajo
condiciones de estado estacionario.

2. Establecer la solucién de problemas de Transferencia de Calor por radiacion en
diferentes geometrias y elaborar un programa de cémputo en base al método de los
Elementos Finitos que permita predecir los cambios de los perfiles de temperatura que
pueda ser aplicado en aplicaciones practicas.

3. Determinar la exactitud de los modelos computacionales comparando con las
soluciones que se desarrollen,
ALCANCES:

Se considerardn propiedades eléctricas constantes de los materiales irradiados,
procesos de transferencia de calor sin cambios de fase y geometrias regulares



RESUMEN:

Se presenta un conjunto de programas de computo basados en el Método de Elementos
Finitos para la caracterizacién de procesos de Transferencia de Calor en orden creciente de
complejidad, empezando con ¢l transporte unidimensional en estado estacionario tanto en
coordenadas cartesianas como cilindricas; posteriormente se aborda el problema de la
transferencia bidimensional en coordenadas cartesianas y cilindricas en estado estacionario y
para el caso tridimensional con geometrias axisimétricas; por dltimo se construyen los modelos
mateméticos y algoritmos computacionales pare transferencia de calor unidimensional por
conduccion en estado transitorio, finalizando con la aplicacién de la transferencia de calor por
radiacion en hornos de microondas.

Se determina la exactitud del método comparando los resultados frente a las soluciones

analiticas desarrolladas para casos en los cuales se puede integrar la ecuacién diferencial de
transferencia de calor.



Generalidades.
1.1 CONCEPTOS BASICOS DE TRANSFERENCIA DE CALOR.

Se e denomina transferencia de calor, a Ia manifestacion del transporte de energia
térmica de un punto a otro, como efecto de una diferencia de temperaturas o por un
fenémeno de resonancia electromagnética.

Existen tres diferentes mecanismos de transferencia de calor: conduccion,
conveccion y radiacion.

1.2 CONDUCCION.

La conduccién es el mecanismo molecular de transferencia de calor, el cual se
manifiesta por medio de la transferencia de energia de movimiento trastacional, rotacional
o vibracional, entre moléculas adyacentes en un material. Las moléculas “mas calientes”,
presentan mayor energia interna y se¢ encargan de impartir energia a las moléculas
colindantes con niveles energéticos menores.

Este tipo de energia siempre estd presente en mayor ¢ menor grado en los solidos,
liquidos y gases, en los que exista un gradiente de temperaturas.

1.2.1 CONDUCCION EN ESTADO ESTACIONARIO.

El modelo matematico que caractenza la transferencia de calor por conduccion en
estado estacionario es conocido como ley de Fourier, la cual manifiesta que en un campo de
temperaturas no homogéneas el fluyjo de calor por unidad de area es proporcional al
gradiente de temperaturas, como se muestra en la siguiente ecuacién, escrita para flujo
unidireccional en estado estable:

Q/A =-kdT/dx. (1.1)

Donde: Q es el flujo de calor en la direccion x (MT‘3); A es el area perpendicular a
la direccion del flujo de calor (L°); T es la temperatura {8 ); x es la distancia (L), y el factor
de proporcionalidad k es la conductividad térmica.

La cantidad /A se denomina flujo especifico de calor, densidad de flujo o
simplemente flux. Mientras que la cantidad dT/dx es la rapidez del cambio de temperatura
con la distancia x (o sea el gradiente de temperaturas). El signo negativo indica que el flujo
de calor se verifica en sentido contrano del gradiente de temperaturas, de puntos calientes a
puntos frios.



La ecuacion 1.1 fue desarroliada por Jean Baptiste Fourier a principios del siglo
XIX para obtener un modelo matematico ad-hoc que caracterizase la transferencia de calor
por conduccién y constituye la definicién de la conductividad térmica como el factor de
proporcionalidad que relaciona a fa densidad de flujo de calor y el gradiente de
temperatura.

Para transporte tridimensional de calor, la ley de Fourier se formula en términos del
operador vectorial diferencial Nabla, relacionando e gradiente del potencial térmico:

q=-kVT. (1.2)

Donde q es et vector de densidad de flujo de calor por conduccidn.

1.2.2. CONDUCCION EN REGIMEN TRANSITORIO

El modelo matemdtico para la transferencia de calor en estado tramsitorio
corresponde a un balance de flujos de entradas — salidas de calor transportado por
conduccion y la energia térmica almacenada en un elemento de volumen de control. La
formulacion se puede establecer facilmente utilizando la funcién divergencia del campo de
flux de calor, de la siguiente manera:

- aT
-Veg= —_ 1.3
4=pCp— (1.3)
Sustituyendo Iz definicion de c_| , obtenemos:;
oT
-Vo(kVT)'ﬂpCp'ét— {1.4)

En un espacio isotropico y homogéneco, k es constante y se puede escnbir la
ecuacion anterior en funcion del operador Laplaciano:

ar

kViT=pC

(1.5)

1.3 CONVECCION

La transferencia de calor por conveccion corresponde al flujo de energia térmica
asociado a una corniente de fluido que se mueve con velocidad v. Escribiendo esto en
lenguaje matematico, tenemos:



~VeHv=-VepCp(T~ T, ¥ (1.6)

Donde la divergencia negativa expresa el flujo de entradas - salidas de energia
térmica (Entalpia) asociada a la cormiente de fluido cuya velocidad es v. Para un fluido en el
que no ocurre un cambio de fase, la entalpia es igual al producto de la capacidad calorifica
por la diferencia de temperaturas entre e! fluido y una temperatura de referencia para fa
evaluacion del contenido entélpico.

La conveccion es el mecanismo de transferencia de calor en donde las moléculas se
mueven de un punto a otro dentro en un fluido e intercambian energia con las moléculas en
otra posicién. Existen dos tipos de conveccion: natural y forzada. La diferencia radica en
que en la primera el movimiento del fluido se debe totalmente a diferencias en las
densidades que resultan de gradientes de temperaturas en un fluido; la segunda requiere de
un dispositivo mecdnico que provoca el flujo.

En situaciones practicas y sobre todo para el manejo de condiciones de frontera, la
transferencia de calor por conveccidn se evalia como la velocidad del intercambio de calor
en la interfase entre un fluido y un sélido. Esta velocidad de calor transferido por
conveccion es proporcional a la diferencia de temperaturas y se expresa como:

9 comeno = hA(T, = T,) = h, AAT ’ (1.9)

En donde hres el coeficiente convectivo de transferencia de calor; A es el area de
interfase donde e! calor estd siendo transferide y AT es la fuerza impulsora para la
transferencia de calor; T, es la temperatura promedio del fleide y T, es la temperatura
interfacial. El coeficiente hry se determina empiricamente v es una funcién de las
condiciones de flujo y de la geomeiria de la interfase.

1.4 RADIACION

En el caso de los mecanismos de transferencia de calor por conduccién y
conveccion se requiere fa existencia de un medio material; para la conduccidn se necesita
que haya una desigualdad de temperatura entre los puntos contiguos del medio, mientras
que en la conveccién debe existir un fluido con libertad de movimiento, que en su
desplazamiento transporte energia.

El tercer mecanismo de transferencia de calor es la radiacién, en el cual la energia es
transportada a la velocidad de la luz sin necesitar de un medio material. Siendo el tnico
mecanismo que transporta calor en el vacio.

El mecanismo de transporte de calor por radiacién estid constituido
fundamentalmente por tres etapas o fases:



1) La emision de energia térmica por una fuente de calor, tal como el sol, el magnetrén en
un homo de microondas o la pared de un hommo a fuego directo que emite energla radiante
en forma de ondas electromagnéticas (con preferencia en el intervalo del infrarrojo,
ultravioleta, visible, radiacién térmica, efc. ).

2) Las ondas electromagnéticas se desplazan a través del espacio en linca recta y a la
velocidad de la luz.

3} Cuando las ondas electromagnéticas se ponen en contacto con Otro cuerpo, una porcion
de fa energia incidente es absorbida por € y se vuelve a transformar en energia térrica, en
un proceso de resonancia.

La radiacion térmica es ¢} mecanismo dominante en equipos a altas temperaturas,
tales como calderas y hornos. A temperaturas inferiores a 1000 °F, solo proporciona una
distribucion en el calor transferido, y esta aportacion decrece con la temperatura. En un
medio gaseoso Ja radiacion térmica actua simultineamente con el mecanismo de
transferencia de calor por conveccion.

En un horno de microondas, un dispositvo electromagnético, €l magnetrén, produce
campos clectromagnéticos de cierta frecuencia gue llenan el interior de la cavidad
incidiendo sobre los materiales a calentar, los cuales incrementardn su temperatura si algin
proceso tal como la vibracion dipolar de las moléculas de agua entra en resonancia con las
ondas electromagnéticas incidentes.

1.4.1 RELACIONES DE ENERGIA RADIANTE

E! proceso de transferencia de calor puede ser considerado basindose en las formas
en que la energia incide sobre un cuerpo y ¢s aprovechada 0 se cncuentra en trénsito, y se
acostumbra expresar dicha energia en términos de porcentajes ¢ cocientes.

Se utilizan dos importantes términos para describir la relacién de energia:
1) Energia Emisiva Total (Et) es aquélla energia radiante que se emite desde la superficic
de un cuerpo, cuando se calienta y se expulsa en forma de ondas electromagnéticas en todas

direcciones. Cuando ésta energia se pone en contacto con un cuerpo receptor, parte de ella
es reflejada, otra es transmitida y otra absorbida.

2) Irradiacion Total (G), que es la energia incidente 6 entrante en una superficie.



La fig. 1.1. describe el efecto de la radiacion entrante en una superficie. Ei balance
de energia en la superficie puede ser definido en términos de G como:

G=0.G+p.G+1.G (1.10)
l=o,+ptn (1.11)
donde:

0. = es la fraccion de energia radiante absorbida por la superficie.
pr= es la fraccién de energia reflejada por la superficie.
7, = es la fraccidn de energia transmitida por la superficie,

RADIACION REFLEJADA
INCIDENTE \ /
ABSORBIDA
YTRANSMITIDA

Fig.1.1. Distribucién de la energia incidente sobre
la superficie de on cuerpo.

1.4.2 TIPOS DE SUPERFICIE.

En ¢l estudio de transferencia de calor por radiacién, al estudiar los tipos de
superficie tenemos que referimos convencionaimente al cuerpo negro, el cual representa
una superficie ideal que abserbe toda la energia radiante sin hacer caso de la direccién o
longitud de onda. Por lo que es un excelente “absorbedor de calor” y por definicion
obtenemos que las propiedades de un cuerpo negro son:

a=1; p,=0; 1.=0

Para la mayoria de los propdsitos de ingenieria, los cuerpos son opacos cuando
presentan cero de transmitividad, pero varian en ¢l grado de absortividad y reflectividad.

En adicidn a esto, un cuerpo negro también es un excelente emisor de energia. La
totalidad de energia transmitida por un cuerpo negro es una fincién de la temperatura del
cuerpo. Sin embargo, es emitida a diferentes longitudes de onda.



1.4.3 LEYES DE LA RADIACION.

Para explicar ¢l espectro de un cuerpo negro se propusieron varios modelos que son
hoy en dia conocidos solo de cardcter histérico. El primero propuesto por Wilhelm Wien en
1894, el cual predice ¢l espectro del cuerpo negro a longitudes de onda bajas, el segundo
modelo fue propuesto por Rayleigh y Jeans en 1900 en el que se proporciona un espectro
que se ajusta muy bien a los datos experimentales para longitudes de onda altas.

Sin embargo, no existia una continuidad entre los modelos propuestos en la zona del
ultravioleta, a este suceso se le denomino como la “Catistrofe del ultravioleta™.

Para octubre de 1900 el Fisico Aleman Max Planck presenta un modefo empirico
que se ajusta con las curvas observadas para el cuerpo negro y en ese mismo afio presento
una teoria para la justificacién del modelo propuesto por €l

1.4.3.1 LEY DE DISTRIBUCION DE PLANCK.

Esta ley enuncia que para cada valor de longitud de onda se tiene un
correspondiente potencial emisivo por unidad de volumen,

c, 1
E,. zg[e(c,flh) _l:l (1.12)
Donde:

Ey:. = Potencia emisiva por unidad de volumen.

¢ = 2n Czhp

c: & ch /ka

¢ = velocidad de la Juz (3.00 x 10° mys),

hp = constante de Planck (6.63 x 10 I ).

Kp = constante de Boltzman (1.38 x 107 J/K).
T, = Temperatura absoluta (°K).

% = longitud de onda (m).

La radiacién para un intervalo diferencial dA corresponde a una diferencial de
energia:

dEy = Ey 2 di. (1.13)

Esta ecuacion especifica el flujo de energia que es emitido por un cuerpo negro en el
rango de longitudes de onda de A y A+dA. Para problemas practicos de transferencia de
calor por radiacion se requiere un flujo de energia promedio para una temperatura dada; de
esta forma se integra la ecuacion anterior en un rango de Jongitudes de onda, que para un
cuerpo negro corresponde de cero a infinito.



c 1
E, = [ E,di= f"i‘s LTczf—m‘jl ]fﬁ

A—S
_ 2
E, =2nc hf[m}ﬂ\ (1.14)

En esta integracion se efectia el siguiente cambio de vaniable x = chp/Kp Tu 4, 12
intepracién se realiza desarrollando 1 / ( € -1) en funcion de € ¢ integrando término a
término.

C2nKG T {n‘ :’

b= czh: 15 (1.15a)

El flujo de energia emisivo para un cuerpo negro es:

21K
E - B 4
b [lSCzh:le" (1.15b)

Substituyendo los valores de c, hp y Kg se obtiene la constante de Steffan-Boltzman:

[21:51(;} . _
oc=|—>% =4.878 x 10°® Kcal / m*h°K
15¢”h,

=1.322 x 10 " Brw/Ft*h°R {1.16)

La igualdad expresada en la ec. (1.14) se conoce como la ecuacién de Steffan-
Boltzman, que es utilizada ampliamente.

Ep=0c T (.17

La ecuacién de Steffan-Boltzman implica que en todo cuerpo radiante de energia, la
cantidad de energia irradiada es proporcional a la cuarta potencia de su temperatura
absoluta

1.4.3.2 ECUACIONES DE MAXWELL.

La teoria electromagnética se basa en las formulaciones de James Clerk Maxwell,
que llegd a un planteamiento matemadtico a partir de las ecuaciones de Gauss y Faraday
conocidas en su época, reduciendo significativamente las leyes de la electricidad y el
magnetismo a cuatro ecuaciones diferenciales que comprende flujos y circulaciones de
campos eléctricos y magnéticos, distribucion de carga y densidad de comente, las cuales se
conocen como las ecuaciones de Maxwell, y se muestran a continuacién en la tabla 1.1:



SIMBOLO NOMBRE ECUACION No.
1 Ley de Gauss E - (1.18)
E-dS=q/
‘para el campo eléctrico § dS =q/e
H Ley de Gauss §]§-dS=0 (1L.19)
para el campo magnético
I Ley de induccidn de Faraday §f~: -dl = -dbg (1.20)
v — (120
B-dl= I
Ley de Ampere § Al = polodde /dt 1. }
“po(l + L}

Tabla 1.1 Ecuaciones basicas del electromagnetismo.

En la tercera ecuacién aparece el término -dég /dt que se¢ interpreta informalmente
diciendo que: “ i e! flujo de un campo magnético cambia (dég /dt), se produce un campo
eléctnico que induce ¢l campo magnético ™.

Maxwell demostrd que existia una inconsistencia logica en la Ley de Ampere,
cuando se aplicaba a situaciones relacionadas con campos eléctricos dependientes del
tierpo, ya que anteriormente se suponia que no existian campos eléctricos variables de tal
forma que el segundo término era cero en la ecuacidn 1.20. Descubnod que esa
inconsistencia se podria evitar afiadiendo el término de corriente de conduccion a la de
corriente de desplazamiento.

Una consecuencia importante de la idea de Maxwell consiste en prever la existencia
de las ondas electromagnéticas, ya que demostrd que por medio de sus ecuaciones que una
perturbacién electromagnética al propagarse deberia presentar todas las caracteristicas del
movimiento ondulatorio; por lo tanto, de acuerdo con Maxwell, dicha radiacién
electromagnética, experimenta la reflexion, la refraccién, y la difraccion exactamente como
sucede con todas las ondas. Por este motivo, la perturbacién constituida por la propagacion
de! campo eléctrico y magnético ha recibido el nombre de “onda electromagnética™.

La prediccion de Maxwell de la existencia de ondas electromagnéticas fue
confirmada por Hertz en 1887.

Hertz produjo ondas efectromagnéticas por las oscilaciones de electrones en los
hilos metalicos de un circuito de C. Alterna modulado; el detecto estas ondas usando un aro
de alambre (igual que la antena de los aparatos de TV o radio detectan sefiales de las
transmisores de TV o de Radio).

El campo eléctrico oscilante de la onda electromagnética ejerce una fuerza variable

con el iempo sobre los electrones en Jos hilos del circuito detector, produciendo, por tanto
una corriente alterna en estos hilos.
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Otra relacién importante encontrada por Maxwell es Ia velocidad de propagacién de
una onda electromagnética en ¢! vacio:

1

°= vHoE

Donde:
¢ = Velocidad de propagacion de una onda electromagnética
po= Permeabilidad del vacio = 4n x 107 TnvA
g0 = Permitividad del vacio = (.854 x 10™'? C* (N m?)

Sustituyendo los valores dentro de la ecuacion 1.20, obtenemos:

!
c=
JAnx107(Tm/ A )*8854x1072( C? / Nm?)

=299x10* (m/s)

La constante ¢ fue determinada experimentaimente por Hippolyte Fizeau en 1849
obteniendo un valor de 2.998 x 10® (m/s).

1.5 PRINCIPIOS DE RADIACION DE MICROONDAS

El ojo humano es sensible a la radiacion electiromagnética en el intervalo de 400 nm
{luz violeta} a 750 nm (Luz roja), pero no hay limite ni superior ni inferior para los valores
de i y v de una onda electromagnética la figura 1.3 muestra el espectro electromagnético,
el intervalo de frecuencias y longitudes de onda de las ondas electromagnéticas. Por
comodidad, el espectro electromagnético se divide en varias regiones pero no hay fronteras
bruscas entre regiones adyacentes.

Las microondas son ondas electromagnéticas que cubren una parte del espectro
electromagnético, normalmente consideradas dentro del rango de frecuencias de 300 MHz a
300 GHz, se encuentran delimitadas por las radioondas y las radiaciones infrarrojas.
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Fig 1.2 Espectro Electromagnético

Las microondas son una radiacion no ionizante. A diferencia de la radiacion
jonizante como los rayos gamma y Jos rayos X que provocan el rompimiento de las
ligaduras quimicas o causan cambios moleculares en componentes por la extraccidn de sus
electrones, las microondas interaccionan con los materiales dieléctricos para la generacion
de calor por medio de la excitacién de las moléculas sujetas a un campo electromagnético

oscilante,



Las microondas viajan de Ja misma manera que un rayo de luz en linea recta,
pueden ser reflejadas por un objeto metatico, absorbidas por algunos materiales dieléctricos
(como por ejemplo: El agua, carbon, Los alimentos con alto indice de humedad y
sustancias polares), y transmitidas sin accién significante a través de otros materiales
dieléctricos (como ejemplo de los materiales transparentes a las microondas son: El vidrio,
los cerdmicos y los termoplasticos, que permiten pasar a las microondas con poca o nula
absorcion D= 19%]

1.5.1 COMPONENTES PRINCIPALES DE UN HORNO DEMICROONDAS.
El homo de microondas es un dispositivo de amplio uso doméstico para calentar
alimentos. Sin embargo, a escala industrial aiin tiene poco uso a pesar de su limpieza en la
generacion de calor y la alta eficiencia en el aprovechamiento de la energia térmica.
Un homo de microondas esta constituido de siete componentes principales:
1) El abastecedor de energia conformado por un transformador que convierte la energia
eléctrica de 240 v (60 Hz) de cormriente alterna a 4Kv {A.C) la que a su vez es
rectificada a corriente directa y que es la energia requerida por el magnetron para

hornos pequefios.

2) Magnetrdn el cual es un oscilador que convierte la energia de baja frecuencia (60 Hz) a
energfa de alta frecuencia (de 915 a 2450 MHz)

3} Elgufa de ondas, el cual permite la transferencia de energia del magnetrén al horno,

4) La cavidad del horno constituida por paredes metalicas donde la energia es reflejada y
distribuida a los alimentos,

5} Elventilador, el cual mantiene frio al magnetron,

6) Un agrtador de campo, ¢l cual es un dispositivo que se encuentra dentro de Ia cavidad ¥
s semejante a un ventilador.

7) Y por ditimo los Controles de Seguridad y Operacién del horno.



"L
i

h'y

oooo
0oo
[aln

N
~I
'//

I

2/ '
g ‘ N
d;)/;

Fig 1.3 Componentes pribcipales de un horno de microondas.

Las microondas viajan en el espacio libre 2 la velocidad de la luz, su longitud de
onda en el espacio libre (o) esta relacionado a la frecuencia con la siguiente ecuacion:

A, = (1.23)

=0

Donde:

Ao = longitud de onda en el vacio
¢ = Velocidad de la luz
f = Frecuencia {ciclos/s)

En la siguiente tabla (1.2) se ilustra las diferentes regiones en el espectro
electromagnético:

NOMBRE ABREVIATURA. FRECUENCIA.
MUY BAJA FRECUENCIA. | VLF 10-30  KILOCICLOS.
BAJA FRECUENCIA. ! LF | 30-300 KILOCICLOS.
MEDIA FRECUENCIA. | MF | 300-3000 KILOCICLOS.
ALTA FRECUENCIA. HF 330 MEGACICLOS.
MUY ALTA FRECUENCIA. | VHF | 30-300 MEGACICLOS,
ULTRA ALTA FRECUENCIA. | UHF i 300-3000 MEGACICLOS.
SUPER ALTA FRECUENCIA. SHF 3-30 GIGACICLOS.
EXTRA ALTA FRECUENCIA. ' EHF 30-300  GIGACICLOS,

Tabla 1.2 Range de frecuencias para las diferentes regiones en
El espectro electromagnético. |Decareau, 1586)




1.6. CARACTERISTICAS Y APLICACIONES DEL CALENTAMIENTO POR
MICROONDAS.

L.as microondas se utilizan para el procesamiento de alimentos debido a que ellos
generalmente presentan altas constantes dieléctricas relativas por el alto contenido de
humedad, asi como una tangente de pérdida relativamente alia, (0.1 - 1.0),

La energia de microondas es la unica que puede combinarse con otras fuentes de
energia para la obtencion de un resultado deseable, utilizando algunas unidades que
combinan ¢! calentamiento por microondas con otros métodos de calentamiento
convencional, dependiendo del matertal alimenticio.

El procesamiento por microondas ofrece diferentes ventajas, cuando se le compara
con métodos de calentamiento ¢convencional, presentando beneficios como:

* Velocidad de operacion: el calentamiento por microondas se Heva a cabo en una
cuarta parte del tiempo en comparacion con un calentamiento convencional.

* Uniformidad de calentamiento: debide a que las microondas penetran en el
alimento, provocando un calentamiento interno y no sobre la superficie y el
sobrecalentamiento de la superficie puede ser evitado,

* Calidad del producto: el acelerado calentamiento y el control de velocidad ofrece
una alta calidad del producto, en términos de textura y contenido nutricional.

* Ahorro de energia: es posible un uso mas eficiente de energia, ya que el
calentamiento por microondas, toma lugar dentro del material alimenticio, v no en el medio
circundante.

* Calentamiento selectivo: debido a la selectividad de un material para absorber
energia de microondas; esto puede dar Jugar a una gran eficiencia en el calentamiento y asi
mismo causar perfiles de temperatura en sistemas de alimentes multicomponentes.

Las principales aplicaciones de microondas en el procesamiento de alimentos, se
muestran a continuacién en la tabla 1.3:

PROCESO: OBJETIVO: PRODUCTOS:
BLANQUEADO Inactivacion Enzimatica Frutas, vegetales, maiz.
COCINADO Modificacion del sabor y Piezas de came, pollo,
Textura salchichas, sardinas.
HORNEADQ Modificacion del sabor y Levantamiento de pastas o
Textura. pan.
SECADO Reduccidn del contenido de | Pastas, cebolla, y jugos de
humedad frutas.




PROCESO: OBJETIVO: PRODUCTOS:
PASTEURIZACION Inactivacion de Leche, yoghurt, alimentos
Microorganismos precocidos, jamén, pescado,
Vegetativos pan v bebidas.
ESTERILIZACION Inacttvacion completa de Alimentos precocidos
esporas semisolidos.
TEMPLADO Elevacion de la temperatura | Piezas de carne, pescado,
Jjusto abajo de la temperatura pollo, etc.
de congelacion.

Tabla 1.3. Principales aplicaciones de energia de microondas en alimentos.
[Reyes - Solano,1995],

1.6.1 PARAMETROS QUE AFECTAN EL CALENTAMIENTO POR
MICROONDAS.

El calentamiento de materiales por la energia de microondas es afectado por
diferentes aspectos, como pueden ser; las caracleristicas, y las partes componentes del
equipo empleado {capacidad, modelo, frecuencia a la cual se usa, etc.), asi como las
caracteristicas del material que se calienta {propiedades dieléctricas y fisicas), ademds del
impacto de cada uno de estos que debe ser considerado en el desarrollo de la tecnologia de
produccién del producto y el disefio del sistema de procesamiento!™® - 5otne. 1993

1.6.1.1. PROPIEDADES DIELECTRICAS.

Las propiedades dieléctricas de los alimentos son de gran interés en el area de
ingenieria, ya que determinan el acoplamiento y distribucién de energia al ser sometidas a
un proceso de calentamiente por medio de altas frecuencias en las cuales exista
transferencia de calor por medio de conduccion y radiacion.

Los materiales biolégicos son malos conductores de calor, asi como capacitores no

ideales; en términos de su habilidad de almacenar y disipar energia elécirica en un campo
.- s = [Von Hippel, 1974]
electromagnético por radiacion .

Estas propiedades resultan del aimacenamiento de y pérdida de energia eléctrica
relacionados con la capacitancia y resistencia eléctrica, v son definidas como propiedades
dieléctricas, las cuales pueden ser expresadas en términos de conductividad compleja:

Una de las propiedades de interés para el procesado de alimentos por microondas es
Ia constante dieléctrica (k° & £’) que es una medida de la habilidad para almacenar energia
eléctrica, mientras que el factor dieléctrico de pérdida relative (k™ 6 £7) es la medida que
muestra la habilidad del material para disipar fa energia eléctrica en forma de calor.




El término “relativo” se introduce para mostrar el hecho de que los valores se
determinan en relacion con el aire o al vacio, volviéndose asi adimensionales. Sin embargo,
a veces se omite el término “relativo”. Las denominaciones de permitividad y capacidad se
recomiendan en la actualidad, con preferencia al término de constante dieléctrica.

Al determinar la constantc dieléctnca y el factor dielécinco de pérdida para un
material, se puede calcular la permitividad compleja relativa de un matenal, usando la
siguiente relacion:

k*=k ik (1.24)

Donde:
k* = permitividad compleja relativa.
k’ = constante dieléctrica.
k"’= factor dieléctrico de pérdida.
i = constante

Los componentes de la permitividad relativa compleja se obtienen a partir de la
divisién de Ja permitividad compleja Jpor la constante dieléctrica del espacio libre (8.854
x10"? Faraday/m) [>rtecher ¥ Bason 19561 o donde el componente real es la constante
dieléctrica y la componente imaginana es el factor dieléctrico de pérdida, v la constante
dicléctrica que es definida como la tangente de pérdida.

Estas propiedades se ilusiran como vectores cariesianos para una capacitor ideal por
medio de un grifico de tiempo & vanacion del campo.

fig.1.3 Propiedades dieléctricas en coordenadas
rectangulares:

Tan 5 =k / k'

El radio del material dieléctrico para esta constante dieléctrica es definido como e!
factor de disipacion 6 tangente de pérdida.

D=tan § =k"/Kk {1.25)
Como se observa en Ia figura el angulo de pérdida es complementario a la fase del

angulo entre el voltaje y la currencia relacionada al matenal de impedancia en conduccion
eléctrica.



La tangente de pérdida estd definida para el material, como la habilidad a ser
penetrado por un campo eléctrico y disipar la energia eléctrica en forma de calor; de esa
forma los materiales pueden ser clasificados basandose en la tangente de pérdida

Existen mateniales con un alto valor en su tangente de pérdida, tales como el agua,
que absorbe la energia de microondas eficientemente, mientras que materiales como el
teflén que son altamente transparentes a las microondas generan poco calentamiento,
presentando asi tangentes de pérdida bajos. Es importante mencionar que dichas
propiedades varian considerablemente con la frecuencia y la temperatura de procesamiento.

1.6.1.2 PROPIEDADES DIELECTRICAS EN SISTEMAS HOMOGENEOS

Las propiedades dieléctricas de los alimentos y otros materiales bioldgicos son
determinadas por su contenido de humedad, sélidos v contenido de sales.

Estas propiedades son caracterizadas como una funcién de la frecuencia y la
temperatura por una ecuacién designada como el modelo distributivo, que se basa en el
tratamiento de alimentos sélidos come una mezcla homogénea de dos fases, que presenta
iones acuosos dieléctricamente activos y el alimento sélido inerte.

En el modelo de distribucion, la constante de permitividad compleja para una
solucion por unidad de volumen esta dada por:

kK*2 =k kot k's X . (1.25)

Donde:
k*,, = Permitividad compleja relativa para la mezcla.
k.= Permitividad relativa compleja para la fase continua.
k', = Permitividad relativa compleja para la fase suspendida,
X = Fraccion volumen para la fase continua.
X .= Fraccidn volumen para la fase suspendida.

Las propiedades para la fase acuosa son predichas por el modelo de Hasted Debye,
para soluciones acuosas ionicas [#e= 198

_k,-25C- k',
otk 1.27
Tl A 0 (1.27)

_ (K -28e- Ky ), /M) AC
b 1+(h, 1 37) 1000w,

(1.28)
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Donde:

C = concentracion de sales disueltas.

k’, = constante dieléctnica relativa para |a solucidn ionica.

k™, = factor dieléctrico de pérdida para la solucion ionica.

K’; = constante dieléctrica estatica

k’o = constante dieléctrica optica.

£y = constante dieléctrica en el espacio libre.{8.854 x 10"4Faraday /cm).
o = frecuencia angular (radianes).

A = longitud de onda en el dieléctrico (cm).

ho = longitud de onda en ¢! espacio libre {cm).

& = Numero promedio de hidratacién.

A = Conductividad equivalente de tones en solucion ( mhocm:f'eq).

E!l modelo de Hasted Debye se utiliza también para estimar la constante dieléctrica y
¢l factor dieléctnico de pérdida en flindos 1énicos de bajo contemido de s6lidos suspendidos,
tal como el jugo de frutas y la leche como una funcién de la temperatura y la frecuencia,

Las propiedades dieléctnicas basicas se relacionan a otras propiedades eléctricas que
afectan la distribucion de energia eléctrica dentro de un producio y la eficiencia de
transferencia de energia del equipo de procesamiento por microondas al producto.

La distnbucion de energia dentro de un matenal bicldgico es determinada por un
factor de atenuacion relacionando al material por su constante dieléctrica y la tangente de
pérdida dieléctrica. Estas propiedades varian con el tiempo y posicion durante el ciclo de
calentamiento, como una funcion de frecuencias de procesamiento v el gradiente local de
temperaturas,

La generacion de calor puede ser modelado utilizando ia ec. de Lambert-Bougert o
una solucién mas rigurosa utilizando las ecs. de Maxwell para determinar el término de
potencia absorbida de las microondas.

La potencia atenuada en alguna profundidad desde la superficie es determinada por

el factor de atenuacion basado en la ecuacidn de absorcion de Bougert - Lambert
[Mudget11988]

Pa = Poe % (1.29)

Donde:
Pa = Potencia absorbida o atenuada por la profundidad.
Po = Potencia inicial.
o = Factor de atenuacion.
Ax = Profundidad.
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El factor de atenuacion es definido como sigue:

o2l an8) - 1) v
A 2

a

(1.30)

El factor de atenuacidn es el reciproco de la profundidad de penetracién (o
profundidad bajo la superficie), en un material; en el que la intensidad del campo eléctrico
ha decaido hasta un porcentaje 1/e.

Cuando la potencia incidente es absorbida a la mitad, la profundidad a la que esto
sucede se le denomina “profundidad de media potencia™

01892,

D. =
. g2 [[1+tan15]|!2 B 1]“2 (1.31)

Donde:
Dsp = Profundidad de media potencia.
£’ = constante dieléctrica.
Jg = longitud de onda en el espacioc libre.
tan § = tangente de pérdida.

Para valores de la tan § << 1 la ecuacion anterior puede ser simplificada a:
Dso =0.269A9 /£ * tan 8. (1.32)

El comportamiento dieléctrico de productos homogéneos (liquidos), durante el
procesamiento de alimentos y bebidas, puede no depender inicamente de las propiedades
de liquidos tales como el aceite, agua, 6 alcohol (asi como mezclas de las mismas) sino
ademas de los efectos que provoquen sélidos disueltos y suspendidos, que pueda contener
el liquido.

Los productos homogéneos liquidos pueden ser considerados para incluirlos dentro
de suspensiones que contengan particulas de solidos relativamente pequefias, como
ejemplos serian los jugos (naranja, tomate, o pera).

Las propiedades eléctnicas de sistemas heterogéneos (volumétricas) en cuanto a
humedad, sales disueltas, y solidos suspendidos pueden ser idénticas en este tipo de
productos, pero son diferentes con respecto al tamafio de particula, homogeneidad y
distribucién de temperatura.



1.6.1.3 COMPORTAMIENTO DIELECTRICO.

Generalmente el comportamiento dieléctrico de un material alimenticio va a
depender de sus propiedades fisicas; tales como la temperatura, humedad, densidad, area
superficial, (tamafio - forma), masa, Cp, ya que estos factores son decisivos en la
profundidad de penetracién de las microondas dentro del alimento, la velocidad global de
calentamiento, y la velocidad de transferencia de calor (conduccion interna y conveccion
superficial) son determinadas por la conductividad térmica R - Solano. 193]

A, SOLVENTES POLARES.

Al referimos a solventes polares en alimentos tenemos que refenimos
necesanamente al agua. ya que es el solvente mas poderoso, asi como el componente
mayoritario de la mayoria de los alimentos, ademés de ser el principal componente que
afecta significativamente el comportamiento dielécirico durante el calentamiento por medio
de microondas, por los efectos de polarizacion - orientacion Estos efectos resultan de la
descomposicion del tetraedro de hidrogeno al ser sometido a altas frecuencias, que estén
asociados con fa rotacion de moléculas de agua libres (dipolar) en un campo
electromagnético. Entre centros de cargas parciales positivas y negativas sobre los atomos
de hidrogeno y oxigeno de las moléculas de agua [Fenems. 1977]

B. SOLUCIONES IONICAS,

El efecto de sales disueltas las cuales actian como medio de transporte de carga
conductiva en un campo eléctrico sobre el comportamiento dieléctrico de fluidos acuosos
ionicos en alimentos, el cual disminuye la constante dieléctrica y cleva la constante de
pérdidas con respecto al comportamiento del agua pura st 1971

La disminucién de la constante dieléctrica resulta de la “oposicion de las moléculas
de agua libre™, por las sales disueltas contenidas en la solucién acuosa.

El aumento de [a constante de pérdida en soluciones idnicas acuosas se debe a la
alta concentracién de cargas conductivas (sales disueltas); que son resultantes de la
migracién por electroforesis en direccién opuesta a la polaridad del campo Mudet19881

Los efectos del incremento de la temperatura a concentracion constante, son que se
incrementa la constante dieléctrica y elevar la constante de pérdida en Ia solucién i¢nica.

El comportamiento dieléctrico de soluciones iénicas acuosas a varias frecuencias y
temperaturas s¢ puede conocer por medio de ias ecuaciones mencionadas anteriormente,
por Hasted y Debye (ecuaciones 1.26 y 1.27), las cuales representan los efectos combinados
de rotacidén y migracién de carga conductiva. Estos efectos varian inversamente con la
temperatura, lo que significa que el componente dipolo de una solucién iénica disminuye, y
el componente de pérdida idnico aumenta con la temperatura, y viceversa.



El comportamiento que se presenta del dipolo de pérdida resulta de la dependencia

de la temperatura con la constante dieléctrica y su interaccién con las cargas presentes en el
alimento Mudpen. 1988)

C. SOLIDOS ORGANICOS.

Las propiedades dieléctricas de solidos organicos presentes en alimentos dependen
directamente de sus constituyentes tales como: humedad, carbohidratos, lipidos, proteinas,
6 contenidos similares que son dieléctricamente inertes, comparados con fluidos tales como
el agua & soluciones acuosas.

El mayor efecto de solidos coloidales sobre el comportamiento dieléctrico en
alimentos es la disminucion de los niveles de actividad dieléctrica por la eliminacion de
mateniales dieléctricamente activos del total del volumen ocupado por el producto.

Las propiedades de solidos indisueltos son similares a temperaturas cercanas al
punto de congelacién, relativamente independientes de Ja frecuencia y de la temperatura.

D. MEZCLAS NO INTERACTIVAS.

En términos de comportamiento dieléctrico, ia mayoria de fos alimentos liquidos y
semisdlidos; Pueden ser considerados como mezclas de sélidos dieléctricamente inertes y
fluidos dieléctricamente activos, los cuales no presentan interactividad quimica o eléctrica,
y se¢ les denominan “mezclas no interactivas™.

En algunas mezclas, fa fase inerte se suspende en la fase activa o viceversa,
dependiendo de la naturaleza del producto. La conductividad compleja de tales mezclas se
predice por medio del modelo de Frickel, siendo ampliamente utilizado garticulas
coloidales en suspension, como por ejemplo salsas, y aderezos para camnes, e 19731,

E.MEZCLAS INTERACTIVAS.

Las mezclas de alcohol y agua presentan un comportamiento similar, al caso de
carbohidratos disueltos en agua, y son de potencial interés en el procesamiento de fluidos, a
este tipo de mezclas se les denomina “mezclas interactivas™. El estudio de tales mezclas es
de gran importancia en el procesamiento de pasteurizacién de jarabes y bebidas alcohélicas
por medio de altas frecuencias.

El comportamiento dieléctrico de alcoholes se predice por el modelo de Debye
para solventes polares (ecuaciones 1.25 y 1.26), basados sobre las caracteristicas estaticas y
constantes dieléctricas dpticas, asi como de Jongitudes de onda criticas las cuales también
varian con la frecuencia y la temperatura.



1.6.2 MECANISMOS DE CALENTAMIENTO POR MICROONDAS.

Los 2 mecanismos principales para explicar el calentamiento por microondas son la
conduccién idnica y la rotacion dipolar

1.6.2.1 CONDUCCION IONICA.

Los componentes ionizados presentan cargas eléctricas y son acelerados por un
campo eléctrico. Estos iones chocan aleatoriamente con los grupos no ionizados cuando
estan sujetos a un campo eléctrico. La energia cinética de estos iones se transmite como
calor durante las colisiones, presentandose como un aumento en la temperatura del material
dieléctrico.

La velocidad de calentamiento debido a la fuerza 16nica puede ser expresada asi:

[dT /dt]uomea = P WV EZ o 11, (1.33)

Donde:
Pp = potencia.
Vu = volumen del matenial.
E == campo eléctrico.
q. = carga eléctrica de cada uno de ios iones.
n = numero de cargas.
u = nivel de movilidad de los iones.

Para matenales que contienen diferentes tipos de iones en un volumen especifico, la
conductividad total es Ia suma de las conductividades individuales de cada ién.

La conductividad (o,) puedc ser expresada como:

G, = Qe (1.34)

1.6.2.2 ROTACION DIPOLAR.

Los efectos del campo electromagnético en [as frecuencias de radio y de microondas
sufren de interacciones entre los componentes eléctricos de un campo electromagnético
generado por un oscilador de altas frecuencias, en el caso de Jas microondas el magnetron
es el que produce dichas altas frecuencias e interaccionan con las vibraciones moleculares
de los constituyentes quimicos de los alimentos.

Estas interacciones resultan en un pnncipio, de la rotacion dipolar de las moléculas

de agua libre v de la migracion conductiva de cargas asociadas con la electroforesis de la
sal disvelta, contenida en direccién opuesta a la polaridad del campo.
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La rotacién dipolar estd asociada con centros de cargas parciales positivas y
negativas, sobre los dtomos de moléculas de agua '“= "8 Varios mecanismos de

polarizacién en matenales biolégicos estan asociados con diferentes regiones del espectro
electromagnético !9 Leor» Heboom. £576]

El mecanismo de rotacion dipolar es conocido también como polarizacion -
orientacion y es operativa en fluidos polares alrededor de un rango de frecuencias de radio
y de microondas.

1.6.2.3 MODELOS MATEMATICOS PARA LA CARACTERIZACION DE
LAS INTERACCIONES.

A frecuencias menores en la region de microondas, los efectos de migracion
conductiva asociados con la electroféresis de sales disueltas en soluciones idnicas se
incrementa de manera més pronunciada, como resultado de una relacion inversa entre
pérdida idnica y la frecuencia, y esto se manifiesta como:

kK =0"/we, {1.34)

En la Rotacion dipolar, se presenta una rotacion aleatoria de los dipolos de los
compuestos que sufren alineamiento, asi como ciclos de desorientacion a una velocidad
igual a la frecuencia del campo aplicado. Este aumento y decremento de la orientacidn
genera energia cinética, que es convertida en calor. Para la rotacion de dipolos, la
conductividad de calentamiento (Gg) es expresada por la siguiente ecuacion:

og=2nfe'tan 3. (1.35)

Donde:
€’ = constante dieléctrica relativa.
tan § = tangente de pérdida,
f = frecuencia del campo.

Las ecuaciones 1,34 y 1.35 permiten caracterizar las propiedades dieléctricas del
material y sustituirlas posteriormente en el modelo de Lambert-Bougert para la
determinacién de la evolucion de los perfiles de temperaturas durante el calentamiento por
microondas.

1.7 CONVERSION DE ENERGIA.

En el desarrolio de productos por el procesado con microondas, es necesario
reconocer que las microondas son una forma de energia, y no una forma de calor; que se
manifiesta como calor bajo Ia interaccion con un material, como resultado de uno o mas
mecanismos de resonancia.



La ecuacién fundamental para la absorcion de potencia de las microondas en un
matenial se expresa como sigue:

Pp=5561E*f ¢ tand x 10" (Watts / cm®) (1.36)

Donde:
Pp = Potencia desarrollada en un volumen de matenal,
E = Intensidad del campo eléctrico.
f = Frecuencia (Hz).
g’ = Constante dieléctrica.
Tan & = Tangente de pérdida.

Dos de estos parametros: la Intensidad del campo y la frecuencia, son propiedades
de 1a fuente de energia, la constante dieléctrica y ia tangente de pérdida son propiedades del
material que es calentado. Incrementando el valor de algin factor se incrementa la cantidad
de energia convertida.

Seleccionando la frecuencia mas alta que sea disponible y la mas alta potencia del
campo la conversion de energia puede ser limitada por las fallas en consideracién al voltaje.

La constante dieléctrica relativa y la tangente de pérdida no pueden ser
incrementadas sin alterar el material, pero en algunos materiales, especialmente alimentos,
esto puede ser posible.

Sobre Ja base de todos los parametros relacionados que afectan el calentamiento de
alimentos por energia de microondas se mencionan los siguientes parimetros cuyo control
puede puiar a mejorar ¢l desarrollo de productos alimenticios:

¢ Parimetros del Producto:

*Cambios reoldgicos con la temperatura.

*Balance de los calores especificos en sistemas multicomponentes.
*Actividad de Agua.

*Forma y geometria del producto.

*Cambios de formulacién.

¢ Pardmetros del Sistema:

*Salida de potencia de las microondas / velocidad de calentamiento.
*Frecuencia del sistema de microondas.

*Distribucién del campo de microondas.

*Movimiento del producto a través del campo.
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1.8 PROPAGACION DE LAS ONDAS ELECTROMAGNETICAS.

E! fendmeno de propagacion de las ondas eleciromagnéticas esta constituido por dos
componentes el primero s el campo eléctrico (E)y segundo la del campo magnético (H ).
Las ecuaciones basicas que describen su dependencia en el espacio y en el tiempo son las
siguientes ecuaciones de Maxwel

-~ 2B
VxE=— .
X - (1.37)
Y
Vxﬁ=3+% (1.38)

Donde E y B son los campos eléctricos y magnéticos respectivamente, J es el
flujo de corriente, T es el desplazamiento eléctrico y B es la induccién magnética,

Las relaciones constitutivas que relacionan J, D, B,y Hson:

1= o(0)E() (139)
D =g(w)H(t) (1.40)
y

B =p(w)H(t) (1.41)
donde :

o(w) = Conductividad.
£(@w} = Constante dieléctrica
p(@) = Permeabilidad magnética.

E=Ee™ y H=He™™. Alternativamente pueden ser utilizadas para expresar la
dependencia del tiempo, mediante las ecuaciones 1.37 y 1.38 para obtener.

VxE = iop(e)H (1.42)
y i
Vx H =[o(0)~ ion(e)]E (1.43)
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Donde la “constante compleja dieléctrica™ (¢*) esta definida como:

E‘(m)aa(m)+‘U:)m)ss'(m)na"(w) (1.44)

La habilidad del material para almacenar energia cléctrica esta representado por:
£'=Re(g*), y ¢” = Im(e*) que toman en cuenta las pérdidas a través de la disipacion de
energia. La conductividad, o{w), la constante dieléctrica £'(@) y {a permeabilidad
magnetica p(w), en general son funciones complejas de la frecuencia (@) de la radiacion.

Si los efectos magnéticos son despreciables, 1o cual es cierto para la mayoria de los
materiales utilizados en aplicaciones de calentamiento por microondas, la permeabihidad
magnética p(e) es bien aproximada por su valor py en el espacio libre. En lo que sigue
asumiremos que esto es cierto. Las propiedades del material son dependientes de la
temperatura, entonces 1 ¥ € en la ecuacion 1.42 y 1.43 son funciones del tiempo también.
Debido a que la escala de tiempo de propagacion electromagnética es significativamente
mas pequefia que las escalas de tiempo para la difusion térmica, un andlisis de los ordenes
de magnitud indican que los términos que involucran las derivadas temporales de & ye son
muy pequefios y pueden ser despreciados. Bajo esta consideracion y Ja condicién de
electroneutralidad del material en cuestion (lo cual implica que V (afl) =0, las ecuaciones

1.42 y 1.43 pueden ser combinadas para dar la siguiente ecuacién de onda:
- Ve 1 -
v E? +V‘E + k"E=0 (1.45)

1.8.1 DISTPACION DE POTENCIA Y TEOREMA DE POYNTING.,

Para encontrar la potencia en una onda plana uniforme es necesario desarrollar un
teorema de la potencia para el campo electromagnético, conocido como teorema de
Poynting, (1884).

Empecemos con la ley de Ampere:

—

-~ - aD
v = -_— 146
xH=J+ o (1.46)

y multipliquese escalarmente cada miembro por E,

E-VxH=E-J+E--"— (1.47)
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Ahora se utilizard 1a identidad vectornal
V(ExH)=-E-VxH+H.-VxE ( 1.48)

Que se puede probar desarrolidndola en coordenadas cartesianas. De esta forma.

- —> s - —)aﬁ
H-VxE—V-(ExH]:E-.H E~¥ ( 1.49)
Pero de la ley de Faraday se tiene
YxE=-°B (1.50)
fosi}
y por lo tanto
- B - o 2 - = n
B2 v (Ex8)-E5ED (151)
o0 0
Con la ley de Coulomb-Gauss.
D-¢,E (1.52)
se tiene
2 2y o D 9E - B
—V-[E H)=E-J+ E-—+H — 1.53
X & By % (1.53)
Sin embargoe
- -2 -2
_)
£, ELS_“i:_‘?_ g, E (1.54)
80 2 o 00| 2
y
- 2 42
R 08B _pooH 6 |pH (1.55)
o 2 0 o 2
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de donde:

2

2
- = - =
_v.[g xu)= FJ+ 0|8 E  mH (1.56)
| 2 2

Finalmente se integra en todo el volumen,

_)2 -l

- - -
- V-(Ex}i)dv=] E.Jdv.'...g_f g E wH
vol vl 08 Sl 2

(1.57)
y se aplica el teorema de la divergencia, para obtener
—1 2
- o - - B
—§(ExH)dS=J Edavel[ |SoE (BB iy (1.58)
1 ol o8 Jvel 2 2

La primera integral de la derecha s la potencia Ohmica total (pero instantinea)
disipada dentro de una superficie Gaussiana. La integral en el segundo término de la
derecha es la energia total almacenada en los campos eléctrico y magnético, y las derivadas
parciales con respecto al tiempo ocasionan que este término sea la rapidez de incremento
respecto al tiempo de la energia almacenada dentro de este volumen o la potencia
instantinea que va a incrementar la energia aimacenada dentro de este volumen.

Por Jo tanto, la suma de las expresiones de la derecha debe ser la potencia total que
fluye hacia este volumen y, consecuentemente, la potencia total que fluye hacia afuera del
volumen es:

§S(f~:x - ds (1.59)

Donde la integral es sobre la superficie cerrada que rodea el volumen. El preducto
cruzde E x H se conoce como vector de Poynting P,

Que se interpreta como una densidad de potencia instantédnea, medida en Watts por
metro cuadrado (W / m®). Las mismas configuraciones filoséficas son aplicables a la
descripcion de % D (E) o % B (H) como densidades de encrgia. Puede demostrarse
rigurosamente que la integracion del vector de Poynting sobre una superficic cerrada
proporciona por si solo la potencia total que cruza la superficie en sentido hacia afuera.
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La direccion del vector de Poynting indica la direccion de! flujo instantineo de

potencia en el punto de interés, por lo tanto, se puede imaginar ¢l vector de Poynting como
un vector "sefialador”.

1.8.2 ECUACION DE POYNTING APLICADO A LA ENERGIA DE
MICROONDAS

El flujo de energia asociada con la propagacién de una onda electromagnética estin
representadas por el vector de Poynting P, y el promedio temporal del flujo para campos
armonicos se representa por la ecuacion de Stratton, {1941).

1 - —t)
P= 3 ExH (1.60)

Donde:
P = Vector de Poynting, W m”
E = Intensidad de | campo eléctrico V m™
H° = Intensidad del campo magnético Amp/m

El teorema de Poynting, permite la evaluacién de la potencia disipada en el medio,
la cual es expresa como:

Lot e me ({Mo o 8K o
§p-nds=--aeik- ] E-E dV—!—w)jv[?H-H +=-E-E"Jav
(1.61)
Y establece que el flyjo de energia neto que atraviesa una superficie Gaussiana S
envolvente de un volumen V es igual a la potencia disipada en el medio (Parte real) que ha

sido almacenada en los campos eléctrico y magnético (Parte imaginaria).

Aplicando el teorema de divergencia a la ecuacion 1.57, la forma puntual del
teorema de Poynting es;

V-P:-lms,,K"E-E'+:w(&H-H'+%E-E') (1.62)
2 2 2

y la potencia (energia por unidad de tiempo) disipada por unidad de velumen es:
p(r)= ~Re(V-P)= ;—meoK“(E-E') (1.63)

Entonces, con un conocimiento de la intensidad del campo eléctrico en el medio, la
potencia local disipada, se obtiene a partir de la ecuacion 1.38, “4=Fr130)



1.8.3 GENERACION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS.

Un reqmsno para generar ondas electromagnéticas es conseguir simultaneamente
campos eléctricos E y magnéticos H oscilantes orientados de modo que conduzcan a un
valor finito de el vector propagacion de energia P, donde P = E x H.

El dispositivo mas sencillo para ello es el vector oscilante. Cualquier sistema en el
que exista un desplazamiento periédico de carga a lo largo de una recta, de modo que sus
extremos Sse carguen con signos opuestos y, periodicamente se inviertan sus cargas,
constituyendo un dipolo oscilante. Es equivalente a una comiente sinoidal en un hilo
conductor. Podemos ver facilmente como de este modo se producen los campos EyH

En Ia figura 1.4 se ha representado una onda e]ectromagnenca que se propaga hacia
la derecha. Se puede observa que esta constituida por los campos E y H que oscilan en

forma periodica de manera similar a los puntos en una cuerda en la cual se propaga una
onda mecdnica.

Figura 1.4 Representacion del campo eléctrico {E )y ¢l campo magnético (H)
de una onda senoscidal

En esta figura se observa que los vectores E v H son perpendiculares entre si y
ambos son normales a la direccion de propagacion de la onda.
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1.8.4 ESPECTRO ELECTROMAGNETICO EN HORNOS DE MICROONDAS,

Los dos problemas principales asociados con el calentamiento y secado por
microondas son el fendmeno del sobre calentamiento ¥ la no-uniformidad espacial de la
tension del campo de microondas, la cual se caracteriza por la localizacién de puntos frios o
calientes dentro del homo de microondas. El conocimieno de la estructura del campo de

microondas y la distribucion de potencia dentro del aplicador es esencial para minimizar
ambos problemas.

Debido a la complejidad involucrada en el calculo matemitico del campo de
microondas y la distribucion de potencia en el interior del horno, la mayoria de los trabajos
en la literatura se han refendo a medidas expenmentales.

Es dificil calcular la estructura del campo en un homo de microondas por métodos
analiticos. Para un homo convencional donde las cargas pueden tener diferentes geometrias
y las propiedades dieléctricas pueden vanar con el espacio, frecuentemente no hay otra
alternativa que recurrir 2 un método numénco. En virtud del avance logrado en el
desarrollo de métodos numéricos, el desarrollo del métedo computacional reportado para la
distribucion de potencia disipada en matenales utihzando métodos de elemento finito 3-D
corresponde a una guia de ondas rectangutares cortocircuitada [ Foues 1441

Jia y Joily, en 1992 presentaron un segundo articulo acerca del uso del elemento
finito para simular ia estructura def campo de microondas y la distribucion de potencia
asociada en el interior de un matenal dieléctrico contenido dentro de una cavidad
rectangular multinodal excitada por guias de ondas.

Ellos verificaron su método analizando un problema de carga simple que puede ser
resuelto analitcamente. Siendo este el primer ejemplo de solucion de una cavidad
multinodal, por el método de elemento finito 3-D, el cual provee una importante
herramienta para tener un mejor conocimiento del calentamiento por microondas de un
matenal dieléctnco y asi proveer una notacién de la optimizacion del disefio y las
condiciones de operacion durante el procesamiento en homnos de microondas.

El problema a resolver concierne a una cavidad rectangular que puede contener un
material inhomogéneo, isotrépico, de forma arbitraria, como se muestra en la figura 1.5

‘/,4-— Guin de ondas

| Materis|
Irradiado

\

Fig. 1.5 Cavidad rectangular sometida a radiacién por un guia de ondas,
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SIMULACION DE LA DISTRIBUCION DE POTENCIA EN UN HORNO DE
MICROONDAS EN BASE A DIFERENTES ALTURAS:

A) Cavidad cargada homogéneamente.

En este caso se considera un material dieléctrico de 2.0 em cubniendo el plano (x, ¥)
de la cavidad, la distancia del matenal dieléctnico a la base de la cavidad es representada
por z.

El método es analizado para un problema simple y los resultados numéricos son
buenos con respecto a la solucion exacta. E! método puede ser utilizado para resolver
problemas de calentamiento en homos de microondas dependiendo de la carga en la
cavidad y las variaciones en sus propiedades diclectricas.

A partir de los resuitados de la simulacion de los matenales empieados con las
siguientes caracteristicas:

(

l . /\'.
..,////,W% I - '{/'\("".‘ )

T L /jﬂ’///// g ‘gi\“.c.’u cus/ 12 ,'_..1; \,3 ~
_L_[/" , 1mad -~

a=10cm b~=5cm c=20cmd=10cmg~2-05

Fig. 1.6 caracteristicas del material dieléctrico empleado

Condiciones de frontera.

Las condiciones de frontera a satisfacer de la permitividad v permeabilidad (g1, i,
€2, M) son las siguientes:

nx(E,~E)=0
nx(H,-H)=k
n-(u,H, -p,H)=0
n-(e,E, -£,E)=0

Bp=H; = Mo
Y - I S
Ho Ha
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En las figuras 1.7, 1.8, 1.9 y 1.10 que se muestran a continuacion se maneja una
cavidad de carga homogénea, en este caso se utiliza un material dieléctrico con un espesor
de 2.0 cm que cubra completamente el plano X-Yde la cavidad (Figura 1.6). La distribucion
desde el material dieléctrico hasta la base de la cavidad es representada por Z. Las figuras
mencionadas representan los perfiles de densidad de potencia en el plano tndimenstonal.

En los tres casos, la vista isométrica (a), representa los perfiles de densidad de
potencia. Mientras que la vista supenior (b}, exhibe la potencia disipada en el plano del
dieléctrico, a diferentes distancias desde Ia base de la cavidad. Los resultados muestran que
casi toda la potencia es disipada dentro del material en la boca del guia de ondas, cuando la
placa es colocada contra el plano del guia de ondas. Cuando la placa se aleja un medio del
espacio libre de la boca del guia de ondas, la potencia es disipada sobre e} plano entero en
un patron ondulante el cual es altamente no umforme para obtener un calentamiento

uniforme se utilizan algunos medios tales como una coraza rotante a modo de agitador
(Rusman ¢ al, 1947

Densidad de potencia

Eje Y (cm)

Eje ¥ (cm)

(a) Ej e{:) (cm)

Figura 1.7 Distribucion de potencia a una altura de: 0.0 cm
(a) Vista tridimensional del perfil de densidad de potencia.
(b} Vista superior asociada con el perfil (a)
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Densidad de potencla

Eje ¥ (cm)
(@ )

Figura 1.8 Distribucién de potencia a una altura de: 8.0 cm
(a) Vista tridimensional del perfil de densidad de potencia.
{b) Vista supenor asociada con el perfil {a)

Ele ¥ (cm)

Densidad de p

Eje ¥ fem)
] k)

Figura 1.9 Distribucion de potencia a una altura de: 16.0 cm
(¢) Vista tridimensional del perfil de densidad de potencia.
(d) Vista superior asociada con el perfil (a)
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Figura 1.10 Distribucién de potencia a una altura de:22.0 cm
(e) Vista tndimensional del perfil de densidad de potencia.
{f) Vista superior asociada con el perfil {a)

B) Cavidad cargada no homogéneamente: En la practica la mayoria de los materiales
dieléctricos son parcialmente cargados (o cargados no homogéneamente) en un horno de
microondas, en vez de ser cargados homogéneamente. Un ejemplo de una cavidad cargada
no homogéneamente es ilustrado ¢n Ja figura 11

Guia de ondas.

Figura 1.11 Cavidad con carga no bomogénea.
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{n) Vixts ipométrica b} ¥rsta supsmor

Ejry

Figura 1.12 Distribucién de potencia en el bloque de la figura 1.6
X1 123emy=92cm ajxbyxc)=140x 14.0x20cm.

Detreldad de potencla

(a] Vista Homdtnca {b) Visla superior

Eey

Figura 1.13 Distribucién de potencia en el bioque de la figura 1.6
X=150cm,yvi=140cm,a; xb;x¢;=192x 14.0x2.0¢cm
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(a] Vista lométrica (b) Vista superior

A0,
\ A
“‘i |'f
Wiy ey

:'u \‘li |‘ I\I“':I: 1
by

t‘,l
LAY
(N !‘.“1""-‘ s

Densidad de potencia

‘l,,‘f'

Figura 1.14 Distribucion de potencia en el bloque del a figura 1.10
=150 cm, y;=14.0cm, a, xb; x¢, =192 x 140x 20 cm

Para una cavidad de cargada no homogéneamente, los métodos analiticos no son
recomendables para analizar el problema.

Un ejemplo de una cavidad de carga no homogénea se ilustra en la figura 1.11

Las dimensiones del bloque dieléctrico son a; x b; x ¢4, las coordenadas del bioque
SOn Xy Y.

En las figuras 1.12 a la 1.14 se representan los perfiles de densidad de potencia
{Inciso a} y las correspondientes graficas de contorno (Inciso b), para los casos en los que el
bloque tiene diferente tamafios y esta a diferentes posiciones en la cavidad. Las figuras 1.12
y 1.13 exhiben el efecto de las posiciones del bloque sobre la distribucién de potencia. En
ambas figuras las dimensiones del bloque son las mismas. Los resultados indican que af
variar la posicién del blogue puede cambiar la distribucion de potencia.

En la figura 1.14 s¢ observa que aparecen 4 puntos frios en la frontera y un punto
frio en el centro, mientras en la figura 1.13 la densidad de potencia se despliega un patrén
ondulante, con los puntos calientes y frios ubicandose en diferentes posiciones a aquellas
observadas en la figura 1.14, Esto explica el porque un escudo rotante puede proveer un
calentamiento mas uniforme dentro del material.
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Las figuras 1.13 y 1.14 muestran el efecto de las dimensiones del blogue sobre la
distribucion de potencia, cuando el blogue esta ubicado en el centro de fa cavidad; en la
figura 1.14 la Unica dimension que cambia en comparacién con la de la figura 1.13 es su
longitud a o largo de la direccién “ x” que alcanza un valor de 5.3 cm.

Este cambio de dimensiones provoca la distribucion de potencia en el bloque sea
distinta. A partir de las figuras 1.12 y 1.14 se concluye que la distribucion de potencia
depende altamente de la geometria del material y su posicién en la cavidad,

Debe remarcarse que los métodos de elemento finito 3-D requieren de una gran
cantidad de memona computacional y largos tiempos de computo. La dificultad con la
modelacion de mateniales de alta permitividad es que se necesitan mallas mas pequefias
para la evaluacién de la longitud de onda en el intertor del matenal.
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M¢étodo de Elemento Finito.
2.1. INTRODUCCION.

El universo en que vivimos es discreto. Las dos formas basicas de manifestacion de la
matena: la masa y la cnergia son cuantizables a niveles microscopicos. Sin embargo, los

fenomenos fisicos tienen lugar en campos definidos por propiedades fisicas que hasta ahora se
han considerade continuas, el espacio y el tiempo,

Una descripcidn correcta de los fenémenos que ocurren en Ia naturaleza deberia tomar en
cuenta las caracteristicas discretas de la materia. Sin embargo a nivel pragmitico, en muchas
situaciones es conveniente la hipdtesis de continuidad de la materia, lo cual permite modelar
matematicamente mediante ecuaciones diferenciales y utilizar la poderosa herramienta del
calculo diferencial € integral en la caracterizacion de los fenémenos fisicos.

La mayoria de los modelos matematicos que encontramos en el ambito de la ingenieria
corresponden a ecuaciones diferenciales que pueden consistir en derivadas ordinarias o parciales
en espacio y tiempo, o en sistemas de ecuaciones diferenciales parciales acopladas lineales o no

Iineales, etc., en realidad son muy pocos los modelos basados en la propiedad discreta de la
materia, con aplicacién en ingenieria.

Por otra parte, las limitaciones de la mente humana son tales que no puede captar el
comportamiento del complejo mundo que lo rodea en una sola operacién global. Por ello, una
forma natural de proceder de ingenieros y cientificos consiste en separar los sistemas en sus
componentes individuales o “elementos”, cuyo comportamiento pueda conocerse sin dificultad, y
a continuacién reconstruir el sistema original para estudiarlo a partir de dichos componentes, a
pesar de que el modelo matemitico sea continuo.

Para vencer la dificultad que presenta la solucion de problemas continuos reales,
caracterizados por ecuaciones diferenciales, ingenieros y matematicos han propuesto a través de
los arios, diversos métodos de discretizacion, desde el simple y limitado método de diferencias
finitas hasta los versatiles métodos de elemento finito. La aplicacion de estos métodos hace
necesanio efectuar alguna aproximacion de tal manera que se pueda esperar que la misma se
acerque, tan estrechamente como se quiera, a la solucién continua verdadera a medida que crezca
el nimero de variables discretas.

Uno de los métodos numéricos que permite hallar soluciones aproximadas de las
ecuaciones diferenciales parciales, es la técnica del Elemento Finito.

-
e
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Las primeras publicaciones que presentan la idea principal de esta técnica aparecieron en
un trabajo del matematico aleman Karl Frederich Gauss en 1795, acerca del uso de residuos
ponderados para la resofucién de ecuaciones diferenciales y que en 1915 permitid al ruso

Galerkin instrumentar la técnica mas ampliamente usada en nuestra época dentro de los
algontmos de elemento finito.

Por otra parte Newton presenta ¢l problema de la Braquistocrana. En 1870 el britinico

Lord Rayleigh publicé el articulo “On the theory of resonance”™ en el que introdujo e! célculo

variacional, trabajo continuado en 1909 por el alemén Ritz en su articulo (Uber eine neue

methode zur losung pewissen vanations-probleme der mathematischen physik), donde establecid

'de manera formal las bases matematicas de los métodos de elementos finitos que siguen el
principio variacional,

En los primeros afios de la década de ios 40’s, los ingenieros civiles norteamericanos
McHenry (1943), Hrenikoff, (1941) y Newmark, (1949) demostraron que pueden obtenerse
soluciones razonablemente correctas de un probiema de medio continug sustituyendo pequefas
porciones del medio continuo por una distribucion de barras elasticas simples.

En 1943 Courant, introduce funciones de interpolacion cuasicontinuas en el calculo
vaniacional.

En la década de los 50°s se desarrolld esta técnica en el dmbito de la ingenicria
aeronautica, y se utilizo por pnmera vez en el disefio de un aeroplano. El nombre del método
como -Elemento Finito- aparece primeramente en las publicaciones de Clough en 1960. Debido
a su versatilidad en el manejo de diferentes geometrias y condiciones de frontera complicadas,
su campo de aplicacion se ha extendido en muchas dreas de la ingenieria, ciencias, y
matematicas.

Actualmente sus aplicaciones principales se desarrollan en el campo de la mecanica de
solidos (elasticidad, plasticidad, estatica y dinamica), la meteorologia, la transferencia de calor
(conduccidn, conveccion y radiacion), la mecanica de fluidos (viscosos y no viscosos), la
acustica y el electromagnetismo, asi como la interaccion de estos fendmenos, Feeweks. 1989

El cdlculo vaniacional es una técnica de resolucion de ecuaciones diferenciales en la que,
sin conocer la solucion de la ecuacidn diferencial, se propone una funcion de aproximacion
{también denominada funcion de interpolacion) continua en el dominio de la solucion, y luego
siguiendo el principio de minimos cuadrados, se minimizan las desviaciones de la funcién de
aproximacion respecto a la ecuacion diferencial y sus condiciones de frontera, como veremos
mas detalladamente con algunos ejemplos.

El procedimiento puede ser aplicado en forma global sobre e! dominio completo o
dividiéndolo en subdominios para lograr un mejor ajuste,



2.1.1. DEFINICION.

La técnica de Elemento Finito, es un método para encontrar la mejor solucion aproximada
de una ecuacion diferencial por optimizacion de los parametros de una funcién propuesta como
solucién. La region de solucion se divide en “subregiones™ o “elementos finitos”, y se ensaya una
funcién de aproximacién a la solucidn de Ja ecuacion diferencial dentro de cada elemento,
imponiendo las condiciones apropiadas de continuidad en las fronteras entre las subregiones.

Para cada region se buscan los pardmetros que minimizan el error de la solucion
propuesta respecto a la solucion de la ecuacion diferencial. E! mejoramiento de Ia precision se
puede lograr, ya sea al disminuir el tamafio de los elementos (consecuentemente aumentar su

numero) o al aumentar el numero de términos en las funciones de aproximacion dentro de cada
subregion.

Este método permite dividir la region de interés, es decir, el dominio de solucién de la
ecuacion  diferencial, de una manera mucho mas flexible que con la técnica de diferencias
finitas. Los nodos en los cuales se desea hallar el valor de la variable de interés no tienen que

descansar en un arreglo rigido sino que pueden formar parte de una malla flexible, fo cual
permite el manejo de geometrias complicadas y bordes méviles,

Un programador inteligente le puede dar versatilidad al algoritmo del elemento finito que
con un simple cambio de las coordenadas nodales, se logre implementar los calculos para otra
geometria. Las condiciones de frontera también se manejan de una manera mas conveniente, de
manera que un algoritmo computacional estandar puede ser ficilmente modificado para incluir
otras condiciones limite. El resultado es un algoritmo con el que se puede calcular las

distribuciones de las vanables dependientes para vanias configuraciones geométricas y tipos de
condiciones de frontera.

La flexibilidad de la malia sc obtiene directamente de los principios subyacentes del

método, que puede ser uno de una gran cantidad de principios clasificados como variacionales o
de residuos ponderados.

2.2. METODOS PARA IMPLEMENTAR LOS ALGORITMOS DE ELEMENTO FINITO.

El principio de este método consiste en convertir la ecuacién diferencial parcial del
elemento, acotada por las condiciones de frontera, en un sistema de ecuaciones algebraicas que al
ser resuelto permita hallar una muy buena aproximacién de la variable dependiente en cada una
de las coordenadas espaciales de la regién de interés. O alternativamente, los parametros de ia
fimcion de aproximacion para cada uno de los elementos del dominio.

El sistema de ecuaciones algebraicas se obtiene mediante el uso de una funcién de
aproximacién continua definida para todos los puntos en el dominio de la solucién de la ecuacién
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diferencial. En cada subregion se optimizan los parametros de dicha funcién de interpolacién,
buscando disminuir la desviacion respecto a la solucion de la ecuacion diferencial.

Existen varias maneras de optimizar los parametros de la funcion de aproximacion para

disminuir el error con respecto a la solucién exacta. Entre los métodos mas utilizados podemos
mencionar:

-Principio Variacional,
-Residuos Ponderados.

* Método de Colocacion.

* Método por Subdominios.

* Método de Minimos Cuadrados.

* Método de Galerkin (Bubnov-Galerkin).

2.2.1. FUNDAMENTOS DEL PRINCIPIO VARIACIONAL.

El célculo vaniaciona! es una rama de las matematicas que se puede defimr como una
teoria general sobre los valores extremos (minimos y maximos) de una funcional. En virtud de

ello, los métodos variacionales proponen técnicas para la optimizacién de funciones, que

eventualmente podrian ser jas funciones de aproximacion a la solucidon de una ecuacion
diferencial.

E! problema general que se plantea es hallar los extremales de una funcional, donde dicha
funcional es una funcién de otra funcion, de las variables independientes y las derivadas de las
variables dependientes.

Un ejemplo de una funcional es:
[=1[y(x}, y'(x), y(x), x] (2.1)

Ecuacién en la cual la funcién argumento es y(x). Para el calculo variacional es de
principal interés el caso en que la funcional I corresponde a una integral.

1 = I:IT [Y(x),Y'(x)-Y"(X),th (2.2)

El problema es encontrar una funcién y(x) que haga que la funcional I sea optima.

1= [ fyookx (23)
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Donde I es una funcién que depende de una funcion argumento y una varniable
independiente; y{x) es una forma de la ec. diferencial.

Se desea calcular el valor extremal de I para lo cual se debera encontrar la forma
particular de y(x) que optimice L.

En un dominio dado de funciones admisibles, debe hallarse la funcign (o funciones) de

una funcional dada, para la cual esta altima es un extremal con respecto a la funcion argumento,
en una cercania suficieniemente pequefia.

Si Iz funcion bajo estudio depende explicitamente de ciertos parametros ademas de la
funcién argumento, también se debe determinar el dptimo tomando en cuenta el valor de estos
parametros.

En general:

Z, ¢ X dy &y
yxaan= [0 7 Fixozy 22, 2F axde
1 ]

oy
ox

Ky rz,px dy oy &
Hy(x.z.k)] = I K f; J sz[X,Z,k.y.%,%,%}dx,dz,dk
1 ! !

(2.4)
(2.5)

Para el primer caso se debe determinar la funcién 6ptima y*(x, z), y en el segundo
y*(x,y,z).,en donde k es un parametro.
Pefinicion de Funcional:

Sea S un conjunto de elementos bien definidos. Si F denota el mapeo de S en el conjunto
de nimeros reales R, tal que, para cada elemento f perteneciente a S, le corresponde un nimero

real, entonces F es una funcional en S.

[

Definicién de la cercania en el dominio de la ecuacion diferencial:

Un subconjunto N(xg) representa la cercania de & de x,, si contiene todos los puntos x
para los cuales X -8 <x< xq +8; Es decir, si contiene todos los puntos x; +h para los cuales jhi< §.
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2.2.2. ECUACION DE EULER LAGRANGE.
Considérese una funcion continua y diferenciable v (x), con el sigmente rango x.< x < x,

y una funcién F, tal que cada valor de x dependa explicitamente del valor de y{x) y de su
denvada y'(x), esto es;

F=Fy,v, x) (2.6)

El problema a estudiar es el de minimizar la integral:

Wy ex)] = | 2'Fly .y . x]dx (2.7)

Donde y(x0) ¥ ¥(x) son funciones conocidas.

Supoéngase que se conoce !a funcion optima y{x) que minimiza [[v(x)]. Esto es, supongase
gue en una cercania (h) de y(x), la integral es minima.

Considérese ademas una funcion cualquiera n(x) continua y diferenciable en el intervalo
Xg< X < Xy, con ni{xy) = O ¥y nixg) ~ 0. Ya que corresponden a las condiciones de frontera va
conocidas y 1 la desviacidn, consecuentemente es cero.
Construyase la nueva funcion:

y4(x) = y{x) + £ n(x) (2.8)

Es decir, la nueva funcién es igual a la optima mas una deswviacion cualquiera
multiplicada por un escalar g

Donde £ es un parametro que se puede hacer tan pequefio como se desee, es decir la
nueva funcion, y* (x), es una funcion en las cercanias de y(x).

My ()1 =9e) = [ Fly+em,ysem xlds 29)

]
Todos los valores posibles de la funcion y(x) estan en la cercania. Por lo tanto, la integral

se puede considerar como una funcién ordinania de €. Ya que € especificaria el valor de ¢(g),

entonces se debe hacer que d¢(e)/ e = 0. También el minimo de §(g) ocurre en £ = 0; por
definicién

X
0(6) = | Fly(x)+ £n().5'(x) + o (), x}x
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xl
#(e) = Ix Fly*.y™,x]dx (2.10)

Diferenciando el funcional ¢ (£}, con respecto a € , se obtiene:

do(e)
de

d px
= [ Pt (2.11)
0

St se deriva F [y, y*' x] tenemos:

oF oF oF
dF:@dy‘ a;d\“’ +Ex-dx (

Al diferenciarlo con respectoa ¢ se obtiene;

% ay*(ay*) a;w[dy*%?i(iﬁ) (2.13)

Donde (dx/de) = 0, ya que x se considera como una constante. Se buscan los cambios
desde una curva a otra para valores constantes en x.

Para evaluar la integral de la ecuacion (2.13) se tiene lo siguiente:

dy* d _
o = g Y ren(x)] = n(x)
(2.14)
dy* d | . o
de = el )+ EN(x)] = Wix)
(2.15)

Sustituyendo las consideraciones anteriores en la ecuacion(2.13) da por resultado:

dfF oF

JaF
= +
g " oy n(x) P

Tomando como limites para la ecuacion anterior ¢l hecho de que a medida quee— 0, vy,
y* —y y* — y’ e igualando ¢l resultado a cero, se obtiene:
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dé(e) J' oF

, %, oF oF
pn w*m)+ nunm=f%g;um+~vunMx 217)

a) L ay

Sustituyendo F, = F/dy , F,-~ 8F/ 8y’ ademas de separar en dos integrales se obtiene que:

di(e) px A" \
—da—j‘c Fnoodx+ [ Fon'(xidx = 0 (2.18)

Al integrar el segundo término como una integral por partes se obiiene una forma mas
conveniente.

X, i X, d_F ! Y dF !
J:o Fon'(x)dx = F,-TI(XJ| —f”_ n(x)d—idx =L n(X)K)dx (2.19)

Ya que n{xg) = n(x;) = 0, por definicion, sustituvendo este resultado en las integrales se
obtiene:

wh-E

}
. n(x)d.x-j’ nx)—=dx =0 (2.20)

Asi que finalmente la ecuacion diferencial queda de la siguiente forma:

=0 (2.21)

dao(e) _ _dry
de -[ ()[ dx

Para resolver esta integral s necesario hacer uso de del siguiente lema: S1x; %, , (> x;)
son constantes fijas y g (x) es una funcién conocida en el intervalo xy=< x =<x,y si:

J nxgixiax=0 222)
Para cualquier n{x)} continua y diferenciable con:

nx) +  nx)=0. (2.23)

Entonces se cumple que g(x) =0, en el intervalo x,=< x =<x,
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Aplicando este lema en a ecuacién 2.21, se obtiene la ecuacién de Euler Lagrange

f-ii_o (2.24)
dv drdv

La cual estd asociada con el principio de Célculo Variacional y corresponde a una
condicion necesaria, pero raramente suficiente, que una funcional debe satisfacer para maximizar
0 minimizar una integral definida.

Cuando una ecuacion diferencial satisface fa ecuacién de Euler - Lagrange, entonces es
posible escribir un Principio Variacional.

Al resolver las ecuaciones resultantes, se optimiza la funcional, hallandose la mejor
solucion a la ecuacién diferencial, por minimizacion del acercamiento. Sin embargo no para todas
las ecuaciones diferenciables es posible escribir un Principio Vanacional, y en esos casos se

procede a la aplicacién de otros métodos, tal como es ef caso de Residuos Ponderados que se
explica a continuacion

2.2.3. METODO DE RESIDUOS PONDERADOS

Este método prescinde del principio del Calculo Variacional, ya que consiste en obtener la
solucién aproximada de la ecuacion diferencial que minimice la diferencia entre la aproximacion
¥y la solucién exacta de la ecuacién diferencial mediante fa multiplicacién de dicha diferencia
(residuo) por una funcién de ponderacién. .

La determinacién de la funcién de ponderacidén (que es nuestro primer problema a
resolver} puede llevarse a cabo por medio de diferentes métodos, entre los cuales los mas
conocidos son:

* Método de Minimos Cuadrados,
* Método de Colocacion.

* Método por Subdominios.

* Método de Bubnov-Galerkin,
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2.2.3.1 METODO DE COLOCACION POR PUNTOS.
Se utilizan funciones de aproximacién:
V= 80X F2IX oo X" (2.25)

Para cada parimetro no determinado a,, b, ¢,, ........... X, . seleccionando en un subintervalo
en el dominio, se fuerza que el residuc en cada x, sea exactamente cero.

Rix [t 5] ) = 0 (226)
Ri{x;:a.) =0 (2.27)
R{X n:a,) =0 (2.28)

Para una funcién de ponderacion con n parametros, se obtiene un sistema con n ecuaciones
restduales. Los puntos x, son denominados entonces como puntos de colocacion. Estos pueden ser

localizados en cualquier lugar del dominio v en la frontera, pero no necesaniamente en algin
arreglo en particular,

2,2,3.2 METODO POR COLOCACION POR SUBDOMINIOS.,

Para cada pardmetro no determinado a,; Seleccionado en un intervalo Ax dentro del
dominio se fuerza a que el término del residuo sea cero;

1

E.I o ROX32,)dx = 0 (2.29)
i

—A;;I ang R(xl‘az)dx =0

i (2.30)
1

Axy

J. ax, R(xn;an)dx =0
(2.31)

Otra vez, para una funcion de ponderacion con n parimetros se tiene un sistema de n
ecuaciones residuales.

El intervalo Ax es llamado subdoeminio, ellos pueden ser escogidos en cualquier forma,
incluso superponiéndose o de manera que cxista separacion entre ellos.
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2.2.3.3 METODO DE MINIMOS CUADRADOS.

Con este criterio se minimiza, con respecto a cada a,, 1a integral sobre el dominio entero
lel cuadrado del residuo, es dectr, se trata de un criterio de minimos cuadrados. La integral del
cuadrado de] residuo es una funcion de los a,.

Para su mimimizacién se requiere poner las derivadas parciales con respecto a cada a,
guales a cero.

d 2.,
E,Jll R(x;a))dx =0

d ¢2
2 [} R(xya)dx = 0
a, J Rtmia) (2.32-2.34)

d 2,
&TL R(xyia,)de =0

Aplicando las propiedades de linealidad de los operadores derivada e integral, es posible
introducir la derivacion parcial dentro de la suma

2 R{x.:
.[ R(x:;al)a (:(1,31)dx =0
1 éa,
(2.35-2.36)
2 R(x,,3,)
IIR(xz;az)#dxz 0
2 .
| lR(x,,;a,,)a—R%dx =0 2.37)

n
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2.2.3.4 METODO DE GALERKIN (BUBNOV - GALERKIN)

Para cada parametro a,, se requiere que el promedio ponderado del residuo R{x,a,) dentro

del dominio sea cero. Las funciones de peso son funciones de aproximacién ¢; (x) asociadas a
cada a,

Lz R(x1;a| )‘P.(X)dx =0

J-: Rixy.a,)0,{x)dx = 0

(2.38 - 2.40)
f Rixyiau W (x)dr=0

Resultando una funcion de aproximacion con N pardmetros de campo y un sistema de N
ecuaciones.
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2.3. ALGORITMO GENERAL PARA LA IMPLEMENTACION DEL MEF.

La siguiente figura muestra un diagrama de bloques en el que se especifican los pasos que
sigue un programa standard basado en el MEF para la resolucion de ecuaciones diferenciales.

b

Conformacion dela Topologia:

+ Especificacion de Coordenadas Nodales,
e Asignacién de un numero a cada
elemento,

» Asignacion de un numero a cada nodo.

D

1

3 F

Construccion del sistema de ecuaciones por }Fi
elemento, obteniendo las matrices locales. E
N

C

I
A

Ensamblaje para obtener el sistema S
de ecuaciones global. E

i
v i‘

Introduccion de condiciones de frontera T
modificando el sistema de ecuaciones A
global. s

Resolucion del sistema de ecuaciones
por Eliminacidn Gaussiana o por
Descomposicion LU,

A

Desplegado grafico de los resultados.

t+At
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Para problemas en estado transitorio se construye un ciclo externo de tiempo en base al
esquema de diferencias finitas (lineas discontinuas)

Para ejemplificar el ensamblaje de ecuaciones de los programas que se muestran a
continuacion se presenta la siguiente ilustracion en la cual se presenta las partes que conforman
una casa en la cual para poder conformarla los elementos se presentan con niimeros romanos del

Ial V (paredes y techo) v las partes a ser conformadas son los nodos que s¢ presenta con nimeros
arabigos del 1 al 8.

Primero se procede al ensamblaje de los elementos v su relacion de los nodos Y como es
que se refacionan con los demés nodos (se representa con los cuadros de 8 por 8)

Las figuras que se presentan de 8 por | nos representan los elementos y cada uno de Jos
nodos que los rodean.

Al final se suma el resultado de las matnices formadas formando asi la matriz
generalizada.

Fig. 2.1. Ensamblaje de ecuaciones.

7 8
W v

3 5 6

m

! n

1 2 3

i I M w v
|
- + + E =
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El método de eliminacion Gaussiana y de descomposicién LU se presentan en los anexos

de este trabajo; asi como el ensambiaje de ecuaciones y la elaboracion de los graficos que se
presentan al final de cada programa.

2.4. EJEMPLOS DE 1LAS TECNICAS PARA LA IMPLEMENTACION DEL METODO
DE ELEMENTOS FINITOS.

241 APLICACION DEL METODO DE MINIMOS CUADRADOS EN LA
RESOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA.

Si se tiene la ecuacion diferencial:
y"-4x=0 (241)

En la que se requicre obtener la mejor solucion, con las siguientes condiciones de
Frontera:

CF. 1:y(0)=-2
CF.2:y(1)=1

Para la obtencion de la solucion exacta se procede a integrar ia ec. 2.41

¥ =4x (2.42)
¥ =4x* /2 +C, (2.43)
Y =2X3/3+C1x+ CZ (244)

Aplicando la condicién de frontera 1:

y(0)=2 (073 + C0) + Cy = -2 {2.45)
C2= -2
Se obtiene: y = 2x°/3 + Cx -2 (2.46)

Para determinar el valor de la funcion “y” se aplica la segunda condicién de frontera en la
ecuacion 2.46,
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y(M=2(1)3+Cl)-2=1 (2.47)

C,=1713
Por lo tanto:
y =2x"73+7x/3-2 (2.48)

La solucién general de la ecuacién diferencial nos proporciona una serie de curvas
(ec. 2. 44), yenel caso de imponer condiciones de frontera se obtiene una sola curva (ec. 2. 48),
que es la solucion exacta de la ecuacion diferencial.

Aplicando el Caleulo Variacional para la ecuacion (2.41):

1) Se propone una funcién de Aproximacién, por ejemplo un polinomio cuadratico:
v, =ax’ +bx+e (2.49)
Se establecen las condiciones de Frontera anteriores:

CF. Ly(0)=-2
CF 2:y(li=1

En el caso de} Calculo Variacional, primero se procede a denvar la ec. 2.49

gy =2ax+b (2.50)

2) Se procede a determinar la segunda derivada.
yp =20 (2.51)
Sustituyendo la segunda derivada de la funcion de aproximacion en la ec. (2.41)
Za-4x=0. (2.52)

Si fuera la solucion exacta 2a +4x debera ser cero, como ¢l polinomio cuadratico es solo
una aproximacion a la verdadera solucion, entonces debe haber un residuo o error (R) respecto a

la solucion exacta:

2a+4x=R. (2.53)
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La funcion residuo se presenta en todo el intervalo, dando desviaciones positivas en
algunos puntos dentro de dicho intervalo y negativos en otros. Para minimizar el error primero se
eleva al cuadrado los residuos con la finalidad de eliminar el signo, luego se suman en todo el
intervalo mediante una integracion y finalmente se minimiza la suma de errores mediante el

método clasico de obtener la primera derivada e igualaria a cero.

3) Vayamos por partes, primero se suman todos los errores dentro del intervalo y se elevan al

cuadrado para obtener valores absolutos.

[R* dx (2.54)

4) Ahora se minimiza el residuo buscando los parametros Optimos de la funcion de

aproximacion, en este caso “a”.

%{j{: R’dx] =0 (255 I, %(R’ yix = 0 (2.57)
d dR

dR? = 2RdR (2.56) —R= 211(5) = 2(2a+4x)2) (2.58)

d 2

<R =4(2a-4%) (2.59)

Por lo tanto la integracion es la siguiente:
[ LRy =4[ (2a-4x)dx =0 (2.60)
. da( Jdx = 4§ (22 -4x)dx = :

[ax-x7],= 0 261)
a=1

Sustituyendo la primera condicion de frontera en la ecuacion (2.49), se obtiene:

¥(0) = a(0)* + b(0) +¢ = -2 (2.62)
Por lo tanto:

c=-2
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Se procede a evaluar el valor de b sustituye Ia segunda condicion de frontera en la ec
2.49 obteniendo lo siguiente:

vily=a(l¥+b(l)~c=1 (2.63)
por lo tanto

b=

[ 28]

La meyor aproximacion cuadratica a la solucion exacta de la ecuacién diferencial
enelintervalode Oal, es: y=-x"+2x-2

X y=BUBHIN3-2 y=xt4x-2

00 ! 20 .20
02 -1.528 -1.560

04 -1.024 -1.040

06 | 0456 - -0.440

08 | 0.208 | 0240

10 1.0 .10

Tabla 2.1. Comparacién de resultados entre la
solucion analitica y numérica del método variacional,

1.5 - - e —_— . ———— .

—— - .. ~

05 r— -+ L

0 bomeeme - T

E05+—0- 020406 08~ —1—

R

2 el P

-2.5 - e
Y(x)
~S.Namerica_ S. Exacta

Grafico 2.1. Comparacion de resultados entre solucion analitica y
numérica del ejemplo 4.2.1

A
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2.4.2. EJEMPLO DEL METODO DE BUBNOV-GALERKIN.
Para ilustrar el método de Bubnov-Galerkin se considera el siguiente ejemplo:

Una barra de longitud L, con coeficiente de conductividad térmica igual a uno y drea
transversal unitaria, produce calor en su mitad izquierda en una cantidad igual a 100 unidades de
energia en sistema internacional (Joules), mientras que su mitad derecha no genera energia
térmica. La temperatura en ambos extremos se mantiene igual a cero, ¢l problema es determinar
la distribucion de temperatura a lo largo de la barra en condiciones de estado estacionario.

La ecuacién diferencial, que puede ser expresada como una funcion de la temperatura (T)
CSs:

8T
o 7 Q=0

Con Q = Q(x) dado por: ()_.\It;o\}

Q=100 para (0 <x<L72),y
Q=0 para(L2<x<L)

Fig. 2.2 barra de longitud L, con suministro

de calor en la primera mitad
Las condiciones de frontera son:

T=0enx=0yenx=1L.

En busqueda de la solucién numérica propondremos unaz funcién de aproximacion lineal
que satisfaga exactamente las condiciones de frontera ¥ sea continua en todo el dominio de la
ecuacion diferencial.

El programa que se lista a continuacion permite determinar el perfil de temperaturas para
el caso de interés, por el método de Galerkin. La exactitud del método es del 100% aun para un
pequefio numero de nodos.

Durante la ejecucién del programa se le pide al usuario que introduzca el nimera de
nodos en el que se subdivide la barra, a lo cual se debe de responder con un nimero impar para
que exactamente la mitad de la barra funcione como fuente de calor. Cuando el nimero de nodos
rebasa 25, se tiene problemas de precision debido a la manipulacién de las ecuaciones a resolver
por el método de eliminacion Gaussiana.
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2.4.2.1. PROGRAMA PARA DETERMINAR TRANSFERENCIA DE CALOR 1-D
POR CONDUCCION ESTADO ESTACIONARIO.

PRIN'[‘“*.*#'##‘..*lﬂ#t*l*tt**.**‘l#tttt*****.‘*"

PRINT ** METODO DE BUBNOV-GALERKIN b
PRINT“‘I&#**##*******###*#!ttt****&t##t!t*#*t‘t”
PRINT “* CONDUCCION 1-D EN ESTADO ESTACIONARIO -

PRIWNT “® ® ® % & & % & % & b b & k% 5 5 k% ok k6 x ke &k kkFkkkkr b

PRINT “* DETERMINACION DEL PERFIL DE TEMPERATURA -
PRINT “EN UNA BARRA CON GENERACION DE CALOR EN SUPRIMERA ©
PRINT **  MITAD Y TEMPERATURA CERQ EN AMBOS EXTREMOS  *"

PRINT“*F* %% # s s # 5 2 £ s £ £ 2 X 0 A K A2 A A A X A K KB KB KK £ 5 % % 5 47
SCREEN 12

COLOR i4

INPUT “NUMERQO DE DIVISIONES ="; N

T

o * 8¢ espeetfica ¢l mumero de nodos a ko largo de la barma
L=IZQ=]00 * El numero de elementos cs igual a N - | 7
S = - * Se define la longtud de la barra v el calor total productdo (81)
LE L(N I) * Sc cilcula la longitud de los elementos

Se dumensionan los armeglos matmctales

| Uns matmz euadrada K] de dumenston 2, 2 donde s¢ almacenaran los elapenios de 1a matnz local de conductansia
;- Uos matnz cuadrada [KG) de duncnnion N. N donde se guardan los elerenios de la matraz global de conductancia

Uns matriz bidimensional [F}, de dumensiones N, 2 donde se at los 1& depend: de cada mo de Jos N~ 1
clementos.

- Un vector [FG] donde sc guardan los tirmunos independientes del s:st:ma ensamblado

- Elvooter X de dimension N pars implamentar |a subrutms de cl g para la resoluadm del de o

DIM K(2, 2), KG(N, N), (N, 2), FG(N)
DIM X(N), Y(N), XN(N), YN(N), DIVX(N " 2), DIVY(N " 2)
REM construccion de 1a matriz de conductancia
K(1,h=1/LE !
K(2,2)=1/LE (K]=_1_ [1—1:I|
K(1,2)=-1/LE -1l

K(2,1)=-1/LE

PRINT “*MATRIZ LOCAL DE CONDUCTIVIDAD PARA TODOS LOS ELEMENTOS: [K]*”

FORi=1TO2:FORJ=1TO2
PRINT K(l, J)’ impnme la matmz local de conductividad
NEXT J: PRINT: NEXT i
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REM CONSTRUCCION DEL VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES

FORI=1TO(N-1)/2
F(i,1)=Q*LE/2 A cada uno de los nodos de los elementos correspondientes
F(i,2)=F(, 1) a la mitad izquierda se le asigna una produccion de calor

igual al 50% de la que se produce en cada elemento.

‘PRINT “*VECTOR LOCAL DE TERMINOS INDEPENDIENTES DEL
ELEMENTO*™, i

‘PRINT F(1, 1) © Imprime vector local de términos independientes, lado |
“PRINT F(i, 2) ‘ izquierdo :
NEXT i
FORi=(N-1}/2+1TON-1
Fi,1)=0 —_
F(1,2)=0 . A cada uno de los nodos de los elementos correspondientes ]‘
a la mitad derecha se le asigna una produccién de calor .
igual a cero.

‘PRINT “*VECTOR LOCAL DE TERMINOS INDEPENDIENTES DEL
ELEMENTO*”, i

‘PRINT F{i. 1} ! Imprime vector local de términos independientes, lado !
‘PRINT F(i, 2) | derecho |
NEXT i ‘
‘DO
‘LOOP WHILE INKEY$ = ="
REM GLOBALIZACION Se procede a la globalizacién, es decir, al ensamblaje del
sistema de ecuaciones




La siguiente tabla muestra los resultados de la solucién analitica y los de la solucion

numeérica:

Coordcamdn | Sel Numérica | Sel Anafitica
0 ] 0
005 1.75 175
[+] 325 325
015 45 45
02 5.5 55
Q125 628 6.25
0.3 675 675

0.35 7 1
04 7 7
0 45 675 675
05 625 625
0.55 5 625 5625
[X:) 5 5
065 4375 4.375
07 375 375
G75 3125 3125
08 25 25
085 1875 1 875
09 1.25 1.25
095 0625 0625
1 0 0

Tabla 2.2.Comparacién entre sol. Analitica y numérica

del ejemplo de minimos cuadrados.

La solucién anmalitica se obtiene por integracién directa de la ecuacién diferencial de

segundo grado:
T =-Q/k
conT =(-Q/kx+CLyT=(-Q/kX*/2+Cx+C,
En la mitad izquierda, la condicién a la frontera:
T=0 en x=0,da C,=0, y entonces:
Too=(-Q/kx*/2+Cx

En el lade derecho, como Q = 0:

Tper =Cax+Cy,ycomo T=0enx=L: Tpgr = Cs(x - L)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)
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La distribucién de temperatura debe ser una funcién continua en el intervalo de x, por lo
tante en x~L/2, tanto T como su primera derivada deben ser la misma en ambos lados,
consecuentemente:

TDER:;TUQ en x=L/2 (268)

T,DﬂiﬁT’IZQ en x=L/2 (269)

Al sustituir estas condiciones de frontera se liega a:

T Estas son las expresiones matematicas que

Tizg=0BQL/8kx-(Q/2ky,y * se usan para hallar la solucion analitica que

" Tpgr = (QL/8k){(L - x) se reporto en la tabla anterior.
(2.70-2.71) _

La grafica que se muestra a;

-continuacién, exhibe la distribucion de | . Mft?d?_de Galerkin

‘temperatura a lo largo de la placa. Los Te B i ‘,‘_‘,& _ -
valores calculados por el métode analitico mp & - ———o—— =Sl | |
y el de Galerkin coinciden por completo e & - Sfnae r
para los 20 elementos, pero también para 2 (PP S S !
0 4, como puede constatarse al ejecutar el 1t |
;programa con 3 o 5  nodos, o t“—T‘: ‘
‘respectivamente Coordenads de posicién

}

Gréfica 2.2, Resultado grafico entre solucion numénica y solucion analitica, para el ejemplo
del método de Galerkin,

Para mostrar la versatilidad del método, utilizaremos el mismo programa para resolver un
problema ligeramente diferente. Consideremos la misma barra con generacién interna de calor en
su mitad izquierda y sin produccion en su otra mitad, pero con un extremo derecho por el cual se
pierde calor a razon constante de 20 Joules / segundo. El sistema se encuentra en estado
estacionario, asi que la ecuacion diferencial a considerar es la misma.

La solucién analitica ahora es;

| Tizg = Q2K + (LK) (Q12 + Qy)x (2.70)
; Tper = (QL?/ 8k) + (Q,L / k)x (2.71) !




Donde Q; es la potencia del sumidero de calor, y tendra un valor de -20 para efectos de
calculo en este ejemplo.

El programa de elemento finito se modifica simplemente cambiando un par de
instrucciones en el bloque de especificacion de condiciones de frontera, ellas son:

KG(N-1,N)=0: KG(N,N-1)=0: {2.72)
FG(1})=0: FG(N)=0 {2.73)

A la primera de estas dos lineas se le coloca una comilla para anularla, y cn la segunda se
especifica el valor de Q,, quedando:

‘KGN~ 1, N)= 0: KGN, N-1) = 0: (2.74)
FG(1) = 0: FG(N) = -20 (2.75)

Al ejecutar el programa se obtiene el perfil de temperaturas en la barra, La siguente tabla
muestra los resultados y su comparacion con la solucion analitica:

Coord, Neda! | Sol Amalities | Sel Numéricen
0 0 o Grafico 2.3, Resultado grificc de la soln
005 1375 1375 Analitica y numérica en una barra con generacion
01 25 25 interna de calor, utilizando el método de Galerldn.
015 3375 3375
02 4 4
0.25 4375 4375 - ———— e
03 45 45 Método de Galerkin
035 4375 4375 6
04 4 a : Dol
045 3.375 3375 g 04——._1'_._ —e— Sol Analhcy
0S5 25 25 gj?———“‘—‘rg . et umbma
055 15 15 PR .
06 05 0.5 LR .
065 . 085 035 Coordenada de posicidn
0.7 -15 -1.5
075 -2.5 <25 . e
08 -3.5 =33 Nuevamente el métode de Galerkin
0.85 =3 43 coincide 100% con la solucion exacta.
09 -55 -5.5
0.95 -6.5 -65 T
1 -7.5 -7.5

Tabla 2.3. Resultados numéricos para el ejemplo
de una barra con generacion intema de calor,
utilizando el método de Galerkin.
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2.4.3. APLICACION DEL PRINCIPIO VARIACIONAL EN EL CALENTAMIENTO
POR MICROONDAS.

El problema que se considera es la resolucion de la ecuacion diferencial:
aT 2
pC, E =kVT+(Q). (2.76)

Para empezar s¢ considera un proceso de transferencia de calor unidireccional en
coordenadas cartesianas y estado inestable. Sujeto a {a condicion inicia! T = Tamb, para todos jos
puntos del material en t = 0 y con condicién de frontera de transporte de calor por conveccion en

la superficie. Para cumplir con la ecuacion de Euler-Lagrange convienen definir el funcional tal
que:

Y
3% IO )~ e\ Kr 5 2.77)
3 oF a[ aTJ

— =k — 278
P AE )\ Y (2.78)
s o o o

P T TS ra G

oF B3]

E=Q-§(9CPT)

La aplicacion del principio de calculo variacional permite llegar a la siguiente funcién:

= Ll{k‘[gT +K, [g] + kz[g:r S2T(Q- pcp{%f—]} dv + [pT? dr

(2.79)

Donde:
V = Volumen de la muestra.
I’ = Contomno en la muestra
Q = Término de generacion de calor interno por unidad de volumen

La mintmizacién respecto a los parametros de la funcion de aproximacion de esta integral
permitira llegar a un sistema de ecuaciones simultneas que tendré la siguiente forma:
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GEINNE I 250)

Donde [C] es la matriz de capacitancia [dT/dt] es el vector de derivadas temporales de la
temperatura, [K] es la matriz de conductancia y [F] es el vector de términos independientes.

Para empezar se introduce una funcién de aproximacion lineal de la temperatura:

*INTERPOLACION LINEAL*

— ]

Fig. 2.4. Interpolacién lineal.

La grifica representa la forma de obtener el polinomio de interpolacién lineal, el
procedimiento puede ser visualizado como una aplicacién de la regla de la palanca.

el e

Donde : [1-% -E:|=[H“’] y E]: [T] (2.82)

Y Su transpuesta:

E S ST

L es la longitud del elemento y x es la distancia recorrida en el elemento.

Desarrollando cada uno de los términos de la ecuacion por separado:
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Al haber obtenido la funcién de aproximacion se prosigue a resolver cada uno de los

terminos por separado de la ecuacion (2.79) considerando la transferencia de calor en la
direccion x:

k, 0 0
k=| 0 k, 0 | =Matriz de conductividades térmicas.
0 0 &
. _karary’
v 25 o 28

Se prosigue a introducir la funcién de aproximacion T = [H'*'] [T).
Donde: [H") = Matriz de funciones de interpolacién.

(‘) = Supenndlce que especifica que las matrices corresponden a un elemento “e” en

(22
<2 2oy L
2=t -l 1] a8
L0 IR il v as

Después se deriva con respecto a x la funcién de aproximacion y finalmente se integrar
para poder obtener una ec. Algebraica,

En lo siguiente, se eliminan los superindices ‘' en notaciones matriciales y solo se referira
a ellos en caso de ser necesario.

*-[T][T],f[ﬂ/L 1/L] [”J (2.89)
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e-2 il V]-mwor 290

La ualtima expresidn caracteriza el transporie de calor por conduccion.

En la generacion de calor, se obtiene dos integrales;
(1" =-2[ [ {TQav + 2f | Tqds 91)

En Jos casos que se analizaron no existe fuente superficial de calor, asi que la segunda
integral es cero. Por ofra parte, la absorcion de la radiacion genera fuentes volumétricas de calor
cuya intensidad sigue las leyes de Maxwell, discutidas previamente en el capitulo 1. En
consideracidn a esto, la expresion anterior se reduce a:

Para el término de Generacién de calor, si se considera que es constante en cada elemento
y se tiene ¢} siguiente funcional:

. A
I* = -5 j 2TQ dx (2.92)

I = -AQf Tdx (2.93)

Introduciendo la funcidn de aproximacion

1* = -AQJ {1y [1*] Jax (2.94)

Después se deriva con respecto a x la funcion de aproximacion y finalmente se integrar de
0 aL que es Ia longitud de todo el eiemento, para poder obtener una ec. Algebraica,

r=-A2 o7 ey @99

La integral de superficie que se evalua enseguida, caracteriza las pérdidas de calor
longitudinales por conveccion, las cuales se verifican a través del perimetro (p) del material.

I, = hj’r(T)’dr (2.96)

Donde [ representa la superficie total. Si simplificamos diciendo que solo existe pérdida
de calor por conveccion en el eje x, se tiene:
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I* = 0P [{TYT7 Jax (2.97)
Se prosigue a introducir la funcion de aproximacion
1* =we[((7) [He I [Be] Jax (2.98)

Después se deriva con respecto a x la funcion de aproximacion y finalmente se integrarse
para poder obtener una ec. Algebraica.

. A[LI3 Lr6] ;

eowp] ) - 299
Donde :

h{=hP L/3 L/6 = Matriz C i 2.100

[]_ Li6 L/3 atriz Convectiva (2.100)

La matriz de capacitancia se obtiene en funcién del termino de acumulacion de energia.
El funcional correspondiente es:

I = pCpAIT(%)dx (2.101)

I = pcpAf(T)dit(TT)dx (2.102)

Se prosigue a introducir la funcidn de aproximacion

d
I* = pCpa [ (1] [H*])E([T]T[W]T)dx (2.103)
d
1° = pCpalT][ ([1°] [H‘]T)E(IT]T)dx (2.104)
Después se deriva con respecto a x la funcion de aproximacién e integrar.
1-x/LT ) d
I = pCpA[TH([I - x/L] [ UL } ]E([T]‘)dx (2.105)
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2x % 2

X X
J——— —=
. I VYT D TN R e
I* = pCpA[ T}, x N dx-{T] (2.106)
L L2 C
xz xa X2 xsl
X——t——r ———
e L 32 20 312! d. o
I" = pCpA[T] ,’i x_3 x_‘ dt[T] (2.107)
2L 312 312
[L'3 L/6]d, , d . ¢
= ST = - 2,
r=[Thocpa 2 L,S} S =i (2.108)

Las variaciones temporales de la temperatura en cada uno de los nodos se evalia por
medio del esquema de diferencias finitas, aproximando las derivadas con incrementos finitos.
Mas adelante se resolveran mediante Diferencias Finitas.

Finalmente se procede a evaluar todo el sistema sumando todos tos funcionales de los
elementos y de frontera de acuerdo con la ec.

=[P KT T+ QT [T () 7 T =[7 ([T T (2.109)

Simplificando con:

friofr ' =[t ][] -[r]m[r T (2.110)7
Se tiene:
1=[1 ]D)[T |" +{Q]IT] +[T }Iq] i[T J’ @.111)

Se procede a minimizar los errores, para obtener un sistema de ecuaciones como la
ecuacion 2.80
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Para la minimizacién se requiere que; rob 0
61 T d T
ar° [D[T ] +[qQ] + (C] E[T] =0 (2.112)
El sistema de ccuaciones obtenido es:
T d T
[DI[T ] + [c] (1] =-c] @.113)

Al igual que se han tomado funciones representativas para cada regién basandose en
aproximaciones lineales, para los “elementos finitos de tiempo™ se tomara una media aritmética
de la temperatura en el intervalo de tiempo At que sera finalmente los que se manejaran en las
matrices [T*] para obtener el sistema de ecuaciones simultdneas.

Entonces se procedera a definir el promedio para los elementos de tiempo en cada nodo
como:

ﬂ _ T]HA[ - -r‘t (T ) T]H_‘n +']~‘r

dt At =T

dT} TJ1+A1 - Tj‘ y Tju,_“ + T; (2] ]4)
? = At ) (TJ = _2__'
E[lei([Tum]_[Tl]) (2.115)
dt AV ! .
[T - %([Ti“m] +T) (2.116)

Si se asumen propiedades fisicas invariantes durante el tiempo de procesamiento, tanto de
la fuente de radiacién, como del material calentado, y del medio ambiente circundante, las
matrices [<C>], [<k>], y [<F>], son exactamente iguales a [C], [K], v {F], respectivamente.

[221 (=l [m]+ [Tf,]' (r~]-[rP=-el @17



Colocando todo en términos de Ia temperatura:

L NELE LIRS

118
A1 2 )

La férmula de recurrencia para implementar los ciclos de cilculos iterativos en el
transcurso del tiempo, se obtiene despejando la matriz [T "]: Esta expresion es con la que se
construyen las ecuaciones locales para cada elemento finito. Una vez escritas éstas ecuaciones se
procede a la globalizacion de las matrices, lievando a cabo una suma de las funciones resultantes
en los nodos de interseccion de cada elemento, y finalmente se resuelve el sistema de ecuaciones
algebraico, para obtener la distribucién espacio - temporal de la temperatura.

2.5. APLICACIONES DEL METODO DE ELEMENTO FINITO EN LA INDUSTRIA DE
ALIMENTOS.

El método de Elemento Finito ha sido utilizado satisfactoriamente para la modelacién de
diversas operaciones en el procesamiento de alimentos. Algunas de las ireas donde existen
extensos trabajos son: esterilizacion, refrigeracion y congelacion, calentamiento y enfriamiento,
secado y en la determinacion de dafio mecénico y térmico de productos. La mayoria de los
trabajos se han estudiado en el caso de figuras axisimétricas y en ef caso unidimensional y
bidimensional asi como en estado transitorio. Un limitado grupo de investigadores ha estudiado
casos tridimensionales acoplados con el anilisis de calentamiento, humedad y distribucion de
esfuerzos en productos alimenticios.

El potencial del Elemento Finito no ha sido explotado amphiamente. Algunas otras areas

de investigacion se limitan al campo de la panaderia, cocinado, procesamiento por microondas,
calidad y evaluaci6n de la textura, retencién de nutrientes, y degradacién microbiana.

2.5.1. VENTAJAS Y DESVENTAJAS DEL METODO DE ELEMENTO FINITO.

El Método de Elemento Finito se compara con el método de Diferencias Finitas que es el

método mas ampliamente utilizado en 1a simulacién de diversas operaciones en el procesamiento
de alimentos.
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Las ventajas de} Método de Elemento Finito son;

1. Ei método puede manejar variaciones espaciales de propiedades de materiales con facilidad
relativa.

2. Las regiones iregulares pueden ser modeladas con mayor exactitud,
3. El método es mas adecuado para problemas no lineales.

4. Los tamafioes de los elementos pueden ser vanables,

S. La interpolacién espacial es mas significativa.

6. Problemas mixtos de valores de frontera son mas ficiles de manejar.

Las desventajas del método de elemento finito son:

1. Las ecuaciones de ios elementos son matematicamente mas complejas, comparada con las
ecuaciones de puntos nodales utilizadas en el método de diferencias finitas.

2. El método es numéncamente intensivo y abarca mayor tiempo en la memoria en el CPU,
comparado con el método de diferencias finitas, para resolver el mismo problema.

3. Para la estimacion del flujo (dadas las temperaturas) el sistema de ecuaciones tiene que ser
resuelto.

2.5.2. OTROS USOS POTENCIALES DEL METODO DE ELEMENTO FINITO.

Los usos comunes del MEF en el procesamiento de alimentos han sido restringidos a la

evaluacién de temperaturas y humedad durante el Calentamiento / Enfriamiento / Secado de
alimentos.

Como ejemplos de estos trabajos de investigacidn se citan a continuacion los mas
importantes:
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AUTOR Dependientes del 1-D 2.D Geomelria 3.0 | Conduccion de| Difusidn Producto Aplicaciones
Tiempo Axisimétrica Calor de
THumedad
Naveh y Alimentos Fsterilizacion de
colaboradores X X X X Fluidos productos
(182,1983) alimenticios
Sastry y Hongos Esterilizacion
colaboradores x X b3 Entatados (Destruccian
(1985,1986) microbiana)
Mc Carthy y x Alimentos Refrigeracion y
colaboradores X Fluidos Congelacion
(1987,1989)
Abdalla y X X Carne Refrigeracion n
caolaboradores x (Fmbutidns)
(1985) _ L.
Purwadaria y X X Carne Refrigeracion
colahoradores x
(1980,1982)
Comini y x x Carne Refrigeracion
colaboradores X
(1973,1974,1978) L _
Upadhyaya y X X Hojuclas Calentamiento
colaboradores X de soya
(1986) _ .
Toumer y x x Carne Ffectos de
colaboradores b3 Calentamicnio
(1987) Enfriamiento
Gustafson y X X x Maiz Efectos del
colaboradores X Calentamiento /
{1977,1979) 1 Humedad
Sokhansanj y x X Arroz Calentamiento
colaboradores X
{1982) ,
Lin y colaboradores X x Giel de Alginato ('alentamiento en
{1989,19%0) X hornos de
Microondas
Potluri (1985) X X X Bister Enfriamienlo
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AUTOR Dependientes del i-D 2-D Geometria 3-D | Conduccion de | Difusion Producto Aplicaciones
Tiempe Axisimétrica Calor de
Humedad
Arce y * Bistec Enfiiamiento
colaboradores x
(1983)
Jang y b X x Brécoli Enfriarmiento
colaboradores X
{1987)
Hayakawa y X Jitomate Enfriamiento
colaboradores x
(1982)
Stringer y X X Gel de Alginato Calentamiento en
colaboradores x hornos de
(1989 Microondas
Misra y Young X Manzanas Enfriamiento
(1979) x
Chinnan y X Cirvela Secado
colaboradores x
(1984)
Haghighi y X x Hojuelas Efectos de Secado
colaboradores X de soya
(1987,1988)
Upadhyaya y X x x Hojuelas Efectos de Secado
Rumsey y X de soya
colaboradores
{198%)
Trudayars y X X X Uvas Secado
colaboradores x
(1989)
Misra y X X x Hojuelas Efectos de Secado
colahoradores X de soya
(1977,1978,1981)
Syariely x x Maiz. Parémetros de
colaboradores Hidratzcion
(1987) {/Deshidratacion
Zhang ¥ X x Arroz Pardmetros de
colaboradores Hidratacion
(1983) /Deshidratacion
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AUTOR Dependientes del 1-D 2.D Geometria 3-D | Conduccion de| Difusidn Producto Aplicaciones
Tiempo Axisimétrica Calor de
Humedad
Bekshi y x X Ciruelas Parametros de
colaboradores Hidratacion
(1984) [Deshidratacion
Rumsey y Fortis X Granos Flujo de Aire
(1983 {Bulbo seco)
Segerlind (1982) X Fruta. Flujo de Aire
{Bulbo seco)
Talbot {1989) x Granos Flujo de Aire
Chapman y X Granos Flujo de Aire
colaboradores
{1988)
Rumsey y X X Granos Impacto de daiios
colaboradores
(1977
Gustafson y X X Granos Impacto de dafios
Segerlind (1977)
Cheny X x Frutas Impacto de daflos
colaboradores
(1984
Cooke y X x Peliculas Biologicas | !mpacto de daftos en
colaboradores células
(1978)
Cardenas-Weber y x X Melones Dafos por contacto
colaboradores x
{1989}
Hong y X x Almendras, Empacado
colaboradores X Platanos y Uvas
{1985,1986)

Tabla 2.1, Aplicaciones det Método de Elemento Finito en el procesamiento de Alimentos.

Fuente: Summary of the use of the finite element method in food processing, Journal of Food Engineering
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El uso del MEF para describir el procesamiento térmico, a sido demostrado por un

niumero limitado de investigaciones (Naveh, 1982; Sastry, 1985; McCarthy y Merson,
1989).

El cileulo numérico de valores de temperaturas puede ser estimado para calcular

los cambios de los parimetros de calidad, tales como retencion de nutrientes y destruccién
microbiana en alimentos durante el procesado de alimentos.

Esta informacién puede ser utilizada para optimizar e! procesamiento térmico con
respecto a la calidad de los alimentos.

El MEF también tiene potencial para describir el flujo de fluidos y transferencia de
calor durante el calentamiento aséptico de alimentos.

Ei calentamiento por microondas en alimentos no homogéneos de formas
irregulares es otra area en donde puede ser utilizado satisfactoriamente ¢l MEF.

El calentamiento y transferencia de masa simultinea que ocurre en alimentos de

formas irregulares puede ser analizado durante el calentamiento por microondas usando la
formulacion por Elemento Finito.

Los alimentos de cualquier geometria pueden ser estudiados a través de sus
variaciones fisicas y sus propiedades dieléctricas como una funcién de temperatura y el
contenido de humedad durante el calentamiento.

El efecto de la distribucién no uniforme en el campo de microondas sobre la
superficie de! alimento resulta en una dependencia de tas condiciones de frontera
espaciales, que pueden ser investigadas por el uso de este método numérico,

La informacién de la temperatura puede ser utilizada para analizar la destruccion
microbiana y la degradacién de nutrientes durante el calentamiento por microondas.

E! MEF también puede ser utilizado para simular transferencia de calor y masa
durante el secado y asi optimizar ¢l proceso con respecto a la calidad del producto.

Otras 4reas en donde se puede explotar el MEF son para efaboracion de modelos de
simulacion durante el congelamiento y descongelamiento de alimentos.

En el 4rea de los fluidos no newtonianos se utiliza las propiedades reoldgicas de los
alimentos para asi elaborar plantas de procesamiento mas eficientes. La extrusién de
alimentos es otra area donde el MEF puede ser implementado efectivamente para simular
matematicamente el proceso de extrusion.



Este método puede ser implementado para resolver la ecuacion de transferencia de
calor y de flujo dentro de la barrera del extrusor.

Las aplicaciones durante el procesamiento de alimentos envuelven las interacciones

termo-mecanicas y termo-hidromecanicas, Jas cuales son eficientemente modeladas por el
uso del MEF.

En el caso de! empaque de alimentos solo se ha utilizado en el caso de plantas
piloto. Los beneficios econdémicos que se obtienen en la industria del procesamiento de
alimentos son muy redituables utilizando el MEF como una herramienta de investigacion
que puede resultar en grandes beneficios.



Transferencia de Calor en Estado Estacionario
Bidimensional.

3.1 INTRODUCCION.

En un trabajo de tesis profesional anterior dirigido por mi asesor, en el campo de la
Ingenieria Civil (disefio de pavimentos flexibles), se demostré que las interrelaciones
basicas para la formulacion de la solucién por métodos de elemento finito de problemas de
elasticidad, pueden obtenerse simplemente por minimizacion de la energia potenciai total
del sistema, sin ninguna referencia directa a las ecuaciones de equilibrio estatico.

En muchas areas de fisica € ingenieria es posible obtener soluciones analiticas
aproximadas de diferentes problemas minimizando algin funcional sujeto a ciertas
condiciones de frontera. En el caso de la elasticidad, este funcional corresponde
fisicamente a la energia potencial total del sistema (El principio de trabajos virtuales).

En varios casos, el funcional puede ser simplemente una cantidad definida
matematicamente. En otros campos, la interpretacion fisica puede no ser tan cbvia. Por
ejemplo, en algunos casos del flujo de un flwdo ideal, el funcional podria representar la
rapidez de produccion de entropia,

El comportamiento fisico que gobierna una gran variedad de problemas en
ingenieria, puede ser descrito mediante las bien conocidas ecuaciones diferenciales de
Laplace y de Poisson. La solucién analitica de dichas ecuaciones en problemas de campo bi
y tri dimensionales puede representar una tarea formidable, especialmente en el caso en
que existan condiciones de frontera complejas y regiones de geometria irregular. La
formulacion via elemento finito de esta clase de problemas ha probado ser una
aproximacién muy efectiva y versatil a la solucion. Las dificultades a que se enfrentan los
métodos de diferencias finitas, asociadas con geometria irregular y condiciones de frontera
complejas son virtualmente eliminadas.

Algunos ejemplos de problemas que se encuentran frecuentemente en la practica de
la ingenieria y que caen dentro de esta categoria, son: conduccion de calor, percolacion a
través de medios porosos, torsidn de vigas prismaticas, flujo de potencial irrotacional en
fluidos, distribucion de campos eléctricos y magnéticos, etc. En el area de la ingenieria en
alimentos los problemas de interés corresponden, en la mayoria de los casos, a la solucién

de las ecuaciones diferenciales que gobieman los fendmenos de transporte de momentum,
calor y masa.

Abordaremos el problema de encontrar la solucidn aproximada éptima para la
ecuacion de Fourer en estado estacionano con un término de fuente calorifica, cuyo
modelo matematico corresponde al tipo de ecuacion conocido como ecuacion de Poisson.
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El siguiente desarrollo es general. Una redefinicién de las cantidades fisicas
involucradas, hacen a la formulacion igualmente aplicable a otros problemas que
involucran la ecuacion de Poisson.

3.2 FORMULACION VARIACIONAL.

La ecuacion diferencial que gobiemma la transferencia de calor en estade no
estacionario es:

a[ P ) a[ P ) a( 2 ) 2
L P I P B A 9
PR Rw G- vl R -l il e 31

Donde:
ks, k, . k, = coeficientes direccionales de conductividad térmica.
T= temperatura.
(¥ calor generado por unidad de volumen y unidad de tiempo
p= densidad
C, = capacidad calorifica.

Si enfocamos nuestra atencién al problema estacionario bidimensional, como ¢l que
se muestra en la figura 3,1

Espesor

MNomnal.f

R4 Q=6
| t=1
I—¥—x L=1a L
l To =5
kx= ky= B
Fig. 3.2 topologia utilizada para el andlisis bidimensional
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La ecuacion gobemante se simplifica a:

—_— k ——— T - —_— — 7 + () = .
dx T ox dy ks ay )! / 0 (3-2)

L
k2

Las ecuaciones (3.1) v (3.2) junto con las condiciones de frontera apropiadas
especifican completamente ¢! problema. Las condiciones de frontera mas frecuentemente
encontradas en aplicaciones practicas son:

1.- La temperatura es una funcién definida en la frontera (condicion de Dirichlett)

T = T{s), en el contorno I', (3.3)

2.- El flux de calor se especifica en alguna parie I'y del contorno (condicion de Neumann)

d

k,—TI1+k‘iT[‘+q+h(T—T,)=0
Ix Yo
- EnT, (3.4)

v k”iT+q+h(T-T,)=0
dn

Donde £, v & son los cosenos directores de la normal exterior a ia superficie de

contorno, q representa el flux de calor por unidad de superficie y h(T-T,) es ia pérdida de
calor por conveccién.

Como se establecio previamente, se puede formular alternativamente la solucién del
problema de conduccion de calor utilizando calculo variacional. El teorema de Euler del
célculo variacional establece que si la integral;

ou du ou p
Hw)= | f{x,y.z,u.—, — , — dxdyd-+ (qu+hu® /2)dA (3.5)
l!:! ar %’ a: s{p

ha de ser minimizada, la condicién necesaria v suficiente para que el minimo sea

alcanzado es que la funcion desconocida u(x.y,z) satisfaga la siguiente ecuacion diferencial
(Reyes - Salumo, 1995)

G
o
&

o
ou
&

-+

ou
Y a2ty %
) Yo

=0 (3.6)
)

Ascgurando que u satisface las condiciones esenciales de frontera. Podemos
verificar que la minimizacion de la integral de volumen:



(% r)z +k‘[% TT +k:(% TJz}—QT}bd}d:+;L[qT+hT: 12}

3.7)

Conduce directamente a la formulacion equivalente a la ecuacion (3.2) para el caso
de estado estacionario.

La contribucion volumétrica al funcionat es el argumento de la primera integral. Por
lo tanto, si dicho funcional volumétrico ha de ser minimizado, debe satisfacer la ecuacion
(3.6). De ahi que:

i:kiT, A -7 B

d
T, —_—f ==
o
(3.8)
Sustituvendo estas igualdades en la ecuacién (3.6), se llega directamente a la

ecuacion (3.1) para estado estacionario. Verificando que la funcion f conduce a la solucion
estacionaria correcta.

Euler tambi¢n establecié que la condicién de frontera natural asociada a la ecuacién
(3.5)es

r,k,?—a:+£,ky%+f-_k:g+g+liT=0 (3.9)

o simplemente:

or
k, — hT=0 3.10
o, T8t (3.10)

Donde n es la normal unitaria a un punto sobre la superficie y k, es la conductividad
en dicha direccion.

Esta es la condicion de frontera natural dada anteriormente por la ecuacion (3.4).
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33 MATRICES DE ELEMENTO Y MATRICES DE FRONTERA.

A partir de las ecuaciones (3.1) y (3.7) se ve claramente que el funcional
bidimensional requerido para el analisis en estado estacionario, es:

] = AL[%{I('[% TT + ky[% T)z}— QT]d.m£+ wﬂzT+hT’ 12}l

(3.11)
Donde € es el espesor del dominio. Nosotros procederemos exactamente en la
misma forma que como lo hicimos en la formulacion varacional previa. Es decir,
asumiremos que la integral de area es la suma de las integrales sobre las areas de cada

elemento. De manera semejante, la integral de contorno donde la temperatura no estd
especificada, se asume que es la suma de las integrales de los segmentos de frontera.

Entonces:

1=%1+31" (3.12)
4 b

Donde las contribuciones al elemento son:

oo AL[%{k,[% sz +k_v(:; T)z}— QT} dxdy (3.13)

Y las contribuciones de los segmentos frontera son:

I*= j[qT«rhT’ 12 dt (3.14)

cordarno

Si se hacen las consideraciones de interpolacion usuales en le interior del elemento
y en sus fronteras, entonces podemos expresar estas cantidades como:

F=%TTST-T"C (3.15)
P=yTTsET. TP (3.16)

De aqui que las matrices del elemento sean:

$*= [(kiH,TH, +k,"H,"H," T dxdy (3.17)
At
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C'o=," [RQT"dA (3.18)
S, =[ "h*BH T"ds, C'=[ " Trh*H*" T ds (3.19)
C'y = j gt H T s (3.20)

Donde H denota las funciones de forma y H, = dH/dx, etc. Para esta clase de
probiemas existe solamente una temperatura desconocida por nodo. Una vez mas si el

vector T denota todas esas incognitas, entonces T° cs subcomjunto de T y TP es
subconjunto de T.

Si seleccionamos un elemento triangular de tres nodos, entonces las funciones de
mterpolacion por elemento, H' estdn dadas en coordenadas unitarias pot Ia ecuacion 3.13 y

en coordenadas globales por las ecuaciones 3.18 a 3.20. A partir del conjunto antenor de
ECUACIONES NOAmOs que:

H;:% =[b, b, bs} 124° = dx

. . (3.212-3.21b)
H_f:%;é— =[c1 €, ca} [2A° = dy

Debido a que todos los pardmetros son constantes, podemos evaluar la ec.3.9 por
inspeccion, si las conductividades térmicas también son constantes:

blbl blbl blb3 ‘ kerf

byb, bby bbby | + ——|c,e, 6 6, (3.23)
4 .4°

bib, byb,  byby 60 G360, 030

L
e 6c 66 66
kit

<

S=

Esta es la conocida como matriz de conductividad del elemento. Note que esta
expresion permite modificar los valores de las conductividades en las direcciones x ¢ .

Las ecuaciones en (3.21a) y (3.21b) muestran que la conduccion en la direccién x
depende del tamafio del elemento en la direccion y, y viceversa. Si la generacion interna de
calor Q, también es constante, entonces la ecuacién 3.18 puede ser integrada para dar:

] (3.24)

Sobre un segmento de frontera tipico, la interpolacion en el borde puede ser
correspondiente a la ecuacidn 3.19 u otras formas.
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Las inteprales exactas pueden ser evaluadas por la ecuacion 3.5. Por ejemplo si el

coeficiente h es constante, entonces el segmento de frontera se obtiene mediante la matriz
cuadrada como:

R[22 10
S = 2
6 [1 WJ (.29

-

Similarmente, si existe un flux normal constante q en la superficie, entonces el
vector de flux de frontera es:

b!brb 1
C.‘: . q .
3 i:{l (3.26)

En este caso la mitad del flux normal total es diferido a cada uno de los dos nodos
del segmento.

3.4. EJEMPLO DE APLICACION

Consideremos un material cuadrado uniforme cuyo perimetro exterior se mantiene a
temperatura constante, mientras que su interior genera calor a velocidad constante.
Notamos que la solucién serd simétrica alrededor de los centros de linea del cuadrado asi
como alrededor de sus dos diagonales. Esto significa que solamente necesitamos utilizar
1/8 de la regidn en el andlisis. Por simplicidad asumiremos que el material es homogéneo y
que la conductividad térmica es la misma en todas direcciones, k, = k, =k

Los planos de simetria tienen flux normal de calor igual a cero, g= 0. Esta condicién
es una condicion de frontera natural en el andlisis de Elemento Finito.

Esto es cierto, debido a que C, en la ecuacién 3.20 es idénticamente igual a cero
cuando e! flux normal q = 0. La condicidn esencial restante corresponde a ja temperatura
de frontera conocida como se muestra en la Fig.3.2. Para este modelo hemos scleccionado
4 ¢lementos y 6 nodos.

Los ultimos tres nodos tienen condicion de frontera isotérmica, y los primeros tres
corresponden a las temperaturas intemnas desconocidas.

Para esta regién homogénea los datos son:

ELEMENTO K Q TOPOLOGIA t
1 8 6 1,23 1
2 8 6 245 1
3 8 6 532 1
4 8 6 35,6 1
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Para la geometria de la Fig 3.2. determinamos las propiedades geométicas del
elemento a partir de la ecuacion 3.20.

Ellas son:
e=124 e=3
I | 2 3 i i 2 3
b, -2 2 ¥ b, 2 -2 0
c, -2 2 [ 0 2 -2
AT=2 AT=2

A partir de la ec. 3.22 ia matriz de conduccién para los elementos 1,2 y 4 son;

] 4 -4 0 . 0 0 0]
g = XD, 4 LDy 4 _4J (3.27)

0
4(2
000()0—44

42)

O simplemente;

T4 -4 0
=14 8 —4 (3.28)
0 —4 4

El ensamblaje para los cuatro elementos da el siguiente sistema de ecuaciones:

S§ST=C (3.29)
Donde:
[+4 -4 0 0 0 0]
-4 (+8+4+4) (4-4 4 0 0
0 (4-4) (+4+8+4) O (—4-4) 0
= 3.3
S 0 —4 0 +8 —4 0 (3.30)
0 G (4-4) 4 (H4+4+8) —4
L0 0 0 G —4 +4 |
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"1 1 To01 fa7 oA

+141 0 12
I+1+1 0 12 0

C= % + = + (3301
3 1 g4 4 g4
T+1+] g5 12 g5

Lobog Les) 4] g6

En el vector anterior las qs son los fluxes de calor nodales, reacciones requeridas
para mantener la temperatura externa especificada. Debido a que las ultimas tres

ecuaciones tienen condiciones de frontera esenciales aplicadas, podemos reducir las tres
primeras a:

4 -4 071 4 0 0 0
~4 16 -8lni={12|-7|-4l-7| 0 |-7]0 (3.32)
0 -8 16}7, |12 0 -8 0

Sustituyendo los datos de que la superficie exterior es 5, se reduce el término fuente a:

4 01 7o 4
C*=1121+[20(+1 0 |=]| 232 (3.33)
12 0 40 52

Resolviendo ¢l sistema de ecuaciones se obtiene:

3.75
T*=) 7.75 (3.34)
7.125

Substituvendo estos valores en e] sistema original de ecuaciones se obtienen los
valores de los fluxes de calor nodales externos. Por ejemplo, la cuarta ecuacion indica que:

4T+ 8T, 4Ts=4+q,, (3.35)
De donde q, = -15. (3.36)

Los otros dos fluxes nodales son:

Qs = -29; qe = 4. (3.37)
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y €l calor interno generado total es:
TQAt = 48, (3.38)

El calor penerado internamente es igua! al calor disipado hacia el exterior para
mantener condiciones de estado estacionario.

3.4.1.PROGRAMA PARA DETERMINAR TRANSFERENCIA DE CALOR
EN DOS Y TRES DIMENSIONES.

El analisis se realiza sobre la octava parte de un rectangulo, el cual corresponde a
un triangulo y a su vez el tmangulo isosceles de lados (L2), L72, (2)"?L/4 el dominio de la
ecuacion diferencial se divide en elementos triangulares de longitud 2 y 1.2 neb, donde
neb= numero de elementos en la base.

BLOQUEI:

Se especifica el nimero de elementos en la base del triangulo (neb), se calcula el
numero de nodos totales (sum) en funcién del nimero de elementos en cada nivel del

tridngule, mediante un ciclo FOR-NEXT, el cual va sumando nodos triangulares en cada
nivel.

CLS
neb=35
FORI=1TOneb+ 1

SUM = SUM + | 'contabiliza el nimero total de nodos
NEXT I

PRINT "num. de nodos =" sum

BLOQUE II:

Se dimensionan los arreglos matriciales para cada una de las variables y de las
subrutinas;

-Se dimensiona un vector [AP] de dimensién (sum) para especificar el nimero de
elementos que son vecinos para cada nodo, es decir, las veces que aparece un nodo en el
sistema de ecuaciones globalizada.

-Los vectores [x], [yL[xn], y [yn] se wmilizan para almacenar las variables de
graficacion, se les asigna una dimension (2*sum-1) para tener la posibilidad de gréfica la
distribuci6n de temperaturas para la placa rectangular completa.

-Se calcula el nimero de nodos en la base del thangulo y se dimensiona una matriz
cuadrada T} de dimension (2 * nimero de nodos en la base + 1).
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-En la matriz [m] de dimensién (neb” 3) se guardan el numero de elemento via
identidad de los tres vértices, es decir el niimero de nodos en cada uno de sus vértices, de
acuerdo a la topologia.

-La matriz [mg] de dimension igual al (nimero total de nodos, nimero total de
nodos +1) se guardan los coeficientes de la matriz giobalizada que resulte del ensamblaje
de las ecuaciones para cada elemento.

-La matriz cuadrada [COEF] de dimension (3,3) se utiliza para guardar Jos
coeficientes correspondientes a cada uno de los vértices del sistema de ecuaciones

planteade para cada elemento, siendo diferentes valores para los tridangulos normales e
invertidos.

-La matmz [al] de igual dimensién que en el caso de la matriz [mg], para transfenr
el sistema de ecuaciones a la subrutina de eliminacién Gaussiana.

-El vector [nc] especifica el niimero de capa a que pertenece cada elemento.

DIM nc(neb + 1), m(neb * 2, 3), mg{SUM, SUM + 1), COEF(3, 3), al(SUM, SUM + 1)
DIM x(SUM * 2), ap(SUM)

DIM y(SUM * 2), yn(SUM ~ 2), xn(SUM ~ 2), YI{SUM » 2)

NNODOS =neb+1 ‘'nimero de nodos en la base

DIM T(2 * NNODOS, 2 * NNODOS)

BLOQUE III:

Se especifica el mimero de elementos por capa y al mismo tiempo el niumero de
capa para cada elemento.

FORN=1TOneb"2
‘determinacion de la capa
FOR1=1TO neb
lim=2*[*neb-1"2
IF N < 1.001 * lim THEN ¢ = [: GOTO 10
NEXT 1
10 COLORc
ne{I) = ne(l) + 1
PRINT "n="; n, "¢="; ¢

BLOQUE IV,

Se calcula un conjunto de funciones auxiliares que seran utiles en la especificacion
del nimero de capa de cada elemento.
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re=1/2*%c 2.(neb*2-1)/2*c+neb- 1
rel=1 2%(c-1)"2-(neb*2-1):2%(c-1)+neb-1
eX=1/2%{(c+1)"2-(neb*2-1)/2%(c+1)+neb-1

BLOQUE V:

Se determina la topologia del arreglo triangular de elementos, es decir se determina

el nimero de nodo que le corresponde a cada vértice de los tangulos normales e
mvertidos.

Mediante un ciclo FOR-NEXT en el que se van barriendo los renglones de la region
triangular desde ta base, hasta el vértice.

‘determinacion e impresién de Ja topologia
lim2=-1%c"2+(2*neb+1)*c-neb+ 1
IFN<-1%¢”2+(2%*neb+ 1)*c-neb+ 1 THEN 20 ELSE 30
20 COLOR 14:

nodol = N +rc:nodo? =N+ rc+ {:nodo3 = N+ rcl + 2
'PRINT "elemento=",n,"(";n+rc;n+rc+ 1:n+rcl + 2.
GOTOQ 40

30COLOR 3:

nodol =N-+rc+2:nodo2=N-+rc+ 1:nodo3 = N=re2 -1
PRINT "elemento="n, "(".n+rc+2n+rc+ I;n+rc2- 1. ")
40 PRINT "elemento="; n, "("; nodo1; nodo2; nodo3; ")

m(N, 1) = nodol: m(N, 2) = nodo2: m(N, 3) = nodo3

NEXTN

Do
'LOOP WHILE INKEYS = "

FOR1=1TO neb
PRINT "nc(™; I, "}=", nc(I)
NEXT 1
BLOQUE VI:
Especificacion de los coeficientes del sistema de ecuaciones para cada elemento.
COEF(1, 1) = 4: COEF(1, 2) = -4: COEF(1,3) = 0

COEF(2, 1) = -4: COEF(2, 2) = 8. COEF{2, 3} = -4
COEF(3, 1) = 0: COEF(3, 2) = -4: COEF(3, 3)= 4
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BLOQUE VIiI:

Es el ensamblaje de los sistemas de ecuaciones para obtener la matriz globalizada.

Una vez determinada Ia topologia, es decir el namero de nodo que comresponde a
cada vértice de cada elemento se van llenando las casilias en fa matriz globalizada con los
coeficientes correspondientes segin e} BLOQUE VI, donde se van guardando los valores
de los coeficientes para cada casilla v conforme van llegando mas términos a ésa casilla se
van sumando algebraicamente.

FORN: 1 TOneb* 2
FORI=1TO3
FORj=1TO3
mg(m(N, I), m(N, j)} = mg(m(N, I}, m(N, j)) + COEK(I, j)
NEXT j
NEXT I
NEXT N

BLOQUE VIII;

Se especifica el nimero de elementos con que es vértice cada nodo:

-A cada nodo se le asigna un numero de seis elementos circundantes y
posteriormente a los nodos que son vértice, se les especifica el valor de 1 y a los nodos que

son orilia se les asigna un nimero de tres elementos como corresponde a {a topologia.

REM especificacion de nimero de efementos con los que es vértice cada nodo
FOR1=1TO SUM

ap{l)=6 "Inicializa apariciones de todos los nodos con 6
NEXT I "es decir, se especifica q ¢/nodo es vértice de 6 elementos
ap(1}=1:ap{neb+ 1)=1 'nodos esquina de la base solo son vértice de | elemento
FORI1=2TQneb

ap{ly=3 " nodos orilla de la base son vértice de 3 eiementos
NEXT1]

ap{neb + 2) = 3: sumy =neb + 2
FORI=1TOneb-2
sumy = sumy + neb - (I - 1)
ap(sumy) =3 "nodos orilla diagonal son vértice de 3 elementos
NEXT I
sume = neb + |
FORI=1TOneb-1i
sume = sume + neb - (I - 1)
ap(sume) =3 'nodos orilla derecha son vértice de 3 elementos
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NEXT1

ap(SUM) =1 'nodo esquina superior es vértice de un elemento
FORI=1TQOSUM
' PRINT "AP", 1, "="; ap(I),  'imprime relacion nodo-nim de elementos

Conque es vértice
NEXT |

PRINT

BLOQUE IX:

Se especifica el calor producido (gprod) en el interior de cada elemento.

‘gprod= calor producido en cada elemento (16 es el calor tota! producido en la placa)
gprod = 16 /neb " 2

BLOQUE X:

Se caicula la contribucion del término fuente a cada vértice multiplicando el
nimero de elementos que circundan a cada nodo por el gprod del elemento y se construye
el vector correspondiente al término fuente,

FORk=1TO SUM "calcula el término de gprod para ¢/nodo
mg(k, SUM + 1) = ap{k) * gprod ‘correspondiente a la matriz de capacitancia
NEXT k

FORk=1TQSUM
FORL=1TOSUM+ 1

' PRINT mg(K, L}; " imprime sistema de ecuaciones
NEXTL ' sin condiciones de frontera

' PRINT

NEXT k

DO
T.OOP WHILE INKEYS ="
COLOR 3

BLOQUE XI:

Se introducen las condiciones de frontera isotérmica en el borde derecho y las
condiciones de frontera adiabética (condicion de frontera natural) en los otros bordes del
tridngulo, procediéndose a la modificacién de los arreglos matriciales en funcién de las
temperaturas conocidas,
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REM introduccion de condiciones frontera

REM frontera isotérmica en el borde derecho

temp =1

FORI=neb+1TO1STEP -1
suma = suma -+ | ‘surna es el numero de nodo isotérmico
FORj=1TOSUM

IF mg(j, suma) < 0 THEN mg(j, SUM + 1) = mg(j, SUM + 1) - mg(j, suma) *

temp
mg(j, suma) =90 ‘hace cero coeficientes del renglon suma
mg(suma, j) = 0 'hace cero coeficientes de ta columna suma
NEXT j
mg(suma, suma) = 1 'hace ! el coeficiente de la diagonal del nodo isotérmico

mg(suma, SUM + 1) =temp ‘iguala ia temperatura del nodo isotérmico al valor temp
NEXT ]

COLOR 4

REM IMPRESION DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES DEL SISTEMA DE
ECUACIONES A RESOLVER
FOR k=1 TO SUM
FORL=1TOSUM+ 1|
' PRINT mg(k, L);
NEXTL
PRINT
NEXT k

BLOQUE XII

Resolucion del sisiema de ecuaciones mediante eliminacion Gaussiana, € impresion
de la misma.

BLOQUE XIII:

Después de hallar Ia solucion del sistema de ecuaciones se obtiene la temperatura
en cada uno de los nodos de la region triangular, enseguida se procede a copiar esos valores
a los puntos que sean simétricos, respecto a las diagonales del rectangulo y a las

perpendiculares mediatrices. Esto se realiza mediante el siguiente conjunto de ciclos
iterativos:

SUMAT =0
FORI=1TONNODOS -1

SUMAT = SUMAT + |
NEXT1
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NTOTAL = NNODOS ~ 2 - SUMAT
PRINT "NTOTAL=": NTOTAL
FOR k = 1 TO NNODOS

sum2 =0

SUMI = SUMI + k

'Copia las temperaturas nodales al triangulo adyacente inferior
‘conservando la simetria con la perpendicular mediatriz horizontal

FOR L =k TO NNODOS
T(k, L) =x(NTOTAL - sum2 - SUM1 ~ 1)
PRINT "T"; K; L; "="; T(K, L),
sum2 =sum2 +~ L

NEXTL

‘Copia las temperaturas nodales del nuevo tridngulo al triangulo adyacente
Respetando la simetria con la diagonal.
' PRINT
FORL=1TONNODOS - k
T(k, NNODOS + L) = T(k, NNODOS - L)
NEXTL

'Copia las temperaturas nodales del nuevo tridngulo al tridngulo adyacente
‘Respetando la simetria con la perpendicular mediatriz vertical.
FOR L =1 TO NNODQOS
T(L, k)=T(k, L)
NEXTL
FORL=1TONNODOS - k
T(NNODOS + L, k) ~ TINNODOS - L, k)
NEXTL
NEXT k

"Hasta este momento se ha obtenido Ja distribucion de temperaturas
‘para la mitad del rectangulo, bajo la diagonal superior.
'y se procede entonces a copiarlo hacia la parte superior de la diagonal
‘mediante el siguiente ciclo;
FOR k=1TO2* NNODOS -2

FORL=1TO2* NNODQOS-k-1

T(2 * NNODOS -k, 2 * NNODOS -L)=T(k, L)

NEXTL

NEXT k
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‘Ciclo de impresién de las temperaturas nodales para toda la region rectangular.

FOR I=1TONNODOS * 2 - 1
FORj=1TONNODOS *2- 1
PASOA = PASOA + 1

Y1(PASO) = T(j. 1)
COLOR 13
' PRINTT(, I); YI(PASO)
NEXTj
' PRINT
NEXT |

DO
LOOP WHILE INKEY$ =""
CLS

PSET (xgraf(l), ygrafiL, j)), j
[F I> 1 THEN LINE (xgraf(I), ygrafi}, j))-(xgraf{] - 1), ygraf(I - 1, j}), INT( / 10 + 1)
IFj > 1 THEN LINE (xgraf(!), ygrafll, j)<xgraf(1) + e / nz, ygraf(I, j - 1)), INT(I/ 10} + |
NEXT I
NEXT j

DG
LOOP WHILE INKEYS = "

CLS
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GRAF. 3..TRANSFERENCIA DE CALOR BIDIMENSIONAL
EN ESTADO ESTACIONARIO SOBRE LA OCTAVA PARTE DE UN
RECTANGULO, Y CALOR CONSTANTE.
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GRAF.3.2.TRANSFERENCIA DE CALOR TRIDIMENSIONAL
EN ESTADO ESTACIONARIO, Y CALOR CONSTANTE
SOBRE LA OCTAVA PARTE DE UN RECTANGULO.

X COORDENADAS NODALES
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La bibliografia nos sefiala que es mas practico trabajar sobre la octava parte de un
rectangulo, ya que al rotar la figura en el rectangulo se obtendrin los valores deseados de
temperatura en cada uno de los niveles, al reperesentar el ejemplo anterior se puede
observar claramente en los graficos para dos v tres dimensiones, como es que al evaluar la
transferencia de calor en estado estacionario y calor producido constante

En este caso se esta llevando un calentamiento interno del material con condiciones
de frontera de temperatura constante en los bordes. En la grafica se visualiza las
temperaturas para cada nivel cuyo valor exacto puede ser leido en el eje de las ordenadas.
Cada curva le corresponde a los diferentes valores y es por ello que llegan al mismo valor
de temperatura en cada uno de sus extremos (de la campana).

El punto méximo refleja que el centro no existe disipacion de calor como en los

bordes, a continuacion se presenta un grafico 3-D que refleja una visualizacion global de la
temperatura.
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Técnica de Elemento Finito en estado estacionario

4.1. TRANSFERENCIA DE CALOR EN GEOMETRIA AXISIMETRICA, UTILIZANDO
EL METODO DE ELEMENTO FINITO.

4.1.1. INTRODUCCION.

Una gran cantidad de problemas pueden ser modelados adecuadamente empleando
un esquema axisimétrico. Muchos de estos problemas se pueden analizar empleando una
coordenada radial R y una coordenada axial Z.

Los problemas de transferencia de calor en sélidos de revolucion pueden formularse

en témminos de ecuaciones bidimensionales escritas para el 4rea transversal, la cual se gira
alrededor de su gje.

Numerosos objetos son muy largos en la direccion axial y pueden ser tratados como
segmentos de un cilindro (aproximacién de cilindro infinito). Esto reduce el estudio a una
sola dimension, en la direccion radial. A continuacidn se tratara este caso en particular.

Al cambiar a coordenadas cilindricas se hacen pequefios cambios en las ecuaciones
diferenciales gobernantes y en los teoremas integrales correspondientes que gobiernan la
formulacion de Elemento Finito en coordenadas cartesianas.

Las integrales de superficie y volumen toman formas especiales. En ellas se hace
uso de los Teoremas de Pappus. El primero de ellos establece que el 4rea superficial de un
arco revolucionado es el producto de la longitud del arco y la distancia viajada por el
centroide del arco. El segundo establece que al girar el 4rea de un arco, el volumen de
revolucion del drea generatriz es el producto del area y la distancia viajada por su
centroide. En ambos casos la distancia recorrida por el centroide durante una revolucion
completa es 21 <R>, donde <R> es la coordenada radial del centroide del arco o area,

Si consideramos arcos o dreas diferenciales, entonces la diferencial correspondiente
de superficie o volumen de revolucion es:

dA=2zR dl (4.1)

dV=2nR dR dz. 4.2)



4.1.2. FUNDAMENTOQS.
4.1.2.1. CONDUCCION UNIDIMENSIONAL DE CALOR EN UN CILINDRO.

Cuando se considera un punto sobre una linea radial, y se gira alrededor de la
direccion axial de las coordenadas cilindricas, se obticne una area de revolucién {una
envolvente cilindrica) de tamafio directamente proporcional a fa distancia del punto al eje.

Por lo tanto, conforme se Ileva a cabo transferencia de calor por conduccion en
direccion radial hacia afuera, se atraviesa una cantidad cada vez mayor de material (una
superficic mas grande).

La ecuacion diferencial resultante para el equilibrio térmico es bien conocida:
14 [k d_T.j +0=0 43
Rar\Kar) t Q= (4.3)

donde:

R= es la distancia radial desde el eje de revolucién.

k= conductividad térmica.

T= temperatura.

Q= generacién interna de calor por unidad de volumen.

Se pueden tener condiciones de frontera iniciales donde T tenga un valor definido
por alguna funcién de distribucion, o donde se conozca la distribucion del flux superficial
de calor:

k=g 4.4
R q (4.4)

donde:
q= es ¢l flujo normal a la superficie (es decir, radialmente).

Si se multiplica la ecuacién (4.3} por R, entonces obtendremos para la forma
unidimensional:

d [ dl), or.
donde:
k* =Rk (4.6)
Q*=RQ 4.7)
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Que puede ser visualizada como una ecuacion diferencial de coeficientes variables.
Esto nos permite encontrar la forma de la integral variacional requerida mediante una
simple 1inspeccion, quedando:

1=2nAZ[ lk'[ﬂ)z QT |dR —» & minimizar
- 27 \dR '
0 {4.8)

1/ (4T}’
1=2zAZ| E[k[ﬁ) -QT}RdR.—; a minimizar

La ecuacién 4.5 representa el principio variacional en coordenadas cilindncas.
Donde los limites de integracién son el radio interior y el exterior del segmento cilindrico

bajo estudio. La longitud tipica en la direccion axial se denota con AZ, que es usualmente
denotado como la unidad.

El elemento correspondiente de la matriz de conduccion es:

A Rir (4.9)
v el vector fuente (si existe un manantial de calor) es:
Cy =2rf, HTQRAR. (4.10)

Si se considera un elemento lineal de dos nodos en la direccion radial, podemos
usar nuestros resultados previos para escribir estas matrices por inspeccion. Definiendo:

t°=(R, -R,f v: (4.11)
dH¢ i
=—[-1 1 4.12

y asumiendo una propiedad del material constante, en el elemento se obtiene:

. k¢ 1 -1|/R,

S :=21t“T)2' 1 ik RdR (4.13)
K(RZ-RT 1 -1

s°=2n-i-2’—(ﬁ;‘-)— g (4.14)
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(4.15)

St_”ke(R2+R|)c[] “l}

"7 (R,-R)® -1 1
Entonces a diferencia del caso unidimensional cartesiano, la matriz de conduccién
depende de donde esta localizado el elemento. Es decir, de la cantidad de matenal que esté

incluido por unidad de longitud en ia direccion axial.

Asumiendo un término fuente constante:
C§ =27Q°|[,, HTRAR| (4.16)

Pero las funciones de interpolacion lineal H, también dependen directamente de la
posicion radial. Una aproximacién a esta integral se consigue utilizando la interpolacidn
isoparamétrica con la cual tenemos:

R=H"R". (4.17)
Entonces:

g = 2;:9'[[’ B'TH'dR]R' (4.18)
Asi que:

L2 R Q2R+ R T

Cy=2n— [1 2 IR, =m R, + 2R, (3.19)

413 EJEMPLO DE APLIQACION EN UN CILINDRO CON PROPIEDADES
CONSTANTES Y SIN GENERACION INTERNA DE CALOR.

Como ejemplo numérico se considera un cilindro con propiedades constantes y sin
generacion interna de calor, con una temperatura radial interiorde T=100en R =4 y una
temperatura radial exterior de T=10en R =8.

Seleccionaremos un modelo con 4 segmentos de linea equivalentes y 5 nodos. La
numeracion de los nodos es de adentro hacia afuera. Las condiciones de frontera de T, =
100 y Ts=10.

A partir de la ecuacién 4.15 se nota que los términos {Ry+R;)° / £ © para cada
elemento son: 9, 11, 13, y 15 respectivamente y se procede a ensamblar el sistema de
gcuaciones como:
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9 -9 0 0 01(r\ [a
-9 (9+11) -1l 0 0 T 0
0 -1 (11+13)  -13 0 ||7Rl=<¢0 (4.19-2)
0 0 -13  (13+15) -15| |7,
0 0 0 “15 15 )\%)  |-4,

Aplicando las condiciones de frontera esenciales y dividiendo ambos lados por el
factor constante dado, se obtiene el sistema de ecuaciones reducido:

200 11 0 {7, 9 0
-11 24 -13K7,+=10050}+105 0 (4.20)
0 =13 28 |7, 0 15

Resolviéndolo se obtiene la distribucién de temperatura interna de T,= 71.06, Ty=
47.39,y T,=27.34. Comparando con la solucion exacta:

T=1[ T, In (Rs/ R) + Ts In(R/Ry)] / In{Rs / R,) (4.21)

Se observa que nuestra aproximacion es adecuada en al menos tres cifras
significativas. También se puede notar que tante la distribucién de temperaturas
aproximada como la exacta son independientes del valor de la conductividad térmica, (k).
Esto es cierto, unicamente porque la generacion interna de calor (Q) fue cero.

Por supuesto, la conductividad térmica tiene aigunos efectos sobre los flujos de

calor externos (reacciones térmicas q; y qs) necesarios para mantener las temperaturas
superficiales prescritas.

Resustituyendo en la primera ecuacion del sistema 4.19-a, para recuperar la
reaccion térmica, se obtiene:

[9(100)-9(71.06Y+0] = qy/nk"
818.3 = q)/nk".

Que corresponde al flux de calor que entra por el radio interior. La quinta ecuacion
da qs una cantidad de calor igual que sale por la superficie envolvente del cilindro de radio

exterior, asi que en este problema el flujo de calor es siempre en la direccién radial
positiva.

Debe hacerse notar que si se hubiese usado un elemento de més alto orden, entonces
las integrales hubieran sido mucho mas complicadas que en el caso unidimensional. Esto es
tipico en la mayoria de los problemas axisimétricos. En la practica se puede utilizar
integracién numérica para evaluar las matrices elemento.
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4.1.3.1 PROGRAMA PARA DETERMINAR TRANFERENCIA DE CALOR
POR CONDUCCION EN GEOMETRIAS AXISIMETRICAS PARA UN CILINDRO
HUECO EN ESTADO ESTACIONARIO

En el programa AXISITX.BAS sirve para calcular la transferencia de calor por
conduccion y con términos fuente de radiacién en coordenadas cilindricas y bajo
condiciones de geometria axisimétrica de! material en estado estacionario. Se puede definir
Py = 0y entonces se trataria de un fendmenos exclusivamente de conduccién 1-D.

BLOQUE I:

Se especifican las propiedades fisicas del matenal que son:

- longitud del elemento, conductividad térmica, profundidad de penetracion, radio
méximo y radio minimo del material (cilindro hueco). Tambi¢n se define una variable (n}
que indica el nimero de elementos a considerar
CLS
REM ANALISIS AXYSIMETRICO
LE=1
K=1
L=1
RMIN =4
RMAX =8
n=16.

BLOQUE II:

Consiste en ¢! dimensionamiento de las matrices para la implementacion del
método de elemento finito.

-Una matriz cuadrada [A] de dimension igual al nimero de nodos, la cual es la
matriz de conductividad.

-Una matriz cuadrada [S] del mismo tamafio.

-Un vector [R] para guardar los valores de las coordenadas radiales de cada nodo.

-Un vector [C] para guardar los términos fuente en cada nodo y corresponde a la
suma de la radiacién incidente por el radio interior y el radio exterior del cilindro.

-Una matriz cuadrada [A1] para la implementacion del método de eliminacién
gaussiana en la resolucién del sistema de ecuaciones simultineas lineales resultantes.

—Cuatro vectores X, y, xn, y yn; para los procedimientos de graficacion.

-Una matriz [SS] que corresponde al algebra desarrollada en la explicacién previa.

BLOQUE II:

Se asigna ¢l valor del radio minimo al primer elemento del vector [R] y el dei radio
méximo a! dltimo elemento. Se calcula la variable Al a partir de la profundidad de
penetracion y la distancia al borde.

FORI=1TOn
R(I + 1) =1* (RMAX - RMIN)/n + RMIN
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BLOQUE IV:
Se construyen las matrices locales de conductividad y capacitancia en base a un
ciclo “FOR-NEXT™, imprimiéndosc ¢l resultado.
REM CONSTRUCCION DE LAS MATRICES LOCALES DE CONDUCTIVIDAD vy
CAPACITANCIA
ALD=X*R{OH+ R~ 1)/ (RI~ 1}-R(D)
(L =K*(R{I)+R(I+ 1)) /{RA+ 1) -R(D) + Al -1,1-1)
s(IL,I+ D=-A(11)
s(I+ 1,1)=-A(1 1)
s(I+ 1,1+ 1)=A(L1I)
o)=2%3.1416*PO* (A1 -2/L*B+D/L " D*R(H+(B/L-D/L"2)*R(I+ 1))
e(I+1)=2*31416*P0* ((B/L-D/L*2)*R(I)+D/L"2*R(I+ 1))
NEXT |
REM CICLO DE IMPRESION
FORI=1TOn+1
FORJ=1TOn+1
PRINT s(1, 1), " "
NEXT ]
PRINT c(1)
NEXT 1

BLOQUE V:
Se introducen las condiciones dec frontera isotérmicas, estableciendo las
temperaturas en el primer y ultimo nodo.
' CONDICIONES DE FRONTERA
c(1)=100
cin+1)=10

BLOQUE VI:

Es la reconstruccion del sistema de ecuaciones ya que al haber introducido las
condiciones de frontera en los extremos, la temperatura en el primer y uitimo nodo son
conocidas, por lo tanto se hace que en la matriz de capacitancia ¢l primer coeficiente y el
Gltimo tengan el valor de 1.

Ademas en las ecuaciones que contienen como incognita a dichos coeficientes se

sustituye la temperatura conocida y se pasa con signo contrario al vector de términos
independientes.

BLOQUE VII:

Enseguida se manda a la resolucion del sistema de ecuaciones. La matriz [S] se
convierte en la matriz [A1] y el término independiente C1 conforma la ltima columna de
dicha matriz, que es la que se emplea en el método de elimnacion Gaussiana.

« RECONSTRUCCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES
c()=e(1)*s(1, 1% s(1, 1)=1:
FOR1=2TOn

s(1,D)=0:s(1, 1)=0
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NEXT I

cny=cn+1}*sn+1,n+1}sm+1,n+1)=1

FORI=1TOn
s(Ln+1)=0:s5(n+1,)=0

NEXTI

COLOR 3

REM CICLO DE IMPRESION

TORI=1TOn+1

TORJ=1TOn+1

'PRINT s(J, 1, " "

NEXT]

'PRINT (1)

NEXT1

BLOQUE VIIL
Se procede a la graficacion de los resuitados.
REM "GRAFICADOR"
xmin = 1: Xxmax = n
DELTAX = (xmax - xmin)/ (n - 1)
%(0) = xmin - DELTAX

BLOQUE IX.

Es una instruccion para mandar a hacer la subrutina del sistema de ecuaciones.

REM CALCULO DE LOS VALORES DE LA FUNCION
FORI=1TOn

x(=x(1- 1)+ DELTAX

NEXT!

REM OBTENCION DE VALORES EXTREMOS DE LA FUNCION
YMIN = ¥Y(1): ymax = Y(1)

FORI=2TOn

IF YMIN > Y(I) THEN YMIN = Y{I)

IF ymax < Y(I) THEN ymax = Y(I)

NEXTY

BLOQUE X,
Asignacion de las variables para graficacion.
xmingraf = 0: xmaxgraf = xmax: ymingraf = 0: ymaxgraf = ymax
scalex = 1: scaley = 10
SCREEN 12

BLOQUE XL
Se procede a escribir la subrutina de graficacion.

BLOQUE XIL
Es la subrutina de eliminacion Gaussiana.

106



4.1.3.2. SOLUCION ANALITICA PARA TRANSPORTE UNIDIRECCIONAL DE
CALOR EN COORDENADAS CILINDRICAS Y ESTADO ESTACIONARIO.

La transferencia de calor por conduccion en estado estacionario y coordenadas
cilindricas cuando el calor fluye en direccion radial en condiciones axisimétricas; se puede
caracterizar mediante el Laplaciano en direccion radial igual a cero, dando lugar a la
siguiente expresidn matemadtica:

d*T/dr’ + dT/rdr = 0. (4.22)
Esta ecuacion se resuelve mediante e! siguiente cambio de vaniable:
y=dT /dr. (4.23)

Sustituyendo se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria lineal de primer orden de
variables separables.

dydr +(imy =0 (4.24)

Separando variables e integrando, retrosustituyendo la variable “y” queda lo
siguiente e integrando se obtiene la siguiente solucion general:

dy/dr=-y/r (4.25)
fayiy = -drir. (4.26)
e integrando;

Iny=In{g, /r). (4.27)
y=ofr (4.28)

retrosustituyendo la variable “y™:
¢/t~ dTidr. (4.29)
e integrando se obtiene la siguiente solucién general:
T=c,Int+ ¢, (4.30)
Para evaluar las constantes de integracion ¢; y ¢, se introducen las condiciones de
frontera, como ejemplo consideremos:

CONDICIONES ISOTERMICAS:

T=T,enr=R,; (R,=radio exterior).
T=Tyent=Rg (Ry=radio interior).

167



entonces:
Tu =C lnR() + Ca,

Tlm Cy ]nR] + Ca.

restando:
T1 - To =C In RIIRO

Consecuentemente:

C|=Tl 'TU /1H(R] —Ru)

v

¢2=To-¢; InRy=To-( T - Ty) In Re/ In (Ry - Ry)

Finalmente:
T=Tg+ T - To/In (R; / Ro} {Inr/Rp).

(431)

4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Esta solucion servira como referencia para comparar los resultados que se obtengan
con los programas de elemento finito. Se calcula la desviacion standard del ervor y la media

del error, obteniendo como resultado un error de 0.1382%.

4.13.3.COMPARACION ENTRE LA SOLUCION ANALITICA Y LA SOLUCION
NUMERICA OBTENIDA POR EL METODO DE ELEMENTO FINITO.

Radio

4
4,25
4.5
475
5
525
55
575
6
6,25
65
6,75
7
7.25
7.5
7.75
8

sol. numérica

100
93,878
88,107
82,647
77.467

7254
67,842
63,353
59,055
54,932
50,971
47,159
43,486
39,942
36,518
33,207

30

sol. Analitica

100
93,87760111
88,1052499
B82,64507406
77.46503338
72,53778041
67,8397867
63,35066308
59,05262495
54,93006672
50,96921973
47 15787485
43,4B515546
39,94133034
36,51765831
33,20625827
30

ERROR

o
-0,00039888
-0,0017501
-0,001925094
-0,00196664
-0,00221959
0,0022133
-0,00233692
-0,00237505
-0,00193328
-0.00178027
-0,00112515
-0,00084454
-0,00066966
-0,00034169
-0,00074173
0

SUMA DE ERRORES AL CUADRADO =
MEDIA CUADRATICA DEL ERROR =

Tabla 4.1. Comparacién entre sol. analitica y numérica del ejemplo de geometria

axisimétrica

ERROR "2

0
1,59111E-07
3,06285E-06
3,70925E-06
3,86768E-06

4,9266E-06
4,88872E-06
5,48121E-06
5,64086E-06
3,73759E-06
3,16936E-06
1,26597E-06
7,13255E07
4,48443E-07
1,16754E-07
5,50159E07

0
4,17278E-05
0,000379983
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COMPARACION ENTRE SOLUCION NUMERICA Y ANALITICA
PARA TRANSPORTE 1-D DE CALOR EN EDO. ESTACIONARIO.

1
| — —=
1

p |
g : —a—s50l

5 ; numénca
= i

§ | —@—so!

w gnalitica
o

=

w

=

4 6 8
COORDENADA RADIAL.

Grifico 4.1. Comparacién entre sol. analitica y aumérica del ejemplo de geometria
axisimétrica

En la tabla 4.1. se presentan los calculos correspondientes a la comparacién entre la
solucién analitica (solucion exacta) y 1a aproximacion por elementos finitos variacionales
para conduccion de calor radial en coordenadas cilindricas.

La primera columna corresponde al radio en coordenadas cilindricas de cada uno de
Jos nodos que conforman la malla de elementos finitos.

La segunda columna especifica los valores de temperatura calculade por
aproximacion variacional, mientras que la tercera columna exhibe los valores obtenidos por
integracion directa de la ecuacion diferencial gobemnante, presentada en la pagina anterior.

En la cuarta columna se presentan las desviaciones entre la solucidn exacta y la
aproximacion por elementos finitos. En la parte inferior se presenta el cuadrado del error, y
la media cuadratica del error por medio de la siguiente ecuacidn:

Puede observarse que el error méximo corresponde a -0.002013 % y la media
cuadratica del error es de 0.0000385%.



4.2. Transferencia de calor axisimétrica , utilizando el MEF.

Sila direccion axial también es importante. enlonces 1a ccuacion 3.3 se peneraliza a:

‘”(Rk fz) K, ﬂ+g 6.

R R R (3.12)
La correspondicnte mauriz de conduccion del elemento es:
ﬂ-l H ("H AH
St =2r + N RURIZ 313
I e m g G139
y €l vector fuenie es;
C, =2r[ HTQ*RdRdZ. (3.14)

4.2.1. Ejemplo de Aplicacién.

Si otra vez se consideran clementos triangulares simples de tres nodos, como en el
caso de transporte de calor bidimensional en coordenadas canesianas, 3 recordamos que
tienen derivadas globales constantes. podemos nuevamenlte integrar la ecuacién 3.13 por
inspeccidn.

La matriz constante es removida de la integral 3 nos quedamos solamente con ¢l
célculo en el volumen; utilizando el teorema de Pappus:

e _ _ _ €
V=2, RdRAZ=2x [, RdA=2x(R)A

Donde <R>= (R, +Rs + R3)" 13 ¢s el centroide radial de) elemenio.

en la ecuacién 3.14 el elemento plano tenja un volumen de V = (A, donde t
era ¢l espesor; ahora simplemente se tiene que reemplazar t con 2n <R>

Aun con una fuente constante la ecuacién 3.14 no es trivial. Si interpolamos la posicion
radial a paniir de las coordenadas nodales:

R=HR"
Entonces:
Cp=2n0" | H'HJRZR'.

La integral es facil de resolver, Sustituyendo la matriz integrada, obtenemos:

[

2 1 1R
205 A° ' 110
= —”%2 2 1KR, (3.15)
1 1 2{|R
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4.2.2. PROGRAMA PARA DETERMINAR TRANSFERENCIA DE CALOR EN
GEOMETRIAS AXISIMETRICAS.

E! siguiente programa en Basic permite calcular el perfil de temperaturas para
transferencia de calor bidimensional en estado estacionario a través de un cilindro sélido de
radio 1, con un hueco concéntrico de radio rl v generacién interna de calor homogénea en
su volumen. Considerando condiciones de frontera isotérmicas en las paredes intema y
externa del cilindro, asi como en las tapas.

El anilisis axisimétrico bidimensional se realiza eligiendo elementos finitos
tnangulares cuyo numero puede ser modificado por el usuario, quien establece el numero
de elementos en la base del cilindro, siendo el nimero de elementos verticales igual al
numero de elementos horizontales.

En ¢l primer bloque de instrucciones se especifica la longitud del elemento y ei

nimero de elementos en la base (neb), ¢! nimero de nodos en la base es igual al nimero de
elementos mas uno.

El nimero de elementos totales es igual a 2 veces el nimero de elementos de la base al
cuadrado porque se utilizan elementos triangulares y cada capa o nivel contendra un a
hilera de elementos triangulares normales y otra de elementos triangulares invertidos. El
programa calcula ese nimero de elementos totales {nel), asi como el nimero de nodes
1otales, que se guarda en la variable sum.

CLS
LE=3
neb=10 nimero de elementos en la base

nel=2*neb"2 ‘calcula e! numero de elementos totales
PRINT "ntimero de elementos totales”; nel

sum = (neb+ 1)~ 2.

PRINT "num. total de nodos ="; sum

En el segundo conjunto de instrucciones se dimensionan las matrices y vectores que
se utilizardn a lo largo del programa, y que son:

- Una matriz [m) de dimensién (nel,3), donde se guardan el nimero de elemento y
la identidad de los tres vértices, es decir el numero de nodo de cada uno de sus
vertices.

- Una matriz {[mg] de dimension igual a (numero total de nodos, nimero total de
nodos mas uno), donde se guardan los coeficientes de la matriz globalizada que
vayan resultando durante el ensamblaje de las ecuaciones para cada elemento.
No se trata de una matriz cuadrada porque en la Gltima columna se guardan los
términos independientes del sistema de ecuaciones globalizado.
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- Una matriz cuadrada [CEF)] de dimensién (3,3), que se utiliza para guardar los
coeficientes correspondientes a cada uno de los vértices en el sistema de
ecuaciones planteados para cada elemento individual, y que han sido calculados
analiticamente mediante el algebra reportada anteniormente.

- -El vector [cq] donde se guarda para cada nodo, la contribucion al término
fuente que generan cada uno de los elementos circundantes.

. El vector [RPROM] donde se guarda el radio promedio de cada elemento.

- Los vectores [r1},[ 12], y[ r3] donde se guardan las coordenadas de los tres
vértices para cada elemento.
DIM c¢{neb), m(nel, 3), mg(sum, sum + 1), COEF(3, 3)
DIM cq(sum)
DIM RPROM(nel), ri(nel}, 12(nel}, r3(nel)

- En el siguiente bloque de instrucciones se especifican las variabies de
graficacion, que segun la subrutina graficadora se denominan X, Y.
DIM x(sum), y(sum), xn{sum), yn(sum),

- Enla sipuiente instruccion se define la vaniable ALE que sirve para la reduccion
del sistema de ecuaciones globalizada al introducir las condiciones de frontera
isotérmicas.

ALE=(neb-1)"2

- Con la siguiente instruccion se dimensionan el vector [COEFI] donde se
guardan los términos independientes del sistema de ecuaciones globalizado, la
matriz [mgl] donde se guardan los coeficientes del sisterna de ecuaciones
globalizado, y la matriz [al] con la que se transfieren los coeficientes del
sistema de ecuaciones a resolver hacia la subrutina de eliminacion Gaussiana.

DIM COEFI{ALE), MGI{ALE, ALE + 1), Al(ALE, ALE + 1}

- El ciclo “For — Next™ siguiente sirve para establecer la topologia del arreglo de
clementos finitos. Con el se especifican los nimeros a cada uno de los
elementos, se identifica si se trata de un tridngulo normal o invertido (parado o
de cabeza), también se especifica que numero de nodo le corresponde a cada
uno de sus vértices, y la capa o nivel a que pertenece cada clemento. El
programa da la posibilidad de que el usuario visualice la topologia mediante la
impresion del listado.

FOR N =1 TO nel
c=INT{({N-1)/2/neb)+1 'DETERMINACION DE LA CAPA A QUE

CORRESPONDE CADA ELEMENTO
*PRINT "num ele="; n; "capa=", ¢

IF N - 2 * neb * (¢ - 1) <= (neb) THEN 10 ELSE 20 ) '
' DETERMINA S1 EL TRIANGULO ESTA
PARADO O DE CABEZA
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10 nodol =N -(c- 1) * (neb - 1): NODO2 = nodol + 1: NODO3 =N+ 2+ neb-(c - 1)*
(neb - 1)

COLOR 9: PRINT N; "(": nodo}; NODO2, NODO3, )"

GOTO 30

20 nodol =N + 2 -(c- 1) * (neb - 1 NODO2 = nodo1 - 1: NODO3 = N -neb-(c- 1) *
{neb - 1)

colord: PRINT N: "(*; nodol; NODO2, NODO3, ")"

30 m(N, 1) = nodol: m{N, 2) = NODO2: m(N, 3) = NODO3

NEXT N

- El siguiente conjunto de instrucciones sirve para establecer los coeficientes del
sistema de ecuaciones para cada elemento basandose en el dlgebra desarroilada
en la explicacion previa

COEF(1, 1)= 4: COEF(1, 2) = 4: COEF(1,3)=0
COEF(2, 1) = -4: COEF(2, 2) = 8: COEF(2,3) = 4
COEF(3, 1)=0: COEF(3, 2)=4: COEF(3,3)= 4

- El siguiente paso es Ja determinacién del radio promedio y coordenadas radiales
de los nodos de cada elemento. Lo cual se logra mediante el procedimiento a
continuacién:
Para tridngulos normales:
FORI=1TOneb*2 STEP2
FOR j=1TOQ neb
rifneb*{(I-1)+j)=LE*(-1)
r2(neb*(I-1)+j)=LE*}
r3(neb*(1-1)+j)=LE*]
RPROM(neb * (I-1)+j)=LE*(2*j~+(j-1))/3
NEXT
NEXTY

Para triangulos invertidos:
FORI=2TOneb*2STEP2
FOR j=1TO neb
ri(neb*(1-1)+j)=LE*]
2(neb*(1-1)+j)=LE*(-1)
B3{neb*(I-1)+j}=LE*(-1)
RPROM(neb* (1-1)+j)=LE*(G+2*(-1))/3
NEXT j
NEXT ]

- Con el siguiente ciclo se imprimen los radios promedio de cada elemento
FOR1=1TO nel

PRINT "rpro"; I; "="; RPROM(I),
NEXT I
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Se ensamblan las ecunciones para cada elemento para obtener la matnz
globalizada. Mediante el wiguiente procedimiento de ensamblaje se van levendo
los nimeres de celda asipnados a cada uno de los términos para cada veruiee en
la matriz giobalizada y sc van llenando con los coeficientes que ke corresponden
si se trata del nodo 1,2 o 3. Conforme van liegando nuevos valores a [a c¢ida s

van sumando con 10s que sc tenian anteriormenie
FOR N = 1 TO nel

FORI=1TO3
FORj=1TO3
mg(m(N, 1), m(N, })) = mgim(N, I}, m(N, j)) + COEF(}, j) * RPROM(N
NEXT j
NEXT1
NEXT N
PRINT

En la siguiente instruccion se calcula el calor producido en cada elemento.
qprod puede ser una constante o una funcién que dependa de la posicion, ©
eventualmente puede s¢1 cero, o cual indicana ausencia del término fuente. El
usuario tiene Ia posibilidad de acceder a esta instruccion para modificar Ia
naturaleza de la fuente de calor en la simulacién.

‘gprod= calor producido en cada elemento.

qprod=0%8/neb"2/2

- El siguiente ciclo de cilculos iterativos permite ensamblar el vectot de los
términos fuente.

FOR N =1TO nel
cq(m(N, 1)) =cq(m(N, 1)) + 2 * r3(N) + r2(N) + 13(N}
cq(m(N, 2)) = ca(m(N, 2)) + rI(N) + 2 * r2(N) + r3(N)
cg(m(N, 3)} = cq(m(N, 3}) + rH{N) + r2(N) + 2 * 13(N)
NEXT N

- Impresién del vector de terminos fuente:
FOR1=1TO sum
PRINT "CQ"; I; "="; eq(l),
NEXTY

- En la siguiente instruccign se le asigna a la Gltima columna de i matrnz
globalizada los valores correspondientes del vector de términos fuente
multiplicando por el perimetro del cilindro para tomar en cucnid fas
correcciones por variacion del tamafio (espesor) de los elementos

FOR k=1 TO sum
mg(k, sum + 1) = cq(k) * qprod * 2 *3.1416 / 12
NEXT k
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-~ Impresion de la matriz globalizada:

FOR k =1TO sum

FORL=1TQOsum + 1

PRINT mg(k, L);

NEXTL

PRINT
NEXT k
DO
LOOP WHILE INKEYS = ""
COLOR 3

- Introduccion de condiciones frontera, se especifican las condiciones de frontera
isotérmicas para cada uno de los nodos en las paredes intema y externa y las
tapas inferior y superior

TEMP =35
FOR 1= 1TO neb

FOR j=1TO sum 'BORDE INFERIOR
IF mg(j, I} < 0 THEN mg(j, sum + 1) = mg(j, sum + 1} - mg(j, I} * TEMP
mg(), 1) =0
mg(L, ) =0

NEXT j

mg(l,I})=1

mg(l, sum + 1) = TEMP

[i=1*(neb+1) '‘BORDE DERECHO

FOR)=1TO sum
IF mg(j, I1) <> 0 THEN mg(j, sum =+ 1) = mg(j, sum + 1) - mg(, I1) * TEMP
mg(j, 11)=0
mg(ll, )= 0

NEXT |

mg(ll, 11} =1

mg(l}, sum + 1) = TEMP

2=I*{neb~+ 1)+ '‘BORDE IZQUIERDO

FOR j=1 TO sum
IF mg(j, 12) < 0 THEN mg(j, sum + 1) = mg(j, sum + 1) - mg(j, 12) * TEMP
mg(j, 12)=0
mg(12,3)=0

NEXT

mg(12, 2)=1

mg(12, sum + 1) = TEMP

I3 =neb* (neb+ 1) +1 '‘BORDE SUPERIOR

FOR j=1 TO sum
IF mg(j, 13) <> 0 THEN mg(j, sum + 1) = mg(j, sum + 1}-mg(, I3) * TEMP * 2
mg(j, 13)=0
mg(13, j) = 0

NEXT)
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me(13.13) =1
mg(13, sum + 1)= TEMP * 2
NEXT !

FOR j = 1 TO sum

IF mg(j, sum) < 0 THEN mg(j, sum + 1) = mg(j, sum + 1) - mg(j, sum) * TEMP

mg(j, sum) =0
mg(sum,j)=0
NEXT j
mg(sum, sum) = 1
mgisum, sum + 1) = TEMP
COLOR 4
REDUC =0
FOR1=1TO sum
IF mg(I, IY<> | THEN 110 ELSE 120
110 REDUC = REDUC + |
'PRINT "REDUC"; REDUC
COEFIREDUC) =1
120 NEXT I
FOR j = 1 TO REDUC
FOR k= 1 TOREDUC
MG1(j, k) - mg(COEFI(j), COEFI{k))
MGI(j, k + 1} = mg(COEFL(j), sum + 1)
NEXT k
NEXT j
COLOR 9
FOR j=1TOREDUC
FORk=1TOREDUC+ 1
PRINT MG1(j, k);
NEXT k
PRINT
NEXT )
DO
LOOP WHILE INKEYS =""
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GRAF. 4.2 TRANSFERENCIA BIDIMENSIONAL DE CALOR
A TRAVES DE UN CILINDRO HUECO EN ESTADO

ESTACIONARIO
Y BNA
E 70 ‘ i
M .
P 60 r\\ f"\ i
E g "“«ﬁﬁ .
R
D |
v &
R 2 |
A !
10 I I m | v v Vil v vmo|
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L L - T I D O R S R N N N T T T S T B

COORDENADA NODAL RADIAL POR NIVEL

La grafica anterior muestra Jos resultados de {a ejecucién del programa evaluando la
distribucién de temperatura a lo largo y ancho de un cilindro hueco, de radio interior de
4m, exterior 8m y longitud de 8m, Con una conductividad térmica de 1.

Los nimeros romanos representan el namero de nivel contado desde el palno
inferior hasta el plano superior. Las divisiones en cada nivel representan las coordenadas
nodales de 0 a 9, correspondiendo el radio de 4m al nodo 0, y de 8m al nodo 9.

Las temperaturas en cada pared externa e interna asi como en las tapas, se
introducen como condiciones de frontera isotérmicas: Dichas temperaturas son:

-Pared interior es de 50° .
-Pared exterior es de 75°,
-Pared superior es de 100°.
-Pared inferior de 50°.
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Analisis transitorio.
5.1 TECNICA DE ELEMENTO FINITO EN ESTADO TRANSITORIO.

5.1.1. INTRODUCCION.

Muchos problemas requieren la solucién de ecuaciones diferenciales dependientes
del tiempo. En este contexto, hay numerosos topicos tednicos (convergencia, exactitud y
estabilidad) que un analista debe investigar antes de seleccionar un algoritmo
computacional. Estos inciuyen: los limites de estabilidad, la amplitud del error, el error de
fase (Zienkiewicks, 1992), etc. El proposito de este capitulo es citar procedimientos tipicos
qQue surgen en problemas de integracion del tiempo. Solamente se consideraran problemas
no estacionarios con primeras derivadas temporales,

5.2. METODOS PARA RESOLVER PROBLEMAS EN ESTADO TRANSITORIO.

5.2.1. FUNDAMENTOS.

Recordemos la definicion del ciculo diferencial e integrai para la derivada de una
cantidad, R, con respecto al iempo:
. dR R(1+A 1)
R= 7 = A{;'”L —
f At (5.1)

Como no vamos a emplear la teoria de Jas ecuaciones diferenciales, entonces
haremos una aproximacion para reemplazar el operador derivada temporal anterior con una
expresion algebraica. Las aproximaciones de diferencias finitas mds comunmente
empleadas son Jas diferencias hacia adelante:

. R(t+A nN-R(t
R=(+ )= R(r)

At {5.2)
las diferencias hacia atras:
. RO-Rit-An
Rmm——m———
At (5.3}

y las diferencias centrales:
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po RU+A D-RU-8 1)
- At

(5.4)
Donde At denota una pequefia diferencia de iempo.
Se pueden desarrollar expresiones similares para estimar la segunda derivada.

El algoritmo de integracion en el tiempo queda determinado por la seieccion de los
operadores de diferencias y las formas en que se combinen. Estas expresiones son

denominadas diferencias finitas debido a quc la diferencia de tiempo At es finita en lugar
del limite infinitesimal en la denvada.

5.2.2. METODOS PARA INTEGRACION TEMPORAL.

El sistema de ecuaciones gobernantes para un fendémeno transitorio es generalmente
un conjunto de ecuaciones diferenciales de ia forma:

AR() = BR(t) = P(1) (5.5)

Donde el punto representa las derivadas con respecto al tiempo. Generalmente, uno
o vanos de los componentes de la matriz R, digamos R(j), estara definido mediante las
condiciones de frontera como una funcién del tiempo, es decir R(j) = g(t). También, los
valores iniciales R(0), deberan ser conocidos al inicio del tratamiento de la solucién
transitona. Notese que las ecuaciones gobemantes involucran ahora dos matrices
cuadradas, A y B. Por lo tanto, en general, serd necesario aplicar dos veces el
procedimiento de ensamblaje de matrices cuadradas discutido previamente.

Esio es
NE
A=Y A
=1 (5.6)
NE
B=Y B

Donde A® y B® son generadas a partir del procedimiento de ensamblaje directo y las
comrespondientes contribuciones al elemento, a° y b (matrices locales).

Solamente se considerara la integracién temporal directa paso por paso de la
ecuacion (5.5). Hay una gran cantidad de tales procedimientos publicados en la literatura.
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El texto de Zienkiewicks examina en detalle muchos aspectos de los procedimientos
simples de intepracién temporal para aplicaciones lineales transitorias. Dicho autor utiliza
tanto aproximaciones de diferencias finitas como de elemento finito

5.2.3. EL METODO DE INTEGRACION DE EULER.

La exactitud, estabilidad y costo computacional relativo de un esquema de
integracion temporal depende de como se aproxime la "velocidad" durante el paso de
tiempo. Por ejemplo, se puede asumir que fa velocidad durante el paso de tiempo es: a)
constante, b) igual al valor promedio al principio v al final del paso, ¢) varia linealmente
durante el paso, etc. Para ilustrar los casos a) y ¢), consideremos un intervalo de tiempo
k=At y asumamos una serie de Taylor para R(t) en términos de su valor en el paso de
tiempo previo, R(1-k):

Rity=R(tK) +k Raky«1d/2 R (tk)+. ... (5.8)

Como se ijustra en la Fig. 5.1, la primera consideracién y la ecuacién anterior dan
R(t). E!l procedimiento de integracién estandar de Euler se obtiene, para una aceleracion
cero, multiplicando ambos lados de la ecuacion 5.8 por A y resulta:

Temp. — Exacta.
centro 1 e« Euler, At=11180
4]
9 tiempo. 1

Fig. 5.1 Método de integraciones tipicas
AR®M = AR+ kA Rk (5.9)
Sustituyendo en la ecuacién 5.5 al tiempo (1-k)
A R(t-k)= P(t-k) -BR(t-k) (5.10)
y reemplazando R(t-k) en la ecuacions.9, se obtiene el resultado final:

A R(t) =k P(t-K) + {A - k B} R (t-k). (5.11)
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Se puede hacer Ia observacion general de que el sistema de ecuaciones diferenciales
gobernantes ha sido reducido a un nuevo conjunto de ecuaciones algebraicas de la forma;

SR(t)=F(1) {5.12)

El cual puede resolverse en cada paso de tiempo. En el caso actual el método de
Euler da lugar al sistema de matrices:

S=A (5.13)
y
F (1) = k P(t-k) + (A - kB) R(1-k). (5.14)

Como se ilustra en la Tabla 5.1 todas las integraciones pueden ser reducidas a la
forma de la ecuacidn 5.12 Cuando el problema es lineal y el tiempo k, es constante, la
matriz cuadrada del sistema no cambia con el tiempo. Por lo tanto necesita ser ensamblado
e “invertido™ {cuando la solucién algebraica es via matriz inversa), solo una vez. Entonces
a cada paso del tiempo es unicamente necesario evaluar F(t) y resolver para R (t).

Antes de considerar el significado prictico de formas alternas de la ecuacién 5.12

regresaremos a la suposicion de que es lineal durante el paso del tiempo. A partir de la Fig.
5.1 se nota que;

R@u-R a-k+kR k) (5.15)
Resolviendo la ec. 5.8 para R y sustituyendo en la ecuacién anterior se llega a:

()= 2 [ R(t)- R(t-k)] / k - Re-k) (5.16)

Sustituyendo t en la ecuacion 3.5 se obtiene el sistema de ecuaciones:

SR (1) = F (1), (5.17)
donde ahora

S=B+2 Ak (5.18)
F(t)= P () + A 2R(t-kYk+ Rit-k)). (5.19)

Esta ecuacion se refiere a un algoritmo de velocidad lineal. Una comparacion de las
ecuaciones 5.15 y 5.20 es unl. El método de Euler se conoce como un método explicito,
mientras que Ia formulacion de fa velocidad lineal es uno de muchos algoritmos implicitos.
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Notese que la formulacién de Euler no requiere almacenamiento adicional, mientras
que ¢l algoritmo de velocidad lineal requiere de almacenar la velocidad en el tiempo t y en
el tempo (t-k), para llevar a cabo los célculos necesarios que permitan actualizar sus
valores en cada paso del tiempo. La relacion de recurrencia necesaria que utiliza los
valores calculados anteriormente para R (t), se obtiene a partir de la ecuacion 5.16. Notese
también que e! procedimiento implicito requiere que se tengan valores iniciales de la
velocidad para empezar. Esto puede scr obtenido a partir de la ec. 5.5 como:

R(0) = A™ (P(0) - B R(0)). (5.20)

Sin embargo, este es un enfoque practico solamente cuando A es una matriz diagonal.

Tablz 5.1 Matrices de Sistema para Transitorios Lineales
1. Método de Euler (diferencias hacia adelante), k = At
S=A/k
F = P(t-k) + (A / k -B} R(1-k)
2. Cranck Nicholson (diferencias centrales) h = Av2.
S=A/k+B2
F = P(1-h) + (A/k -B/2) R(t-k)
3, Velocidad Lineal.
§=2A/k+B
F=Pt)+ A 2R (1-k) / k — R{t-k)
R (1) =2 (R() - R(t-k)) / k+ R (+-K)

5.2.4. MATRICES DIAGONALES PARA SOLUCIONES TRANSITORIAS.

Cuando se utiliza una formulacion espacial de diferencias finitas, la matriz A ¢s una
matiz diagonal, sin embargo si se utiliza una formulacion de Elemento Finito, no se obtiene
una matriz diagonal. Por lo tanto, la forma consistente de Ia formulacion de Elemento
Finito introduce un acoplamiento de algunos de los coeficientes de la matriz de las
derivadas del tiempo. Como fue demostrado por Myers, esto tiende a generar un algoritmo
de integracién menos estable en el tiempo.

Claramente, ia conversion de A a una matriz diagonal deberd también economizar
la memoria de almacenamiento y hacer la evaluacién de las ecuaciones mds econémica.
Algunas aproximaciones de Ingenieria para la modificacién de A han demostrado ser
exitosas. Para ilustrar esto, considérese la forma tipica de la contribucion de un elemento,
digamos a°. La definicién consistente para propiedades constantes es:

a*=qfBH GV (5.28)
VC
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Donde q es aiguna propiedad constante por unidad de volumen y la matnz H

denota las funciones de interpolacién del elemento. Esto generalmente puede ser escnio
como:

a° =QM (5.29)

Donde Q = qV°, y M es una matriz simétrica liena. Hagamos que la suma de los
coeficientes de la matriz M sea T, es decir:

TeY, I, M, (5.30)

Fn la mayoria de los casos T puede ser unitaria, pero no en el caso de las integrales

axisimétricas. Otra cantidad de interés es la suma de los términos diagonales de M, es
decir:

d=2X M, (5.31}

La solucién mas comiin en Ingenieria para definir una matriz diagonal es diferir 0
sumar todos los términos de un renglon dado sobre la diagonal del renglén y después
hacer los términos fuera de 1a diagonal igual a cero,

Esto es |a matriz diferida L. que se define como:
L. =X, M. (5.32)
Ly=0sii#} (5.33)

Nétese que haciendo esto no se altera el valor de T. Otra matriz diagonal D, con el
mismo valor T puede ser obtenida extrayéndola de la diagonal de M y escalandola por un
factor de T/d. Esto es:

Dy =M, T/d. (5.34)
Dy=0sii=]. (5.35)

La matriz D serd llamada matriz diagonalizada y L la matriz diferida. Estas
matrices son refenidas como matrices condensadas.

Para elementos lineales simples en dos y tres dimensiones ambos procedimientos
dan lugar a matrices diagonales idénticas.

Aungue para problemas axisimétricos y elementos de mayor orden se obtienen
resultados diferentes y la matriz diagonalizada parece ser la mejor en general,
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' Esto es debido a que los clementos de mas alto orden en la forma diferida pueden
Introducir ceros en la diagonal. Las matrices M, L y D son presentadas para un midngulo
cuadratico en la Fig. 5.2.

Y 3 5
] 2
4
x i
(6 -1 -1 0 -4 0]
6 -1 0 0 -4
M=—l— 6 4 0 0
180 32 16 16
32 16
| S1. 32]
{a) Matriz consistente
[0 i
0
) 0
M=% 60
60
- 60_4
(b) Matniz diferida.
6 -
6
1 6
M1 32
32
L 32...

(¢) Matriz Diagonalizada.

Fig. 5.2. Matrices diagonales y consistentes para un trifingulo cuadréitico.
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5.3. TRANSFERENCIA DE CALOR TRANSITORIA

Como un ejemplo mas detallado de jo antenor aplicaremos e método de Cranck -
Nicholson a un problema de Transferencia de Calor simple.

Consideremos una barra uniforme que esta inicialmente a temperatura conslante,
digamos cero. Supongamos que los dos extremos de la barra sufren incrementos repentinos
hasta temperaturas diferentes. Por simplicidad, unlizaremos tres elementos lineales iguales
y un total de cuatro nodos como se muestra en la Fig, 5.3.

Debido a que los dos nodos extremos son de temperatura conocida, necesitamos
determinar la historia térmica de los dos nodos restantes.

Tixg
s 1 2 3 4 5
T {A’ X -
) x=L ONONONO,

x=0 »x=L{2
a] Problema original. b) modelo de 4 clementos.

1.0

0.8

g 0.6

¢) Solucién exacta para cada diferentes corridas.

Fig.5.3. Problema tipico transitorio lineal.

La ecuacion diferencial parcial que gobierna el fenémeno es:

=0 (5.36)
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Donde R denota la temperatura, t es el tiempo, v las propiedades del material k, py
Cp son la conductividad térmica, la densidad masica y el calor especifico respectivamente.

Este sistema también requiere condiciones iniciales, es decir R(x, =0} y las
condiciones de frontera como una funcion del tiempo, es decir R(x, =0} y R (L, t}.
Nosotros hemos tomado la condicion inicial de temperatura cero, y arbitranamente
estableceremos que las condiciones de frontera sean R, (1) = 10°C y Ry (1)=20°C.

La contribucion del elemento a la matnz de conduccion global es:

K1 -1
B = —— 5.37
RN a1
Myers da la derivacion de la correspondiente matriz de capacitancia del elemento como:
L3 cle 2 1
Aczc: e HeTH:dx___c p 538
p Jll‘ 6 1 2 ( )

El ensamblaje de tres elementos iguales da la ecuacion 3.1 como:

21 00 1 -1 0 0

It 41 0 -1 2 -1 0
PC, R+—I—<— =P (5.39)

6 |01 41 {110 -1 2 -1

0 01 2 c 0 -1 1

De ahi que la longitud total de la barra es L=3 £ El término de fuerza P contiene las

fuentes internas de calor dependientes del tiempo y las fuentes de calor nodales. Aqui se
asume que ellos son cero en los nodos interiores.

La forma anterior fue utilizada para ilustrar el punto de que la ecuacion 5.1
requicre de los dos sistemas de matrices cuadradas. Sin embargo, podriamos no desear
aimacenarlas en la forma anterior. Cuando comparamos las opciones de ja tabla 5.1 con las
ecuaciones actuales a Tesolver, es decir la ecuacion 5.7, vemos que es probablemente mas
eficiente usar las dos matrices cuadradas alternas. Por ejemplo, fa opcién de Crank
Nicholson necesita que la matniz

$=Ak+B/2 (5.40)
asi como
Q=A/k-B/2 (5.41)
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sean usadas en la actualizacion de! término de fuerza F. Suponiendo un paso de
tiempo constante, k, ¥ multiplicando todos los términos por (6k/pl), permite escribir el
método de Crank Nicholson (para P=0) como:

S Ri+k) = Q' R()=F’ (5.42)
Donde
2+ (1-b) 0 0
on (4+by (1-b) 0 (5.43)
(44 28) (1-b)
sim, (2+b)

y donde b = 3kK/pCp ¢ ? La matriz Q’ la misma excepto por un cambio en el signo

de todos los términos b. Si renormalizamos de manera que b=3, nuestro modelo numérico
actual llega a ser:

rs -2 0 0 -1 4 0 O
2102 0 - 4 24 Oy (5.44)
0 -2 10 -2 0 4 -2 4
0 0 -2 5 0 0 4 -1

Por supuesto, esta ecuacion atn debe ser modificada posteriormente, debido a gue

el lado izquierdo involucra términos de R que son definidos por las condiciones de
frontera.

Cuando esos términos se mueven hacia la derecha solamente el segundo v el tercer
renglones permanecen independientes:

10 2R\ _[-2 4[RO 2] 0
[—2 10](&){4 ~2]{R,(r)} R‘(”k){O} R“(Hk){-z} (345

Para Jos resultados en el primer paso sustituimos Ias condiciones iniciales en Rz ¥

R, y las nuevas condiciones de frontera son R; y Ra. El lado derecho resultante en este
caso es

w2 o £
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Resolviendo para los nuevos valores de Ry y Ral
R 10 21](20 2917
a1 - (5.47)
R,| 96| 2 10)l40] 4583
En el siguiente paso el lado derecho cambia a:

Pz[—z 4}{2917}){{20}%0}_ (5.48)
4 -2|lass3] |0] |40

Las nuevas temperaturas correspondientes son:
R, 427
- . (5.49)
R, 5.104

Continuando de esta manera s¢ encucntra que €5as temperaturas eventualmente
alcanzan sus valores estacionarios de 13.333°Cy 16.667 °C, respectivamente. La primera
y ultima ecuacion no utilizadas, pueden ser usadas para determinar el flux de calor en los

extremos dependiente del tiempo, P; vy P4, necesarios para mantener las dos temperaturas
extremas.

Este tipo de calculo transitorio es sensitivo al tamafio del paso del tiempo, k. Si el
paso de tiempo es demasiado largo, pueden surgir oscilaciones de las temperaturas
calculadas. Si es demasiado pequefio, entonces un flux de calor nodal shock, o un

incremento repentino de temperatura puede conducir a cambios de temperatura fisicamente
imposibles.

Ambos efectos son causados por tamaiios incompatibles de la malla y del paso del

tiempo. Ellos pueden ser combinados con propiedades del material para dar el nimero
adimensiona! de Fourier

= (5.50)

Para problemas térmicos transitorios el nimero de Fourier debera tener un valor
aproximadamente igual a la unidad en todos los nodos donde hay un severo shock térmico.
En tal caso ¢ denota la distancia mas pequefia hasta otro nodo en el elemento.
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53.1 PROGRAMA PARA DETERMINAR TRANSFERENCIA DE CALOR
EN ESTADO TRANSITORIO 1-D.

El programa de computo SONIZR evaliia ¢! perfil de temperaturas en ¢l interior de
un soélido en forma de una barra solida con una envolvente aislante y condiciones de
frontera de temperatura constante en }os extremos. La temperatura inicial de la barra es T
en una distribucién completamente homogénea; en un momento determinade uno de los
extremos adquiere una temperatura que eventualmente puede ser igual a la temperatura
izquierda, bajo estas condiciones Ia distribucion de temperaturas en ¢! interior de la barra
evoluciona paulatinamente hacia la distribucion de equilibrio térmico.

El usuario tiene la posibilidad de especificar los valores de la temperatura inicial y
las temperaturas en los exiremos, asi como la longitud de la barra, el coeficiente de
conductividad térmica y la capacidad calorifica del maternial.

BLOQUEIL:
En el primer bloque de instrucciones s¢ dimensionan las variables de interés:

.Una matriz [A] de (n+1) rengiones y (n+1) columnas, la cual contiene a los
coeficientes que multiplican al vector de temperaturas en el tiempo t + At

.Una matriz cuadrada [B] de dimensién (n+1) que corresponde a los coeficientes
gue multiplican al vector de temperaturas en el tiempo actual, antes de introducir las
condiciones de frontera

.Una matriz cuadrada {C] de dimension (n-1) para los coeficientes de t + At
reducida al introducir las condiciones de frontera.

-Un vector [P] en el que se aimacenard el producto de Ja matriz [B] por el vector de
temperaturas actuales.

-Un vector [D] de dimensién (n-2) en el que se almacenan los valores resultantes de
1a reduccion del vector [P] al eliminar los términos de temperatura constante.

CLS

'EL SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER ES [A][T=]=[B][T]
FO=3:N=14

DIME(N+1,N+1),C(N-2,N- 2), GAN + 1, N+ 1), P(N), IXN), L(N, N), U(N, N),
C1(N), X(N)

DIM T(N), X1(N), Y(N), XN, YN(N)

129



BLOQUE II:

En el segundo blogque de instrucciones se especifica el valor de la temperatura
inicial para todos los nodos.

TEMPERATURA INICIAL
TINIC=0
FOR1=1TON: T(I)= TINIC: NEXT |

BLOQUE II:

En el tercer conjunto de instrucciones €s un ciclo “FOR-NEXT” amdado en el que
se construye la matriz {A] especificando el valor de los coeficientes en ¢l diagrama como
(2+Fo) v de los términos fuera de la diagonal (I -Fo) y lievando a cabo el ensamblaje
para obtener la matriz global [A] a partir de las matrices de cada elemento, del ensamblaje

resultan los términos (4+2Fo) para los términos de la diagonal, excepto en las esquinas
donde se conserva el valor de (2+Fo).

'CONDICIONES DE FRONTERA
TIZQ = 10; TDER = 20
"CONSTRUCCION DE MATRIZ [F]
FORI=1TON
FORJ=1-1TOI+1
[FJ=1THEN F(I, J)=4+2*FOELSEF(, )= 1-FO
NEXT J
NEXT I
F(1,1)=2+ FO: F(N,N)= 2+ FO

BLOQUE IV:

En el cuarto bloque se imprime la matniz {F) mediante un ciclo anidado FOR-
NEXT.

FORI=1TON
FORJ=1TON

' PRINT F(1, J);
NEXT }

' PRINT

NEXT |
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BLOQUE V:

En el blogue V se lieva a cabo la reduccion de la matriz [F] a la matriz, eliminando

[F] de los renglones y columnas cuyo 1érmino en la diagonal corresponde a una temperatura
conocida.

'REDUCCION DE MATRIZ [F}--->(C]

COLOR 3

FORI-1TON-2
FORJ=1TON-2

CLN=Fi+1,J+1)

' PRINT C(1, J):
NEXTJ

*  PRINT

NEXTI

COLOR 15

BLOQUE VI:

Se construye la matriz [G] especificando los valores de (“Fo) para los términos en
la diagonal y (1+Fo) para los términos fuera de la diagonal, excepto en los extremos.

'‘CONSTRUCCION DE MATRIZ [G]
FORI=1TON
FORJI=1-1TOI1+1
[F1=J THEN G(I, J)= 4 -2 * FOELSE G(I,J)=1+ FO
NEXTJ
NEXT !

G(1, 1)=2-FO: G(N,N)=2-FO
FORI=1TON
FORJ=1TON
BLOQUE VII:
Impresion de Ia matriz [G].

' PRINT G(1, T}
NEXT J

BLOQUE VIII:

Se calcula el producto de [G] por T], en el tiempo actual obteniéndose el vector P,
e imprimi¢ndose el resultado mediante un ciclo FOR-NEXT anidado.
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*  PRINT
NEXT1
PRINT
100 ' MULTIPLICACION [G]{T]=[P]
FORI=1TON
SUMAT =0
FORJ=1TON
SUMAT = SUMAT + G(L 1) * T(J)
NEXT J
P(I) = SUMAT
' PRINT "P". L, "="; P(I)
NEXT !

BLOQUE IX:

Se lleva acabo la reduccion del vector [P] al vector [D], tomando en cuenta las
condiciones de frontera en el extremo izquierdo y derecho de la barra, especificando
entonces €l témino[D1] como resultante en e! despeje de la segunda ecuacion en la que
esta contenida la temperatura de la izquierda, similar es ¢l caso para el término [D(n-2)]

"REDUCCION DEL VECTOR [P]-->[D]
D{1)=P(2)- F(2.1) * TIZQ
D(N-2)=P(N - 1)- F(N - 1,N) * TDER
FOR1=2TON-3

DN =PI+1)
NEXT1
COLOR 3

'FOR 1 =1 TO N - 2: PRINT D(I}: NEXT

'DO

'LOOP WHILE INKEYS =""

GOSUB 200

GOTO 100

END

200 DESCOMPOSICION LU

El siguiente programa incluye la comprobacién analitica al ejecutarse

CLS

EL SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER ES [A)T+]=[B)TI]

FO=3n=15

DIMFn+1,n+1),Cn-2,n- 2), G(n + 1, n + 1), P(n), D(n), L(n, n}, Un, n), Cl(m),
X(n)

DIM T(n), X}{n), Y(n), XN(n), YN(n), temp{n)
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'TEMPERATURA INICIAL
tinic=0

FOR i =1TO n: T(i) = tinic: NEXT i
'CONDICIONES DE FRONTERA
tizq =20: TDER =20

'‘CONSTRUCCION DE MATRIZ [F|
FORi=1TOn
FORJ=i-1TOi+1
IF ] =i THEN F(i, J) =4 + 2 * FOELSE F(i, J) = 1 - FO
NEXTJ
NEXT i

F(1,1)=2+FO: F(n,n)=2 + FO
FORi=1TOn
FORJ=1TOn
' PRINT F(1, J):
NEXT J
" PRINT
NEXT i

'‘REDUCCION DE MATRIZ [F]--->[C}
COLOR 3
FORi=1TOn-2

FORJ=1TOn-2

Cli, H=Fi+1,1+1)

: PRINT C(1, J);

NEXTJ
' PRINT
NEXTi
COLOR 15

'‘CONSTRUCCION DE MATRIZ [G]
FORi=1TOn
FORI=i-1TOi+1
IFi=J THEN G(i, ])=4-2 * FOELSEG(i,J)= 1 + FO
NEXTJ
NEXT i
G(1,1)=2-FO: G(n,n)=2-FO
FORi=1TOn
FORI=1TOn
' PRINT G(1, J);
NEXT J
' PRINT
NEXT i
PRINT



100 * MULTIPLICACION {G][T}=[P]
FORi=1TOn

SUMAT =0

FORJ=1TOn

SUMAT = SUMAT + G(i, J) * T(J)

NEXTJ

P(i) = SUMAT
: PRINT "P". I, "="; (I}
NEXT i

'REDUCCION DEL VECTOR [P]—>{D}
D(1)=P(2)- F(2, 1) * tizq
D(n-2)=P(n-1)-F(n-1,n)* TDER
FORi=2TOn-3

D(i)=P(i + 1)
NEXT i
COLOR 3
FOR 1=1TON-2; PRINT D(I}: NEXT

DO
'LOOP WHILE INKEY$ =""

'***iril***ﬁ**SOLUCIONANALiTICA****'k**il***
nod=(n+1)/2
LTOT=2*nod - 1: DELTAT =1: ALFA =1
PAS1=PAS] +1
FOR i=1 TO nod
sumatl =0
FORJ=0TO40
sumatl = sumat] + ((-1} "}/ (2*J+ D *COS((2*J+1)/2* 31416 *(nod-i+ 1)
J(LTOT + 1) *2)*EXP((J+ 1/2)~2*3.1416 ~ 2 * ALFA /((LTOT+ 1)/2)" 2 *
PAS! * DELTAT)
NEXTJ
' PRINT "sumati="; sumat]
temp(i) = tizq + 4 * (tinic - tizq) / 3.1416 * sumnat}
NEXT
PRINT "NOD="; NOD
FORi=1TOnod
temp({LTOT -1+ 1) = temp(i)
PRINT "TEMP"; I; TEMP(T}
NEXT i

GOSUB 200
GOTO 100
END

200 'DESCOMPOSICION LU
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FIG 4.4 PREDICCION DE LA EVALUACION DEL PERFIL. DE TEMPERATURAS
POR METODO DE ELEMENTO FINITO Y COMPARACION CON LA SOLUCION
ANALITICA OBTENIDA POR SERIES DE FOURIER, PARA TRANSFERENCIA DE
CALOR 1D NO ESTACIONARIO EN COORDENADAS CARTESIANAS.
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La figura de esta pagina es una representacion grifica de la comparacién de los
datos obtenidos por simulacién computacional y la solucién analitica desarroliada por
series de Fourier.

El programa soni2rb es una implantacién de! Método de elemento finito para
transporte unidireccional de calor en régimen transitorio y coordenadas cartesianas para una
barva inicialmente a 0°C que se calienta sibitamente por sus extremos, hasta una
temperatura estable de 201°C; Manteniéndose condiciones de frontera isotérmicas durante
todo ef intervalo de tiempo considerado (lincas en verde).

1.a solucién analitica fue construida en base al método de separacion de variables
con series de Fourier:

[(;?1)“’{"" ! ']&1{-[2—";—‘,:]’,-]}

Y se presenta en el grifico con las lineas en rojo.
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E| programa de computo denominado soni2rb contienen una subrutina que pemnite
calcular la aproximacion entre las dos soluciones, reportando un porcentaje de error
promedio durante todo el proceso de la evaluacion del perfil de temperaturas hasta que el
sistema llega al equilibrio térmico, el cual toma un valor de 3.56 %.

El programa también permite calcular el emor porcentual maximo que se obtiene en
las primeras etapas de calculo y que corresponde a un valor de 5.6 %.

El alto porcentaje de error se debe basicamente a la introduccién del método de
diferencias finitas para el cicio externo de tiempo, ya que se demostré anteriormente en el
capitulo 4 para geometrias axisimetricas, que el método de elemento finito tiene un
porcentaje de error casi despreciable (0.00035 %).

Aparte el método de diferencias finitas introduce un factor de inestabilidad en los
caleulos que se traduce en una restriccion con el numero de Fourier a utilizar durante la
simulacion computacional.
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Radiacion en Geometrias Axisimetricas

6.1. RADIACION EN GEOMETRIAS AXISIMETRICAS Y REGIMEN
TRANSITORIO.

El presente capitulo presenta una recopilacion de los programas presentados en la
presente tesis  anexando ahora e! término de radiacidn para analizar el fenomeno de
transferencia de calor sometida a radiacion al utilizar energia electromagnética en el
procesamienio de alimentos, esto puede ser utilizado para su posterior utihdad en
expenimentacion, o escalamiento a nivel industrial.

Para introducir el término de radiacién en los programas presentados se procede a
integrar la siguiente ecuacién:

~BIR-R)

[l (Yo 080]

R-‘ ~PR-RO ¢
mrf Lh-B Bpesoroayre o | )
o% L L }0%(1-%(111)3—0\’)

U
(6.1)

La ccuacion (6.1.) se procede a integrar por partes en los incisos del () al
(Iv):

INTEGRACION DE (I):

P 2nP, 1 BRROIAR =
L -B{R-Rg) 0 -B(R-RY} e [ R'e dR
on [ B dR-4m f e TOAR 7 f

Q

L

L
_{-27P pror | 4nPy e—m-km(R +ln
ﬁ i) BL 13 0

L
2 ke

+2ﬁpu :‘_f_zz_e-um-ko) —%RC'B(R'ROJ‘E—;RE BlR km]
' 5 B o

(6.2)
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INTEGRACION DE (11):

2nP,  4rP, [L l}* 2P, (_L}-l&_iﬂ Mo[znp 47, _d4n

r
=P Ol:_ﬁ 531_ B B B)J

B
R AL 12 2 1 2 1 +2nP, -nnu[l _2_ _32—}
2nPe o;\: ﬁ+-B- 5L B {31-5:| i 5 B

- _4111)0 -BlL- R°]+2TI:PE BR{]\:I __2_+__2-le

g’

' (6.3)
INTEGRACION DE (Il Y TV):

]

T

[ o)

-

(=L T

21!P 2"1 -p{R-R
-ﬂ(k R} -B(R R,) 1, -B( ")dR

0

=_2ﬂ ) -B(RR )[R i }]L 2RP0 [e‘a(R‘Rc)[Rz +2_R_+ 23)}"
L B B’ L p " B 0
25Py | oL 1 .l

= - RL l:e B ')(E'FF]'-E{M E—'{:\

. 2 2 2 ZL 2
e R o]

R
L
P

(6.4.)

Finalmente obtenemos, la ecuacion (6.5) la cual presenta la estructura necesaria para
roceder a implementar ¢l Método de Elemento Finito de forma variacional a los
rogramas que a continuacidn se presentan los cuaies nos permiten evaluar la transferencia
le calor en geometrias axisiméiricas (6.1.1.) y en estado transitorio(6.2.1.):

L
J’R Pye PERIGR = s { -B(R-R«)[_R_z_ﬁ_iﬂ
L
0

27P, _B(L.Ro,[ L 2L 2 J m[ 2 J
=—]& "V T m——— = - € _—
L? B p* B’ B’

(6.5.)
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6.1.1 PROGRAMA PARA DETERMINAR TRANSFERENCIA DE CALOR
POR RADIACION EN GEOMETRIAS AXISIMETRICAS.

En el programa AXISITX.BAS sirve para calcular la transferencia de calor por
conduccion y con términos fuente de radiacién en coordenmadas cilindricas y bajo
condiciones de geometria axisimétrica del matenal en estado estacionario. Se puede definir
Pq =0 y entonces se trataria de un fenémenos exclusivamente de conduccion 1-D,

BLOQUE 1:

Se especifican las propiedades fisicas del material que son;

- longitud del elemento, conductividad térmica, profundidad de penetracion, radio
maximo y radio minimo del material (cilindro hueco). También se define una variable (n)
que indica el numero de elementos a considerar
CLS
REM ANALISIS AXYSIMETRICO
LE=1
K=1
L=1
BETA =1
RO=8
PO = 15206
RMIN = 4
RMAX =8
n=16.

BLOQUE II:

Consiste en ¢l dimensionamiento de las matrices para la implementacién del método
de elemento finito.

-Una matriz cuadrada [A] de dimensién igual al mimero de nodos, la cual es la
matriz de conductividad.

-Una matriz cuadrada [S] del mismo tamaiio.

-Un vector [R] para guardar los valores de las coordenadas radiales de cada nodo.

-Un vector [C] para guardar los términos fuente en cada nodo y corresponde a lfia
suma de la radiacién incidente por el radio interior v el radio exterior del cilindro.

-Una matriz cuadrada [Al] para la implementacion del método de eliminacion
gaussiana en la resolucion del sistema de ecuaciones simultaneas lineales resultantes.

-Cuatro vectores X, y, Xn, y yn; para los procedimientos de graficacion.

-Una matniz [S5] que corresponde al dlgebra desarrollada en la explicacién previa,
DIMR(n+1),A(n+1,n+1)sn+ Ln+1),¢{n+ 1}, Al{n~+ I, n+ 1), x(n), xn(n), Y(n),
yn(n)

R{1) = RMIN
R(n) =RMAX
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Al = 1/BETA * (EXP(BETA * (L - R0)) - EXP(-BETA * R0))

B = (L / BETA) * EXP(BETA * (L - R0)) - 1 / BETA ~ 2 * (EXP(BETA * (L - R0)) -
EXP(-BETA * R0))

D=L"2/BETA * EXP(BETA *(L - R0))-2* L /BETA ~ 2 * EXP(BETA * (L - RO)) ~
2 /BETA 3 * (EXP(BETA * (L - R0)) - EXP(-BETA * R0))

BLOQUE III:

Se asigna el valor del radio minimo al primer elemento del vector [R] v el del radio
maximo al ultimo elemento. Se calcula la variable Al a partir de la profundidad de
penetracion v la distancia al borde.

FORI=1TOn

R(I+ 1)=1*(RMAX - RMIN)/ n + RMIN

BLOQUE IV:

Se construyen las matrices locales de conductividad y capacitancia en base a un
ciclo “FOR-NEXT", imprnimiéndose el resultado.

REM CONSTRUCCION DE LAS MATRICES LOCALES DE CONDUCTIVIDAD y
CAPACITANCIA

ALD=K*RDO+RI+1)/RI+ 1)-R{I))

(L) =K * (R(I)+ R(I+ 1))/ (R(I+ 1}-R(IH + A(I-1,1-1)

s(I, 1+ 1) = -A(LT)

s+ 1,0=-AL1)

1+ 1,1+ 1)=ALT)

c(I)=2*3.1416 *PO*((A1-2/L*B+D/L 2)*R(I)+(B/L-D/L"2)*R(I+ 1))
c(1+1)=2%3.1416 *PO* (B/L-D/LA2)*R()+D/L"2*R({I+ 1))

NEXT

'REM CICLO DE IMPRESION

'FORI=1TOn+ 1

'FORJ=1TOn+1

PRINT s(J,I);" "

NEXT J

PRINT (1)

NEXT 1
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BLOQUE V:

Se introducen las condiciones de frontera isotérmicas, estabieciendo las
temperaturas en ¢! primer y ulimo nodo.

' CONDICIONES DE FRONTERA
c(1) = 100
c(n+1)=10

BLOQUE VI:

Es la reconstruccion del sistema de ecuaciones ya que al haber introducido las
condiciones de frontera en los extremos, la temperatura en el pnmer y altimo nodo son

conocidas, por lo tanto se hace que en la matriz de capacttancia el primer coeficiente y el
ultimo tengan el valor de 1.

Ademas en las ecuaciones que contienen como incognita a dichos coeficientes se

sustituye la temperatura conocida y se pasa con sigho contrario al vector de términos
independientes.

BLOQUE VII:

Enseguida se manda a la resolucion del sistema de ecuaciones. La matriz [S] se
convierte en la matriz [A1] y el término independiente C1 conforma la ultima columna de
dicha matriz, que es la que se emplea en el método de eliminacién Gaussiana.

* RECONSTRUCCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES
e(2y=c(H)*s(1,1)s(1,1)=1:
FORI=2TOn
s(1,}=0:(,1})=0
NEXT ]
cn)=cn+ 1) *s(n+1,n+1)sn+ 1, n+1)=1
FORI=1TOn
s(I,n+ 1)=0:s(n+ 1,T)=0
NEXT 1
COLOR 3
REM CICLO DE IMPRESION
FORI=1TOn+1
FORI=1TOn+1
PRINT s(J,I);" ™
NEXT }
PRINT (1)
'NEXT 1
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BLOQUE VIil.

Se procede a la graficacion de los resultados.
REM "GRAFICADOR"
xmin = 1: xmax = n
DELTAX = (xmax - xmuin}. (n-1)
x(0} =xmin - DELTAX

BLOQUE IX.

Es una nstruccion para mandar a hacer la subrutina del sistema de ecuaciones.
REM CALCULO DE LOS VALORES DE LA FUNCION

FORI=1TOn
x(D=x(l-1)+ DELTAX
NEXT ]

REM OBTENCION DE VALORES EXTREMOS DE LA FUNCION
YMIN = Y(1) ymax = Y(1)

FOR1=2TOn

IF YMIN > Y(I) THEN YMIN = Y{I)

IF ymax < Y(I) THEN vmax = Y{(I)

NEXTY

BLOQUE X.
Asignacion de las variables para graficacién.
xmingraf = 0: xmaxgraf = xmax: ymingraf = 0: ymaxgraf = ymax

scalex = 1: scalev = 10
SCREEN 12

BLOQUE XI.
Se procede a escribir la subrutina de graficacion.
BLOQUE XIL

Es la subrutina de eliminacion Gaussiana.
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GRAF. 6.1. DISTRIBUCION DE TEMPERATURAS PARA DETERMINAR
TRANSFERENCIA 1D DE CALOR A TRAVES DE UN CILINDRO HUECO
SOMETIDO A RADIACION ELECTROMAGNETICA.
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La gréfica antenior es un ejemplo de la ejecucion del programa para caracterizar el
perfil de temperaturas en estado estacionario a través de un cilindro hueco con radio interno
igual 2 4 m y radio externo igual a 8 m. con una conductividad térmica igual a 1y
condiciones de frontera isotérmicas de temperatura en la pared interior igual a 100° y en la

pared extenor de 30°, con una potencia de la radiacion incidente igual a 15206 Watts y una
Beta=1.

Se puede notar que debido a la incidencia de la radiacién por las dos paredes la
distribucién de temperaturas presenta un maximo en una coordenada radial interna
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6.2 RADIACION EN ESTADO TRANSITORIO.

6.2.1. PROGRAMA PARA DETERMINAR TRANSFERENCIA DE CALOR
EN ESTADO TRANSITORIO Y TERMINO DE RADIACION.

E! programa SONI3R permite obtener la evolucion del perfil de temperaturas para
un proceso de calentamiento por microondas en coordenadas cartesianas [-D para una
intensidad constante de la radiacion electromagnética.

El programa que se lista a continuacion consta de los siguientes bloques de
instrucciones: -

BLOQUE I:

Se definen las propiedades fisicas del matenal ¢(conductividad térmica, capacidad
calorifica densidad coeficiente de difusividad térmica. la longitud, la profundidad de
penetracién y la potencia de las ondas electromagnéticas

CLS
EL SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER ES [A)[T+)=[BI[T]

BLOQUE II:

Se define el numero de elementos y el incremento de ia temperatura, con los cuales
se va a llevar a cabo la simulacion, también se calcula el numero de Founier, v el namero
adimensional ALE, que son los parimetros adimensionales que definen al término de
conductancia, y al término fuente respectivamente.

FO=3.N=14
BETA= 1.LE=1"ALE=1.PO=7

BLOQUE IILI:

Se dimensionan los amreglos matriciales:
- Una matriz cuadrada [F] de dimensiones (n+1}, donde se almacenan los

cocficientes que multiplican al vector de temperaturas en el tiempo actual, antes de
introducir condiciones de frontera,

- Una matriz cuadrada [C] de dimensiones (n), donde se almacenan los cocientes

que muitiplican al vector de temperaturas actuales para pasarlos al subrutina de
descomposicion LU.

- Una matriz cuadrada [G] de dimensiones (n+1) donde se guardan los coeficientes
que guardan a! vector de temperaturas en el iempo t + At



- Un vector [P] en donde se almacena el producto de la matriz [G] por el vector de
temperaturas actuales, antes de introducir los términos radiacion y condiciones de frontera.

- Un vector [D] de dimensiones (n), en el que se almacenan el producto de [G) por
el vector de temperaturas actuales sumandole el término de absorcion de calor por radiacion
y restandolc la disipacion convectiva en los nodos de los extremos.

- Una matriz cuadrada [L] v una matriz cuadrada {U], un vector [C1] v un vector
[X] para uso en la subrutina de solucion del sistema de ecuaciones simultaneas hneales.

- Los vectores [X1], [Y]. XN] y [YN], donde se guardan los valores de ia variable a
graficar.

- El vector [T] para la conversion de las temperaturas calculadas para el tiempo t +

At a temperaturas actuales en el siguiente paso de tiempo para iniciar el ciclo de Diferencias
Finitas.

DIMF(N+ LN~ 1), CON, NL GIN + 1N+ 1), PN, DON), LON, N), UON, N), CHNY, XON)
DIM T(N), XI(N), Y(N), XN(N), YN(N}

BLOQUE IV

Se especifican los valores del coeficiente convectivo, la temperatura ambiental, la
temperatura inicial del sistema vy se inicializa la temperatura mediante un ciclo “For-Next™
HCONV = 1, TAMB=25
'LONGITUD TOTAL DE LA BARRA = N*LE
'TEMPERATURA INICIAL
TINIC = 25
FORI=1TON T(h=TINIC NEXTI

BLOQUE V

Mediante un ciclo “For-Next” anidado se construve la matriz [F] especificando el
valor de los coeficientes en la diagonal como (2+Fo) y los términos fuera de la diagonal
como (1-Fo) llevando al mismo tempo el ensamblaje para obtener la matriz [F] globalizada
a partir de las matrices de cada elemento. Del ensamblaje resuitan los términos (4 +2Fo)
para los coeficientes sobre la diagonal, excepto en las esquinas donde se conserva el valor
de (2+Fo)

‘CONDICIONES DE FRONTERA

‘CONSTRUCCION DE MATRIZ [F}

FORI=1TON
FORJ=1-1TOI1+1

IFJ=1THENF{L])=4+2*FOELSEFL 5)=1-FO

NEXT)

NEXTI

F(1,1)=2+FO F(N.N)=2~+FO
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BLOQUE vI

En el sexto bloque se imprime {a matriz {F] globalizada mediante un ciclo “For-
Next™ anidado,

FORI=1TON
FORJ=1TON
'PRINT F(1, 3),
NEXT J
PRINT
NEXT 1
COLOR 15

BLOQUE VII

Se construye la matriz (G] especificando los valores de (4-2F0) para los términos en
la diagonal y (1 + Fo) para los términos fuera de la diagonal, excepto en los extremos y
posteriormente se imprime la matriz resultante.

‘CONSTRUCCION DE MATRIZ [G]
FORI=1TON
FORJ=1-1TO1+1
IFI=JTHEN G(L J)=4-2* FOELSE G(L J)= 1 + FO
NEXT J
NEXT1
G(1,1)=2-FO G(N,N)=2.FO

FORI=1TON
FORJ=1TON
" PRINT (L ),

CLD=GL))

NEXTJ
PRINT

NEXT1

'PRINT

BLOQUE VIO

Se calcula el producto de [G][T] (con los valores de las temperaturas actuales),
obteniéndose el vector [P] e imprimiendose el resultado mediante un ciclo “For- Next”,
100 * MULTIPLICACION [G][T)=[P]

FORI=1TON
SUMAT =0
FORJ=1TON
SUMAT = SUMAT + G(L, ) * T(])
NEXT J
P{ly= SUMAT
'PRINT "P". 1, "=". P(1)
NEXT [
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BLOQUE IX

Se introducen los términos de produccion de calor por radiacion en cada nodo y
condiciones de frontera convectiva en los nodos extremos.

" adicion def término de produccién de calor por radiacion en cada nodo

FORI=1TON
D(1y=P{Q}+ PO * (EXP((} - 1) * LE * BETA) + EXP((N -1} * LE * BETA))
NEXTI

‘condiciones de frontera

D(1) = D{!) - HCONV* (T(1-TAMB)
D(N) = D{N) - HCONV* (T(N}-TAMB)

LOCATE 1,1

TFOR 1= 1TON PRINT D(I). NEXT
DO

‘LOOP WHILE INKEYS = "*
GOSUB 200

GOTO 100

END

BLOQUE X

Se actualiza el vector temperaturas para proceder a los calculos en e siguiente paso

de tiempo.
FORI-=2TON

T(®) = X(I)
NEXT 1!
DO
‘LOOP WHILE INKEYS = ™
GOSUB 2000
RETURN

BLOQUE XI
Se grafican los resultados obtenidos en cada paso de tiempo

SIMULAC]ON COMPUTACIONAL DE LA TRANSFERENCIA DE CALOR I-D POR
RADIACION EN ESTADO TRANSITORIO CON CONDICIONES DE FRONTERA

El programa Soni3b listado anteriormente permite determinar la evaluacion del
perfil de temperaturas para una bamra sometida a radiacién electromagnética con
condiciones de frontera convectivas en cada uno de sus extremos.
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La siguiente grafica corresponde a los resultados de la ejecucion del programa de
computo después de 20 intervalos de tiempo. Se puede notar que la distnbucion de
temperaturas es cas! homogenea en el centro del matenal y tiene valores mas elevados en
los extremos, esto es debido a que el gradiente de temperaturas entre los puntos nodales de
los bordes v el medio ambiente no es suficiente para provocar un rapido enfriamiento del
material ¥ domina notablemente la cantidad de calor que absorben dichos nodos por

radiacion. Apareniemente la energia que se desprende por conveccion es tomada de los
segundos nodos hacia adentro del matenal.
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La grifica que se muestra a continuacién corresponde a la distribucion de
temperaturas evaluada para 70 pasos de tiempo. Notese que la temperatura en los nodos
extremos es menor que la de los nodos restantes. Esto es debido a que llegd un momento en
el que el gradiente de temperaturas entre el material y el medio ambiente fue
suficientemente alto como para permitir que la disipacién convectiva de calor hacia ¢l aire
circundante fuera mas intensa que la absorcidn de calor por radiacion en dichos nodos.

Alrededor del cuadragesimo paso de tiempo se observa una homogeneidad térmica total en
el material, correspondiente a una temperatura de 39°C
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El algoritmo computacional da la posibilidad de predecir la distnbuetdn de
temperaturas como funcién del tiempo para materales imadiados en forma continua o
intermitente tal como ocurre en hornos caseros e industnales, simplemente por la
nulificacion del termino de generacion de calor por resonancia electromagnética en la
ejecucion de! programa. Las vanables de entrada se pueden modificar para obtener el perfil
de temperaturas deseado en el tnterior del material que se trate, lo cual es funcién de las
propiedades fisicas v electromagneticas del mismo.
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CONCLUSIONES:

Al aplicar ¢l método numérico de los elementos finitos se obtienen modelos predictivos
bastante precisos, tal como se comprueba al resolver analiticamente la ecuacién diferencial para
transferencia de calor en estedo estacionario y comparar dicha solucién con los resultados
obtenidos al aplicar el algoritmo de computo basado en la técnica de Elementos Finitos. Por
ejemplo, en el caso de geometrias axisimétricas y transporte en estado estacionario, el error es
casi despreciable ya que se obtiene una desviacién promedio de 0.00034% para una funcion de
aproximacion cuadrética, lo cual certifica que el modelo puede ser aplicado de manera confiabie.

En el caso del estado transitorio, para poder elaborar el algoritmo computacional que
pueda calcular la evolucién de los perfiles de temperaturas, se tuvo que implementar el Método
de Diferencias Finitas como un ciclo externo en el que se anidaron las instrucciones
correspondientes al Método de Elemento Finito. El algoritmo hibrido resultante present6 un error
maximo del 5.6% y un error promedio del 3.6% respecto a la solucion analitica. Esta deficiencia
se debe a que ¢l Método de Diferencias Finitas no tiene bases matematicas tan firmes como en el

caso de Elemento Finito, y el error es proporcional al cuadrado del intervalo de tiempo y espacio
que se utilicen al ejecutar ¢l algoritmo.

Los programas para estado transitorio deben ser cuidadosamente ejecutados debido al
problema de la inestabilidad que surge naturalmente en el Método de Diferencias Finitas, ya que
existe un limite en el niumero de Fourier por encima del cual la solucién es inestable, prediciendo

oscilaciones temporales entre bajas y altas temperaturas, lo cual corresponde a resultados que no
se presentan en la realidad.

La representacién gréfica de los resultados se hace dentro de} algoritmo de computo en
forma gréfica de la manera acostumbrada para el caso de transferencia de calor unidimensional,
es decir, representando los valores de la temperatura vs la coordenada de posicion. En el caso
bidimensional se pueden predecir las temperaturas por medio del grafico tridimensional
(temperatura vs [x,y]) complementando la visualizacién mediante una grafica plana en colores.

Todos los programas pueden ser utilizados para diferentes materiales alimenticios
introduciendo solamente sus propiedades fisicas y las condiciones de operacitn, ya que los
programas son flexibles en cuanto a las variables que se puedan introducir para la ejecucion.

Los algoritmos computacionales presentados dan la posibilidad de predecir la distribucién
de temperaturas como funcién del tiempo para materiales irradiados en forma continua e
intermitente como es el caso de los hommos caseros € industriales.

El campo & explotar todavia es bastante extenso, los programas presentados aqui pueden
servir como punto de partida para comparar los resultados obtenidos con experimentacion a nivel
planta piloto y escalar dichos resultados a operaciones industriales
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ANEXO I “ESTADISTICOS”
Valores de la tepdencia central

Una vez que los datos han sido reunidos y tabulados, comienza el analisis con ¢l
objeto de calcular un nimero Urico, que representc o resiuma todos los datos. Dado que
por lo general la frecuencia de los intervalos centrales es mayor que el resto, esie numero
se sucle denominar valor o medida de la rendencia central.

Sean x], x3, ..., Xp los datos de un estudio estadistico. El valor utilizado mas a

menudo es la media aritmética o promedio arumético que se escribe x, y que es igualala
suma de todos los valores dividida por n:

L

El simbolo S, 0 sumatorio, denota la suma de todos los datos. Si las x se agrupan
en k intervalos, con puntos medios my, m3, ..., mk ¥ frecuencias f1, £, ... fk, la media
antmeética viene dada por

fmi
Zf
donder=1,2, ...k

La mediana y \a moda son otros dos valores de la tendencia central. Si las x se
ordenan segin sus valores numéricos, si 7 €s impar la mediana es la x que ocupa la
posicién central y si z es par la mediana es la media o promedio de las dos x centrales. La
moda es la x que aparece con mayor frecuencia. Si dos o mas x aparecen con igual
maxima frecuencia, se dice que el conjunto de las x no tiene moda, o es bimodal, siendo

12 moda las dos x que aparecen con mas frecuencia, o es frimodal, con modas las tres x
mas frecuentes.

Medidas de la dispersién

Normalmente la estadistica también se ocupa de 1a dispersidn de la distribucion, es decir,
si los datos aparecen sobre todo alrededor de la media o si estan distribuidos por todo el
rango, Una medida de la dispersién es la diferencia entre dos percentiles, por lo general
entre el 25 y el 75. El percentil p es un numero 1al que un p por ciento de los datos son
menores o iguales que p. En particular, los percentiles 25 y 75 se denominan cuartiles
inferior y superior respectivamente. La desviacion tipica es otra medida de la dispersion,
pero mas util que los percentiles, pues csta definida en términos aritméticos cOmo sc
explica a continuacion. La desviacion de un elemento de! conjunto es su diferencia con
respecto a la media; por ejemplo, en la sucesion xi, X3, ..., Xp la desviacion de xq es x| —

x, y el cuadrado de la desviacion es (x{ ~ x).



La varignza es la media del cuadrado de las desviaciones. Por tltimo, la
desviacién tipica, representada por la letra gricga sigma (5), es la raiz cuadrada de la
varianza, Y se calcula de la siguiente Manera:

o= ‘ 17[(:,—.?)"()',-?)’ LN

YR ISR TP
S; 1a desviacion tipica es pequefia, l0s datos estan agrupados cerca de la media;
grande, estan muy dispersos. (Spiege!, 1991).

sl €5
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ANEXO 1L “ELIMINACION GAUSSIANA".

Es un procedimiento sistematico para resolver sistemas de ecuaciones lineales; se
basa en la idea de reducir ]a matriz aumentada a una forma que sea lo suficientemente
simple come para que el sistema de ecuaciones se pueda resolver.

00 -2 0 7 12
2 4 -10 6 12 28
2 4 -5 6 -5 -1

Paso 1. Se localiza la columna (linea vertical) que no conste completamente de
) - . - ~
ceros y que esté mas a la izquierda.

* 0 -2 0 7 12
—{*2 4 -10 6 12 28
*2 4 -5 6 -5 -1

(*)Columna mas a la izquierda que no
consta completamente de ceros.

Paso 2. Se intercala el rengién superior con otro renglén, si es necesario, para llevar
un elemento diferente de cero a la parte superior de la columna que se encontré en ¢! paso |

U

15 B e I N

4 -10 6 12 28
0 -2 0 7 12
4 -5 6 -5 -1

Se intercambiaron el primero y segundo
renglones de la matriz ejemplo.

Paso 3. Si el elemento que esta ahora en la parte superior de la columna encontrada
en el paso 1 es a se multiplica el primer renglon por 1/a para introducir un 1 principal.

12 -53 6 14 El primer renglon de !a matriz anterior se
00 -20 7 12 multiplicéd por %
24 -5 6 =5 -1

Paso 4. Se suman multiplos apropiados de! renglon superior a los renglones de
abajo, de modo que todos los elementos debajo de 1 principal se conviertan en ceros.

12 -53 6 14
00 -20 7 12
00 5 0 -17 -29

Se sumo -2 veces el primer renglon de la
matriz anterior al tercer renglén,

m



Paso 5. Se cubre ahora el renglén superior de la matriz y se empicza nuevamente
con ¢l paso 1 aplicando la submatriz que queda. Se continua de esta manera hasta que la
matriz completa quede en la forma escalonada en los renglones.

12753 6 14 “ Columna mas a la 1zquierda que no consta de
0 0*20 7 12 ceros en la submatriz.
00 *s 0 -17 -29]
P 233 67 14 Se multiplico el primer renglon de la
00 1 0 - , -6 submatriz por ‘2, para introducir un 1 en la
L) 0 5 0 -17 -29 diagonal principal
1 2 -5 3 6 14 Se sumé —5 veces el primer renglon al
7 segundo de ella misma para introducir un
00 1 ¢ - -6 . o
2 cero debajo dell principal .
00 0 O ! 1
2
-
1 -5 6 14 Se cubrio el renglén superior de la submatriz y
0 1 0 - T _ 6 se Tegreso una vez mas al paso 1.
2 * Columna més a la izquierda que no consta
00 0 O % 1 completamente de ceros en la nueva submatriz.
1 -5 6.’ 14 Se multiplicé el primer (y 4nico) renglon de la
0 i -- =6 nueva submatriz por 2 para introducir un 1
12 principal.
00 0 0 3 1

La matriz completa esta ahora en la forma escalonada en los rengiones. A fin de
encontrar la forma escalonada en los renglones reducida se necesitan los siguientes pasos
adicionales:



Paso 6. Empezando con ¢! Gltimo renglon diferente de cero y yendo hacia ammba, se

suman miltiplos apropiados de cada renglén a los de arriba, para introducir ceros arriba de
los 1 principales.

12 -5 3 6 14 ,
00 1 1 Se sumé 7/2 veces el tercer renglon de la
matriz anterior al segundo.
0O 0 01 2
12 -5302 Se sumo6 —6 veces el tercer renglon al
00 1 001 primero.
00 0 01 2
120307
0 0 00 1 Se sumd 5 veces el segundo renglon al
000012 primero.

La uitima matriz esta en la forma escalonada en los renglones reducida.



IMPLEMENTACION DE ELIMINACION GAUSSIANA EN LA PROGRAMACION

REM CONSTRUCCION DE LA MATRIZ GLOBAL DE COEFICIENTES
FORR=1TON-1
IFR = 1 THEN e
KGR, R)=K(1, 1)
KG(R.R + 1)=K(1,2)
KGR+ 1, R)=K(2, 1) KG| =
KGR + 1R+ 1=K2 2+ K11
ELSE
KGR R + 1)=K(1, 2) T
KGR +1,R)=K(@2. 1) L
KGR+ LR+ 1)=K(2.2)+ K(1, 1)
END IF
NEXT R
KGN, N} = K(1, 1)
“PRINT “KG™: N: N; “=": KG(N, N}

REM GLOBALIZACION DE LOS TERMINOS INDEPENDIENTES
“PRINT “*VECTOR GLOBAL DE TERMINOS INDEPENDIENTES®”
FORK=1TON

IF K =} THEN

FG(K) = F(K, 1}

ELSE

FG(K)=F(K - 1,2) ~ F(K, 1)

END IF

NEXT K

FOR i=1 TO N: PRINT FG(i): NEXT
‘DO
*LOOP WHILE INKEYS = "

REM INTRODUCCION DE CONDICIONES DE FRONTERA:
KG(1.2)=0:KG(2, 1)=0
KGN - 1, N)=0: KGN, N - 1} = 0:
FG(1) = 0: FGIN) = 0
R_EM EEE NN N
‘PRINT “*SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER:*”
DIM AN, N+ 1)
FORi=1TON
FORJ=1TON
AlG, D =KG(L )
PRINT AL, Ty, =
NEXT J
REM TERMINO INDEPENDIENTE
AlG, N+ 1)=FG(i)
(PRINT “==; Al(i, N+ 1)

-

H

NEXT i
‘DO
L OOP WHILE INKEY$ ==~

V1



ANEXO U1 “DESCOMPOSICION LU,

El método de descomposicion LU (también llamado reduccion Crout o Cholesky
por sus descubridores) habitualmente se utiliza en los programas de computadora. En la
matriz de coeficientes A st transforma al producto de dos matrices L y U, en donde L es
una triangular inferior y u €s una matriz triangular superior con solo 1 en cada elemento de

su diagonal principal.

Cuaiquier matriz se¢ puede escribir como un producto de matrices triangulares

superiores e inferiores, en una infinidad de maneras. Por cjemplo:

-1 -1

el 2.0 0 -12 -2
10 4 210=]0 -4 0 g 1 =12
6 -3 0] 16 0 3 lo o 1
A L1 Ul

P 00 2 -1 -1

L (010 o -4 2

"o oo 3

L2 U2

10 0] 2 -1 -1

(020l 10 -2 1

301 'Lo 0 3

L3 U3

(A-1)

(A-3)

Si el conjunto entero de LU cuyo producto es igual a la matriz A, se escoge el par en
el cual U solo tenga unos en su diagonal, y como ¢s el caso en el primer par anterior. Se
obtienen las reglas para tal descomposicion LU a partir de la relacion que dice que LU = A.

En el caso de una matriz de 4 X 4.

L, 0 0 0 1w, wu,
L, I, 0 0 0 v,
IJI [.'52 133 0 0 0 1

ly o Io 1] 10 O ¢

(A-4)

VI



Multiplicando las filas de L por la primera columna de U, se obtiene & = au, & = 42,
L =, Lo = au; 12 primera columna de L es la misma que la primera de A.

Ahora se multiplica la primera fila de L por las coiumnas de U:

Lo o = ag, Lo = 4, b un = o, (A-4)
De lo cual
a a a
12273'“1; =—l1«ﬂ’.—"*li (A'S)
n 111 !

Asi queda determinada ia primera fila de U.

En este método se alterna entre obtener una columna de L y Una fila de U. De
manera que a continuacion se obtienen las ecuaciones de la segunda columna de L
multiplicando las filas de L por la segunda columna de U:

Ly +1y =ay,

Ly + 1y, =ay, (A-7)
laty +lp =0,

lo cual de

ly =ay —lyu,

Ly =agp —lyu, (A-8)

Ty =agy—lnu,

procediendo de la misma forma, las ecuaciones necesarias son

wy = 222020 1y = 22l (A-9)
2 n
Iy = Ay =Lt = Dyt lis = gy~ agtny = [ty (A-10)
— iy, ~1
Uy, = 3 ~Inths ~ Il {A-1D)
Iy
Ty = Ay = Lygthg — Lty = Listiy, (A-12}

Vil



La formula general para obtener los elementos de L y U correspondientes a la matriz
de coeficientes. Para n ecuaciones simultaneas se puede escribir como:

1=}

l=a, =Y lLu,, j5i, i=1.2,..
£
=
a, —z:’uu‘?
_ el .. o
u = - PR i<j, J=2.3,...

4
Para j-1, la regla para | de reduce a:

ly=u,

Para i=1, la regla para u se reduce a.

a
1
u” = ']"J

)

n (A-13)
n {A-14)
{A-15)
(A-16)

La razon de que este método sea tan popular en los programas, €s que se economiza
el espacio de almacenamiento. No hay necesidad de almacenar los O yaseacn Lo U, y los i
de la diagonal de U se pueden omitir (Ya que estos valores siempre son los mismos y
siempre son conocidos, resulta redundante registrarios). Entonces se pueden almacenar los
elementos esenciales de U en donde los 0 aparecen en el arregio L. El examen de las
ecuaciones (A-2) hasta { muestra que después de que se use cualquier elemento de A, nunca
aparecera de nuevo en las ecuaciones. Por tanto, su lugar en el arreglo original n x n de A,
puede ser utilizado para almacenar un clemento ya sea de L o U. En otras palabras, el
arreglo A se transforma por las ecuaciones anteriores y se hace:

ay dp &3 dy Ly wy wy uy,
ay Oy Gpn Gy > by In uy uy
Gy Q3 Gy Oy Iy 1yl Uy
dy Gy dy 4y Iy Ly 1y la

{A-17)

Debido a que se pueden considerar las matrices L y U en un solo arregio y
almacenar sus elementos en el espacio de A, este método con frecuencia es llamado un

esquema compacto.

1X



Ejemplo: Considere la matriz A

3 -1 27

A=l1 2 3 (A-18)
2 -1 -1

Aplicando las ecuaciones para las | y las u, se obtiene:

lh=3 Li=1 1,=2 wu,=-1/3 u,;=2/3 (A-19)

Iy =2=(1)-1/3)=7/3 [1,=-2-(2(~1/3)=-4/3 (A-20)

n= "-‘(;1,(5 e I, = =1 =(2X2/3)=(~4/3)1)= -1 (A-21)
[3 0 0 1 -1/3 2/3

L=11 2/3 01, [7=)0 ] i {A-22)
\_2 -4713 -1 0 0 1

Si las cantidades estan escritas en la forma compacta conforme se calculan se tiene:
3 -U3 2/3)«(2)
LU=t 7/3 1 [e(4)

2 -4/3 -1
Y N (A-23)
(1) (3) (5)

Los nimeros dentro del circulo muestran el orden en el cual se obtienen las
columnas vy filas de fa nueva matriz.

A continuacién se da un algontmo para la descomposicion LU. Este algoritmo no
calcula las matrices L y U en su lugar, sino que las establece como matrices separadas o
independientes.



PROGRAMACION INCLUIDA EN LOS PROGRAMAS PRESENTADOS PARA
RESOLVER ECUACIONES NO LINEALES POR MEDIO DEL METODO DE
DESCOMPOSICION L.U.
200 'DESCOMPOSICION LU
FORI=1TON-2
L(L 1)=C(L, 1)
NEXT !
FORJ=1TON -2
UL, h=c, /L b
NEXT J
FORJ=2TON-2
FORI1=JTON-2
SUMAC1=0
FORK=1TOJ-1
SUMACI = SUMACT + L(I, K} * U(K, J)
NEXT K
L(L J) = C(, J} - SUMAC!
NEXT 1
U, =1
FORI=]J+1TON-2
SUMAC2 =0
FORK=1TOJ-1
SUMAC2 = SUMAC2 + L(J, K} * U(K, )
NEXT K
UQ), )= (C(J, 1) - SUMAC2) / L(J, J)
NEXT [
NEXT J
"PRINT "MATRIZ L"
FORI=1TON-2
FORJ=1TON-2
PRINT L(1, 1),
NEXTJ
PRINT
NEXT1
"PRINT
'PRINT "MATRIZ U"
FORI=1TON-2
FORJ=1TON-2
' PRINT U(L ),
NEXT ]
*  PRINT
NEXT 1
CH{1)=D(1)/L(1,1)
FORI=2TON-2
SUM3 =0
FORK=1TOI-1



SUM3 = SUM3 ~+ L(1, K) * CI(K)

NEXT K
C1(Iy=(D(I) - SUM3)/ (L I)

NEXT

COLOR 14

"PRINT "D PRIMA:"

FORI1=1TON-2

' PRINTCI(D),

NEXT]

XN)=CI(N)
FORI=N-1TO 1 STEP -1
SUM4 =0
FORK=1+1TON-2
SUM4 = SUM4 + U(L, K) * X(K)
COLOR 4
NEXT K
X(1) = CI(I) - SUM4
NEXT 1

PRINT

COLOR 3

'PRINT "X="

FORI=1TON-2
PRINT X(T),

NEXT1

FORI=2TON-1
T = X1 - 1)
NEXT1I
T(1) = TIZQ
T(N) = TDER
X(1) = T(1): X(N) = T(N}
COLOR 4
"FOR 1= 1 TO N: PRINT T(I), : NEXT [
DO
"LOOP WHILE INKEY$ = ™
GOSUB 2000
RETURN
2000
SCREEN 12
FORI=1TON
X1(1) =1
Y =T
NEXT I
PASO = PASO + 1
IF PASO = 1 THEN 2010 ELSE 2020

XTF



ANEXO IV “PROCEDIMIENTO DE GRAFICACION”

Los valores de temperatura calculados por las subrutinas de Elememo Finito se
grafican mediante la ejecucion de una subrutina incluida dentro del listado del programa y
consta de los sipuientes pasos:

PASO 1.
Conversion de la temperatura a coordenada de graficacién “y™.

PASQ 2.
Conversion de la temperatura a coordenada de graficacion “x™.

PASO 3.
Determinacién de los valores maximos y minimos de la temperatura.

PASO 4.
Especificacion de los parametros de graficacién.

-Intervalo de graficacion en “x™; desde una “x” minima =1, hasta una “x” méxima =
numero total de nodos.

-Intervalo de graficacion en “y”, desde una temperatura minima =1, hasta una
temperaturz méxima (mas un pequefio margen en ambos casos).

-Escala de graficacion en “x” (cominmente de | en 1).

-Escala de graficacién en “y” (dependiendo de las necesidades del usuario).

-Posicion del eje de las abscisas y de las ordenadas.

PASO 5.

Normalizacion de las variables a graficar para que todos los puntos entren dentro del
campo seleccionado en la pantalla y ademds a que el origen de sistema de coordenadas en
la pantalla que manejan los lenguajes de computo se encuentra ubicado en el extremo

superior izquierdo.
PASO 6,

Mediante un ciclo FOR-NEXT se ubican los valores (coordenada nodal-
temperatura) utilizando la instruccion PSET de la biblioteca de funciones de Qbasic.

PASO 7.

Mediante un ciclo iterativo se unen parejas de puntos contiguos utilizando la
instruccion LINE de Qbasic.

pALI



s %s%%setnssss GRAFICADOR BIDIMENSIONAL ***+******
'#tt*:tttg.tttttt#tttttttttttlttttttt*tstt#t*
a=4:b=636:c=4.d=436

COLMARC =4

LINE (a, ¢)}-(b, d}, 3, BF

LINE (640, c)(1, 1), COLMARC, BF

LINE (1, 1)-(a, 440), COLMARC, BF

LINE (1, 44014640, d), COLMARC, BF

LINE (b, 1)<640, 440), COLMARC, BF

a=20:b=620.c=20:d=420

LINE (a, c){b, d), 15, BF

+#+ %+ *x DETERMINA LOS VALORES DE LA FUNCION (Y)*****
REM "GRAFICADOR"

xmin = |; xmax = (NNODOS *2-1)"2

COLOR 14: ‘PRINT "xmax="; xmax, "xmin="; xmin
DELTAX = (xmax - xmin) / (NNODOS * 2 - 1) ~2.1
x(0} = xmin - DELTAX

REM VALORES DE LA FUNCION
FOR1=1TO(NNODOS*2-1)"2

y(h) = YI(I)

x(I}=1

COLOR 3

PRINT "x="; x(1), "y=": ¥(1)

NEXTI

REM VALORES EXTREMOS DE LA FUNCION
YMIN = y(1): YMAX = y(1})

FORI=2TO{2* NNODOS+1)"2-1

IF YMIN > y(I) THEN YMIN = y(I)

TF YMAX < y(I) THEN YMAX = w(1)

NEXT 1

PRINT "TMIN="; YMIN, "TMAX=", YMAX
‘DO

'.OOP WHILE INKEYS = ™"

xmingraf = 0: xmaxgraf = xmax: ymingraf = YMIN: ymaxgraf = YMAX
scalex =2 * (neb + 1) - 1: scaley =1

'SCREEN 12

1100

izq = 40: der = 400: sup = 20: inf = 300
*LINE (0, 0){639, 440), 15, BF
COLOR 9

LINE (izq, sup)-(izq, inf)

LINE (izg, sup)-{der, sup}

LINE (izq, inf)-(der, inf)

X



LINE (der, sup)~(der, inf)
PASX = xmaxgraf + ABS(xmingraf)
PASY = ymaxgraf + ABS(ymingraf)
EJEY = izq ~ (der - izq) / PASX * ABS(xmingraf)
EJEX = sup + (inf - sup) / PASY * ymaxgraf
COLOR 4
LINE (EJEY, sup)«(EJEY, inf)
LINE (izq, EJEX)~(der, EJEX)
REM normalizacion de escala
NY = INT(PASY / scaley)
NX = INT(PASX / scalex)
'PRINT "NX=": NX, "NY=": NY
DIM DIVX(NX}, DIVY(NY)
DIVX(1)=izq: DIVY(1) = inf
FORI=2TONX
DIVX(I) =DIVX(I - 1) + scalex * {der - izq} / PASX
COLOR 7
LINE (DIVX(]), EJEX - 2){DIVX(]}, EJEX + 2)
LINE (DIVX(]), sup)-{DIVX(I), sup + 2)
LINE (DIVX(I), inf - 2){DIVX(D), inf)
NEXT
FOR j=2 TONY
DIVY(j)=DIVY(j - 1) - scaley * (inf - sup) / PASY
LINE (EJEY - 3, DIVY(j))<EJEY + 3, DIVY(}))
LINE (izq, DIVY(})Hizq ~ 3, DIVY())
LINE (der - 3, DIVY(j))-(der, DIVY(}))
NEXT

1200

FORI=1TO (NNODOS *2-1)~2
xn(T) = x(I) * (der - izq) / PASX + EJEY
yn(1) = -Y1(I} * (inf - sup) / PASY + EJEX
COLOR 3

PSET (xn(i)- 1, yn(I) + 1)

PSET (xn(T) - 1, yn(I))

PSET (xn(}) - 1, yn(I) - 1)

PSET (xn(I), yn(I} + 1)

PSET (xn(1), yn(1})

PSET (xn(I), yn(l) - 1)

PSET (xa(T) + 1, yn(I) + 1)

PSET (xn(1) + 1, yn(D))

PSET (xn(T) + 1, yn(I) - 1)

NEXT

FORj=1TO(NNODOS *2-1)~2-1
COLOR 4

LINE (xn(j), yn(j))-(xn(j + 1), yn(j + 1))
NEXT j



""*"""'“"‘""'GRAFICADORTRIDIMENSIONAL‘““*"""“**

'ttt‘*‘t‘#t**‘t‘l“#**#t.t""*‘*‘...‘*‘tt‘#***‘
a=4:b=636:c=4.d=436

COLMARC =4

LINE (a, ¢){b, d), 3, BF

LINE (640, c)(1, 1), COLMARC, BF

LINE (1, 1)<a, 440), COLMARC, BF

LINE (1, 440)-(640, d), COLMARC, BF

LINE (b, 14640, 440}, COLMARC, BF

a=20:b=420:¢c=20:d=280

. LINE (a, c)«b, d + 30), 15, BF

"% %% * *x DETERMINA LOS VALORES DE LA FUNCION (Y)* ** * *
xmn = 1: xmax = NNODOS * 2 - 1
ZMIN = i: ZMAX =NNODOS * 2 - |
NX = xmax: nz = ZMAX
DIM Z{nz), yTRI(NX, nz), xgraf(NX), vgrafiNX, nz), fimizg(nz), limder{nz), liminf{nz),
limsup(nz)
DELTAX = (xmax - xmin)/ NX: DELTAZ =(ZMAX - ZMIN) / nz
PASOG =0
FORI=1TONX
(1) = xmin + (I - 1) * DELTAX
FORj=1TOnz
Z(j)=ZMIN+(j - 1) * DELTAZ
yTRY1, j) = T(, J)
PASOG =PASOG + 1
Y1(PASOG) = T(1, j)
PRINT "X("; L "F="; X(1), "Z3 5, =" Z00% YO 1 3, "), Y(L D)
NEXT j
NEXT1

'» * DETERMINACION DE LOS VALORES EXTREMOS DE LA FUNCION * * *
YMIN = yTRI(1, 1): YMAX = yTRI(1, 1)
FOR I=1TONX
FOR j=1TOnz
iF yTRI(L, j} < YMIN THEN YMIN = yTRK(L, j)
{F yTRI(L j) > YMAX THEN YMAX = yTRY(}, j)
NEXT
NEXTI
e = 200: f = 200: colcuad =7

FORj=1TOnz
limizg(j)=e-(j-1)*e/nz
limder(j) = limizq(j) + (b - &)
limsup(j)=c+(j-1}*(d-)/nz
liminf{j) = limsup(j} + f



LINE (limizq(j) + 20, limsup{j))-(limder(j) - 10, limsup(j}). colcuad
LINE -(limder(j) - 10, liminf{j}), colcuad
IF j = | THEN color! = 9 ELSE colori = colcuad
LINE «hmizq(j} + 20, liminf{j}), color}
LINE <(limizq(j) + 20, limsup{j}), color]
NEXT j

xmingraf = xmin * e / (xmax - xmin}
ymingraf = YMIN * f/ (YMAX - YMIN)

FORj=1TOnz
FORI=1TONX
xgrafi]) = x(I) * e / (xmax - xmin) + limizq(j) - xmingraf + 20
ygraf(l, j) = -yTRKL j) * £/ (YMAX - YMIN) + liminf{j) + ymingraf
PSET (xgrafi1), ygrafll, ) J

[F1> 1 THEN LINE (xgraf(]), ygraf(1, j)Hxgrafll - 1), ygraf(1 - 1 1)), INT(j / 10+ 1)
IF j > 1 THEN LINE (xgraf(]), ygraftl, j)}{xgraf() + e /nz, ygrafll, j - 1)), INT(1/10) +

1
NEXT 1
NEXT j
DO
LOOP WHILE INKEYS =™
CLS

SCREEN 12

XVl



ANEXO VII “LISTA DE GRAFICOS, FIGURAS Y TABLAS”.

utilizando el método
de Galerkin.

CAPITULO 1 TABLAS FIGURAS:: GRAFICOS. |
' 1 1Ecuaciones basicas | 1.1.Distribucion de la energia
| de Electromagnetismo. | incidente sobre la superficie de un
Ccuerpo
1.2.Diferentes regwneﬂ 1.2 Espectro electromagnético
en el espectro 1.3.Componentes principales de un
electromagnetico. horno de microondas
CAPITULO 1, 1.4. Representacion del campo
1.3.Aplicaciones de eléctrico (E) y el campo magnético
GENERALIDADES. | microondas en el (H) de una onda senosoidal.
procesamiento de 1.5.Cavidad rectangular sometida a
alimentos. radiacién por un guia de ondas.
1.6.Caracteristicas de matenial
dieléctrico empleado.
1.7-1.10.Distribucién de potencia
del espectro electromagnético.
Dentro de una cavidad homogénea.
1.11. Cavidad con carga no
homogenea.
1.12-1.14. Distribucion de potencia
del espectro electromagnético
dentro de una cavidad no
homogénea.
2.1.Comparacion de
resultados entre sol. 2.1Grafico del
numérica y analitica.  {2.1 Ensamblaje de ecuaciones. ejemplo de minimos
CAPITULO 2. parz el ejemplo de cuadrados.
minimos cuadrados,
METODO DE 2.7 Resultados de sol. |2.2. Barra de longitud L, con 2.2.Gréfico del
ELEMENTO Analitica y numérica | suministro de calor en la primera | ejemplo de
FINITO. para el ejemplo de mitad. Galerkin.
Galerkin.
2.3 Resultados 2.3. Gréfico del
DUMEricos para una ejemplo de
barra con generacion | 2.3. Interpolacion lineal, Galerkin, en una
interna de calor, barra con

generacion interna
de calor,

2.4, Aplicaciones del
Meétodo de Elemento
Finito en el

procesamiento de
ecuaciones.

xXvil



‘ I ]
CAPITULO 3. 3.1. Grifico 2-D de
3.1.Topologia para 1/83.1. Region de conduccion T de C. A través de
TRANSFERENCIA | de rectiangulo. anisotropica. 1/8 de rectangulo en
DE CALOREN estado estacionario.
ESTADO
ESTACIONARIO 3.2. Grafico 3-D de
BIDIMENSIONAL. 3.2, Numeracion de nodos y T de C. a través de
elementos para 1/8 de rectangulo. | 1/8 de rectangulo en
estado estacionario.
CAPITULO 4 4.1. Grifico del
programa para T de
GEOMETRIA 4.1, Comparacién entre sol. C. 1-D en geometria
AXISIMETRICA Analitica y numérica del ejemplo | axisimétrica.
EN ESTADO de geomeitria axisimétrica. 4.2 Trasferencia 2D
ESTACIONARIO. através de un
cilindro hueco en
estado estacionano.
Prediccion de la
5.1. Método de Integraciones |evolucion del perfil
tipicas. de temperaturas por
CAPITULO 5. el MEF ¥
5.1. Matrices de 5.2, Matrices diagonales ¥ comparacion de la
ANALISIS sistema para consistentes para un triangulo solucidn analitica.
TRANSITORIO. transitorios lineales. | cuadrético. Obtenida por series
de Fourier para T.
5.3. Problema tipico transitorio|de C. 1-D transito
lineal. en coordenadas
cartesianas.
CAPITULO 6. 6.1.Grafico en
geometrias
RADIACION EN axisimétricas con
GEOMETRIAS radiacion.
AXISIMETRICAS Y
ESTADO
TRANSITORIO. 6.2 Grafico en
estado  transitorio
con geomerrais
axisimétricas.




ANEXO VIO “NOTACION DE SIMBOLOS™,

Q= flujo de calor en la direccion x (M’I"s)

A= area perpendicular a la direccion del flujo de calor (L2),
T =temperatura {*C)

x= distancia (L),

k= conductividad térmica

Q/A= se denomina flujo especifico de calor, densidad de flujo o simplemente flux.
dT/dx = rapidez de! cambio de temperatura con la distancia x (o sea el gradiente de
temperaturas).

q = densidad de flujo de calor por conduccidn.

Es ; = Potencia emisiva por umidad de volumen,

¢ = velocidad de la luz (3.00 x 10° mys).

h = constante de Planck (6.63 x 107 I's).

Kp = constante de Boltzman (1.38 x 107 J/K).

T, = Temperatura absoluta (°K).

A = longitud de onda (M).

o= difusividad térmica (K / pCp).

hy . coeficiente de transferencia de calor.

A= irea de interfase donde el calor esta siendo transferido.
AT = fuerza impulsora para la transferencia de calor.

T, = temperatura promedio del fluido.

T, - temperatura interfacial.

Eq= energia radiante que se emite desde la superficie de un cuerpo.
G= energia incidente o entrante en una superficie.

a, = fraccion de energia radiante absorbida por la superficie.
pr = fraccion de energia reflejada por la superficie.

1, = fraccion de energia transmitida por la superficie.

Im (*)= representa la pérdida de energia por disipacion.

o = conductividad eléctrica.

p= permeabilidad magnética

o = frecuencia angular (radianes).

K'= constante dieléctrica relativa.

K" = factor dieléctrico de pérdida.

£ = permitividad del vacio. (8.854 x 1077 C* (N m”).

1o~ Permeabilidad del vacio = 4( x 107 Tm/A

%o = longitud de onda en ¢l espacio libre.

¢ = velocidad de la luz.

f = frecuencia (ciclos / s).

K* = permitividad compleja relativa.

K’ = constante dieléctrica.

K’ ‘= factor dieléctrico de pérdida.



K*;, = Permitividad compleja relativa para la mezcla.

K'c = Permitividad relativa compleja para la fase continua.
K', = Permitividad relativa compleja para la fase suspendida.
X « = Fraccion volumen para la fase continua.

X .= Fraccidn volumen para la fase suspendida.

¢ = concentracion de sales disueitas.

K', = constante dieléctrica relativa para la solucion idnica.
K", = factor dieléctrico de pérdida para la solucién iénica.
K = constante dieléctrica estatica.

Ky = constante dieléctrica dptica.

P, = potencia absorbida o atenuada por ia profundidad.

Py, = potencia inicial.

D50 = Profundidad de media potencia.

tan & = tangente de pérdida,

P = potencia.

E = campo eléctrico.

qe = carga eléctrica de cada uno de los iones.

n = numero de cargas.

Pp = Potencia desarrollada en un volumen de material.

E = Intensidad del campo eléctrico.

f =Frecuencia (Hz).

P = Vector de Poynting, (W m')

H = campo magnético.



