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Capitulo 1

Introduccion.

El estudio de los medios compuestos es en la actualidad de gran importancia, debido prin-
cipalmente a sus aplicaciones tecnoldgicas. Por lo cual, resulta importante desarrollar her-
ramientas que permitan caracterizar a estos materiales. Existen varias técnicas que ayudan
a determinar las propiedades fisicas y qufmicas de un material, podemos citar por ejemp-
lo a la espectroscopfa Auger, Raman, los rayos X, entre otras. En particular la espectro-
scopfa de pérdida de energfa de electrones 6 EELS puede ser utilizada sobre especfmenes muy
delgados, los cuales forman un medio compuesto, y obtener informacién sobre la composi-
cidn qufmica y la estructura de éstos, alcanzando una buena resolucién. De hecho actual-
mente con la espectroscopfa de pérdida de energfa de electrones en los microscopios de trans-
misién y barrido se obtienen espectros de pérdida de energfa con una resoluciéﬁ de 0.2 eV {1]
con haces de electrones del orden de 100 keV y didmetro del orden de 5 A . Lo cual permite
obtener informacién de zonas muy localizadas de la muestra y analizar su microestructura [2].

La técnica de EELS resulta tan podercsa que puede ser utilizada por ejemplo para carac-
terizar estructuras l_nateriales que se encuentran profundamente sumergidas en el interior de
una muestra ¢ para formar mapas qufmicos en escala nanométrica de estas muestras, inclusive
se puede utilizar para "observar” hileras individuales de 4tomos en un cristal e identificar el
tipo de dtomos y sus estados de ligadura(3).

El microscopio electrénico de transmisién de barrido (STEM) ha abierto la posibilidad
de utilizar los electrones de alta energfa producidos en su interior para realizar experimentos

de EELS. Recientemente se ha'empleado para analizar medios compuestos con interfaces y



particulas pequeiias. Algunos de estos experimentos sugieren la presencia de particulas de
forma aproximadamente esférica en muestras de medios por lo demds homogéneos.

La posibilidad de usar experimentos de EELS como herramienta para hacer el andlisis mi-
croestructural de sistemas inhomogéneos ha requerido de teorfas confiables para interpretar
cualitativa y cuantitativamente los datos experimentales en términos de las excitaciones induci-
das por los electrones en las muestras. Por ejemplo, un estudio detallado de las excitaciones de
valencia por medio de EELS puede proporcionar informacién substancial acerca de la estrue-
tura de las bandas de valencia en un sélido con determinada forma geométrica. También, el
electrdn incidente puede producir oscilaciones de carga tanto en el interior como en la superficie
de un material. La forma geométrica del material determina los modos de resonancia de las
oscilaciones de carga tanto en el interior del material, como en su superficie. Estos son solo
algunos de los moativos por los que se ha producido un gran esfuerzo por desarrollar teorias que
ayuden a interpretar los experimentos de EELS.

Un tema de interés en afios recientes es el estudio de la pérdida de energfa de electrones que
atraviesan un medio formade por un cierto material que contiene inclusiones de un material
diferente. En particular el trabajo de Howie y Walsh [4] sobre peliculas delgadas de AlF3, en las
cuales se hace incidir un haz de electrones rdpidos y después de un cierto tiempo de irradiacién
se forman partfculas coloidales de aluminio, permitié obtener espectros experimentales para.
este tipo de medios.

Este trabajo centra su interés en el estudio de los espectros que se obtendrfan empleando la
técnica de EELS de alta energfa en una muestra consistente en un sistema de esferas colocadas
al azar en una matriz homogénea. El calculo de estos espectros se hace utilizando el formalismo
desarrollado por Barrera y Fuchs [5]. Una de las aportaciones de este trabajo es el proponer un
procedimiento para ajustar a los espectros experimentales los espectros calculados usando esta
teorfa, de tal forma que la informacién que esta predice sobre la microestructura del material
sea lo més consistente posible con la informacién que el experimento arroja. En particular,
aplicamos este procedimiento de ajuste para determinar la microestructura de una rmuestra que
corresponde a uno de los espectros experimentales obtenidos por Howie y Walsh.

. Otras de las aportaciones de este trabajo consisten en proponer un procedimientc para

extender el formalismo mencionade a un sistema consistente de trestmedios, es decir, una



matriz homogénea con inclusiones de dos tipos de esferas y calculamos algunos espectros para
este sistema. Ademds, proponemos un método recursivo para caleular la funcién de pérdida de
energfa de electrones Z(E)-en un media inhomogéneo formado por esferas idénticas sumergidas
al azar en una matriz homogénea. También proponemos un método recursivo para el calculo
de la funcién Z(F) para un sistema con dispersién de tamafos para las inclusiones esféricas.

La estructura del trabajo que aquf presentamos es la siguiente: En el capftulo 2 presentamos
brevemente los fundamentos en los que se basa la espectroscopfa de EELS y mencionamos
algunas de las aplicaciones de esta técnica. En el capftulo 3 presentamos los conceptos de
funcién dieléctrica y pérdida de energfa de electrones en un material homogéneo. El capftulo 4
lo dedicamos a la funcién dieléctrica de un material compuesto, discutimos brevemente sobre
sistemas inhomogéneos, campo local y la aproximacién de Claussius-Mossotti. Al final de este
capitule exponemos con algo de detalle la representacién espectral de la funcién dieléctrica
inversa para un medio consistente en un sistema infinito de esferas sumergidas al azar eh una
matriz homogénea, la cual se debé a Barrera y Fuchs. Presentamos también una aproximacion
muy ttil para el cilculo de dicha funcién, la cual se debe a los mismos autores [6].

En et capftulo 5 proponemas un procedimiento novedoso para determinar la microestructura
de un medio inhomogéneo consistente en un sistema de esferas sumergidas al azar en una matriz
homogénea. Encontramos que dentro del contexto del formalismo en el que trabajamos, el hecho
de ajustar al espectro experimental la altura del pico del plasmén de volumen de las inclusiones
esféricas simultdneamente con la posicién, en la energfa, del pico del plasmén de superficie,
preporciona un buen procedimiento para la determinacién de la microestructura del sistema.
Aplicamos este procedimiento de ajuste para determinar la microestructura de una muestra que
corresponde a uno de los espectros experimentales obtenidos por Howie y Walsh para el sistema
Al en AlF3;. Ademds, comparamos con un ajuste previo hecho por Barrera y Fuchs [5], el cual
mejoramos. Este nuevo procedimiento de ajuste nos permite obtener los pardmetros geométricos
que caracterizan a la muestra, de tal manera que estos reflejan la parte mds significativa de la
microestructura real del material.

En el capftulo 6 proponemos un procedimiento para extender el formalismo presentado
en el capftulo tres a un sistema consistente de tres medios, es decir, un material que es la

matriz con dos tipos de inclusiones esféricas de materiales diferentes, y calculamos algunos



espectros para este sistema. Ademds, proponemos un método recursivo para calcular la funcién
dieléctrica inversa efectiva de un material compuesto la cual se utiliza para calcular la funcién de
pérdida de energia de electrones Z(£) en un medio inhomogéneo formado por esferas idénticas
sumergidas al azar en una matriz homogénea. Este método permite encontrar una solucién
analitica para el calculo de la funcién dieléctrica inversa efectiva de dicho material compuesto.
También proponemos un método recursivo para el caleulo de la funcidn Z(E) para un sistema
con dispersién de tamafios para las inclusiones esféricas contenidas en la matriz. Los espectros
obtenidos son semejantes a los obtenidos si no consideramos dispersion de tamafios en las esferas.

En el ltimo capftulo presentamos las conclusiones.



Capitulo 2

Antecedentes.

Desde principios de siglo el bombardeo de la materia con particulas cargadas ha sido unc de
los métodos m4s utilizados en el estudic de su estructura. En particular, la longitud de onda
de De Broglie del electrén (1 A para eléctron&s con energia de 100 eV ) y su fuerte interaccién
coulumbiana con los constituyentes de la materia le hacen un candidato ideal para el estudio
del estado sélido.

Cuando se lanza un ha.zrj de electrones sobre una muestra, éstos interaccionan con el sistema
de muchas partfculas que constituye dicha muestra (del orden de 10% particulas), dando lugar a
una gran variedad de procesos en la misma, y variando como consecuencia la energfa y momento
de los electrones del haz. Del andlisis de los electrones emergentes se puede obtener informacién
de los procesos que han tenido lugar, de la composicidn quimica y la estructura de la muestra.
En 1930 Rudford observd pérdidas del orden de 10 eV al bombardear materiales cristalinos con
electrones lentos. Luego, el primer espectro de pérdida de energfa en transmisién lo obtuvo
Ruthérma.n en 1948 con ldéminas delgadas de aluminio, encontrando también pérdidas de baja
energia que mas tarde fueron interpretadas por Bohm y Pines [9] en términos de excitaciones
colectivas de los electrones de conduccién, conocidas como plasmones de volumen. En 1957
Ritchie[10] extendié este trabajo incluyendo el efecto de superficies planas, demostrando que
éstas dan lugar a pérdidas adicionales asociadas a plasmones de superficie.

Actualmente con la espectroscopia de pérdida de energfa (ie electrones EELS, por sus siglas
en inglés, en los microscopios de transmisién y barrido se obtienen espectros de pérdida de

energfa con una resolucién de 0.2 eV[1] con haces de electrones del orden de 100 keV y didmetro
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menor a 5 A . Esto permite obtener informacién de zonas muy localizadas de la muestra,

permitiendo analizar su microestructura.

2.1 Espectroscopia de pérdida de energia de electrones.

En un microscopio de transmisién los electrones son acelerados a energias entre los 10 KeV y los
10 MeV para garantizar que estos atraviesen la muestra que es una pelfcula delgada { de 300 A
a 900 A). El haz de electrones que atraviesa la muestra es fuertemente afectado por los campos
electrostaticos de los micleos atémicos y los electrones de sus alrededores. Como resultado
de estas interacciones los electrones son dispersados, cambiando su direccién y momento y en
muchos casos transfirirendo una parte importante de su energfa a la muestra. Si el electrén
pasa cerca de un niicleo atémico, el campo eléctrico que en una vecindad cercana a este es muy
~ intenso, desvia la trayectoria del electrén a veces por mas de 90° grados. El electrén pierde muy
poca energia y se considera una colisién eldstica. La mayorfa de los electrones atraviesan la
muestra en trayectorias alejadas de los niicleos y pueden ser dispersados ineldsticamente como
resultado de la interaccién coulombiana con los electrones atémicos. Los electrones del haz
pierden energfa y sus trayectorias son desviadas por dngulos pequefios, tfpicamente entre 10
y 100 milirads. Finalmente el haz de electrones que atraviesa la muestra, al salir posee una
distribucién continua de 4ngulos dispersados y de pérdida de energfa. La distribucién de energia
de los electrones inelasticamente dispersados proporciona informacién sobre la composicién
qtﬁmica de la muestra y su microestructura.

Algunos de estos procesos de dispersidn ineldstica pueden ser interpretados en términos de
la excitacién de un solo electrén atémico de un orbital con cierta energfa a uno con mayor

energla, tal como se muestra en la figura 2.1.



Fig. 2.1. En la figura representamos la dispersion inelastica de un electron desde el punto
de vista cudniico. En este diagrame de niveles de energfa el electron C, que pertenece a los

electrones atdémicos que rodean ol niucleo, es excitedo de la capa K a lo banda de conduccidn.

Si los electrones excitados pertenecen a capas internas cuya energfa en el estado base es
de algunos cientos a algunos miles de eV por debajo del nivel de Fermi del sélido. Estos sélo
pueden llevar a cabo una transicién si absorben una cantidad de energia mucho mayor que su
energfa de amarre. Como la energfa total es conservada en cada colisién, los electrones rdpidos
pierden una cantidad igual de energfa y son dispersados en dngulos del orden de 10 mrad para
una energfa del haz incidente de 100 keV. Como resultado de la dispersién por los electrones
de las capas internas, los 4tomos de la muestra quedan en un estado excitado ( 6 ionizado) y
rdpidamente pierden este exceso de energfa en un proceso de "desexcitacién *, en el cual un
electrén de la capa externa lleva a cabo una transicién hacia un estado de menor energfa, la
diferencia de energfa es liberada mediante radiacién electromagnética ( emisién de rayos x) o
en la forma de energfa cinética proporcionada a otro electrén del dtomo (emisién Auger) . En
estos procesos la energfa perdida por el haz incidente oscila entre 100 eV y 2 keV.

Si los electrones del medio pertenecen a la capa exterior, también pueden producirse excita-
ciones sobre electrones a.isladds. En los materiales semiconductores § aislantes uﬁ electrén de
valencia puede llevar a cabo una transicién interbanda a través del gap de energfa , siendo el
electrdén rdpido del haz el que le proporciona la energfa para dicha transicién. En el proceso
de desexcitacién puede emitirse radiacién electromagnética, algunas veces en la regién visible,

aunque la mayorfa de veces la energfa cedida por el electrén rdpido aparece como calor.



Ademds de las excitaciones individuales de electrones mencionadas, se pueden producir ex-
citaciones electrénicas que involucren a electrones de la capa exterior de varios 4tomos. Este
efecto colectivo es conocido como reson_ancia de plasma y corresponde a oscilaciones en la den-
sidad de los electrones de valencia , estas oscilaciones en la densidad se propagan como una
onda lengitudinal. En una descripcidén cusntica estas oscilaciones estdn asociadas a una pseu-
dopartfcula llamada plasmén, con energfa hw, proporcional a la rafz cuadrada de la densidad
de los electrones de valencia. Para la mayorfa de los solidos dicha energfa se encuentra com-
prendida en e] rango que va de los 5eV a los 50eV. En el plasmén como proceso de excitacién
colectiva de electrones, la energia cedida al sistema por el haz de electrones rapidos, es distribui-
da entre muchos stomos. En el proceso de desexcitacién la energfa de los electrones rapidos es
depositada, via transiciones interbanda, en forma de calor.

Estas oscilaciones colectivas de electrones pueden tener lugar en el volumen de un material
y son llamadas plasmones de volumen, é también a lo largo de superficies que limitan distintos
medios y son llamados plasmones de superficie. Las tltimas corresponden, como se verd ade-
lante, & una energfa menor que los plasmones de volumen. La vida media del plasmén es muy
corta, del orden de 10~1% s.

EI hecho de que las excitaciones electrénicas sean de cardcter colectivo o individual depende
de! momento de las mismas. Para momentos grandes asociados a longitudes de onda pequeia,
esto es momentos mayores que ke, que es el momento méiximo de corte, del orden de wy/vr , en
donde vy es la velocidad de Fermi, predominan las excitaciones individuales, mientras que para
momentos pequefics predominan las excitaciones colectivas. Por otra parte, si la muestra es lo
suficientemente gruesa existe cierta probabilidad, distinta de cero, de que el electrén transmitido

de lugar a m4s de un plasmdn.

2.1.1 Dispositivo experimental de EELS.

Comeo se menciond, la base de 1a técnica de EELS consiste en hacer pasar un haz de electrones a
través de un sélido, de tal forma que el haz es fuertemente afectado por los campos electrostdticos
de los micleos y los electrones que forman el sélido. E! haz que deja la muestra tiene una
distribucion de energfas que proporciona informacion sobre las propiedades de la muestra. La

eleccién de la energfa cinética del haz de electrones que se envfa contra la muestra es importante
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pues de esto depende el tipo de espectroscopfa que se realiza. Para electrones que han sido
acelerados solo alguncs cientos de eV la interaccién con los 4tomos es tan intensa, que estos
s6lo penetran una capa atémica antes de ser reflejadas por la muestra. El analisis de la energfa de
estos electrones reflejados es la base de una técnica conocida como resolucién de alta energfa de
EELS, llamada de esta forma pues permite obtener espectros con resolucién de algunos meV. Por
otro lado si el haz de clectrones es producido por un microscopio de transmisién de electrones,
la energfa del haz incidente estard entre los 40 keV y los 400 keV. Si ademds la muestra es
lo suficientemente delgada, digamos menor a 1 wm, el haz de electrones rdpidos atravesard
completamente la muestra. Los electrones trasmitidos son dirigidos a un espectrémetro. Este
espectrémetro es del tipo de prisma magnético, posee un campo magnético que distribuye a los
electrones trasmitidos de acuerdo a su energfa cinética. La distribucién de electrones resultante
representa la probabilidad relativa de que un electrén haya perdido una cierta cantidad de
energfa E en la muestra. El espectro de pérdida de energfa obtenido puede ser transmitido a la

memoria de la computadora. El proceso anteriormente descrito se ilustra en la siguiente figura

" (Fig. 2.2).
c 1

Fig. 2.2 Dibujamos un sistema de EELS basado en un microscopio de trasmisidn de

electrones{ TEM).

[T DETECTOR

i
fi

La técnica de EELS ha sido ampliamente utilizada en dreas como la biologfa y la ciencia
de materiales. Permite por ejemplo, distinguir entre las tres formas elementales del carbén:
el carbén amorfo, el grafito y el diamante. En la biologfa las técnicas de EELS son de gran
ayuda para determinar algunos elementos que aparecen en concentraciones muy pequenas. Esta

técnica también abre la posibilidad de perforar agujeros microscépicos de Snm de didmetro,
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en peliculas delgadas de éxido de aluminio, las cuales podrfan ser utilizadas para almacenar
memoria aumentando notablemente la densidad de informacién que se puede almacenar(2]. La
técnica de EELS es pues una herramienta muy poderosa para hacer el microandlisis de un

material.

2.1.2 Espectro de pérdida de energfa.

Los primeros datos experimentales utilizando la técnica de EELS con un haz transmitido fueron
reportados por G. Ruthermann en 1941. Ruthermann registré espectros de pérdida de energia
obtenidos al hacer incidir un haz de electrones en una pelfcula delgada de aluminio y nitrocelu-

losa. En la figura 2.3 mostramos dos de estos espectros.

{a) {b)

100 3 EteVy .
(]
80 8 ol ¢ os 8
3 3 i &
2 o p -
N ]
2 ] ! L1
£ a g o
g I
20 c 0 e O ) 1 ] 1 0 'g
- [} 00 200 M0 400 500 -

U 5 5

Fig. 2.5. (a) Espectro de pérdida de energia de electrones para una limina delgada de
Al Se muestran picos correspondientes a la excifacidn de plasmones a intervalos de 16 eV. (b)
Espectro de EELS para una ldmina delgada de nitrocelulosa que muestra un pico correspondiente
e la excitacion de un plasmon en 24 eV. Este plasmdn se origina de la dispersidn ineldstica
con los eletrones de valencia. Arviba de 200 €V se ven orillas de ionozacidn con umbrales

correspondientes o energlas de amarre de la capa K del carbén, nitrdgeno y ozigeno.

" En las figuras anteriores podemos distinguir un méximo local 6 "pico ” centrado en torno
aun valor para la energia de E = 0, el cual es debido' a electrones que fueron dispersados
eldsticamente por la muestra 6 a electrones que no fueron afectados por esta. En general, la
parte del espectro por debajo de los 50 eV es conocida como la regién de baja pérdida y es

debida a los electrones del haz que interactian con los electrones atémicos de las capas mis
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externas y que se encuentran débilmente confinades. Por cjemplo, los otros picos de la figura 3,
inciso {a), y que aparecen cada 16 eV se deben a que el haz de electrones incidente cedio energfa
al aluminio para producir miltiples plasmones. En la figura 2.3, inciso (b), que corresponde
al espectro de la nitrocelulosa también aparece un plasmén. Esto nos dice que los electrones
de valencia en un material aislante como la nitrocelulosa también responden colectivamente.
En la figura 2.4 mostramos un espectro de pérdida de energfa para un material compuesto el
cual consiste de partfculas de aluminio inmersas en AlF3. Podemos ver que aparecen, adem4s
de} pico eldstico el cual no alcan.za a distinguirse, tres picos. El primero de ellos, ¢l de més
baja energfa, corresponde a la excitacién del plasmén de superficie y los otros dos picos estdn

asociados a la excitacién de plasmones de volumen del Al en 16 eV, y del AlF; en 24 eV.

e
008 |-
.olll
;S 0016 |-
= o
| oM}
_Q e
83 @
= am2 -
ad
.g.g 0010 [
B8 om|
B3
Q.5 oosp
8o ol
o
K a0+
aom }
1. L 1 A 1
0 [ ) 0 © Y

Energia [aV]

Fig. 24 Espectro de pérdida de enegfa obfenido erperimentalmente y que corresponde la

_ sistema: particulos de Al inmersas en AlF;3.

Uno de los modelos més utilizados para explicar los espectros de pérdida de baja energfa es
el modelo dieléctrico cldsico. Dicho modelo considera al electrén incidente como una partfcula
clasica que sigue una trayectoria definida y caracteriza al medio en el que se mueve el eletrén

- con una funcién dieléctrica que en general depende del vector de onda y la frecuencia del campo
eléctrico en el medio. Este enfoque fué utilizado inicialmente por Fermi en 1940 y luego por

Lindhard en 1954. También es p'osible interpretar dicha pérdida de energfa como un proceso de
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dispersién del haz de electrones el cual estd descrito como una superposicién de ondas planas.
Ritchie y Howie [11] han estudiado la validez del modelo clésico en relacién con el cudntico para
el caso de un haz extenso, concluyende que los dos modelos convergen siempre que se recolecten
todos los electrones dispersados y se tenga en cuenta la distribucién espacial del haz incidente.

En el siguiente capftulo presentamos los conceptos basicos necesarios para entender el en-

" foque dieléctrico cldsico de la pérdida de energfa en un material.
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Capitulo 3

Funcién Dieléctrica.

En este capitulo introducimos el concepto de respuesta dieléctrica 6 funcién dieléctrica e. Dis-
cutimos algunas de sus caracterfsticas y propiedades mds relevantes. Estudiamos un medelo
particular de funcién dieléctrica que se utiliza para describir metales, llamado funcién dieléc-
trica de Drude. Preséntamos la relacién de dispersién para una onda monocromdtica en un
medio caracterizado por esta funcién dieléctrica y definimos lo que es un plasmén. También

presentamos el cdlculo de pérdida de energia de un electrén que atraviesa un medio infinito.

3.1 Polarizacién y susceptibilidad‘ eléctrica.

Si aplicamos un campo eléctrico a un conductor los electrones de valencia se moverdn en re-
spuesta a este campo, reacomodandose de tal forma que no habrd ningin campo efectivo en el
interior de dicho conductor. En el caso de un material aislante 6 dieléctrico, no hay electrones
que se puedan mover libremente cuando aplicamos el campo, sin embargo estos materiales se
pueden polarizar de distintes formas. La polarizacién puede ser debida, al desplazamiento de
los electrones respecto a su correspondiente niscleo(polarizacion electrénica), 6 al desplazamien-
to de un ion con respectc a otros iones(polarizacién idnica). También puede deberse a que
las moléculas con momentos dipolares permanentes pueden cambiar su orientacién al aplicar el
campo eléctrico{polarizacién dipolar). En materiales inhomogéneos aparece también una po-
larizacidn interfacial, resultado de la-acumulacién de cargas en las fronteras entre un medio y‘

otro. En general, lo que se mide es el valor promedic de la polarizacién del medio.
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Imaginemos un material dieléctrico neutro, es decir, la carga total en todo el volumen es
cero. Coloquémoslo en un campo eléctrico [12]. Este campo inducird momentos multipolares
en las moléculas que componen el dieléctrico. Como el momento multipolar dominante es el
dipolar, podemos especificar el estado eléctrico del material a través de su momento dipolar por
unidad de volumen, el cual es llamado bolarizacién del medio P. Si el material es homogéneo
¥ Po es el momento dipolar de cada molécula, N (r) la densidad local de moléculas. Entonces

la polarizacién P es:

P(r) = poN{r). : (3.1)

~ Supongamos ahora que dividimes al dieléctrico en cubos de lado [, siendo { grande com-
parada con el tamafio de las moléculas pero pequena respecto a las dimensiones del dieléctrico.
Orientemos estos cubos de tal forma que la normal a una de sus caras sea paralela a la direc-
cién de la polarizacion P. Podemos en cada cubo reemplazar los momentos dipolares de las
moléculas contenidas en &l, por una distribucién ficticia de cargas equivalente, distribuida en
las caras de dichos cubos. Si P es espacialmete constante las cargas en las caras de los cubos
deben cancelarce excepto en las fronteras del material, en donde aparecerd una densidad de
carga superficial p. Por otro lado, si P no es uniforme, las cargas en las paredes no se cancelan

y aparece una densidad volumétrica de carga

s

y combinando la Ec. 3.2 con la ecuacién de Maxwell para la divergencia del campo eléctrico

obtenemos:
V -(E + 47P} = 4np,, {3.3)

en donde g, es la densidad externa de carga. Si definimos al vector de desplazamiento eléctrico
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D comeo:

D=E+47P, (3.4)
entonces la Ec. 3.3 se puede escribir:

V- -D=dnp,,- (3.5)

5i la respuesta del material al campo externo E es lineal y ademds dicho medio es isotrépico,

la polarizacién inducida es paralela a dicho campo, es decir:
P = xE. (3.6)

El coeficiente x es llamado la susceptibilidad eléctrica. Combinando las Fes. 3.4 ¥ 3.6 encon-

tramos que
D = (1 +4xx)E, (3.7)

el vector de desplazamiento D muestra una dependencia lineal respecto al campo externc E.

Si definimos a la constante dieléctrica 5 COTRO:
e=1+4ny, (3.8)
entonces pcleemos escribir la ecuacidn 3.7 en una forma simple:
D=¢E. ' (3.9)
También es posible definir a la densidad de corriente J de la siguiente manera:

J = {3.10)

S

Sabemos que a partir de consideraciones fenomencldgicas es posible establecer que en muchos

casos, para materiales conductores, la densidad de corriente J y el campo E estdn relacionados
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mediante una ecuacién de la forma:
J =0E, {3.11)

en donde o es la conductividad del medio. Tenemos entonces, que es posible encontrar una

relacién entre o y la funcién dieléctrica, la cual estd determinada por la siguiente ecuacién:

Amior

e=1+ (3.12)

Esta ecuacidn es vilida si el medio es isétropo y puede extenderse facilmente para medios

anisétropos.

3.2 Funcién Dieléctrica.

En la ecuacién 3.6 hemos supuesto una relacién lineal muy simple entre P y E. Sin embargo,

la relacién lineal m4s general entre los campos P(r,t) y E(r,t) es de la forma
Pa(r,'t) = / / Xep(r.tit', ) Ep(r',t') d¥rdt, (3.13)

en donde x,5 es una funcién tensorial real. De tal manera que la expresién més general para

la ecuacién 3.7 resulta ser:

Da(r,t) = f Car f €aplt, Tt F) Eg(r, t') &r, (3.14)

COn £4g una funcién tensorial real lamada funcién de respuesta dieléctrica 6 funcin dieléctrica.
Esta funcién es fundamental para describir la respuesta de un material dieléctrico a un campo
externo E. Debido a su importancia hacemos algunas observaciones respecto a ella yala
ecuacién anterior (Ec.3.14).

Primero observamos que el caracter tensorial de €44 refleja la posible anisotropfa del medio.
En medios isétropicos D y E son colineales, en medios anisétropicos la direccién de D y E puede

no coincidir. Ademds, el tensor .5 describe la influencia del campo en r ‘sobre la respuesta
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del medio en r. Si el medio es homogéneo, éste solo depende de la posicién relativa de r y
7/, esto es, depende de |r — r'|. Andlogamente si las propiedades del medio tienen invariancia
transtacional en el tiempo, £, solo dependerd de ¢ - t'.

Los lfmites de integracién en t que aparecen en la E¢. 3.14 reflejan el principio de causalidad.
La dependencia entre la respuesta del medio y los valores del campo anteriores a un cierto
momento se debe a que durante la variacién del campo el sistema de cargas se reestructura,
en un proceso que no es instantdneo, "recordando " los valores anteriores del campo. Esta
"memoria ” solo se conserva durante un tiempo del orden de 7, el tiempo de relajacién de las

‘cargas en el medio.

3.2.1 No localidad temporal y no localidad espacial.

Como ya hemos mencionado, si las propiedades del medio tienen invariancia translacional en
el tiempo, entonces la funcién dieléctrica solo dependers de t — ¢. Tomando esto en cuenta y
sin considerar la dependecia en forma explicita que ésta tiene con respecto a r y r/, podemos

escribir a la funcién dieléctrica de la siguiente forma:
Eap(r, T, 1, ) = £ap(t ~ t') = bap(t — t') + dmxop(t — ). (3.15)

De tal manera que:

Do(t) = Ea(t) +4n /Om Xap{T)Ep{t ~ 7}dr. (3.16)

Tomando la transformada de Fourier de esta }a ecuacién (Ec. 3.16). Es decir, multiplicando

por €*! ¢ integrando en t desde —oo hasta +oo, obtenemos:

Dylw) = Eq(w) + 4 /0 > Xop(T)e™ " Eglw)dr. _ (3.17)

Esta ecuacién se diferencia de la Ec. 3.16 en el hecho de que la intensidad del campo E que

aparece en la integral, no depende de la variable de integracién. De tal forma que es posible
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_ establecer la siguiente relacién algebraica:

Da(w) = eap(w)Ealw), {3.18)
en donde £,a(w) es el tensor de la funcion dieléctrica compleja definido por la expresién:

Eaplw) = bap + 411]0 xap(f)e“"’df. (3.19}

A continuacién mostramos algunas de las propiedades matem4ticas mds dtiles de este tensor:

"Primero calculemes el complejo conjugado de la Ec.3.19 , esto es:

oo .
Epalw) = bag +'/0 Anxop(T)e ™7 dr = gag(—w}, . (3.20)

de esta ecuacién es posible deducir que

aglw) = £ap(—w) (3.21)

eaplw) = —eng(—w), -(3.22)

en donde £” = Ime y ' = Ree, denotan la parte imaginaria y real de £. De lo anterior podemos
concluir que, eap(w) = &, 5(w) + 1 g g{w) tiene como parte real una funcién par y como parte
imaginaria una funcién impar..

Como hemos mencionado, la relacién entre el campo aplicade y la respuesta del medio
puede ser no local en el espacio. Es decir, la respuesta del sistema en cierto punto puede estar
determinada no sélo por los valores del campo aplicado en dicho punto, sino también por los
campos generados en torno a éste. Si nos limitamos al caso de medios espaciales homogéneos
en donde £4p dépende solamente de r—r’ en las variables espaciales, combinando las Ecs. 3.14

y 3.18 encontramos que
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Delr,w) = f eas(t — ¥ ,w) B w)dv'. ' (3.23)

Si tomamos la transformada de Fourier con respecto a r de esta ecuacidn, obtenemos la siguiente

relacién algebraica

Da(k,w) = eaplk,w) Eg(k, w). (3.24)

Si la relacién entre la respuesta del medio y el campo aplicado es local en el tiempo. Es decir,
51 despreciamos la variacién de Eg(r',w) sobre una region del espacio el la cual ,5{(r — v, w)
es diferente de cero, la funcién £,a(k,w) no dependerd de k y podremos escribirla en forma
de una funcién que sélo depende de w. El lfmite local consiste pues, en tomar €aplk,w) en el

limite de longitud de onda larga, es decir Kk — 0.

3.3 Relaciones de Kramers-Kronig.

Si tomamos a g(w) como una funcién de la variable compleja w. Se encuentra que una de las
propiedades analiticas m4s importantes de esta funcién consiste en que no tiene singularidades
en el semiplano superior de la variable compleja w. Dicha propiedad resulta del principic de
causalidad. Esta analiticidad de ¢(w) en el semiplano superior de w = Rew+4 Imew significa que
la parte real e imaginaria de e(w) no son independientes, lo cual nos permite usar el teorema
de Cauchy para encontrar la relacién entre ellas [12]. .

Supongamos un punte z en el interior de un contorno cerrado I' en el semiplano superior,
usando el tecrema de Cauchy encontramos que,

e(z) =14 j‘( -1, (3.25)

2mi Jr -2

Si el contorno I' consiste del eje real w y un semicfrculo en el semiplano superior que se extiende
a infinito, es posible probar que &(w) — 1 decae suficientemente rdpido en infinito de tal forma

que la contribucidn del semicfrculo a la integral es cero. Entonces la Ec.3.25 puede escribirse
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de la siguiente forma:

f(z) =140 [ Tl (3.26)

2ni f _p W—z

en donde z es ahora cualquier punto en el semiplano superior y la integral es a lo largo del eje

real. En el limite en el que la frecuencia compleja se aproxima al eje real : z=w + 18, con @

— {), entonces

e(z) = 14 — [m =1y, (3.27)

2w o —w + 18

Si escribimos el denominador del integrando como P{=1-) + iné(w'— w), en donde P denota la

parte principal , esta ecuacién se puede escribir como:

- ew)—1 .
f(z) =1+ 'P/m S —dw, (3.28)
con parte rea! e imaginaria
~ Ima(w‘)
Ree(w) =1+ me T (3.29)
Ime(w) = -—'P/ Ma&u (3.30)

Estas son las llamadas relaciones de Kramers-Kronig y con frecuencia se utilizan para la recon-
struceién de la funcién completa e{w) por sus partes real 6 imaginaria, a partir de mediciones
de la reflectancia, el indice de refraccién 6 el indice de absorcién. Estas medicicnes deben ser
hechas en un intervalo de frecuencias lo mas ancho posible. También es posible obtener datos

experimentales de la funcién dieléctrica mediante experimentos de EELS.

3.4 Modelo de Drude.

En un aislante sabemos que los electrones estdn ligados al micleo. La fuerza que sienten debido a

los niicleos dichos electrones es en la direccién de los micleos, sin embargo, a partir de resultades
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cudnticos es posible interpretar a este sistema como un oscilador arménico amortiguado, en
donde la fuerza de amartiguamiento es proporcional a la velocidad. La respuesta del medio a
una onda incidente se obtiene sumando los movimientos de cada una de las partfculas y tomando

el promedio. Consideremos la ecuacién del oscilador arménico amortiguado en una dimensién

d&*r  dr e
en donde e es la carga del electrén ligado al micleo, m su masa y Eyy la componente en la

direccién z del campo molecular gque actiia sobre diche electrén. Ademis wyq es la frecuencia
i

propia del oscilador no amortiguado y v es el factor de disipacién dade por v = ., en donde
T es el tiempo medio entre colisiones. Supongamos ademds que la amplitud de la oscilacién es
pequeiia comparada con la amplitud del campo aplicado. Si el campo Eyno varfa arménicamente

en el tiempo con una frecuencia w, la contribucién al momento dipolar de cada electrén es
e o 2 _poen-1 .
p=—ex= —n—l(wo +w® — twy) Bt (3.32)

Si tenemos N moléculas por unidad de volumen, cada una de ellas con z electrones con fre-
cuencia propia w; y una fraccién efectiva f; de electrones por molécula con una constante de

amortiguamiento «y; .Y luego combinamos las ecuaciones 3.8 , 3.6 y 3.32 se encuentra que:

41rNez fj
elw) =1+ — ;ug—wum,f (3.33)

En general el valor de la disipacién para cada tipo de molécula -y; es pequefio comparado con
wj pues £(w) es basicamente real, excepto para algunos valores de w. El factor (w? — w?)~! es
positivo para w menor que w; y negativo para w mayor que w;. La parte real de e(w) es cero si .
w= iu_,— . La parte imaginaria de £(w) es positiva y estd asociada a la disipacién de la energia
de una onda que atravieza un medio. Las regiones en donde Ime(w) es grande son llamadas
regiones de absorcién resonante. ’

Ahora supongamos que nos encontramos en un metal. Es decir, tenemos una cierta canti-

dad de electrones libres por molécula, digamos fp, y cada uno de ellos con una frecuencia de
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resonancia de wg = 0. Utilizando la Ec. 3.33 con estos valores de f; y w; tenemos que

4wNe? fo .
gw)y=1+ t——;l—m, (3.34)

Si ademds definimos la frecuencia de plasma del medio como

4nNe?
p =, (3.35)
entonces dicha ecuacién se puede expresar de la siguiente manera:
W2 .
elwy=1—- —E2— . (3.36)

wlw +ivg)’

la cual es conocida en la literatura como la funcién dieléctrica de Drude.
3.5 Relaciones de dispersién.

Supongamos un medio isotrépico y homogéneo no magnético en el cual la ecuacién para una
onda electromagnética transversal se puede escribir como [20]:

D

=7 =c'V’E. .
ETe (3.37)

Sabemos que es posible proponer una solucién de la forma E~ Ezp [i(k - r - wt)], ¥y puesto que

se satisface la ecuacién 3.24, podemos escribir la ecuacién de dispersién para esta onda como:
e(k,ww? = k% (3.38)

A continuacién analizaremos, brevemente, la informacién que contiene esta ecuacidn: Si £(k,w)
es real, mayor que cero y ademds w es real, la ecuacién nos dice que k también debe ser real.
Por lo que la onda electromagnética transversa se propaga con velocidad de fase 7‘5- Si e(k,w)
es real pero menor que cero y w es real, encontramos que k debe ser imaginaria y la onda es

amortiguada con una longitud caracterfstica que va como 1%[ También tenemos que, si 2(k,w) es
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compleja y w es real, entonces & resulta compleja y las ondas son amortiguadas. Como veremos,

los ceros de e(k,w) determinan las frecuencias de los modos longitudinales de oscilacién por lo

cual,
e(k,w) =0,

es la condicién para la aparicién de los llamados plasmones.

Como sabemos, para campos logitudinales, las excitaciones colectivas que aparecén en un
gas denso de electrones tienen una frecuencia propia que podemos calcular usando las ecuaciones
de Maxwell. El cardcter longitudinal de estas oscilaciones nos da la siguiente condicién para el

campo eléctrico E :
VxE=0. {3.39)
Escribiendo la ecuacién de Maxwell para el rotacional de £ dela siguiente manera
VxE= éwB, (3.40)

en donde w es la frecuencia y B el campo magnético. Y combindndola con la ecuacién 3.39, se

encuentra que B = 0 para una w finita. Podemos entonces escribir:
V xB=0. (3.41)

También podemos escribir la ecuacién de Maxwell para el rotacional de B de la siguiente manera:

VB Ty 10D

~5 (3.42)

En esta ecuacién J*=¢ es la corriente externa, que es cero. D es el vector de desplazamiento. Si

combinamos las Ecs. 3.41,3.42 y 3.9 se encuentra la siguiente ecuacién:

%:’ws(k,u)E =0. (3.43)
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Como la amplitud de las fluctuaciones de la carga debe ser finita y distinta de cero, la condicién

que establece la frecuencia propia es :

elk,w) =0. (3.44)

Estaes a condicién que define la relacién de dispersién para el plasmén. El campo eléctrico de
estas oscilaciones longitudinales es paralelo a k y el campo magnético es nulo[13]. Para obtener
la frecuencia propia w, resulta necesario conocer la forma particular de la funcién dieléctrica
e(k,w).

Supongamos entonces que tenemos un gas de electrones libres descrito por una funcién
dieléctrica de Drude, con un tiempo de relajacién 7 y limitémonos a estudiar lengitudes de

onda larga, es decir ¥ — (. Entonces:

2

w) =g o1 = _L.
e(w) = e'{w) +ie"(w) =1 o+ ) (3.45)

Y usando la condicién £(w) = 0, s6lo si su parte real e imaginaria se anulan simultdneamente,

es decir £/(w) = £"{w) = 0, obtenemos que:

W' = upll - ) (3.46)
W=5 (3.47)

La solucién de la ecuacién e{w) = 0, es pues wy = o' +iw . Observemos que si wr 3> 1 entonces
W o= u;,, en donde wy es la frecuencia de plasma. Vemos ademds que la parte imaginaria de
la frecuencia w”describe el amortiguamiento en la amplitud de estas oscilaciones y que es :

=t

—ut = e7v

-4

En general la frecuencia propia cambia su valor con la longitud de onda. La relacién de
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“dispersién e(k) se puede obtener si conocemos la dependencia del vector de onda k 6 la funcién
dieléctrica g{k,w) . Podemos entonces resolver la ecuacién £(k,w) = 0 en forma similar a como

lo hicimos en el p4rrafo anterior. -

3.6 Excitacién de plasmones por electrones.

Es posible excitar plasmones haciendo pasar un electrén a través de una pelicula inetdlica delga-
da, de tal forma que la carga del electrén se acopla con las fluctuaciones del campo electrostético
de las oscilaciones del plasma. En el caso de los aislantes las oscilaciones colectivas corresponden
al hecho de que el conjunto de electrones de valencia oscila respecto a los micleos atémicos. De
igual forma la carga del electrén se acopla a las fluctuaciones del campo electrostatico.

El electrén incidente entra en el gas de electrones con velocidad v, y produce una densidad

de corriente que se puede expresar como:
J = evé(z — vt). : (3.48}

Dicha densidad de corriente polariza el medio, de tal forma que el campo eléctrico inducido
Eing por la polarizacidn , interactia con el electrén incidente. Dicho campo actia scbre el
electrdén, de tal forma que éste pierde cierta energfa dW por unidad de longitud recorrida dS,

tenemos entonces que:

—dW = F - dS = |¢| Bing - dS. (3.49)

Resulta que el campo eléctrico inducido Eing puede ser calculado usando las ecuaciones de
Maxwell aplicadas al sistema particular que estemos trabajando.
Supongamos ahora que el electrdn viaja en un medio infinito como se muestra en la figura

3.1
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Fig. 3.1. Representamos a un electrdn gue viaja en un medio infinite caracterizado por una

funcidn de respuesta dieléctrica £(k,w) . Suponemas que dicho electrén viaja en una trayectoria

rectilinea.

El electrén se mueve a lo largo del gje Y, con velocidad v, de tal forma que la pérdida de

energfa por unidad de longitud que experimenta es:
dW ~-v-E
—_— = (—Wfﬂ e (3.50)

Ademds el medio estd descrito por una funcién de respuesta dieléctrica e{w, k) que depende
tanto del vector de onda como de la frecuencia del campo eléctrico. Si los cambios de energfa
y momento del electrén incidente son pequefios comparados con su energia cinética, podemos
considerar que éste se mueve en una trayectoria rectilinea r = vt , de forma que la densidad de

carga externa p(r,t), se puede expresar como:
plr,t) = —eb(r — vt), (3.51)
Donde e es la carga del electrén. Puesto que el potencial debe satisfacer 12 ecuacidn:
eV = —dup(r,t), (3.52)
que al tomar la transformada de Fourier:
1 o 1) ik 5 :
—_— 1 =
200 = gt [_ K3 [ e B{k, w)dw, (3.53)
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se puede escribir como:
ek, w)(k,w) = dnplk,w), (3.54)
en donde la transformada de Fourier de la densidad de carga est4 dada por:
olk,w) = —2med{w — k- v), (3.55)

de tal forma que la transformada de Fourier del potencial resulta ser:

~Brleb(w —k - v)

Blke,w) = ~— 7 e

(3.56)
Para hallar el potencial inducido en el medio, debemos restar al potencial definido por la Ec.3.56,
el potencial externo, es decir el potencial que crearfa la misma. carga en el vacio, esto es:

—8n?eb(w — k.
Bunallow) = KLy, (@5)

Para hallar la pérdida de energfa, hay que calcular previamente el campo inducido debido a la
polarizacién inducida por la carga externa en el medio, la cual actiia sobre la partfcula misma.

En el espacio de Fourier, la relacién entre el campo y el potencial inducido es:
E‘-m;(k,w) = —ik@,‘nd(k,w), (358)
y la pérdida de energfa por unidad de longitud se puede escribir como [29]:

aw 1 iter—ot) —872eb(w —k-v), 1
dy (2vr)‘/w jm Sl velleren 2 (E(k,w)—l) dw.  {359)

Puesto que la partfeula se mueve en la direccién del eje Y, podemos integrar en k, obteniendo

dw 1 w 1
dy 27r2v2_/ @j @t Clwy ~ 1 de (3.60)

en donde Q es el momento perpendicular a la trayectoria de la particula, y @ su modulo., Para

medios isotrdpicos, como es el presente caso, podemos considerar que la funcion dieléctrica
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depende unicamente del modulo del momento y no de su direccién, entonces e(k, o) = e(k,w).
Si tomamos en cuenta las propiedades de paridad de la funcién dieléctrica que depende de w ,

podemos escribir:

_! - wv?/ 5 [ R oW S(k ) (361)

en donde @ es el médulo del vector de onda perpendicular a la trayectoria de la partfcula y
=Q? +4.
5i definimos la probabilidad por unidad de longitud, per unidad de energia, de que un
electrén pierda energfa E = kw, como 3‘%57, entonces:

/ dE EdE‘dl (3.62)

Comparando las ecuaciones 3.61 y 3.62 es posible mostrar que:

T = (@0E)'S(B),

en donde, la densidad de probabilidad de pérdida de energfa pérdida E(E) queda definida por:

QdQ -1
E(E)= Im e(k o) (3.63)
con ag el radio de Bohs, E; la energia del electrén incidente , y k = Q.2 + ";’; Qesla

componente perpéndicula'.r de k, y Q- es un-valor de corte de est4 componente, de tal manera <.1ue
para valores de € mayores a Q,, las oscilaciones colectivas del sistema decaen ¥ no contribuyen
al valor de la integral. Como hemos visto la funcién que contiene toda la informacién del medio
¥y que determina la prebabilidad de cada evento es la funcién de pérdida Im Rf";j

Aqui concluimos la revisién de los conceptos basicos que utilizaremos en el resto de este

trabajo. En el capftulo siguiente discutimos la pérdida de energia en un medio inhomogéneo.
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- Capitulo 4

La funcién dieléctrica en un material

compuesto.

En este capftule discutimos el calculo de la funcién dieléctrica longitudinal inversa £=! en un
medio formado por partfculas esféricas idénticas de radio a, caracterizadas por una funcién
dieléctrica £;(w), que se éncuentran inmersas al azar en una matriz de un material distinto
caracterizado por una funcién dieléctrica £2(w). En la figura 4.1 se muestra un esquema de
dicho sistema. Un material con este tipo de estructura se llama compuesto granular. También
se dis.cuten brevemnente algunos antecedentes del problema de calcular la funcién dieléctrica

inversa efectiva £! que corresponde a tal sisterna y se estudian dos formas de resolverlo.

- €1=81("-’)
& @ ol 18E0
@ .

—2

Fig. 4.1 Representamos un sistema formado por particulas esféricas idénticas de radio a,

camacterizadas por una funcidn dieléctrica £)(w), inmersas al azar en una matriz de un material
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distinto caracterizado por una funcidn dielécirica e3(w).

4.1 Sistemas inhomogéneos.

Existe una gran variedad de sistemas inhomogéneos. En muchos de ellos dichas inhomogenei-
dades pueden estar tan extendidas en el sistema que, vistos a gran escala parecen homogéneos.
Ademis ¢! comportamiento de dicho material puede estar determinado por ecuaciones consti-
tutivas macroscépicas. El problema es entonces encontrar una forma razonable de llevar a cabo
el promedio sobre las variaciones estadfsticas 6 inhomogenidades del material.

Debido a la estructura geométrica de un material compuesto, los campos eléctricos inducidos
son altamente inhomogéneos a escalas de longitud del orden de la separacién espacial entre
las inhomogeneidades. Si lo que interesa es el promedio de estos campos, en lugar de sus
fluctuaciones espaciales, el concepto de respuesta efectiva (6 medio efectivo} se vuelve apropiado
para tratar el problema. Una funcién dieléctrica de respuesta efectiva 6 macroscdpica, se puede
entonces definir como un operador lineal r;lue relaciona el promedio del desplazamiento eléctrico
. con el promedio del campo eléctrico.. El problema consiste entonces en desarrollar una teorfa
para calcular dicha resbuesta efectiva. Para un material compuesto ésta debe estar en términos
de las funciones de respuesta de sus cémponentes y de las propiedades estadfsticas de su
estructura geométrica. El estudio de esta funcién de respuesta efectiva para la descripcién
de las propiedades pticas y eléctricas para un material compuesto por dos medios, ha sido
largamente trabajada desde mediados del siglo pasado.

Las primeras discusiones cuantitativas de este problema est4n estrechamente relacionadas
con el desarrollo del concepto de campo molecular. Faraday en 1837 propone un modelo de
dieléctrico que consiste en esferas met4licas separadas entre si por un materia) aistante. Mossot-
ti, Clausius y después Lorentz analizan la interaccién entre las entidades polarizables de dicho
modelo. En la siguiente seccién se presenta brevemente dicho andlisis. Luego, a principios de
siglo Maxwell Garnett {16], en un articulo sobre vidrios que contienen pequefias esferas met4i-
cas, deduce la relacién de Clausius-Mossotti-Lorentz basindose en las ecuaciones de Maxwell
para ondas que se propagan en un medio. Postericrmgnte Bruggema‘n propone una teoria de

medio efectivo en donde trata a los dos constituyentes de un material inhomogénec en una forma
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simétrica. Tanto Maxwell Garnett como Bruggeman encuentran expresiones sencillas para la
funcién de respuesta dieléctrica efectiva, las cuales son ampliamente usadas en la interpretacion
y andlisis de informacién éptica,

La aplicaci6n de teorfas de medio efectivo al problema de pérdida de energfa de electrones
en materiales compuestos es reciente. En el resto del capitulo presentamos primero el problema
de una particula que se mueve en un medio inhomogéneo al cual cede parte de su energfa, y
luege una breve deduccién de la relacién de Claussius-Mossotti. Presentamos también, una
de los ms fructfferas teorias para el cdleulo de la funcién dieléctrica efectiva para un medio

inhomogeneo granular, debida a Barrera y Fuchs [5].

4.2 Una esfera aislada.

Usando la teorfa clésica de la electrodindmica es posible encontrar una expresién para la energfa
total perdida W, por una partfcula de carga g que se mueve en una linea recta a través de un
medio compuesto cuyos n compenentes pueden ser individualmente descritos por una funcién
dieléctrica e,(w}. La pérdida de energfa que sufre un electrén rpido al interaccionar con un
sélidl; ha sido durante algiin tiempo un problema de interés, en particular en afios recientes
dicho interés es estimulado por el desarrollo de los microscopios del tipo STEM {Scanning
Transmission Electron Microscope) que son capaces de enfocar un haz muy angosto (v 0.2nm)
de electrones rédpidos (-~ 100kev) sobre una muestra. El problema de la pérdida de energia de
un electrén atravesando un medio en el cual se encuentra una esfera de cierto material, fué
trabajado primero por Fujimoto y Komaki [22), y luego por una serie de otros investigadores.
Estos trabajos dan como resultado la posibilidad de calcular en una forma precisa la pérdida
de energla de dicho electrdn al interaccionar con una esfera de un material caracterizado por
una funcién dieléctrica e(w) .

En particular, es posible calcular la probabilidad de pérdida de energfa para el caso de un

electrdn que pasa cerca de una esfera de material dieléctrico como se muestra en la figura 4.2.
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Fig. 4.2 Representamos a un electron que pasa cerca de una esfera de material dieléctrico.

Cuando el electrén en su trayectoria se acerca a la esfera, que es un objeto polarizable, puede
excitar plasmones en la superficie de dicha esfera. Al excitar estos plasmones de superficie el
electrén pierde parte se su energfa.

La energfa total perdida W depende del parametro de impacto s y est4 dada por:
o .
W(s} = f wP(s,w)dw. (4.1)
o

En donde P(s,w) es la probalidad de que la partfcula pierda energfa w. Echenique, Howie Ng

Wheatley [14] encuentran que P(s,w) se puede calcular de la siguiente manera:
P(s,w) = z Pl{s,w) (4.2}

24
?T2605202 Z Z o (! -m)'(?iin- m)'( )sz (——)Im[ -nlw)] ,

en donde a es el radio de la esfera, v la rapidez de la particula, § la delta de Kroneker y K, la
funcién de Bessel modificada de orden m. Ademds para el caso mostrado en la figura 4.2, en la

que ¢l electrén no atraviesa la esfera,se tiene que:

Ti{w) = l:((:u—)_:(fﬁ—)l | (4.3)

La ccuacién 4.2 ayuda a comprender la importancia relativa de cada uno de los modos excitados
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en la esfera por la carga g en su proceso de pérdida de energfa. Si 2® « 1 el término dominante
es el { = 1 que corresponde al modo dipolar. Si s es del orden de a la contribucién dominante
para cada ! proviene del término m = I. Luego, si “& < 1 pero & » 1 tenemos que P(s,w)
va. Como (%)2‘. También, si 22 es mayor que, 6 del orden de, la umdad, Ios modos dominantes
corresponden a varios valores de L.

También es posible calcular la probabilidad de pérdida de energfa para el caso en el cual el

- electrén pasa a través de Ja esfera{17} como se muestra en la figura 4. 3.

Fig. 4.3. llustramos el caso en el cual el electrdn atravieza a lo esfera con radio a y

caracterizada por una funcidn dieléctrica e(w).

Si se toman en cuenta las contribuciones a la pérdida total de energfa a lo largo de toda la
trayectoria del electrén, es decir tanto en el interior como en el exterior de la esfera, Rivacoba

y Echenique [17] encuentran que

(t —m)!

Pw) = — Z z 2 = Gom ) [(AD)? tm g, + (A})? Im ay) (4.4)
=0 m=0
2 -1 % w
+-1;_-Ji Im [5—(;5] -/; Cl(Tz)dz , {4.5)

en donde -y, estd dada como en la formuia 4.3 y ey por

({ + 1)(1 ~ g(w))

W) = e+ 11 D)’
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Ci es el coseno integral y A?m , Al estin dadas por las siguientes expresiones:

e ] z wz
0 - o —_ - —_—
Aim = @ ./;a dzr"ﬂﬂ"‘(r)ms( - ) para ! +m par
o2
= o /z- dzﬁﬁm(g)sin(%) para [ + m impar ,
i 1 ey z wz
AL = F/;. dzr Hm(;)cos(v) para { +mn par

wz .
) para { + m impar

= / % dert Bn(Zysin(2

a Za r v
Aqui, Pj, son las funciones de Legendre y r = VZTt st 24 = al - 52 , tal como puede
verse de la figura 4.3.

La principal diferencia entre las ecuaciones 4.2 y 4.4 es que, en la tltima aparece un término
que corresponde a la probalidad de que la partfcula pierda una energfa w al viajar una distancia
2%Z; a través de un medio con funcién dieléctrica £(w). Dicha probabilidad corresponde a
excitar el plasmén de volumen de la esfera mientras que el resto de la ecuacién corresponde a
la probabilidad de excitar plasmones en la superficie de la esfera .

Finalizamos esta seccién mostrando brevemente una interpretacién intuitiva de los plas-
moanes que aparecen en la superficie de la esféra. Descompongamos el potencial que produce
la presencia del electrén que viaja en componentes de Fourier. Este potencial externo induce
cargas en la superficie de la esfera, aparecen entonces multipolos asociados a esta distribucién

de carga. En la figura 4. 4 ilustramos un dipolo, un cuadrupole y un multipolo formados en la

superficie de una esfera.
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Fig. {.4 Hustramos a un dipols, un cuadrupolo y un multipolo, los cuales se inducen en la

superficie de la esfera.

4.3 Campo local y la aproximacién de Clausius-Mossotti.

Presentamos el siguiente an4lisis para esferas polarizables inmersas en vacfo, es decir con e = 1,
¥y sujetas a un campo externo E.z; [15]. Si en particular el campo externo es el producido por
un condensador de placas paralelas tenemos que Egpe = D, en donde E., es longitudinal. Los
resultados se pueden modificar en una forma sencilla para el caso en que éstas mismas esferas
estén inmersas en un medio distinte del vacfo.

El sistema de estas esferas y el condesador de placas paralelas satisface entonces la ecuacién:
E'+47P' = E.,, =D. (4.6)

En donde D es el campo de las fuentes externas, E' el campo macroseépico promedio longi-
tudinal dentro del dielectrico y —4wP! el campo longitudinal inducide. Esta ecuacién nos diee
que el campo E! se debe al campo de las fuentes externas m4s el campo inducido, y que se
opone a E, debido a las entidades polarizables, cuyo promedio en el espacio es —47P!. Ademis
—47P* = —4d7np, con n el numero de esferas por unidad de volumen y p el momento dipolar

inducido en cada una de ellas,



Fig. {.5 Campo producido en un dielectrico que se encuentra en el interior de un capacitor

de placas paralelas.

Consideremos una sola esfera sujeta al campo D mis el campo debido a las otras esferas
polarizables. La integral del campo debida a una region polarizada en el espacio exterior a dicha
region es —%wp , este resuitado se encuentra de la siguiente manera: Cologquemos una esfera
imagina.ria. con centro en la esfera polarizable como se muestra en la figura 4.5, 1a contribucién
al campo en el centro de la cavidad debido a sus alrededores est4 dada por la densidad de carga
de polarizacién distribuida en la superficie de la esfera imaginaria. Utilizando coordenadas

esféricas y tomando la direccién polar a lo largo de la direccién de p obtenemos:
r df2, (4.7

en donde r es el vector que va del centro de la esfera polarizable a la superficie imaginaria y

|r| = rcos@ , con d la diferencial de superficie, entonces:

' 2x x
- P 2g¢ing= —O" _P
Egup = V—v[o d¢-/o. df cos” #sinf = o (4.8)

con V-el volumen de la esfera imaginaria y v €l volumen de la esfera dipolar [15]. Si el volumen
de la esfera imaginaria es mucho mayor que el volumen de la esfera polarizable Eg,, = 2%—'-5

, entonces la esfera polarizable en consideracién bajo la accién del campo de n dipolos en el
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volurmen V estd sujeta a un campo promedio ‘—381’-5-71. Con estas consideraciones el campo

efectivo E,; , conocido come el campo local de Lorentz, sobre la esfera polarizable es:

8 p 2 _ 2 _ 7P
Ee;—D—Tvn—D 341I'P—(E+41TP) 341rP_E+ 7 (4.9)

En donde E es el campo macrosedpico promedio dentro del dieléctrico. La formula dada por
lIa Ec.4.9 es conocida como la expresién de Lorentz.

Si suponemos que las esferas polarizables tienen una polarizabilidad o , es decir:
p = aE., (4.10)

y combinando la ecuacién 4.6, con la ecuacién 4nP = 47np, encontramos que:

E + 4zF
e-1= 41rna& = 411":10:M = drnal +2. (4.11)
E 3
Entonces:
e—1 dmna
e+2 3 (4.12)

en donde @ es la polarizabilidad de la esfera en el vacfo. Si dicha esféra tiene una constante
" dieléctrica €; y un radio a, se puede probar [15] que:

_€1—14
a= —sl +2a . (4.13)

Combinando las dos ecuaciones inmediatamente anteriores, encontramos que:

e-—l__‘

61—1
e+2—f

Dt (4.14)

en donde f) es la fraccidén del espacio ocupado por el material con constante dieléctrica e; y

£ es la funcién dieléctrica efectiva. Si las esferas estdn inmersas en un material con constante
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dieléctrica £9 el resultado que se encuentra es:

£ — &3 E1 — €7
= s 4.15
€+ 2e0 h €1+ 29 ( )
reescribiendo esta ecuacidn, tenemos que:
L a0 4 2A (8 W)

1- A{FE2)

Debemos mencionar que si tenemos una mezcla de dos componentes A y B, la ecuacién 4.15 da
diferentes resultados si colocamos A en B 6 B en A. Es decir, no es simétrica ante el intercambio

del orden de los elementos.

4.4 Representacién espectral de £71(k,w).

En esta seccidn presentamos el cdleulo de la funcién dieléctrica longitudinal inversa £71(k,w)
para el sistema mencionado al principio del capitulo y que es un medio granular inhomogéneo,
un desarrollo m4s detallado puede encontrarse en la referencia [5]. La idea de este calculo es
colocar un potencial externo ¢=** conocido y encontrar el potencial total ¢ = 2t + &ind. E|
potencial inducido "¢ toma en cuenta la interaccién entre las esferas incluyendo multipolos
de orden arbitrario. Luego usando la aproximacién de campo medio se encuentra el potencial
total promedio {(k)}, de tal forma que, como veremos adelante, es posible calcular e (k,w).

Para un sistema inhomogéneo, una componente de Fourier arbitraria del campo externo
puede, en general, inducir un potencial con componentes de Fourier kX' # & por lo que en
principio tendremos e~! = ¢~ (K, k,w). Vamos entonces a lconsiderar un sisterna granular que
es inhomogéneo pero que a ciertas escalas de longitud macroscépicas, parece homogéneo, es
decir, dicho sistema es macroscopicamente homogéneo. Lo que vamos a presentar es una forma
de calcular la funcién dieléctrica inversa efectiva o macroscépica que es la que aparece en la
relacioén linear entre el campo externo y el campo promedio inducido. Sin embargo, es posible
mostrar que bajo un promedio traslacional la vinica componente de Fourier que sobrevive en
e~l(&',k,w) es la que tiene k' = k. Si suponemos que nuestro sistema es isotrépico, después

de realizar un promedic sobre las distintas configuraciones la funcién dieléctrica longitudinal
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efectiva se puede definir[5} como:

(¢"k, w))

e_l(k,u) =1+ W

Primero consideremos la relacién entre el campo externo, el potencial externo y la densidad

externa de carga, dada por la siguiente ecuacidn:
anp™k,w) = ik - e B (k,w) = k%" (k,w), (4.17)

entonces, la n;la.cidn entre el potencial total y la densidad total de carga es:

dmp(k,w) = Kok, w) = K (" (k,w) + ¢™™(k,w)) (4.18)

combinando estas dos ecuaciones, encontramos que:

t,o‘““(k,w)

-1 _
e ikw)=1+ k0’

(4.19)

de ta.l forma que para calcular e'l(k w) debemos conocer ¢ y "™, Supongamos entonces
que aphcamos a muestro sistema un potencml externo ¢**!.Dado que la relaciones anteriores son
lineales, tomemos una sola de sus componentes de Fourier con vector de onda k. Si escogemos

a k en la direccién de z , el potencial externo es:
¢ (r,8) = o7 (r) €7 = gpetie ™, (4.20)

en donde la k-ésima componente de Fourier del potencial externo es ;. Dicho potencial externo
indut.:e cargas en las esferas, de tal forma que aparecen una serie de multipolos asociados a
tal distribucién de cargas en cada esfera, dando origen a un sistema acoplado de multipolos.
Necesitamos entonces resolver el sistema de multipolos inducidos para calcular ™. Escribamos

el multipolo que corresponde a la esféra ¢ como:
Qimi = gi= + gind, (4.21)
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en donde gf*% es el multipolo debido tnicamente al potencial externo actuando sobre la esfera
iy gind es el multipolo debido al potencial inducido que resulta de la interaccién con el resto
de las esferas. Como el potencial externo va como %2, &ste induce en las esferas tnicamente
multipolos con m = 0, entonces ¢f=; = g;". Ademds ¢f™ debe ser proporcional a g y llevar
el factor de fase e™**. El multipolo ¢i*¢ es proporcional al potencial inducide sobre la misma
esfera i, por lo que podemos escribirlo como:

ma | A+1
e (4.22)

Con oy la I-polarizabilidad de una esfera, la cual est4 dada por:

ap_He—-1)

M= ErD

siendo a ¢l radio de la esfera y ¢ la funcién dieléctrica del material del cual esta hecha. @
es el coeficiente del desarrollo en arménicos esféricos del potencial inducido debido a las otras
esferas sobre la esfera 7. Dicho coeficiente estd determinade por los multipolos Qayy inducidos

en las esferas j (con j # ¢ } mediante la ecuacién

lf r .
‘19[,-,“ = z B!ml qi’m’_, ¥ (423)

'm’;
en donde la expresione para B' "”' estd dada por (5]

.
Bl"m i Ll Yf+",m m (85, ‘pij)
tmi . l+l'+l
u :

‘ (4rPl++m—m i+ - m-i-m.’)"
[(21 + 1)+ 1)(2A + 2+ DI Fm)i{l — m)I{T+ m)I(f — m)!

1

i . "‘(4.24)

Aquf, rj; es la distancia entre la esfera i y la j, (B;J-,zpl-j) son los dngulos polar y azimutal

3 m _1 .
es una matriz

respectivamente de la esfera j respecto a la esfera i. Observemos que B, "
Hermitiana compleja.

Combinando las ecuaciones 4.21, 4.22 y 4.23 encontramos un conjunto de ecuaciones acopladas



para los multipolos en las esferas, dicho conjunto estd dado por

2041 mti
Gimi = Q5 6mo — ol Z By et - (4.25)
P

Estas ecuaciones se pueden resolver [5] haciendo

o T
Yimi = Qmi € 'y (426)

de modo que, escritas en términos de esta variable, toman la forma:

1 - iy ——
Z ((6_—1- + ﬂ?) al'lém'm6ji + h:,.: J(k)) Yirmrj = _(4;) tﬂ'm+IRI‘P06m° ’ {4'27)
'm'j

en donde nf = 'zﬁ son los llamados factores de depolarizacién para las resonancias en la

¥m'j

tma - (K) es una matriz Hermftica que es independiente

superficie de una esféra aislada, ¢ = %;- vh
de las propiedades del material y cuya expresién es:

s Vilad g1 Pents ikfee s,
h'tr::J(k) — T_B:m?Jenk(z, ;) ,

con ,::::"j = (—-t')'irB:::fj , estando la B::::'j dada por la Ec.4.24. La expré;ién para R es[5):

Ri= (:‘;)'\/44”(2: F 1)),

en donde j; es la funcién Bessel esférica de orden l y p = ka, con a el radio de las esferas. La
ecuacién 4.27 es vdlida para un nimero arbitrario de esferas colocadas al azar en sus posiciones.
Podemos resolver la ecuacion 4.27 en forma apioxima.da usando teorfa de campo medio. Esto
significa que despreciamos las fluctuaciones de lo‘?s multipolos inducidos en las esferas en torno a
su valor promedio , tomando en cada esfera dnicamente el multipolo promedioc. Puesto que los
multipolos promedio se encuentran “alineados™ por e! campe externo en la direccién z |, por lo
tanto, solamente aparecen los multipolas con m = 0, lo cual nos permite hacer Yirmty = @ dbmo.

De tal forma que al hacer el promedio de ensamble sobre un nimero suficientemente grande de
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configuraciones la ecuacién 4.27 se puede escribir como:

I -1 L
S (5 +0t) ter <Z hi.-’(k)) ) = - VT Ry, (428)
i

4 1

en donde <E j h’ 7 (.k)) es el promedio de ensamble de la interaccién multipolar entre las esferas,
el cual depende de la funcién de distribucién de dos partfeulas. Resolviendo esta ecuacién para

{yr} v utilizando la Ec.4.26 se encuentra que

Dp(s ikz.
@) = L e, T — R, (29)
sif
en donde n, son los factores de depolarizacidn de los modos de superficie del sistema acoplado
de esferas y estdn dados por los valores propios de la matriz Hyy = nép; + (ZJ h"( )) Los
coeficientes Dy, (s) estdn asociados a los vectores propios de Hy; de la siguiente manera:

Va2 g2 1
a a U,

Dm(a) = —(—i)ril A !aUrs' 3

en donde U, es la matriz unitaria que diagonaliza a Hyy, esto es:

Z Ux-;] HypUpy = nybyy.
ir

Finalmente para encontrar x™4(k), la k-ésima componente de Fourier del potencial inducido,

sumamos las contribuciones individuales de cada esféra, es decir,

(pi"d(k) = Z tp‘m‘(k) Z (pmd a:t md md(k) (4.30)

ind,ext

En esta ecuacién ] (k) es el potencial inducido sobre la esfera ¢ que originan las cargas

inducidas sobre dicha esfera por el potencial externo. Dichas cargas tienen momentos multi-

ind, ind

polares Luego, ¢; (k) es el potencial inducido también sobre la esfera ¢ pero ahora

lrm

debido a las cargas inducidas por el potencial externo sobre el resto de las esferas; aquf dichas
cargas tienen momentos multipolares gi"¢. Podemos entonces calcular {"™4(k)) tomando en

cuenta que sélo los multipolos con m = 0 contribuyen y haciendo el promedio de ensamble que
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ya mencionames, el resultado que Barrera y Fuchs {5] encuentran es:
[+~
1 ZjDﬂ(s)Rp .
(‘P mj("’)) =N [Z(MI - ZiF) + Z m Pg- (4.31)
=0 sl

El factor N se origina en la suma sobre i en la Ec.4.30, la forma explicita de los coeficientes
M;,Z; y F se encuentra en la referencia [5). Aquf mostramos esta ecuacién dnicamente para
resaltar su estructura. Podemos entonces calcular e~!(k,w) para el sistema en consideracién
combinando las ecuaciones 4.19 y 4.31

Bergman(18] y Milton{19] muestran que la funcién dieléctrica efectiva local de cualquier
sistema de dos componentes materiales es funcién de la razén de las funciones dieléctricas de
los componentes, v ademds esta funcién puede ser escrita come una serie de polos simples y
residuos que dependen tnicamente de la microgeometi{a del sistema. En el Ifmite de volumen
infinito los polos se convierten en ramas de corte y los residuos en una funcién continua llamada
funcién espectral. De esta manera, Barrera y Fuchs encuentran que para un sistema consistente
de inclusiones esféricas caracterizadas por €1y distribuidas aleatoriamente en una matriz de otro

material, caracterizado por 2, una funcién dieléctrica longitudinal efectiva g™ {k,w) dada por:

1 Ci(k) CilK)
ek, w) = o [1 +f(u(w) ) +E.:u———————(w) —n,(k)) : (4.32)

En donde u{w) es la variable espectral definida como

u(w) = — % -7, (4.33)

y f es la fraccién de llenado de las esferas en el medio, el residuo C;, es el peso del modo longitu-
dinal de volumen. Los residuos C, son los pesos de los modos de superficie. Las frecuencias de
los modas propios del sistema, estdn determinadas por los polos de cada término de la ecuacién
4.32. Para el modo de volumen el factor de depolarizacién es n, = u = 1, para los modos de

superficie los factores de depolarizacién n, tiene frecuencias determinadas por u = n,. El valor
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del peso del modo de volumen estd dade por
> Jile)
Co=1-3) H(2+1) [—] : (4.34)
5o

donde j; es la funcién Bessel esférica de orden ! y p = ka, con a el radio de las esferas. Cp
no depende de la distribucién geométrica de las esferas. Por otro lado, los modos de superficie
caracterizados por C, y n, dependen de la interaccién entre las esferas y en la aproximacién
de campo medio estdn determinados por los valores y vectores propios de la matriz simétrica
Hy, la cual depende de la funcisn de distribucién entre dos particulas pt(r). Si se considera
dnicamente la funcién de correlacién de volumen excluido entre dos particulas p{%(r) = n(r —
2a) , con n la densidad de esferas y #(z) la funcién escaldn, se encuentra que la matriz Hy; se

puede escribir como:

i} (l +V ) ! 1 )I‘+i 2]11+[ 1(2’60—)

He = (2 +1)2r+1) M 2%ka

—8i +3f

21 +1 (4.35)

Los factores de depolarizacién de los modos de superficie son los valores propios de esta matriz
.y los pesos estdn relacionados con los vectores propios a través de una matriz unitaria Uy que

. diagonéliza Hy. Los pesos de los modos de superficie resulta que estin dados por

C,=3 CTER ST H(0)UrsUrs. 4.36
; (2i+1)(2t+1)p Zhlp)iv (P)UisUy (4.36)

En la ecuacién 4.32 se tiene que C, , n, y C; son independientes de los materiales en particular

y dependen iinicamente de k y la micreestrictura del sistema. También es posible mostrar que

[5}:
G+y Ci=1, (4.37)

¥ que el primer momento del espectro de los modos de superficie es:

PN —32\/mp %iip)se(p) Her - (4.38)
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4.4.1 Densidad de probabilidad de pérdida de energia.

Es posible utilizar la representacién espectral dada por la Ec. 4.32 para calcular el espectro
de densidad de probabilidad de pérdida de energia Z(E) de un haz de electrones rdpidos que
atraviesa nuestro sistema. Dichos electrones tienen una energfa incidente E; y pierden una
pequefa parte de ésta excitando modos colectivos o plasmones del sistema. Si definimos a
Z(E) como (5]

&*P(E)

T dE ' {4.39)

E(E) = aok;

donde ag es el radio de Bohr y %%1 es la probabilidad por unidad de longitud por unidad de
energfa de que un electrén sea dispersado teniendo una pérdida de energfa £ . Barrera y Fuchs

5] encuentran que la relacién entre E(E) y £~ (k,w) esté dada por:
1 [k dk
=2(E) = [ Inl-e ko) (4.40)
w w/vg

con v; la velocidad del electrén incidente, y k; un vector de corte cuyo valor se determina por el
valor angular de la apertura del detector de EELS. Es decir, si &; es el vector de onda asociado
al electrdn incidente y 8 es el mdximo dngulo de defleccidn en el experimento, entonces k. = ;6.
Con una energfa tipica de 100kel para el haz incidente, se encuentra (5] que k; = 170A! y
6 = 10 mrod. por lo que k. = 1.7A"L.

Si definimos una funcién dieléctrica efectiva local €,sr(w) como:
ks dk
e fp(w) = w/ : s-*(k,u)_k-. (4.41)
wivy
En donde th = ln(%l"). Esta definicién nos permite utilizar la ecuacién 3.63, presentada en el

capitulo tres y escribir:

=(E) = # {22 )] (4.42)

Podemos ver que esta expresidn es idéntica a la que corresponde al céleulo de la densidad de

probabilidad de pérdida de energfa S(E) para un medio homogéneo con funcién dieléctrica
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eerr{w).
Si combinamos las ecuaciones 4.32 y4.41, separando los modos de volumen de los de super-

ficie encontramos que

Ay A ke e dk
-1 — iy —
W=t *qu,u,,Zn,(k)ewu—n..(k))sz ¥ (4.43)

con

ke dk
A=W [ fC) Gy

/0

ke

Esta ecuacién tiene la ventaja de que e:e‘flf (w) puede verse como la suma de dos polos discretos
uno en £ = 0 y otro en €2 = 0 los cuales corresponden a los modos de volumen de cada
material. Ademds de la suma de la integral sobre & de términes que contienen polos simples en

n,(k)ei + (1 — n,{k))ez = 0 los que corresponden a los modos de superficie.

4.5 Un sélo modo para el plasmén de superficie.

Cuando las energfas de resonancia de l_os modos de superficie estdan muy cercanos entre si y el
ensanchamiento debido a la disipacién contenido en la parte imaginaria de €, y €2 es grande,
es posible aproximar el conjunto de medos de superficie en uno solo [5], a cuyo peso y posicién
llamaremos A, y o respectivamente, posible mostrar que estos satisfacen las siguientes

condiciones:

A= A, (4.44)
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ady = Zn,A, , ‘ (4.45)

en donde A, son los pesos de los distintos modos de superficie, de tal forma que se satisface 1a

siguiente regla de suma:
Ap+Ap+y A=1 (4.46)
1

Adem4s, n, son los factores de depolarizacién de los distintos modos de superficie. Usando la
aproximacién que implican las ecuaciones 4.44 y 4.48, podemos escribir a E;f]'f(w) en una forma
muy sencilla y til, la cual esta dada por la siguiente expresién:

AbZ Ay

) = 22 P S
Cef g2 ag+{l—a)’

(4.47)

Las reglas de suma que se satisfacen en esta aproximacién son equivalentes a las ecuaciones

4.37 y 4.38 en la teorfa multipolar y son las siguientes:

AntAn+A4s =1,y (4.48)

Ap+tods=f. {4.49)

De este par de ecuaciones vemos que si calculamos o, la determinacién de A, resulta muy sencilta
utilizando la ecuacién 4.49. Fuchs, Barrera y Carrillo [6), encuentran que para esferas de radio
a> ﬁ-, es posible escribir a la posicién a, como una una funcién que depende vinicamente de
‘;JL:_‘, con v; la velocidad del electrén incidente , a €l radio (je las esferas y w la energfa pérdida
por el electrén. La expresién para la posicién de este dinico modo de superficie a se puede

escribir como:

Z fm/v. C’(ka
ca{ka '
Za f G/t Tig g’c’%

(4.50)
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en donde c,(ka) y n,{ka) son los pesos y los factores de depolarizacisn de los modos de superficie.
Ademés encuentran que es posible ajustar dicha posicién « en una muy buena aproximacién,

esto es, con un error de menos del 1%, con la siguiente expresién:
wa W
a=5(=)+H(fT(—), (4.51)
7 vy Ui

en donde f es la fraccién de lenado, con 8, T y H las siguientes funciones:

S(%:) = 04531 -0.04669(‘-24I ) (4.52)
+0.030282(‘i;5_‘-)2 - 6.604 * 10-3(%)3 (4.53)
1 1
+6.0% 107322yt _ 1 81 5 1075(22)s5,
s v
si (%) < 6 (un valor tfpico para (%?-) e 1) (4.54}
T(?) = (1/{0.271 +o.194(%)‘-°8)) - 114,si (%(1.65 (4.55)

1.585(‘:—?)424, si (%) > 1.66

H(f) = 0.18272(f — 0.2) ~ 0.0643(f - 0.2)°. {4.56)

Vernos entonces que resulta sencillo calcular la posicién o y que con la ayuda de la_t ecuacion 4.49 -
podemos encontrar fécilrente el valor de Ag, pues el cdlculo de Ay es relativamente simple.
Luego usamos la ecuacién 4.48 };a.ra encontrar Ayz. Finalmente, utilizando la ecuacién 4.42 y la
expresién para e:flf(u) que nos proporciona la Ec.4.47, podembs entonces escribir una férmula
para. la densidad de probabilidad de pérdida de energfa en la aproximacién de un solo modo

para el plasmén de superficie. Esta es:

-1

= = —oIm—
_,(E,f;a) - TW Im chf(wa!a')
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1 -1

ag)+ 1 —ar)en

La principal ventaja de poder usar estd aproximacion, es que el tiempo de cdlculo necesario para

evaluar la funcién Z(E, f, a) se reduce considerablemente respecto a la aproximacién multipolar.

La funcién Z(E, f,a) se evalué numéricamente, para lo cual se desarrollé un programa en
Mathematica. En el capitulo siguiente en la figura 5.3 mostramos dos gréficas de =(E), una
calculada usando la aproximacién multipolar y otra usando la aproximacién de un solo modo

para el plasmén de superficie.

4.6 Modelo de trayectorias.

Como ya hemos mencionado cuando trabajamos con electrones atravesando un medio B en el
cual se encuentra una esfera. de cierto material 4, las trayectorias externas a la esfera dan origen
a plismones de volumen del medio B y a plésmanes de superficie (en donde superficie significa
la frontera entre la esferas y el medio que las contiene). Luego, las trayectorias internas, ademds
dan origen a pldsmones de volumen del medio A. Howie y Walsh{4] encuentra que si se trabaja
directamente con las funciones dieléctricas inversas de cada medio €' (w} y £5'(w), asf como
con una cierta funcién asociada a la frontera(superficie) entre el l"nedio Ay B, dada por la

expresién

O 3

Eoup = —
P g4+ 25’
la cual resulta apropiada para una pequefia esfera de material A inmersa en material B. En-
tonces es posible escribir la funcidn de respuesta dieléctrica inversa del medio efectivo y que
simula un sistema de inclusiones esféricas inmersas en una matriz homogénea, 2 la cual lamare-
mos €5y (w), de la siguiente manera:

i)] (4.58)

i) = S|t oot - L

Eat+2¢p €p

(1= fa) [  Gea( e i)] ,
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en esta expresién los términos principales y que llevan los factores f4, la fraccign de llenado de
las esferas en el medio B, y fg = 1— f4, la fraccién complementaria, describen las contribuciones
de los segmentos de trayectoria tanto interiores como exteriores a las esferas. Tenemos pues
que gin: Tepresenta la importancia relativa de la frontera respecto a las excitaciones de volumen
en las esferas de material A y ge;; representa la fraccién de volumen det material B que es lo
suficientemente cercana a una pieza del material 4 como para dar origen a una excitacién en
la superficie de dicha pieza. Las expresiones encontradas por Howie y Walsh para giny y ext

son(22] [14}(23]:

1
Gint = TR ERPY Y (4.59)
_ _2fa
Geze = T+ 2fa" {4.60)

en donde 1; es la velocidad inicial del electrén incidente, a el radio de las esferas de material A
y f4 como la definimos anteriormente.

Fuchs, Barrera y Carrillo[6] muestran que la expresidn propuesta por Howie y Walsh (
-Ec.4.58) para la respuesta dieléctrica de un medio efectivo, tiene exactamente 1a misma estruc-
tura que la representacién espectral de e_, I'!(w) que se dedujo en la aproximacién de un solo
modo para el plasmén de superficie. Sin embarge las expresiones para ge,, y la posicién « son

véilidas sélo en el limitea - 0y f4 — 0.



Capitulo 5

Microestructura del sistema esferas

de Al inmersas en AlF3.

En este capftulo proponemos un método novedoso que permite llevar a cabo el anélisis cuanti-
tativo de la microestructura de un sistema formado por una matriz de determinado material el
cual contiene inclusiones esféricas de un material distinto. El sistema fisico que en particular
analizamos consiste en particulas de aluminio, las cuales se supondran esféricas y del mismo
tamaro, inmersas en una matriz de AlF3. Dicho sistema resulta de un experimento de EELS
realizado por Howie y Walsh [4], y en el cual los electrones pasan por un orificio hecho en
una pelfcula delgada de AlF3 que ha sido previamente danada mediante un barrido del haz de
electrones.

Lo que Howie y Walsh encuentran es que cuando €l haz de electrones rdpidos (con energias
del orden de 100keV) incide en la muestra de AlFz, y después de transcurrido un tiempo de
irradiacién., se forma un pequefio agujero y en la regién entorno a este s.e forman particulas
coloidales de aluminio. La formacién de estas partfculas se deduce del anélisis del espectro de
EELS en el cual aparecen estructuras ¢ *picos” que se asocian a la excitacién de plasmones
de volumen, tanto del aluminio como del AlF, y a la excitacién del plasmén de superficie en
donde superficie significa la interfaz entre los dos medios.

En la figura 5.1 mostramos tres espectros experimentales de EELS los cuales se obtuvieron

de una pelicula delgada de AlF3, de entre 400 A y 900 A de grosor {4], la cual ha sido dafiada



por un haz de electrones causéndole, en cada caso, poco dafio (- - -}, un dafio regular (—)
y un fuerte dafio (- - -}. El dafio aumenta con el tiempo de irradicién. En el caso en que la
muestra ha sido poco danada (- - -) aparece un pico pequefic y aplanado a rededor de 6 eV, que
corresponde a la excitacién del plasmén de supetficie de las esferas de Al en AlF;. Conforme
el dafio aumenta este pico aumenta en tamano y se desplaza hacia energfas mayores, tal como
puede verse £n estos espectros de pérdida de energfa. También vemos que el pico en 16 eV, que
se puede identificar con la excitacién del plasmén de volumen del Aluminio, permanece en su
posicién pero aumenta en altura conforme se incrementa el daio. De lo anterior puede deducirse
que al aumentar el dafio se forman m4s esferas de Aluminio. Ademds la posicién del pico de
la excitacién del plasmén de volumen del AlF3, que para un daiio fuerte se encuentra en los 27

eV se desplaza a energfas menores al aumentar el dafio y también disminuye notablemente su

altura.

Probabilidad de pérdida
de energia poreV .

Energfa (eV)

Fig. 5.1 Espectros experimentales de EELS obtenidos de una muestra de AlFy que ha sido
dasiada ligeramente (- - -}, regularmente {—), y fueriemente (-} por un haz de electrones.

Howie y Walsh son los primeros en explicar cualitativamente este fenémeno |4}, proponiendo
un modelo basado en promedios pesados sobre las trayectorias cldsicas de los electrones en el
medio. Después, Barrera y Fuchs(5) élaboran una teorfa en donde utilizan para el célculo de
la pérdida de energfa a la representacion espectral de la funcién dieléctrica inversa no local
sf"(k,w), la cual ha sido presentada en el capftulo anterior. Ademds, ajustan los pardmetros
de un espectro calculado usando esta teorfa con uno de los espectros experimentales encontra-

dos por Howie y Wlash; el que corresponde a un dafio regular. Con este ajuste al espectro
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experimental encuentran que el radic de las esferas de Aluminio que se forman es de 264 y que
la fraccién de llenado es de f = 6.25 [6]. Sin embargo, en éste ajuste los autores no explican
los criterios que utilizaron para afirmar que los pardmetros que encontraron son los que logran
la mejor coincidencia -entre el experimento y la teorfa.

En este capftulo utilizamos para calcular la funcién de pérdida de energfa lo que llamamos
la aproximacién de un solo modo para el plasmén de superficie. Recordemos que la funcidn
de pérdida de energfa se expresa en términos de la parte imaginaria de la funcién inversa de
respuesta dieléctrica efectiva local £~1(w). Esta dltima se obtiene de la funcién inversa de
respuesta dieléctrica no local e71(k,w) a través de una integracién sobre los valores de los
vectores de onda k, y se va a calcular en la aproximacién que llamamos de un solo modo para
el plasmén de superficie (USMPS). Esto se hace con el fin de que la estructura que corresponde
a las excitaciones multipolares y que aparece cuando se calcula la parte imaginaria de e (k,w)
sea reemplazada. por la que corresponde 2 un sélo modo, pues como mostramos mds adelante la
aproximacién de un sole modo para ei plasmén de superficie resulta adecuada, sobre todo para
valores grandes de la disipacién -y. _

El modelo que utilizamos para simular la muestra, es el de esferas idénticas de Al inmersas, y
distribuidas al azar, en una matriz de AlF3. El aluminio estd descrito por una funcién dieléctrica
de Drude:

(wpa)® . (wpar)?
W1 - Viwr) ~ 7 wlw+1v)’

a{w)=1-—

en donde la frecuencia de plasma del Aluminic es wpat = 15.8 eV y ¥ = 1/7 que es un factor de
disipacién dado por [5} ¥ = v, +,. Aqul v, = 0.04w pal €5 el factor de disipacién del Aluminio
si el medm es infinito y 7, est4 dada por la velocidad de Fermi en el Aluminio leldlda. por el
radio de las esferas ¥ puede ser interpretardo como una d1s1pac16n adicional debida al tamaiio
finito de las esferas de aluminio [8], es decir, a !a colisién de los electrones con la superficie de
las esferas. La funcién dieléctrica £2(w) del AlF; es una funcién obtenida experimentalmente
por Howie [4] la cual digitalizamos. La energfa del haz incidente es E; = 100 keV y el valor del

vector de corte es kc = 1.69A~1. Este valor para &, se obtiene de ia siguiente manera: el vector

&n
(4]



de onda k; para un electrén incidente con una energfa cinética E; tiene un valor dado por {5]:
ki = 05124 VE 1+ 2, (5.1)

en donde z = Ei/mgc® = Ei(1.957 x 107%V). Para un valor tipico de la energia del haz
incidente E; de 100 keV se encuentra que k; = 169A~}. Puesto que el valor del vector de corte
va como k. = k;f, tenemos que si el méaximo dngulo de desviacién que se mide en el experimento
es 6 =~ 10 mrad entonces k; = 1.66A7%,

En la figura 5. 2, comparamos un espectro experimental (—) contra dos espectros que
calculamos usando la ecuacién 4.42, con la funcién inversa de respuesta dieléctrica s‘l(w)
evaluada usando la aproximacién que lamamos USMPS. Para el espectro con la Iinea punteada
{~-) el radio de las esferas es a=25A y la fraccién de llenado f=0.25, para el espectro con
la linea interrumpida (- - - } a=1264 y f=0.24. En cada caso distinguimos tres picos, que
corresponden a la excitacién del plasmdén de superficie en torno a 8 eV y a la excitacién de los
plasmones de volumen del Aluminio en 15.8 eV y del A-lFa al rededor de 25 eV. ;Cual de los

dos espectros calculados ajusta mejor al espectro experimental?.

pérdida de snergia

Densidad de probabilidad de

Energla (eV)

Fig. 5.2 Comparamos un espectro de densidad de probabilidad de pérdida de energta de elec-
trones obtenido erperimentalmente (—) contra dos espectros calculados. Le energfa incidente
es E; = 100keV, k. = 1.694~! y para el espectro con la Hnea () el mdio es a = 254 yla
fraccion de llenado f = 0.25 , pare el otro espectro (- - -} a = 1264 y f = 0.24. Las tres

curuvas tienen la misma drea.

El problema fundamental que abordaremos en éste capftulo es el de encontrar criterios

fisicos que nos permitan ajustar al espectro experimental un espectro tedrico cuyos pardmetros
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asociados a la microestructura sean censistentes y reflejen al menos la parte mds significativa de
la microestructura real del material. Una de las dificultades de este problema es la complejidad
de la funcién inversa de respuesta dieléctrica efectiva loeal ¢~!(w), la cual resulta dificil de
evaluar. Por otro lado, la teorfa que se desarrolla para e} cdlculo de dicha funcién, no incluye
algunos factores que pueden afectar el cilculo de la perdida de energia, factores tales como la
dispersién en los tamafios de las esferas 6 la posibilidad de que las partfculas que se forman en
el medio no sean completamente esféricas, de tal manera que no es posible esperar espectros
idénticos a los espectros experimentales.

A continuacién exponemos en mas detalle la justificacién para el uso de la aproximacién que
llamamos USMPS, la cual usamos para realizar el célculo de la pérdida de energfa del sistema
all que querernos determinar su microestructura . Primero calculamos 2 graficas de densidad de
probabilidad de pérdida de energfa Z(E) para un radic y una fraceién de llenado arbitrarias:
a=25 f=020yv=0072w,4. Enambas usamos la representacién espectral de £~!{w) para
el cdlculo de E(E). Pero en una utilizamos la expresién para ¢! {w) dada por la ecuaciénd.43

(- - -) ¥ en la otra la aproximacién USMPS (—).

—
™
—

(®)

Energla (V)

Fig. 5.3 Graficamos dos espectros de densidad de probabilided de pérdida de energfa Z. Uno
corvesponde al hacer el cdlculo usando pare evaluar e~ Hw) lo Ec. 4.48 (- - -} y el otro a usar la
aprozimacidn USMPS (—). Para ambos casos e =25, f = 0.256 y v = 0.072 wpy;. Lo eneryfa
incidente es E; = 100keV y el vector de corte k. = 1.69471.

En la figura 5.3 podemos ver que ambos espectros son muy semejantes. Fuchs y Barrera 6]
muestran que cuando se calcula la densidad de probabilidad de pérdida de energia usando la

ecuacién 4.43 para evaluar £~ !(w) , al aumentar el valor del factor de disipacién +y la estructura
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multipolar del plasmén de superficie se diluye, dando origen a una sola curva suave y de menor
altura que se identifica con la excitacién del plasmén de superficie. Bn la aproximacién USMPS
la estructura multipola.r. es reemplazada por la de un solo modo cuya posicién en [a energia
se localiza en el centroide de la estructura multipolar, el pico asociado a este modo tiene un
ancho determinado por el valor del factor de disipacién . Cuando esta aproximacién (USMPS3)
es vilida tiene una gran ventaja respecto a la primera {(multipolar) en términos del tiempo de
caleulo. Si utilizamos la ecuacién 4.43 para evaluar £~ }{w), es necesario calcular para cada
fraccién de llenado distinta los valores de los pesos de los modos de superficie ¢, y de los
factores de depolarizacidn n,, sin los cuales no es posible calcular la densidad de probabilidad
de pérdida de energfa; En la aproximacién de un solo modo para el plasmén de superficie,
usando las ecuaciones: 4.47, 4.48, 4.49 y 4.51 , que aparecen en el capftulo anterior, el cdlculo

de la densidad de probabilidad de pérdida de energfa se simplifica considerablemente.

5.1 Determinacion de la microestructura.

Para resolver el problema de ajustar un espectro de densidad de probabilidad de pérdida de
energfa Z(E, a, f) calculado tedricamente con un espect.ro experimental dado, necesitamos pro-
poner ¢ encontrar ciertos criterios ffsico.s que nos permitan compararlos adecuadamente. En la
busqueda de .estos critertos ensayamos varias alternativas que adelante explicaremos en forma
breve. Primero y con el fin de poder comparar los resultados tedricos con los experimentales
exigimos que las dreas de ambos espectros fueran las mismas. Es decir, nomalizamos el espec-
tro experimental, de tal manera que el 4rea de los espectros tedricos sea igual al drea de este
espectro. A continuacién, exponemos brevemente los criterios que no resultaron satisfactorios,
después expondremos con detalle los criterios que van a permitir hacer un buen ajuste.

‘a) Ajustamos simultineamente el primer momento de la curva E(E, a, f) y la posicién en
la energfa del pico del plasmén de superficie, contra los correspondientes valores del espectro
experimental. Este results ser un criterio inadecuado pues no arrojaba resultados que permi-
tieran determinar el radio y la fraccidén de llenado unfvocamente. Es decir, existfan dos posibles
valores de a ¥ f que daban un espectro E(E, a, f) con primer momento y posicién en la energia

del pico del plasmén de superficie, que coincidfan con los valores experimentales.
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b) Ajustamos simultdneamente la posicién en la energfa del pico del plasmén de superficie
y el valor de la altura relativa del pico del plasmén de volumen del Al respecto al pico del
plasmén de superficie, contra los respectivos valores que se obtienen del espectro experimental.
Los resultados tampoco fueron tiles porque, de nuevo, no fue posible determinar unfvocamente
la fraccidn de llenado y el radio. Existfan al menos tres posibles valores de 2 y f que daban
un espectro Z(E, a, f) con la misma posicién en la energia del pico del plasmén de superficie y
el mismo valor para las alturas relativas, y que coincidfan con‘los respectivos valores arrcjados
por el experimento.

Finalmente encontramos un procedimiento satisfactorio que permite en la aproximacién
USMPS, encontrar el valor del radio de las inclusiones esféricas a, asf como la fraccién de llenado
[ Este consta de dos partes 6 criterios que combinados permiten determinar univocamente los
pardmetros geométrices f y a, y consiste en ajustar al espéctro experimental la altura del pico
del plasmén de volumen de las inclusiones simultdneamente con la posicidn, en la energia, del
pico del plasmén de superficie. En la siguiente seccién aplicamos este procedimiento al sistema

experimental que estamos considerando, es decir, el de esferas de Al en AlF;.

5.1.1 Altura del pico del plasmén de volumen.

A continuacién mostramos un método que permite encontrar todas las parejas de Jos pardmetros
e y f, que generan el mismo valor para la altura del pico del plasmén de volumen del Ai en
el espectro densidad de probabilidad de pérdida de energfa Z(E, a, f} que calculamos. Esté
valor para la altura del mdximo del pico del plasmén de volumen del Al se hace coincidir con
su correspondiente valor experimental. Dicho de otra forma; encontramos todas las parejas
(a, f} que generan una curva Tanura[6 , f(a)] = 0 con la caracteristica de que al evaluar la
funcién Z(E, a, f} en cualquier punto sobre esta curva, la altura del del pico.de la excitacién
del plasmén de volumen del Al que aparece en el espectro de Z(E, a, f} es la misma.

El procedimiento para encontrar Tayurao , f{a)] = 0 consiste en resolver para los pardmetos

geométricos a y f la ecuacidn:

E(E = Wp/u, a, f) = Ae!:p ¥ (52)
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en donde wpyuy es la frecuencia de plasma del Al y A.y, el valor de la altura del pico del
plasmén de volumen del Al en el espectro experimental. La principal dificultad para resolver
la ecuacién 5.2 es la complejidad de la funcién =(E, a, f), dicha ecuacién es practicamente
imposible de resolver en forma analitica razén por la cual se busca una solucién numérica.

Podemos esperar que las contribuciones al valor de la funcidn de densidad de probabilicdad
de pérdida de energfa Z(E, e, f) evaluada en E = wpAt ¥ que son debidas a los términos An y

£

En—-l-&n—_a)e_z que aparecen en la ecuacién 4.57 sean despreciables, por lo que:

E{E=uwpa, a, f)~ %Im i%[:: cu(ka) % (5.3)

El valor de la funcién Z(E, a, f), evaluada en £ = wpa y que corresponde a la altura del
plasmdn de volumen del Al, depende esencialmente del valor de la integral sobre el peso del
modo longitudinal de volumen cy(ka). Puesto que cy(ka) depende tnicamente del radio de las
esferas y no de la interaccién entre ellas, es posible calcular su valor considerando solamente
una inclusién aislada {30], lo cual hace el cdlculo cy(ka) muy preciso, reflejindose esta precision
en el cdleulo de la funcién Z(£, a, f).

La curva Tonurala , f(a)] = O que encontramos al resolver numéricamente la ecuacién 5.2,
para un valor experimental de la altura del pico del plasmén de volumen del Al de Aexp =
0.02397, aparece en la figura 5.4 . El valor para Acxp se obtuvo directamente de uno de los
espectros experimentales reportados por Howie. Podemos observar que la curva que se gréifica

decrece rdpidamente en la regién de radios pequefios & < 20A Y permanece casi constante para

radics mayores.
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Fig. 5.4 Grifica de la curva paramétrica Tatture[ @, f{a} ] =0 para un valor experimental
de la altura del pico del plasmén de volumen del Al de Ayp = 0.02397.

5.1.2 Pesicidn del pico del plasmén de superficie.

En forma similar elaboramos un procedimiento para encontrar todas las parejas de los pardmet-
ros a ¥ f, que generan el mismo valor para la posicién, en la energfa, del pico del plasmdn de
superficie en el espectro (iensidad de probabilidad de pérdida de energfa Z(E, a, f) que calcu-
lamos. Este valor en la energfa de la posicién del pico del plasmén de superficie se hace coincidir
con su correspondiente valor experimental. Es decir, encontramos todas las parejas (a, f) que
generan una curva Ypoecisn[a , f{a)] = 0 tal que al evaluar la funcién Z(E, a, f) en cualquier
punto sobre esta curva, la posicién en la energfa del del pico de la excitacién del plasmén de
superficie que aparece en el espectro de Z(E, a, f) es la misma.

La posicién, en la energfa, del pico del plasmén de superficie se encuentra cuando el de-
nominador del tercer miembro del lado derecho de la ecuacién 4.47 tiene un cero, es decir

cuando:
acy + (1 —a)es = 0. (5.4)

Como la posicidn del modo de superficie o es real, la ecuacién 5.4 puede escribirse como:

efw) o-—-1 '
E;(w) T Ta T 0. (5.5)
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El procedimiento para encontrar la curva Tpegicisn[a , f{a)] = 0 consiste en resolver numérica-
mente, para los pardmetros geométricos a y f , la ecuacién 5.5. En dicha ecuacién la posicién
del modo de superficie & depende del radio a de las inclusiones, de la fraccién de llenado f y
de energla w, esto es: a = afa , f ,w). Si fijamos el valor de la energfa como w = 8.32¢V, en
donde este valor corresponde al valor en la energfa de la posicién del plasmén de superficie que

se obtiene experimentalmente, la curva Y osicisn = 0 que se encuentra aparece en la figura 5.5.
po. 4
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Fig. 5.5 Grifica de la curva Tposicisn(a , f{a)] = 0 para un velor experimental de la posicidn
del pico del plasmodn de superficie de weyp = 8.32eV '

Sabemos que, si la distribucién de particulas est4 bien descrita por la funcién de correlacién
de volumen excluido entre pares de particulas [5], los valores de los pesos de los modos de
superficie ¢, y de los factores de depolarizacién n, estdn correctamente calculados. Por otro
lado, la ecuacién 4.50 nos dice que la posicién del modo de superficie o depende, en lo escencial,
de integrales sobre estos valores. La aproximacién analftica para a dada por la ecuacién 4.51
ajusta coherentemente a los valores de a que se obtienen utilizando la ecuacién 4.50. Es decir,
el hecho de que los valores de ¢, y n, y la aproximacién analitica de a sean confiables lleva
a un célculo adecuado de la posicion del pico del plasmén de superficie [5]. Ademds dicha
posicidn no depende de la distribucién de tamaros 7], esto es, dada una posicién del pico
del plasmén de éuperﬁcie la distribucién de tamafocs sélo ensancha la estructura asociada a la
excitacién de dicho plasmén. Resta mencionar que la curva solucidn a la ecuacién 5.4 es muy

sensible a cambios en la posicién del modo de superficie, lo cual ilustramos a continuacién. En
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la figura 5.6 graficamos dos curvas solucién a la ecuacién 5.4 con energfas w distintas aunque
muy cercanas. La ‘curva con la linea continua (—) corresponde a soluciones con una energia
tw = 8.32eV y la curva con la lfnea punteada (---) a soluciones con la energfa w = 8.12¢V, como
vemos, cambios muy pequefios en la posicién del pico del plasmén de superficie se reflejan en
cambios considerables en las curvas solucién a la ecuacién 5.5. En particular, podemos ver que

para radios mayores a 10 A las curvas son muy diferentes,

Fraccién de llenado f.

0 20 % w0 ® 00 1% W Vs
Radia (en Amstrongs)

Fig. 5.6 La curva con la linea continua (—) corresponde a soluciones de la Ec. 5.4 con

w = 8.32eV y la curva con la linea punteada (-} a soluciones con w = 8.12eV .

5.1.3 Microestructura del sistema Al/AlF;.

Como ya hemos explicado, el hecho de ajustar a un espectro experimental dado la altura del
pico del plasmén de volumen de las inclusiones, simultineamente con la posicidn, en la energfa,
det pico del plasmén de superficie, proporciona un buen procedimiento para la determinacién
de la microestructura de un sistema del tipo esferas de aluminio inmersas en AlF3 . Tenemos
entonces que la solucién simultdnea de las ecuaciones 5.2 y 5.5 determina en forma satisfactoria,
tanto la fraccién de llenado f como el radio & de las inclusiones. El punto de interseccién de
las curvas Tatturald » f(a)] = 0y Tpasicienla , f(a)] = 0 es la solucién a dicho sistema de
ecuaciones.. Resolviendo el sistema numéricamente para los valores de la posicidn, en la energfa,
del pico del plasmén de superficie wexp = 8.32eV  y de la altura del pico del plasmén de

volumen del aluminio Aexp, = 0.02397, los cuales han sido determinados experimentalmente,
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Encontramos que, el radio de las esferas es & = 12.6 y la fraccidn de llenado f = 0.238. En la

figura 5.7 se muestra la interseccién de dichas curvas.
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Fig. 5.7 Mostrames la interseccidn de las curvas solucion a las Ecs.5.2 y 5.4 a las cuales
Hamamos respectivamente Togyura ¥ Tposicisn, €l punto de interseccion corresponde a los valores

a=126y f=10238.

En la figura 5.8 mostramos el espectro de densidad de probabilidad de pérdida de energfa
calculado usando los valores para el radio de las esferas ¢ = 12.6 , con una fraccién de llenado
J = 0238 , el cual aparece con la linea punteada(--) y lo comparamos contra el espectro
experimental encontrado por Howie y Walsh el cual aparece con la lfnea continua(—). Podemos
ver que en ambos espectros las alturas del plasmén de volumen del Al coinciden, aunque la
posicién en el espectro tedrico esta ligeramente desplazada hacia energias mayores, esto se debe
a que escogimos un valor para la frecuenciz de plasma del Al de 15.8 eV que es ligeramente
mayor a la que el experimento reporta. La posicién del plasmén de superficie coincide, aunque
su altura en el espectro calculado es mucho mayor que en el experimental, dicha altura es posible
que se deba a que esta teorfa no incluye dispersién de tamaiios, la cual se puede presentar en
el experimento. En una teorfa que incluya dispersién de tamanos la altura de este plasmdn
debe reducirse y su estructura hacerse menos aguda. La posicién del plasmén de volumen del
AlFj para el esl:')ectro calculado est4 ligeramente corrida hacia energfas mayores respecto a la

posicién en el espectro experimental, también su altura es mayor.
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Fig. 5.8 Comparamos dos espectros de densidad de probabilidad de pérdida de energia uno
encontrado ezperimentalmente (—) y otro calculado tedricamente (-} usando los valores del
radio y la fraccidn de llenado encontrados mediante el método de ajuste propuesto. Para el
espectro calculado usamos: a = 126 y f = 0.238. ILa energla incidente es E; = 100keV y el
vector de corte k. = 1.69A~". Las dos grdficas tenen la misma drea.

Si comparamos los valores para el radio ¥ la fraccién de llenadoe obtenidos usando este proced-
imiento para hacer el ajuste al espectro experimental, contra los valores para estos pardmetros
encontrades por Barrera y Fuchs [5] quienes predicen un radio de 264 y una fraccién de llenado
f=0.25. Encontramos que, aunque €l radio de las esferas que predicen estos autores es el doble
del que se predice utilizando este método de ajuste, las fracciones de llenado son muy parecidas.

Podemos concluir que los resultados de aplicar el procedimients que propusimos para de-
terminar |a microestructura de un sistema de esferas de aluminic inmersas en AlF; y al cual le
corresponde un espectro experimental de pérdida de energfa de electrones son adecuados en el
sigitiente sentido: los pardmetros geométricos que determinamos utilizando esté procedimien-
to, son consistentes con la teoria que se desarrollo en capitulos anteriores y refiejan al menos
la parte mds significativa de la microestructura real del material. Es decir, hemos resuelto el
problema de encontrar los criterios Hsicos que nos permitan ajustar a un espectro experimen-
tal-del tipo trabajade en este capitulo, un espectro teérico cuyos pardmetros asociados a la
microestructura reflejan la parte més significativa de la microestructura de la muestra. Con
los resultados obtenidos en esta parte del trabajo actualmente se prepara un articulo para su

posterior publicacién.
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Capitulo 6

Otros métodos para el cilculo de la
pérdida de energia de electrones en

sistemas inhomogéneos.

En este capitulo desarrollamos algunos métodos para el céleulo de la funcién de pérdida de
energia de electrbnes en sistemnas inhomogéneocs del tipo granular. Primero hacemos una exten-
sién de la teorfa de pérdida de energfa de electrones para un sistema compuesto por tres medios
formado por un material que es la matriz y por dos tipos de inclusiones distintas, ademss hace-
mos el cdlculo de pérdida de energfa de electrones para un sistema especifico. Esta extencidn es
posible debido a la aparicitn del concepto de funcion dieléctrica efectiva, dicha Funcién depende
s6lo de la energfa y es efectiva en el sentido de que para calcular la bérdida de energfa del
sistema, se utiliza la formula de Bethe. Pero, en dicha formula, en lugar de utilizar la funcién
dieléctrica que caracteriza al medio homogéneo, se utiliza la funcién dieléctrica efectiva local
€esr(w), la cual contiene informacién sobre la no-localidad espacial. Tomando en cuenta estas
ideas, proponemos dos procedimientos recursivos para calcular la funcién dieléctrica inversa
efectiva de un material compuesto. Uno de estos permite dar explicitamente una distribucién
de tamaiios para las inclusiones. Al final comparamos y discutimos los espectros de pérdida de

energia de electrones calculados utilizande cada uno de estos métodos.
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6.1 Un sistema de tres medios.

En esta seccién hacemos una extensién de la teorfa de pérdida de energfa de electrones para un
sistema compuesto por tres medios [29]. Dicho sistema est4 formade por un material que es la
matriz y por dos tipos de inclusiones distintas. El cilculo de la densidad de probabitidad de
pérdida de energfa de electrones para este sistema se hace en términos de la parte imaginaria
de la funcién inversa de respuesta dieléctrica local £7'(w), la cual a su vez se caleula en el
contexto de dos aproximaciones diferentes. La primera de ellas, y que se utilizar4 més bien
como referencia para comparar, estd inspirada en la aproximacién de Claussius-Mossotti para
calcular la funcién dieléctriéa efectiva inversa de un sistema compuesto y cuya expresion estd
dada por la ecuacidn 4.16. El otro enfoque estd inspirado en el célculo de esta misma funcién
e~ }{w), pero en el contexto de su representacién espectral, concretamente en lo que llamamos

la aproximacién de un solo modo para el plasmén de superficie. La ventaja de este enfoque

. 'f(u) integra, como ya hemos visto en el

es que la funcién dieléctrica inversa efectiva local ¢
capftulo tres de este trabajo (AEc. 4.41 ), la dependencia en el vector de onda k. Es decir,
egflf (w) conserva informacién sobre la no localidad espacial del sisterma. Luego comparamos los
resultados del calculo de pérdida de energia de electrones realizado utilizando cada uno de estos
enfoques.

El sistema fisico que estudiamos consta de esferas de un material que llamaremos A, con
funcién dieléctrica £4 y esferas de un material B, con funcién dieléctrica &£p. Ambos tipos de
esferas se encuentran distribuidas aleatoriamente en un material C, el cual estd descrito por
una funcién dieléctrica ec. La fraccién de llenado de ambos tipos de esferas en la matriz serd
llamada fraccién total de llenado F.

Los radios de las esferas de material Ay Bsonry yrg, respectivamente, ademds podemos
suponer que r4 < rg. El célculo de la pérdida de energfa de electrones de este sistema de tres
~medios se realiza a través de la parte imaginaria de la funcién inversa de respuesta dieléctrica
efectiva de todo el sistema £ }{w) utilizando la-ecuacion 4.42. EI calculo de £t {w) se lleva
a cabo en dos partes: Primero calculamos la funcisn inversa dieléctrica efectiva e=w) del
sistema de esferas de material A inmersas en el material C, a la cual le lamaremos e/ (w)*C.

La fraccién de llenado de las esferas de este tipo en la matriz es fa. Luego colocamos en este

medio equivalente descrito por £/, (w)"€ esferas de material B en una fraccién de llenado fn
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y calculamos la funcién inversa dieléctrica efectiva de este nuevo sistema, la cual resulta ser
la funcién dieléctrica inversa efectiva del sistema de los tres medios £y (w). La idea de este

célculo se ilustra en e] diagrama 6.0, inciso a) :

s) 2
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Diag. 6.0 (a),(b).(c). El clculo de e;;(w) se lleva a cabo en dos partes: Primero calculamos
la funcidn inversa dicléctrica efectiva e~V {(w) del sistema de esferus de material A inmersas en
el material C. Luego colocamos en este medio equivalente descrito por e:;f(w)*‘c esferas de
material B y calculamos la funcién inversa dicléctrica efectiva de este nuevo sistema, la cual

resulta ser la funcidn dieléctrica inversa efectiva del sistema de los tres medios et (w).

Para calcular £, (w) colocamos primero en la matriz C las esferas con menor radio. Lo que
vames a hacer son dos aproximaciones consecutivas de campo medio y sabemos que ésta es una
buena aproximacién sélo para fracciones de lenado pequefias. La condicién de colocar primero
las esferas con menor radio se puede justificar también de la siguiente manera: supongamos
dos esferas del mismo material, con radios r4 ¥ rg, en donde ademss se cumple que ry < rg.
Coloquémeslas en un campo eléctrico E constante. El dipolo inducido en la esfera con mayor
radio es mayor que el inducido en la esfera de radio menor. De tal forma que si las acercamos,
el campo dlpolar en la de mayor radio se va a ver menos alterado por la presencia del campo
dipolar de la esfera chica. Por el contrario, el campo dipolar de la esfera chica se va a ver
fuertemente alterado por la presencia del campo dipolar de la esfera de mayor radio. Podemos

entonces decir, que si colocamos primero las esferas de radjo menor, el medio formado por estés
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y la matriz es visto por las esferas de radio mayor como un medio efectivo. En el diagrama 6.0,
incisos 1.(4) y 1.{c), también ilustramos lo dicho en este parrafo.

Por otro lado la condicién para hacer consistentes las distintas fracciones de llenado es:
fa(l—fp)+ fe=F (6.1}

Esta condicién resuita del siguiente razonamiento. Cuando calculames las propiedades del
medio equivalente que corresponde a tener esferas de material A inmersas en una matriz de
material C la fraccién de llenado de las esferas es f,, por tanto la fraccién que ocupa la matriz
es fo=1— fa. Puesto que este medio equivalente sirve de nueva matriz para colocar esferas de
material B en una fraccién de llenado fg, podemos decir que si f4¢ es la fraccién del total que
ocupan las esferas de material A y la matriz de material C, entonces fp+ fic = F. Luego,

como fac = fa(l — fg) sustituimos y encontramos la expresién dada por la ecuacion 6.1.

6.2 Un sistema especffico.

Vamos a aplicar el procedimiento explicade en la seccién anterior para calcular la funcién
dieléctrica efectiva local de un sistema especffico. Una vez obtenida esta calculamos el espectro
de pérdida de energfa de electrones de dicho sistema a través de la ecuacién 4.42. El cardcter
numérico de este método nos obliga a escoger un sistema especifico, la idea es entonces aplicar
el procedimiento de cdlculo mencionado a dicho sistema. El calculo se llevard a cabe, como
ya antes mencicnamos, usando dos enfeques diferentes los cuales vamos a comparar y discutir
brevemente.

Consideremos el siguiente sistema :

El material A, el cual es ficticio, con una funcién dieléctrica de Drude dada por

_(wpa)® (6.2)

Eqa=1— - ,
4 wiw + 7,4}

en donde wpy, la frecuencia de plasma del material 4 es wy4 = 10V y un factor de disipacién
de 74 = 0.04 wpa . Con una fraccién de lenado f4 = 0.03, el radio de las esferasesrg =34 . Y

aunque el tamarno de estas esferas es muy pequefio podemos suponer que su funcién dieléctrica
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sigue siendo del tipo de la ecuacién 6.2 .
El material B es aluminio, con una funcién dieléctrica también de Drude cuya expresién es

{wpar)?

o+ v o9

€B=£A¢=l—

con una frecuencia de plasma para el aluminio de wya; = 15.8eV y un factor de disipacién de
Y = (0.04 + (0.832/25)Juspa [5]- La fraccion de llenado de este material es fz = 0.3 y el radio
de las esferas rg = 254 . _

El material C es AlF3 con una funcién dieléctrica ep = &aF, obtenida experimentalmente
por Howie (4] y que luego digitalizamos. La energfa del haz incidente es E; = 100kel y el
vector de corte &, = 1.69AL.

A continuacién hacemos el cdlculo de la funcisdn dieléctrica efectiva inversa usando dos teorfas
de medio efectivo distintas. En la primera usamos la aproximacién de Claussius-Mossotti para
calcular la funcién dieléctrica efectiva inversa del sistema de esferas de material A inmersas en
el AlF3, la cual es 5;1f(w)“‘c. Luego usande este medio efectivo como matriz colocamos las
esferas de aluminio y aplicameos la aproximacién de un solo modo para el plasmén de superficie
para encontrar la funcién dieléctrica inversa efectiva del sistema compieto. En el segundo
enfoque utilizamos 2 veces consecutivas la aproximacién de un sélo modo para el plasmén de
superficie. Primero, para calcular E:flf(w)Ac del sistema de esferas de material A inmersas en
el AlFy. Y luego usando este medio efectivo como matriz, colocamos las esferas de aluminio y
aplicamos nuevamente estd aproximacién. De esta manera encontramos la funcién dieléctrica
inversa efectiva de todo el sistema e} {w). Llamaremos a este segundo enfonque el método
semi-recursivo (S-R).

L.-En el primer enfoque, al cual Hamaremos C-M por razones evidentes, caleulamos la funcién
dieléctrica efectiva inversa del sistema de esferas de material A inmersas en el AlF3, la cual es
c;'!l!(w)‘“c, usando la ecuacién de Claussius-Mossotti (Ec.4.16, la cual como se recordara se

dedujo en el capftulo tres). Esto es:

ec(1+ 2fa(£A5E2))

1 ‘fa(&.ﬁ%) l

en donde las funciones dieléctricas €4 y £ estdn dadas por las Ecs. 6.2 y 6.3 respectivamente.

ey lw)tC =
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Luego para calcular la funcién inversa de respuesta dieléctrica efectiva de todo el sistema e} (w),
)AC_

usamos la representacién espectral dada porla Ec. 4.47 con £1(w) = eg(w) y e2(w) = £ 1f (e
El espectro de densidad de probabilidad de pérdida de energfa que obtuvimos utilizando la

expresién dada por la ecuacién 4.42, aparece en la figura 6.1.
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Fig.6.1. Espectro de densidad de probabilidad de pérdida de energia en la aproxrimaeion de
C-M para el sistema de esferas idénticas de material A (con wps = 10eV ) de 34 de radio con
Ja =0.03 y esferas idénticas de Al (con wa; = 15.8 V) con 254 de radio y f, = 0.3, ambas

inmersas en une mairiz de AlF3. La energla del haz incidente es E; = 100keV. Ademnds el

vector de corte es k. = 1.69A°1.

En la figura 6.1 graficamos el espectro de densidad de probabilidad de pérdida de energia
como funcién de la energfa en eV. En dicho espectro aparecen varias estructuras 6 ” picos”
asociadas a la excitacién de plasmones, tanto de superficie como de volumen. Podemos decir
entonces, que aparece un pico muy ancho asociado a la excitacién del plasmén de volumen del
AlF3 en torno a 25 eV. Aparecen también el pico de ta excitacién del plasmén de volumen del
aluminio en 15.8 eV, el pico de la excitacién del plasmén de superficie de las esferas de Al en
AlF3 en 8.8eV y el pico de la excitacién del plasmoén de superficie del material A en AlF; en
4.6eV. No aparece el pico correspondiente a la excitacién del plasmén de volumen del material
4, tal como es de esperarse al considerar la teorfa de Claussius-Mossotti.

1.-En este enfoque, llamado S-R, calculamos primero &7/, (w)4C usando la representacion
espectral dada en la Ec. 4.47 con ¢)(w) = e4{w) y €2{w} = ec(w), la cual corresponde a tener
esferas del material ficticio 4 inmersas en el AlF;. Luego usando esta misma ecuacién (Ec.
4.47) calculamos la funcidn dieléctrica inversa efectiva de todo el sistema e.1(w), pero ahora

con g1{w) = ep(w) y e2w) = Ee_flj(w)’w. El espectro de densidad de probabilidad de pérdida
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de energfa que obtuvimos utilizando la expresién dada por la ecuacién 4.42, aparece en la figura

6.2.
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Fig. 6.2. Espectro de densidad de probabilidad de pérdida de energta en la aproximacion
semi-recursiva para el sistema esferas idénticas de material A (con wpy = 10eV) de 94 con
fa=0.03 y esferas idénticas de Al {con wy =158 eV) de 254 con fz = 0.3 ambas inmersas
en una matriz de AlF3. La energfa del haz incidente es E; = 100keV. Ademds el vector de

corte es k.= 1.689A1,

En la figura 6.2, de nuevo graficamos el espectro de densidad de probabilidad de pérdida de
energfa como funcidén de la energfa en eV. Como ya mencionamos aparecen varias estructuras
 asociadas a la excitacién de plasmones. Podemos decir entonces, que aparece el pico del plasmén
de volumen del AlF; en torno a 25 eV, el pico del plasmén de volumen del aluminio en 15.8
eV, el pico del plasmén de volumen del material A en 10eV, el pico del plasmén de superficie
debido 2 las esferas de Al en AlF; en 8.7eV y el pico del plasmén de superficie del material 4
en AlF3 en 4.8eV.
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Fig. 6.5. Calculamos dos espectros de = correspondientes al sistema: esferas idénticas de
material A (con wpa = 10eV )} de 34 con fa = 0.03 y esferas idénticas de Al {con war = 15.8
eV} de 254 con fg = 0.3 ambas inmersas en una matriz de AlFy. La energfa del haz incidente
es E; = 100keV. El espectro con la linea punteada (---) corresponde ¢ la aprozimacién C-M y

el de la lmea continua (—) a la aprozimacién S-R.

En la figura 6.3 comparamoes ambos espectros de densidad de probabilidad de pérdida de
energfa. Como podemos ver, la principal diferencia es la aparicién del pico del plasmén de
_volumen del material A cuando calculamos el espectro de pérdida de energfa usando el método
semi-recursivo. La informacién acerca del sistema que proporciona la posicién y altura del
pico del plasmdn de volumen del material A se borra cuando utilizamos para el célculo de este
espectro la aproximacién de C-M. Sin embargo estd informacién es importante pues la posicion
es util para determinar el tipo de material y la altura para determinar la cantidad de dicho
material en el sistema. Esta informacién se conserva en el espectro cuando utilizamos el méto-
do semi-recursivo. Aunque las posiciones de los picos de los plasmones de superficie aparecen
ligeramente desplazadas, podemos esperar que para fracciones de lienado muy pequefias del
material A ambas aproximaciones se asemejen mucho, coincidiendo en el lfmite f4 — 0. Pode-
mos decir que la diferencia fundamental entre ambos enfoques es que el espectro de pérdida de
energfa caleulado en la aproximacién que llamamos C-M no resulta adecuado, pues no muestra
la presencia de un pico que corresponde a la excitacién del plasmén de volumen de uno de
los dos tipos de inclusiones, mientras que el enfoque que llamamos S-R resulta adecuado para

estudiar la pérdida de energfa de electrones en sistemas compuestos por tres medios.

6.3 Un método recursivo sin dispersién de tamafios (MRSDT).

El método semi-recursivo abre la posibilidad de desarrollar un procedimiento recursivo como
el que proponen Fuchs y Ghosh{21] para calcular la funcién dieléctrica inversa efectiva de un
material compuesto. A continuacién propenemos un procedimiento recursive para el cileulo de
dicha funcién([29]. Este consiste en colocar en una matriz homogénea una pequefia fraccion de
inclusiones esféricas y calcular la funcién dieléctrica inversa local ee_!'!(w) del medio efectivo.

Luego se utiliza como matriz este medio efectivo, colocando de nuevo una fraccién de inclusiones.
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Se calcula la funcién dieléctrica inversa efectiva de este nuevo medio, continuando este proceso
un cierto nimero de veces, hasta alcanzar una fraccién de llenado total de esferas en la matriz
homogénea. Una de las ventajas de este procedimiento es que la funcién dieléctrica inversa local
e:flj(w) del medio efectivo que se considera en cada paso del proceso, conserva de acuerdo a fa
ecuacién 4.41, informacién sobre la no localidad del sistema.

En este procedimiento utilizaremos el formalismo desarrollado por Howie y Walsh [4] para
calcular la funcién dieléctrica inversa s;.lw(w) que utilizarernos en cada recursién, y el cual
ha sido presentado al final del capftulo tres de este trabaje. Una de las ventajas de llevar
a cabo este procedimiento recursivo utilizando en cada paso la funcién e;,’w(w) es la relativa
sencillez y alcance de ésta. Pues, recordemos que es posible mostrar que la expresién propuesta
por Howie y Walsh( Ec.4.58) para el cdleulo de la respuesta dieléctrica de este medio efectivo
tiene exactamente la misma estructura que la de la representacién espectral de ee_’f(w) que se
dedujo en la aprdximacién de un sélo mode para el plasmén de superficie, siendo adem4s una
muy buena aproximacién en el limite de radios a y fracciones de llenado f pequefias. En el
procedimiento que a continuacién pro;-)onemos estas dos hipdtesis se satisfacen la cual es una
de las razones por la cual en los cdlculos que mostramos a continuacién utilizamos la funcién
€3y (w) de Howie y Walsh. T

Como ya hemos mencionado estos autores concluyen que Ia funcién de respuesta dieléctrica
inversa local e}, () de un medio efectivo que podrfa simular un sistema de inclusiones esféricas
inmersas en una matriz homogénea esta dado por4.58:

1 3 1
eqwlw) = h [; +gim(s;—+2_£; - a)] (6.4)

+f2 [—1- +gezi(_"—'3_'_ - l)]
£ €1+2e7 £3
en donde fies la fraccién de llenado de las esferas en la matriz y fo = 1 — £, la fraccion
complementaria. Ademds gin; ¥ gert estdn definidas por las ecuaciones 4.59 y 4.60, las cuales
ya hemos explicado. .
El procedimiento consiste entonces, en colocar en una mat'riz homogénea una pequefia frac-
cién de inclusiones esféricas (las cuales estdn caracterizadas por un radio ag), a la cual lamare-

mos Af , y entonces calcular la funcién dieléctrica inversa €3}, del medio efectivo[29). Lucgo
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utilizar come matriz este medio efectivo y colocar una fraccion de inclusiones A f (con esferas
del mismo radio ap), de nuevo caleular ka funcién dieléctrica inversa efectiva de este nuevo medio
y continuar este proceso un mimero N de veces, hasta alcanzar una fraccién de llenado total f

de esferas en la matriz homogénea.

La fraccién de llenado de las esferas, en la matriz homogénea, en el paso i-ésimo del proceso

explicado en el parrafo anterior es:

fl

fisi(1—Af)+Af (6.5)
fioi+Af(1 - finy) {

fi

i

el razonamiento que explica la primera igualdad es similar al utilizado para explicar la ecuacién
6.1, de hecho resulta de aplicar tal razonamiento un numero i de veces. Trabajando algebraica-

mente es posible mostrar que si el numero total de iteraciones es N entonces la fraccidn de

llenado en €l paso i-ésimo esta dada por:
fi=fon(1-ANY +1- (1 - af¥ (6.6)
de aquf resulta que si fy = 0, entonces
f=fn=1-(1-4H"
por lo que:
Af=1-Q-pH, (6.7)

es decir, una vez establecida la fraccién de llenado total f y el numero N de pasos para
alcanzarla, la fraccién de inclusiones A f que debemos agregar en cada paso queda determinada

por la ecuacidn-6.7.

Los resultados anteriores nos permiten evaluar .‘:;,h, en f+A f como una funcién vnicamente
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de eglw(f) y Af, pues ag el radio de las esferas es siempre el mismo. Esto es:
cawlf +Af) = epiy leqiv (). AF], (6.8)

de tal manera que es posible encontrar una expresién analftica para la funcién £ ¥ Que

corresponde a este sistema. Evaluemos entonces e_:,lw en f+ Af, utilizando la ecuacién 6.4 y
haciendo f; = A f encontramos que
- (f)~ g
eqwlf+Af) = Afer' [1+2gim —;"’L—— (6.9
W 1 L () + 2t }

B _1 ) 2Af El_l "EI_{%/V(f)
+(1 = Afeqw(f) [1 71 +2Af(2151_l +E.T,rlw(f))J

¥ haciendo un desarrolle a primer orden en A f de esta ecuacién obtenemos:

ciwlf +08) = ey () +AS [ +29=“E_1%

e (f) - eHW(f)%l

desarrollando la expresién contenida en el paréntesis cuadrado y acomodando los términos

llegamos a que

defw = eqw(f+0f)~exw(h) (6.10)
Af (EHW(f) - 'El ) (2g’2“t61_l - 35;{}&/()’) — 251_1)
. Erwf) +267)
¥ puesto que
-4
Af= 1_:_f

, con lo cual encontramos la siguiente ecuacion integral:

/EE’W (Eﬁ.ll,v+2£_])d£;,=” =[f df .11)
et (Eaw —e0) (Cginee; = 3egty — 277} o 1- S :
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cuya solucién es:

_ _1\? - 1y~ Aetine+2} 3Hine =5
(EHIW —sll) (BEH},V = 2(gine = 1)eg ) _ ( 1 ) Fine—5) - (6.12)

5! — 7! 3, — 2(gim — 1) 1-f

Tenemos pues una expresién analitica para la funcién dieléctrica inversa efectiva e;}}y de este
sistema. La ecuacién 6.12 nos permite despejar e;,h;, de tal manera que podemas calcular el
espectro de densidad de probabilidad de-pérdida de energfa.

Hemos encontrado pues un procedimiento para calcular la funcién dieléctrica inversa efectiva
de este sistema, este es de cardeter recursivo y en el lfmite en que N — co y Af — 0 tiene
una solucién analftica. Adelante en esta seccién comparamos los espectros de densidad de
probabilidad de pérdida de energfa encontrados en ambos cases. Pero antes, en la figura 6.4
mostramos tres espectros de densidad de probabilidad de pérdida de energfa. Estos espectros
fueron calculados usando el procedimiento recursivo con diferentes valores de N, el resto de
pardmetros es el mismo para las tres curvas. La funcién dieléctrica del material del cual estdn
hechas las esferas esta dada por la ecuacién 6.2, con una frecuencia de pla:s'r-na wWpaAt = 16 eV
y un factor de disipacién v = %w,,m. La funcién dieléctrica de la matriz (AlF3), eur, fué
obtenida experimentalmente por Howie (4] y luego digitalizada. La energfa del haz incidente es
E; =100 keV, por lo que ¢l valor de /iz; que aparece en las expresiones para gini(Ec. 4.59) y
en la ecuacién para evaluar Z{(E) (Ec. 4.42) es hv; = 1.0824 x 102V nm. El valor del vector
de corte es k. = 1.7A~!. La fraccién total de lenado es f = 0.15, el radio de las esferas es
ap = 25A.

Denzidad da probabilidad
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Fig.6.4 Espectros de densidad de probabilidad de pérdida de energta para esferas de Al en
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una matriz AlF;, estos espectros fueron calculados usando el método recursivo y corresponden
a los valores de N =2, N =5y N = 12, La energfa del haz incidente es E; = 100keV . Lo
frecuencia de plasma del Al se toma como wpy = 16 eV y el foctor de disipacion v = 1—15pr;.

El valor del vector de corte es k. = 1.7TA™'. La fraccion total de llenado es f = 0.15 y el redio

de las esferas ag = 254.

En la figura 6.4 graficamos tres espectros de densidad de probabilidad de pérdida de energia,
los cuales fueron calculados usando el método recursivo y corresponden a los valores de V = 2,
N =5y N = 12. En dicha figura vemos que conforme N aumenta la estructura asociada a
la excitacidn del plasmén de superficie se suaviza, se hace més ancha y se vuelve asimétrica.
Netamos también que el procedimiento converge rdpidamente, en N = 5 practicamente se ha
borrado la estructura de picos que aparece en ¥V = 2, y en NV = 12 la estructura que corresponde
a la excitacién del plasmén de superficie es ya muy suave. Esto se debe a que escogimos un
valor granide del factor de disipacidn =, le cual hace que cada pico que aparece en la estructura
que se asocia al plasmén de superficie sea muy ancho, Por otro lado los picos que corresponden
a la excitacién de los plasmones de volumen del Al en 16eV y del AlF; en torno a 25 eV, no se
ven alterados.

En la figura 6.5 comparamocs dos eﬁpéctros de densidad de probabilidad de pérdida de
energfa, el primero de ellos{wm m) fue calculado usando el procedimiento recursivo con ¥ = 50, el
otro fue calculado utilizando lo que llamarmos la solucién analitica de este mismo procedimiento
(— ). En ambos casos la funcién dieléctrica de las inclusiones estd dada por la ecuacién 6.2,
con una frecuencia de plasma wp, = 16 eV y un factor de disipacién y = 1—'54.0,,,41. La funcién
dieléctrica de la matriz £ 41, fue obtenida experimentalmente por Howie [4]. La energfa del haz
incidente es E; = 100keV , por lo que Av; = 1.0824 x 10%eV nm. El valor del vector de corte es -
k. =1.7A-!. La fraccién total de llenado es f = 0.15 y el radio de las esferas es ag = 25A.
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Fig. 6.5 Espectrés/;e-éemidad de probabilidad de pérdida de energia que corresponden al
sistema esferas de Al inmersas en una matriz de AlFy. El espectro que corvesponde a la lfnes
continua(—} fue calculado utilizando el método analitico, el otro espeétro‘(... ) lo obtuvimos
utilizando el método recursive con N = 50. Eﬁ ambos casos la eneryia del haz incidente es )
B: = 100keV . El valor del vector de corte es k., = 1.7A™y el factor de disipacidn = Tl-s-wpm.
La fraccidn total de llenado es f = 0.15, el radio de las esferns es ap = 254,

Como vemos en la figura 6.5 las estructuras de ambos espectros son indistinguibles. Pademos
entonces decir que ambos procedimientos para el célculo de la densidad de probabilidad de
pérdida de energfa son equivalentes en el caso de N suficientemente grande (y en consecuencia
Af pequefia, como puede verse de la ecuacién 6.7). La estructura de estos espectros se asemeja '
a la del espectro experimental obtenido por Howie, la mds importante similitud aparece en la
estructura asociada a la excitacidn del plasmdn de superficie, la cual usando cualquiera de estos y
dos procedimientos se suaviza y se hace m4s ancha, aunque se vu;lve asimétrica. La razén de ,
la asimetrfa puede entenderse de la siguiente manera: En el caso de hacer el cdlculo a través del
proceso iterativo, en cada paso digamos el j-ésimo , de este proceso recursivo aparecen picos en el
espectro los cuales estdn asociadas a excitaciones de plasmones de superficie. Estas estructuras ,
6‘picos que aparecen se desplazan hacia energfas mayores conforme aumenta j y ademds crecen J
en a.ltﬁra., hasta alcanzar el valor mdximo de N . Luego para valores de N suficientemente
grandes la estructura asociada a la excitacién del plasmon de superf{cie es la envolvente de jos
picos que aparecen en cada paso, los cuales tienen un mayor peso para energfas mayores, de

aqui la asimetria.

El que el pico asociado a la excitacién del plasmén de superficie sea mds anclio y suave podrfa
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interpretarse como que de alguna manera este procedimiento toma en cuenta la dispersion en
los tamafios de las esferas, sin embargo el mecanismo no es claro pues cemo antes mencionamos,
para cada paso j-ésimo del proceso recursivo, el radio de las esferas es constante.

A continuaci6n prdponemos un segundo método que podrfa ayudar a dilucidar este proble-

ma.

6.4 Un método recursivo con dispersién de tamanos (MRCDT).

Al realizar un experimento del EELS en el cual se producen partfculas, las cuales quedan
inmersas en un medio homegéneo, éstas no tienen por que ser necesariamente esféricas. Aun en
el caso de que.dic‘has particulas sean muy semejantes a esferas tani;ﬁco tienen porque ser del
mismo tamaﬁd, de hecho es de esperarse una cierta distribucién en los tamaifios de éstas esferas.
De tal forma, que en los casos en que estd distribucion sea muy ancha va a resultar importante
to.mar esto en cuenta al hacer el cilculo del espectro de pérdida de energia,_..Lo anterior resulta
en un problema muy complicado si se ataca desde el punto de vista de la teorfa bésica, sin
embargo es posible abordarlo desde otro punto de vista el cual mostramos a continuacién,

En esta seccién proponemos un procedimiento recursivo de cleulo para evaluar la funcién
de péfdida de energfa de electrones en un medio inhomogéneo que esta formado por una matriz~
con inclusiones esféricas de distintos tamarios, para lo cual calculamos primero la funcién de
respuesta dieléctrica inversa e:;!(w) del medio efectivo. La principal caracterfstica de este
procedimiento es el hecho de que incluye explicitamente, una distribucién de tamafios en el radio
de las inclusiones esféricas [29], la cual estd determinada por una cierta funcién de distribucién
D(z) y que en principio podemos escoger. En particular vamos a utilizar una distribucién log-
normal [27],[28] en la cual el mimero de partfculas por intervalo logaritmico del radio obedece

una distribucién normal y esta dada por :

or la Ino BXP(—Tl{In(?n{TQO)] 9 (6.13)

Dia) =

en donde a es el radio de las esferas, ap el radio medio, y ¢ es una medida del ancho de la
distribucién la cual estd Tiormalizada a la unidad. El valor & = 1 corresponde a una funcién &

en ap y corresponde al caso monedisperso. En la figura 6.6 se muestran una serie de graficas
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de D(x) = apD{a) como funcién de x = a / a; para diferentes valores de o.

" Diatribucién log-normal
D{x}

T T T
[ 2 4 L] a

Xmafa,

Fig. 6.6 En esta figura se grafican algunas distribuciones log-normal D(z) pare distintos

valores de o. 4

De esta manera y una vez que hemos escogido la funcién de distribucién y la fraccién parcial
de llenado asociada a cada radic a, y a la cual lamaremos f(a), esta determinada por la

siguiente ecuacidn :
f(e) = D(a}F , (6.14)

en donde F es la fraccion total de esferas en la matriz, la cual es una constante. De tal manera-
que [ f{a) da = F, pues D(a) esta normalizada a la unidad.

Este método de cdlculo de la funcién de respuesta dieléctrica inversa e} (w) del medio
consiste entonces en colocar en un una matriz homogénea una pequefia fraccién de inclusiones
esféricas de un radio determinado, el que corresponde a las esferas més pequefias, y a la cual
llamaremos A; f(a;) { en donae el subfndice i denota el paso en el proceso recursivo por lo que
en este caso i=1).y calcular !a funcién dieléctrica inversa de Howie y Whalsh 5,',.1“, {w) de! medio
efectivo utilizando la ecuacién 6.4, los motives para hacerlo de esta manera son en esencia los
mismos que por los que se uso la funcién s}}lw' en el método que Hamamos MRSDT . Lucgo
utilizamos como matriz el medio efectivo que resulta del proceso anterior y colocamos de nuevo

una fraccidn de inclusiones, las cuales tienen un radio distinto a las anteriores, A, f {(a;) {con
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1=2) y de nuevo calculamos la funcién dieléctrica inversa efectiva de este medio utilizando la
ecuacién 6.4 . Se continua este proceso un nimero arbitrario N de veces, hasta alcanzar la
fraccién de llenado total F' de esferas en [a matriz homogénea. Este procedimiento resulta
similar al que expusimos en la seccién anterior, salvo que incluye una dispersién de tamafios en
el radio de las esferas.

En este procedimiento la fraccion parcial de llénado de esferas con radio a; en el i-8simo

paso, A; f(a;} = Afi , estd dada por la siguiente expresién :

f(a:)
Af;= - . .
F=TTFs a1 fles) - 68

Esta ecuacitn se puede justificar de la siguiente manera: Si el numero total de pasos en el

proceso recursivo es )V , entonces en el n-ésimo y 1ltimo paso la fraccién parcial de esferas con

radio ay es:
flan) =AfN,
luego, la f.raccién parcial de esferas con radio ay.; es:
flav-1) = Afn-r [1 - flan)],

por lo que,

flon-1)
Afyy = L1081
; T 1 - flan)
, .
de igual manera '

flan-2) = Afy_g [1 - flaw) — flan-1)] ,

¢ bien:

o flan-2) __
AIN-2 =Y T Flan) - Flawod) -
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Podemos entonces, generalizando este razonamiento, afirmar que:

flan-j) .
1~ flan) ~ flan_1).. — flan—y) '

Afnoj=

con j un entero tal que satisface 1 < 7 € N. De tal forma que si definimos q‘.la variable entera - -

i como i = N — j , entonces:

f(ai}
Dfim
SRS TR .

¥ puesto que Zf’:l f{a,) = F, podemos escribir finalmente:

A f flei)
9!. TCF+> ) ; {6.16)

1
La ecuacién 6.16 determina la cantidad de inclusiones esféricas con radios a; que debemos

agregar en cada paso. Este resultado nos permite evaluar £3}, en f(a;} como un'la funcién de

e;,tv[f(a,-q)] y Afi , esto es: ' '

r

eqwlfleint) + Aif) = ey (exwlflaial, ALY

de tal manera que es posible calcular, a través de un procedimiento recursive, la fuﬁcidn de
respuesta dieléctrica inversa ce',lf(w) de todo el sisterna.

Nuevamente el cardcter numérico de este método nos obliga a trabajar sobre un sistema
especifico, a saber: una matriz de AlF; con inclusiones esféricas de aluminio y en donde dichas
esferas tienen una distribucién de tamaifios dada por una log-normal definida por la ecua.c.ién
6.13.

La funcién dieléctrica det material del cual est4n hechas las esferas est4 dada por la ecuacion
6.2, con una frecuencia de plasma wpy = 158 eV y un factor de disipacidén v,; = (0.04 +
(0.832/a))wpa [5), el cual depende del radio a. De nuevo la funcién dieléctrica de la matriz AlF;,
es la que obtuvo experimentalmente Howie [4] . La energfa del haz incidente es E; = 100keV , y
el valor de Aiv; que aparece en las expresiones para gin:(Ec. 4.5} y en la ecuacién para evaluar

Z(E) (Ec. 4.42) es hv; = 1.0824 x 10%eV nm. El valor del vector de corte es k. = 1.7A"!. La

83



fraccidn total de llenado es F' = 0.22, y el ra.diol medio de las esferas ag = 25A. En la figura
6.7 mostramos tres espectros de densidad de probabilidad de pérdida de energfa calculados
utilizando éste método (MRCDT) y con un valor de N = 30 y diferentes valores de sigma, i.e.
o = 1.1 que se muestra con la linea continua (—), ¢ = 1.5 con la linea punteada (), yo=20
con la linea interrumpida (- - -) . Por otro lado, aunque no lo probamos en el presente trabajo,
con este método se obtiene una estructura suave asociada al plasmén de superficie con valores

de N no muy grandes { ¥ < 30)sio > 1.5

Densidad de probabilidad
. Pérdida de energia

Energfa [eV]

Fig. 6.7. Gmﬁcanwa tres espectros de densidad de probabilidad de pérdida de energia cal-
culados para un valor de N = 30 y los valores de sigma: @ = 1.1 con la lfnez continua {(—),
o = 1.5 con la linea punteada (}, ¥ 0 = 2.0 con lo lfnea interrumpida (- - -) . La freccidn
total de llenado es F = 0.22, y el mdio medio de las esferas ag = 254. La frecuencia de plasma
del Al wyn = 15.8 eV;y el factor de disipacidn v, = (0.04 + (0.832/a))uwppr. La funcidn
dieléctrica de la matriz AlF; es ;ezpeﬁmental. La energfa del hoz incidente es E; = 100keV | y
el valor del vector de corte es k. = 1.74-1,

En las graficas de densidad de probabilidad peérdida de energia que aparecen en la figura

6.7 vemos que confortne & se acerca a uno, la estructura asociada a la excitacion del plasmdn
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de superficie se hace un poco mds aguda, lo cual es consistente pues corresponde a situaciones
con una pequenia dispersién en los tamaiios de las esferas, luego discutiremos este caso en mds
detalle. Por otro lado, st sigma aumenta aparecen dos efectos: el primero es que esta misma
estructura se hace mds ancha y el segundo es que se vuelve mis simétrica. FEsto también
resulta consistente pues la dispersitn de tamaios de las esferas es mayor de tal manera que a
la estructura asociada a la excitacién del plasmén de superficie contribuyen con un cierto peso
los picos individuales que corresponden a la excitacidn de plasmones de superficie en las esferas
con radios més pequefios y mds grandes que el radio medio. También podemos observar que
los picos de las excitaciones de los plasmones de volumen del aluminio (en 15.8 eV) y del AlF;
(en 25 eV) son los mismos en estos espectros.

En la figura 6.8 comparamos un espectro de pérdida de energfa de electrones calculado
usando el método MRCDT (—) para un valor de sigma cercano a uno ¢ = 1.01, contra el
espectro que resulta de utilizar para el mismo cdlculo la funcién dieléctrica inversa de Howie ¥
Whalsh €5}, (w) dada por la ecuacién 6.4, con la linea punteada (- - -). En ambos espéctros la
energfa del haz incidente es E; = 100keV . El valor del vector de corte ke = 1.7A"Vy el factor
de disipacién v = (0.04 + {0.832/a))wpai. La fraccién total de llenado es £ = 0.22, para el caso
de calculo utilizando la funcién dieléctrica inversa de Howie y Walsh Emw (W), radio de las

esferas es e = 25A. En el otro caso ¢ = 1.01 con el radio medio de las esferas ag = 254.

k-]
S .
if
o
2 2
R}
'
a
05 T T T
) " 13 20 25 »n » 40
Energia [aV]

Fig. 6.8. Comparamos dos espectros de pérdide de energfa: el de la lnea continua que

corresponde af calculo usando el método MRCDT con un valor de o = 1.01 ¥ un radic medio
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de las esferas ag = 25A. El espectro de la linea punteada resulta de utilizar para esté cdleulo la
funcidn dieléctrica inversa de Howie y Walsh e;,lw (w), con el radio de las esferas o = 254. .
En ambos espectros la energte del haz incidente es E; = 100keV . El valor del vector de corte
k; = 1.7A7 Yy el factor de disipacidn v = (0.04 + {0.832/a))wpar. La fraccion total de lenado
es F=0.22.

Podemos esperar que un espectro de pérdida de energfa de electrenes que se calcule uti-
lizando el procedimiente que llamamos MRCDT con un valor de ¢ = 1, y el cual corresponde a
tener una distribucién de tamarios con la forma de una delta de Dirac, coincida con el espectro
caleulado utilizande la funcién dieléctrica inversa de Howie y Walsh 5, (). La razén de esta
esperada coincidencia es que, en el caso de tener una delta de Dirac, Af; es cero excepto para
un solo valor del radio ag en donde Af; valdrd F. Sin embargo, utilizando el algoritmo que
desarrollamos para el cdlculo de pérdida de energfa de electrones con el métode MRCDT ,
aunque el valor de & sea muy préximo a uno y la distribucién muy angosta, A f; serd diferente
de cero no solo en un punto{ para un sélo valor de ) sino en toda una regién { Afi # 0 para
varios valores de i ), de tal forma que se llevan a cabo al menos algunas iteraciones. Es claro
entonces que el responsable de que el pico asociado a la excitacién del plasmén de superficie se
ensanche es el proceso recursivo en si mismo ¥ no tanto la distribucién de radios.

En la figura 6.9 graficamos tres espectros de densidad de probabilidad de pérdida de energfa
¥ que corresponden a los siguientes casos: El primer espectro, con la lfnea interrumpida ( - - -
), se obtuvo utilizando el método MRSDT, el cual corresponde a tener esferas del mismo radio
e =254 El siguiente espectro , con la ltnea punteada (-}, se calculé utilizando el método
MRCDT, el cual toma en cuenta una distribucién de tamafios para las esferas dada por una
log-normal con un valor de ¢ = 1.5 ¥ un radio medio para las esferas de ag = 254. El tercer
espectro, con la linea continua (— ), corresponde a hacer el célculo usando el método MRCDT,
pero con la siguiente particularidad: La fraccién parcial de llenado correspondiente a i-ésimo
paso esta definida por la ecuacién6.16, pero ademds independientemente del paso i-ésimo se
debe de satisfacer que a; = ag = 254, Es decir, las esferas se colocan en la matriz de tal forma
que la fraccién parcial de llenado rencrmalizada en cada paso i a través de la ecuacion6.16,
estd determinada por una funcién de distribucién que depende del paso i y la cual es una log-

normal, justo como en la ecuacién 6.13, pero cambiando el argumento del radio a por ¢l del
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paso i . Ademas mantenemos el radic de las esferas constante e igual a ag = 254. Llamaremos
a este método modificade MRCDT-m. E! objetivo de calcular este iltimo espectro de esta
manera es poder comparar el efecto originado dnicamente por el proceso recursivo eliminando
el efecto de la dispersién de tamafios al mantener el radio de las inclusiones constante. Para los
espectros mencionados la fraccidn total de Henado es F = 0.22, y el radio medio de las esferas
es ag = 25A, igual al radio a para el caso monodisperso. En los casos en que aparece sigma
su valor es 0 = 1.5. La frecuencia de plasma del Al wpy = 15.8 eV y el factor de disipacién
Tar = {0.044+(0.832/a) }wpai. La energfa del haz incidente es E; = 100keV, y el valor del vector

de corte es k. = 1.7A~1.

204 -

Densidad de probabilidad
pérdida de energla
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Fig. 6.9. Gruficamos tres espectros de densidad de probabilidad de pérdida de energin
obtenidos usando los métodos MRSDT ( - - - ), MRCDT (--), y MRCDT -m (— ). La fraccién
total de llenado es F = 0.22 . El radio medio de las esferas es ag = 254, igual al radio a para
el caso monodisperso. En los casos en que aparece sigma su valor es ¢ = 1.5, la frecuencia
de plasma del Al wpur = 15.8 eV y el factor de disipacidn v, = (0.04 + (0.832/a))wpu. Le
energia del haz incidente es E; = 100keV y el valor del vector de corte es k. = 1.74-1.

En la figura 6.9 vemos que la diferencia entre los espectros calculados utilizande el método
MRCDT que aparece con la lfnea punteada (-} y el método MRCDT-m con la ifnea continua
{— ), es muy pequena. Por otro lado el espectro calculado utilizando el método MRSDT con
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la linea interrumpida (- - - } muestra una mayor diferencia respecto a los dos anteriores. Esto
nos indica que el efecto de la dispersién en los radios de las inclusiones resulta poco relevante.
Confirmameos entonces que lo que resulta importante es el efecto del proceso recursivo en sf, es
decir la forma en éue se realiza dicho proceso. De aquf la diferencia entre el espectro graficado
utilizando el método MRSDT (- - - } y el obtenido con e! métode MRCDT-m (— ), ambos
espectros corresponden al mismo sistema fisico pero el procedimiento recursivo se realiza en
una forma diferente en cada caso. El tratar de entender con mayor profundidad el significado
de estos procesos recursives es una tarea gue resta realizar y que puede estimular el trabajo en
ésta direccién.

En las ultimas secciones de éste capitulo desarrollamos dos tipos de herramientas 6 méto-
dos de cdlculo que nos ayudan a evaluar la pérdida de energia de electrones en un material
inhomogéneo. Aunque resta comprender con mayor precisién el alcance de dichos métodos, es
claro que estos resultan de gran utilidad para el cédlculo de la pérdida de energfa de electrones
en materiales inhomogéneos. Con los resultados de éste capitulo actualmente se elabora un

segundo artfculo.
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