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Introduccion

Un operador tauberiano entre espacios de Banach X v Y es un operador
lineal y continuo cuyo doble adjunto T** satisface que 7"~ (Y) c X, donde

X v V son las inmersiones cancnicas de X y Y en sus biduales X** y ¥**
respectivamente  Estos operadores fueron introducidos formalmente por N.
Kalton y A. Wilansky en [12] a mediados de la década de los setenta aunque
va antes. en 1972. I J. Garling y el mismo A. Wilansky habfan usado en {6
la propiedad que los define para resolver un problema de sumabilidad. Por
lo tanto. éste puede considerarse como el trabajo que dio origen a dichos
nperadores. De la misina manera surgieron los operadores que satisfacen la
propiedad conocida como la propiedad N. Un operador T entre esapcios de
Banach X y Y. satisface esta propicdad si z°* € X siempre que 7% z*" = 0.
Ambas propiedades se estudiardn a detalle en esta tesis.

La parte culmmante de la misma. la constituye un estudio de la relacién
entre los operadores tauberianos entre espacios de Banach y las sucesiones
Drisicas. es decir las sucesiones que son una base del subespacio lineal cerrado
generado por sus términos. Algunos resultados del mismo tipo se obtienen
para los operadores con la propiedad N. En la seccidn dedicada a este
estudio se sigue el articulo [9] de J R. Holub.

Se ha tratado que la tesis sca lo mds autocontenida posible y se organiza
de la siguiente manera:

En el Capftulo 1 presentamos los resultados y conceptos del andlisis fun-
cional que deben tenerse en consideracién para el resto del trabajo. Se
dan por conocidos los teormeas clisicos, come lo son el Teorcma de Hahn-
[3anach, el Teorema de la Grafica Cerrada, el Teorema de la Funcion Abierta
v ¢l Teorema del Acotamiento Uniforme. Se omite la demostracion de al-
qunos resultados de este capitulo por considerarse que éstas son facilmente
localizables en muchos libros: de hecho, mucho del material se puede en-
contrar en [10] y {18]. Sin embargo. los Teoremas de Eberlem-Smulian y
Krein-Smulian son vistos con todo detalle, al igual que sus antecedentes

]



2 INTRODUCCION

inmediatos. En la seccion dedicada a operadores compactos y débilmente
compactos sucede lo mismo y ésta concluye con una caracterizacién de los
operadores débilmente compactos que permite ver gue éstos se definen por
una propiedad opuesta a la que define a los operadores tauberianos.

A continuacién, en el Capitulo 2, se introducen las bases de Schauder y
1as sucesiones basicas. Se estudian diforentes tipos de bases de entre los que
destacan, por su relevancia en ¢l Capitulo 4, los conformados por hases que
encogen y bases acotadamente completas. En cste capftulo se demuestran
casi todos los resultados, y vale la pena notar que la Proposicidn 2.6.17
sélo se emuncia para espacios de Banach reales, pues la demostracion que
presenta L. Singer en (20] no funciona en el caso complejo. Na gbstante, no se
pido determinar si el resultado es en si mismo falso para espacios complejos.
Esto, a su vez, obliga a establecer la misma restriccion, de sélo trabajar cn ol
caso real, al Teorema 4.4.5. La seccién final del segundo capitulo se dedica a
un tratamiento de los espacios simétricos de sucesiones para presentar tres
espacios de sucesiones que no son de uso frecuente en la literatura y quc
sirven para dar el contracjemplo que termina la tesis; esta seccidn s¢ hasa
en [5].

En ¢! Capitulo 3 se trata de manera detallada el articulo de 1. J. H.
Garling y A. Wilansky, en donde por primera vez se presenta la propiedad,
que al abstraerse, dio origen a los operadores tauberianos. Este trabajo
se centra alrededor de una pregunta de sumabilidad que resulta bastante
natural ;Si consideramos una matriz conscrvadora A, es decir una matriz
gue suma a todas las sucesiones convergentes, cOmo tienc que ser A para que
no sume a ninguna sucesion acotada divergente? La pregunta se responde
con dos Teoremas.

Teorema. Sea A una matriz conservadora. A no suma a ninguna sucesién
)4
- - . —1 g ~ . .
acotada divergete si, y solo si, A% () C & es decir, si el operador A cs
tauberiano.

Teorema. Sea A un matriz conservadora. A no suma a ninguna sucesion
acotada divergete si, y solo si, el operador A 1 ¢ — ¢ que clla determina,
tiene rango cerrado y su micleo es de diinension finita; es decir, si el operador
A o5 superiormente semi-Fredholm.

Para poder demostrar el primero de estos resultados fue necesario levar
a cabo un estudio previo sobre el concepto de matriz conula. En este estudio
destaca la demastracion de la primera parte del Teorema 3.2.5 en donde se
da, cubriendo todos los detalles, la demostracién originalmente ofrecida por
K. Zeller en (25]; una consecuencia de este Teorema (toda matriz conula
suma a alguna sucesién acotada divergente), es usada frecuentemente y al-
gunos autores han dado sus propias demostraciones que, en general, son
poco claras o bien usan técnicas que no son tan directas como las usadas
por Zeller. Vale la pena mencionar que A. K. Snyder también ticne una
prueba de la primera parte del Teorema 3.2.5 en un contexto mucho m#s
abstracto y complejo.
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Finalmente. en el Capitule 4. se presentan y definen los operadores taube-
tianos ¥ los operadores con la propiedad N. Se dan ejemplos particulares
de los operadores tauberianos v de clases de éslos, para esto 1iltimo, se pre-
senta el Teorema de Factorizacian de Operadores Débilmente Compactos,
publicado en (3] por W. J. Davis et al Se presentan también los resulta-
dos centrales de esta tésis entre los cuales figuran diferentes caracterizaciones
tanto de los operadores tauberianocs, come de los operadores con la propiedad
N a partir de su comportamiento sobre sucesiones bésicas; los resultados
que para tal efecto se dan, piden. en general, que una cierta propiedad que
es poseida por la imagen de una sucesién bisica sea, en alguna medida,
compartida por la propia sucesion basica o alguna de sus subsucesiones.




Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo X denota a un espacio vectorial sobre K = R o €. Para
o€ K vADCX definimos

aAd={az. s€A} yA+B={z+y:z€ A ye B}.

1.1 Espacios vectoriales topolégicos y local-
mernte convexos

Definicién 1.1.1 Sen 4 C X.

1} A es absorbente st para cade x € X exeste ¢ > 0 tal que dx € A si
AEK ylAl<a

12) A es bolanceado st AA C A para toda A € K tal que |A| < 1.

n1) A es convero siax + By € A para x,y € A yo.d € [0,1] tales que
a+f8=1

Definicién 1.1.2 Seqc 7 una topologic en X. {X.7), o simplemente X, es
un espacto vectorial fopoldgico st las operaciones de suma y multiplicacion
por un escalar son continues con respecto a la topologia producto en X x X
yen A x X. respectivamente. Fn este caso se dird que T es una topologia

vecforial para X.

Proposicién 1.1.3 Sea X un espacio vectorial topoldgico y sea V' una vecin-
dad del cero. enlonces V' es absorbente.

Demostrecion  Para todo = € X se tiene que G- = = {0, por tanto, por
la contimiidad de la multiplicacién por un escalar, existe en X una bola
cerrada £ con centro en O tal que si A € £, entonces Az € V, es decir, existe
o >0 tal que si [A| € @, entonces Az € V; por tanto, V es absorbente. ||

5




6 CAP 1

Teorema 1.1.4 Si exisie una famiha B de subconyunios de X que cumnplen
lus siquientes cineo propedades:

i) S1 A, B € B, enlonces existe CeBilalqueCCAND;
iy B£Oy0¢B;
ii1) Todo A C B cs absorbenle;
w) ‘Tode A C B es balanceado;

v) Pora cada A € B existe B € B tal que B+ BCA,

entonces emsie una e topologia vectorial T para X, tal que la Jomilia B
es un sistema fundamental de vecindades del cero; es decir, todo I3 € B es
une vecindad de 0, en la topologiu T, y para cada vecindad V' de 0 cmiste
B € B tal que B C V. Se dice que T estd determinada por lo familia B.
Inversamente, toda topologia vectorial en X estd determanada por unae fo-
milie. que satwsface de i) av).

La topologfa 7 a la que se refiere este Teorema esld dada de la siguiente
manera: V C X esuna vecindad dex € X, siexiste [} € Bialquez+DB CV,
y U C X es abicrlo si es vecindad de cada uno de sus puntos.

Si B es como en ¢l Teorema anterior, enlonces las colecciones

B = {Int(3): B e B}

Y —

B'={5: B e B}
donde Int (B) y B son ¢l interior y corradura de I3, con respocto a 7, respec-
tivamente, son familias que satisfacen de 2) a v) ¥ la topologia determinada
por cada una de ellas coincide con la topologfa 7.

Nota 1.1.5 FEn todo cspacio vectorial topoldqeo hay un sistema fundamen-
1ol V de vecmdudes de O formado por abiertos (o cerrados) que satisfuce de
i) av),

Definicién 1.1.6 Un subconjunto B de un espacio vectoriol topoldgico es
acotado s1 todo vecindad de 0 lo absorbe, es decir si para cada vecindad V
de 0 eziste o > 0 tal que AB CV s |A] o

Definicién 1.1.7 Un espacio vectorial topoldgico (X .7} es localmente con-
vexo si cada vecindad del cero contiene una vecindad convezae del cero. Iin
este caso, T es llamade una topologia localmente convera pard X

Definicién 1.1.8 Una funcion real p, definda en X, ¢s una semunorna cn
X si satisface lus siquicntes propiedades:
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1) p(2) >0z c X;
a) ploz)=lalple) stac K yre X,
w) ple+y) < pla) +ply)stz,y € X

Proposicién 1.1.9 Consideremos una coleccion finita. no vacta, de semi-
normas en X. {p,. ..p,}, y scan ¢y, ..., > 0, el conjunto

U={zeX:p(x)<e paral <i<n}
salisfuce las siguientes cuatro propiedades:
iy0eU:
w) U es absorbente;
v2) U es balanceado;

w} U es convero.

Teorema 1.1.10 Sea {p, } ., una fumslia no vacia de seminormas en X .
Paracadan € N, oy, .,0n € A yey, ... cn > 0, definamos

Uato oy, o = {1: EX . p,(z)<eg paal <i< n}.

La familia

B=AU. ave e:n€N o, .o, €A Ve, 6 >0}
satisface las cinco propiedades 1) a v} enunciedes en el Teorema 114 y
por fanfo, hay una Wnica topolagin vectorial T en X gue biene a B como un
sistema fundamental de vecindades del cero. Por tanio. (X,7) es localmente
convezre. Se dice que esta topologia v estd determinada por la famsha de
seminormas {p,},c4- En este caso (X, 7) es un espacte de Haousdorff si, y

sdlo s, pare cada w2 € X emste o € A tal gue g, (x) # 0.
Inversamente, si (X, 7) es localmente conveso, entonces T estd determinada

por una fomilio de seminormas.
Observacidn 1.1.11 Cada conjunto
Uﬂl RIS TS PRL

es un abierto en la topologia .
En tanfo que st para cada n € N,oon.,o0n €Ay, e, >0, 50 define

Far) wn, o = {x €EX:p, (Z)<e,pural <a < n} ,
entfonces
V= {F(u,-.on.cl. wmineEN o, o, €A Yer, .6, >0 }

es un sistema fundamental de vecindades cerradas del cers para la topologia
T.
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Proposicién 1.1.12 Silo topologia 7 de wn espucio localmente conveso X
estd dada por la famalia de seminormas (Pt ucn s cntonces B C X es aco-
tado si, y 56lo st po (D) s acotado en K, para cadacc € A, Si A es acotado,
entonces 5t cerradura s un conjunto acotado,

1.2 Espacios duales. Topologias débil y débil”

Definicion 1.2.1 Toda {ronsformacidn lineal @'+ X — K es llamada una
funcional lineal en X. Kl espacio dual algebrarco de X, que denotamos por
X', es ¢l conjunto de todas las funcionales lincales en X.

Definicién 1.2.2 Sea (X,7) un espacio vectorial fopoldgico, denotaremos
por (X , 7Y, o ssmplemente X*, a la coleccidn de todas las funcioneles linea-
les en X que son continuas. Este espacio X* es llamado el dual topoldgico
o continuo de X. A un elemento genérico de X* lo denotaremos por o*. Fs-
cribiremos X **, X***, ... pare denotar o los duales lopoléqeos de X*, X*,...,
respectivamente. Ast por cjemplo, & € X** st ™ : X* = K es una fun-
cional lneal y continua, X** es llamado el doble dual topoldpeo de X.

[l espacio X puede considerarse como un subespacio de (X*) via la
siguiente identificacion:

X:F(X”‘)J
x— T

donde #(z*) = * (x) para todo z* € X™. X denota a la imagen do X bajo
esta transformacién .
Tos siguientes dos rosultados son corolarios del Teorema de TTahn-Banach.

Teorema 1.2.3 5i X es un espacio localmente conwezo, M es un subespacio
vectorinl de X y m* € M, enfonces m” ticne una extension conlinug a X
es decir, existe 37 € X* tal que =¥ (m) = m* (m}, para todo m € M.

Teorema 1.2.4 St X es un espacio localmente convero, M es un subespacio
woetorial cerrado de X y @ € X — M, entonces existe ©* € X* tal que
z* (m) = 0 para todo m € M y z* (z) = 1. Por tanlo, X* # {0} si X no
es el espacio nulo, y s X cs ademds un espocio de Hausdorlf, entonces la
condicién z* (x) = 0 para todo x* € X~ implica x = (0.

Definicién 1.2.5 Supongamos que X es un espacio vectorial Ltopoldgico Y
sea 2* € X*, lo funcién ppn : X — R definida como p,. (z) = |&* {x)| es
una sepinorma en X . La topologla localmente conveza para X determinado
por la famalia de scminormas {Pos Yarexr €8 llemada la topologta débil en
X (definida por X* ). Esta topolegin se denota por w o, de manera mds
explicita, por o (X, X".
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Observacidén 1.2.6 Una sucesion (x:);2, en X converge en la topologta
débil az € X si y sélo s

" (z,) — z' {&;), cuando i — o0

para todo 27 € X*.
De la definicion de la topologia débil y del Teorema 1,2.3 se sigue la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.7 Sea Xy un subespacio de un espacio vectorial topoldgico
X. La topologin o (Xe, X§) coincrde con la topologic que o (X, X*) induce
en Xp.

Demostracion. Se sigue de que las topologias o (Xo, X5) v o (X, X*)
estdn definidas por las familias de seminormas

{prv'€Xjt y {p.:2" € X},
respectivamente, y g (Zo) = p,ex, (%o) si2® € X*, 25 € Xo. ||

Definicidén 1.2.8 Supongamos que X es un espacio vectorial topoldgico y
seax € X lu funcidn p, » X* — R definida como p, (z*) = |z* (z)| es una
seminorma en X*. La lopologie localmente convexa pora X* determinada
por la familia de semmormas {p,} ., es llamada lo topelogta débnl" en X*
y es denolade por w* o o (X*, X).

Observacién 1.2.9 Una sucesidn ()2, en X converge en la topologia
détel” o x” € X s, y sdlo s,

= {z} — z* (), cuando 1 — oo,
pare todo x € X,
De manera general, se puede hacer la siguiente definicién.

Definicidn 1.2.10 Sea I' C X7, se define una fopologiv locafmente conveza
o (X.T) pure X, medianie lo famiba de seminormas {;}7}76,, donde:

py(z)=lv (@), ze X,

para cada y € U, Se dice que T es total s1z’ (2) = 0 pare toda &' € T implica
que = 0. 51" es fotal, entonees o (X, T') es un topologia de Housdorff.

La topologia w se obtiene al tomar I' = X* (C X') y w* ¢s el resultado
de tomar ' = X (C (X’)'). Por tanto, w* es una topologfa de Hausdorff
para todo espacio vectorial topolsgico X y en virtud del Teorema 1.2.4
la topologin w es de Hausdorff si X es un espacio localmente convexo y
Hausdorff.
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Proposicién L2.11 (X,o (X,T))" = . Por tanto, si X es un cspacio
vectoral topoldgico, enfonces

(X, 0 (X, X)) = X* y (X*,0(X*, X)) =X(=X).

Proposicién 1.2.12 Sea X un espacio vectorial con dos topologias 71 y Ty
localmente convexas, St (X, 1) v (X, 72) definen las mismas funcionales
Lneales continues, entonces un conjunto convexo cs cevrado en (X, 71) si, y
86l si, es cerrado en (X, 7y).

Al combinar las dos tiltimas proposiciones obtenemos:

Corelario 1,2.13 S {X,7) es un espacio localmente convexo y & C X es
convezo, entonces C es cerrado en la topologla T si, y solo si, es cerrado en
{at topologin o (X, X*).

1.3 Espacios normados y de Banach

Definicién 1.3.1 Un espacio normado (X, || ||} es Uamado un espacio de
Bunach s ¢s completo con la distancia inducida por la norma || ||

Definicién 1.8.2 Fn un espacio normado {X, || 1) definimos
Brlza) = {z € X :|lz —mll <7},

conzg & X yr >0, yla llamamos la bola cerrada con centro en 2y y radio

. Iig claro que
B, [#a] = o + 731 {0]

El conjunto
Befzg) =4z e X ||w—m <r},

con zg € X yr > 0, es Hamada la bola ebierta con centro en g y radio 7.

En lo succsivo {ambitn escribiremos B y rB para denotar a B3y [0] y
B, [0], respectivamente,

Definicién 1.3.3 I dual topoldgico X*, de un espacio normade (X, || |),
es un espacio de Banach con la norma

| = sup o ()1
llz||=1

esta norma es llamada la norma inducide por | ||.

En el caso de espacios normados se tienen resultados mds fuertes que
los enunciados an la seccidn anterior para cspacios localmonte convexos, por
cjemplo tenemos las siguicntes versiones de los teoremas 1.23 y 1.24.



1.3 ESPACIOS NORMADOS Y DE BANACH 11

Teorema 1.3.4 5t (X.|| {I} es un espacio normado, M es un subespacio
vectorial de X yin® € M*, entonces existe ©* € X~ fal que Na*i = ||| v
s {m} =" {(m) para todo m € M.

Teorema 1.3.5 S (X, || I} es un espacio normado, M es un subespacio
vectonial cerrado de X yx € X — M Sea & la distancia de © a M, entonces
caste 70 € X tol que flat]] = L' (2) = 6 > 0 y2* (m) = 0 para todo
m € M.

Al tomar AT = {0} se sigue el siguiente caso interesante:

Corolario 1.3.6 51 (X, || ||} es un espacio normado no trivial yz € X,

entonces exste x* € X~ tal que {|2*)] = L,z (z) = ||lz||. De aqui se sique
que
el = sup [o* ()]
fiz=fi=1

Asimismo. para los espacios normados tenemos las siguiente propiedad
fundamental de la transformacion ™
Si(X. |l |[} es normado, entonces para cada z € X se tienc que

T X* 5 K
€5 continua ya que
% ()] = fa* ()] < P ]l

Oseal € X

La transformacion ™ (X, || |I) = (X*", | |) es una isometria, es decir
iz} = ||Z|! para todo z en X, y en este caso es lamada la inmersion candnica

de X en X**,
Debido a ue™ es una isometria se sigue que si X es un espacio de Banach,
entonces X es un subespacio cerrado de X y por tanto, X es también un

espacio de Banach.
A partir de las definiciones dadas en la seceidn anterior pueden probarse

fdcilmente los siguientes dos resultados:

Proposicién 1.8.7 Sea (X, |) un espacio normado y X* su dual En-

tonres,
“l: (X, G(X,Xx)) — (X"_(J'(X“, X**#})

es continia y

“UX, o (X, X)) ()?.rr ()?5())

es un howneomorfismo.
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Proposicién 1.3.8 Sea (X, || ) un espacio normade y X* su dual. En-
tonces,

(X, e x) - (R (X))

es un homeomorfismo, donde w* (X ) es la topologia inducide en X por lo
topologia w* de X**, es decar por o (X, X4,

Corolario 1.3.9 Sea (X, | ||) wn espacio normado y X* su dual. Entonces,
o (X, XY g o (X, X*) inducen ln misma topologia en X.

Demaostracién. Por las dos proposiciones anteriores la identidad

I: (}?,w* ()?)) — (}?,0' (}?,i'))
¢s un homemorfismo, os decir o (X**, X*) induce en X una topologfa cqui-
valente a & (X , X *) , pero por la Proposicién 1.2.7, csta tiltima ¢s la misma
que la inducida en X por o (X, X)) |

Iin ocastones ™ es un homeomorfismo cuando en X y X** se congidera la
topologia de 1a norma. BEsto nos leva a la signiente definicidn.

Definicién 1.3.10 Sez (X,|| ||} un espacio normado. Sila inmersiin ca-
nénice

XN = (XD
es sobre, es decir, s X = X**, entonces se dice que X s un espacio reflexivo.

Teorema 1.3.11 Sea X un espacio de Banach. X es reflexivo si, y slo si,
X* es reflexivo.

Demostracion. Scan ™ la inmersién canénica de X en X** y ™ la in-
morsién canénica de X* en X***. Supongamos que X os reflexivo v sea
2 € X**. Definimos #* = z**o” Asi, #* : X — K,y por ser z° la
composicién de operadores linealos y continuos, tenemos =t € X*. Sea
€ X*, como X = X*, exisle z € X fal que 2 = 7; de donde,

.'E*” (.’E”) — m*w (EE) —_ .'E”* OA(;E) - :L,t (ﬂ})

P (a) = a* (a*) = B(z*) = a” (z).

Es decir,
B (wtt) — ﬂ’/};* (mt* ,

~ & .
para todo z™ € X**. Por tanio, g = g%y X* es reflexivo,
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Inversamente. supongamos que X~ es reflexivo v que X no lo es, o sea,
Xoeswn subespacio cerrado y propio de X**, Por el Teorema 1.2.4 existe
s € X tal que 237 # Oy a5 () = 0 para lodo & € X. Por ser
X reflexivo. existe 2 € X~ tal que 3:'\6' = 3™, en particular, = # 0. Sea
JeX.

= oyt (3) =@ (8) = 3 (),

de donde, 23 = 0, o que es una coniradicesn. ||

Teorema 1.3.12 {Alaoglu) Sea X un espacio normado. Lo bola unitaria
cerrada de X7 es compacto en la topologin w*.

Corolario 1.3.13 Un subcomyunio A* del dual X* de un espacio normado

(X, N), es compacto en la topologia w* siy sélo si es w*—cerrado en la
fopologie débil’ y )| || - acotado.!
Proposicién 1.3.14 (Goldstine) Seq (X, | !} un espacrio normodo. De-

nofemas por B y B** a las bolas wnitarias cerradas de X y X**, respectiva-
mente. entonces B es denso en B* en o topologia w* de X** (es dectr, en
ia topologia o (X**, X*) ).

Corolario 1.3.15 Sea (X,{| ||} un espacio normado. X es w'—denso en
AT

Teorema 1.3.16 Sea X un espacio de Banach. X es reflexivo si, y s6lo s,
In bola unitarie cerradae es wn compacte en la lopologta débil.

Teorema 1.3.17 {del Acotamiento Uniforme) Sea X un espacio de Bo-
nach y sea A* C X*. Supongamos que pare code © € X lo familia de
escalares {x* () : x* € A*} es acotada. Enlonces emste M > 0 tal que
H*lt < A pare fode 2* © A*.

Corolario 1.3.18 Sea X un espacio normado y sea A un subconjunio de X.
Supongamos que para coda z* € X* la familin de escalares {z* (z) : z € A}
s acotada. Entonces A es acotado en X . es decir, existe M tel que l|zf| < M
para tode z € A.

1.4 El Teorema de Eberlein-Smulian

La signiente serie de lemas es enunciada y probada para la demostracidn del
teorema que da nombre a esta seccién.

!Usaremos expresiones tales como w* —cerrado, || || - acotado, ete para indicar que
el espacio o conjunto tene la propiedad mencionada con respecto a la topologia que sc
indica.
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Loma 1.4.1 Sea (Z,7) un espacio topoldgico (f,),2., una sucesidn de fun-
mones cscalares, continuas, uniformemente acoladas en 2y que scparan
puntos de Z, entonces

d(z,w) = Zlf” f" )l

es una distancia en 7 y 8i Tq es la topelogia que clla define en Z, entonces
la funerdn idéntrca T :{Z,7) — (Z,7a) es continua. Fn particular, 56 (Z,7)
es compacto, enfonces (Z,7) es melrizable.

Demostracidn. La convergencia de la serie se sigue del acotamiento uni-
forme de {f)2,. Como (fa)52, separa puntos de d,

d(z,w) =0 <= z=w.

s tawbién facil ver que d satisface las demds propiedades de una maétrica.
La sucesion {f,)7-, estd uniformemente acotada en Z, por lo tanto existe
M > 0 1al que

|fn (2)| < M para cada z € Z.
Secan #z, € Z y ¢ > 0, existe N > 0 tal que

n=MN--1 2 4M

y por la continuidad de las funciones fn, existe una vecindad V (z) de %
tal que

Z !fn fn ZO}I < g Gize V(Zn).
n=—1

Por tanto
d(z,20) < csiz € Vi),

es decir, 1 ¢ (Z,7) — (Z,74) es continua, o lo que os lo mismo 74 C 7.
Cuando (Z,7) s compacto, entonces 7 C 74 y por tanto, 7 = 4. i

Lema 1.4.2 Sea X un espacio de Banach y supongamos que el dual X* de
X contiene une sucesion acotada y total (z5): . Entonces la topologta débil
en todo subconjunto débilmente compacto de X cs metrizable.

Demastracicn. Aplicamos cl lema anterior. ||

Lema 1.4.3 Sea Z un subespacio dc dwmension finite del dual Y* de un
espacio de Banach no frwial Y.  Eriste un conjunto finite de clementos
YLy Y € Y de norma 1 tal que

* 1 *
max iy (w)ll 2 3 vl

para todo y* en Z.
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Demostracién. Sea S = {y* € Z: [jy*fl = 1}, S es compacto por scr Z
de dimension finita. y por tanto, totalmente acotado. Se signe que cxiste

ma L —ted finita de S, es decir, existen m € Ny yf. ..,y € F tales que
Scu Bl{ {y*). donde Bl yr) {J €Z: |y —ylf[<4}
1=1

Sean ... .4, € Y de norma 1 tales que

3 <y (g)ls

estos puntos existen ya que (g7 ]| = sup o (w)| = L.
fanl=1
Sea y € 5, existe 1 <ip < m tal que “y - Jmll < i1 de donde
3

] .
771 < Patwll - v~ Il < vt ()| — Iy (tha) — 45 ()|

por lo que
1 . . .
5 < i) + 97 () = Y ()|

v opor tanto,
3
= Ly ) < “(w:)] -
5 < 19 ()] < max 1y ()]
() sea. el lema cs vaiido para todo ¥* € 5. En general, dado y* € 7, distinto

de (3 tenemos gue Hy i € S. De la desigualdad anterior se sigue que

ya)l

— <
2 1(z<m

ly l(

¥ CNtonees,

1 *
5 Iyl < max Ty* ()]
Finalmente, si y* = 0 el resultado es obvio. ||

Corolario 1.4.4 Fn cudquer subespacio de dimensidn finita del dual X
de un especie de Banach X. la topologia de la norma coincide con la topologia

.

Lema 1.4.5 5 (X,|| ||} es un espacio normade y separoble, entonces X
es w” —separeble.

Denostracidn. Si X = {0} . entonces ¢s obvia la validez del lema. Su-
pongamos X # {0} y sea {a,}7, un conjunto dengo y numerable en la bola
unitaria cerrada B en (X, | ||}; asi, |la|l = 1 para toda i. Para cadai > 1
sea a € X™ tal que flaffl =t v {& (a:)l >3, Afirmamos que

W
.
X =5(al,a},..,az,...) ,
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e — - — .
donde S(a}, af, .. af,...) s law*—cerradura del subespacio

g @y
Slay, 09y ey Gy )

generado por (a,)72,. De no cumplirse dicha afirmacidn, exisie

_ e — — —u*

@t e X* tal que 2 ¢ S{an, o, .y @y )

y por ol Teorama 1.2.4, existe 2« X* — K, funcional lincal y w* —continna
tal que z** (2*) # 0 y ™ (a,) = 0, para todo ¢ = 1.
Sabemos (Proposicion 1.2.11) que 2™ = & para algin 2 € X. Sea g = ;5

por tanto, |Jzel| == 1,
2* (i) = &y (=*) #£ 0y a (xg) = £ (a;) =0

para todo i > 1. Asi,

@ (a5) — o ()] = 1@ )] >
sii>1ly

e J

, — -T'Gl 2 N

|

para todo i > 1, lo que contradice la densidad de (a;)io; en B.

Asf, hemos probado la afirmacion. Finalmente, las combinaciones lincales
con coeficientes racionales, es decir con coeficientes en Q (o bien Q -1Q si
K =C) de (o), forman un conjunto w*—denso y numerable en X*. ||

lle — mol| =

Lema 1.4.6 Si {]};.; es un conjunto w*—denso y numerable en of dual
X* de un espacio normado (X, || ), entonces {21}y es total. O seq, si
el dual X* de un espacio normado (X, || ||} es w*—separable entonces X™*
contiene unia sucesion tolal, y esto sucede siempre que X es scparable. Mas
aiin, lo sucesion total puede tomarse de vectores de norma menor o wual
que 1 al dimdir, de ser necesario, a &} entre s1 nOYINA.

Demostracién. Si X = {0}, entonces es obvia la valides del lema. Su-
pongamos X # {0} y sea z € X tal que of (z) = 0 para todo 1. Sabemos
por ¢l Corolario 1.3.6 que existe #* € X™ tal que fla*f| = 1y &* {z} = |||l
Por Ja w*—densidad, dado ¢ > 0 exisie i > 1 tal que |2} (2} — z* (z)] < ¢,
por lo que |z* (z)| < e. Ast, ||zf| = j2* (x)] < ¢, para todo ¢ > 0. Q soa,
llz|l = 0 y por tanto, z =0. ||

Lema 1.4.7 Sea (X,| |} un espacio de Banach. Supongamos que A C X
es tol que si Ao C A y Ap 3 numerable infinito, entonces Aq ticne un
w—punto de acumulacidn en X. Iintonces z* (A} es relativamente compacto
para todo x* € X*.
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Demostracién. Sea z* € X*. S1 z* (A4) es finito. entonces z* {A4) es com-
pacto. Supongamoes que x* {A) es infinito, entonces existe Ag C A numerable
mfinito tal que =*|Ap es inyectiva. Por hipétesis. Ag tienc un w—punto de
acumulacion zqen X. Afirmamos que z* (2g) es punto de acumulacién de
2" {Ap} ¥ por tanto, de z* {A). por lo que =¥ (A) es relativamente compacto,
Para probar la afirmacion tomamos € > 0 Como

V={zeX: |z (z)— 2z (2} < ¢}

o una w—vecindad de zp, existe a € ¥V M (Ay ~ {zp}).
Sia*(a) # 2" {z0), entonces z° {a) € {a € K : 0 < |a — 2* (z)] < e} Nz* (Ay).
Si #*{a) = z* (xg). entonces consideremos la siguiente w—vecindad de xq,

W={reX:|z'(z) -z (z)] <&l (&) — v ()| < fe — 0]},
donde ¥ es la funcional lineal (Corolario 1.3.6) tal que fy*f =1y
Yy (a) =y (m0) =y (@ — @0) = Jla — zof| > 0.

Existe @3 € W (Ag — {z}) y @1 # a ya que |y* (1) - y* (z0)] < [la — 20},
en tanto que y* (a) — y* (zo) = ||la — zo].
Por tanto, £*{e1) % z* (xy) pues =* (a) = x* (zy) y 2*|Ap s inyectiva. De
donde,

' {m) e{e e K:0 < |o— 2" (z)| < e} na* {A).

Asi. en resumen, toda bola abierta de K con centro en z* {p) intersecta a.
z" {Ag) — {z* (xe)} , v =* (z0) s punto de acumulacién de z* {Ag) . ||

Corolario 1.4.8 Sea A como en el lema anterior, entonces A es acotade.

Demostracidn. Por ¢l lema anterior o* (A) es acotado para toda o= € X*
¥ por el Corolario del Teorema 1.3.17 se tiene que A es acotado en (X, || |}
que s lo que se querfa demostrar. ||

Teorema 1.4.9 (Eberlein-Smulian) See A un subconjunto de un espacio
de Banach (X, || ). Laes sigurentes tres afirmaciones son equivalentes.

t) La cerradure de A en lo topologin débel es compacta en esu topologio
(A es w—relativamente compacto);

ii) Toda sucesion de elementos en A contiene una subsucesion gue con-
verge débilmente o un elemento de X (A es w—reletivamente compacto
por sucesiones);

it1) Todo subconjunto numerable infinito Ay de A fiene un punto de acu-
mulacidn g € X en lo topologia débil (A es w—relatiwamente BW-
compacto).
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Demostracion

i) = w). Sea {a,);; una sucesion en A, y sca Xo la || | —cerradura del

subespacio generado por (a,)i2;. Xo es un espacio de Banach, en particular
X, as convexo y || || —cerrado, por tanto, Xq es w—cerrado en X (Corolario
1.2.13). Sea A" la w—cerradura de A. Por hipéiesis, A" es w—compaclo y
como X es w—cerrado, se sigue que A” N Xp es w—compacto en X, Por la
Proposicién 1.2.7, sabemos enfonces que AY N Xy os 0 (Xo, X§) —compacto.
Rasta tomar las combinaciones lincales con cocficientes racionales de (a;);7,
para ver que Xg o5 scparable segiin la topologfa de la norma., Por el Lema
1.4.5, sabemos entances que X os o (X3, Xy) separable y por tanto, X3
ticne una sucesion total y acotada (Lema 1.4.6).
Por el Lema 1.4.2 aplicado a Xp, tenemos que la topologia o (Xp, X3} on
A" N Xy cs metrizable. Como en los cspacios mélricos coincide la com-
pacidad con la compacidad por sucesiones, se sigue que AY 1 Xy es que es
a ( Xy, X§) —compacto por sucesionos. En particular, existe una subsuce-
sion (a, )y, de (a:);2, tal que converge a un clemento o € AN Xgenla
topologia ¢ (Xo, Xg); o8 decir, ;,l‘l& z* (ay,) = x}(a) para todo zj € X3, ¥
por tanto, kllnolo z* {a, ) = 2*(a) para todo z* € X*, ya que la igualdad sc
cumple para la restriccién z de «* a Xg. Asf, (@), ticne una subsucesion
que converge en X segiin la topologia o (X, X*).

i) = 443). Sea Ay C A munerable infinito: Ap = {21, Ty ooy @y o} - Lt
sucesion (x,)27, tiene una subsucesion (zy,) que converge a To € X segin
la topologfa o (X, X*). Por tanto, dada cualquicr vecindad V' del cero en
esta topologfa, existe K € N lal que @, € 7o +V sl k 2 K, y sc siguc
que zg es un punto de acumulacién de Ao, pues x,, = @y para a lo mds un
subfndice k.

#4) = 4). Supongamos que todo subconjunio numerable infinito de A
ticne un punfo de acumulacién en la topologfa débil. Por el Corolario 1.4.8,
tenemos que A cs acotado.

'A"U‘ .
Sea™ la inmersién candnica de X en X** y sea A la corradura de A on 1a
. . . . el
topologia debil* de X**, es decir en la topologia o (X, X*). 81 A" C X,
—atit
entonces como A os acotado en la norma, la cerradura A también lo es; del
=uw*
Corolario 1.3.13 se signe que A os o{X*, X*)—compacto. Por el Teorema

R —Juw
1.3.8, A" es compacto.
-=m* —~

Sélo resta probar que A € X, lo que haremos a continuacién. Si A cs
finito la afirmacién cs obvia, por tanto supongamos que A cs infinito. Sea

-
—=

2 c A yseax € X denorma 1; existe a; € A tal quo
(= — @) (=1)) < 1.

Considercmos el espacio S (z**, @) generado por ¥ y 4y; este cspacio os de
dimension finita y por lanto, se sigue del Tema 1.4.3 que existen vectores
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4ty de norma 1 en X7 tales que

max |y (z))i > 5 II?/ I

2<m<n{2)

para todo y™* en S (z*, &4).
Sttt # 4, podemos tomar 4y € Atal queag #ay y

N =

max |(z* — @) (=) <
1<m<n(2)

v nuevamente por el Lema 1.4.3, existen vectores 1‘;(2)“ ) .,.,$;(3) de norma
1 en X7 tales e

mac g (@) >

r{2)F1<m<n(3) mhn =2

para todo ¥t en S (2™, a),d2) .
Al contimuar este proceso obtenemos o una &, = z**. en cuyo caso ¥ € X,
o bien tres sucesiones: una de naturales; (n(k))22, que os estrictamente

crecicnte otra {27)%, de elementos unitarios de X* y una dléima (a. )2,
en A. formada por clementos distintos entre si. Estas sucesiones tienen las

siguientes dos propiedades que Ias relacionan:

ax " (e, >'" v A @
mk—nl;l-]lgne;n(x) "’l ( )[ - Hy “ para i ( ke~ 1)

paa k> 2 ydonden(l) =1,y

max  Nz* — @) (=5)] <+ ! ; para k=12 (1.1)

t<m<n{k)
En el segundo caso tomamos
X{] = S(CL], PP ¢ PN )

la }| {| —eerradura del subespacio generado por {a,, ..., a,, ..} . Por hipotesis
existe ry € X, tal que es un w—punto de acumulacion de {aq,...,a., .-}
Como Xy es corrado segin la norma y obviamente convexo, enfonces es
certado en la topologfa débil de X (Corolario 1.2.13}, y por tanto zn € Xo.
Dehide a la contimiidad de ™ se tiene que

5y € S{@1y ey Gy oon). (1.2)
Corne
; ¥ .2 > '3 "
max |y (zp)l 2 max @

para cualquicr £ > 1 y para todo y** € § (3,:"‘ @Yoo Gy 4y .e) SE SIEUE que

x I k&
max |y** (z7,)] > ALK
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para ™t € g(ﬂ,;:,rif,jgi;l,ﬁ) Por (1.2 )se tiene que &) € s K.L*?(‘L-i sy timy ),
de donde 1
e (o — ) (o3)] >, W~ ). (1.3

Proharemos que para todo natural p se cumple

. 2
max e — &) (a3 < o

Sean m y p dos naturales, Tomemos py = max (m,p). Como xp e un
w-punto de acumulacién de {ai, ..., ¢y, ..} se signe que también lo es de
{@pqgy s @y .-}, POF lanto, oxiste & > po tal que

i

lag — xg)l < —

1%( k 0)! »

para 1 < ¢ < gy, Coma 1 < m < py, Lencmos

|y, (2 — #o}| < ?;

Por otra parte, n{k) > k > pg = m; por lo que de la desigualdad (1.1) se
sigue

1 1 1
ko * - el
@ - @< < s

Ast, de las dos tltimas desigualdades obtencmos:

I~

[z — &0} (23] < 1™ — @) ()] + e ek — wo)] £

como habfamos afirmado. De esto y de la designaldad (1.3) se sigue entonces
que

wn

para todo natural p; de donde z** = & y A cX. )
1.5 La Universalidad del espacio de Banach
C(0,1)

El resultado principal de osta seccidn se conoce como el Teorema de Banach-
Mazur, Se prosenta aqui, y no en la scecién dedicada a espacios de Banach
porque su prueba requiere resultados que aparccen en la seccién precedente.

Lema 1.5.1 Todo espacio métrico y compacto es une imagen conhnua del
conjunto ternario de Cantor.
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Lema 1.5.2 Sea X un cspacto separable de Banach. La topologic w* en la
bola unitaria cervada B* de X* es metrizable.

Demostracidn, Por el Teorema de Alaoglhy, ¢l conjunto B* es w* - compacto,
Si {x,} es un conjunto numerable y denso en la bola unitaria cerrada B de
X entonces (T2)7-, una sucesion de funciones escaltares. w* —continuas, uni-
formemente acotadas en B* y que separa puntos de 3*. El resultado se sigue

el Lema 1.4 | aplicado a (B, w"). ||
Teorema 1.5.3 Todo espacio de Banach seporable X es 1sométrico a un
subespacio cerrado de C ([0, 1)).
Demostracién. Por los 2 lemas inmediatos anteriores existe una funcién
continua
Ca — B> (1.4)
t -z {1.5)

del conjunto ternario de Cantor Ca al espacio métrico compacto (B*,w*) .
Para alguna = € X definimos la funcién

y: (1) = z; (=} para cada t € Ca,

la cual es una funcién continua en Ca, ya que st (£,)57, es unasucesién en Ca
que converge a ¢, entonces, por la continuidad de la funcién (1.4) tenemos,

£ 5 z; y, en particular, ys ((:) = =] (z) converge a y, (t) = =} (z).
Extendemos y; a [0, 1] definiéndola linealmente en la cerradura. de los inter-
valos abiertos que son suprimidos en [0, 1] para formar Cla. Esta extension,
que seguimos denotando por y,, es continua ea [0, 1] v es claro que

sup ly (£} = sup |y ()] (1.6)
teCa t€lo,1]

Asi. hemos definido una transformacion
T: X —-C(0.1)
Ty

la cual es claramente lineal.
Para ver que T cs una isometria, dado ¢ € X escogemos z* € B* tal que

o {x) = lizf| Existe s € Ca tal gue z* = z*. De donde,
lye ()] = |2 (2)] = [|=]!

¥ LOmMo
lys ()] = [« ()| = Nl | =] < [l

para todo ¢ € Ca, se sigue de (1.6) que |jy.]| = [|z[|. Por consigniente, X es
isométrico al espacio cerrado T (X) de € (0,1) ||
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1.6 Polares, Anuladores y Operadores Ad-
juntos

Sea X wn espacio vectorial topoldgico y sca A C X, la polar A° de A cs ol

comjunto
A ={a" e X*:|z* (e} < | para todaac A},

Teorema 1.6.1 Sea X un espacio vectorial topoldgico y sean A, B < X,
Fntonces se cumplen las suquientes propiedades:

1) S AC B entonces 37 C A%
i) (AU B)® = A°nBe;
2i) A C A,
Lema 1.6.2 Sea X un espacio vectorial topoldgico y sea A © X. Entonces

A esw’*—cerrado. Si A es finito, entonces {a* € X* ¢ |x* (a)] < 1, sia € A}
es w" —abierto.

Demostracidn. La primera parte del lema se ve inmediatamente al os-

eribir A2 = [ {z* e X* : {@(z*)} <1}, pues sabemos que cada &, © € X,
aeA
es w*--coptinua. Y por las mismas razones sc sigue la segunda parte. ||

Nota 1.6.3 Sea X un espocio vectorial topoldgico, entonces la fopologio w*
tiene por base de vecindades del cero a la colecerdn

{A?: A C X es fimto y no vacto},
ye que dados 1, ...,2, € X y e > 0, tenemos

o7 € X* 1 |o* (2.)] < ¢, 1<z<n}—{‘5:1gign}o.

[

Teorema 1.6.4 (de la Bipolar) Sea X un espucio vectoral topoldgico.
51 A es un subespucio de X, entonces A°® es la o (X**, X*) — cerradurae de
A.
o (X5 X*)
Demosiracidn, Se dernostrard primero que A C A . Sea
 xr —a(X*‘ X )

a.(xlll XO)
Iixiste o € X lal quezf* (z%) > 1y 2 (2") = 0 para toda 3 € A
Tin particular, s1 % € A

Flz*)=z" () =10

y por tanto 2* € A% y como zp* (=*) > 1, entoneces of* € A, La otra
contencién se sigue del lema anterior. ||
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Definicidn 1.6.5 Sea X wun espacio vectorial topoldgico y sean A C X y
C'C X dos conjuntos. El anulodor ALY C X* de A es el conjunio

At ={a' € X* 1z () = 0 para todo z € A}
El preanulador 1€ C X de €, es ¢l conjunto
C={zre X 2 (x) =0 pwa toda 2" € C}.

Escarogque A+ = N {z* € X" : 27 {z) =0 } v por tanto, AL es cerrado
zCA

en la topologfa w*. También es claro que “C es cerrado en la norma. En

el caso que A y C son subespacios de X v X* respectivamente, entonces

At v 1O tambien son espacios veetoriales. Asimismo, A° = A+ si A es un
subespacio de X,

.y . oL
Proposicién 1.6.6 Sea Z C X* un subespacio, entonces {(*Z)" es la cer-
radura de Z en la topologia w* Si 'V es un subespacio de dvmensidn finata

de X, entonces (LV)L =V

Demostracicn. Sea z* € Z, entonces z* {z} =0 para toda z € (lZ), cs
decir. z* € (iZ)i. Entonces

z c (J_Z)i ¥ Z/w. - (J_Z)l,

vit que (1Z) " es w'—cerrado,
Sea 2* ¢ Z | por el Teorema 1.2.4 cxiste § € X tal que T(z*) = 1y
Z (7” ) = {0}, por tanto, " ¢ (*Z)".
S V' es un subespacio de dimension finita, entonces, por el Corolario 1.4.4,
VY =V; de donde se sigue el resultado. )|

Teorema 1.6.7 Sea X un espacio de Banach y M C X un subespaeo
cerrado, entonces la transformacion hneal

MT— X At
mt Tt

donde 2° s una extension lineal y continue de m" a X, es una somelria
suprayectwa, Humada le isometria candnica entre esos dos espacios.

Demostracidn. En X* /" se toma la norma cociente:
el = inf lz* + 57
yrEAfL

Es claro que la transformacion estd bien definida, cs lineal y cs suprayectiva.
Es una isometria ya que

l2*]l < f=*|f = ||,
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donde z* os una extension de Hahn—Banach de m* y, por otra parte, s

claro que
[l <l

para toda extension continua ¥ de m* por consiguiente
o | <l

Corolario 1.6.8 SiV es un subespacio de dimension findta de X, entonces
hay wna isometrfa suprayectiva entre X* [V y ("W). 85V es de dimension

#

finita n 2 1, digamos V = S (xy, #5, ---2},) , entonces
d(x*, 5 (a5, 2%, .zy) = ||=* | -5 (e, 23, ...z7) I
pasa tode ¢ € X*.

Demostracién. Por la proposicion y el Teorema inmediatos anleriores se
. L . . ) ) i
tiene: (V)" =V y existe una isometria suprayceliva de X*/ (+V)" en
* .
(1V)". Para la prueha de la segunda afirmacién observamos que

d(z”, 8 (x5, a5 o)) = [l=*]| .

Definicién 1.6.9 Sean X y Y dos espacios normados, al espacio de todos

los operadores ( transformaciones) lincales y continuas de X enY lo deno-

tamos por B{X,Y) y en & definimos lo norma WY = sap T (2)if . Con
ll=|| =%

esta norma B (X,Y) es de Banach si, j sdlo si, Y es de Banach.

Teorema 1.6.10 Sean X y Y dos espacios normados, pora T e B(X,Y)
definimos el operador tineal T* Y* — X* lHamado el operador adfunto de
T, mediante la siguiente regla:

T () =y ol
T* s continuo y [T = 1T

Demostracion. Seay® € Y*, definamos T* (y*) = y*oT', as! () e Xt
Claramenta T ¢s lineal y

ITh= sup |y @EN = sup (TG
floe =1, Jlar*l}=1 lzl|=t: [l =t

Asi,

T = sup 4T (N = 1711 |
lls* =1
Bl adjunto (T*)* @ X** — v* de T* es llamado el doble adjunto de
T y se denota como T Este operador T** pucde interpretarse como una
extension del operador T': X — Y ya que:
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e—,

T @) (y) = 2T @) =T (") () = v (T (@) = T (@) ()
para todo y* € Y* yz € X. O sea.
T @) =T (). (L7)
e esta igualdad se sigue ademds que T™*tienc Ia propiedad
T (X’) C ¥, es docir X ¢ T (}7) . (L8)
Proposicién 1.6.11 Sea T € B{X.Y). Entonces T** es un operador aco-
tado con [{T**|| = |[T"|| = | T| ¥
T (X, 0 (X7 X)) — (Y™, 0 (Y™, 7))

¢s un operador continuo, lo gue se expresa diciendo que T es w* —continuo.

Definicién 1.6.12 Sean X, Y y Z espacios de Banach, y seanT : X — Y
¥ §: Y — Z operadores bmeales y continuos, cntonces T*S* = (ST)" y
ademds, (T*) ' = (TN, si TV Y — X emste.

Sea T : X — Y un operador, se denotard por N (T} al nicleo de T y
por R(T) al range de T

Teorema 1.6.13 Sean X y Y espacios de Banoch y sea T € B(X,Y).
Entonces:

i) N(T*) = R(T)";
) N(T) =* R(T").
Demostracidn, i) y* € N(T*) < T (y*) = 0 <= T" (y*) (z) = 0,
para todo £ € X <= y* (T{x)) = 0, para todo = € X <= y* € R(T)™".
i)z e N(T)e=T(z)=0c= 3 (T'(x)) =0, paratodo y* € ¥ =
T {y')(z) = 0. paratodoy* € Y* <=zt R(T"). ||

Teorema 1.6.14 [19/Sean X y Y espacios de Banach y seaT € B(X,Y).
FLas siguientes afirmaciones son eguiwalentes:

1) R(T} es cerrado;
2) R(T*) es w*—cerrado;

ity R(T") es cerrado.
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1.7 Operadores compactos y débilmente com-
pactos.
Los siguicutes resultados sc presenian por su utilidad en ¢l capitulo 4. Sean

X v V cspacios de Banach y T € B(X,Y). Con Uy o simplemente U
denctamos a la bola abierta unitaria de X,

Definicién 1.7.1 Decimos que T es compacto st T (U} cs relalivamente
compacto en Y.

Proposicién 1.7.2 Los siguienies enunciados son equivalentes.

i) T es compuacto;
i1) Lo imagen bajo T de cualquier conjunto acotado es un conjunio relo-
tivarnente compacio;
oo

in) Dada cualquier sucesion acotada (x,),7., en X, lo sucesion IV ER)
confiene wna subsucesion convergente en Y;

iv) T (U) es totalmente acotado.

Proposicién 1.7.3 Sea Z un espacio dc Banach y S € B (V,2). 5iS 0T
son operadores compactos entonces ST es compacto.

Demostracion. Como 5 y T son operadores continuos, mandan conjun-
tos acotados en conjunios acotados y conjuntos relativamente compactos
en conjuntos relativamente compactos; de esto se signe inmediatamente el
resultado. ||

Teorema 1.7.4 T cs compacto si y s6lo ss T* es compacto.

Lema 1.7.5 Dado cualguicr conjunto K totalmente acotado en X, caiste
una suceston (Tn),., en X que converge a cero | tal que toda w € IC es de

o
i p o = 00
lo forma Z] 35, pare alguna subsucesion (m"J)Jrl de (Tn)re 4 -
J'.—

Demeostracion. Sea K = Kj. Como K es totalmente acotado existe un
conjunio finite Dy < K tal que

1
K1CU]+71U.

Sea .
Ky=(K,—Di)n EU’
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donde K1~ fh ={x—y:z € K.yc Y. Ky esun conjunto totalmente
acotado por estar contenido en K y por tanto, existe un conjunto finito
Dy C K; tal que
1
KoC Dy + 470

Sea

I
[(3 == ([(2 — DQ) ﬂ 4—2U,
existe un conjunto finito Dy ¢ Ky tal que
1
KiC Dy + EU.

Continuando este proceso obtencmos una sucesisn (Da)pe, de conjunto fini-
tos y una sucesion (K,);, de conjuntos totalmente acotados que satisfacen

las siguientes prople{iadea

i
D, cK,cD,+ EU

1 1
Kn+] = (I(n - Dn) n _U C '_U

Seau € K, existe z; € D; tal quew— 7z, € Kg De la misma marnera, existen
el ymeDytalesquev — 2 — 2 € Ky yu— 2 —m—zme ;. Al
continuar el proceso obtenemos

n

Y— Z z; € Koy donde z, € D,
1=1

es decir,

o1 .
U— Z 2_ y € Koy donde g, = Pz, e2D,
=
Como K, ., C U se sigue que

fimn
n—o

-3 2%%
=1

X

0sea, u :L; Q%yj. Por otro lado, como todos los conjuntos 27D, sou finitos,
=
podemnos presentarlos de la siguiente manera

20y = {a, 3 ¥, {L.9)
22D2 = {:’:k1+]:-":$kg}:

2", = {:Ckn_,u,— -:Ik,.} 1
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y s0 sigue que

1
U= U

1 1
T T T n
M, C K, C2 —411-511 o o

A

os docir, 1a sucesion (#x),— definida por (1.9), cs una sucesion que converge

O
. o = s e =% Lo
a cero y tomando i, = ¥ tonemos i =3 o 2, |l
7=

Teorema 1.7.6 Los siguientes propicdades son equwalentes:

1) T os compacto;

1) Existe una sucesion (z%)oo, en X* que COLVEIge & €ero en la norma y

tal que
T (z)|| < sup |z}, (#}| paratodo z € X
n>1l

i) Toxiste un suhoespacio cerrado M C e, un operador R compacto de X
en MySeB(MY)ialqueT =S5k

Demosiracion. 1) = #}. Como T' es compacto, por ¢l Teorerna 1.7.4, T
os compacto, es decir T (Uy-), donde Uy. csla hola unitaria ahicrta en Y,
os totalmente acotado. Por el lema 1.7.5, existc una sucosion (z4)5, on X*
(UE CONVEIEE a COro en norma y tal que cada u* € T*Uy» o8 de la forma

o0 oo
L ¥ .
) —g ajx, con E |etg| = 1.
i=1 7=1

Sear € X,

I

sup |y (T{(x))| = sup |17 {i*} ()]

Uy yrellys

o0
> laxl sup faf, (2]
k: 1 n

I7 ()

IA

o

3 lael sp fef, (@)

k=1 n
sup |z}, (@)
1

FAY

in

it) = iii). Supongamos que (xt)2 | es una sucesién nula, en A tal que
T (@) < sup [ ()]
7

para. todo x € X. Se sigue que (T))h o8 acotada y converge a cero pun-
tualmente.
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oo

Sen B : X -+ ¢ el operador definido como R(z} = (2 (x)),5,. {f es
claramente lineal y si x| < 1, entonces

18 ()| = e (@))3l =
sup [, ()| £ sup [l [l < sup izl

Por tanto.
IR < sup liz; |-
FI |

Seac > 0. existenn > 1lyz € X, con |zl =1, tales que

sup [lzpll — ¢ < |z} (2)] < (1R (@) < (1

w1

por tanto, sup |=} (x)] < |R| y entonces

=1

(12l = sup [l
Ademas, |IT (2))| < sup |21 ()] = | (z)]| para toda z € X. Sea

K = {(22)35 € o faal <l paxa toda n> 1},
Afirmamos gue K es compacto en cy. Sea
(im):f:1 - ((3"1”"):0:1)::1

Ina sucesIOn en ¢ que converge a T = {%),%s,...). Para cada m > 1,
[Emnl < [l7%]! para todo n > 1y por tanto, |za| < jlz7]] para todon > 1, es
dear, K e cerrado.

Sea e > 0. existe N > 0. tal que ||z3]| < e si n > N. El conjunto Ay de
N —adas obtenido al truncar a partir de N + 1 a las sucesiones de K |, es un
conjunto acotado en B¥ (o €¥) y por tanto, totalmente acotado.

S$i consideramos una e—red finita de Ky y a cada uno de sus elementos lo
completamos con 0 para obtener una sucesién, enfonces conseguimos una
¢—red finita de X, el enal es por tanto un conjunto totalmente acotado, y
compacto por ser cerrado.

Como R (Ux) C K, R(Ux) cs compacto, cs decir, R es compacto. Comao
IT (x| < |R{x)|| para toda = € X, sc sigue que N (Ry C N(T) y por
tanto ¢l operador

SIR(X)CCQ‘“’Y

tal que S (R{z)) = T= estd bien definido y es continwo. Como T = SR,
ISR (@) = 1T (z)ll < |IR(z)]| ¥ se sigue que S es contimio en R(X).
Extendemos § a R{X). Sea M = I2(X), sc cumple que R cs un operador
compactode X en M y S € B(M,Y) es tal que T'= S

tii) = i) Es inmediata a partir de la proposicion 1.7.3. ||
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Definicidn 1.7.7 Se dice que T es un operador débimente wmpau;{) i
T(U) es relatwamente débilmente compacto en Y, cs decir si T(U)" es
w—compacto en Y.

Obviamente todo operador compacto es débilmente compacto. Sin em-
bargo el operador identidad

ISy
es débilmente compacto {Teorema 1.3.16) y no os compacto.

Teorema 1.7.8 T es un operador débilmente compacto si, y sélo 81,

et (5’}) - X

Demostracion. Supongamos que 741 (}7) = X™*. Por la Proposicién
1.3.8 el operador

s (?,J(Y”,Y*)) = (Y, w)

s continuo, donde™ 1 Y — Y** og 1a inmersién candnica de ¥ on Y. Por
tanto,

Yol (X" o (X", X)) = (Y, w)

es continuo; de donde™ ™ o T (B**) es w—compacto en Y,donde B** os la
bola unitaria corrada de X**. As(™Y 7L o T+ (U) es w—relativamente com-
pacto, Finalmente, como

Yo M O™ = 1 (ver L7,
entonees 1" (U) es w—relativamente compacto,
Inversamente, supongamos que 7' os débilmente compacto, entonens

———a(Y, Y")
()
Y T) o

y por tanto, T (13) son compactos, donde 13 os la hola unilaria cerrada
de X. Por la Proposicion 1.3.7 y el Corolario 1.3.9 tenemos que

—==a (V¥ oYY

T(H) =T(B)

o8 compacto.
Por la convexidad do 7" (i7)

(YT Yy e
T(8) =T(B)
By YY)
y por el Teorema, de Goldstine 1T+ {B**) € T (]3
De lo anterior y por la Proposicién 1.6.11 tenemos
=YY (VYY) e
T (B*) ¢ T (B) = 7(B) —TH Yy

yasi T (X*)C Y. |
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1.8 La topologia acotada-w*. El Teorema de
Krein-Smulian

Sean (X, || |) un espacio de normado y B = {a* € X* : jlz|| < 1}.

Definicién 1.8.1 Lo fopologi acotada—w® en X*, que denotamos por bw’*,
es da topolagia en X* mas fuerte gue induce lo misma topologia que w* en
cade subtonjunto || || —acotado de X*. Por tanto, G C X* es bw*—alerto 51
GNA es abierto en la topolagfa inducida por w* en A para tode || || ~ acotado
A C X Esto equivale a decir que G C X' es bw™—abierto si y solo s
G aB* es sherto en lo topologfa inducida por w™ en cade bole cerrada
el ={r e X |lz*) € a}, cona >0

Observacién 1.8.2 Fs obwo que w* < bw*. En particular los polares de
subconjuntos de X y los maltiplos de la bola unitaria cerrada B* de X~ son

bw* — cerrades.

De la observacion anterior y del Lema 1.6.2 so sigue ol siguiente corolario.

Corolario 1.8.3 Sea A C X, lo polar
A°={z* € X*:|z*(a)| < l,a € A}
es bw*—cerrada. 51 A es firato, entonces
{ar € X* |z’ {a)] < 1l,a e A}
o5 bw* —abierto

Lema 1.8.4 Sea & une vecindad abierte del O en la topologic bw*. Sea n
un naturel, si A, C X es un conjuntoe finlo tol gue AL [\nB* C G, donde
B* ={z* € X" :)|z*|| = 1} es la bola unitaria cervada en X*, entonces existe

un conjunto finito C, C X tol que
i
A UG DB clUylzl<-
( ¥m+ 1) y ol < -
sir e O,

Demaostracién. Por ser X* — G un cerrado en la topologia bw”, tenemos
que {7+ 1B N {X* — V) es w*—cerrado en X*.
Sea
. 1 .
f,,*{C'CX:C’(;Sﬁmtoy ”IL‘“S;SI(L‘GC},

¥ supongamos que no existe C, con la propiedad enunciada Afiymamos gue
entonees la familia de conjuntos w* —cerrados

(A UCK N+ DB N(X = V): Ce F,)
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tione la propiedad de interseecién finita. Y como todos ellos estdn contenidos
en el wr—compacto (n+ 1YB*, tendremos gue

() (AU N+ 1B N(X* = V) # 0. (1.10)
[

we

Eu ofecto, si m e Ny C1,...Cn € Fy, entonces | J € € Fy, y por nuestra
=1

suposicion,

(A,l U Uq) A(n+ DB (X — V) £,
i1

" e m
¥ como (Aﬂ u C,-) = (1 {A, V)", se sigue que

=1 i=1

ki3

m((/anCi)aﬂ(n—kl)B*ﬂ(X*_V)) £ 6.

Lo que prucha que
(AU’ N+ D)B*N(X*~V): Cec F}

tiene la propicdad de interseccion finita y por tanto, se sakisface 1.10,
Sea 2* € (A UO)'N(n+ 1)B*N{X* — U) para todo C' € F,. In par-

tienlar,
w € (AnU{:z}> Nn -+ DB (X V)
si [zl < 1. Por consiguiente, flz* (z)]| < nsi|jz) < 1y ast
' € AL NnB*N(X* -V},
lo que contradice que A2 NnDB* C V.||

Proposicién 1.8.5 Un sistema fundomental de vecundades abiertas del cero
pare ln topologia bu* consiste de los eonjuntes de la forma

Vg ={a*e X" 2" (=) < 1,2 > 1}
donde (x,)70, es una sucesidn en X que converge a cero.
Pemostracion. Fs claro que si a > 0, entonces
Viegee, NaB* = {z* € X*: |a*(z)] < 1,z € A}naB”

donde A = {z € {2}, : [z = 1}, ol cual es un conjunto finite ya que
()7, €5 una sucesidn que CONVerge a cero. Del Corolario 1.8.3 se sigue que
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Vigg=, Mal® es w'—abierto en af3* y por tanto, Vg y es b —abierto.
Como es claro que 0 € Vi )= |, se sigue que Vi;)= s una vecindad abierta
de 0 en la topologia bw®. Por otra parte, sea V una vecindad abierta del
origen en la topologia bw”. Asf, por la definicion de esta topologia y la Nota
1.6.3. tenemos «que existe un conjunto finito 4; C X tal que

AAnp cVnB{CV),
donde B = {a* € X" : |jz*[ = 1} ¢s 1a bola unitaria cerrada en X*. Por ¢l
lema anterior, existe un conjunto finito C) de X tal gue

1
(AuC) (2B cVy el < gsize

Al aplicar nuevamente el lemna, cn este caso para n = 2 y Ay = 4 U,
obtencmos un conjunto Cy tal que

[
(AUC) ()38 CVy =l < 5512 €Ch

Al continuar este proceso inductivo obtenemos una sucesion (A4,)5., de sub-
conjuntos finitos de X tal que

A=Ay yAn = An U C,_, paran > 2

Esta sucesion satisface

An C Aﬂ+i

A2NnB C V

para tado n > 1.

Sea {al,a?,....an,...} una enumreracidn de A y ¢ > 0. Sea ng € N tal
ng

gue - < ey cscogemos N > max{n:a, € |J A4, }. Asf, n > N implica
jue oo < €y eseog ]
o

flaall < €. Es decir toda enumeracién de 4 cs una sucesion convergente a 0.
Por consiguiente. para una enumeracién cualguiera (g,)%2, de A, tenemos

Viagee, C L J{AS0mBy C V.||
n=1
Proposicién 1.8.6 La topologia bw" es una topologta localmente conveze

en X*.

Demostracion. Es inmediata a partir del Teorema 1.1.4 aplicado a la
familia de convexos Vi, j de la proposicién anterior. ||
Par ¢y denotamos al espacio de sucesiones escalares que convergen a (.

Teorema 1.8.7 Sea X un espacio de Banach. Una funcional z** definida
en X* es w'—continua s, y sélo si, es bw*—continua.
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Demostracidn. Por la observacion 1.8.2 toda funcional continua en la
topologia w® es bw* —continua.
Inversamente, sea la funcional lineal z** : X* — K continna en la topologia
bi*, Para probar su w* continiidad se hard ver que ™ = 7 para alguna
x e X,
Como a** os bw*—continua, existe una sucesion (:.v:i):’__"_1 en X convergente a
cero, 1al que

lz** (2" < 18l ja* (z,}| < 1parns=1,2, ..
De aquf se sipne, considerando na*, para todo n ¢ N, que
2 (2") =08 2" {z,) =0 paraz = 1,2,... (1.11)

Sca I : X* — ¢y definida asi: F(x*} = (z%(z)) ysea f : F(X*) — K
definida ast: [ (F (2*)) = «**(2*). La Iincional lincal J estd bien definida
en FP(X*) debido a que se cumple 1.11 y cs continua ya que

IF (F ()] = | ()] < Nl =]

Por tanto, existe f 1 ¢p — K extensién lineal y conlinua de f. De donde,

o0
F)=)_ b
1=1
para algma sucesién (8:)2, absolutamenie convergente y todo y = ()32, ©
g
o0 o0
Asf, 2% (2*) =5 bi* (=) . Laserie Y bz converge en X por ser absoluta-
=1 =1

o0
monte convergente en un espacio de Banach, tomemos =3 b=, entonces
i=1

2" (&) =z bue* () = x* ()

para todo z* € X*, es decir, 2™ =T y por Lanto, 2* cs w* —continua. ||

Teorema 1.8.8 (Krein-Smulian) Un conjunto convezo C' C X* es w*-
cerrado si y sdlo si la interseccidn C M al3* es w* —cerrado para todo a > 0.

Demostracidn. Sca ¢ C X* un conjinto w*—cerrado, como a3 cs
w*—corrado para toda ¢ > 0 se tiene que C' N al3* s w*—cerrado si ¢ > 0.
Inversamente, si CNaf3*es ur* —corrado para todo a > 0, entonces ¢l conjunto
convexo ' es bur*—cerrado. Por el Teorema anterior y la proposicidn 1.2.12,
se sipue que € es w* —cerrado. ||

Corolario 1.8.9 Un subespacio 7 C X* es w*—cerrado si y solo si su in-
terseccion Z N B* es w*—cervado.



Capitulo 2

Bases de Schauder

2.1 Definiciones bésicas

Definicién 2.1.1 Una sucesin (zn);7, enun espacio de Banach X, es una

00

base de Schauder i para cada © € X existe una tnica sucesion (n)oy en

2C
K{=Z20C), tal quez =3 anz..
n=1

Observacion 2.1.2 En virtud de lo umerdad de los coeficrentes a,, se sigue

que st (x.)o" | en una base de un espacio de Banach X, entonces {z,}.,
es un conjunto bmealmente wdepenchente de vectores; en particular, T, £ 0

para todon > 1.

En este capitulo no consideraremos otro tipo de bases que no sean bases
de Schauder y por tanto, nos referiremos a elias simplemente como hases,

Ejemplos 2.1.3 Sea s el espacio vectorial de todas las sucesiones de es-
calures con las operaciones usuales.

1. Lasucesion (e,), formada por los clementos e, = (51-3);'11 ¢s una base
de los sigmentes espacios:

11 El subespacio ¢y de 5 formado por las sucesiones convergentes a () con

la norma usual
”(g:n)::c:l”oo = :2“11) li:rli

1.2 Los subespacios & de s

n=1|

donde 1 < p < 0o, con la norma usual

1

), = (Z Iwn!”) '

n=1

35
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2. Fl espacio € ([0, 1]) de las funciones reales continuas definidas en [0,1]
con la norma usual

111 = max | (z)] para [ € C([0, 1]
jiene por base a la sucesion (s)5, definida de la siguicnte mancra:

50(t) =1
s (8) =1

y para k > 2, témesc ¢l natural n tal que 201 < & < 2" y (Omese

o (r - (B2-1)) siBRolSe<

an an an
se{t) =23 120 (1= (%' —1)) si s A 1< fh
0 en alro caso

Es decir, si para k > 2, ny es el natural que satisface
[ -1 g
gt o < 2T,

entonees s, (t) os la funcién que vale 1 en 37‘ —1,valeOen 2E 2,; —1 y on
2t 1, os lineal en los intervalos (B2 - 1,25 y[%: - 1,045 — 1,
y vale 0 en el resto de {0, 1.

Para tener una idea mas clara de la sucesion (sx)jeq damos las graficas

de sus 5 primeros {érminos:

ne DB‘ 13 ’/r
i
odl 06 oai 4
\
ll‘ a4 ' a4, 7
oe‘i 8y ol /
| .
| - a .
S0 (t) o g2 04,086 08 1 3 (f,) o az 04,08 08 1 89 (t) th ar g4 08 08
1 1 1
/ i ¥
D4 / Ly \\ il v
T 06 ‘i’ Y unl Wl‘
| [N
o4 / 04 ! \ n(‘ 1
{
oy 1 a? i ! oz}

8 (f) G o0z G, 08 08 3 54 (T) 0o o2 o4 wE 0B 1 ar (f) % nz‘ 04,05 08 1
. G (t gp (¢
Para probar la afirmacién, consideramos la crrumeracion

k—
dy =0,d1 =1, dk—-Z—Q—kfﬁlpa,rak>z

donde ny, s el natural que satisface gl o < 2% del conjunto

23 . .
D= {?5 s @ y m son enleros no negativos y @ < .3"‘}
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de Jos racionales diddicos en [0.1] y suponemos que f € ([0, 1]).
Definimnos la siguiente sucesion (pe)i, en C ([0, 1]):

pe = f{dy) 50
m o= po+ ([ (di) —pold)) s
pr = o+ (f{d2) — i (da)) 50

)
)
ps = p2 + ([ (ds) —p2(ds)) 53
pr = pat (F(da) —p3(da}):
(S 5))

Ps =pat ds) — ps (d5)) 85

Por induecion se puede probar que para & > 0, la funcidn p; coincide

con f en todos los puntos d, para 0 < 3 < k y que cs lineal por

pedazos.

Ohservamos que para cada entero m > 0, la funcién p,, es una combi-
m

nacion lineal de sg, s;,..., 8. A, P, =Y ax6; para cadam > 0.
k=0

Sea € > 0 existe 6 > 0 tal quesi |z — yf < § entonces |f (z) — f (y)| < ¢
para toda z y y € [0, 1]. Tomamos la particién {do,di,dy, ...,dz:} , con
2+ < 8, de {0.1], ésta tiene norma igual a g < 0.

n

Seam > 2" Paracadaze (0. 1] existedp € Dtal que 0 <k < 2% y

| —di] < &

¥ por tanto,

[pon () = S (@) < 1F () = £ {di)] + | (di) = ps (di)] < <,

es decir,

mw

Z agsr — f

k=0

,<csim>2".

o0
Asi. f =z €l .
Veamos ahora que csta exprosmn es lnica. Sea (b,\)k_] una sucesicn

de escalares tal que f Z bysi. Se sigue que Z (ae —be)se =0
k=0 k=0

¥ por tanto, Z {ee — b)) s (t) = 0 para t € [0,1]. Al evaluar en

t=0,1,3,%,3 _ya, =b para toda & > 0. Por consiguientc (k)

es una base de C'( fo, 1)).
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Proposicion 2.1.4 Sea (X, || ||) un espacio de Bonach con base (,)70 .
Para cade @ € X, sca

n
=[] = sup Z azl|ineN,
1=x}

e
donde @ =3 anTn, entonces ||| ||| es una norma en X que domma a || ||,
=1
es decir "
Il < =l parae todo z € X

7 o
Demastracign. [||z||| < oo paratodaz € X, ya que (Z (.'.;aa) RN
. i—1 n=i
sucesion convergente.

T
Si Wlzfl] = 0, entonees 37 ez = 0, para todo n. Por sor {2,357, un
i
conjunto linealmente indepencliente de vectores coneluimos que a; = 0, para
todo i > 1 y por tanto, z = (.

Las demds propicdades de norma se derivan do las propiedades del su-
premo y del hecho que || || es normaen X. En tanto que la dltima afirmacion
del cnunciado es obvia. ||
Teorema 2.1.5 Sea (X, || ||} un cspacio de Banach con base (x,)3 . Il

o0

espacio (X, ||| |||} es de Banach. De hecho, si ()0, es una sucesion de

[o'a]
Canchy en (X, [l |} ¥ (an)i>, es lo sucesion de escalares tal que y, =Y

1=}

@3, pure cade 1o > 1. Fntonces (0.)7, converge a wn escelor o, € K para

cada n > 1 y (yu)o, converge, en (X, || 1), ay =3 wm,.
=1

Demostracidgn. Dado e > 0 existe N > 0 lal que |||y, ~ y]ll < € si
n,m > N, es decir,

T
sup E (@, — G, )|| < csin,m > N. {2.1)
T2t 1=]
Por tanto, para cualquicr r > 1 se tiene

r—1
E (tng —— o) Ty + {dpp — Qe ) T [l < € 8T 7,m 2 N,

=1

r—1
donde convenimos, como os costumbre, enque 3 (@ — @} @ = Osir=1,

=1
Asf,

r—1
ey — e} 2]l < €+ Z (i — Cog) 24l| < 2c8in,m >N
=1
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O sca.
2e
[ — || < H sin,m> N ytodor>1
Tr
vy la sucesion {anr),..., os de Cauchy en ¢l campo escalar X, para todo v > 1,
v por tanto, converge a algin a, € K.
De (2.1) se sigue que

r

Z (0, — &),

1=1

<estn > N yparatodor > L {2.2)

v por consigulente, para v > r se cumple
"
§ 4T, ( =
1=r

peel
De aquf se concluye que 3 a.x, satisface una Condicién de Cauchy segin
1=1

o
la norma {| || y por tanto, converge a un elemento y € ¥, o sea y =3 a,2,
=i

en (X[ 1)
De (2.2) se obtiene

o

E AN, T,

=7

.
r

E Ap T,

1=r

o

Z (an: — a,) Z,

i=r

+ <2+

“Iyn_y“,: sup Z(ani*az)x: <esin> N,
r=1 =1
Es decir g, —+ y, cuando n — oo en (X, ||| {[i3. |
Proposicién 2.1.6 | || y |If |l son normas equivalentes en X.

Demostracion. Sea I : (X, [I} W) — (X,|| ||) ¢l operador identidad.
Este es continuo ya que

lizll < =)l para todo z € X

segun se hizo notar en la proposicion que antecede a la presente. Por el
teoremna de la funcién abierta se concluye que /' es un isomorfismo entre
cspacios de Banach y por tante existe m > 0 tal que

m|||z|]| < =il paratodo z € X. |

Teorema 2.1.7 Sea (X, ]| i} un espacio de Banach con base (2,)5°,. En-
tonces los operadores proyeceidn I, - X — X definidos como

n

Pn (i LL,.’E,) :Z @2y,
=1

i=1

son hineales. confinuos y sup [\I,)| es finito. Este supremo es lamado la

neMN
o0

constante bisica de (z),. ;.
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Demostracion. Soa n > 1 un natural fijo. £, @ X — X o8 claramense

lincal.
'E @, g (150,

i=1 2==1

I Pa ()i = = [ll=i

< ‘ﬂlp

OG0
para toda ¢ =3 s € X.
=1

Por la propesicién 2.1.6, existe m > 0 tal que m|{lz|| £ [Jzf] para todo 2.
Por Lanto,

1P ()] < - IIT |
para todo z € X. Asl, F, es contimio y

sup Pl = L ol

5’

Definicién 2.1.8 Una sucesidn {@,)n., s una sucesién bisica si cs une
hase de Schauder de lo cerradura del espacio lineal generado por los elemen-
tos Ty, 1 2> 1, y que denotamos por [za]e, .

Definicién 2.1.9 Sean X un espacio de Banach y (wn)0, une sucesion

bhsica de X. Una sucesidn bésica de blogues de (w,;)ﬁij £8 UNQ Sucesiin
P

(a)52, en X, de clementos distintos de cero y de la forma y, = > " ayE,,
J=pr—1

donde (aJ) | £8 uno Suecsion de escalares ypo = 0 < Py <2 < ..o €5 UG
sucesron Pstmcmmentﬂ erectente de enteros.

Fl que ()5, sca on cfecto, una sucesion bésica, €5 una consecuencia
de 1a proposicién con gue se inicia la siguiente SCecion.

2.2 Caracterizacién de las bases y las suce-
siones bdsicas

Proposicién 2.2.1 Una sucesion(x;)io, €s una base de un espacio de Do-
nach (X, || 1) i, y scle si, se cumnplen los siguicntes tres propiedades:

i) z, cs distinto de cero para todo ¢ 2> 1.

ii) Existe una constante C' tal que para toda sucesion de cscalares (;)o
y cualquicr par de paturales n < m se satisface que

I m
E T, E 273 4]
=1 i=1

<C
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1:) El espacio lineal cerrade ja,]7, generado por (z;)5, coincide con X.

En tanto que (2,);7, es una sucesion bésica en X si y s6lo si se satis-

facen i) y 11).

Demostracisn. Supongamos que (x,)2, es una base de X. Es claro que
1) v 2ii) se cumplen. Sean n < m dos naturales y (a, ).~ una sucesién escalar

arbitraria.
i i
i @, [)u E a5
=] =]

toando C = sup || F,}], se sigue 7).
n

< sup |2

e
§ LN
=1

Inversamente, supongamos que se cumplen ¢}, 4) y #¢). Afirmamos que si
x

alguna = € X tiene una expresién z =3 a,%; entonces esta expresién es
2=]
jeol

tinica, lo que equivale a decir que si > a,%, = 0, entonces @, = 0 para todo
=1

izl
o
Supongamos ) | a;z; = 0. Scan # un natural arbitrario y m > n. Por #) se

=1

cumple
i

E o,T,

1=1

n

E a;x,

i=1
El lado derecho tiende a 0. cuando m — o0; de donde concluimos que

Z} a,z, = (. Como n es un natural arbitrario y #, # 0 para todo 7 > 1, se

<

signe por induccidn que a, = ) para todo 1 > 1.

o
Para ver que cada » € X se puede expresar en la forma 3 e,3; definimos
=1

o

Y = {:,c €X:zx =Z a,%, para una (tnica) sucesién de escalares (a,)zl}
i=1

y probaremos que ¥ = X.

Es ctaro gque z, € ¥ para cada 2 > 1. Por tanto, X = [2,]72, C Y. Asf sdlo

resta probar que Y es cerrado en X,

Y s un espacio vectonal gque tiene por base a (z,)7, y por #) la norma

Il 1l es equivalente con || || en ¥, ya que
n
fl=)) < W=l = Sllp{ Z aL,|| 1 € N} < C|lz}] paratodoz e ¥
i=]

Supongamos que (y,.),—, es una sucesion en ¥ que converge a z en (X, [ |1).
Por tanto, {yx).., €s una sucesién de Cauchy en (Y, [[|[|}) . Al proceder como
en la prueba del Teorema 2.1.5 se sigue que z € Y. ||
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Lema 2.2.2 Sean fi, ..., fa ¥ [ funcronales hneales de un espacio veclorial
V solme K. La condicidn f(x) =0 &1 f1{z) = ... = f. () = 0 implica que
[ pertenece al espacio lineal S (f1, ..., f2) generado por fi, ..., fn.

Lema 2.2.3 Sean X un espacio de Banoch de dimension infinita, M C X
wn subespocro de dimension finrle y ¢ > 0. Briste ¢ X de norma 1 Lol que

lyll < (1 + €} fly + A=

para todo y € M y para todo escalar M.

Demastracwin. Sea 0 < ¢ < Vysea E = {yeM:|lyl =1} F o
compacto y por tanto, totalmente acotado, es decir, existen g1, .., ym € E
tales que ff C@] Be (1).

Como consec&gncia del teorema de Hahn-Banach existen yf, .., ¢, € X*
tates que lufl| =1y 97 {wi) = L para 1 <4< m. Sea

N={zec X :y(@)=0 1<7< m}.

Supengamos quo N = {0} y sea y* € X* arhitraria; 4* se anulaen N. Por ol
lema anterior, y* G Sy}, .o u5) ¥ asi, X C S {1, -, Ui ) Pero csto es una
contradiceidn ya que X* cs de dimension infinita por serlo X. De donde,
existe mg € N tal quo xg £ Oy 9 (1) = 0 para 1 < <.

Definimos o = "i—g" que satisface que yf (z) = O para. 1 <i<m. Seay € M,
y—wll <3,

Sea X escalar,
e+ D]l — I+l < Ny + A - Do =3l <5,

por lanto,

€ € 1
iy + Azl = |z + Azl - 5 > At de) = g =19 > e
0 sen, fly+ 2zl 2 4, = Hl para Lodo escalar A y y € F.De donde, si

ye ks
Byl < (14 €) [y - Az|| para todo cscalar A.

Seay ¢ M — I, st iy # 0 entonces '"h ¢ S y por consigulente,

o= i

(1+¢) para todo escalar A,

s

||J||

os decir,
llwll < (14 ¢) ||y + Axf| para todo escalar A

Para y = 0 el resultado cs claro. ||
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Teorema 2.2.4 Todo espacio de Banach de dimension infinela conbiene una

sucesion basieo.
Demostracidn. Sca 0 < ¢ < 1y sea (¢;)on, una sucesion de reales
positivos tales gue

ﬁ 14e)<1+4c
n=1

(Por ejemple. podemos escoger €, = (é) " para n > 1).
Sea z; € X tal que [jzif) = 1. Por el lema 2.2.3, existe 7y € X tal que

flrell =1y
lgil < (1 +e)lly + Aol paray € S (21) y todo escalar \.
Por el mismo motivo, existe z3 € X tal que [[z3f) =1y
¥l < (1+ ) lly + Azl paray € S (z1,25) v todo escalar X

De este mode podemos construr una sucesion {zo)2, en X que satisface
tjue todos sus elementos tienen norma 1 y son tales que

ligll < (14 €ui) lly + Azl paray € S(2),29,..., 20 1)

v todo escatar Ay n > 1, donde ey = 0y S () = 0.

Afirinamos gque (zn);7; €8 una sucesién bésica. Claramente I, # 0 para loda
» 2 1y afinmamos que existe una constante ¢ tal que para toda sucesion
de esealares {0,)7 ) y cualesquiera dos naturales n < m se satisface que

™m

E a4, %,

1=1]

n

i a,,

1=]

<

n

Sea (a,)77, una sucesion en el campo K, como 2o o € S(x, 2, ey 2,),
i=}

entonces

E 1,2,

ei particular. vale para A = g,

para cualquier A en K

(P +e, NZ %, + AZnyy

n n+1
E ;2,0 < (1 +en) E a,;
1=1] =1
Dr izual manera
n+l nt2

§ a5,

=1

< (1 + Cn+1)

E T,

1=1
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y asi sucesivamente hasta obtener

m—1 L)
Z mTi|| = (1 -+ (-m—AI) “Z [{AUTR N
i=1 =1

De cdonde,

i

g 2,

1=1

S (] - En) (]- + (11471) (]— -+ (mf])

m
E a,,

i=1

y por 1a eleceion de (en)om s Nlepamos al siguiente resultado.

m
E e 3%
i=1

y por tanto, (@, )., € una sucesion basica. f|

1

E ;5

i=1

<{l+¢

Proposicién 2.2.5 Seq (za)s, una sucesidn bisica en el espacio de Boa-
nach (X, ). Siz € X es un w—punto de acumulacion de {zq:n > 1},
entonces x = 0. Fn particulor s 2, — T, cunndo n — 00, en lu topologin
debil, entonces x = (.

Demostracion, Supongamos que (wn)o., una sucesion bdsica y que s
. il
un w—punto de acumulacion de {2, 1 n > 1}. Asf, x € {z,} y por tanto,

[o0)
% € [ma]00,, por lo que @ =Y az,. Cada cocficiente funcional asaciado a
1=]
la sucesion besica (2,)re, {(ver la signicote seccién), puede extenderse a X,
a dicha extension la seguimos denotado por 7.
Para cada i > 1 y cada € > 0, existe, debido a que z cs un punto de

acumulacién de {@,}, j 7 ¢ tal que
|2 (z) — 27 ()] = ol <<

Por tanio, = = 0.
Supongamos que Ln — I, cuando 1 — oo, en la topologia débil. Comao
Ty # T 81 7 F menlonces T 5 un w—punto de acurnwacién y por lo

anterior z = 0. ||

2.3 Coeficientes funcionales

Definicién 2.3.1 Sea X un espacio de Banach. Une parcja de sucesiones
()22, g (fu)os en X ¥ X*, respectivamente, se dice que forman wn sisterna
hiortogonal st

fi(m,) = b,y parar, 3 = 1,2,

. . [esl
Denotamos o esa pareja de sucestones pov (Znfn)ier -
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Definicion 2.3.2 Sea X un espacio de Banach con base (zn)oo . Pava cada
o0

natural n seq x), la funcional hneal defimda en X como 2, [ 5 a,a;l) = @y.
i=1

Asi, para cado = € X podemos escribir

T =Z £ () 2,

n=

fesulta entonces natural que estas funcionales (z3)52, sean lamadas los
coeficientes funcronales asociados a la base (waliey. Bs claro que (zq, 1) .

es un sisteme biortogonal,
En el caso en que (n)n , sea una sucesidn bdsica, {(Ta)n., es entonces

una base de [zn],2, y @ las funcionales @, @ [£,)°2, — K, para n > 1, las
ltamaremos los coeficientes funcionales asociedos a lo sucesion béswca. De
modo similar las proyecciones P, : [z.]°, — K, para n > 1, son Hamadas
las proyecciones correspondientes o la sucesion bisica.

Proposicién 2.3.3 Sea X un espacio de Banach con base (Zn)or,. Para

cadan > 1, la funcional bineal o3, es continua. Mas adn, Jlzkl] < ﬁ%, donde

C es o constante bisica de (z,),

Demostracidn. Sabemos que para cadan > 1 la proyeccion 13, : X — X
e lineal y continua. como se mostrd en 2.1.7, Definamos Py =0, asf

R’l*}:;':—l:X_’X

(Pn - Pﬂ—l) (Z al:‘u‘l) = Uy Ty,

=]
Sean z € X, conx # 0,y T, : S{x) = {dz: ¢ K} — K ol operador
definido como T, (Az) = A. T, es lincal y continuo, ya que

1
1T, (Az)] = [,£—” Azl para todo cscalar A.

Para cada n > 1 hacemos T, = T, . S (z.) — K, se tienc que (| Tnl = m

Es claro que
‘T; = ,]171 G (Pn - ])u—-l)

v por tanto,

li=x

1T o (P = Pl S Tl 1P — Pasa]| <
HEENNUREA AR (PN )

A

\y

Tl (U2 + 1P ) < 20,
2]
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donde C cs la constante bdsica de {z,,)>

Asi, .
* 22_
Hmn” = H-Tﬂ“ . H (2'3)

Corolario 2.3.4 Sea X un espacio de Bunach con base (za),., u sean
() los cocficientes funcionales asociados a esta base. Entonces:

mf fJzgl] = 0 si y solo si sup ||'r | <o
i1) sup ||@.]l < oo sl y solo st inf |zl > 0.
n>1 n>l

Demostracidn. Bs consecuencia directa de 2.3. ||

Teorema 2.3.5 Sea (X, || {|) un espacio de Banach con base (2:)5 ;. Ln
sucesion (2272 . de coeficientes funcionales asocrados e ella, es una sucesidn
baswea en (X* || 1) . Ademds, para cada z* € X* se cumple

o
T = wr- Z z* (x,) o,

fee)
donde w*->" a* (z,) T} sinifica convergencia en lu topologle w*. Si{x} ),

n]
es una base de (X*, || ), entonces las sucesiones (Do, 4 (Zn)ne, son las
sucesiones de proyecciones y de cocficientes funcionales nsociados o (z}) e, ,
donde, para cadan > 1, P! es el operador adjunto de la proyeecion Iy y T,

es la vmagen de x, bqjo lo isometria candnica de X en X**.

Demastracion. Sca {P,);7 la sucesién de proyecciones correspondientes

ala base (z,)2" . Para cada sucesion (a,);—, de escalares y cada dos na-

m
turales n < m sc cumple que P (E a,;:x;‘) -—:Z a,xF; por csto y debido a
i il

que |25 = || Pl tenemos que

Za.s < Za, s

donde C o8 la conslante hésica de la. base (n )
Del Teorema 2.2.1, se sngu(, que (z})52 , ¢s una sucesién bésica en X

Por otra parie, como u}d * (z) @, para cada © € X, se sigue que

n=1

-—Z & (z) z* (Tn)

n=1
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para cada z° € X", 0 sea

e
= Z 2™ {=, ) £,

=1

(2=
2 importante obscrvar que en general es falsa la jgualdad 2= =3~ z* (z,) 2},

n=1i
en la topologia de la norma; es decir, la sucesion ()7, no cs siempre una
base de {X~.|| [, pero en el caso en que si lo ¢s, se tiene que para cada
s € X* existe una sucesion {ba),—, tal que

(‘omo la convergencia en norma implica la w* —convergencia concluimos que
by, = 2" (x,) =T, (2') paracada n > L

O sea. (F2)2° ) es la sucesion de cocficientes funcionales asociados a (2),2; -
Finalmente, al iniclo de la prueba se hizo notar que si P* es ¢l operador
n

n
adpunto de ls proyeccidn P,, enfonces Pr [ 30 @l | =3 ax! sim > n,

i=1 =1

™z

by, entonces

ny

Por consiguiente si z* =

Il
-

T

n
Pl (z) =Z a.z] para cada n > 1,
1=1
por lo que si (z5,)27 ) es una base de (X*, || ||) entonces (F;);7, s la sucesién
de proyectiones correspondientes a (5}, - ||

Corolario 2.3.6 Sean X un especio de Banach y (2., fa)oe, , con (€n)on,
en X y (fu)X, en X7, un sistema biortogonal. Si {f,),", es una base de

X" entonces (2,)5 ., €s base de X.

Demostracidn. Como { f,)7, o base de X* se tiene que

5" =Z z;" () f; para cada 27 € X7

1=1

donde (z3*)5; es la sucesion de coeficientes funcionales asociados a (fr )52 -
En particular, se cumple

™ (x,) =" (") paracadai> 1,
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es decir, 7 (2*) = @* (2*) para cada i > I; por tanto, zj* = &, para cada
iz ly

oD

Z 5 () fy para cada 2 € X

i=1
Por 1a proposicién anterior, (%), ¢s una sucesidn bdsica en X™. Asi,
(@a)2, es basede [Z,]00,. Por tanto, {z,)5., cs base de [#,];7, . Afirmamos
que ['ﬂﬂ] = X. De no ser asf, existe 27 € X* y 2 € X - [0 | tales que

n=1

z* (z) #£ 0y 2* {z,) = 0 para todo n = 1,
pero estas dos propicdades no son consistentes, ya que la segunda implica

x -—Z (") £, Zw*(wi)fazo. |

=1

2.4 Bases que encogen y bases acotadamente
completas

Proposicién 2.4.1 Sea (x,)or, une base del espacio de Banack X. Los

coeficientes funcionales (z}), son una base de X* si y solo si para cada

z* € X* lo norma de z* | [z,]52, tiende o eere cuando n — oo, A una base
(22)20, con esta propicdad se le dice que es una base que encoge.

Demostracidn. Supongamos que los cocficientes funcionales (z)o- , son
una base de X*. Por tanto, st 2* € X7,

Lm ||Pr2* —2*)| =0 (2.4)
n—od

Adernds, para cualquier n > 1 fija se cumnple:

Pt ], =0,

=1

donde Fy = 0; por tanto,
HI)* l’L* ] 'I”] =n m* 1 { 1. n“ = “$ ] {m"]g 1;“

¥ se sigue que lim fl2* § [2]50,0 = 0.

=00
Supongamos ahora que flz* | (]2, (| — 0, cuando = — oo. Para cualquicr
n > 1 tenemos

=¥ — Pratll = {|(I* = Pr) )] = [l=" (I — Pa)ll.-
Asi,
(e — Pra*) (@) = fe* (= P a)ll < ||z ezl 1~ Pl

T
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lz* | (2] i || 1T = Pull = 0. cuando n — oo

va que {||Pu|l).2 ; estd acotada. Por tanto,

|=* — Prx™)| — 0. cuando n — co

y (x5 es una base de X*. ||

oo

Proposicién 2.4.2 Sea X un espacio de Banach y (2.}, una base de X

que encoge. Entonces X se puede identificar, como espucio de Banach, con
m

el espacio £ de todas las sucesiones (a,)r-., tales que sup (|3 a,z,) < oo.
n o |lim1

Fsta correspondencia estd dade de lo sigwiente manera:
2o (2 (=), 27 (2), ) -

Demostracién. Sea z** € X**. Como ()5, es una base de (X*, ]! [[) se

tiene
Py () (") = 2™ (Z a’:}(z‘)x:) =) # (@) & (")
=1

para cada z* € X*. Por tanto,
n
* €y o
P (z) =) (24
=1

para todo n > 1 y asf,

n

>t )E

1=1

n

IR CAED

1=1

< Cle, (2.5)

= sup

L1d n

sHp ’

oG

donde ¢ es la contante bésica de ()., -
En particular, (=7 {(z7),2** (23),...) € £ Para ver que la correspondencia

n
es sobre tomamos (a 0(: tal que su ;|| < 00 Sea 2™ un w*-punto
nig=1 i ?

ki3 1=1

n
de acumulacién del conjunto acotado e infinito § >° a;%, : n € N 3, el cual

=1
existe por el Teorema de Alaoglu, entonces z** {7) = ¢; para todo i > L.
Sc¢ puede probar, siguiendo la demostracion del Teorema 2.1.5 que el espacio

lineal
{(ai):’il T sup < oo}

n
es de Banach con la norma J|(e,)2, || = sup |3 a.z,

3 =1

T

E ,T,

1=1




5l CAP 2

Debido a (2.5) se tiene que la transformacion

ok

X N A P
= = (2™ (2}), 2™ (2]),..).
es continna y por o teorema de la funcidn abierla os un isomorfismeo entre

capacios de Banach. ||

Dofinicién 2.4.3 Sea X un espacio de Banach y (a)on., una base de X. Se
dice que (2,)he, es una base acotadamenf(‘ complela si para cade sucesidn

Z @i

=]

=1

< oo se tiene que lo sere Z @,T;
=1

tal gue sup
T

de escalares (an)o

n=1

converge.
Ejemplo 2.4.4

La sucesion (e.)ne, tal que e = (Bum)me, ¢s una base acotadamente
completa de 17, 1 < p < oo, pues si (&, ), , ¢8 una sucesién de cscalares tal

T
3 we,

que sup < 00, entonces

7 i=1 7
(2]
g lan|" = sup E )P = sup E el < oo
n=1 Ea 1=
[2.0)
¥ por tanto ¥ a.e, converge a (o), € IF.
—1

Teorema 2.4.5 Sca X un espacio de Banach y (#,)5., una base de X,
Il espacio X es reflexivo si y sdlo si (z,),., encoge y es acotadamente
completa.

Demastracion. Supongamaos que (@n),-., cneoge v s acotadamente com-
pleta. Por la Proposicion 2.4.2 la transformacién

X 8= ¢ (a)2 i..'-,up Zavs

que agsocia a cada z** € X** la sucesién (z** (#3) , 2 (x3),...) es un isomor-
fismo enire csos espacios Banach.
Como la base (2,)o, s acoladamenie complota entonees la transformacidn

Tt
()2 : sup zazﬂ?; <oy X

n
=1

< 00, el elemento

n
Z (L0

=1

que asocia a cada sucesidn (a,)7, | tal que sup

n

[+ o]
= 3" a;z,, cstd bien definida y es también un isomorfismo entre csos

i=1
espacios de Banach (recuérdese la Proposicién 2.1.6).
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En particular, la transformacidn

fa'e]

R AL

=1

de X en X*. donde o7 es aquelia funcional que satisface x**(x}) = = ()
para todo 7 > 1, es suprayectiva. Es obvio que tal 2™ coincide con T para
cada = € X. Es decir, la inmersién candnica ~ de X en X* es sobre y por
tanto, X es reflexivo.

Inversamente supongamos que X es reflexivo Al ser (z4)5., una bsse de
X se tiene que ()52, es base de X" y por el Corolario 2.3.6 se siguc
que (x,)5, encoge.Como X es reflexivo todo subconjunto acotado de X es
w—relativamente compacto. Si (a,),, ¢s una sucesidn de escalares tal que

$3
Y az,

1=}

ki3
conjunto acotado e infinito { SN ax o ne€ N} . al considerar las vecindades
=1

débiles determinadas por cada z; y cada ¢ > 0, se siguc que z;(z) = a, para

o0
< oo,y =3 z:(2)z; es un w—punto de acumulacion del

1=1

sup

=
todo i > 1. es decir, 3. oz, converge a = ||

=]

Proposicién 2.4.6 [20/Sea X un espacio de Banach y (za),2, C X wuna
base que encoge. Entonces (z3)o_, es uno base acotadamente completa de

X

2.5 Otros tipos de bases

Definicidén 2.5.1 Sea (X, | ||) un espacio de Banach y (za),, | una suce-
sion bisica de X. Si

0 < inf [|za)l < sup fjz.f < oo,

enfonees se dice gue (z,)o., es una sucesion bisice acolada .

Definicién 2.5.2 Sean (%,)°., y (¥n)i., dos sucesiones cn los espacios
de Banach X y Y, respectwamente. Sec dice que (n)ae, ¥ (Yn)hoy SOT
o0

equvalentes st pare fodo sucesion de escalores {0,)° ) se cumple: 37 a.%,
n—=]

fe o]
comuerge si Y 5600 51 Y GaYy convCTRE.

=1
En este caso escribimos (4,)00, ~ (¥ )0, -
Proposicién 2.5.3 Seon (%,),., ¥ (#n)nry dos bases de un espacio de Bo-
nach X. Entonces (£n)00; ¥ (¥n)or, son equivelentes si, y solo si, emste un
womorfismo T : X — Y tal que T (2,) = yn para todo n.
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Demostracion. Supongamos que existe un isomorfismo T : X Y tal
que 7' (2,) = 3, para todo n 2 1 y sea (an)ny vma sucesion do escalares,
entonces

oo OO0
ity CONVOTEC <==3- E .3, Converge
1

n= n—j3

por la linealidad y la continuidad de T y 71,

O
[uversamente, supongamos que (@), ~ (#)e., - Para cada z =3 a1,
n=i

o0
en X definimos 7'(x) = 3 a,y,. Claramente T es lincal, suprayectiva
n=)

y T'(2a) = yn para toda n > 1. Por Ia continuidad de los coeficicntes
funcionales se sigue que 7' ticne grafica cerrada ¥ por tanto, T' ¢s continua.
Asf, T ¢s un isomorfismo.

leorema 2.5.4 Sean X un espacio de Banach y (zu)i; una base de X con
constante basica C' que satisface que inf {|z,)| > 1, 8 (U)o €S una sucesion
n

fee)
en X tal que 37 llgn ~ zall < 3%, entonces (3,)2, es una base equivalente
=1

a(z)o, -

o0 O
Demostracidn. Para cada = 3 a,z, definimos T (@) = 3 au¥a, cuya
n=1 n=]

OO
convergencia sc sigue de la hipétesis > |lyn — z]| < a5 T es lincal y
n=1

ademds, por 1a Propesicién 2.3.3 se tiene

llr = Teeli < 2C12]D i — 2all < Ja!,

n=1

es decir, T es continuo y |7 — T'|| < 1. Por tanto, T ticne inverso continuo
y por el teorema anterior ()02 | ~ (2,37 i

n=1

Lema 2.5.5 Sean X un espacio de Banach, {#n )02y una base de X y (22)2°,
la sucesion de los coeficientes funcionales asociados a (a2 (. Si una suce-

5100 (Ya)oo en X satisface que 11;§ gl =4 > 0 y lim zX () = 0 para
> TH—0Q
todo 2 2 1, entonces (y,)2%, tiene una subsucesion bisica que s equivalente

a una sucesion bisica de blogues de (2n)07.,-

Demostracicn. Para cada real 0 < ¢ < 1 ¥ cada entero p > 1 existe
N >0 tal que
€ b

2 o sin>Nyl<i<p,
S g S 2 N Y5
1=igp
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[En particular.

i ZT:(‘(jyn}‘EI“ _

i=p+1

O sea. dados dos naturales p y m v un real € > 0 existe » > m tal que

= 227 (yn) "~ 22} (yn)
Z ——6“-:1:, =1y “}:Tr,

r=p+1 i=1

oo

3y ) [y" > 1 y por lo anterior
1=pa+1

. . . i I s o d o0
se pueden definir inductivamente una subsucesion (Yre ey de {Yulmey v una
sucosion creciente de enteres O < py < py... tales que

Sean pg = 0 ¥ ¥y, = #1, entonees

=22 () o 22 (3n) 1
P | = D el RS e
1=pn_1 +1 =1
¢
o2mi(m), S~ 2 () 1
Y e 3 Tytel<gag
1=pg 1+t i=py -1+l

donde ¢ es la constante bésica de (z,).., . Por la primera y tercera de las
anteriores desigualdades se tiene

Pk
2 o I
o= }: I—‘Eg*g(ﬂ! = 0 para todo k£ > 1.

=pr_1+1

Y por la segunda y la tercera
2
6yuk — Zk

[lz:]l = 1 para todo & > 1.

L
< YT para todo k > 1

De aqui.
La sucesién {z)5, €5 una sucesion basica de blogues de (znde, v o5 tal

= 112 <01 1
> i s < Xro-se

Por el teorema anterior es equivalente a la sucesion basica ( 5yﬂk) la cual
obviamente es equivalente a (yn, )iy - |

¢que
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Corolario 2.5.8 Sea X un espacio de Bonach y sca (), 1o sucesion
u
tal que m[ Il = O @ g — 0. Fntonces (yu)oe, ticne una subsucesidn guuce

€8 UL .‘:uceha:(fw bdsica,

Demaostracion. Como (Y], ¢ un espacio separable, existe una isometria
i entre [y, )ae, v un subespacio de C ([0, 1]} como hicimos vor en ¢l cdpitulo
anterior. Por hipatesis, (& (y,))00 | satisface que

n—=l

n?}f ”2 (?J'n)” >0

y ademds
ul_l_{gl() ay (i (g} =0

donde (z%),.., es la sucesidn de cocficientes funcionales asociados a una
base (z,)or, de C([0,1]). Por el Jema antevior (i (y.)),.; conticne una
subsucesién bédsica y por tanto, (y»)n..; contiene a su vez una subsucesién
basica. ||

Proposicién 2.5.7 Sean X un especio de Banach y M C X_un subconjunto
acotade. Sea z** € X* un w*—punto de acumulocion de M y supongamos

que la distancia d (a:**, M‘) =d, con d > 0. Entonces existen une sucesion

(z.)o0, C M y una funcional o* € X* tales que:

i) lim o (2) = 2 (2*) = L o]

N0
it} (T, — a™)or, es una sucesion bdswa en X**
iii) s w** # 0, entonces x** ¢ &, — =™ .
Permostracsdn. Seal < ey < 1, Escojamos 0 < g, < lparan=1,2,...de
q
modo que J] (1-¢,) > 1—~¢ para 1 <p < ¢ < oo, (por gjemplo, podemos

=
CSCOECL &, = (VQINTQ para n > 1, donde N se escope suficieniemente grande
de acuerdo al Criterio de Canchy para productos infinitos).

Sca x* € X*tal que
1
o (1) 2 o).

Como z** es un w*-punto de acumulacion de M cada w* —vecindad de =**
contiene una infinidad de puntos de M por lo que en la vecindad

fy € X [y (@) —a* (2%)] < 1}
existe 7 € M tal qne

¥ (w1} — &* (&) = |F (%) - 27 (7)) < 1.
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Suponganos (ue para un natural n > 1 hemos construido i, ..., %, con las

sigiientes propledades:
* I 3
2% () = 2™ ()] < (2.6)

parak=1 ..ny

3@ o)

=1

(2.7)

q-1 P
ST = |20 as (& -
=1 3=1

para cualesquicra escalares ey, .oy ¥y 1 Sp<g<n En el caso de gue
= 1 convenitnos, como es costumbre, que el producto de la familia vacia

es 1.
Sea X, = [&} —a**, ..., 2, —z**] € X*, como dim X, < 00, la esfera uni-

taria de X,
S{Xa) = {y"* € Xa: lig""lf =1},

¢s un conjunto compacto y por tanto, tienc una g —red finita. Bs decir,
existen y3. ..., yo € Sy, tales que

Sx, CU By (")

Sean zj... .z, € X' tales que |l = ... =z | =1 ¥

Hn

€
[yt {zf) > 1 — g" parar=1,.,m
Como x*7 es un w* —punto de acamulacion de M, existe 2,41 € M tal que

l* () — @™ (7)) < T
lZ; (Il\+1] - :I"* ( ){ < 76'

para i =1,..,m,.
Afirmamos que

Iy +a i — =) 2 (L a) (2.8)

para cada y** ¢ X, y todo escalar o.
Supongamos primero que y** € Sy, cs decir ||y**|| = I, y analicemos
dos casos:

) Sila| > % entonces,

eaiine % EL 2 ol & **
o (@ =) + 97l 2 il — 2™ =y

A%

2
Jd=1=1>(1-e)lly™l.
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b) Si jo| < % entonces escogemos 2 tal que ™ — el < 2. Asi,

o G — &™)+l = e (@ — ™) +y7) ()]
> Hy™ =t ) (2O — e (@ — @) ()
>y () — e (Fayy — =) (#))]
=™ — iz

=1-={_1- €n) ”y**” .

I

Por lo que el resultado es valido para todo Jly™ || = 1 y, obviamente, cuando
y* = 0. Para un elemento y** € Xu, no nulo, ol resultado se obliene al

aplicar lo anterior a ﬂgwli'
n
Sean sy, ..., Cin, Ot scalaves arbitrarios y y™* =37 a, (#; — z**), por {2.8),

i=1
tenemos
n 7
3 e (@ 2") b ann (Fry— 2| 2 (L= )|y e (@ 2™)
=1 =1
Y por ( 2.7)
n4-1 1 T
Z ay (@, — =) ZH (1 -&) z o (& — )
1=1 1==1 =1

Asf, hemos construido inductivamente una sucesion {zq), € M tal que
las desigualdades (2.6} y (2.7) se satisfacen para todo n. Par la primera de
ellas se tienc 1

lim 2* (z,) = 2" (&) > 5 iz

TH—r 00
v en virtud de la segunda y de la Proposicion 2.2.1 s ticne que (#, — ™),
0s una sucesion basica en X
Finalmente, si z* # 0, entonces existe ko tal que =** ¢ (@, — 2", ya
que (T, — 2**)5.y, €5 una sucesion bdsica para todo & > 1y por tanto,
e o) - o0 N . ‘. ..
(@ — o2, = {0}, Asf, la sucesion (n)oy, satisface 1), i) y ds2). ||

28

R=1

Definicién 2.5.8 Sea (2.)2., una base del espacia de Banach X. Se dice
que (Ta)ory s una base de tipo It si es acotoda y existen 27 € X*ye»0

tal que Rex* (z,,) 2 € para todo n > 1.

Teorema 2.5.9 Sea X un espacio de Banach y sca (B )y una sucesin

en X tal que
0 < inf ”.’Ern” < sup ”;Eﬂ” = 0.
T n

La sucesion {T,),., contienc ung subsucesion basica si, y solo si, se cumple
algune de las siguientes dos propiedades:
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1} {zn 0 2 1} no es w—relativamente compaclo;
1} O es un w—punlo de acumnulacion de {z, :n > 1}.

Ademds si se tiene 2) enfonces la subsucesidn bisica que contiene (), €5

de tipo 17,

Demostracién. Supongamos que (z, o, contiene una subsucesién bésica
(ra )i, Si2) no se satisface entonces {z, :n > 1} es w—rclativamente
compacte y por tanto, {z., 1 k> 1} es w—relativamenie compacto. Por el
teorema de Eberlein-Smulian {#,, . £ > 1} tiene un w—punto de acumu-
lacién y como (%, )je, € una sucesién bdsica se tiene que el w—punto de
actmulacidn debe ser  (Proposicién 2.2.5) y por tanto, se satisface ).
Inversamente, supongamos que se cumple ). Por el teorema de Eberlein-
Smulian htay un subconjunto infinito A de {2, :n 2 1} que no tiene un
w-punto de acumulacién en X, A es un subconjunto infinito y acotado en
X**. y por tanto, w*—relativamente compacto. Asf, A ticne un w*-punto
de acumulacién z** € X**; por lo antes dicho z** € X** — X (en particular

" 5 0). Asi,
d(z™ {z,n21}) = d(a:“,)’&;) >0,

Por la proposicion inmediata anterior, existen ©© € X* y una subsucesion
. = N oG
(I )pey de {za), -, tales que

@) lim o (2,) =27 (2°) 2 e,

n—os
h) (&m — 2*")2%, es una sucesion bésica en X7,
) " ¢ (B — 2, (recuérdese que z** # 0},
Sea Z = [2*7, (Fm)i2,], como 2** & [E152, ¥ 3 ¢ [En, — z"*[, entonces

,uloo

codvmg, [Fa 172 = 1 = cadimy £, — 272,

v por tanio, existen proyecciones

IR O

P2 Z - [Ee, — Iﬂ]:il

talos que py () = po (27*) = 0.
Observamos que cada z € Z es cl limite de elementos de la forma

p
Tt + E Opony
k=1
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y por tanto, z — p (2) = a.2**, para algdn escalar a, que depende de 2. Si
z € [Fn, — ™|, entonees pp (z) =z y

z— 02" = (2)
m{z —a.z™) = pa(p1(2))
z = py(2) = pa (g (2)).

De la misma mancra si y € {i#,, | entonces y = p; () = p1 {p2 (). Ls decir,
s un isomorfismo de [£,, — 277, sobre {57,

Como py (En, - &) = @y, para k = 1,2,... y como (&, — ™)., es una
sucesion basica en X se signe gque (£, )72, 0s una sucesion bésica y por
tanto (., )5 08 una sucesion basica. Por a) tenemos que existe una sub-

sucesion (zn, )i, de (2, )7, tal que ki)l’l:'& £* (2, ) > Gy por tanto, la

subsucesion asi formada cs una sucesidn bdsica de tipo !,

Supongamos que it) se satisface. Si {z,:n > 1} no es w-relativamente
compacto, entonees, por la prueba anterior, (z,)o, tienc una subsucesion
hssica.

Analicemos ol caso en que {z, : n > 1} es w-rdalivamente compacto. Como
[x,,] es separable, podemos suponer que X os separable y por tanto, existe
un subconjunto numerable M* = {217 | de X* que cs tolal. La topologia
débil en [z,] es entonces metrizable (Lema 1.4.2) y cxiste una subsucesion
(Zny )y de ()i, que converge débilmente a 0, por ser éste un w—punlo
de acumulacién de (z,),—, . Por el corolario anterior, (z,, Yor, , ¥ pOr con-
siguienie (z,),; , tiene una subsucesién que cs basica. ||

Lema 2.5.10 Sean X un espacio de Banach y (., z}) 0, un sistema bior-

togonal, con (zn)he, en X y (2})r2, en X*. Supongemos que X = [2,] 22,

Para cada n > 0 y 2™ € X* definimos
“"E*“n = ”ﬁ,’*, [“L‘?H*hxn+2) N,

Fntonces
Na*|l, = d(z*, 8 (a3, 35, ...25))

‘ﬂ
pere endan > 1y x* € X*, donde Sz}, 28, .22} es el espacio wectorial
generado por {x}, =k, .2t}
Demostracion. Sabemos que
d (z*, S (x}, 2}, ..2})) = ||a* ]lS(mz,mg, ~ar)||
para todo z* € X*. Asf, basta probar que
LS (23,45, .20} = [Tngrs Toaoy oo -

Dado que cl sistema (2, 2}, )0; 08 biortogonal se tienc
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[Zart:Zogi- | cts (1. 23 )
Para probar la contencidn contravia, sea © € X tal que
z () =y () = .. = (z) =0
De 1a bortogonalidad del sistema (i, 25)ne ¥ de que X = [z, 32, se sigue

X =5 (5‘31‘ ,I,;) o [$n+1,.’13,,+2, J .

b3
Por tanto, @ = Y. a:%, + ¥, con ¥ € [Tny1, Tasas - ], pero a; = a7 (z} =0,
=1

para I <14 < n; por tanto, T € [Tat1, Tniz: Al
Lema 2.5.11 Sean X un espacio de Banoch. (¥,)72, una base de X y
(22}, la sucesidn en X* de coeficientes funcionales a ella asocrado. Defi-

nimas
W = {3:* € X dim o7 [Zaeys Base, N = 0};

L7 Sanl o)

Vo = {:c’ € X :hm 2" (go) =0 st {gn:n 21} CX,
sup J[yn]l < 0o y lim =} (y.) = 0 para fodo 1 > 1} ;

1/’3:{3:’6){*:&:11 2y =0 st {y.:n 21} CX

T~

sup lfl <00 gz (gn) =0 sil i < n};

n>l

Igz{z*eX‘:hm 2 (gn) = 0 si {gm:n > 1} C X,

N—i0C

Ty,

sup ||yni] < o0 Y ¥ = Z apzr # 0 pare todon > 1,
n k=mnp_)+1

para alguna sucesidn de enteros 0 = mg < my < my < ..}
Entonces (73] = Vi=W=V,=V.

Demastracwn. Por el loma anterior se tiene ©° € V) 51, y solo s, se

satisface
lim d{z”, 5 (&7, ... e ) =0

O sea.

s immnediato ver que

Vi= [I::]:;a clhclWhCl.
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Finalmente se demostrard que Vy € V4. Basta hacer ver que si 2 ¢ Wi,
entonces existen eg > 0, una sucesién cstrictamente crecionte de enloros
(M), , donde my = 0, una sucesion de escalares (an)o., ¥ una sucesién
(o)., en X tales que

g
w3 e po 20
k=g —1+1
Jaall < 1, (2.10)
¥
x* (y,) > ¢ para toda n. (211

Supongamos que % ¢ Vi. Entonces lim {jz*[}, # 0, donde
—r0Q

“m*”n = um* l [mﬂ-%'liwn-i-% ]" .
Asf,
lle™} [zalnms | = ol = =l = fla*ily = -
y exisie ¢ > 0 tal que ja*|], > ¢ para todo n = 0.
Escogemos mg = 0. Como |lz*||, > €, existe 2 € (z,]5, tal que

i
Il < 5 y o () > (2.12)
=3 ya & 2’ .
ny
Sean my > Mg ¥ I =2 0, € 8 (X1, - Tm, ) tales que
=1

1 . €
s — 2] € 5y o () > 5 (y por lanto y1 # 0).
2 2

Esto os posible ya que se cumple (2.12), 2 € [2,]72, y =" ¢s continua.
Debido a que también ||z*]j, > € para todo n = 1 se pueden construir
inductivamente fres sucesiones:

(M), ,de enteros y esirictamente ereciente, con mo = 0,

()2, v (1), de clementos no nulos en X,

donde
My,
& € {%]jimu_ vir Y Un L= Z bpimi | €S (W)?;m.qﬂ
1=Mp~1-l 1
tales que
1 . €
leall 35 v 5 (2) >
y

1 €
g — 2all < 5 ¥ 2" () > -

Al tomar a; = bp, para 3 = My + 1,,Me y 1= 1,2,y €@y = § 5
satisfacen 2.9, 2.10 y 2,11 ||
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Teorema 2.5.12 Sean X un especio de Banach y (@.)5., una base de X.
Entences (rq)7—, encoge si, y solo si. toda sucesion bisica de bloques

oc

i

(yn}::og; = Z andy

n=py+] =1

{al que sup [yl < 00, converge débidmente a cero.
ft

Demostracién. Supongamos que ()0, encoge, entonces utilizando la
notacién del lema anterior X* = V; y como V] =V, entonces X* =V, y
[= )
Pr+1

por tanto, toda sucesién bésica de bloques Wahoer = 2 @B tal

n=p,+1 n=1

que sup |[y.]l < co converge débilmente a cero. Inversamente, si toda suce-
n
sian basica de bloques (ya)i., tal que sup (lynll < oo converge débilmente

a coro, entonces Vy = X* y como {z ,,],,_1 = Vi se sigue que X* = [2}]on, ¥
(x3)7%., os base de X*. |

Teorema 2.5.13 Sean X un espacio de Banach y (z.)h., une base acotada
de X que encege, entonces (zn)e.., converge débilmente o cerg.

G
Demostracién Si ° € X*, entonces 2* =3 &z , donde z* (z,) = ax
=1

para todo n > 1.
Tenemos que a,z;, — (0, cuando n — oc y por el Corolario 2.3.4 se cumple

que inf jz2| > 0, de donde a, — 0, cuando n — o0 y (w);7, converge

débilmente a cero. ||

Definicién 2.5.14 Sea (X, [ ||) un espacio de Banach y (zn),-, una suce-
s16n basica de X . Se dice que (z,)n., es una sucesion basica de tipo P si ¢s

k3

S5,

1=1

acolada y sup < oo.

n

Definicién 2.5.15 Diremos que (T,)ne, €5 une sucesién bésica de tipo I*
en un espacio de Banach X s1 es acotada y existe ¥ € X* tal quex” {£,) =1
para tode n > 1.

Proposicién 2.5.16 Ses (.}, ; unoe bose acotade de un espacio de Banach
(X. i 1) St (za), es de tipo P* entonces:

1) La sucesién de coeﬁcz'entes funcionales (z)o., wsociada & (Zn)he, €5
una base de (x5, , de tipo P.
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n o
w) La sucesisn (y; =3y .'Ef) es una base de [x5]°7 ¥

=1 rn=1

1 el < &l (= feall) < C 18 2] (2.13)
donde C' es la constante basica de (,), ., .

1) La sucesion ©1..2a,Ty Ty, ... €8 une sucesion bdswca.

Demostracién. i) Por la Proposicién (2.3.4) (z7,),", o5 nna base acotada

de [#2)2°,, . Para z* € [23]7°, y n > 1 se tiene
o0
= Z:ﬁ (5*) x}
=1
Y

(véase la prucha del Teorcma 2.3.5).

4 . -~ oo oG o0 o0 ; 2 . . - e
Bs decir, (5 }[ay)oe, Yory ¥ (B j[@n]0s, )51 son las sucesiones de coeficientes
funcionales y proyecciones asociadas a la base (2h)07 .

Hagamos @, = P [[z4]5, paracadan > 1 ysea ® € ([z5]57 )" . Enlonces

T
3o (5 5 = QR (0)
=1

para todo n > 1. En ofecto, sin > 1, f € ((z5[00) v 2* = 3 & (@) a7,
=1

cntonees

QA2 = fQu(a") = D& (2”) fla}) = (Z:F () :?) (=) y

Q@) =2 () = (Z@ :) ().

Por 1anto,
=@ (@) < (Pl el < Cliel (2.14)

Zfb(m)y

donde C es la constante basica de (2,)22, , paratodon > 1y @ € ({aplie )"
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Sabemos que existe z° € X* tal que * (.} = 1 para todon 2 1. Podemos

interpretar a esta funcional * como un elemento de ([Z;];2,)" que admite
ey

una extension de Hahn—Banach a un elemento ®,. € {{z3]72.,)" . Por tanto,

e

() sea, (#2)7° 0 s una base de (23)7, , de fipo I

win=1

1) Para probar Ia segunda igualdad damos € > 0 y escogemos z* € X* tal

que

< Clletf < o0

=1

hell =1y llgl —e < (="

Sabemos por el Teorema 2.3.5 que
e
Fz) =z (z) :Z )z (z),
por consiguiente. existe n > 1 tal que

S E e @) = Bl | ' > o (@)=

)~ <

Por {2.14)

<Clatf=C

1=1

n n
“Zw‘ (w:) 7 lZ Ooe ()21
i=1
donde .- € (z}]72,}™ es una extension de Hahn—Banach de z* cuando
¢ste se interpreta como un elemento de ([Ta)0n )" Asi,

Nz —e < Gl =)y

v eomo ¢ > 0) es arbitrario se tiene ||Z]| < CZ =002, 0
C'omo se cumple ). Ja sucesidn de coeficientes funcionales (z5)07, aso-
clada a (:c,,)“ L, s una base (acotada) de {z3]7 , de tipo P, por tanto

fa sucesion | g Z:r es acotada  La sucesion do coeficientes fun-

n=1
ronales asoctados a (mn),2 ces (Flenlos s,
Para n > 1 definimos

Sk e e

Zy = &n — Lry-

Es dlaro que para 7,7 > 1 se cumple

e (y;) = 611‘

por lo que (i, 23 )oe ; forma un sistema biortogonal.
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Sea z* € [22]2,, por la formula de suma por partes de Abel Lenemos que

n ki3
S0 (@)1 = Zatir — Y % (0 — W)
1=1 i=1

z
donde Z = 3 2" (z*) para todo i = 1. De aquf obtenemos
=1

it k13
Soar g =) E () - En (@) U
i=1

1=1

Como &, (x*)z}, — 0, cunando n — 00 y ‘(‘:ﬁi)ff;l o3 acotada tonemos que
Z, (x*) — 0, cuando n -— oo y por banto, Z, o (e*) 5 — 0, cuando n — oo,
n [e.2)

ya. que (y,'; =3 :r:',-f) es acotada. Asi,
i3

1=1 =1
o o0
DI ACO A
i=] =1
n oQ
Por consiguicnte, (y; = lef es una base de [wh]he, -
i=

=1

#i) Por i) sc tiene que (23" =z (T, — Fan) ]y Vo, €8 12 sucesion de
cocficientes funcionales asociados a una base de [23],7; - Por ¢l Teorema 2.3.5
{Fn — Fni) 128t Yoy €5 una sucesion bisica en (el ). Por (2.13) ¥
la Proposicion 2.2.1, (@ — @n41)hey 8 una sucesion bésica en XA

Proposicién 2.5.17 Sean X un espacio real de Banach y (x4}, una base
acotudn de X. Entonces las condiciones siguientes son equivalentes.

2) (zn), s de tipe I
i1} Existe una sneesion (a,,,)i',’z";1 de reales tal que O < i;]]f iy < SUP Gy < 1
A= n>l
¥ (en2,)o0, ¢s una base de X de tipo I,

Demostracion. Si (,)°0, ea de tipo IF, entonces existen ¢ > Oyafc X*
tales que zj () = € para todon > 1.
Definimos a, = F(,(ﬁu»ﬁ para cada n > 1 Por tanto,

€

e S ap S 1
3l sup flzal|
n=1

para todo n > 1. Asf,

*

T
‘;;_} (aﬂmn) =1

para todon = L.
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Inversamente supongamos que (@, ),., € una succsion de reales {al que

) < inf @, < sup @, € 1y (@,2,)27, es una base de X de tipo P*. Existe
n>i >l

y* € X* tal que y” (@.%,) = 1 para todon > 1. Por tanto, y* (1) es un

real positivo v

(S“p aﬂ) Y (zn) 2 any’ (2,) = 1

nxl1

para todo n 2 1. Como z = (sup . I) ¥ € X*, se satisface 7). ||
n>1

2.6 Espacios simétricos de sucesiones

Un tratamiento més general, que abarca los resultados aqui mencionados,

puede consultarse en [5].

En lo que sigue ¥ denota al grupo de las permutaciones de N. Recor-
damos que s ¥ ¢ son los espacios de todas las sucesiones escalares y de las
que convergen a 0. Con cgp ¥ £7° denotamos, como es usual, al subespacio
de ¢y formado por las sucesiones con un nitmero finito de términos no nulos
v al subespacio de s de todas las sucesiones acotadas respectivamente.

Definicidn 2.6.1 Un comyunto A C s es llamade sélido ssz € A, y € sy
{yl < {z|, implice ¥ € A, donde z = (z.)01, ¥ = (¥ ¥ |y} < (2| significa:
{7i| < x| pare todo i > 1.

Definicién 2.6.2 Siz = (z;)7, € 5, y7: N — N es una funcion, entonces
r, denota a la sucesion (z,), = (:c,{,)):l. Un subespacio M C s es llamado
simétrico sz, € M siempre quez € M yo € 3.

El claro que los espacios s, I%°, cp y cgo son sdlidos y simétricos. En
general tenemos el siguicente

Lema 2.6.3 Sea M C s un subespacio solido y simétrico. Siw: N — N es
tnyectivo, entonces T, © M.

Demostracisn, Sea @ : N — M una funcién inyectiva. Sea 0 € ¥ tal que
a(2t— 1) = n(2i — 1) para ¢ > 1. Como M es simétrico se tiene

Ty = (ZBH(}),Ig(g),:ﬂﬁ{g),ﬁta(,l}, ) e M
¥ como M es sélido concluimos que
(Iﬁ(l),U,i'?n(S):O, L) EM

Al cambiar en la discusi6n anterior a los impares por los pares obfenemos

fque
(0,220, 0, Taay, ) € M

¥ por tanto, #x € M. ||
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Teorema 2.6.4 51 M C s es un subespacio sdlido y simélrico, entonces
M Co M=0 obien M =3,

Demostracion. Supongamos gue M no s un subespacio de cq. Asf, oxis-
ien @ = {2;),2) € M, ¢ > 0 y un subeonjunto infinito J de N tales que

la,] = ¢ pava todo i ¢ J,

Sca 7 : N —.J una funcién biyeeliva. Tntonees z, € M y Mfr(i)! > € para
todo ¢ = 1. Por ser M subespacio sdlido se sigue que £2° C M. Por dltimo
si M no coincide con €, entonces existe 2 = (), € M — £, Dado

0 1 . [+4)
y = (4:)i-, € s existe una subsucesion (:a:iJ)j__l tal que

l£:,| = |y, para todo j > 1

La funcion 7 (j) = i; o8 inyectiva y por tanto (mh):_il € M. Como M os
gélido tencmos y € M. ||

Definicidn 2.6.5 Sea z = (z,)i0, € s, definimos:

i) la sucesion P, (z) = (P, (2)),)%2, donde

z sm1<i<n

(P (2)), =

0 sii>n
0i) la suecsion &' = (2]}.7, eomo

el i—ésimo término de x distinlo de cero, si tal lérmino existe

0 en otro case

Observacién 2.6.6 = € ¢y —=> 2’ € yy Yy 817 € oy 0 ' € Cyg entonees
' =z, pave algune o € X,
Definicién 2.6.7 Siz = (2;)2, € cq, entonecs para la sucesicn &’ = (x)2°,

exste o € X tal que |m’a(i) > |.1::,{2. +1)( para todo ¢+ = 1. La sucesudn

(

Proposicién 2.6.8 Seq M un subespacio sdlido y simétrico de ¢y entonces:

[se]
ﬂ::,(!-) ) , o8 denotada por T y sus lérminos por Iy, T,....
=

51 M es un subespacio de o definimes MYt ={z e M : 2 =75}

HereM<—rcM

i) reMi=ze M.



2.6 ESP. SIMETRICOS DE SUCESIONES 67

Demostracidn. 1) Debido a la observacion que signe a la Delinicion 2.6.5
el resultado es claro cuando = o ' estdn cgp. Supongamos pues que v € M
v ¢ e Bxiste una funcion 7 : N — N inyectiva tal que z, = 2. Por el

Lema 2.6.3 se ticne que =, € M.
Inversamente, si 2’ € M vy 2 & ey (de donde = ¢ ¢go), entonces

, o s
L=z, 73,

con x, # () para todo 7 > 1.
Debido a que A es solido tenemos

(3;1,0,:1:;,0,9;;, ) . (O,E;,U,SB;,O,...) M. (2.15)
Hay dos casos a analizar:
a) ., = 0) sélo para un nimero fintto de indices 1.
b) z, = 0 para una infinidad de indices :.

En el caso @), z = =, para alguna ¢ € £, si z; # 0 para todo ¢ > 1, en cuyo
caso & € A O bien,
I

N p—— ’ :
Tp = | 0,..,0,3, %, 2, .

para alguna ¢ € £y k > 1 Por la simetria de M y (2 15} se tiene

3 3
—— ‘ I —— . f
0....0,z,,0,z4,0,25,... |, [0...,0,0,25,0,24,0,. e M.

De donde. z, € Al y, de aqui, z € M.
En o} caso b) existe ¢ € X tal que

&, = (x;,U.x'Q,U, cc;, . ) .
Por Ya simetria de M y (2 15) se tiene
(+.0.0,0,5%,0,0,0.5%, ..) (U,O,:::;,D,O,O,a;;,o,0,0,3;;,..) e M.

Por consiguiente, x, y © pertenecen a M.
22) Se sigue inmediatamente de ). ||
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o

Definicién 2.6.9 Sca a, = (%)

" . ;3: n=1"
también son sdlidos y siméiricos:

- ‘xa(i)l
by, = § & C 8 ||F|[, —sup S <00
/ { l “a,, crC}I3 ?:1 2 }

que es ademds wn espacio de Banach con la norma flalla,

Definimos los supuientes espacios que

P = {y €5 Z |z} < 00 para lode v & ,u.%} )

1=1

Hamado el - dual de p, .
Proposicion 2.6.10 |zll, = |/l = 1Z]l,, = X “ para todo ® € p,, .
i=1

Demosiracion. Dado ¢ > 0 existon un natural n, y dos permulaciones
71 ¥ 2 do N tales gue

'
20
i

n
ll2'fly, =< <3
=1

S
=1

Podemos encontrar gy, g € 2 tales que
Ep, ) = 33:!1(1') v m:,am > Ty Paral <i < n.

De donde
21, =€ < lielle, ¥ llzlla, = < 4", -
De aqui y del hecho de que & = |2'],, se sigue [zl = I|#'],, = 1€, -

w0
La igualdad ||Z],, = 3 % cs obvia. ||

1=1

Observacion 2.6.11 Es claro que £ no estd contenido en p1,,, por lo que
el Teorema 2.6.4 gorantiza que U, C Co Y COTMO 8o € fiy , CREoRCES

py C g, € o {(2.16)
Por todo csto podemos escribir

A { ool =y 20! < oo}

aets i1

i

1=1

pe = {y €yt Z || < oo para todo © € ,uﬂa} . (2.17)

Por (2.16) y (2.17) se tiene, pi C €%
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Proposicion 2.6.12 Sea x € p,,. Entonces P, (z) — z cuandon — o0 en
1y, sty s6lo s1. P (£) — & cuando n — oc. en j, .

Demostracién. La prueba de esta dltima proposicion es inmediata si
primero se prieba:
P {z) — z cuando n — oo si, y sélo €, Py {z,) — %, cuande n — oo para

n
todoo €Dy
Py (#) = z cuando n — 20 si, y soto si, Py (') — ' cuando n — oo. ||

Teorema 2.6.13 Sea z € p, , entonces I, {z} — = cuando n — oo, en

ity O sea,
| ()52, li,, = 0 cuondo n — oo

y la sucesion (e,)22, formada por los elementos e; = (6;,);2, es una base de

I,

Demostracidn. Por la proposicién anterior podentos suponer que % = &.

llz = Pala)l,, =y 22

2

Pe esta manera

Dado ¢ > 0 existe ng > ) tal que

o0
A A
Z <~2-81ﬂ2n@.

£y e slg > I3}
1
223
1=t
Asi. n > n; implica
oo x ng . 20 >
T+ g it
e — P (=), = E T o g 5
i=1 =1 1=ng+1
g 1
€ N o0
1=1 T,
< + — < £

y por tanto, flz — P, (z)]l, — 0sin — oc. es decir, B, (z) — z cuando
n— oo |l

™=

Teorema 2.6.14 Sea b € cy. Bnlonces b € 1 siy sdlo 31 sup T‘l < ©o
2l Py
=]

donde b = (b, ba, .).
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Demaostracion. Como p) cs un suhespacio sdlido y simélrico de £g y
ademds b = b, podemos suponer que b= b.
T T

Scan s, =3 Ly t, =) b;, ambas sucesiones son crecientos y de términos
=1 1==1
no negativos. Supongamos que sup i = oo; por tanto, ¢, — 0o si n — oo
u o

Sa probava que b ¢ X .
Sea N un natural fijo. Afirmamos qie
L, — ity

sup — — = o0,
n Sp — SN

: . tn, Y 00 .
In efecto, existe una subsucesion (;51) de (iﬂ) tal que =+ — oo y
M /=1 n=l vy

Sre
n
ademds s,, — sy > 0y £, — iy > 0, para todo 7 suficieniemente grande
3 Y i, » 1 3 )

por tanto,
tn; - tN tn_, - tN tn, tN
il B R ,
Snj — SN ""113 Su, ";nJ
y como s, — o6 y N ¢s fijo s sigue que sup f’%ﬁi’r = .
T
Construiremos induclivamente una sucesion estrictamente creciente (n,)7”

de cnteros no negalivos tal que

Snypr — Sny g Sp, T Sny (218)
y
th |5 t?LJ Pl (7 + 1)5'””1 — Sn, (21(})
sijg>=1l.
Sean ng = 0, 8y, = 0y ny = 1, cxiste ny > ny tal que s,, > 2s,, ¥

tng=tn ~ . b
raTEL > 2 ya que s, — 00y Sup j#_i% = oo, De igual manera existe
Hhg TRy n Y

Ly — Ly , .
ng > np tal que s, > 28, — 8, ¥ f-:j:;‘ > 3 y asf sucesivamente.

Para n, . < i < n, definimos
_ 1
EEH )
ast, ¥ = (yi)ioq = ¥ ya que todos los términos de la sucesidn sou positivos
y por la designaldad (2.6) y; > ¥ > ... Ademds y € . Sea

Ty ] l

b
5= % Ao Syl

H 2 ( — 8
1=, 1 ¥ 511_, Hy 1

asl,
[a29)

Z%ﬂi&«(o@
=1

1=1
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v portanto, y € pr,
Por otra parte. a partir de la desigualdad (2 6) tenemos

ny 1 | q
T = 0, = . el (T 2._':*_,
’ i:nJZ”] ?j 32 (Sn) - Sru_)) ( ! ’ l) .723 7

de donde
oo pe o)

S =31 =
1=1 =1

y por consiguiente, b ¢ p% .

' tn A
Inversamente, supongamos que sup * = A < oc. Sea y € pf* . Por la
{3

1
formula de sumas parciales de Abel tenemos

Z ylbi = Zf y,+1 + tnyn
=1

n—1

t, t
Z — & (yz - yl+1) -+ —Sisnylz

oy St n

n—1
(Z 31 = Yt I + Snyn)
=1

(%)

o o3
Por tanto, 37 b, < A (Z %) Como esto es cierto para toda y € pf+ se

I

l/\

= =1
sigue que b € pf |
A partir de las pruebas de este teorema y de la Proposicidn 2.6.10 tene-
mas ¢l siguiente corolario.

¥ [boty]

Corolario 2.6.15 Definimos ||bf,, = sup 75— Entonces
9 ey, n>l i
a=1

!

IJM;
=

Mol e, = Wl = 8] s *

.uao n>l

[~]=

i

para lodo b € p i por lanto,

i = {b: (b)) € o lbll,; < oo} _ (2.20)
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Demaostracidn, La primeras igualdades se obiienen al proceder de manera
similar & como se hizo en la prueba de la Proposicion 2.6.10 , v la tliima cs
entonces conseaencia del teorema anterior, |)

Teorema 2.6.16 (,u,(’fﬂ, il ”u?f,,) se ddentifica con el dual topoldgico 1} de

., Medianie lo asocracidn

J 2

b= (b7 — fi

o0
donde fi(z) =3 b, para cada w = (2,)2, € p, .

1=]

Demostracidn. Sean & = (#,)0, € p, y b= (b)), € .

oo
Entonces 3 || < co.

=1

oQ

@) <37 (b =3 bagy ]

=1

para alguna funcién inyectiva 7 : N — N, y existe una permutacion tal que

O tatwnl o] =D ot 2
i=1 =1

Por la tiltima parte de la prueba del Leorema anterior, tencmos

[+
> o] # < ([ (rea) 2 N2l
2=1

De donde, f;, s continua y || ful| £ fill x -

Inversamente, sea f € yu; . Para cada i > 1 soa b, = f (e;), donde ()5 o6
la hase candnica de pr, . Por consiguiente,

n 71 T

2 [t 2 |1 (eow)] PN

T P R I foll = o= 1Al -
'zgl i 2--1 F i==1 i

Por (220) b = (b)2, € w2 vy f=F yast, |fi]l = bl ¥ b fy s un
isomorflismo entre espacios de Banach. ||

Teorema 2.6.17 Supongamos que b € pX . P, (b)Y — b cuando n — oo en
. e

la norma || ||, si, y sélo si, S - 0 cuendo n — oc.

Hag o
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Demostracion. Nuevamente podemos suponer que b = E, ¥ seguirmos

!a notacion usada en el Teorema 2.6.14. Supongamos que :" - (. Sca
= hm—u como estamos suponiendo que & - 0y 4‘ > 0 paratodon > 1,
vntomes A > 0. Como 8, — oc entonces t,i — 0, cuando n— oo, y asi

daddo 1, existe m > n tal que

f, < 1i
[ 2 S 3 m
v tal que
LIRS
S 2
Entonces si m es como antes
o —tp _ 2tm A
llb P (b)” ‘.-c =$1 p tn+p tn 2 ™ 13 2 M 2 Z.
Sp Sm—n Sm 3

Como esto es clerto para toda n, entonces P, (b} » b
o0
Inversamente, supongamos que 7, (b) - b. Lasucesion (“b — L% (0] .z )
0/ p=1

o5 decreciente, por tanto

lim |p— P, (8)]],x =k > 0.
=00 had

Asl Jlb-- P, (b ){}, » 2 k para todon > | y también es claro que loll,x =&

{recuérdese que b = b) ¥ por tanto, existe ny tal que ;JL >k 3 Ahrmamos
Ly

gue existe una sucesion creciente de naturales (n_?);il tal que b 2 3 Dpara
calda 3 2 1.

Ya construimos n; con esta propiedad, ahora stupongamos construides a
hasta n;. Como ”b — Py (b)”pc’.i, = k existe p > 0 tal que

tnj +p f'n_r ~
s =

M[?‘

’7
Como 5, > Sn,+p — Sn, S€ Sigue que

¢

“nitp T tn;

S

Sn_, +p Sn_,
In . .
y =+ 2z % por construccidn, asi al tomar n,41 = n; + p obtenemos

trl_,l >

Sﬂjn

SR

¥ b
que es lo gue desedbamos, y con esto se demuestra que ‘n‘l - 0.

N
i=1
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CAD 2
Corolario 2.6.18 [ subespacio X de ) definido como

X = {(mﬂ):):iJ €

1 1

I N R B
= — 0

ticne como base a la sucesién (e,).” , cuando en X se considers la norma
” “X - “ “ﬂ"f" IX

Teorema 2.6.19 5i
R R S N
X=z)p €|~ == 07,
CR Fisree sty

con [[(e) Ly = 1(@a)2all . o enfonces

. = |y
X = (Hm,,il ||,¢n°) = {(yn)ff;l € ot llgla, = "C‘;‘)Z l—:’il < oo}

1=1
Y

X" = ('u':o’ “ “;x,’.‘n) =

=1
(mﬂ):):’:l SREI ”m“ﬂ.jfn = sup :
ach, n>l 1

Pemostracidn. Taltima igualdad cs el Teorema 2.6.16. Para probar la

primera procedemos del mismo modo que se hizo en dicho tcorema.
La asociacion

¥ = (Yi)esy = 9o
donde g,{x)

(e 1 1)

.z, para cada = = (2,)5

0
=3 oy € X, es un isomorfismo de
i1
en (X

)T Enefeclo, sea ¥ = (Ya)aeq € fha,» cnlONCES

o0
Z lysas| < o0
=1

para cada z = ()7, € X ya que (2,)5, € p por el Teorcina 2.6.14.
Ademsis,

Egy(:v)} SZ |’y1$U1| :Z |:E1r(1)| 1?/:'
=1 =1

para alguna funcién inyectiva 7 : N — N, y existe una permutacion tal que

o0
Z lxﬂ(ﬂ(l)) | [y:(l)
i=1

o3
:Z |.'Eo-(7|-(:_))l :a’t S ”y”.uﬂn

EES |

()il
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De donde. g, es continua y [|g,f] < |{yi|,uﬂo .
Inversamente. sca g € X*. Para cada i > 1 sea y, = g (e,), donde (&,)0.; es
la base candnica de X. Por consiguiente,

iﬂ@sgm%mkmﬂ

7

Ca(r)
2.~

=1

= ltgll

para cada n > 1 v o € X. Fsto implica que ¥ € ., ¥ g = g, Por lo anterior,
Hooll = N, ¥ a5t (X, 1 )" se identifica con (jug || I, ) |

Teorema 2.6.20 La sucesion (e,),, es una base de (X, || || ) que encoge,
pero no es acotadamente completa, dnde X es el espacio del teorema ante-

T

Demostracidn. Es claro que X no es un espacio reflexivo ya que, por
egemplo, (1) ¢ Xy (2)2, € X, par tanto si demosiramos que la base

(ea),-, encoge, entonces no puede ser acotadamente completa (Proposicién
2.4.5). Sea (e});-, la sucesién de los coeficientes funcionales asociados a
{ea)ys . Sea x* € X*. Supongamos, con la notacién del teorema anterior,
que 7 = g, donde y = [y, = g (e,))o” ;. En vista de la Proposicién 2.4.1,

()., 7 0, lo que cs cierto por el

basta hacer ver que [jz* lfe,o=.,
Trorema 2.6.13. ||

Con esto, concluimos el estudio de estos espacios y usaremos el timo
resultado en el capitulo 4.




Capitulo 3

Origen de los operadores
Tauberianos

3.1 Matrices conservadoras

En lo que sigue las matrices y sucesiones consideradas tienen sus entradas
en el campo K =& o C. Por ¢ denotaremos como es costumbre, al Cspacio
de las sucesiones escalares convergentes con la norma usual.

Definicidn 3.1.1 Se dice que una matriz A = (am—);j:l SUTRG G UNG Suce-

fev)
sidn T = (:.':J);'i1 si ) ap,z, converge para cadap > 1 y Az € ¢, donde
i=1

Az =4A ((EJ);;) = (iapjmj) ) .

El conjunto cq = {2, = (%);L ;A suma G:L} es llamado ¢l dominw de

convergencia de A.

Definicién 3.1.2 Una matriz A es lumada conservadora s suma a toda
sucesion convergente, es decir si

cCCy.
Lema 3.1.3 (Dini) [14] Sea (a;)%C, una sucesidn de reules positivos. Para

) 1=
cada j = 1 sea s, =a, + .. + ;

> o0
1) 5t 30 a; =00, enlonces ) 2 = oo
=1 y=1"

= o0 o

- a

1) S Jilaj L0 YT = §+ICLJ, entonces )175 < 00,
= i=n 3=

77
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Tema 3,1.4 Sea A = {ay, );OJI una matriz conservadore. Para cade renglon

oo "
(I'L‘,,_?)j__l , p > 1, de le matriz A defindmos lo funcidn

1 c— K
fa o)
oo .
(:]‘j)le — i (Lm.’l’l]
J=1

Hsta funcidn es lineal y continua, mds aidn

(&3]
llrall = Z lap,| < 00
3=

y exisiec M > 0 {al que
oo
Z lap;| < M, para todo p = 1.
i1
Demostracign, Claramente , cs lineal para cada p > 1. Suponpamos
P P P

o
que 3 jag,| = oo para algin entero p > 1. Podemos suponer que J;| >0

1=1
o
_ para todo j > 1. Definimos la sucesidn (0,)72, = (ﬁ”-";ﬁl”)-) , donde
‘ = P -

3
5, = 3. |opk| para cada j > 1; es inmedialo que esta sucesion converge a
£=1

o0
. . ap
cern. La p—ésima entrada de la sucesion A ((JJ);{]) o8y |4SJ—|, v por tanto,
217

OQ
3 %LL‘ < 0o, lo que conlradice ¢l inciso 4) del lema anterior. Por tanto,
=1

fe.e]
Z Jag| < oo,
=1

2
para todo p > 1. De donde, 7, es contimua y |jrpl] < 3 fag,!.
=1

Por otra parte, si 2, = stgno (u,,} para eada j 2 1, cntonees

k k
e (D= |D iz = 3 lap| < [yl 121 < limll
11 J=1
donde z = (z3, ..., 2, 0,0,0,...) . De donde, 37 |ay| < ||yl y por tanto,
J==1

[irplf = Z{am' .
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SeaF = {r, . p>1}. Paracadaz € c, la familia de escalarcs {rp{z) irp € §}
es acotada va que Az € e. Por el teorema del acotamiento uniforine existe
M > 0 tal que ||r,f] < M para toda p. Es decir,

Z lap;] < M para todop 2 1. I
=1

Teorema 3.1.5 (Kojima-Schur) Una mairiz A = (ap),,_, 5 conser-
rudora si, y sdlo si, satisface las siguientes {res propiedades:

i) Enste Al >0 tal que Y. jay;) < M, para todo p > 1;
1=t

i) lim ag, = o, pare cada § > 1, donde ae; € K para tode § 2 15
P

o
wr) hm tp, = & para una o € I
LanE e P |

Mas ain. 51 1), ii) y i) se satisfacen, enfonces

i) fal < M ESTA TESIS MO GERE
") Ji la,l < M SALIR [ 17 PUBTECS

=] oo
1) lim Y e, = 3 a,{z;, — 1) + lo para cade {2,))2, € ¢, donde
11 =1

PG
f=lim 2,
FRNp

Demostrecion. Supongamos que A o3 upa matriz conservadora. La afir-
inacion ¢) os parte del lema anterior.
Como ¢; = {6,)_, € ¢ para todo j 2 1, se tiene que Ae; € ¢ para todo
J = 1. Es decir,

(@1;,@9;, 035, ...) € c para todo 3 = 1

v por tanto, lim @y, converge para todo j > 1, por lo que se satisface 12).
p—oo

De manera similar, al tomar e = (1,1, 1,...) sc sigue que Ae € ¢ y por tanto,

se satisface {i2).

Inversamente, supongamos que se satisfacen ), i) y wé). Sean (an),., € ¢,
[=,%)

lim z, =1, lim e, =«a, paracada j > 1y plLrEo 3. ap, = a. Por i) se
i=1

n—oc P

K
tiene |or] < M, con lo que se cumple w), y X |y, < M paracadap> 1y
2=t
&
k > 1; de donde, 3 jay| < M para cada k= 1 Por tanto,
i=1
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i [f <M, {3.1)

y 56 cumple #).
Finalinente,

oD o<

Z Ly = Zam -+ Z“?’J (3.2
1= 3=l
para cada p 2 1.
o0
Como #42) ¢s vélida | Y, a,, — e cuando p — 00, Ademds, para cualgnicr
i=1
N > 0, sc tiene

00 N
Z — ;) (2, — 1) < suplz, - Z Oy — ;) + 2M Hup e, —
izl

F=1 = i=1

¥ como 1}Lr& z,=ly plijn @y, = t; para cada p 2 1, concluimos
00

llIII E @ T4 E — ( ]
P ( Py ( ¥ !
d(,‘ esla 1[._)’11(.].1(].&(1 s‘ de ?:) Y U)

lim E tpy (2, — 1) = E ey (zy — 1)
p—oo
g=1

a=1

Por 1o que de (3.2) oblenemos vi)

[o.¢)

lim €, Ly o I+ lo
pﬁmi: pr¥i T E, J

=1
v en particular, la matriz A es conservadora. ||

Ohservacién 3.1.6 En virtud de i) del teorema anterior ol aplicor une ma-
triz conservadora (ay;)>, ) a wna sucesion acotada cuolquern (d, )2, oble-

OO
nemos une sucesion escalar, ya que Y, i, cs absolutamente convergente.
3=1

Proposicién 3.1.7 Si A es une matriz conservadora, entonces define un
operador lineal y continuo de ¢ en ¢, que también denotamos por A, que
asocia @ cada sucesion convergente x la sucesidn A(x), y tenemos

o0
YAl = sup Y jap.
p2l T
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Demostracton, Sea A = (), la lincalidad del operador ¢s inmediata y
la continuidad se signe de la propiedad #) del teorcma anterior, pues de ahi

E :G’EU‘TJ
j;

donde recordamos que “(13);; ” = sup |z;| es la norma usual en {*, ¢ y
oo 1#1

s¢ obtiene

sup
p>1

el

41]
De la designaldad anterior tenemos

jHAfl < Sup Z la,|;

p21 o5

v al considerar las sucesiones = (signo(a,), stgno(dy), ..signofag), 0,0, ...)
para pok > 1, sellegaa

=
sup Z lap; | < |[All
P21 4

por tanto,

(Al = sup > Jlap]- |
3 =

3.2 Matrices conulas

Definicién 3.2.1 Una matriz conservadora A = (a,,)7,.., es llamade conula
si. con la notacién del teorema 3.1.5, se cumple

oo
E Q; = &,
=1

0 seq, st sucede que
w5 o0

E lim am~11m E Uy
p—oo p—

i=1
Fn caso contrario, se dzce que A PS requlor.

El niimero x (A) = hm E tpj — Z lim a,; es Hamade la caracteristica de
=1 F7@

la matriz conser vadom A.

I.a5 matrices conulas tienen la propiedad de sumar a sucesiones acotadas
divergentes. Ese es el contenido del teorema que cierra esta seccién; para
probarlo usames los siguientes resultados auxiliares:
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Lema 38.2.2 Para cadan € N, sea (2y,)5 | € ¢o. Eriste (mﬂ,);’i, c ¢p, deere-
ciente, con x, > U pura lode § = 1, tal que

L& .
lim = =0, paran=1,2,3,....
J-reo &g

Demostracion. Construiremos una sucesion estrictamente ereciente (fi)7
de naturales. Sea jo = 1 y supuestos definidos g0 < j1 < ... < jiq,cone 2 1,
escogemos 7, > i tal que

I .
max | < 208l 2 (3.3)

tal idice oxiste ya que max |z,,| — 0, cuando § —» oo, para cada i > 1.
1zngi & Y ’ !

Definimos =; = 3 si fi < j < ju1, parai=0,1,2,...
Bs dlaro que (;)72; € cg ¥ os decreciente.
Fijada n > 1, escogemos i > n; entonces, por (3.3)

1
<

Ly j
9%

Ty

si 7; < 7. Por tunto, dado € > 0 se cumple
Ty

<estj> g,
&

donde i es tal que & < €. Es decir, lim Eﬂﬂ—f =0 para todo i > 1. ||
Foo Y

oK

Corolario 3.2,3 Supongemos que Y, ap; es absolutamente convergente para
=1

cada p € N.

o

o1 creciente de receles positivos que diverge o

i) Existe una sucesion (d;)
oo i tal que

[= 4]
Zlam'(dj < oo, parap=1,2,3,... (3.4)
=t

i) Faisten dos sucesiones estrelamenle crecientes de noturales (qp);’:;1 i
('r,,);:;’=1 tales que g, < vp para todo p>= 1y

ip—1
E ({5 — ey} dy = O cuando p— o0
3=1
Y
>
Z |ty dy — O cuando p — o0,
Femrpt

donde a, = lim ap; para cada j 2> 1.
pmoo
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Demostracién. 1) Supondremos. sin pérdida de generalidad, que para
cada p > 1 sc cumple que a,, # 0 para una infimdad de indices 7 = 1.

RN~
o0

Para cada p > 1. la sucesion (Tp)pe, = (1 > |am|) es una sucesion
1=k

g=}
decreciente de términes positivos que converge a . Por ¢l lema antorior
existe (7452, € ¢o, decrcciente. con @, > O para todo k> 1, tal que

Lpk
hm =2 =0, parap=1,2,3,....
h—oo Ty

En particular, para cada p > 1 existe M, > 0 tal que

Lpk

< M, para todo k 2> [,
Lk

o lo que es lo mismo,

1 M,
— < =¥ para todo £ > 1.
Ty Zpk

=
La sucesidn (a’,);’c_1 = (}%) es un sucesién creciente de reales positivos

= ),
que diverge a oc y ademas,

=

— lop, |
> lopsld, < Mpg f para p = 1.2,3, ...

7=1 7

Por el teoremna de Dini {inciso 1) det Lema 3.1.3

Z Ia_p}-f_ < ooparap=1,23,..
x

3=1 i

por lo que
o0
Z]amldj <ocparap=1,23,.
=l
¢i) Sea g = 1. Bscogemos py come el primer natural mayor que py tal

(que
lag —enldy <lsip=m

ydelinimos. g =gqp = .. =gqp 1 = 2.
Sea p; el primer natural mayor gue p; tal gue

1,
letgy — | dy + Japs — g dy < 58P >

y definimos g, = gp 41 = ... = gpy1 = 3.
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Al seguir con este proceso obtenemaos la sucesion desecada, ya gue

q—1

1
E [ — )| d; < i st p > proq, paratodo k> 1.
3=1 '

Do donde,
qp—1
Z ey, — o) d, — 0 ¢nando p — oo,
3=1
Construyamos ahora la sucesidn (7';");11 . Por (3.4) tencmos
oo
Z lay;] ds — 0 cuando 7 —+ oo, para cada p > 1,

j=r

Sea m un natural mayor que ¢ y tal que

[ee]

> el <1,

g=r1+1

y para p 2 2, sea 7, un natural tal quoe r, > max (r,_1,9,) ¥

o0
1
Z lay | dy < "
a=tptl
Por tanto,
(oo}
Z lp;| dy — O cuandop — ooy 7, > gpsip 2 L ||
1=rp+l

Lema 3.2.4 5i A es una matriz conula, entonces emsten dos sucesiones
catrictamente crecientes de naturales (q)0 ¥ (vp)oe,, Gon gy < Tp pard
- - - - ‘ - ~ Bip=1 u Plp=1> r P P
todo p > 1, y une sucesidn creciente de reales positivos (ej);’f_I divergente ¢
oo tales que para todo suweesicn (mj);x’zl , las condiciones
1) max |m; -z, - 0 cuando p -+ oo,
SIS

i) =t — 0 cuando § — o0
£

imnplican © € ca.

Demostracion. Sca A = (ay;)° _, una matriz conula. Por i) v ») del Teo-

Wl . - .

rema 3.1.5 y el inciso i) del corolario anterior, existe una sucesion creciente
()72 de reales positivos que diverge a oo y tal que cumple las siguicntes
dog condiciones, para todo p > 1:
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a,

Zl“wid <y z hm ap; | d; < oo

=i

Por 22) del corolario anterior existen dos sucesiones estrictamente crecientes
de naturales (g,)7, ¥ (7 )P_1 tales que ¢p < v, paratodop> 1y

fp—1

Z [(a,; — aj)| d; — 0 cuando p — oo

=1

=)
E lay;| d;, = 0 cuando p — o,
3=TpHd
. - . E e
Sea (z, )J_l una sucesion tal que (j) ¢s acotada. Enfonces, por lo ante-
- B ! 7=1
rior.

o] o0
Z]amm < 00, Zlaj.'cjl < 0o,
5= k=1

=1
g l(ap, — e;)2;] — 0 cuando p— o
J=1
v
=]
E |ep, ;] — 0 cuando p — oo
j:rp+]
Por tanto,
20
E a,;%; converge, (3.5)
i=1
>
E ap,z; — 0 cuando p — oo (3.6}
J=ratl
¥ COmo
gp=—1 p—1
E {re; —ap;) ¢, + E iy -+ E 0y, = E o1,
k=gp
tenermnos
gp—1
E Ap; T, — E a;z, cuando p — oo. (3.7)

1=1 k=1
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o0
Tomemos @, = 1 para todo § > 1. Entonces Y, a,, converge por 3.5 y
3—=1

0

&

5 ap; — 0 cuando p — oo por 3.6.
J=rpd
Como A cs conula se liene

e o] o
E Ay — E a; cuando p — oo,

1=1 2=1
1'L oo l],;_:l oo
de csto, de 3.7 y del hecho que Y apy, = 3 apy — L apy — 3. Gy Obte-
J=ap =1 j=1 3=tpt]

nemos

Tp

E fay; — 0 cuando p — oo.

1=
1",
Sea ¢, = Y. ay, para cada p > 1. Asf, (rp);f_l €5 Una sucesién que converge
FE=qp

4 Coro.

Construimos la sucesion (c,).”, de la siguiente manera:

a) 81 €, = 0, exeoplo para una coleccidn finita de indices p, entonees
esCogeImos ¢, = d, para todo g = 1.

by 8i por ¢l contrario €, # 0, para una infinidad de indices p, entonces es-
cogemos pr como el primer natural tal que (e, [ = max lepl . Supuestos
pz

definidos py < ... < p, con j = 1, definimos p,1 como cl primer natural

mayor que p; tal que |fru |1| = Ipn;;x [ep] . Tenemos entonces, una suce-
J

sién de naturales (p, )72, estrictamente creciente tal que |€n, [ > ]epj Hi
>0y |°m| > |ep| para todo p > py_y, y J§ 2 1, donde definimos py = 0.

Para g >ty q,_, <7 < gp,, delinimos e, = min (d‘?l'J~1+" I, E) .

(o]

En cualquier de los 2 casos, (e,,}pzlm una sucesion creciente de reales posi-
tivos, divergenie a 0o y que satisface

oo
=1

e, <d,paratodog>1y (cqﬂcp)p_ o5 una sucesion acotada,  (3.8)

Sea (2:3);’;3 una sucesién arbitraria. Por la férmula de sumas parciales de
Abol obtenemos

rp ™
Z |ap, ;| < I‘rq,,fpl i qprgé’%‘” |mk - -'Eqpl Z Jerps! - (3.9)
i=1p Iy
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. v oc . d HEd ¥
Supongamos (e {:LJ)J:] es una sucesion fal que
max |z, —a,[ — 0 cuando p — oc (3.10)
qp=L3ETp

5o, 0 cuando 7 — cc. (3.11)

(:‘J'

2

foe)
a L) . . xr
Por esta ultima condicion y (3.8), se ticne que (;) | acotada y por
7=

o
tanto, para cada p > 1, 3 |ap,z,| < oo y se satisfacen 3.6 y 3.7. Adcinds
j=1

z
Tg €p = e—q” {e4,€5) — 0 cuando p — oo {(3.12)

®

Por (3.9, (3.10) ¥ (3.12} concluimoes

'p
lim a,,t, =0
v § ‘ P17

1=49p
v por tanto.
o gp—1 Ty oo o0
i - =i &+ T = .
;11”;: E piT, _p]-l—{rolo E L, E UpiZy + E T,y | = i , Ty,
3=1 =1 =9 J=rpt+l 1=1

es decir, la matriz A suma a (z,)77, .

Teorema 3.2.5 Sea A une malriz conula. Eniste una sucesion de naturales
— oo 5
estrictamente creciente s = (3;)j21 tal gue

Q(s) = {mz = max |z, — 1z =0 cuando i — oo } C ca.
5%k, <5, +1

O {s) es llamado un espacio de oscilacidn.
e agui se sique que tode matriz conule sumae ¢ une sucesion acoleda diver-

qenie.

, Demostracidn. Sean ()7, (rp)oey ¥ (e,);; como en el lema anterior.
Tomamos una sucesion estrictamente creciente (s,)77, de naturales tal que
a lo mucho haya una s; en cada intervalo {g,,7p) , para todo p > 1, y que se
satisfaga
we < e paratodo k> 1, dondewr = # e e N:s; <k}, (3.13)
Sea {x;)72, € §2{s). Es inmediato ver que entonces max [y — ) — 0
P

p=k,i<r
tuando p — oo, 0 sea (z);., satisface 1) del lema anterior.
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Veamos que también satisface #4) del misino lema, os docir que se cumple
;r: — D enando k — oo, Sea k> 1 fijo, por 2 (k) denotanos al mayor natural
que salisface que

Sir) < & < Sigeg

Tenemos
] e e T 1 Fotlon —oal o, |
e ' w ST e
]1 & 'r,,‘m‘ I 2oy — m.,'(k)__ll A b By — T, | 1z,
N T ) T e
Magy F Mgy b |
- Z(i\') €y '

N B Tis . m b+ A Y
Iis elaro que khm Jq‘—i =0 y ademyis la sucesion ( L i) s
—oa k=1
ol resultado de repetir por blogues los valores de una cierta subsucesicn de

la suicesion de promedios de {m,);, . Por tanto,

(T-i(k)‘-!_ﬂ{}.};}ﬂ_"'i@) — 0 cuando & — oo
i (k) el

v %: — 0 cuando k — oo,
Por ol lema anterior conctuimos que (577, € ca.
. ’ H o0

Para terminar ka demostracion construyamos una sucesidn (o ),.; acolada
y divergentc que perlenezca a Q (s).

1. U A B 1
Sean 2, = 1,2, = 1, %y, = 3, %0, = Loy = 5,24 == §,8s, = 0,0y = 3,05
yparak > 2y g5y < J < sp—1lomamos x; =2, , ysis > 1, definimos
Ty = Ty =Ty, 1 = 0.
La sucesién {z1)5, asf construida esta acolada por 1, cs diverpente y os

klk=1 .

stimada por A porgue pertencee a 2 {s). |}

3.3 Dimensién lineal

Definicion 3.3.1 Scan X y Y dos cspacios de Banach. Se dice que la
ditension linecal diny X de X es menor o igual que lo dimension lineal
diny ¥ de Y s X es isomorfo a un subespacio lineal cerrado de V5 en esle
case eseribimos dimy X < dim YV, S dimy X < dimY g dimy Y < dimy X
entonces sus dunensiones son iguales y escribimos dimy X = dim Y. En
tanto que s dimy X < dimy ¥, pero dimy X # dity Y, entonces se dice que
la dumension fineal de X es menor qgue la dimensidn binenl de'Y | y esto se
denota como dimyp X < dimy Y.

Observacién 3.3.2 Los espacios isomorfos lienen ln misma dymension li-
neal. Ast, dimy e = dity ¢y de acuerdo of siguiente resultado.
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Proposicién 3.3.3 Las espacios cp y € son isomorfos.
Demostracion. Sea T ¢ — ¢ dada de la siguiente manera
Ufe)=ceyUle)=esii>1
Es decir, dada = = {21, T2, %3 .-y Ty --) € O,
T (x) = (z1 + %2, %1 + T3y oy @1+ Ty ).

Fs claro que 7 s lincal y continua ya que 17 ()]} < 2{zl|. También es
claro que T es inyectiva, ya que si T (z) = 0 entonces

{z1 + Toy 21 + 3y 31+ Ty =0
¥ Iy = —Tg. £ = —Lypey B = Ty ¥ POT fanto, £ = 0 ya que £ € .
Dado y = (41 Y2, Y3, ¥, -} € ¢, Observamos que la sucesion

= (hm Y, y1— Hm Yo, ve— HW e im y, ) € ¢y
TG 1300 100

T
es tal que T'(z) = y. Asf, T es un isomorfismo entre ¢ y c. il
Fl isomorfismo T de la propesicién auterior es llamado el isomorfisme

rangénico entre ¢ y§ €.

El concepto de dimension lineal no es en general equivalente al de dimen-
sion algebraica que manejamos con mas frecuencia. Sin embargo, resaltamos
que si los espacios son de dimensién finita, entonces los conceptos de dimen-
sion algebraica y de dimension lineal son equivalentes. También es clerto en

general que st
drry X < diny ¥ oentonees dim X < dmY,

pero la implicacion contraria no es siempre valida. La definicitn y tecrema
fue ahora se presentan sirven para hacer ver esto.

Definicién 3.3.4 Una base ()2, en un espacto de Banach X es Hamada

incondicional si para todo © =Y anTn € X, D Quita €5 uNG seric que

n=} =1
converge pare toda permutacidn de los indices.

Teorema 3.3.5 [15] Sea X un espacio de Banach con base incondicional.
Entonces X es reflexivo si, y solo si, X no conticne subespacios cerrados

womorfos al' o o cg.

I* o5 un espacio de Banach con base mcondicionat ((e,j)ﬁl), y clara-
mente £ s reflexivo; asf, no tiene ningin subespacio cerrado isomorfo a
[t por tanto, dim; X # dim; Y. Por ofro lado, esos dos cspacios tiencn la
misma dimensién algebraica (card (R)).

Asi, vemos que aunque dos espacios tengan la misma dimension alge-
braic a es posible que no tengan iguales dimensiones lineales.
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Lema 3.3.6 Sca (ya)2. una sucesion en rg, domde y, = (1), pare cada
n > 1. Supengomos que No = 0y Ny, paren > 1, es ¢ primer natural tal
que

IO
(il << 5 8772 Mo
Supongomos que (Yn)he, selisfoce lns siguienles propicdades:
1) Jlwall = 1 pora todo n > 1,

1) Y =08l =12, Ny yn>2

O
Fnionces, la semie uy =Y, Tuln, converge, de hecho se reduce o una suma

n=1
Jinite, pore cade succsidn cscalur acofade x = (#n)oy ¥ cada § € N.
Ademds, .
— 2| < sap juy) (3.14)
6 FIsh)
Y 3
sup [uy| < < ([zf] . (3.15)
JEN 2

Demaostracidn, Dadon > 1, existe i,, Lal que ynmi =1, ya que |ig,]] = 1
¥ ifp €8 UnA sucesidn que converpe a cero. Sea o 2 4 Como n, = 0 si
1= 1,2, 0, Nuo1 ¥ || < 3¢ para tode i > Ny, se sigue que

Npo1 <t < Ny, (BJf))

de donde (N,)57, es ostrictamente crecionte y lim N, = oo,

00

Sea § = 1, existe un entero & > 0 tal que Ny_y <5 < Mg

Sean > k, entonces N € Ny_p- Dedonde j < Ny < N, 4.

Como ||yn)| = 1y gt = 0 81¢ = 1,2,..., Ny 1, entonees gy = 0 para todo
k

n > k. Por tanto, 2; = Talys. Sin <k, entonces N, < Ny y N, < 55
n=1

por consiguiente, || < s como |yar] <1 ¥ o] < Y|z se tiene:

a1 3
la,| < (] Z 3;; +lzfi < 5 [l||
LS

y por tanlo, se cumple 4.4.
Por otro lado, para todo k gue salisfaga Ny g € j§ < N se tiene:

k—1
1 1
5] = |ze] Yo | - (L]l (Z @) 2 el lyes| = 5 ll=li-
n=I

Tixiste & tal que jax| > £ ||zl}, y tambien existe d tal que iy, | = 1.
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Lo anterior es valido para cualquicr natural j, al tomar 7 = 1 y recordando
1.5, obtenemos o
1 1
u| = =zl — s izl = z iz
ol = = liel = lsll = 5l

v por tanto. se cumple 3.14.||

Corolario 3.3.7 Sea G un subespacio cerredo de ¢y de dimensidn mfinile.
Entonces existe una sucestén (ynho , en G de elementos hneolmente inde-
pendientes que satisfacen las hapdtesis del lema anterior y por tanto, se puede
constriar o sucesion (v;)72, en G con lo propredades (3.14) v (4.4).

Demostracion. Dado N € N, existen N + 1 elementos en G 21, ..., 28415

que son linealmente independientes.
Supongamos que z, = (bui)ic, para 1 < n < N+ 1. Como los vectores

% = (ba)¥, . 7 = 1,..., N+1, son linealmente dependientes en K™, existen
escalares o, . ,any4, 10 todos nulos, tales que

N+1

Z Qpbp, = 0 parai=1,2...., N

n=1

N3t
Sea z =3 apza = (b)2,. Es claro que z € G y que 2| > 0. Como
n=|

A+

5 aby; =0 paraé =1,2,.., N, sesigue que b = 0 para 2 = 1,2,..., N.

=1

Asi. z es de la forma (0,0,...,0,byy1,bvys, ). O sea, G tienc la siguiente

propiadad:

P} Dado N ¢ N, edste z € G tal que |jz)| » 0 y z es dec la forma
(0.0 ..., 0, by s 1, by sz, ).

o0

A partir de esta propiedad definimos una sucesion (y,).., en G, cn donde
cada yn = (P )iey: de la siguiente manera:
Sea y; un elemento arbitrario de G, tal que

llanfl = 1.
Por la propiedad P) existe un elemento g, de G, tal que
llvall = 1y yos =0sie=1.2,.,M

donde N es ¢l primer natural que satisface que jy,| < % para todo § > M.
En general, al haber construido y., con n 2 2, se clige a3 € G de modo
tal que

”yﬂ-!-l” = 1Y Yot = Osii=12,.., Ny

donde N, os el primer natural que satisface que |y,,] < 3—1,, $i22> Ny, ||
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Teorema 3.3.8 Sea K un espacio de Banach tal que dimy(F) < din(c),
entonees F es de dimensidn algebraice finata.

Demaostracion. Por la Proposicidn 3.3.3 ¢ y ¢ son espacios isomorfos, y
por hipdlesis existe un subespacio cerrado G C ¢ isomorfo a K. Suponga-
mos que By por tanto G, son de dimensidn algebraica infinita.

Por el corolario y lema anteriores existe una sucesion (g, )re; en G, en donde
cada #a = (tmi)ie; o8 tal quo fig|l = 1 paratodon > 1 y y,, = 0 s
= 1,2,., Ny yn = 2, donde (N,)77, o8 una sucesién estrictamente
creciente de naturales. Ademids, para cada sucesion acotada & = (2,),- | ¥

o0
cada § € N, la serie u; =7 2,4,; converge, de hecho se reduce a una snma
n=}1

finita, y

1 J
i ]| € sup|u,| < 9 ]} - (8.17)
16N
Definimos el operador T': £ — £ como T () = (u;);2,, 8 x = (2a )y ¥
X5
U; =3 Tyl 1% claro que 1" es lincal y por (3.17) es contimio y acotado

n=1
por abajo, en particular inyectivo.

Consideramos T restringida a cg. Sea (e,),., la base canénica de cp. Es
claro que ¥y, = T (e,) para cada n > 1. Sea z = (z,,)7-, € ¢p, se ticne que

o5
=3 Anty, a8l
n=1
O o
w="T(x) = T(Z Tpty) :Z AT
n=1 n=1L

por la contimidad de 1.
Es decir, S (ya)ar, C T (€a) C [yaloe, . Como T' es acotado por abajo, T (ca)
es cerrado y por consiguicute T (es) = {ynlne.; - Soa Gg = [yure, C G. Por

=21

ol teorema de la funcidén abierta T : ¢ — Gy oz un isomorfismo. Eslo nos
lleva a una contradiceion ya que entonees

dimy ¢ = dim; eg < dditny G = diny 7

¥ por tanto, concluimos que la dimension de £ es finita. ||

3.4 Un teorema de sumabilidad de Berg,
Crawford y Whitley

En [6] se da una nneva prucha del teorema que da nombre a esta seccion
mediante ol uso de propiedades de operadores en espacios de Banach, de
entre ¢stas destaca aquella que se reficre a la siguiente igualdad

T-U¥) = X, (3.18)
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donde T X — Y es un operador entre espacios de Banach, 77 es su doble
adjunto ¥ X v ¥ son las mmersiones canonicas de X y Y en X™ y Y**,
respectivamente. Los operadores con tal propiedad son llamados operadores
taubertanos. Es obvio que la condicién (3.18) equivale a

YY)y X, (3.19)

pies la contencion inversa siempre se cuinple,
En las secciones anteriores se han dado todos los elementos noecesarios

para presentar ahora la prucba de D. J. H Garling y A. Wilansky del si-
guiente teoremna debido a Berg, Crawford y Whitley.

Teorema 3.4.1 Sea A = (a;,) wra maotrz conservadora. A no suma a
mmnguna sucesion acotada y dwergenie st y sdlo si ol considerarse como un
operador de ¢ en c, tiene rango cerrado y su niicleo ¢s de dimensidn finita.

Lema 3.4.2 Sea X un espacio de Banach y sea Z un subespacio cerrado de
X. Z es reflezive 51 y solo si Z es un subespacio o (X, X7) —cervado en
A

Demostracién. Sean B y B** las bolas unitarias cerradas en X y X,
respectivamente. Por el Teorema 1.3.16 y la Proposicion 1.3.8 tenoimos:
Z es reflexivo <= Z N B es o (£, Z*)-compacto <= Z N B es o (X, X*)-
compacto <=+ [2???3) es o (X**, X*)-compacto.
Es claro que (m) =Znp y sabemos que 5** es o (X**, X*)-compacto.
Por tanto. Z es reflexivo <= ZNB* es o (X**, X*)-compacto <= ZNB*
es o (X, X” Y-cerrado.
Por el corolario del Teorema de Krein-Smulian, visto en el Capitulo 1, se
sigue el resultado. |f

Lema 3.4.3 Sen X un espacio de Banach tal que X* conliene un subespacio
total y reflemvo Z. Fntonees Z = X* y ast, X es refletwo.

Demostracién. Sea B* las bola unitaria cerrada en Z. Por el Teorema
1.3.16 tenemos gue BN % es o (X*, X**)-compacto y como la topologia
a (X7, X) es mis débil que o (X*, X)), entonces B* N Z es o{X*, X} -
compacto y por tanto, a7 (X*, X)-cerrado. Por el corolario del Teorema de
Krein—Smulian, Z ¢s ¢ (X*, X)-cerrado en X*.

Supongamos Z ¢ X*. Por ser Z un conjunto o (X*, X) —cerrado, existen
e X*—~Zyxy€ X tales que T {x}) = 23(z0) £ 0y S (%) = 2* {xg) = 0
para todo z* € Z. Al ser Z total, s tiene zp = 0, o que contradice gue
z4{xzg) # 0; por tanto, Z = X* y X es reflexivo. ||

En lo gue sigue N{T) y R(T), denotan como es costumbre, al ntcleo y
rango de un operdor 7', respectivamente.

Lema 3.4.4 Sean X y Y espacios de Banach ysea T € B(X,Y). St R(T)
es cerrado en Y, entonces N (T**) = (N(T))}E,
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Demostracion. Por ol inciso i1} del Teorema 1.6.13, la I’roposicién 1.6.6
y ol Teorema 1.6.14

NPy = (RO = BT = R(T),
y por ¢l inciso ) del mismo Teoremna, 1.6.13,
N =R =NI™). || (3.20)

Observacién 3.4.5 Con ¢l siguiente ejemplo mostramoes que no e8 posible
clninar en el lema anterior la condicion de que R{T") sca cernde enY .

Sea A : ¢y — g o operador dado como

(A(@) 2 ) = (@n — Lot gt -

Si A(x) = 0 para algona = (=, Ty, Ly ...) € Cg, ENLONCCS T) = Ty = &3, -,
y como (Ty, g, Xy, .)€ oy CHLONCES Ty = By = . = 0. O sea, Acs
inyectiva. Claramente, A € B (co, €0). 51 R(A) ¢s cerrado cn ¢y, entonces os
completo y por el teorema de la funcién ahierta, existe M > D fa) que para
cada y € R{A) existe un clemento (iinico) z € cp que satisface Ay =19y
llzlt < M |||, pero esto es imposible, ya que sine Ny

z=(n,n—Ln~2.,100..) €,

entonces A(z) = (1,1, ...,Tll,O,(]...) € cg, ||zl = ny |lyll = 1. Por tanto, {A)
no s cerrado en .

Para probar qua N (A4*) # (N(A)}** basta que mostremos que A*™ 1o es
inyectiva, ya que A si lo es y, entonces N (A =0y N(A™) # 0. Sca
@ = (ay,az,..) € ¢ = £'; 2* es una sucesién absolutamente convergente

que satisfacoe:
At (%) (x) = 2* (A(2)) = 2" (2 — T2, T2 — T3, Ly =

=ay (x; — Z2) + @y (xa — 23} + ... = m® + (ap — @) g+ (g3 — ag) Ty + ..

para todo @ = (21, %2, %3, ...} € €.
Asf,
A* ('1':*) == ((L;,(IQ — @, g — Qg, ...)
Soa 2 = (by, by, oy Dy, .-) € €5¥ = €°°; cnlonces 2™ cs una sucesion acolada
tal que

A (@) (27) = A (@)
™ (A, ez — 01,03 — A2, )

blal + bg (G.g — !1.1) 1 ’Jg ((13 - (],2) e

il

i

para cada z* € £,
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Al tomar (b1, 02, ...,0,,..) = (1,1,1,1,. .) comprobamos que A** no es inyec-
tiva.

En ol siguiente teorema se dan las condiciones que define a los operadores
tauberianos y a los operadores con la Hamada propiedad N, Tales nombres

no aparecen aiin en [6)-

Teorema 3.4.6 Sea T € B(X,Y) y consideremos las siguientes condi-

{10NeS

i) T (}7) cX { T es tauberiano};

)} N (T} C X, { T tiene lo propiedad N)
ey N(T) es reflenwo.

Entonces 1) = #1) = i) y ninguna de las implcaciones inversas es vdlida

en general,

Demostracidn. v) =» @) T™" (N(T**)) = {0} C v
Por tanto, N{T**) C X.

ti) = 1ii) Afirmamos que si

N(T*) = N(T), (3.21)
eatonces se cumple iiz), ya que por el Teoremal.6.13 N (T*) = R(T")", y
como N (T) es cerrado y R(T*)" os o (X**, X*) — cerrado, el Lema 3.4.2
garantiza que N (T) es reflexivo.
Probaremos (3.21), suponiendo 4z).
Sea xz** € N (T**}, por hipétesis 2% ¢ )?, es decir, existe z € X tal que
F=r" Asi,
mE) =2 W) =T =)=y (Tz)=0

pata todo y* € Y™y por tanto, Tz = 0 y se cumple N {T**) C ]_V/(_fl:j
La otra contencidn siempre es vélida ya que T** es un extension de T
El operador A introducido en la Observacion 3.4.5 nos servird para hacer
ver que 122} no implica #): como A es Inyectiva, N (A) = {0} es refiexivo.
Sabemos que (1,1,1,...) € N (A*) y es claro que (1,1,1,..) ¢ &.
Para ver que #8) no implica ) utilizaremos la matriz T de Cesaro. La matiiz
estd dada de la signiente forma:

—
=
e
e

e LIl NI
S N f
=
=
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Iista matriz define un operador T°: ¢p — g, ya que

Sy owp .'?_','27'}' T )
oo

T((I”')?L 1) = (.’L‘l, -]<—2——J - -—-‘3,

es la sucesion de promedios de (z L)ooy 12 cual converge a 0 si (Tn o .1 € eq.
De hecho, siguiendo este mismo procedimiento podriamos haber visto que
la matriz suma a toda sucesién conversente; por tanto define un operador
lineal y continio de e en e, aquf s6lo conqldcrau,mns la restriceion a ‘o
Alirmamos que N (T*) C & y que T (&) no esta contenido en &, Pri-
mero se demosirard que N (1) = {0}, con lo que N (T™) ¢ &,

£ . W
T ieh—

Sean 2* € ¢} y = € cq,

(T*z*) (z) = 2* (Tz) = (ml, R B e e TJ, ) .

z 3

Existe una sucesion (a,),., € £! = ¢} tal que

o (g, T T T e ) SR (ke
o 1y 2 ] 3 N 1 n -

n=1

Fin particular
o0
a
g ) = o
(TW);n

para cada vector e, 4 > 1, de la base candnica de ¢, Por tanto,

(127) () =3~ Za,

i=1 n=1

oo o0
Es decir, 1a sucesion on #£' asociada o T*z* os (b)), = (E %f‘) .
=7 14 1

Al proceder de modo andlogo con T** se tiene que para cada succsion
(2)i2) € € (= ¢}") existe una sucesion ()%, € £, tal que

X L] oo

Qyy .
E (R (%) a; = =0y de b, = — i1
T (&%) (z*) E dia; 2 cibi donde b n e

f=1 #=-1 I ]

para toda sucesion absolutamente convergente (@,);2,. De hecho si (e,)2
es la sucesion asociada a 2** € ¢§*, entonces (i}, es la que corresponde a
T** (.’L‘N) .

Al tomar (a,)”, = (1,0,0,...) se tienc: (b,);°, = (1,0,0...) y por tanio

dl =,
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Con {a,), = {~1.2,0,...} se tiene. (b,);2; = (0,1,0.0..) y por tanto

—dy +2dy = e

¢ + ¢
dy = L@
2
Al continuar tomando las sucesiones (a,)7%, = (0,.... =+ 1,4,0,...}, obte-
NS
e +cp+.- +
d, = GreT. T para todon > 1,

n
Asi. d, = 0 para todo i > 1 implica ¢, = 0 para todo i > 1, 0 loque es lo
mismo =% = 0 51 T*"z** = 0, por tanto T*" es inyectiva y N (T**) C é&.
En tanto que T (&) & &, pues T (-1,1,-L 1, ) ed. |

Teorema 3.4.7 $1 T € B(X,Y) es tal que R(T) es cerrado en Y, enfonces
las condrciones 1), 1i) y iii) del teorema anterior son equivalentes.

Demostracién. Por el lema 3.4.4 tenemos que N {T™*) = (N(T))*. Y
por el teorema de la bipolar

o (X X"

S

(N(T))H = N(T)

e =X X7

i) = 22). Como N(T) es reflexivo N{T) = N(T) (Tema 3.4.2)
v por tanto, (N(T))* C X

1) = i) (“‘LR(T“))l = N(T*}" . Como R(T) es cerrado se sigue que
R{T*") es o (V**,Y*) —cerrado (Teorema 1.6.14) ¥ por tanto,

R(T™) = N (T*)*
Sea y ¢ R(T}, cntonces existe y* € Y* tal que T* (") = 0y ¥ (y*) # (. Asi,
FER(T) =5¢ NI nY = R(T) ¥
De donde ﬁ?’fj = R({I**)n Y. Asi,sizm e 7 (?)existe z € X tal que
o v e Tor g

eg doegir.
T (2 ~-T)=0

¥ (omo suponermos que ) es vélido, 2™ — % € X, y por tanto, z** € X. ||

Lema 3.4.8 Sex A = (a,-j)szl una matriz conservadore, y llamemos tam-
bién A ol operador en Blc,¢) que ella define. Bntonces A no suma ¢ ninguni
sucesion acotada y dwergente siy sdlo si A* ™ (¢) C @ (o0 sea el operador A

es tauberiana).
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Demostracidn. Sea U ol jsormorfismo candnico entre ¢ y ¢ (Proposicién
3.3.3) y sea ' = UTTAU : ¢y — co. Es ficil comprobar que este operador
esta dado por la sipuiente mnatriz:

o o t¥y
81 — Y U — (U g — (o

Sz — ¥ flpp — &y day — 2 L.

donde « -hm iy Sp —Z i ¥ o uphm 8p, €n el gentida que da lo mismo
2=1
aplicar T" a una sucesién de ¢g que multiplicar por P a dicha sucesion.

T** o (= £°) — ¢™ estd también dada por la misma matriz.

Afirmamos quc
1

AT C e T (E) C &

" —1 g ~ RPN
En cfecto, supongamos que A (€) CCyseas* € T (¢9), entonces

Tk g o (EE) = U**"‘ AU+ € E.‘(-] =

U**Tf*rlA”U**.T** CT= AU €7
y entonees por hipstesis tenemos que U™ z™ € ¢y por tanto,
L U**.—IU**"L‘** e 6\0

La implicacién conlraria se demuestra de manera andloga partiendo de que
AT = U**T**U**_I

Supongamos que A no suma a ninguna sucesién acotada divergente y que
T (z) € &, a sea P (x) € ¢, con z = (F1, Ty, T3y ey Bnp o) € M Sea
2 = (.?32, Ly s By )

= (Q.@; + e + ..y (S] - C\!) &y 4 ((].11 - O!]).’l’?g + (a]g — Ctg) L., )

e decir, la i + 1 coordemada (Prx),, de Pr estd dada como
(Pz),,, = (s~ ez + (Az"), Z 0244

para cada i > 1, donde por supuesto {Az'), es la i~ coordenada de Az’
Como lun (s, ~ @) = 0, por ser A una matriz conscrvadora, conc luimos que

Az’ € c. . Por hip6lesis, #° € ¢ y entonces @ € ¢, por tanto z es de la forma

x=y+ Ae
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donde y = (41,42, 43, - Y-} €@y e = (1,1, 1., ). Asi

(py)i+1 = (Sz —a)ipt Z (aij - aj)yj+l'

3=1

Observamos que hm (s: — )y =0 ¥ hm z {,, ~ o, )y = 0 por ser A
*j=1

una matriz conservadora {ver 'lemema 3.1.5); por consiguiente Py € ¢, ¥
como Pa € ¢, entonces P (Ae) € ¢y. Pero

o] o)
}]]2 P(e)ﬂrl =i}irg (S" mat s Z} Q’J) =:'1_1_‘H:33 (s,— le %) =x70
3= =

va que de ser cero este limite, la matriz seria conula y por tanto sumarfa a
una sucesicn acotada divergente {teorema 3.2. 5} lo que contradice nuestra
hipdtesis. Por tanto, A=0yz€cyasiT™ "(&) < & lo que vimos que

cquivale a A™ (@) cE
Supongamos ahora que T &) C & y que existe x = (21,22, %3, .y Tny . )
en om tal que Az € ¢. Sea =" = (0,21, %2, 3, ..y Tny )

>0

H
(P2}, 1, E:“-JJ E:QJ%-AL" E:QJ-'EJ

v entonces Pz" € ¢. Sean A =lim (Pz"), y lim {Pe), = x; como e ¢ oy,
T—0G T

eitonces x # 0.
Sea z =z" — ie, entonces

P(z)=P (x" - %c) _PE)-P Gc) € co,

y por tanto z € ¢p. Asi, ¥ = 2 + fe € cyz €c Esdecdr, Anosumaa
ninguna sucesién acotada divergente. [f

Definicion 3.4.9 Paro coda n > | y cada sucesion y = (yi)re, definimos
Tny = (O U srry 0’ y:uyn-f 1 )

Es obvio que lim (Tny)p = () para toda sucesién y y todo indice p 2 1,
n-—00

donde (7T,y), denota al p—eésimo término de la sucesion 7oy,
Lema 3.4.10 Para cado p € N, sea
M,={z€¢gq:z= (0,0, ..., 0, Zp 11, Tpi2, )} -

M, es un subespacio hineal cerrado de c.
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Proposicién 3.4.11 Si A es una matriz conservadoro que no Suma mngune
sucesion acotade divergente, entonces R (A} es corrado.

Demaostracion. Sca p = 1, observamos que e=M, © F donde # os el
espacio de dimension finita

{g€c:z= (1,22 TnMA.),AER}.

Por tanto, A (¢) = A (M) + A(F). Es clara que 12 {A) = A(c) es cerrado si
A{M,) s cervado, ya que A(F) es de dimensién finita.

Supongamos que A {¢) no es cerrado; por consiguiente, A (M) no es carrado

para ningin entero p > 1.

Sea p > 1,como A (M,) no es cerrado, entonces A | My, no estd acotado por

abajo, s decir, no existe m > 0 tal que ||Az{] = m ljz|| para todo 2 € M,.

De donde, para cada r > 0 existe z € M, tal que

Azl < ; llw!}
o lo que ¢s lo mismo,
2 v
Gl <
[l
Asi, dado € > 0 existe z = (:?1,.. Ty Tpt1s Lpaczs s p s ) € B, tal quo

l#ll = 2 y |Az|| < e. Como z € ¢ entonces

z =lim (zq,23, ., 2, 00,...)

1—00

y por tanio,
zlirg) (1, 29, -y 22, 0,001 = 2,

como A es continua
11_i}2} NA(r, Zay oy @, 0,0, = 1 Az)) < e
Si n es suficientemente grande, entonces
(21, 22, ey 20, 0,0 = 1 ¥ | Al @gy e 0, 0,0.0)0 < e

Para alguna n suficientemente grande se tiene que

0
2 = (1‘1,. J"P, I,H,Il',p*g, ,.’I‘n,UO )

H 1 s By L 1 B oors B 0, O )”

es tal que z, € My, 2l = 1y | Az < c.

Sea
71 = {0, 219y oy 210y, 0,0,..) € M)
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tal que [zl = 1y [|Azf| < 3.
Sea
2y = (0, ...,0,0‘1‘-2,[1+2! ....3:2,,2,0.0, ) S ﬂ’[nl_;.]

tal que ||zl = 1y [z < ;.
Eun general construidos z,, ., z,_; tomarnos

7= (0,..,0,0. %0, 42 B, 0.0, ) € M

tal que ||z = 1y Azl < &.

Como cada z, solo tiene un nimero finito de entradas distintas de cero y su
norma €5 1, entonces alguna de estas entradas es igual a 1.

Sea

oo
=1

b= (y:) = (0- Tio; -y Ilnl: 0: 32121+2:'--:I2f121 ey D; Lo 425 - -7$m,1 ---) .

y es acotada y de hecho ||y|f = 1. También es claro que y cs divergente ya
qite ticne ceros y unos intercalados infinitamente.
Afirmamos que A suma a y. Scap > 1.

oo oc n,+e
IA (To1y), = Z Q| = Zam?b‘ Zam?b =
P tabl =1 =1
o0 H
=[S st s i, (3 )
i=1 3=1 »

pero sabemos que IA (T,,.Hy)p‘ — {) cuando « — oo, Es decir,

Aly), ~ (Z A (y,)) — 0 cuando 2 — oc.
=1 »

Como (z A (zj)) =2 A(z;), . tenemos
=1
P

Aly),=>_ Alz),.
7=1

o

Para cada j > 1, J|Az]| < & y por tanto, ¥ [[Az]| converge. Al ser ¢ un
=1

espacio de Banach,

o0
Z Az € c
=1
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Es decir, dado ¢ > 0 existe N > 0 tal que

(2 A (zj)) - Z Aly),| <ecsinZz Nytodop > 1.
i=1 2=1

'l

00
Coneluimos ast que | Y Az, | = A(y) y entonces, Ay os una sucesion
J=i
convergente, lo que contradice nuestra hipdtesis. Asi, R{A) es corrado. [{
Teorema 3.4.12 Sea A = (aﬁ);";ﬁ[ una moiriz conservadora. A no suma
a ninguna sucesion acotade dwergente vy sélo si el operador A : ¢ — ¢ que
ella determina, liene rango cerrado y su miicleo es de dimensidn finite,

Demostracion. Si R(A) cs carado y dim N{A) cs finiia, entonces N(A)

as reflexivo y por lanlo, por el teorema 3.4.7, A¥(E) € & Por el loma
3.4.8 A no suma a ninguna sucesion acotada divergente.
Si A no suma a ninguna sucesion acotada divergente, entonces AT @ e
por ¢l Lema 3.4.8, y por el Teorema 3.4.6 tenemos que N (A} es reflexivo,
y por tanto, de dimension finita segin el teorema 3.3.8, ya que ¢ no puede
ser isomorfo un subespacio cerrado de N (A). Finalmenle, la corradura de
R (A) sc establecio cn la proposicién anterior. ||



Capitulo 4

Operadores Tauberianos

4.1 Algunos ejemplos y propiedades.

En lo que sigue X v Y son espacios de Banach y T' € B(X,Y).

Definicién 4.1.1 T es un operador touberiano st dade ** € X** tal que
T e € ¥ entonces se tiene que 2** € X o lo que es lo mismo
7t (?) =X (4.1)

Como ya se digo en el capitule anterior esta condicidn equivale a
Y ( ) cX.

Observacién 4.1.2 St T estd definido entre especios reflemvos entonces es
obuvio que T' es tauberiano. Es también cvidente que la identidad I X-X
s un operador touberiano. Seaa € R (0 C), a # 0, s T es tauberiano,
entonces T es lauberiano. También es elaro que 0 no es un operador toube-
riano y por tanlo, la suma de operadores tauberionos no es necesariamente
un operador tavberiano. Lo que si podemos afirmar en cuanto o {a suma de

operadores es lo siguiente:

Proposicién 4.1.3 See T tauberiano y W . X — Y un opcrador débil-
mente compacto, entonces T+ W es un operador tauberiano.

Demostracion. Es inmediata al usarse el Teorema 1.7.8. |

Corolario 4.1.4 S1 T es {auberiuno, entonces T + U cs tauberiano para
toda operador compacto U: X — X.

Proposicién 4.1,5 Sea Z un espacio de Banach y S € B (Y, Z). Para los
suuientes afirmaciones

1} T y S son operadores tauberionos;

103
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n) 8T es un operador tauberiano;

1t} T es un operador tauberiano,

se cumple que 1) = i) = ).

Corolario 4.1.6 T es tauberiane si es invertible por le izpuierda.

Definicién 4.1.7 T es superiormente sema-Tredholm si R(T) es cerrado
enY ydim N (T) < 00, Por ¢, (X,Y) denotamos a la clase de todos los
operadores superrortnente semi-Fredholm de X en Y.

Ejomplos 4.1.8

1.
2.

Si T« ¢y (X, V), entonces T os Lauberiano.

It operador 7' @ €2 (X) — £2(X) definido como
o y_ (En\™
T ((mn ﬂ:l) - (n )1li1

as tauberiano.

Para probar la afirmacién recordammos que 12 (X)* se identifica con
12{X*). As, ol adjunso

T (XY 12 (X)

de T estd dado por la férmula 7% ({zf),,) = (ff’-)w - En tanto que
el doble adjunto o
T . l'l (X**) — 12 (X**)

- E o0
estd definido como T {(22)20 ) = (rmﬂ) .

n=1 L
Si T ((m90) € E?Cf) = { (}?), entonces (%’i)nl ¢ ()?) y
por tanto,

EEd

r —~ ——
—= ¢ X ypor lanto, &f € X
7

oG
Vl=

para cada n > 1, s decir, [z5)2°, € I (X) y por consiguicnte T os

tauberiano,

. Sea X un espacio de Banach no reflexivo. Los siguientos operadores

Ty, son ¢jemplos de oporadores no tauberianos:
Th 1 2 (X) - £2(X)

In gin < k

o =

Tk ((mn)rjq) = .
Osin>k
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Observacién 4.1.8 Si consideramos los operadores T, que acebamos de
defimy y el operador T defimdo en el ejemplo 1, vemos que [T — Ti|| — 0,
cuando k — oo, lo que impheca que complemento del congunio de los ope-
redores tauberianoes no es cerrado, o lo gue es lo mismo el conjunto de los
operadores tauberianos no es aberto.

El Teorema de Factorizacién de Operadores Débilmente Compactos [3]
nos da una clase de operadores tauberianos. A confinuacion presentamos la
mueba de dicho teorema:

Lema 4.1.9 Sean (X,|| ) un espacio de Banech, W C X un conjunto
conwero belanceado y acotedo, B la bole wmioria cerrada en (X, | 1)). Si para
cadan > 1, || {l,, es la funcional de Mwnkowski del congunto U, = 2“W+?I,,B

y definumos

Y=<SazeX:|lzl = (Z uxui) <x,
C={reX: |z} <1}
entonces

) 1L, es wna norma equiwalente o Y| {| para cada n € N. Denotaremos
por X, e (X105

2} {Y, ) I} es un espacio de Banach;
) WccC.
w) e dnclusion § de (Y1 [I]) en (X, ]| ) es continua y 57 es wingectivo.

r) et () =T ) 0 ) ) donde s (Y D — £ (X))
es el operador definedo como ¢ (y} = (7 (y))5. . Ademds, ¢** es -
yectivo.

1) j es laubertano.

i) Y es reflemvo si, y solo si, W oes déhlmente relativamente compacto.

Demastracign. Las demostraciones de £} y 24} son inmediatas.
i) Sea w € W, entonces w = 5,2 w € 5, (2" W+ ;—B) paratodon > 1y
por tapte, jlhsil <1y we C,
) Como [yl v {lyll, son equivalentes, existe m tal que

1

flyll < meliyll, <m (Z Hy”z) =m||ylll paratodoycY

n=1
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de donde se signe la continuidad de j.
So tiene que j* (#%) = «*lY para todo a* € Xty

) ) =g G ) =y @)

para todo 2* € (X, || 1) v o™ € (1D
Asf, **y** = 0 implica

7 ) () = 0=y (Z"Y)

para todo o* € (X, || )" y por tanto, ™~ = 0, ya que 2*|Y recorre Y cuando
z* recorre X*. B8 decir, §** ¢s Inyectiva.

») Bs claro que ¢ s una isomoetria y por tanto, su rango R{p) o8 cerrado.
‘omo || || ¥ || |[, son equivalentes para toda n > 1, entonces

F R - X = (G0

es contimua y X% = (X, || |)* para todo n = 1.

o s (X)) = (X)) — (LY

[e] [
yo* ((20)o0 ) :El z!o0f dondez} € X* paratodon 2 Ly ):I a2 < oc.
n= n=

Para ¢l operador
o DT = 2 (Xa)iy)™ = E{XET)

tenemos que dado ¢ € (Il |I)" existe (wr)e ) € (X)) tal que
@ (y) = (23 )als- Ashy

o () (o)) =y @ () para cada ()2, € (X )nr) -

n=1

En particular,

,’w “_* - *¥ *k .‘* ( "
a (%) = @ (@) {0,000, 20,

fngar 7

o *

=y | {00 0

PRI

U )

lugnr 1

=yt (ot o) =yt (1) &) =5 ) @)

sdn>1,2 e Xtyy= e Y[y Portanto, a¥* = 7** (y**) para todo
n > 1, es decir,
G () = G )T

Como 3** es inyectivo se tiene que @** es también inyectivo.
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1) Supongamos que 3** (y**) = & para algin = € X; por v),
£ ) = (35 y (53, € C (X))
Por el Teorema de Goldstine existe una red (Va},eq €0 ¥, donde

W7l < lily** [ para todo o & A.

tal que converge a y™* en la topologla o (Y%, 1) . Por tanto, por la Proposi-
———

cion 1.6.11 tenemos que (0 (Ta))oen = (99 (yﬁ)) | converge a
acs

——

gy = (37 ) = ele)

en la topologia o (X**, X*}. Por el Teorema 1.3.8 (z,z,...) € R((,a)w ¥ como
R(p) es cerrado en la norma y convexo, concluimos que {z,z,..) € R{y),
es decir » € Y. Como ™" (™ ~ %) = 0 y ¢ es inyectivo concluimos que
¥yt e ¥ v T ¢s tauberiano.

r22) La bola unitaria By en Y** es o (Y**.Y*) —compacta por el teorema
de Alaoglu. y Cesun subconjunto denso en ella, en dicha topologfa (Teorema
de Goldstine) . Como j** es w* —continuo (Proposicién 1.6.11}, se sigue que

J (Bys ) es o (X**, X*} ~cerrado y §** (6) = C cs denso cn 6l Ast,

=X XY —a{ X XY
C i (By.-)CC

es decir.
- —=a{X"" X"}
i*(By.)=C . {4.2)
. . . . o XX
Supongamos que W es débilmente relativamente compacto, es decir A
es o (X, X")— compacto. Como que W es convexo, entongces WX

1
~ oc S\ 2
Sea 7 € €, entonces |||z]] € 1, esdecir, | 3 nlni) < 1. Como]| }], es una
n=]

norina equivalente a {| || para cada », entonces solo existe una posibilidad:
iell, < 1 para todon = 1. Come || ||, es la funcional de Minkowski de

"W+ L B. y ¢ste es balanceado, se sigue que

1
fo:flall, < 1} C2°W + 5B,
por tamo,
- w1
CC W+ 58)(:-.

Al ser 7 (X**, X*) —cerrado el conjunto o 4 2 Bxe-, la igualdad (4.2)
nphea
— 1
By CTW+ ETIBX
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Ademss, como

— 1 o =1 o
n[j (2”W‘[‘ %BX”) Cngl (X + on BX‘Q’) =X
tenemos que j**By.. C X v por el inciso anterior, By« C Y es decir,
Y* =Y yY os reflexivo.

Si suponemos que Y es reflexivo, entonces O es débilmente compacto {Teo-
rema 1.3.16). Por i) lenemos que W C C, de donde, W cs debilmento
relativamente compacto, ||

Teorema 4.1,10 (TFODC) Los operadores débifmente compactos se pue-
den factovizar por medio de un espacio reflemvo de tal manera que el sequndo
factor es un operador tauberiano.

Demostracion. Sca T : Z — X un operador débilmente compacto enlre
espacios de Banach y con la notacién del lema anterior sea W = T'(3z). Por
¢) de ese mismo lema tenemos que T'(Z) € Y. Losoperadores j =0T : Z - ¥
v j 1 Y — X proporcionan la factorizacion descada. ||

Este teorema nos permite demostrar de forma elegante quesi® € B (X, Y)
os débilmente compacto, entonces T* (X**) C ¥. Tn efccto, por el teo-
rema anterior existen un espacio reflexivo 7, y operadores R € B (Z iy
Se B(X, Z) tales que T = RS. Fntonce.s T = R¥*5% y como 7= zM,
se mguu que B = R™ donde R (%) = H( ) para cada z € Z; es decir,

= 15" y por tanto, T** (X**) c R(X*) c ¥.

4.2 Los tauberianos y la propiedad N

Definicion 4.2.1 Se dice que T : X — Y tienc {0 propledad N i 2™ € X
siernpre que T*a* = (),

En el capitulo anterior se introdujo este conceplo y se demostré (Teorema
3.4.6) que si T o8 tauberiano entonces ' tiene la propiedad N y que ésta a
su vez implica que N (1) cs reflexivo. También se hizo ver que si el vanpo do
T es cerrado en Y entonces las tres propiedades son equivalentes (Teorema
3.4.7).

Teorema 4.2.2 Sea B lo bola unitaria corrada en X. Las siguientes lres
propiedades son equivalentes:

1) T es tauberiono.
1) T tiene la propiedad N y T (B} es cerrado.

it} T tiene lo propiedad N y T (B) € R{T).
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Demostracion t) = i) S¢lo resta probar que T (B) es cerrado. Supon-
gamos gue (5,)7% | es una sucesion en B tal que T'(b:) — y cuando n — oo,
donde y € Y. De aquf se sigue’

T (b,) ~ gy cuando n — 20
v (Proposicion 1.3.7)
* (bhn) = Tb, % cuando n — oo, (4.3)

Por otra parte, existe un punto 5** en B**, 1a bola unitaria cerrada en X**,
tal que dados 27 € X* y € > 0 se satisface que

by (z) — b (z*)] < ¢ (4.4)

—~ (28]
pura una infinidad de indices n, de hecho. si el rango de (bn) es finito

n=1
podemoes seleccionar como ™ a cualquier elemento 6, que se repita -
N 0
definidamente en la sucesién; si, por otra parte, el rango de (b,,) es
N . f =1
infinito, entonces & pucde tomarse como un punto de acumulacién, en
la topologia w* de X**, de {bﬂ [7 > l} ; tal punto existe en vista de que
- ™
(bn) es una sucesion en la bola unitaria cerrada B** de X**, v ésta es

n=1
compacta en la topologfa w” de X*~.

Sean e >0y y* € ¥*. Debido a que
T (6.) ) = B (T () y T (67) () = 67 (1" (')
y por 4.4 se tiene que

e (6;) (y*) T (bu) (1}*)

< €

para una mfinidad de dices n.
De 1.3 se sigue que
7 (1) ) - 57)| <«
excepto para una ndmero finito de indices n
De Jas dos tillimas desigualdades se concluye que

() (') =7{y")
v como y* es un elemento arbitrario de ¥ tenemoes 7% (0%) = §
Por hipotesis T' es tauberiano, por lo que §** = b para alguna b € X, y como
e B sefiene que be B Ast, j =T (") =T*" (’l;) = 'ﬁ) de donde
= Tby por tanto T (B) es cerrado
1) = ru) Es inmediata.
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i) = 1) Supongamos que T (z*) = ¥ para alguna y € Y. Debemos
probar que ' € X . lo que s inmediato si ** = 0; supongamos emonces
que 2 F O
Al sustituir, si s necesario, a ¥ por ﬂi'::ﬂ’ podemos suponer gue fjlz** | = 1.
Sabemos que B es o (X**, X*) —denso on la bola unitaria cerrada B* de
X** (Teorema de Goldstine). Por tanto, dados € > 0 y o* € X", existe

b e B ial que
)

En particular, dados ¢ > 0y 3* € Y*, escogemos b € I que satisfaga 4.5
para z* = T*y*. Con lo que tenemos

T =|F-TH) )

< €. (4.5)

_ |T” (,L. _3) (y*)|

= | (& - B) )} =)= ) )

De donde, i € T(ij, y como T(B_)lﬁ = T (B), ya que T'{3) cs convexo,
entonces

< €.

7 (s -7) )

T(BY =T (B)c R(T).
Por tanto, y = T (%) para alguna xo € X. s deair,
T**(m** _:I/:b) :__0

lo que implica que 2% — Fo € X , ya que 7 tiene la propiedad N; asf 2™ € X
y T es vm operador tauberiano. ||

Toorema 4.2.3 T ticne la propiedad N si, y sdlo s, el nticleo de T, N(T),

es reflexivo y las cerraduras R{T<) y R(T*) " del rango de T' en lo norma
y cn lo topologta débil* coinciden.

Demostracion. Supongamos que T tiene la propiedad N. En ol Teorema
3.4.6 sc probé que entonees N (T') es reflexivo.
Ademss, es claro que T* (Y*) C Y.
Sea o* € T+ (Y*) .Sia* ¢ Tw (Y*), entonces existe z™ & X tal que
2 (z*) # 0 y & (T (y*)) = 0 para todo y* € Y*; o sea, T (z*) =0, de
donde z** = T para algtin = € X. Tenemos entonces

s (x) A0y T () (x) =0siy* €Y. (4.6)
Dado e > 0 existe y* € V7 lal que

o (#) — T" (") ()] <€
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debido a que z* € T* (Y*)w.. Asf. z* (z) = 0 lo que contradice (4.6). Por
tanto R(T*) = I—Q(T*)w .
Inversaniente. Si N(71') es reflexivo, entonces

(X7 X7)

]

N(TY = N(T) = N(TY.

{Leina 3.4.2 y Teorema de la bipolar).
Por las proposiciones 1.6.13 y 1.6.6

N(TY = (R(T)) = RTY

de donde, N (T)" = R{T*) por tanto,
(vt = (RED) = RO = NI™).

() sea, N{T**) = ;{7/(-'1:5 y por tanto, T tiene la propiedad N. |

4.3 La propiedad N y las sucesiones

Teorema 4.3.1 T tiene la promedad N si y s6lo si tode sucesion acotada
(£,.)25, en X, tal que (T (zn))ie., conuerge a cero, tiene una subsucesion que
es w-convergente,

Demostracion. Supongamos que 7' tiene la propiedad Ny que (@n)h;
oo

os una sucesion acotada tal que (7' (z,))5, converge a cero. El conjunto
a—— w” x
acotado {7, :n > 1} es w'— compacto. Sea z** &€ X** un punto de
wr —acumulacion det conjunto acotado {Z, 1 n = 1}.
T —— e had
Como (T *{Zn) =T (a:n)) converge a cero con respecto a la norma, cn-
n=]

tonces T°*z** = 0. Por hipdtesis z € X. Asi, {_E*—Z Iz l}w cX y por la
Proposicién 1.3.8 {z,, : n 2 1} es w-relativamente compacto ¥ por tanto, w-
relativamente compacto por sucesiones, par el Teorema de Eberlein-Srrulian,
de donde existe una subsucesion de {z, )., que es w-convergente. Inversa-
mente. sea 2 € X** tal que 77" (2**) = 0; podemos suponer que [z = 1.
Fxiste una red z = {z, | @ € A} en B, donde, como de costumbre, B es
la bola unitaria cerrada de X, tal que T, — 2z en la topologia w* de X**
(Teorema de Goldstine)., Enfonces

(7 @) = T (), BT () =0

y por tanto, (T (Za))aea 2 0.
Asi, si € es enalquier conjunto convexo de X tal que z esté eventualmente en
¢, entonces 0 € T (C) y por la convexidad de C se sigue que 0 pertenece 2
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T (C), es decir existe una sucesion (¢, ),e., en C tal que (I'{c,)), ., converge
a 0 en Ia norma,

Para cada «v € A sea C, la envolvente convexa de {#., : v > «}. Cada C,
esld acotada por 1y contiene una sucesion (eq.).-; que converge a 0. Por
hipdlesis (Cm;);il tiene una subsucesion (C““L).Ro'il que converge débilinente,
digamos a ¢,. Como

¥ om0 (€an, ) — Co tambitn se sigue que (T (Cay, )) = T {te) ya que 7" es
w-contima, Por tanto, T {ca) = 0.

Fl conjunto {e, | & € A} es w--relativamento comnpacto por sucesiones ya
que por lipdtesis toda sucesion en él (y,),-, tienc una subsucesion w—
convergente debido a que {e, | @ € A} es acotado (2 os, por cjemplo, una
cota) y T () = 0 para todo n > 1. Por el teorema de Eberlein—Smulian
{€a | v € A} tiene un punio ¢ de w-acumulacion.

T (Can)|| — 0 se tiene que [T (can, ) — 0

Afirmamos que z** = 2. Para probarlo vemos que (é,) ¥ 2. Sea U una
w*— vecindad basica de 2**, existe oy, lal que x, € U si o 2 ay,. Sea O, 1a
envolvente convexa de {2, | & > o, }, la vecindad U ¢s convexa y por tanto,
(?YG/‘C: C U sl e 2 oy, ¢s decir se ticne la convergencia descada.

El clemento ¢ € X s un punto de w-acumulacion de (¢a),e4 ¥ POY tanto, os
también un punto de w*-acumulacién de ese conjunto; de donde 2** =¢. ||

Proposicion 4.3.2 Sea T un operador con la propedad N y Xy un subes-
pacio cerrado de X, entonces T x, también tiene la propiedad N.

Demostracion. Fs inmediata al ulilizar la caracterizacion presemtada en
¢l teorema anlerior y se recuerda que o (X, X*) induce en Xy la topologia

7 (Xo, Xg) - |l

Corolario 4.83.3 5i T es tauberiano y Xy es un subespacio cerrado de X,
entonces T| Xy es tauberiano.

Demostracién. Por la proposicién y Leorema anteriores tenemos: T]X,
tiene la propiedad N y i (2a)n., o8 una sncesion on la bola unitaria By de
Xo tal que (T'{z.))5, converge, entonces (2,),—, tiene una subsucesion que
converpe en la topologfa w de X
Por o Tecrema 4.2.2, T'(z, —2) — 0 cnando n — oo, con |lz|| = 1.
Cualquier sucesion de (z,),7, que converja en la topologfa w lo hard a
de donde, si 26 € X* os tal que 2%(z) = 0 para todo z € By, entonces
2% (z) = 0, es decir x € By. Por ¢l propio Teorema 4.2.2 so tiene que T X,

¢s tauberiano, ||

Teorema 4.3.4 Supongamos que T tiene la propieded N y que (z,), cs
una sucesién basice normalizade cn X tal que (T (7,))n., €8 una suce-
sidn baswca acotada y w—convergente o 0. Entonces (xn)5., lambién es
w— convergente a (.
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Demostraciin Si ()., no converge débilmente a 0, entonces existen
e > 1. 22 € X"y una subsucesién (2., )0, de (2, )5, tales que

Iz (%n,)| = € para todo 2 > L. (4.7)

25 (y) = L para tode ¢ > 1 (4.8)

¥ (), es una sucesion bésica ya que (z,,);2, es una subsucesion de una
sucesion bdsica,
Como (T (a))oo, es sucesion bésica acotada y se satisface (4.7) se sigue

clarammente que (T (y:));-, es también una sucesion bdsica acotada.
(T (za,)), converge débilmente a cero y como

]y‘ (T(‘””-‘))} <y @ )

3;; (xﬂz) €

para todo y* € Y* e > 1, se sigue que (T (y)),-, converge débilmente a 0.
Por la proposicién 4.3.2, podemos suponer [y],-, = X donde (i),0, ¢s una
base de tipo It de X (ver (4.8)) y que (z);o, = (T'(1)), es una base
acotada de {T'(g.)]72, = Y que converge débilmente a 0.

Sean (y7)2, la sucesién de coeficientes funcionales de (3:)2, v (282, la
sucesion coeficientes funcionales de (T (1.)).2,. asf

Tz} =y para todoi > 1. (4.9)
Como (y7)7%, es una base de X en la topologia w* y

é: ("T;) = 3:; (yz) = 11 (410)

p=
entonces x, =3y donde [a convergencia de esta serie es en la topologfa
1=

n [=3]
w'. Por csto y {4.9), »7 es el w” ~lfinite de ( ' (E z:)) ; de mancra

1=1 n=1
que 7 estd en R(7*)" y por tanto, estd en K (77 (Teorema 4.2.3).
Asi.existe z; € V= tal que ||T72) — z;|| < § y por tanto:

i) () <5

T (1) = z, por definicién y se cumple (4.10), por tanto

SUp
121

1 . €
-”_t]] (Zo (22) — 1)] < 5

S1p
1>1
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Como [linfl < 1 paratodoi = 1, se sigue
! - . 1
2t (z) =1 < o ¥ POr consiguiente, |25 (%)] > g

patra todo 2 > 1; lo que contradice gue (z:)0, sca débilmente convergente a
cero, Por tanto, (#,)7,; ¢s débilmente convergente a 0. ||

Corolario 4.3.5 T tiene lo propicdad N si, y sdlo si, toda sucesidn acolada
(), en X, lal que (I (za))22., converge débilmente « cero, tiene una
subsucesion que es w—convergenie.

Demostracicn. Supongamos que T tienc la propiedad N y que (Tntor
es una sucesion acotada en X tal que (7 (zn))he, converge a ccro en la
topologia débil.

Tl resultado se sigue inmediatamente si (wy),,.., 1o estd acotada por abajo,
ya que en cse caso hay una subsucesion de (wa)or, gue converge a 0 en
norma.

Supongamos que (2,)e, estd acotada por abajo. Mds aiin podemos suponer
gue estd normalizada.

Si (T {zy))pe, converge a cero en la norma, entonces por ¢l teorema 4.3.1
exisle una subsucesion (z,, )22, de {#,)2, que converge en Ia topologfa débil.
Supongamos que ninguna subsucesin de (z,),.; converge débilmente. lin-
tonces por ol Teorema Eberlein—Smulian y el Teorema 2.5.9, existe una
subsucesién bésica de tipo I de {,)he,, digamos (2.,)7,- Por lo anle-
vior (T (z,,))i°, 10 converge a cero en la norma, deben entonces de existiv
una subsucesion de (7'{z,,)), y ¢ > 0 tal que la norma de cada uno de
sus olementos s por 1o menos €. Por hipétesis esa nucva subsucesion tam-
hién os w—eonvergente a cero y por Lanlo, tiene una subsucesién bésica
w—convergente a cero (inciso i) del Teorema 2.5.9). FEstos hechos con-
tradicon o] Teorema 4.3.4. Supongamos ahora que (z,),,., €8 Una sucesién
acotada en X tal que (T (2,))02, converge a cero en la norma, entonces
(T ()22, converge a cero en la Lopologfa dabil, por hipdtesis hay una sub-
sucesion ()72, de (@), que es débilmente convergente. Por el leorema
4.3.1 T tienc la propiedad N. |

Teorema 4.3.6 Los siguientes tres enunciados son equivelentes:

i) 7" tiene lo propiedod N.

1) i (x,), s una sucesion bisica normalizada en X tal que (T E)
converge débilmente a cero entonces (Tn),., también converge défril-
mente a cero.

o o]
==

14) Si (0,7, es una sucesion bdsica normalizada en X tal que (T (=)
converge a ccro entonces (Tn )., converge débilmente « cero.

1
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Demostracion. ©) = it) Supongamos gue T tiene la propiedad N y que
(.ry)77., s una sucesion bdsica normalizada en X tal que (7' (2n))he, con-

verge debilmente a cero. Si {zp)o., RO cOnVerge débilmente a cero, entonces
oxisten ©° € X°, € > 0y una subsucesion (2, )72, de (), tales que

| {2y, )| = ¢ para todo . {4.11)

Como {T (z,,))2, converge débilmente a cero, existe por el corolario anterior
i subsucesion de (2,,)7, que es débilmente convergente y por tanto, al
cor una sucesion basica, ¢s débilmente convergente a 0 {Proposicién 2.2.5),
lo fue contradice (4.11).

i1) = ui) El resultado ¢s claro ya que si (T'(zn))ar, converge a cero,
entonces también converge a cero en la topologia debil.

i) = i} Sea (za)2, una sucesién acotada en X tal que (T (2n))per
converge a [ en Y, demostremos que existe una subsucesién de (z)h., que
os débilmente convergente, con lo que T tendrd la propiedad NV en virtud
del Teorema 4.3.1.

Podemos suponer que {z:).., cstd acotada por abajo, pues ¢n caso con-
trario ol resultado se sigue inmediatamente. Si ninguna subsucesién de
()7, es débilmente convergente, entonces existe una subsucesion (2, )

n=1 1
de {z,)0, que es upa sucesion basica de tipo It ( Teorema 2.5.9 ). Asf,
el

2 =y es una sucesion basica normalizada de tipo I*. Como

"z"i” "
=1
(Tz,);%, converge a cero, entonces (z,){°, debe converger débilmente a cero

por hipétesis lo que contradice el hecho que sea de tipo {*. Por tanto, alguna
subsucesién de (z,)°7, debe converger ¢n la topologia débil. (I

4.4 Los tauberianos y las sucesiones bdsicas
Teorema 4.4.1 Las siguientes son propredades equivalenies.

1} T es tauberiano;

u} A € X es w—relativamnente compacto siempre que A es acotado y
T(A) es w—relatwamente compacto;

i) A C X es w—relalivamente compacto siempre que A es acotado y
T{A) es relativemente compacto.

Demostracion. 1) = ii) Sean T tauberiano, A C X acotado y suponga-
mos que T {A) es w—relativamente compacto. Si ¢ s una red en A, entonces
tiene una subred, que podemos suponer que a8 ¢ misma , tal que

T HyeY

pasa alguna y € Y, ya que T' (A) es w—relativamente compacto.
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La red ¢ es acotada en X** y por lanto, portenece a un w'—compacto y
tiene una subred gque converge segiin la topologia w*, nuevamente podemos
sSUpOLer que o8 ¢ misma, digamos quie

»

“Tw
¢ ¥, 2’**
para algnuna 2™ € X, Ahora, por las propoesiciones 1.6.11 y 1.3.8 Lenemos
T —w* —lim T =w* —lim T =%

y coma T es tauberiano se biene que 2** =z € X y ¢ zen X y por tanlo,
A oz w—relativamentie compacio,

i) = @) Sea A C X acotado tal que 7' (A4) os relativamente eompacto,
entonces T (A) es compacto y por tanto débilmente compacto,
Ast, T(A)" =T (A) por ser T(A) convexo, por consiguicnte T (A} os
w—relativamente compacto y por hipétesis A s entonces w—relativamente
compacto.

iii) = 4} Sea B la bola unitaria cerrada en X, Se probars que T'(B) s
corrado en Y. Sea y € T'(B) y sca (2,),-; una sucesion en 3 lal que

T (zp) — ¥,

en particular {T (z,) : » > 1} cs relativamente compacto. Por hipétesis
{252, tione un w—punto de acunmilacion, digamos #, claramnente este punto
estd en By se cumple que T2 = y. Tntonees y € T'{13), os deciy T (B) es
cartado. Por ¢l teorema 4.2.2 hagta shora ver que T' tiene la propiedad N,
pero esto ¢s claro a partir de los teoremas 4.3.1 y de Eberlein—Smulian. (|

Corolario 4.4.2 Las siguientes son afirmaciones equivalendes:

i) T' es Lauberiano;

i) cuelquer sucesidn acotada (2, ), tal que (4 (2,))o0, converge débul-

mente tiene wnae subsucesidn que converge débilmente;

00
=

i) cualquier sucesisn acotada (), tal que (T (x,))2°, converge tiene

una subsucesion que converge débilmente,

Demostrecion, Para probar )] = %) sc sigue la demosiracicn hecha
para ol caso correspondionte en ol teorema. anterior,

Teorema 4.4.3 lLos siguwwentes tres enunciados son equivalentes:

i} T cs tauberano.

1) i (Ta) | cs una sucesidn bisica normalizada en X tal que (T (2,))3
converge débilmente, entonces (x,);2, converge débilmente a cero.
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- - R - (')
irr) St {x,)ie, es una sucesidn bisica normalizade en X tal gue {T (@} 0,
converge. entonces (Ta)n., converge débilmente a cero.

Demostracién, 1} = iv) Supongamos que T es tauberiano y que (T, o,
os una sucesion basica normalizada en X tal que (T (2.)),—, converge en ¥’
segiin. la topologia débil. 5i (z,)o., no converge débilmente a 1), entonces
oxisten = € X*, € > 0 y una subsucesion (2., )iz, de (z.),2, tal que

lz* (z,,)| > € para toda 2. (4.12)

pero como (T {z,));=, converge débilmente, por el corolario 4.4.2 (%) s
fiene una subsucesion w—convergente, que por ser hdsica ¢s w—convergentc
a 0 (Proposicién 2.2.5), lo que contradice 4.12, y por tanto, (2 )22, converge
débibnente a 0

i1} = wr) Es inmediata.

i11} = 1) Sea (2,32, una sucesion acotada en X tal gue (T (za))or, con-
verge. demostremos que existe una subsucesion de (#a)oe., que es débilmente
convergente {que por el Corolario 4.4.1 serd suficiente para hacer ver que T
es tauberiano).
Podemos suponer que (7, )ne, esta acotada por abajo, pues en caso contrario
el resultado se sigue inmediatamente. Si ninguna subsucesién de (za)ie, €8
debilmente convergente, entonces existe una subsucesion bdsica (zn, Yooy de

oo

(2.)2°, de tipo I* (Teorema 2 5.9). Asi, ()2, = (H) es una suce-

n=1
sién basica normalizada de tipo [*. Como (T (,}):2, converge, entonces por
hipdtesis (z,)7°, debe converger débilmente a 0, lo que ¢s una contradiccion
ya que la sucesion es de tipa {. Por tanto, alguna subsucesidn de (Za)or 4

debe converger débilmente. ||
Teorema 4.4.4 T tiene la propiedad N si, y solo si, cuando (x,),.., €5 una
sucesidn bdsica acotade en X tol que i IT (z,.))] < oo, endonces (Ta)m |
encoge. ne

Demostracion. Supongamos que T tiene la propiedad N y que ()5,
o5 una sucesion bdsica acotada en X tal que }% |7 (x.))] < oo. Sea {m)o,

n=1
¢S una sucesidn estrictamente creciente de enteros, conpy =0, ¥

it
(bl);c:l = ( Z an\];n)
n=p,+1

una sucesion bésica de bloques en X asociada a (p)0, ¥ a (Za)he, ¥ tal
que sup b = 4 < oo, Ast,
1]

Bt M Peid
HF h ” = ” ( CIHIH) = Z (Ln n) < Z ,an”lT -rn
n=p, +1 n=p,+1 n=p+1
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S Jaul T (2 n<( np 1am|) S Gl

n=p,-k1 Pud 1SnEpe re=-p, 41

Si (x5}2 | son los coeficientes imeionales asociados a (#n)sy, enlonces para
cadan > Lexisted > 1 lal quep, + | < n < pua, y o4 {(B) = ag; por tanto,

] = 12, (b)) < 23l 1Bl = [l )l < K8

donde K es la constante basica de (w,.),, .
Concluimos que |[T8]] — 0 cuando i — co. Por el Teorema 4.3.6, (b)i,
converge débilmente a cero, y s claro que este resuliado es independiente do
la sucesion (h,)2°, que se clija. Asi, del Teorema 2.5.12, se sigue que (#,)52;
encoge.

Supongamo:: ahora que cuando (z,)o., ¢s una succsién bdsica acotada en
X tal que Z |7 (22)]] < oo entonces (w,)n,, encoge. Sea (z,),., una

n=1
sucesion basica normalizada en X tal que (' (2.))0, ('Onv(‘rge a coro. Si
(Tn)or, no converge débilmente a cero, entonces cxisten 2* € X, ¢ > 0
¥ una subsucesion (zp,);2, de (2n),o, tal que {&* (2, )| > € para toda 2.

Como (T'(n)),, converge & cero, podemos seleccionar una subsucesién
('n,,m)k de (zy, )io, tal que E H (Tn,h)

00
Asf, [z, encoge v por ¢l Teorema 2.5.13, es débilmente convergente a,
w e g

0, lo que es una contradiccion. De donde, (., )5, converge a coro débilmente
y T tiene la propiedad N por el Teorema 4.3.6. ||

fin el siguiente teorema y sus 3 corolarios se supone que ¢l cspacio X es
real.

< 00

Teorema 4.4.5 7' ¢s tauberieno si, Y sdlo si, cuando (2.}, es uno suce-
sién bdsica acotade en X tal que Z (T (xa)] < oo entonces (@.)., €s
n=1

acotadamente completa.

Demostracién. Sea T tauberiano y sea (2,);; es una sucesion bisica
acotada en X tal que z 1T (#a)]) < oo

Sea Xy = [aloe, . Si T (:rn) 7‘ 0 sdlo para un numoro finito de indices n,
entonces T' (Xg) acto.
Supongamos que T (z,.) # 0 para una inﬁnidaxl de fndiccs 7, Veremos que
7| Xs es tambitn compacto en este caso. Por el Corolario 2.3.4 tenemos
que la sucesion ()2, de los coeficientes funcionales asociados a (wn)5 08
una sucesion basica acotada. Por el Teorema de Dini (Lema 3.1.3) hay una
sucesion convergente de mimeros positivos (sn);’:’:l que converge a 0, Lal que
s=3° 1Tl o o

an

n=1
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Si 2 € Ny, entonces
x

=Y (s.50) {2)

n=1

T ()

n”

¥y por tanto.
(1T (z}|| <sup |z, (z}| para todo z € Xy;
n>l

donde z; = sszy. Asf, 2z}, € X0y liz5|l — 0 cuando » — oo. Por el Teorema
1.7.6 T} X, es compacto.

Por 1o anterior. la imagen T (Bg) de la bola unitaria cerrada de Xy es un
subconjunto relativamente compacto de Y. Como T es tauberiano, se sigue
del teorema 4.4.1 que By es un conjunto débilmente compacto . Por el
Teorema 1.3.16 X, es un espacio reflexivo y como (z,),—, €s una base de él,
entonces ella es acotadamente completa (Teorema 2.4.5).

Supong&mos ahora que si (zn)o", es una sucesion bdsica acotada en X tal

que }: x,)]l < oo entonces (z,),, es acotadamente completa. Para

ver que T es tauberiano usaremos la caracterizacion dada en 444} del Teo-
rema 4.4.2. Sea pues (2,)°, una sucesién acotada en X tal que (T (2:))0 4
converge en Y se probard que {z.),., fiene una subsucesion débilmente
convergente.

Como ¢n la demostracién del Teorema 4.4.3 podemos suponer que (2,),2,
estd acotada por abajo, pues en caso contrario el resultado se sigue inmedi-
atamente. Si ninguna subsucesion de (2. )5, es débilmente convergente, en-
tonces existe una subsucesion basica (2., )52, de (z.}0o, de tipo It (Teorema
9.5.0) y por la Proposicién 2.5.17 hay una sucesion de la forma (a:z,, )2, de
tipo P* donde (a,);2, es una sucesién acotada de nimeros positivos alejados
del cero. Podemos suponer que la sucesién de escalares (e Jio, converge, ya
que cn caso contrario basta tomar una subsucesion apropiada de (a:zs, )iy
ia cual conservara la propiedad de ser una sucesion basica de tipo P*.

Sea (¥,)72, = (@iza, )iz, , existe 27 € (v, 2,)" tal que

z* (i) = 1 para todo i > 1. (4.13)

Por otra parte, como por hipétesis (T (z.))5r., converge; (T (3.));2, converge.
Asi. existe una subsucesion, digamos (T (3, )i, tal que

1
”T (yu-) =T (yzk+l)” < ok
para cada £ > 1, y por tanto,

i 1T () = T (gs001) || < 00

La sucesion ()i, = (y,k y,k+1)k , s también una sucesién bsica en X

por la Proposicién 2.5.16 y satisface que E [T (z)]| < o0; por hipdtesis,
k=1
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es entonees acotadaniente completa, por lo gue la condicidi

rn

sup Z x| = L,up ”(Uﬁ -] < oo

1<k< oo pel 1<
00 oo
imiplica que la serie telesedpica } | @ =37 W, — W,,, converge. De donde
k= f
limt g, oxiste.
k-200 _
Alser (3, )50, una sucesion bdsica tencmos lun ¥, = 0 (Propesicién 2.2.5)

y esto contradice (4.13). ||

Corolario 4.4.6 T es faubemano si g sélo si cuando (2,)pe, €5 una suce-

sign bdsica acolada en X tal que Z ({7 (0 )]l < oo entonces (@, ). | encage
n=1

y es acoladamente completo.
La demaostracion cs inmediata o partir de los vdliimos dos tcoremas.

Corolario 4.4.7 T es t.s.;ubc;rmno sty sdlo si cuando (3:?2):_]—1 CS UNG SUCe-

sidn bdswca de lipo I, entonces E 17" ()] = oo.

n=1

Demostracidn. Supongamos que 7' s tauberiano y (2,),, €5 una suce-
sidn bésica de tipo P, es decir acotada, en particular alejada del 0 y tal

que
n

|t E @ < oo,
ki3 1:1

Si Z |7 (z,}|| < oo, entonces por el teorera antorior {z,),- | ¢s acotada-

merte completa.  Como sup z ;|| < oo, entonces Z ; 08 una seric
n =1
convergende y por tanto, ||r,l|| — () lo que conlradice que (2,50, estd ale-

jada del cero. Por lo tanto, 2 (T (ma)il =

n=]
Si 7' no es tanberiano entonces, por ¢l teorema, anterior se sigue la existencia
D

de nna sucesion bdsica acolada (z,)72, que no es acotadamente completa y
tal que

n=1

Z |7 (@) < o0. (4.14)
n=]

Existe entonces nna sucesion {a, ), | de escalares dal que
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o o
viasere 37 a,z, no converge. Sean e > 0y 0 = g < py < .. una sucesion
=1
de enteros. tales que
P

E 2, e

FE SR | i

ks )
Pu
), = ( > aﬂ:_,) s una sucesion basica de blogues acotada y
1=pn-1+l1

n=1

= sup ’Z Z a, (i < M.

B y=p 1+

sup
neti

2
1=i

O sea. (y,)7-, es una sucesion bésica de tipo P
La sucesién escalar (u,)0 ) es acotada. ya que m = in{_ |Z-]| > 0, por ser
- ner

n
()i, una sucesion bésica acotada, y Al = sup ||3° a;,(| < oo, por lo

neh

e
M
lerz || < M y por tanto. |a,| < Sl
m

acdemads

n—1 I
i | S 20y tant I
’Zaj ;a:c ¥ por tanto, Ja,| < m
Por (4 14)
= M - >
Zlm wl <=2 2 ITE)] <o
=1 \j=pq i1

Corolario 4.4.8 T es lauberanc 52, y sélo si, cuando la restriceion de T’ o
un subespacio cerrado Xy es compacta, enlonces Xy es reflexwo.

Demostracion. Sea I’ un operador tauberiano y Xy un subespacio de X
tal que T Xy es compacto. Sea By la bola unitaria de X, asf T (Bp) es un
conjunto relativamente compacto en Y. Como T} X, es tauberiano, By es
débilmente compacto (Teorema 4.4.1) y por tanto, X s reflexivo {Teoremna
1.3.16).

Supongamos que cuando la restriceion de T a un subespacio cerrado
Ao C X os compacto, entonces Xu es reflexivo. Sea (2,)77 | una sucesion
hdsica acotada en X tal que Z 1T (za)ll < oo y sea Xo = [2.]2,. En

n=1

la prucha del Teorema 4.4.5 se hizo ver que estas hipdtesis implican que la
restriccion de T a Xp es un operador compacto y por tanbo, Xy es reflexivo.
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La sucesion (T, ), es entonces acotadamente complela, por ser base de
una. espacio refloxivo {Teorema 2.4.5) y por tanto, T" cs tauberiano por ol
Teorema. 4.4.5. |

Teorema 4.4.9 Si T tiene la propiedad N y (2,),., €8 una sucesidn bsica
aeotada en X tal que (T (2,))2, es una sucesion bisica que encoge, enfonces
()0, encoge.

Demostracidn. Supongamos que T' tiene la propiedad Ny sea L

o] e b ; V10— oo

una sucemér} hasica acotada en X tal que (T'(z))on, = (gn)he; €8 una
sucesion bésica que encoge en Y
Sean W o= [z, C X, V = [mlie, CY y &= TIW. Por hipdtesis,
() mey €DCOZE, entonces la sucesién (1 )o, de cocficientes funcionales aso-
ciados a ()5, @8 una base de V™ y se tiene que SV — W s ial
que 8% (y2) = =%, donde (2})72; o la sucesién do coeficientes funcionales
asociados a (Zn ).
Supongamos que (2a);.-, 1O Cncoge, O sea, [xx]5°, # W*, entonces existe
w* # 0 en W* tal que w™ (z%) = 0 para todo n > 1, de donde,

w* (8* (1)) = (5 (w**)} () = 0 para todon 2 1.

Al ser (72)°, una base de V*, lo anterior no lleva a que S*w*™ =0y como
S tienc la propiedad N por ser la restriccion de un operador con la propicdad
N, se sigue que w* = i para algdin w € W lo que s una contradiceidn ya

que zt(w) = w** (#}) = 0 para todo n 22 1 y esto implica @ = w** # 0. ||

Teorema 4.4.10 Cada una de las siquicntes afirmaciones implica la si-
guiente:

i) T es un operador tauberiano;

w) 8i K C X es un subconjunte acolado y w— cerrado, entonces T (K) es
w—cerrado en Y

iit) 8i K C X es un subconjunto acotadn, cerrado y convezn , entonces
T (K) es cerrado en ¥

i) St Xg C X s un subespacio cerrado y By es la bola umtaria en X,
entonces T (Bo) es cerrado en Y.

Demostracion. i) = i) Supongamos que 7' cs lauberiano y que K osun
gy U]

subeonjunto acotado y w—cerrado de X, Seay € T(K) . Por ¢l teorema

de Alaoglu se tiene que K es relativamente compacio en la topologla w* de

g™
=W

X** y por consiguiente T (K ) es w*—corrado en Y** y

) T (fé" )
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=t
Por la Proposicion 1.3.7 § = 7** (k") para algin & € Ky como T es
tauberiano. se sigue que k** = 7 para algdin = € X. Como K ¢s w—cerrado,
se sigue de la misma Proposicién 1.3.7 que = € K y por tanto, y € T (K,
es, decir. T (K) es w—cerradoen Y.
Las implicaciones i) = 42i) = ) son inmediatas. It

Teorema 4.4.11 $: T es tauberiano y (za)h., €8 una sucesion bdsica aco-
tada en X tal gue (T {202, = (ya)n €8 una sucesidn bdsica acotadamente

completa en Y, entonces (za)2o, también es acotadamente completa.

Demostracion. Sean T un operador tauberiano y (x,),—, una sucesion
basica acotada en X tal que (T(2,.))oe, = (yn)n., €5 Una sucesion bésica
acotadamente completa en Y. Sea By la bola unitaria de U = [z,];2,, por
el resultado anterior, T (By) es cerrado en Y.

i3
3 az|| = M < oo donde (2:)22, es una sucesién
1=1

P o
de escalares, entonces la sucesion | ) %x,) estd contenida en By. Asf,

1=1 n=1

Supongamos que sup

n

oG

(Z _%}y.) = (z; %T(.’I?,)) es una sucesién en T (B) y por tanto,
) 1=

=]}

Yo :Z %S’:GY

=]
por que la sucesién ()27, es acotadamente completa.
Entonces, yo € T (By) = T (By), es decir, existe zp =) b;z; € By tal que
i=1

yo = T (zy) , pero entonces
X o a
g] biy, = T (zg) = 11 = E_l ik

v por tanto,
by = 2% pasa toda i > 1
=y .
YR -
> O
Asf, ) %:z; converge en U y por tanto, ) a:, también converge y se sigue

1=1 =1
que (z.)ne, e acotadamente completa |
Para la validez general de este resultado es esencial que T sea. tauberiano
y no sélo que tenga la propiedad N, como lo mostrard cl siguiente:

Ejemplo 4.4.12 Consideremos el espacio de suceswones

FH AT+ ..+,
51 51 Y
}.+§+-..+;

X = {(:e:ﬂ):;o:t € ¢y
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u

b
con la norma (x| = sup &' .
nzl 3, :’

11
Con este espacio trabajamos en el capitulo 2. En ol dltimo teorema de dicho
capfiulo, se demostrd que la hase candnica (cn)in., de cp os una base de
(X, || llx) eame encoge, pero no es acotadamoente completa. Ademds ahf se

vio que

o
»
R (T B SR CC
ac® Ty !

i—

X |#ay]

X™ = ¢ (za)yly €optllell = sup Lﬂ’n"& < 00
agey, n>l E 1

2
i=1

v X** C £ (Observacion 2,6.11).

Consideremos la inyeccidn 4 : X — £2. esta inyeceién estd bien definida
ya que X C X* C £2 De manera dircela se puede comprobar que i**
os inyectiva y por lanto, ¢ ticne la propiedad N. Como (i (e,))or, os una
base acotadamente completa de £# (Bjemplo 2.4.4) y (e,)27, no lo ¢s en X,
concluimos que la condicién de que T sca tauberiano en ¢k teorema anterior
no puede debilitarse a pedir que tenga la propiedad &,
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