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Introduccién 

El estudio del grupo de automorfismos y del anillo de endomorfismos de un p-grupo abeliano 

finitco G fué iniciado por K. Shoda en 1928, en su trabajo “Ober die Automorphismen esner 

endlichen Abelshchen Gruppe” [8]. En este trabajo se describen los endomorfismos de G me- 

diante matrices cuyas entradas estan por filas en diferentes anitlos Zp» y ademas, se da una 

caracterizacién para las matrices que representan automorfismos. 

La estructura de los p-grupos abelianos finitos fué completamente descrita en 1878 por 

Frobenius y Stikelberger {5] mediante el “Teorema Fundamental de Jos Grupos Abelianos Fini- 

tamente Generados” y constituye en la teorfa de grupos el primer teorema estructural. 

En 1976 el profesor L. Kaloajnine de la Universidad Estatal de Kiev planted estudiar el 

grupo de automorfismos de un p-gupo abeliano finito a partir de sus subgrupos y de la descrip- 

cién de Shoda, en particular calcular el grado de nilpotencia de los p-subgrupos del grupo de 

automorfismos de G. 

En el trabajo ~The mazimal normal p-subgrupo of the automorphism group of a finite abelan 

p-group”, (9] M. A. Avinié y R. Bautista describen completamente la serie central superior del 

p-grupo obteniendo su grado de nilpotencia en términos de los invariantes del grupo G. Para 

obtener este resultado describen una sucesién de ideales del radical de Jacobson del anillo de 

cudomorfismos de G, que esté asociada a la serie central superior (serie ascendente). 

El objetivo de esta tesis es calcular el grado de nilpotencia de un p-subgrupo de Sylow P 

del grupo de automorfismos del grupo G, cuando G es de tipo (p™,p™,p™,p”, p®) con m > 

n. utilizando el metodo desarrollado en (9). Este problema esta abierto y fué planteado a la 

directora de tesis por e] matemdtico hingaro Lacsi Kovacks en 1996. 

Los cince capitulos de la tesis estan organizados como sigue. En el primer capitulo presen- 

tamos las definiciones y resultados de la teorfa de grupos y anillos necesarios para el desarrollo 

del trabajo. Introducimos el concepto de serie anuladora y serie anuladora superior de wn anillo. 

En el capitulo 2, se describen matricialmente los endomorfirmos del grupo G y los resultados 

de K. Shoda en un lenguaje mas moderno. Se calcula el orden del giupo de automorfismos de



aH 9 it ~ G cuando G es de tipo (p Ppp?) con am > wy se estidia el subanillo S del anilo iP 

Had G (Eudomorfismos de Cr) el cual est asociado al p-subpgrupo de Sylow P = S } {7} de 

aut G (Antomorfismos de G) 

In los capitulos 3 y 4 se deseriben los ideales de la serie mmladora superior de S inediante 

funeioucs y se obtiene la longitud de la serie 

En el capitulo 5 se obtiene fa serie central superior (ascendente) del grupo P y su grado de 

nilpotencia, Los resultados obtenidos en los capitados 4 y 5 son resultados nuevos,



Capitulo 1 

PRELIMINARES 

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados de la teorfa de grupos y anillos, 

necesarios para el desarrollo de esta tesis. 

4.1 Teorfa de grupos abelianos. 

Proposicién 1.1 Sean Hy...., H,, una famiha de subgrupos de un grupo GyH=H)---An. 

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) H = H,x---* Ha y H son isomorfos bajo In aplicacién candnica que manda (),.--;€n) > 

Ty En. 

ii) H, GH y cada elemento x © H puede expresarse de manera dnica como u =X °+- Ly con 

aé Hh. 

iii) H, AH para toda i. y sid,)- ‘Tn = &, entonces cada x, =e con x, € Hi. 

iv) H, 0H para toda i. y HN * Hy His --- Hn) = fe}- 

Demostracién 

i)=ii) Probemos que H,; tH. Et conjunto Af = {{e, hie DE ihe H,} es un sub- 

grupo de FAA. La funcién hy  (e... tn @---> e) es un isomorfismo entre H, y M. La aplicacion 

wi Wy x Ai x Pia X X Hy, definida por (gi ++ Ga) = (Gtee--1Git Gets +9n) &s 

un homomorfismo suprayectivo y keryy = M & H;, esto prueba que Hy IH. Sean & = 41 +++ 2a = 

ays), con 2,2; € Hj, entonces por 1) dan Ja misma imagen bajo el isomorfismo, asf % = 24. 

ii) ii) Sea ry -+- 2a = €- También se tiene e --e = e. Por unicidad de la representacién @, = €



para toda z 

ili)Siv) Sead, = pee tata an EERO (A, Thy yy ++ Hy) Entonces 

1 

  

PHA ek, n- Por r77), se tiene que    ; Feto prueba rv} 

iv)->i) La fincidn oT, x ~~~ x Hi, @ HE dada por a ((a1, 

  

}) = uy + By, es un homo- 

morfismo, va que para todo + € 1, y € H, cons # pay = yr. La aplicacién es myectiva, 

  

  fm efecto, si pty, =, tn) 24 dn = e, eNtonces + 

  

Sa ty CMY NUfy- «T,), esto 

  

imphea que v7 Ue = ay, De donde ay     2S = Ny Por definieiéu. fa apheacion es 

suprayectiva Tatonees ify) x +++ x Uy & Hl 

Definicién 1.2 EI producto directo de grupos abelianos se Hama suma directa, Sr GC — Bc, 

cada G, se dice sumando directo de G 

Definicién &.3 Un grupo G es un p-grupo, s1 todo elemento de G bene orden alguna potencra 

  

dep, con pun aimero prano, Un subgrupo H de G es Hamado wn p-subgrupo de G 

  

UN P-Grnpo 

Definicién 1.4 Un conjunto de elementos {a,,a9. 40,} de wn p-grupo abeliano Ges p- 
2 

independiente sr de la summa fimta >> na, = 0, se hene que 1a, = 0 conn, € Z para todo 
tl - 

1é fh. sr} Bs deem, n, =0 51 el or(a,) = 00 y el ar(a,) |, 92 or(a,) < 00, 

Defini    6n 1.5 Un conjunto {aq,.. 0} de elementos de un p-grupo abelano G genera a G, 

st para todo a © G, se fene que a na, conn, CZ, 

  

Dofinicién 1.6 Un conjunto fay. ,a,} de elementos de un p-grupo abehano Ges una p-base 

de G st es p-independiente y ademés genera al p-giupo G 

La sigmente proposicién se sigue pattie de la definerdn anterior y de la Proposicién | | 

  

Proposicién ¢.7 fl conyunto {ay, -,a,} es una p-base de un p-giupo abelano G si, y sdlo 

  
si. Ge @ (a) 

ml 

El signuente teorema cata demostrado en [6] pag, 97



Teorema 1.8 (Teorema de la Base de Burnside) 

St G es un p-grupo finito. entonces dos conjuntos generadores minimales tienen el mismo 

niimero de elementos. 

La siguiente definicidn tiene sentido. como una consecuencia de] teorema anterior, pues todo 

conjunto generador independiente es un conjunto generador minimal. 

Definici6n 1.9 El p-rango de un p-grupo abeliano finto G, denotado rank,G es el nimero 

de elementos de una p-base de G. 

Teorema 1.10 (Grupos Abelianos Fimitamente Generados) 

Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces G se puede descomponer en suma 

directa. de un ntimero finito de grupos ciclicos C;. Es decir, 

G=C,0---@Ck, 

donde C,...,C son todos de orden infimto. o para algin j < k, Cy,...,Cj son de orden 

mmy....,M). respectivamente, con m, fma[e--]my y Chaay--- Ck son de orden infinito. 

  

Demostracién 

Sea k el ntimero mds pequeiio tal que G es gencrado por un conjunto de k elementos E] 

teorema se prueba por induccién sobre k. 

Si k = 1, G es un grupo ciclico entonces la proposicion es cierta. Sea k > 1, asumimos que 

la proposicion es cierta para cada grupo generado por un conjunto de k — 1 elementos. 

ax} con la 

  

Primero se considera el caso cuando G tiene un conjunto generador {a1,. 
k 

ay ja igualdad }° 2,a, = 0 implica 2, = 0 
Eat 

cada g € G tiene wna Unica 

propiedad de que para todos los enteros 

  

..k. Por lo tanto, por Ja Proposicién 1.1. 2 
A 

represeatacion de la forma g => aya; con a; € Z. 

  

para todo 7 = I,.. 

    

Asi G = C,@---®Cx, donde C; = (a,) parai=1..... k. Ademas x,a, = 0 implica 2, = 0, 

  

por tanto C; 8 un grupo ciclico infinito. Entonces en este caso, G es suma directa de un ntimero 

finito de subgrupos ciclicos infinitos. 

Ahora supongamos que G no tiene un conjunto generador de & elementos con la propiedad 

anterior. Entonces dado algtin conjunto generador {a),..- 12x} de G, existen enteros 2}, ..-, 2



{no todos cero) tal que 

  

entonces 

Cent 
: (--a,)a, — 0 
=1 

asf podemos asumur que xz, > 0 para algun 2. Consideramos ahora todos los posibles conjuntos 

genaradores de G con k clementos. Denotamos por X al conjunto de todas las k—tuplas 

(v),...,2,) de enteros tal que 

  

> 2a, =O con 2, > 0 pain algiin z, 

+   

para algtin conjunto gencrador {a1,...,a,} de G. 

Sea my el menor entero positive de alguna k—tupla en X. Sin péicida de generatidad, 

tomamoes a my como la primera componente, para algtin conjunto generador {ay, . ,ax}, 

entonces 

Na) + Moda 4 ++ + Ua, =O (1) 

por cl algoritmo de la divisi6u podemos esembir a, = qty +17, donde 0 <¥, < my, para cada 

-,&. Entonces on la igualdad (1) tenemos que 

  

myby Frgay be baggy = 0 (2) 

donde by = a) + qaaa-F- + 1 gate. Stpongamos que by #0, ya que en ¢aso Contrano a, = 

—@ays +> + Gt, y esto Implica que G os geuerado por un conjunto de &—1 elementos, lo cual 

es ma contradiccisn Como a = by —qaag--- axa, entonces {by,a9,..,a,} es a conjimto 

  gonerador. Por la propiedad minimal de mj), tenemos de (2) quer, =» = 7, = 0, asfaydy ~ 0. 

Si Cy = (61), ya que m; es nn entero positive tal que mybp = myby + Oag +003 + + Oa, = 0, 

entonces Cy es ico de orden 72} 

  

Sea C7, el subginpo generado por {ag, ..,ax} Veamos que G = Cy GG). Supongamos que 

ab) © G, para alptin yy, 0 < 2) < my. Entoneces ryb) — veay + --bargay con ty, 2.52% CZ



Por tanto xb) — xga2 ~-- — Zgax = 0, de donde 2) = 0 por la propiedad minimal de m. 

Entonces C; Gy = {0} y esto prueba que G = C @G). 

Supongamos que Gy es generado por k — 1 elementos. G no puede ser generado por un 

conjunto menor de k — 1 elementos, porque entonces G seria generado por un conjunto menor 

de k elementos, lo cual es una contradiccién. Por hipétesis de induccién 

Gi =C20---®Cy, 

donde C),...,C son subgrupos ciclicos todos infinitos, o, para algiin 7 < k, Cy,...,Cr son 

todos grupos ciclicos finitos de orden ma, ...,7™ , respectivamente, con mz [m3]--lm,yG 

son infinitos para t > 3. 

Sea C, = {b,) para i = 2,...,k. Supongamos que C2 es de orden my. Entonces {b1,.--, dx} 

es un conjunto generador de G y mb, + mab + 0b3 +--+ + 0b=0 

Repitiendo el mismo argumento, se concluye que 7) [ me. Esto completa la demostracién 

del teorema. Ml 

Definicién 1.11 El entero r = k —j del teorema anterior es llamado el rango libre o mimero 

de Betti de G y los enteros mj,...,m, son Uamados los factores invariantes de G. La descom- 

posicién de G en el Teorema 1.10 es llamada la descomposicién invariante de G. 

Proposicién 1.12 Sea G un grupo abeliano finito. Entonces existe una timeca lista de enteros 

my....,my (todos mayores que uno), tal que or(G) = my---mM_ con m) | me fos f me, 

yG=C,@---@C, donde Cy,...,Ck son subgrupos cichcos de G de orden m,...,™ 

respectivamente. consecuentemente, 

G2Zm, @---BZm,- 

Demostracién 

Por el Teorema 1.10, G = C) ®---@ Cy, donde Ci,...,Cy son subgrupos ciclicos de orden 

My... my respectivamente tal que 7m | m2 |---| ms. Ademas IS x T| = |SI|T], para Sy T



conpuntos finitos, de donde 

IG] = {Cif [C2] -|Cy 
  
SI. 

Sabemos que un gipe ciclo de orden m cs tsomanfo a Zy,, entonces 

  

Zan, OD Lang 

A continuacién se demuestra gue la lista de euteros my),. ,m% que Cunple fo anterior es 

Unica, Supongamos que GC, O---OC,= Did OL; donde C,, D, son todos grupos 

cichcos de G tales qne 

CQ 

  

  = om donde my, [ag | +> | me, 

|D,| = 1, donde n, | ng | {ay 

D, taene un clemento de aden my, pero cada cleniento on G es de orden < my. KEnionc 

  

my <M, por cl mismo argumento mm, < nz entonces my = my. 

Consideremos 

my = (mCi) DW Cp C1) D (me- 1 Cx) 

= DI OO Cg Dy) O (arg. Dy) 

con mm, | my, paraz = 1,...,4 — 1. Tenemos que my) C, = e paras 1,...,4 — | Batonces 

  my A=       my —1Cy| = frag Di] y por tanto lig.) D,| = 1 para yp = 1,. = 1, De aqui que 

ma | mp1 por simetria del arguinento my yf my; Por tanto mg, = apr. Procediende de 

esta manera se prueba que mye, = my, para re = 0,1,2,. . Se tiene que mys my = 1G] = 

  

ny omy y de aquiquek =lym,=n,, puat=t,. ,A 

  

Definicion 1.13 $1 G = Zy,O-- On, con my 2 + > my, demos que Ces de tipo 

(amy... ty) y los enteras my, . 1m, son Hamados los muarantes de G. Un p-grupo abchano 

es homocrelico sees de tipo (pp pM). 

Una particién de um entero positive & es una r-upla (Ay, 42, Ry) de enteroy positivos tal 

10



r 
que & => k, con kj < Ajai para todo i= 1,...,7-1. 

1h 

Lema 1.14 Erste una correspondencia biyectiva de la familia F de grupos abelranos finitos no 

tsomorfos de orden p®% y el conjunto P(a) de parhcrones dea 

Demostracién 

Sea G € F de tipo (p™,...,p®) donde ay > a2 > ++ Dae yar tant to =a Sea 

la aplicacién a : F —» P (a) definida por o (G) = (a),.-.,0%). 7 es mmyectiva por la Proposicién 

  1.12. @ es sobreyectiva. ya que si (a1,...,Qs) € P(a), entonces el grupo Zyo1 @-- +B Zpeos, eS 

la preimagen de (a1,.--,@5) ll 

1.2 Grupos nilpotentes 

Definicién 1.15 Sea G un grupo y A un subcongunto de G. El congunto 

Ca (A) = {9 €G| gag"! =a pare todo ae A} es Hamado el centralizador de A en G. 

Co (A) es un subgrupo de G. En efecto, Cg (A) # @ ya que e € Co (A) . Sean x,y € Co(A), 

(ry)a(cy)! = ayay7'a~! = xaz~' = a para todo a € A. De aqui que ay € CofA) y 

analogamente «7! € Cg (A). 

Definicién 1.16 El subgrupo Z(G) = Cc (G) es Uamado el centro de G. 

Definicién 1.17 Sean G un grupo, x,y elementos de G y A,B subconjuntos no vactos de G. 

1) br, y} = 27ty zy es el conmutador dea ey. 

2) (A, BY = (fab) | a € A, bE B) es el subgrupo generado por los conmutadores de elementos 

de Ay de B. 

3) G’ = (ayy) | 2.y€ G) es el subgrupo de G generado por los conmutadores de todos los 

elementos de G. Uamado el subgrupo conmutador de G o derivado de G 

Teorema 1.18 (Teorema de la Coriespondencia de Grupos) . 

Sea & : G —+ Gy un homomorfismo de un grupo G sobre un grupo G. Entonces se trenen las 

siguientes proposiciones. 

i) Si H <G entonces &(H) < G1. 

il



V) St US Gy entoneers BUN) < CG. 

ii) Si HAG entonces ? U1) AC, 

i’) So. 1h IG, entonces 0! (IN) AG 

ili) & P< Gy ID ker ® entonces H = &-' ( UIT)) 

iv) Ja fenerdn [Py —» BCL) es una aphcacién brycctava entre la familia de subgrupos de G que 

contrenen al ker? y la farmba de subgrupos de G,, los subgrupos normales de G se corresponden 

con subgrapos normales de Gy. 

Demostracion 

i) Sean a,b € ff, (a), (bd) € & (IT). Entonces 

@ (a) (© (b))7! = (a) B (67!) = @ (ad7?) C OE) 

ya que ab ! € TH De aqui que & (IT) < Gy. 

¥) Siajbe & ' (71), entonces & (a), (b) © Hy. Como 

® (ab“!) = &(a) (2 (b))" EM, 

Se tiene que ab | Gb | (Hy) Mego 71 (7K) < G. 

ii) Soa ®(h) € B(IT) y g’ € Gy. Entonces g’ = ® (gy) para algtin g G G por ser sobreyectiva. 

Como 

f(D) d = (SG) TOA) OG) =2(g 'Ag) e O(H), 

ya que HIG Entonces 6 U1) IG). 

ii) Seah e & '(1), g 6 G De donde & (hk) © 1h, como 

(qo thg) = (&(q))' ® (h) Hq) EN 

ya que Hy Gy. Por consiguiente g tag C ® | (4), o sea ©! (1) GL 

iii) Ms claro que HEC & | (b (1T)) Sia € &7! (@ (IZ) entonces © (a) € & (72) y ® (a) = &(h) 

para algtin 4 € FF, De aqui que ® (eh?) = &(e) y ch7! € ker® C H, Por lo tanto a ¢ I 

Inego FT = & >! (@ (77)). 

iv) Sea Wy < Gy. Por 7) & 1A) es un snhernpo de G que contiene el ker ®. Por a2)



 (-! (H))) = Hy, luego la funcion H >» ® (H) es suprayectiva. Sean ® (H,) = ® (He), donde 

H, Hz son subgrupos de G que contienen el ker &, entonces &-! (@(;)) = ®! (G(Ap)). Por 

el inciso ii?) se concluye que H, = Hp. La primera parte de iv) esté probada por ii). 

Corolario 1.19 Sea N un subgrupo normal de G. Dado algiin subgrupo H, de G/N, existe un 

tintco subgrupo H de G tal que Hy = H/N. Més aun N < H 4G si, y sélo si, H/NAGYSN. 

Demostraci6n 

‘Yomando el homomorfismo natural & : G —+ G/N dado por g > gN, se tiene que, existe 

un unico subgrupo H de G que contiene a N tal que H) = ®(H})=H/N.@ 

Definicién 1.20 Sea N 4G. El homomorfismo Il: G > G/N definido por II (g) = gN es 

Uamado la proyeccién natural de G en G/N. Sr A es un subgrupo de G/N, la preemagen 

completa de Hf en G es la preimagen de HT bajo ta proyeccién natural. 

Por el teorema anterior Ja preimagen de H en G es un subgrupo de G. 

A contimuacién definimos la Serie Central Superior (serie ascendente) de un grupo G. Para 

n=l, Z(G) = Z(G). Sea Z(G/Z,(G)) el centro del grupo cociente G/Z; (G). Por el 

Corolario 1.19 existe un tnico subgrupo normal Z(G) tal que 

Z(G) /Z\ (G) = Z(G/Z,(G)) con Z(G) C Z(G). 

Inductivamente se tiene un subgrupo normal Z, (G) de G tal que 

Zn (G) /Zn-1(G) = Z(G/Zn-1 (G)) 

para todo entero positivo n > 1 Z,(G) es llamado el n-ésimo centro de G. Denotamos 

Zo (G} = {e}. Por tanto: 

Zn (G) /En—1 (G) = 2 (G/Zn—1 (G)) 

para todo entero positivo 7. 

Definicién 1.21 La sucesién ascendente de subgrupos normales de G, 
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{eh = Z(G) CAG) C-- CAC, 
es Hamada ta serse central superior de G st 

4AG) / 0 (GQ) = 2(G/4,-1 (GY pana todo ¢ 

Lema 1.28 Sea {e} = 2 (G)C A(G)C-.c By (G) C++ la sere central superior de un 

grupo G, entonces Zp (G) = {x € G | [a,y] € Z.-1 (G) para todo y € G}. 

Demostracién 

AG/Anr-(G)) = {eZy1 (GQ) [axe G, yey, = 2yFn 1 (G) para tedo y € G} 

= {@Zn— (G)|2eG, ay 'ay eZ) (G) para todo y € G}   

= AAG) SM (G) = {24n- (OD) 2€ A (Oy 

  

asi Z, (G) {2 €G| aly 7'ay € Za (G) para todo y € G} 

De aqui que Z(G) = {a € GI [,y] € Zn-1(G) paa todo y € G}. ml 

Definicién 1.24 Sea G un grupo La sucesién de subgrupos de G. 

{e}=Go CG, G- CG, = 

se Hama serie central 2 G, 1 Gy G./Gi4 < Z(G/G,_1) para todo 2 © {1,.. yr}. La 

     

longitud de la serte es el mimero vr. 

Definicién 1.25 Un grupo G es nalpotente sx tiene una sere central, el grado de nalpotencia 

de G es la longitud minuna de todas las series centrales. 

Proposicién 1,26 Una sucessin de subgrupos de un grupo G, {e} = Go GGG CG, = G 

es una serte central de G st, y sdlo st, [(G,,G] < G, .. para todo 4. 

Demostracién 

Supongamos que {Gi}, es uma serie central de G. Six © G,, y¥ € G so tiene que 

2G, yG,-) = yG)1aG,_1. En efecto, como G/Gi-1 < Z(G/G,..1) , se tiene que ayG,_1 = 

yeG, 1. De aqui qne aly tay € G, 1, es decir, [2,4] € G1. Esto prneba que [(G,,G] < Gyr. 

Ahora supongamos que para cada ec {l,...,2}, [(GuG} < GG. Six eg Gy € G se 

  

€ G, para todo 

  

tiene que 2 = [x,y] € G4, ya que Gi. < G,. Entonees y 

id



y € G. asi G, < G para todo 7 € {I,....n}. Ademas para todo x € G, y para todo y € G, 

wlylcyG.-1 = Gi. Mego ayG;-1 = yxGi_, esto imphica que G,/G,-1 < Z (G/G,1).™ 

Proposicién 1.27 G es nelpotente se, y sdlo $1, Z_ (G) = G para algtin entero posttwo n. 

Demostracién 

Supongamos que {e} = Go C Gy C --- G G, = G es una serie central de G, asi G,/Gi-1 S 

Z({G/G,-1) para todo 1. Se tiene que G; © Z(G) = 2% (G). Supongamos que se cumple para 

2—1, por demostrar que G, € Z;(G)- 

Para cada x € G,. y pata todo y € G, se tiene que 

2Gi-1yG.1 = yGi-1eG,-1, asi aly ay € G1 © Z-1(G). 

Ademdas 

Z(G) = {2 € G|x7ly""2y € Z, (G) para todo y € G} 

por lp tante G, C Z(G). 

Como G = G, © Z,(G), y sabemos que Z, (G) € G = G, se obtiene que G = Z, (G). 

Si Z, (G) = G para algtin entero positive n, entonces esta serie es una serie central, por tanto 

G es nilpotente. Ht 

Lema 1.28 Sea G un grupo nitpotente. El grado de milpotencia de G es la longitud de la serie 

central superior. 

Demostracién 

Sean {G1}, 59 wna serie central de G de longitud minima k y {Z:})>9 la serie central superior 

de G de Jongitud m.0 Por demostrar que 7 = k. 

Por la proposicién anterior se Gene que G = Gy < Zp, como Zp_1(G) Zm = G entonces 

Zm < Zs, por tanto m < k. Sim < k& entonces {Z}i>4 es una serie central de longitud menor 

que {Gr},5, - lo cual es una contradiccién. Por tanto m= k. il 
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1.3 p-Grupos finitos. 

Lema 1,29 (Teorema de Cauchy para Grupos Abchanos) 

Sean G un grupo abehano frito yp wn mimero primo. St p dande al orden de G, entonces G 
taene un elemento de orden p. 

Demostracién 

  

El teorema se demuestra por mduceidén sobre el orden de GC. Sean = |Gly p| in.   

Supongamos que el resultado es cierto para todos los grupos de orden m con p Jon, y mcm 

Sor (G) = po si Ges un gimpo efchco, existe un subgrupo cichco de GC de orden Py ¥ por lo 

tanto existe un elemento de orden p. Supongamos ahora que existe b € G con b # e, tal que 

G F (b), ol subgrupo efclico generado por b. Si p | or ((8)), hemos terminado Si p no divide a 
G » Por hipstesis de induccién existe 7 E 7 (b) (b) 

or (a), entonces a = e implica a4 == 2, por lo tanto pf, entonces 

  or ((6)), entonces p divide al orden de aeG, 

    tal que or (a) =p Sea hk 

  

existe un clemento de G de orden p. ii 

‘Teorema 1.30 (Teorema de Sylow) 

Sea Gun grupo finto y p un mimero primo. Sap” damde al orden de G, entonces G taenc un 

subgrupo de orden p”. 

Demostraciéu 

La prueba del teorema os por induccién sobre 2 = or(G). Sin = L el resultado es obvio. 

Asumimos que el resultado se cumple para todos los glupos de orden menor que n. 

Si el orden del centio de C es divisible por p, entonces por el teorema anterior cl centro de 

G contiene un elemeuto @ de orden p El grupo cicheo C gencrado por a es un subg.ipo normal 

on G, y el pinpo coviente GC! uence orden ” el cual es divisible por p’* |. Por hipdtesis de 

inducci6n, G@/G contacne un subgrnpo IL/C de orden p'-}, queda. probado ol teorenia en este 

caso. 

Ahora consideremos el caso on el cual el orden del contro de G no es divisible por p. Con- 
  

sideramos la ecuacion de clases de G: 

  

n~or(G) — or (Z(G) + SO (GN (a)], 
a 
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donde la sumatoria se toma seleccionando un elemento para cada clase de elementos conjugados 

de G. Sabemos que p [ 7, pero p no divide al orden de Z(G) . Entonces p no divide a [G : N (a)] 

para algtin a € G, a ¢ Z(G) esto implica que p™ { or (V (@)) y or (N (a) < or (G)- 

Por hipstesis de induccién, N (a) tiene un subgrupo de orden p™, con lo cual terminamos 

Ja prueba. 

Corolario 1.31 (Teorema de Cauchy} 

Si el orden de un grupo fimto G es divisible por un mimero primo p, entonces G hene un 

elemento de orden p. 

Demostracién 

Por el Teorema de Sylow existe un subgrupo de orden p. 

Corolario 1.32 Un grupo finito G es un p-grupo si, y sdlo si, el orden de G es una potencia 

de p. 

Demostracién 

SiG tiene orden alguna potencia de p, se sigue que cada elemento tiene orden alguna potencia 

de p. Ahora asumimos que cada elemento en G tiene orden alguna potencia de p. Si existe un 

mimero primo g # p que divide al orden de G, entonces por el Teorema de Cauchy, existe un 

elemento de orden q, lo cual es una contradiccién. Asf G tiene orden alguna potencia de p. Hl 

Definicién 1.33 Sea p un nmtimero primo. Un subgrupo H de G es un p-subgrupo de Sylow de 

G st es un p-subgrupo méxmal de G. Si or (G) = p°t y (p,t) = 1, un p-subgrupo de Sylow de 

G es un p-subgrupo de orden p°. 

El teorema de Sylow se enuncia de la siguiente manera: 

Teorema 1.34 Sea G un grupo finito con or (G) = pt y (p,t) = 1. Entonces G contiene un 

p-subgrupo de Sylow. 

Proposicién 1.35 Si G es un p-grupo finito con mas de un elemento. entonces Z(G) taene 

mds de un elemento. 

Demostracién



Sea TH nn subgrupo de G. Por el Teorema 1.30 tenemos que p | [CG : Tf], por la ecnacién de 

clases de G y pot hipétesis tenemos que p | Z(G) Por tanto 
  
Z(G)|>1 

  

Proposicién 1.36 Todo p-grupo finto es nilpotente. 

Demostracién. 

Sea G' un p-gipo finito, Probemos que G tiene una serie central 

St G es abeliano, clataimente 1 < G es una serie central. Snpougamos que G os no abeliano. 

Sea H uu subgrupo normal propio de G, entonces G/H # 1. Sea gH € G/H, como g € G 

entonces [g] = p™, para algiin m € N, por tanto (gHy” == g?" H = H, entonces el orden de gif 

divide ap’ es decir, ef orden de gH es una potencia de p. De aqui que FT es im p-subprupo de 

a. 

Por la Proposicién 1.35, 2 (G/H) tiene més de un clemento, por cl Corolario 1.19 existe 

un thico subgrupo normal M2 de G que contione a H, tal que Z(G/H) = He/ WM, haciendo m 

procedimiento analogo con JTz obtenemos Hg que cumple Z (G/H2) = H3//H2. Renombrando 

Hf = Fy, so tiene la siguiente seme: <i) < Hy < TIy-+- 

Como G os finito esta serie debe terminar, entonces existe una 7 tal que 

L<ih < Has y---<Sin=G, 

con Z(G/H,) = Hy yy /H, para cada i = 0,...2 — 1, por tanto G es nilpotente, Ml 

1.4 Serie anuladora superior de un anillo 

La constriecién de la serie anuladora superior de nn anillo es de forma similar a la 

constiuceién de la serie cential superior de mi grupo. Un resultado andlogo al Teorena 1.18 es 

o] siginente: 

Teorema 1.37 (Veorema de la Correspondencia de Anallos) 

    

Sea f R-» S un homomorfisme de un analla Rh sobre wn allo S, y sea N =: ker f. Baton 

  

ta funcidn FA ro f (A) de e una correspondencia myectiva entre cl congunio de todos los 
  

adeales (adeales derechos, vdeales wzquierdos) en R gue contaenen aN y el congunto de todos los 
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rdeales. Pacales derechos. adeales wquierdos) en S. Ademés se preserva el orden en el sentado 

que AC B ai. y sélo si. f (A) C f(B). 

Demostracién 

Sean Ki un ideal arbitrario en S y A = f7'(K) Probemos que A es un ideal en R. En 

efecto. sia.b € Ayr € R, entonces f(a —b) = f(a) — f(b) € K,y far) = fa@f@rek, 

ya que K es un ideal y f(a) € K. Asia —-be fO(UK) y ar € f-' (KK). Similarmente si 

ra @ f~! (4). entonces A = f—! (KX) es un ideal en R. Andlogamente se demuestra que si A es 

un ideal en R. entonces f (A) es un ideal en 5, consecuentemente la funcién F es sobreyectiva, 

puesto que un ideal K en S es de la forma f(A) para algin ideal A en R. Se prueba que 

K = f (f-'(K)). Claramente K 2 f (f71 (K)). Sea x € K, como f es sobreyectiva, existe un 

a€ Rtal que f (a) =z, entonces a € f—) (KX); asi x = f (a) € f (f-) (4). 

Ahora se demuestra que F’ es inyectiva Supongamos que A y B son ideales en R que 

contienen a N tal que f(A) = f(B). Se afirma que f~? (f(A)) = A. Sea x € FOG (AD), 

entonces f (rt) € f (A). Esto implica f (x) = f (a) para algiin @ € A; asi t@~a€ ker f ¢ A, por 

lo tanto z € Ay f7! (f (A)) ¢ A, la otra contencién es clara Similarmente, fOU (B)) = 8, 

por lo tanto f(A) = f (B) implica que A = B. 

Finalmente, sean A y B ideales en R tal que A C B, entonces f(A) C f(B). Si f(A) = 

f (B) tenemos que A = B, por lo tanto f (A) C f (B). Inversamente, si f(A) Cc f (B). Entonces 

A= ff (A) ff (B)) = B. Como f (A) C f(B) no puede suceder que A = B, asi 

ACB 

La correspondencia inyectiva entre el conjunto de ideales izquierdos o ideales derechos se 

establecen con los mismos argumentos. i 

Una importante consecuencia que nos permite construir a la serie anuladora superior es la 

siguiette. 

Corolario 1.38 Sea S un ideal de R. Dado un subandlo H, de R/S emste un timeo subanallo 

H de R tal que Hy = H/S, més ain, H es un ideal de R si, y sélo st, H/S es un rdeal de 

R/S. 

Demostracién 

Consideramos el homomorfismo natural ® : R > R/S, por el Teorema 1.37, existe un unico 
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subanillo 1 de R que contienc a $ tal que H! = © (ID) = T/S. 

Definicién 1.39 Sea R un amilo, el congunto Ann® == {@€ R] ab = ba = 0 pan todo be R} 

es llamado cl anulader de R 

Lema 1.40 AnnR es un ideal de R 

Demostracion 

  

RAB ya que 0 © PR. Sean a,b € AnmB ya € F, entonces (a—b)x ba = 0, 

andlogamente x (a- 6) = 0, por Jo tanto, (a — 6) € PR. Sear € R entonces Gala =r(ar) =0 

y a (va) = 0, por lo tanto, ra, ar © Ann. Mt 

Constiuccién de Ja serie anuladoia snporio de un anillo R. 

Para n= 1, sea Ry = AnnR Por el Lema 1.40 Ann (R/ Ry) os un ideal de R/ Ry, por cl 

Corolatio 1.38, existe un tinico ideal Ry de R tal que 

Be/R, = Ann(R/R) con Ry C Ro. 

Inductivamente se obtiene un ideal 2, de B tal que 

Rn/7 Rn = Ann {(R/Rn-1) 

para algiur entero positive n > 1, 2, es llamado cl n-ésumo anulador superior de FR. A partd 

de esto se tiene ta siguicnte: 

Definicién 1.41 La sucesién 0 = Ryo © Ry CO +) CR, = BR de adenies de un amilo R que 

cumplen R/T) = Ann(RARr1), la Hamaremos la sere anutadora superior de R El 

mimero nes ta lougitud de la serve anutadora superior de R 

Doefinici6n 1,42 Una sucesrén 0 = Ro CR) C- € Ry, = R de weales de R tales que 

RAR 1 Ann (R/Ry1), la lamarenos sere avwadorn de R. 

Proposicién 1.43 Sea Run aniloy 0= Ro © Rp CO... CG Ry = ER la seme anuladora Superior 

de RB Entonces Ry = {AC R{ABER py BAE Ry pmatada BER} RR, C R, ay 

RRC Ry 
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Demostracién 

Sabemos que Ri / Rr = {ALR | ALE Re} Ademas 

Anni R/Riajy = {ARs [Ae RB: ABR); = BAR, = Rr. pata todo BRy_) € R/Ri-1} 

= {AR y~|AER: ABE My y BAE R-1 paia todo Be R} 

= RY/Re-1. 

asi 

R, ={AE RABE Risvy BAE Ry-1 para todo B € R} 

Finalmente se tiene que RR, C Rea y Re? © Rev. Si A € R, entonces 

  R AR, € RRR = Ann ). 
Ria 

por fo tanto 

ABR,_| = BAR, = R-) para todo BE R, 

ai BAL ABE Ry. 

Observe que la seguida parte de esta proposicién se cumple si la sucesién de iceales es wa 

setie anuladora de R. 

 



  

Capitulo 2 

ESTUDIO DEL ANILLO DE 

ENDOMORFISMOS DE UN 

p-GRUPO ABELIANO FINITO 

Sean EndG el anillo de endomorfismos de G (morfismos de G en G), y AutG' el grupo 

de automorfismos de G (bajo la composicién de funciones). En este trabajo denotamos J, = 

(1,...,n} para n un ntimero natural fijo. 

2.1 Representacién matricial de endomorfismos y automorfis- 

mos de G. 

Seca G un p—grupo abeliano finito de tipo (p™,p™,...,p™) con m, 2 m2 2 --- > Mn, 

es decir. G=@ Cp. donde cada Cpm, es un subgrupo de G. Si Cyn, = (xi) con or (x,) = p™ 
w=] 

paras € Jy. entonces @ = {21,22,-. Tn} es una p—base de G y Cy, & Zp. 

Definicién 2.1 Sea G un p~grupo abeliano fito de tipo (p™,p™,...,.p'") ¥ 

F = {ay lay € Zpr, para cada i € J,}. Une matriz A sobre F con respecto a la p-base Bes 

una funcién. 

{13% 3—>F tal que f (2in7,) € Zp~. para todo (i,j) € Jz. Diremos que A es una matriz 

nxn sobre Fy f (14.23) es lamada la (i, 7) entrada de la matriz A y denotado por ay; ast se 
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escribe a A = (¢;) CON Oy, © Lyn. 
nxn 

Denotamos al conjunto de matiices con respecto a la p-base B por M (fp). 

Dolinicién 2.2 Mn el conjunto M (B) se definen las suyurentes operaciones: 

Sean f € M(B), 96 M(P), a, % € B. 

Bl (F449) (1,2) = fee 5) + 9 (Bas) 

120 (Ff 9) Gana) = z F@ xe) oe, %)) con ae GB 
Parak <ig gta, ty) es la reduccidn de g(@,,2,) mddulo p™ y sik > + consuderamos ace, in ®)) 

  

como g (th, ty) € Zym, 

  

Se tiene que (M (3), +) es un gritpo abeliano aditive con 0 = (0,)) € M(B) donde 0,, es cl 

nentro aditivo del anillo Zp», . 

Si f,g,h € M (f) entonces 

  

  

f(t,%)) (9 na) h(a,x,)) = > f (%,%y) (= (aya) he (ay: } 
-1 

(Sree Tauri) Aly), 
i=] 

por tanto f (gh) = (fg}h. 

Ademas 

Fn) (g aay) ahaa) =f (ar,a,) (Cg +h) (v1, 2%) 

= s F(t, 24) (9 +1) (2m 

kal 

    

  

= > Sf () Cin ty) (a, 2) 

= Yo lene) 95) 1) + Feo) Dene 

  

asf f(g h) = fo+ fh, analogamente (f+ qh = fhtgh Por tanto (M4 (8) ,+, ) es un anile 
n 

Sea T € MndG, entonces T (e)) =) at, con f (04,2) = Og € Zpm.. Se dofine la finerén 
= 

Hoo: BndG — M (pf) como 
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H(T) = f, donde f (%.,%;) = aij € Zp. 

Teorema 2.3 H es un isomorfismo de anillos entre EndG y M(B). 

Demostracién 

Sea T. S$ € EndG, x, € 8, H(T)=fy A {S}=9 

IL (T+ S)(u,) = They) +8 (0) =3 2 fenz)at ) 9a), 
i=l 2=1 

(= (Ff @ineg) + ato) , 
11 

il 

asi H(T +S) = f+g=H(T)+H(S). 

tL (F.8)(@,) = T(S@))=T (Spot) =) 9 (04,25) T (ax) 
A=] kel 

n 

(: (rx, 23) » f (ti, tx) n) 
1=1 

i 

kel 

=> (= Flew) ay 
i=] k=) 

YS Ugl(enrse, — por 2.2 
i=l 

por lo tanto H (T.S) = f.g = H (1). (S). Entonces H es un homomorfismo. 
a 

Supongamos que H(T)) = H(T2) = f, entonces parag € G, g =) oi, con t € 
i=l 

3B ai € Zp. 

a 8 
Ti) = Th (5: ow] =)> aT (2) 

mal 11 

=> (- » Founder) con 23,24 € B 
i=l k=l 

i 1 aT, (ai) = Ty (>> oi) = Ta (9) 
ist i=} 

asi T; = Ty. Por lo tanto H es inyectiva 
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Finalmente, si f ¢ M (2), se define a T como : 

n n 

rT (>. vo) => Of (g,24) th, CON A, we Ee B, 
al AL 

se afiima que TG BndG, on efecto. 2 

T (>; Oy ty 

  

-— T (> (a + va) 
1 1 

a 
= S (an +) f (tk, ti) ee, con ay, € B 

kel 
a n 

= SS Of @h, a) Lil > Yel (ay aa} ag 

hel kel 

= 7 (> vin) +P (>; vs] 

21 Ih 

)) =r 
a 

= SS cc, f (tp, 81) &e 

k=1 

n 
= 6 Of (gy Ba) Be 

A=l 

n 

= ¢«T (>> on) ; 

A-L 

por tillimo se concluye que sie, € ff entonces 

adenis 

  

Ee )at (>: ou} =) > On f (Gk tr} Ue =) f (x,y) t, 

AL tel k= 

asi (LP) = f Por lo tanto Ff es sobreyectiva. i 

Observar que el isomoifismo A depende de la elcecién de la p-base 7, 

iw]
 

an



  

2.2 p-Grupo abeliano de tipo (p™,p”?,p™, pp”) 

A partir de aqui, y lo que sigue de la tesis se trabaja con un p-grupo abeliano finito G 

de rango 5 y de tipo (p™,p", p™,p'™ ,p™) con ny = mM, = Mg = Mg > No = M4 = Ms. 

5 a 
@ Cyn, con Cp, subgrupos ciclicos de orden p”, asf Cyn & Zpm,. En todo el 
=} 

trabajo se usa indistintamente m, 6 n; para escribir los invariantes de] grupo, segiin cual nos 

  

Entances G 

  

convenga. 

A continuacion se describen los endomorfismos de G conociendo como acttian los elementos 

de una p-base de G. Sea Cp = {x,) para todo i € Js, entonces {ay,%2,23,%4,25} es una 

p-base de G. Sea A € EndG entonces A (z;) => a,,%; donde a,, son enteros médulos p™. 
1s 

5 

0 = A(O) = A (p21) = PUA (ei) = PY ane: = penta + PM A518 
=) 

la igualdad sucede si, y solo si, p™aq, = p"?Gqy y p™ a5, = p™G51, como p™ > p™? entonces 

44).45, toman cualquier valor en Zyr. 

Como or (1) = or (%2) = or (x3) = p™, analizando A (p™ 22) y A(p"'23), se llega a que 

figz. 452. @43. 453 toman cualquier valor en Zpn2. 

5 3 

0 = A(0) = A (p"a4) = pA (14) = ph? D> aise =>_ pau 
1 1=1 

ron 4,4 € Zpry patai € J3. Esto sucede si pag = pq asi a4 = pi'-"aq para todo t € J3. 

Andlogamente @,5 = p"!~"?@,5 para todo i € J3. 

Por c} Teorema 2.4, el anillo EndG es isomorfo al ani!lo de matrices cuadradas de la forma: 

an a2 a3 Pag pas 

cay 02 23 p™ "agp"? 025 

a3, a32 @33) P™"2a34) p™—"ags | oj © Zyms 

Oar O42 143 44 aas 

Qs1 &52 053 a54 O55 

Proposicién 2.4 El orden de EndG es ponr+l6n2 
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Demostracién 

El uimero de clementos de LndG es el producto de los valores qe puede tomar cada entrada 

médulo p™. Por tanta or(BadG) = per lone pg 

G puede ser considerado por suma de dos grupos homociclicos G = G © Ge, donde Gy y 

as, Gy son grupos de tipo (pp, p™) y (p'4, p™*) respectrvamiento, 

Sea Ae BadG, A:G= G1 0G, — G1 Ge. Y sea g € G, g = gy + qo con G © G), pata 

? € Jg. Tentonces 

A(g) = A(q) + A (a2) = (911 + 921) + (912 -F faa) con gu & Gi, gn € Ga parat € Jy 

Se definen las siguientes funciones: 

Ay 1G, —> Gy como Ay (93) = oy 

puesto que A,, € Hom (G,,G,). Por lo enal 

EndGy Tom (Ga, G1) 

Tom (G1, G2) EendGo 
EindG = 

con Hom{G),G2) == pe"? My, xry (Zp), donde M, x49 (Zper) es el grupo aditivo ry x r2- 

Matrices con entradas on los enteros médulo p™, con 7) = 3 y re = 2. 

Sea A = (A,,) tal que A,, € Hom (G,,G.), es dech, A € BndG con Ay = 0 (mod p™”) 

y A, £0 (mod p™) parar~ ly 7 #2. 

Lema 2.5 Sea A = (A,,) entonces det A no es congruente con cero (mod p) 51, y sélo sa, 

  

det A, no es congruente con cero (mod p) 

Demostracién 

Desarrollando los determinantes tencnios que 

det A = det Ay) det Ase (ined p) 

A continnactén se caracteriga matiicalmente a AWG



  

AutGy Hom(G2,G1) 

Hom (G,,G2) AutG2 
Proposicién 2.6 AuG = ( 

Demostraci6n 
AutG Hom{Go,G 

C) Sea A = (Ay) € AutG, demostraremos que A € oe) om (Co, Gi) 
Hom(Gi,G2) AutGy 

Por hipétesis existe B = (B,;) € AutG tal que AB = J, es decir, 

Ay Al Bu Bo \_ { h 0 

Ag Azz By Ba 0h 

donde J; € AutG,, Ig € AutG2. Por tanto 

AnBu + ABa = (1) 

Aoi Biz + Ao2 Bor = f2, (2) 

entonces Ay By, = J) — AizBar, puesto que Aig = 0 (mod p), entonces A}2B21 es nilpotente 

inod p™, es decir, existe una k € N tal que: (AizBar yj = 0 (mod p"'). 

Asi que: 

(Nh - Ai2Ba) (n + At2Bar + (Ai2Bar)? +--+ (Ai2Ba)*") =f 

por tanto (AnBu)7 = 1, + AjBa + (Aj2Bar)? + toh (Ay2Bu)* es el inverso de Ay, 211, 

de donde 

A= AyBu(AnBu)y = An (Bn (AnBuy) : 

asi Ay € AutG), andlogamente se demuestra que By € AutGi. 

Similarmente se prueba que Ag2, Bo € AutGo. 

An A AutG Hom (G2,G. 
D) Sea A = ( nop € ( ' (G2,@) , probaremos que A € 

Ag Az Hom (G1, G2) AutGe 

AutG.



Sea A= B+C con 

Ay 0 0 Ap 
pa{ 7? yO= Py, 

0 Ay Ay 0 

obsérvese que B & AutG, asi oxiste Bo! C AutG tal que BBo! = 2, Entonces 

AB =(B+C)B !=I+CB 6 EndG 

tealvando un argumento similar a la primera parte, se obtiene que AB! es uversible y se 

sigue que A€ AutG @ 

Proposicién 2,7 Sea Ae EndG. Mntonces A € AutG sx, y sélo si, dou A no es congruente 

con cero (mod py 

Demostracién 

Sea A € AutG, como or (EndG) os finito, entonces or (AutG) os finito, existe una & tal que 

A = 7, asi det (A¥) = det A.detA , det A = 1, por tanto detA no es congruente con cere 

{mod p) 

Ahora supongamos que det A no es congruente con coro (nod p), entonces det A,, no es 

congruente con cero (mod p), por tanto (det Age,p™) = 1, ast det Ago € Zprr existe una 

A <p tal que Adet Ags = 1 

Sea pres 

On ay 
Aap = ; 

O21 O22 

se observa que 

22 O12 AL 12 
kh — Ib 

7O2 AL Ao. 22 

y 

Vy &yQ a2 —A12 
K = I, 

O21 M22 HAa MH 
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de donde 

22 a2 
k 

O21 LE 

es el verso de Aga. Por tanto Agz € AutGo2. Andlogamente si 

Oy, Op a13 

Ai = |} ay a22 093 

O31 32 33 

el inverso es 

6990133 — 093032 013032 — C2093 12023 — 013022 

rl
 

1930031 — 0210033 01133 — 01303] 13021 — 1023 , 

04910039 — 92031 0112063] — O32 11122 — 2021 

donde Kdet Ay; = 1, se concluye que Aq; € AutGi- 

Por la Proposicién 2.6 

AutG, Hom(G2,Gi) 

Hom (G,,G2) AutGe 
AutG = 

entonces A € AutG. 

El siguiente resultado nos ser de utilidad para obtener el orden del grupo AutG. 

Lema 2.8 Sean H y K subgrupos finitos de un grupo G, 

or (A) or (K) 

or) = AK) 

Demostracién 

Notamos que AK es la unién de clases tzquierdas de K, es decir, 

AK =U RK, 
hen 
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cada conjunte cerrado de A tiene or (AC) elementos, es suficiente encontiar el niimero de dis- 

fintas clases izquierdas de la forma hk, con h © H. Se tiene que Ay K = ho para fy, he € HT 

sty sélo si holy € K. Do esta manera hy = hak si y sdlo si ayy € LINK si y sdlo si 

i (INK) =hyoGink). 

Asi el nttnero de clases distintas de la forma AJ€ con h € H, es el mimero de clases distintas 

RCH OK). cow € UW, Por ol Toorema de Lagrange 

or (#) HK} = eM) ot HK Saray 

(ET 
41K consiste de onarn ‘5 clases distintas de K (eada cual tiene or (¢) elementos). De aqui, 

se sigue la igualdad, Mf 

Proposicién 2.9 El grupo AutG tiene orden p"+162-9A con (p, A) = 1 

Demostracisn 

Elinimero de clomentos de AntG esta dado por el producto del niimero de clementos posibles 

que pueden tomar AwiG), AutGy , Tom (G,,Ge), Hom (Ge, G1). 

Calcularomos cl mitmero de elementos de AuéG,. Nétese que G, & Zo DZp, DZpmi, para 

obtener cl orden de AuéG) basta contar el niimero de bases de G). Consideremos 2, el primer 

elemento de nna base, cl orden de (21) es p”?. Sean 

H = {2€G,]} or(a)=p™} 

y 

Hy, = {@eG,|or(x) <p} 

EI] niznero de primis relativos dep" es p™! — p"'— ast ol ntimero de elementos que no 

genoran a Zyros pet ' por tanto or(7f)) — pens, Isntonces el mimero posible de clecciones 

para ay on or(1]) =or(G)) -or(H)) = p= pit 

Eligamos 74 el segundo miembro de la base. Sean 

TT = {a €G|or(x) =p" yx ¢ (ay)} 

y



MR = (yeGily=axy +z, con ae Zyn y 2¢ Mh} 

observe que Hy. (11) Ay son subgrupos de G1. Por el Lema 2.9 

_ or(aijor(Ah) PP ang2 
or (Fh) = (ey) ~ pet 

como el orden de tg esp"! y ademds x2 ¢ (21) entonces el ntimero de elecciones para el segundo 

elemento de la base es or (#) = or(G)) — or (&h) = pm _ pn -2, 

Por ultimo se contara el mimero de elecciones para 23. Sean 

AH = {2€G,]} or(z)=p™ y re (x1, 22)} 

¥ 

Hy = (ye Gi | yaaa, t+ agr, + 2, con a1,a9 € Zp yzeM}, 

entonces 

= or(G,)—or (fh) = 

  

para elegir a 2:3 hay tantas posibilidades como el orden de H. Asi or (# 

porn — pian 

Por tanto el mimero de posibles bases para Gj es: 

or (H) or 2) or (#7) = (p™ _ pms) (pe _ pm?) (pr) 

= pons (p* -1) ( ~)@-h, 

se concluye que: 

or (AutG,) = pe™-* (1) oa -1)~-)), 

para calcular el orden de AutG2, notemos que Go = Zyr2 ® Zpr2, entonces con un argumento 

similar se demuestra que: 

or (AutGe) = (pn? _ pn?) (pr? _ prt) = pina (p? _ 1) (p _ 1) ; 
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consecuentemente 

or(AwtG) = or (AutG,) or (AutG2) or (Hom (Gy, G2)) or (Hom (G2,G1)) 

= p88) (2) (p — Ep 3 (p? — 1) (p— bp prep 

pmo ot) Pm AP, 

Si A = (p? — 1) (? - 1)’ (p- 1)? Asi se concluye que (p, A) = 1M 

2.3 Estudio de S subconjunto de Endomorfismos de G 

Es esta seccién se deline a un subconyunto S del anillo de endomorfisinos de G que runple 

que $+ J es un p-subgrupo de Sylow de AuéG. Denotaremos Js = {4,5} 

Definicién 2.10 Sea 

per? siaé Jp y 9 G Is 

ays L sit> 9 

P sit<g7 oc (iE 15076 Js) 

definamos aS = {A = (ay) € LndG | ay = Crylay CON Oy © Zam} , entonces 

Poy Par poy; PI TPary pars 

C27 pag pers Pang pos 

Se Os O32 pany p™ Pag pr™ag, | € BndG | dy © Zp 

Nay Gan 4 paaa peas 

as] 52 A53 a4 pss 

Lema 2.11 S es un subanlle de EndG. 

Demostracién 

lis claro que 0 = (Oj) € 9 (ueutro aditive de BndG). Sean A = (t,) C$, B= (by) € 5, 

CON Ay, = Ory y5 Dry = Cy Bays Cag ll,, © Dyer, eubonces ay — by = ey (Oy - By) asi A~BeSs 
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5 
Si AB =C =(c,), donde q, = SY eu Oneky8,,- Por demostrar que C' € S. 

k=l 
I caso Si2€ Igy j € Is. 

  

3 3 5 

> CeO KCB, = PY? (»: Crna Bagt yi otis) = pmemy,,. 
= kaa hel 

2caso Sii<) y (§ € 1505 € J3)- 

ayie ds 

5 4 

Gy =), Ck RC Bg =P (>: ern0r4By, + aatits) = Ply 
k=l = 

b) j € Jy 

5 

Ciy =) C14 Crk CGB hy =p 

kel 

  

3° caso Sit > 3 
5 

claramente c,; S CROC BK, = Vays 
kel 

esta implica que C € S. Por tanto S$ es un subanillo de EndG.@ 

Proposicién 2.12 $+] es un p-—subgrupo de Sylow de AutG. 

Demostraci6n 

Primero probaremos que $+ 1 © AutG. Sea A = (Ay) € 5, con Ay € Hom(G,,G.), 

ONO ES 

An th Aj2 
A+l= eS+i, 

An Agathe 

donde J, es la identidad de End(G,) para i € Je. 

Desarollando Jos determinantes y aplicando un argumento similar al lema 2.6 tenemos que 

det (A+ 1D) = det (An +). det (Ag2 + Iz) (mod p) 
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pay + pais pay 

det(Aip+ hi) = det M2 pag + pary 

ayy 32 pags +L 

= (pty, 4 1) [(para 4 1) (pag + 1) ~ pay; 3g) (mod p) 

asfdet (Ay tL) = 1 (od p), andlogamonte det(Aza + ly) = 1 (mod P) Entonces 

det (A + J) no es congiuente con cora médulo p Por tanto A+ Te AutG. 

Ahora prueba que $+ fs un subgrupo de AuiG. Claramente § + 746 (1 6 $+) Sean 

Ati, B+ Te + 1, entonces 

(A+ DI (B EN =ABLA4B+leS+t, 

por ser S un anillo, Por la Proposicién 2.9, AutG es un grupo finito ontonces A-+ I tiene orden 

finite, sea? cl orden de A+ f. Sea kh = 7 - L, entonces 

(AF DS = AbY («) Abd 4. (:) ARP (4) Ades! 

por tanto (A + hy e § 41, es cl inveiso de A4 7. Se concluye que S$ 4-7 os subgrupe de 

AutG 

Observe que el orden de S + / es igual al orden de S. 

or (S FP) =: or (S) = pour! Oreo 

por el Corolario 1.32, 9 -+ J es un p-subgrnpo, por ta Proposicidn 2.9, AutG = pm +l6n2— a 

con (p, A) = 1, por la Teorema 1.34, 9 FJ es nn p-subprupo de Sylow



Capitulo 3 

SERIE ANULADORA DES Y 

SERIE CENTRAL DE 8-+I. 

En lo que sigue p denotaraé un mimero primo. 

3.1 Caracterizacién de los ideales de S. 

Lema 3.1 Cualquier subgrupo de Zpo es un ideal de Zp. 

Demostracién 

primero se demuestra que todo subgrupo de Zpx es de la forma p?Zpn con 0 < a <p". Sea # 

un subgrupo de Zp», como Zpn es ciclico, entonces H es un subgrupo ciclico, asf H = (a) donde 

a= pop) py? -.- pg con p. pr ntimeros primos y a, a; € N para? =1..., asf (a@,p") = p%, con 

0 <a <n ademas (p*,p") = p® por tanto or ((p*)) = or ({a})} = z, entonces {(p*) = (a) = H, 

pero (p?) = p°Zyn- 

Afirmamos que un subgrupo de Zp cs un ideal de Zpx. Sea H = p°Z, » para algtin0 <a¢gn 

un subgrupo de Zyx. Sea x € Zpn entonces ap?Zpn © p°Lyn ya que xpom = pe (zm) para todo 

m € Zon. Andlogamente p°Zpax © po Zp». 

Se caracteriza a los ideales de S, sea Hun ideal del anillo S, y A = (a,,) € H se denota 

por (A), = ay. Consideramos al siguiente conjunto Nj, = {As EZ, | AE u} 
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Leina 3.2 Sea A= (a,,) CH, 92 H un adeal de § entonees Ni, es un udeal de Zp 

Demostracion 

Fl conjunto N,, 4 @ ya que (0),, ENy 

Sean (A),, ,(B),, € N,, cutonces existen A = (ay), B = (by) € H, asi A+ B= (¢3) 

(A),, + (B)y = Gay bby = Oy = (C),, © Zo, 

ademas —A = (—a,)), sea (-A),, = —a,,, por tanto (-A),, € Ny, ast Ny, os wi subgrapo de 

Zpm. Por el Loma anterior Nj, es nm ideal de Zp 

Como todes los ideales de Zp, son de Ja torma peZpm, para algtin 0 < a < am. Por tanto 

Nyy =p Ba Ze, con OS ne ~ By, Sm. 

Definicién 3.3 Sean f : Jy x Jpg ~> Ny 0,97 € Jy, 0! 9" € tgs t,9 € Jy. Deeimos que f es 

una funcrdn tdeal s1 satisface las sagumentes condicones « 

11) Os fa,a) < me para todo i © Jy 

12) a) fOH DN Sf) 

) feat) Ss far) 

13) a) F@ aS fl ah+m—ne 

) Fars fQs) +m —n 
1.4) a) f-ta)<flij9)) sm_yp=m 

) fO+LN<fOD+L sayy =m, 

(OFLA SAUD +1 se may sry 

1.5) a) f(g tl S fig) ge my = my44 

1) fGI-DSSON+1 sem =m 

fy -Y SF 3) 410 semy.p sm. 

Proposicién 3.4 HM = (41,) es un adeal de S si, y sdlo si, earste una funcién adeal f : 

Js x Js — +N tal que Hy = pr JOD Ma, 

Demostracién 

Sea IT = (14,,) es un ideal de $. Por el Lena 3 2 Thy = per Bay My con 0 < By <i, Soa 

fids x Js -— N tal que f (9) = B,,, por demostrar que f,, os una fincién ideal. 
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Sean A = (a) € Hy B = (by) € S tal que a, = pe AODa, y by = Cry Fy CON 

04,8, € Zprs. ABE H Si, y solo si, 

3 & 

(405) (big) = (0b),3 =D ainda = PF Mareen ry € Hes 
k=] kel 

Con On E Zp ¥ Yep € Zyme- Esto sucede si, andy, € Hig para todo k € Js. Se prueba que f 

es una funcién ideal analizando los diferentes valores de e,, 

1% caso. si k > j. 

Entonces aed.) = p™ SOM ay, € Hy. Si pr -1G8) > per —JO3), implica que f (i,k) < 

Sli, #). SiR € Is ¥ 9 € Js entonces f (i,j*) < fF) (Propiedad 1.2.6). Sik,7 € Jg 04,7 € Is 

entonces m, = mj, sik = j +1 se sigue que f (,7 + 1) S f (4,7)(Propiedad 1.5.a). 

24caso. sik € jg yj € Is. 

Entonces anbg, = p™ FEM eI, € Hig. Si pin fGik}em—n2 > mI), se sigue 

que f (0,57) < £ G Ft) + m1 — ne (Propiedad 1.3.8) 

3° caso. sik < jy (k € Js 0 fj € Js) 

Entonces axbgj = pr TOM Hops © Hay. Sik € Is entonces j € Jz por tanto m = mx. 

Si 7 € Js entonces k € J3. Tomando k = 7 - 1 se obtiene que f(i,y-1) < fig) +15 

moi=mzy fI-1 Sf (3) 41 sim =m (Propiedad 1.5.6) 

Considerando la propiedad de ideal derecho de H, es decir, BAEH si, y solo si, 

5 5 
(ba);; =) bag; =) CDRP LOD 0x4 eH, 

kal k=l 

sabemos bj,ay) © Hy. Analizando los casos de e,, se tienen las demas propiedades de funaén 

ideal para f. 

1*"caso. sii > k. 

Entonces b,x04, = p™ S07), ,04) © Hy, implica que pf > mF), ast f (ky i) S 

F (kj) + my ~ m, con mM, 2M, Sik € Jy y 1 € Js, se tiene que my. = nN) > nz = Mh, entonces 

fh) < f(i*,j) + ay — me (Propiedad 1.3.0). Si i,k € Jz 07,k € Ig, my = mM tomando 

& = i~ 1, tenemos que f (i- 1,9) < f (¢,7) con mu-1 = ma (Propiedad 1.4.2). 

2%caso. SiiE Igy he Is. 
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Tenemos que bgp, = yet Mult ay Mey Ay pra F(ka) G@ Ih), y se signe p f(b) Mv
 

pr FO), como ve € Jg ontonces m; = iy. Por tanto Fla) < FOyy), o deci, Paty) 

fQ>,7) (Propiedad 1.2.8). 

3° caso Sii< ky (i Is 0k © Jy). 

lA
 

Entonces bap, “= pn FBavt ley ag, © Fly, entonces, ps Fb > per fONeon my = 

mp, es decir, fk 9) S (a7) +1. Sik = 242, so signe que f(Q@-+1,9) < fg +L) con 

M,—1 = m,. (Propiedad 1.4 

  

En estos casos se acaba de demostrar que f cumple todas las condiciones de una funcidén 

ideal. 

Inversamente suponganios que f es una funcidn ideal. Sea A = (ay) € H, B= (b,) € S 

con a) = pr TOD, by = Bags 4, By € Zym.. Emtonces 

  

5 5 

(ab), => earbay =) > pT epee) Ags AB EI 
Rol k=) 

ota igualdad sucede si, (ab),, © Hy, es decir st apbey © Thy 

Demostiaremos que # ¢s un ideal tzquerco probando que a4), © Hy, analizando los casos 

dee). 

1° caso, Sik > 9 

Se taene que a,b.) = Pe IOM Bay por las piopiedades | 2.¢ y 1.5 se tiene que f (t,4) < 

fC, 7) esto implica que p™ ~f@A) > pr 107) ast tagbes € Hy 

2"°caso. Sik 6 dg, 7 € Is. 

Entonces aybyy = pl” £Ok) bn Bay, por ja prepiedad 13. se sigue ia desipualdad 

LOK) < fxg) 4 ny — ng, entonces pr LOA H-22 > yf) por tanto aay by, EL, 

3° caso. Sib < yy (k € Is 0 7 € Js). 

  

os f(b) Ss f(nahtt 

pot la propiedad 1.5.a y poiqne m, = m,, asi pre FORT > yi £49) nor tanto anh, G 1M,- 

Entonces @,4 bp) = pr FON Bas, en cualquiera de los dos 

Se concluye que AB & H. Andlogamente se demnestia que H es un ideal derecho Hl 

Sean N = (2) y M = (2n,j) dos ideales de S$, entonces existen fiunciones ideales f y g tal 

Que, (5 = pin £0 oy, b= pe NB . Sea (nm), la entradad (7,7) del producto de NM. 

iy, b(e) Proposicion 3.5 Sean N =~ (1), Mo= (at,,) rdeales de S, con (mm), = p Vays 
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entonces k(i,3) = mang {f (0k) + 9 (kJ) — me} 

Demostraci6n 

5 5 
2 Gk alk, 13 MRM s pr Sayre 9k MeiBry (am), = 

kal ka} 

5 ; 
= s pr E+E) mda Bes. s 

kal 

3.2 Serie anuladora de S. 

Sea 0 = Sp CS, ©... C Sg = S una serie anuladora de S, donde cada S, es un ideal de S, 

los cuales se han caracterizado en la seccién anterior. Sea f, la funcidn ideal asociada a cada 

ideal S;, entonces S, = (a‘,) esta determinado por ai, = pm fG@Dat,, Estos ideales ademds 

cumple que 5:/S.-1 C Ann (S511). Esto da origen a que los ideales cumplan condiciones 

que relacionen a f; con fr—1- 

Definicién 3.6 Sea f,: Js x Js —+ N una funcidn para todo t € N. Decimos que f, es una 

funciérn anuladora de § si satisface las siguentes condiciones : 

2H fi) Ss fares +) 

22) a) ADS fel) 

a) fli9*) S$ fila) 

23) a) fi DS fa D+m-m 

by fi(,57) S$ fer dgt) +m — ne 

24) a) fi(i-1,3) S$ ft-iGs) sie #4 

) AGL S fr Gti saiAs 

fi(3.3) < fir 0,9) +1 

a) fil j+1) S$ fi G43) si 7 #3 

) AGI-N Sharia +l ijF4 

AGN < fU.3)41 

26) frit) Ss fli) Ss fal) 

w a 

Observese que las propicdades 2.1 a Ja 2.5 incluyendo fii (#7) Sf (,2) implican las 

condiciones de fincién ideal que definimos en la seccién 3.1. 
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Proposicién 3.7 Seu {Sthes, una serve de edeales de S, con Sy = S, entonces {S a pee FON MY. 1 Jy 
Mt es wna serie aniladora de S si, y sélo st fi es una funcién anuladora 

Demostracién 

Supongamos que (5; hen & wua serie annladora de S, entonces 5.5) G5). ry S59 C Spy. 
Sea S'S) = (a) y Sy.8 = (by) que cumplen 

a, = 0 (200 pm feat) > by =O (mod per festa ; 

por sei S) ideales tenemos ay = pin Dey Oy = phe) 9, entonces 

m9) > m= fra (yy) a) 

mm, —heyg) = om, = fii (i, 9) (2) 

por la Proposicién 3.5 

gaa aniax {fas 4) + fi (ha) — me} y Bag) = max {fe Qh) + fa (B3) 1m} 

por tanto (1) y (2) se transformean en. 

Jah) + filbsd) me < fi. ,)) (3) 

LGA + fab me < fiailay) (4) 

por demostiar que fy es una faneién anuladora Si & = 7 en (3) 

m-lthiG@adom < hata 

La) S fraQya)+ (propiedad 2 1) 

Sik= a+ en (3) 

Mypol seeA3 

Mi fani+h) 
no s7i=3 

LerLA) < fatynet {propiedad 2 4 b) 

dl



FAIS f-1B.9), 

estas los desigualdades implican gue 

fi (i? 19) < fi-1 @.5) (propiedad 2.2.@) 

Sik =j+len (4) 

mMj41, se obtiene que, I fa G+1,3) 

fi Gi+1) 

fi (zt) < fir (o77) (propiedad 2.2.6) 

IA
 fii (3) (propiedad 2.5.4) 

A 

Si k =i -1en (3) 

Sa (i,i - 1) 4) 

m-» sviZXa4 

ng sit=4 

fi(i- 1,9) fi-1(4,3) (propiedad 2.4.2) 

ABa) S fis (4,7) +1 — 22 

JA
 

estas dos desigualdades implican que 

L079) S fi-1 (et) +m — ne (propiedad 2.3.a} 

sik = j~1en (2) 

fai) maa ts e4 
ng siy=4 

A Kisg-V < fi-rG.iy+1 (propiedad 2.5.b) 

AG.3) < fr-rG.4)4+m— 1 

se sigue que 

Le (i97) S fra (i.9*) +1 -— ne (propiedad 2.3.) 
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finalmonte 5). 7 © S) implica pr fe na) > pro lon ast, fry 039) < fi(,7) Andlogamente 

de da condicion 8, © Sy para todo t é Ja, se tiene f(y) < frlt,9). 

Inversamente supongamos fren una fancién anvladora, probaremos que {S, = pm PODM be, 

es na serie amtadora de S, 

Las propiedades 2.1 a la 2.5 meluyondo fi 1 (9) < frQ,7) implican que f es ma fincion 

ideal. Por la Proposicion 3 4 S; es wn ideal de S,de la condicién 2.6 tenemos que Si) CS; © Sy. 

Falta por demostrar S,/8;_) © Ann (S/S,-1) , 08 docir, SS G Sy1,.55. 5 CS) -1. Recordemos 

que S'S) = (43), a) = p medley con g(t.) = maxg {fa (ash) + f(k,9) — mg} Se prueba 
que fab) + fi my < fia 9) 

1" caso. Sit © Jy, k € Is. Por la condicidn 2.2.0 de finerén annladora se tiene que 

  

Jal h) bf ya) — my = et fib) 22 = fr 5) S fa (9) 

2enso. Si i > hk. Do la propiedad 2.3 a, se sigue que 

LCR) + Seiya) mp = nt fig) mn Sf +m <r < fa (9) 

ya que? > k tinphea mz <m,. 

3% caso. Sis hy 0 € fp oh] Ja) Pox la condicién 2.4.) obieuemos que 

Lali) + fr (hy) = me = rg 1+ fk m= fil) -1< fia laa) 

Se ha demostiado que gQ,j) < fini C7), om deceit, pI 90) > prin fe-ras) por tanto 

8.5; © S;_) Andlogamente se demuestra que Sy.S' & S)_1, lo cual completa la prueba. Ii 

3.3 Serie central de S+1. 

SeaP = S4]y Z (Bnd) ol coutso del anillo de endomorfismos de G Sea = PA 

Z(Lnd@), aqui se donmestia que si {Sthieay es una serie anuiladora del subanille S$, entonces 

{Sy + Die Jy 8S Mua serie Contial do P 

Lema 3.8 S;-F f es un subgrapo normal de P= 8 +f. 
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Demostracién 

Sean a +/,64+1 € S4J, entonces (2+ /)(b+/) = abt+a+b+l eS 4/, ya que 

ab+a+b € S, por ser S; ideal de S. Sea (a + rt =a'+leS4+i, talque, (a+ I(a + fh=7 

implica aa’ +a + a’ = 0, como —aa’ — a € S, por tanto a’ € Si, asia’ +1 EY +1. 

Por demostrar que S$, es normal en P. Seana+1e St+i,c+1e S+1,cona€ 5, be S 

enftonces 

(c+ Daz Dlc+s! (e+ Dat) (d+) 

= ca’ tedtad+d+ceatctatl 

cad tad teatat Te S +1. {ya quecd +et+¢ =0), i 

concluimos que S, +1 2P=S+i8 

Lema 3.9 H es un subgrupo normal de P. 

Demostracién 

Seaa+J,b+J € H, entonces (a+ J) (b+ 1) € P, por ser P un subgrupo y ademas 

(a+ 1(64+ D2=(a+Dzb+D=zlat])(b+F) 

para todo z € EndG, yaque (a + 1) (b+ I) € Z (EendG), asi (a+ I) (b + I) € Z (EndG) , implica 

que (a+ 1)(b+ De H. 

Para (a + I) € H, existe (a + I)’ € P, tal que (a+ J) (at 1)7! = J, ademas: 

(at iy tzs(at Do 2(a4¢ Vet N= (et Nat zt no =za4+ny 

para todo z € EndG, entonces (a + yy € Z(EndG), asi (a+ ry ed. 

Por tiitimo. sean (a + /) € H y (c+ 1) € P, entonces: 

{a+ I (c+ I =(c+/) (atl), 

porque P C EndG ya+J¢€ Z(EndG).™ 
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Proposicién 3.10 S;-+ ff es un subgrupo normal de P. 

demostracién 

Por los resultados anteriores $,+ 1 <P y IT dP, entonces (S)+ DH 2P So prucha que 

(5) + DH = S) +41, 08 decir, SIT CS), Sean a € Sy, b+ € H, tenemos que: 

a(b+D=abtace Si 

Bn el capitulo anterior se demosti6 que $-F J os un p—subgmpo de Sylow de AvtG Por la 

Proposicién 1.36 S ++ Tes nilpotente. Ahora se prucba que tada seria apuladora en $ induce 

mna serie central en S ff. 

Definicién 3.11 Sea G un p-grupo abehano fimo, decumos que G es vegular respecto a un 

subgrupo I © AutG' sala serie anuladora del anillo S induce a una sere central en TI. 

Lema 3.12 54-1=S+H con H= PZ (lndG). 

Demostracién 

Tenemos que TIP y $4 IF OP. Ast 

P=S+HI<(S+DHCS+I<P, yaque SUC S, 

concluimos que S++ f= 5+ 718 

Proposicién 3.13 La sere aniuladora {Sthieny de S mduce a una serve central en P =S 41. 

Demostracién 

Consideramos las sigmente serie: 

P=S+i-StH=Ss+H Ds DSAMD- DS,+HT. 

demostrarenios que es wna serie cential en ‘P. 

Por la Proposicién 3.0 S;-+ HS + IF mplica que S; +77 1$)41-+ 4. Por la Proposicion 

127 {5+ IF},c4, es una serie central si, y sélo si, [S)+H,S +) < Siy+H Sean ath €



Sori b+ beStlcnace Shey be &. 

Nt jothb+ i (a+h)(b+ TD (atay i (+r! 

[@+h)(b+ 1-4) @+h lash (b+ N+! tt 
u (ab —bal(at hy (b- Thee Stl 

© G+, 

ya que ab € 5.8 C Sy, ba € SS, C Sy 

Observar que la serie anuladora de S y la seric central de P = S+I tiene la misma longitud 

Recordemos que el grado de nilpotencia de G, es la minima longitud de todas las series centrales, 

por tanto el nimero d es una cota superior para el grado de nilpotencia de G. 
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Capitulo 4 

SERIE ANULADORA SUPERIOR 

DE 8. 

A partir de este capitulo fa serie {5:},<, denotard a la serie anuladora superior de S. Hemos lle- 

gado a uno de los objetivos principales, encontrar una serie de funciones ibtesy que caracterize 

a los ideales {Si}icu, - 

4.1 Funcién anuladora superior. 

En esta seccién se determina la funcién F en termino de Fi_1, a partir de la definicién de 

funcién anuladora. Asi se obtiene una expresién de la funcién anuladora superior en terminos 

de los invariantes del grupo G. 

(1) Sea Fy: Js x Js —> N una funcidn recurswa definida como: 

Fo (2, j) = 0 pora todo (2, j) € Js x Js 

para t > 1 

Foy (4,5) +1, Fea (703) Fa (57) Fa (9) +m — 12, 

F, (3,3) = min Fi@jttm —-m,Foai@4+17),Fi1G-13/)+1 

Fii@ig-1), Fai +) +1, Fa) 
Stempre que tenga sentido la expresion dentro de la tlave significa que sino earste F-1 (2,9) 

no se toma esta expresién. Ademds Fy, (é-,3), Fi-a(é,57), Fe-1 (0*59)s Fea (7+), estan 
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defimdas para Fe G* ia), M7), CA). IQ, 1) respectiuamente, las ddtnnas cuatro ea. 

prestones cumplen 7, 7 € Jy 0 bien 1, 9 € Ty. 

esta fincion caracteriza la serie anulacora SUpPENor pers por convemencia se usard la sigue 

lente fineidn recnisiva, 

(2) Sea 6, la delta de Kronecker. Sea t an mimero natural digo. Sea fir: Js x Jy + N una 

funcedn definida por: 

fo (i,9) =0 para todo (7) © Jy x Js 

para i> 

Fi-rvQ + b,9) +89 — 02), fie Gat hha), 

Sint 0,8) + GY, fa i) 

fi(t9) = min 

donde 

ll 14365 y 
Ay -- ng 804 Edy 

It a3) 
1 sa) eds 

y fi ds X Jn — N es une fienciin con regia de correspondencia: 

filyi- Vg A1 
AG 3)+l syst 

fia-Y= 

Demostt memos por induceién que 1) y 2) son ecpuvalentes Por defimeiin Q))=0= 

fo(t,7) para todo (2,3) € ds x Jy Pant = § 

A(a) = 0 para todo (4,7) 4 B.D y HG, Hel 

fil,y = O para todo (9) £031) ¥ fi Q ij--1 

supongamos que se cumple para f— L, Por demostrar que #4 (7) = fray) para todo (, 7) € 

Asx Js. St Ga) = fier GL) + ba Oy ng), hay dos casos que analizar, 
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1) Sii #3 

hed) = fer 417) = Fi G4+19) 2 Ala) 

2) Sii=3 

fe(3,5) = fi (4.9) +m — 22 = Fea (Fj) +m -m2F (37), 

Si fi (2.9) = fii (3) +1con2 = 1+ 36,5, tambien hay dos casos. 

1) Cuando i # 5 se tiene 

AG) =fhaGA+F1L2ZAGD+12 faG/N+1=AhGIN+12 NO) 

2) Sii=5 

AGH =fhoirAN+1=A(4/ +1 2h) 

fkGj-Y st7#1 

hG@N+_ sif=l 
tenemos dos casos 

Si fi =hAGI- Deon Al7-YD= 

1) Sig Al 

AED = fala =F > haG|)+12AGD 

2) Sij=1 

h(i) = fir (.3) 41 = Fr (43) 412 AF) 2 (3) 

Finalmente si fi (i, 3) = fi (4,5) + 0 (J) donde v (j) = mone si Feds 
1 sigéds 

fer (5) + 0G) = Fier (5) + 0G) = Fea (,5) +m — na 2 F, (i,j). Con este andlisis 

concluimos que fi (2,7) > Fi (i,7) para todo (3,7) € Js x Js. 

La demostracién de fi (i,j) < F.(é.7) se sigue de que fr cumple las propiedades de la 

definici6n 3.6 de funcién anuladora. 

Lo anterior da origen a la siguiente definicién 

Definicién 4.1 La funcién Fy: Js x Js —> N definda en (1) y (2) le Uameremos funcidn 

anuladora superior. 

En los capitulos anteriores se caracterizaron los ideales de S, mas aun, los icleales de una serie 

49



annladora de S$. Los ideales {s, = («!,) he he de Ja serie anuladora superior estan mds restringi- 

dos, ya que deben satisfacer (S)5)_)) = Aun (S/S; 1}. FE] siguiente resultade caracteriza los 

ideales S; 

Proposicién 4.2 Sea {si = («,) he a la serie anuladora superior de S, tal que a, = pre HONG, 

CON Cy E Zpm, entonecs ym = %, donde Ky es la funceén anuladora superior 

Demostracién 

La prneha es por induccién sobre ft. Para ¢ = 0. Se tiene que Sp = (p*e,,) ontonces 

m(t,j) =0 

Supongamos qne se cumple la proposicién paia t — 1 Por demostrar que gq = 7) Primeio 

probemos que Fy satisface las propieclades de fuucién anuladora definidas en el capitulo anterior 

De la signiontes desigualdades 

Kiya) Ss Fa(ia) tly 4 @3) < Fei Gt ty) 

se obtienen las propiedades (2.1), (2.2.4) y (2.2.b) 

BG@d) < MaG@j)+1 

Kaa) < Faves) 

F(ugt) < Ma (97) 

como £4) cumple: 

PBN S haat m — ney Mag) S$ fat 19) 

tenemos las condiciones (2.3.0) y (2.33 d) 

Psa) <a 9) 

Aiwa) Ss Matias"), 

a partir de 

MONS HAGA LY SALA GIS Balas), 
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se siguen las condiciones (2.4.2) y (2.4.6) 

Fi (uj) sit#4 IA
 AG-1,5) 

FG@+hLj) = KaliN+1, 

las propiedades (2.5.a) y (2.5.b) son consecuencia de 

AGA) < Rai -2) y (49) S15) +1. 

Por ultimo se demuestra la propiedad (2.6) 

RAGAShEIDS4aEN, 

la sopnnda desigualdad se sigue directamente de la definicion de S. Si F; (2,9) = Fi-a(e+1,9)+ 

big (ny — ng) entonces (i,j) 2 Fi-1 (9) por (2-4). Si Fi (7) = Fi-1 (i,j) tenemos que 

Fi(i,j) 2 Fi-1 (i,j) por (2.3.0) y (2.2.4). Si Fi (i,j) = Fins (i,j — 1) entonces AFG,j) > 

Fy-1 (i,j). Finalmente si Fi (i,9) = Fis (@,5) +u(j) se tiene que i (é,7) 2 Fi-n (2,7). Por 

tanto Fina (4,3) < Fi (i,7)- Sea B® el ideal asociado a la funcién Fi, Asi 

RR ( Ss ) St Fc Ann(-2-) = 24, c Ann Ba 

entonces RF C Sy, asf F, < gr. Como g es una funcién asociada al t-ésimo anulador S; entonces 

gc Cuniple las condiciones de funcién anuladora, esto implica que g: < Fi, con lo cual terminamos 

la prueba. 

A contimuacién se define Ja funcién {] mayor entero con una pequefia variante, para los 

enteros positivos, y se obtiene una expresién de la funcién anuladora superior F,, analizando 

Jos casos cuando ny — 7g = Ly a) — 72 > 1. 

Definicién 4.3 Sea x € R, tal que <x <n+i. Seal}: R—- Z* una funcién definida 

come: 

n stx>0 

  

0 six<O 
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Recordemos quem, = mg = m3 = 71 ¥ m4 = M5 = ne 

Definicién 4.4 Sead: Js x Jy —> N una funcion definida como- 

ng seredsyie fy 

  

d(t, ) = My a 

my 1 si<gzgy @€Iho7€ Js) 

Como d (7, j) = Fa (i,7) para todo (2, f) € Js x Jg y vecordando como defimmos yy, se tiene 

que p49) =e, por tanto A= (a3) € 8 si, y sdlo si, ay = p™“C-Dey, con Oey © Fy. 

Definicién 4.5 Sean g,h: Js x Js x Ja -—> N las sugusentes funciones: 

a4 (ahtl ep 
glia = pon { awn} 

  
hat = nin ([S =i SE- 2}.40.0} 

donde k+ Js —» {1,2} esta dada por 

1 sive ds 
k=k(i)= * ‘ 

2 ste Is 

Teorema 4.6 Sea 15; = (PPM aes, la serve anuladora superior de S. 

(i) St ny — ny =) entonces = gd. 

(ii) St my — ug > 1 entances Fah 

Demostyacign 

(i) La prueba es por induceidn sohie {. Para t = 0 

a fe Dl te 

90,40) = bag FDI 
ED) / 

c 
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sie Jy 9 
~jt 

9(,9,0) = | =0, ya que? -j <3, 

site fy 

9 (i, j,0) = HI = 6, porquei-j <5. 

Asi g(i,j,0) = 0, entonces F (i, 7,0) = 9 (é,7,0) para todo (i, 9) € Js x Js. 

Supongamos que se cumple para t — 1, es decir, F(#,3,¢- 1) = g(t,j,t— Lpara todo (2,7) € 

Js x Jg. Probemos que F (i, 7,t) = 9 (i, j,t), analizando los casos 4 € Jz yi € Is. 

1"caso. Si i € J. 

Por definicién Ja funcién anuladora superior y por la Proposicién 4.2 se tienen que: 

  

t4+i-j+2 t-g74+2 = t— 4 . 

tiie) = min ff AA 4 69, FL eae [A ]+nreaa} 

t+i-gt+?2 
_ a sig#l 

con F,j-1,t-D= thit3 
fet) sij=l 

a 

Si j #1, entonces F (i, j,f) = FG,j —-1t- 1), ya que, 

t+i-gt+2 t+i i 
P(g at—1) = fe) < pa [Aen 

t+i41 
  Si j = 1, entonces F (i,1,t) = | |: porque: 

tee+l) [E46] _ t-j+2 41 
5 5] 5 , 
  

como 
a t+i i+] 
Fli,j-1t~l)= ] > | 

tei-j+2 
ademas g (7,5, ¢) = | = | para todo (2, 7) € Js x Js. Entonces g (i, 7, t) = F (a,j,t) para 

  

todo 1 € Js. 

2°easo. sii € Is. 
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‘Tenemos que: 

  

5 

. t+itt—-p—A) ftte2—-g4n _ t-4+a-V Fy, 0) = min { a, Re +16 G,9-1e-1), A) +194) 
5 

    

con Fig -Lt- de 

/ t—j+ 
Sia = 4, eutonces F (4, 9,1) =: ————]}, ya que 

ab 

t+etT—9- -9 -j | = | < pee - fa i 
5 5 ~ 5 

t—j+ tog +h) 
i 5 | < es <# (4,7 ~4,¢- LD), por tlume 

  

| 
ca
ls
 + 

e
o
 

IA 

a
S
 

ca
ls
 

w
N
 il 

—
 z 

ca
l 

> l 

a
s
 

+ ~ 

  

, te p42 = 5, de manera similar se concluye F (5, 4,t) = rae . Por consigniente J (2, 9,2) = 
oO 

  

t+i-j-3 
— >| para todo (, 7) € Ux Jy. Pot lo tanto f = 9. 5 

(ii) La prueba es por induccién sobre t. 

#=0 
L -5(k-1) 

h(a,9,0) = TT 0 para lode (2,7) € Js x Js, 

por tauto # (2, 7,0) = A (4, 9,0), para todo (2,9) € ds x Js. 

Supongamos que F(1,j,t-~- Ll) = h(a,g,4— 1) para todo (2, j) € Js x Js. Se prneha que 

B(,9,t) = hQ,9,t). De manera similar como so realiz6 la demostaacion de (4), se analizan los 

casos 7G Jy y 1 € Ty 

  

"caso Siri © Jy. 

Por defincién de funcidu anutadora superior 

Eta- t— = f+2-—6 (9,2) = min { | -+ 6:3 (7 -- na), | tLP(a,9—1e- 1), 4 th a}



thi 
=] segAl 

con F(i,g-1,t-1)= bind 

[jo sij=l 

. Mm—Ng st7e Js 
AG)= . 

1 sijehk 

t+i-j 
Si j # 1, entonces F'(i,j,t) = al. Si 7 = 1, se demuestra de manera similar a la 

t i — 

primera parte que F (i, j,t) = |. 

2caso. Si i € fs. 
. . . . t+i-j—5 

Analizando cuando i = 4 y ¢ = 5. Tenemos que F(i,3,é) = 3 , para todo   

(i, 7) € Is x Js. Concluimos que F = g. a 

4.2 Longitud de la serie anuladora superior. 

En la seccién anterior se obtienen dos expresiones de la funcién anuladora superior, es esta 

Ultima parte det capitulo, se calcula las respectivas longitudes de las funciones, y se demuestra 

que estas son las longitudes de la serie anuladora superior, para los casos: ny — m2 = ly 

ny-ng>. 

Proposicién 4.7 Sea {S: = (PFO) G5) Frey, la serie anuladora supertor de 3 

(i) Si ny — ng = 1, entonces la longitud de la serve anuladora superior es d=5n, —3. 

(ii) Sz ny — ng > 1, entonces la tongitud de la serie anuiadora superior es d=3n;~-1. 

Demostracién 

(i) Primero se prueba que Sin,-3 = 5. 

Sea A = (a) € S, con ay = pr t-Dess, entonces A = (a1,) € S5n,—3 Si, y sdlo si, ay = 

prr-FG95m1-3)q,,. Ahora se demuestra que d (i,j) = F (é,3,5m ~ 3) para todo (2,7) € Js x J5- 

‘Teniendo en cuenta que 

_ 4G _ kth op 

F388) min f PESO anh,



por tanto demostrar Ja ignaldad, es probar que, 

dn) < | 
5 

ny — 8 -ba— Fe (1 Rt 4) Meee ee 

1 caso, Siz > j. 

Sit € Jy, eutonees 

5 5 

Snyte—9—1 Sry —B4+a— Fe (1 le et aidan < 3 [= F+(- 4. 

Si? Js, tenemos 

4 5 5 

5ny+2-—7-6 Sing t+e-—j- Bn, — 344-7 e (DMR + D) dig) =n < = = 

2" caso. Sit € Js, f € Ip. 

Tenemos que -4 <1-j < -1 hnplica que Ste — 5 < Sn, -5 <5ny) 4+ 4-7-1 < bn, -2, 

asing =n —1< Steed pai tanto 

. _ (5m +2-49-1 tte Ft (ok hg ay d{ij)sm sft) jet ee) 
oO a 

3° caso. Sii <j y (2 In 09 € Ug). 

Notar que sit © Js, entonces 7 € Jy. Si J € Jy, asiz € Jy. Por tanto sit <7 y 2,7 € yg, 80 

tiene que: 2<4— 3 <Q, se sigue 5) —5 <n) -3 <br -be-—y - 1, asi 

d(i,j)=m —1< | 5m, ba--9 -L 

5 

Sie < yy 2,7 € fs, tenemos que 1 <2 —4 50, implica que 5m, — 5 < 5m) 44-9 -6, 

Bay ee ~¢ dj) =n ~1< Pte 
5 

se concluye que F (2, 9, 521, — 3) = (2,7) para todo (1, )) © Js x Jp. 

Ls (J) - 82) Finalmente voamos que S5,-4 GS Sea A = (t1,) € § tal que ay = 
. 0 en ot1e caso,



Se afirma que A € S5,,—4, en efecto si A € S5n,-4, entonces 1 = pF B25 Deg, con ; 

442 € Zyrs. Como 

  

-1 
  F (3,2,5n, —4) = min {| |} = {m —Lap=m—1, 

por tanto 1 = paga, lo cual es imposible. 

(ii) Demostraremos que $3n,-1 = 5. 

Sea A = (aj) € S, con a, = p™~““ Dayz, por demostrar d(t,j) = F (i,j,3m — 1) para 

todo (3.7) € Js x Js- 

1%’ caso. Si i > 7. 

FG,j,3m1 -1) = ain { [F — ane ee “anh.   

Si 7 € J3, entonces 
3n, -l+2- 

dQ jf) =m S I. 

Si i € f,, tenemos 

sisyems Ptici—d 
ya que, 3n2 < 3ng+é—j < 3 (nz + 2)4+i-j—6 < 3m, +i—j—6. Concluimos que F (2, j,3m, — 1) = 

m, = d{i,7). 

2" caso. S1i€ Jz, 7 € Is. 

3n, ti~j—G6 

ae | cei} = 72 = d(2,j), se sigue del caso anterior. F (2, 9,32; —1) = min { 

3°Tcaso. Sii <j y (i € Is 07 € js). 

Notemos que si 7 € J3, entonces F (i, 7,32) — 1) = mi—1.S12 € Is, se sigue que F(i,37,8m -1)= 

ny — 1. Por tanto F(i,3,3m.1) = m;~—1 = d(v.j). Asi F (i, j.3n1.1) = d(7,3) para todo 

(2.7) € Js x Js. 

. . . 1 st (2,7) = (3,2) 
Por Gitimo vemos que S3n,-2 © S. Sea A = (aj) € § tal que a, = 

0 en otro caso. 

Se afirma que A ¢ S3n,-1, en caso contrario, A € S5n,-4 entonces 1 = 0 mod (pr fG:2.3-2)) >



es decir, | = pt ~fC.2dnr- Yevga con ay2 © Zp. Coma 

fay — 1 
f(3,2,8m) - l= ron { in} ={m-lLoay}=n,-t, 

por lanto 1 -- pevga, lo cual es imposible. i



  
Capitulo 5 

SERIE CENTRAL SUPERIOR DE 

S+I. 

5.1 Caracterizacién del centro de S+ H. 

En este subcapitulo se describe al conjunto H = PN Z(EndG), y consecuentemente son 

determinandos los elementos de S + H. 

Lema 5.1 Z(EndG) ={+I |7€ Zpa, J es la identidad de AutG.} . 

Demostracién 

Recordar que Z(EndG) = {A € EndG | AB = BA para todo B € EndG}. Se tiene que 

41 € Z2(EndG), ya que (71) B = 4 (1B) = 7B = By = B(y!), para todo B € EndG. 

Sean A = (aj,) € Z(EndG) y B = (bij) € EndG. Entonces 

5 5 
(ab),, => andy =>) binGeg = (ba),; mod (p™) () 

kal 1=1 

como esta igualdad se cumple para todo B € EndG, tomando a B como las matrices triangular 
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superion ¥ triangular mferion de znd, siguientes 

od 1 pmicme pmimna 10006 

Oo LL phirme par ne {160606 

0 0 1 pra prinr y 12100], 

600 61 I t1116 

000 56 1 Prtuey 

si 3 cs la primera matriz se tienc las siguientes congrnencias: | 

(ab)54 = Aa, + 451 = a4, mod (p"), entonces ag, = Omod (p"?), asi ag, = 0 

Analizancdo todas las congiuencias, so caracteriza la parte inferior de la matriz A. ‘Tomando 

a la segunda matiiz como 2, se determina la paite superion de A. De esta mancia A € Bnd 

sl, y sdlo si, 

0 m 0 tb 0 

A= 0 0 wa 0 6 € {yf | € Zp, Fos la identidad de AntG} Ml 

0 0 0 m 6 

0 6 6006«U0llCUCOO Oty 

Lema 5.2 HT ~ {plf-+f | Me Z (nda). 

Demostracién 

Pov el Lema anterior 

N=PO4 (bndG) = pZ (EndG) +1 = {pM +I | Me 2 (2ndG)} 

Se fiene que 

S+iP={AtpM+t |AGSyMEZ(hndG)} = {Atm +} | ACS yye Zn} 
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A continuacién se determinan los elementos del centro de S + H en el siguiente resultado. 

Proposicioén 5.3 Z(S +H) = {A'+pM +I] | A’ € 5, = Ann (S), Mf € EndG} 

Demostracién 

Por definicién Z(S +H) = [A € S+H | AB = BA para todo Be $+ H} 

Sea A € Z(S + H). entonces A es de la fomaA=A+tpM+1=A+tpy,I+Icon AES 

v4, © Za. Por tanto: 

AB = (Atm! + D(B+ mol + D=(Bt+ rel +D(Atemn +) =BA (i) 

se sigue: 

(A+ pyt)(B + pret) = (B+ pret) (A+ ont) (2) 

para todo B & S , para todo 72 € Zpu. Entonces A€ Z(S+H) si y sélo si A+ pyl € 

Z(S + prt). De esta manera se caracteriza los elementos de Z (S + py, J), como 

, + - 
pay pay pars pay p™~™ars 

‘ - 7 
221 Pay pars p™ "aq ph” a5 

2 
Atl =| as 032 pag pag pp Pa35 donde aj, = a. +1, 

aq, Gay 043 POyy pags 

a3, 452453 54 POs, 

o bien, se puede escribir A+ py.7 = (ay) con dy = esj00j STA JY On = Cra + PN- Tomando 

3 a ol
 

ol
 

oa
 

as
 

ol
 

a
 

B+ pol = (by) = _ OU
 

ol
 

s 
te 

oO
 

a
o
 

~ ~ = 
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lealrzando Las operaciones de Ja ignaldad (2). 

(ab),, = (ba),, mod (p") 

en la ontrada (1,4) se tiene que p™'—"2a45 22 0 mad (p™), ast ais = pBy5 Analizando todas 

las entradas, se ticite la parte superior de dicha matriz. 

5 

Pop p pera yim 

O pp pmree pmmna 

B+ pyol = (by) =| 0 6 p pri M2 prone 

60 6 p P 

000 0 P 

se obtiene la parte inferior de A+ py9l. Ast: 

pay, 0 0 0 0 

0 giiag «0 0 0 

Atpyl=] pla 0 pag 0 0 COD poy = paz, mod (p™) , 

0 6 0 pay 8 

0 0 0 0 pass 

eltOncey* 

A= (A+py) + (Pant pal T 

0 6 0 8 0 

a P22 — pay) 0 0 a 

= tas 0 pass pry 0 0 + paul + ds, 

5 a 6 Paga~ PA, 0 

0 0 0 0 Pass - par 

como Pay, = pa, mod (p""), asf esha matrix pertencee a Ana (S) — $), por tanto Z (9 + If) C 

{At mi+i [AcSy ye By}. 

Veamos que cualquier clemento de {A’ + pi + 1 | Ale 8, = Ann(S), Af € BndG)} pertencee 
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a Z(S +H), Sean A’+pal +] un elemento de este conjunto y B+py + J un elemento arbitrario 

de S+ H con Be S. Asi: 

AB + Ay] + Al + polB + palpyl + pol + B +t U {Als pols A) (B+ pil +d) 

= BA + BmIA' + A+ Bpol+pylpal + B+ Pot +1 

= (B+pyl tI) (At pal+J). 

es lo que sc queria demostrar. @ 

5.2 Serie central superior de S + /. 

Sea {Z1},5, !a serie central superior de S+1 = P. En la seccion 3.3 se demostré que si {51} 

es una serie anuladora de S, entonces {S:+ H},<j, es una serie central de S en esta seccion 

st concluye que si S; es el t-ésimo anulador superior de S, entonces Z, = S,+ H es la t-ésima 

serie central superior de 5 + I = P, probaremos el siguente resultado que se necesita para esta 

proposicién. 

Lema 5.4 Sea AE S. Entonces A+ 1€ S, +H si y sdlo sx. A-ay le Sy. 

Demostracién 

Supongamos que A +1 € 5, +H. Como H = {pyl + 1 | 7 € Zp}, se tiene que At+i= 

B+micon BE Sasi A= B+ pyl. Sea A= (ay) y B= (a.j), entonces a1; = by sit # J 

¥ Gy = by +m. Sea A ayl = (cy), por tanto Gj = G; = by si PAY GM = %-O = 

by +7 ~ 211, sabemos que ay, = o mod (pe F039) . Como 7 —F (1, 1,t) =m —F (27,2), por 

tanto ptr FU LO > pa FOn), asi cy = @n — a1 = 0 mod (pe PO# ») , es decir, A~ ay, J € S;. 

Inversamente Supongamos que A—aj,/ € Si, sea A’ = A-ayl , asi A= Al +ayy/, entances 

A+ =sAl+ayl +16 S 4+ A, ya que ay, = pal, 

Proposicién 5.5 Sea {Zier la serie ceniral superior de P = S+1, entonces {Z, = S_+ Bhety: 

donde {5} es ta serie anuladora superior de S. 

Demostracién 
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Coino {Zhioy os la sone central superior de P, se tiene que S +H < %, La prneba de esta 

designaldad 4 < 8; 4+ 11, es por indnecién sobre t. 

Para t = | 

Aa A(S+ HM) ={A+H AES}, 

esta igualdad se sigue del Lema §.2 y la Proposicién 5.3. Por lo tanto 2, < S, + TF. 

Supongamos que para ?—1, Z)-1 < S).. +7. Por demostraar que Z) < S)+ HF. Como {Zi}yo1 

es una seuie central iniplica |Z, P}] < Z)-1 (Proposiciin 1.26). Sea A-+ F © Z, entonces para 

toda B+ TEP. 

(A+T,B+ Ne 415 S-1.+H 

(At D(B+ H(A) R+D! = C+TES +H, 

(AF D(BAD = (C+D(B4N(ALD 

ABYTAtB+i = C(B+D(A+D+BA+B AF] 

AB--BA = C(B+D)(A+J) paatodo B+ ICP, 

entonces C 4-7 € S)_) + H si, y sdlo sm, C — end © Sy (Lema 5 4), os doc, C = ayl 

mod (S,-1). Ast 

AB -— BAS e,1(B+1)(A+ 1) mod (5,1) para todo Be 

e284 (9) = (2) 
Sea run mimero fijo que pertencce a Js. Sea 2 = (b,,) tal que b= _ 

0 en otro caso. 

donde ¢, cumple la Definicién 2.10 Sean A+ J = («,) yBules (%,) 5 On 

ay serFy 

a ,+l stray 

by, sea fg 

bjtl strsy 
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asi hay cinco matrices diferentes para B, que cumplen : 

(ab),; — (ba), = cyl (a’b'), mod (pr Peat-n) (i) ay 

donde: 

0 si (t,9) € 4,2) 
by. = 

5 20 si (2,7) = (4,2) 

(0), = Ost GH) A (9) 
7 eraaa; si (i,j) = (7,9) 

(et), = ay si DCI) 
po 

a, Fea, si (i, 9) = (7,3) 

por lo tanto 

(ab);,, = S2,¢-20% 

(ba), = bn€r202; 

(e''),, = a, + br€,9@2, 

Asf fa igualdad (1) se transforma en: 

82,€r2dir — Srp@p202; S C1 (01, + 5yrr2024) mod (pm Pat) 

slifryjg=2 

e244 = Cy10;2 mod (pre Fenen) (2) 

Por demostrar que aj; = 0 mod (p™~"C79) Como Ja funcién F depende de Jos invari- 

antes de G. la demostraci6n es por casos. 

I*'caso. Sj uy) = ng + 1 entonces 

53 _ K+ py 

F(i,j,0) = min {peor ey aca} : 
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sit <d, entonces: 

Gu) = PC 
5 

asi 

5 

bee —3 (-IE G | 

0,30, = ya. mod fp 

sabemos que 

ey) = 0 mod (pr Pon) 

so afirme 2—FO2t-1) < yn —F(LLED on efecto. st k= Se afirma que p™—FC Vg pF ) en efecto, st k= b 

| Say: (6-2-6 Bay - (+ 
m,~ P,2,t- 1) < Pe < ee =m—-F(LLf- 1), 

5 & 

sik=2 

Sa (P+a- Lt bay — (t= 
my - F(2,2,t-Y< ioe < pol =m- F(tle-l) 

5 5 

por tanto 

ey, = 0 mod (pr P02 ») 

se Sigue que 

e790), = 9 mod (pr Moai) 

sir = {1,2} tenemos que e,2 = p, luego. 

@y = 0 mod (pr Poeieuer 

como 

  

per-de (ayia + < f +r 24 (yay 
5 FOLDS |= Paros 1, 

5 
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se Hega a la siguiente congruencia 

@y = Omod (pm Fe) . Q) 

ot k > 3, entonces e-2 = 1, asf 

a, =0 mod (pr PeaeD) 

ademas 

< 

_p- _7)\4) ge F (i,k) = t+i1-k4+(-1) “| #4¢—34(-1)) (k 41) 

; 5 |= Feae-0 

por lo tanto 

pr FORD > gm FO2t-1) 

ast 

aj, = Omod (pF) Q), 

de (1) y (2) se sigue que a,, = 0 mod (pF 3.9) | Si t = d, entonces F (i, 9,t) = d (i, 3) 

€r2Mar = C110;2 mod (p™ “dea 

claramenie 

prt) gp POAL-V 

ya que d(1,j) > F(,1,t- 1), asi 

ask = Omod (p-Fo#9) (3) 

por tanto A = (ai) € Sp. 

2caso. Si ny > nz + 1. Entonces 

Fi.) = win { F* oi “|.ac.a},   
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Sif < d, entonces 

Pa yt 

  

Como Cy, cumple que 

ey) = 0 mod (y™ POU ”) 

se lene que 

cr = 0 mod (v™ Moan) 

asi la congiencia (2) se (ansforma en 

6720 = 0 mod (pir Foard) 

Ropitiondo un argiumento sunilar al que se realiz6 en el primer caso se obtiene 

a, =0 mod (pe Most) 

Sit=d, entonces F(a 3,1) = d(t,)), de igual forma se tiene que 

ay = 0 mod (p™ Mra) 

De eston dos casos se concluye que A € S;, para, > ng, asi A+ Te Si P< (S + DH = 

S, + HF. Entonces 4 = 5; + Hl 

  

5.6 Sea (Z)},5, la serve central superior de S +1, entonces 

(1) Stony — ng = 1, fo longitud de la serie central superior es d = Sn) — 3. 

(7) Sty — ng > 1, Ia longitud de la serie central superior es d = 3ny — 1 

Demostracion 

Como {7% = S)+ I},5; La prucha se signe diectamente de la Proposiersn 47, ya que, 

+H-S+H 2841, 

  

adeniis 

hays Si tH GSA H=S4H, 
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DE LA BIBLIOTECA 

este argaumento es valido para (i). (22), asf queda demostraco ™ 

Fmalnente tenemos el grado de nilpotencia de S+J el cual depende de los invariantes de 

G. 

Proposicién 5.7 El grado de nudpotencia de S + I es 

uyds=5n —3 sen =a tl 

ty) d= 3a, —-1s2ny >a th. 

Demostracién 

Se sigue del lema 1.28. @ 
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