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T2 v n ot e o
mesumen

Pn el presenue trabalo se presenta la Teoriz Algebraica de Herrera oala
resolver numéricamente ecuaciones diferenciales parciales elf

constantes er dos variables inda“endiew‘aes Hasta hoy en dia dlCﬂo.. teoria se ha

utilizando con notable éxito para resolver problemas de Valor s en la frontera en una
variable independiente; entre Ias dnﬂrsa.s aplicaciones cabe mencionar, particularmente,
aqueilas dedicadas a los procesos de difusién y del transporte.

Ahora se intenta, ademds de proporcionar otro método numérico para resolver ias

Dcuamon s diferenciales del tipo senialdc, sentar las bases para extender en un futuro

oS oeneﬂmos e ia ceori 1gﬂbralca a diversos tipos de problemas bidimensicnales.

nencicnal gue, en el caso presenie, la solucién numérica del

prsb‘iema reqmem ia soiucién de un sistema lineal de ecuaciones mismo que se construye
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recurriendo al procesamiento en paralelo.



Abstract

In this work the Herrera’s Aigebraic Theory is presented to solve elliptical partial
differential equations with constant coefficients in two independent variables. The theory
has been successfully apllied to solve boundary value problems in one independent
variable, specially to solve the transport equation when difussion process is considered.

Now & new numerical method to sclve elliptical partial equations with constant
coefficients and the foundation of a new field of applications is given, speciaily to solve
bidimensional boundary problems.

In this work, to solve the boundary problem needs to buiid a linear system of
equations that is computed by parallel processing.
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Cepiltulo 1: Irtroduccion

Er este trabaio se presenta iz Teoria Algebralca de Herrera v por vez primera

vez se extiende la aplic“czén sistemasizada de la misma a fin de resolver computa-
cicnaimente problemas de valores en la frontera expresades en términoes de ecuaciones
diferenciales parciales elfpticas y homogeneas, simétricas, con coeficientes variables y
suietos a coandiciones del tino Dirichlet.

‘E

Se estu jy resuelven probiemas bidimensionaies, es decir, probiemas expresados
en dos vari abl es espaciales; ademés, para la instrumentacién computacional se recurre
a la programacién en _:»araleia.

4

Por otro lado v en grandes razgos, la instrumentacién computacional del Método
del Colocacion Ophmo esquema de nueve puntos comprende {res etapas:

I.- Construccién de la malla y determinacidn de las funciones de prueba v de pesc

II.- Evalvacién de los términos que figuran la matriz de coeficientes y el vector de
carga.

Con estos elementos se integre el sistema de ecuaciones lineales, su solucidn es

iz aproximacién buscada del problema de valores en la frontera
I11.- Armadodem s v solucidn del sistema lineal de ecuaciones.

Aun cuando una aparente complejidad en la implementacidén computacional de 1o

tres incisos anteriores podria inducir la necesidad de una programacién paraleliz da

de todos los subprogramas requeridos, las diversas pruebas realizadas evidenciaron, en

virsud de ia rapidez Ge ejecucion de 108 programas dedica & las bonaades tedricas el

Método de Coloecacién TH, como innecesario tal grado de detalle en la programacitn.
En cambio se optd por programar en paralelo los des primeros grupes ce prograas
rriba citados, v corren el Il después del I

Por itimo, 82 desea mencio
sas funciones involucradas, simpiifics notablem
de los algoritmios.

<t
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1.2 L ntecscentes AIstoOrIcos

* I'4

e ia elasticidad, la hidredinémica, ete. se formulan, por lo general, mediante ecua-

Los mble"nas pLo pios de Ia fisica matematica tales como los planteados por la teoria
3 o .

cicnes diferenciz Ees parc;al v de b en integrarse bajo ciertas condiciones iniciales o de
Pl

Ahora bien, atendiendo razones de indole préictica, la evaluacidn numérica de
dichos probiemas adguiere singular interés v tal vez, entre los diversos métodos
disenados a tal propdsito, son los denominados métodos directos los que reciben mayor
atencidn e impulso noy en dia.

-,

i‘mn cuamdo no es f cil dar una definicién precisa de este grupo de métodos, S.
a.proximada de Eos O biemas de la teoria de lag ecuaciones diferenciales ¢ integrales

mediante su reduccién a sistemas finitos de sistemas de ecuaciones algebraicas.

Y es precisamente en este este grupoe donde se ubicz el Métode de Colocacidn
TH: esquemas de nueve puntos. Por ofre parte resulta oporiun 10 recalcar como 108
procedimentos aqui utilizados toman sus bases y fundamentos en ia Teorfa Algebraica

e Herrera, misma que desde hace algin tiempo ha iniciado a una nueva y promisoria
metodologla pars aproximar, con muy alta precisidn, la solucidn numérica de diversos
problemas formulados con el auxilio de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.

e'+

Asi por ejemplo, se flenen

Aplicaciones ae la Teorfa Algebraica 2 la solucién de problemas de valeres en
frontera de una dimensién

Se han derivade nuevos métodos para reseiver ecuaciones ciferenciales ordinarias
en aigoritmos en giferenclas Anitas de O{h") para r arbitraria; escencialmente,
los procedimienios se caracterizan porgue Gnicamente se requiere procesar la

formacién nodal,

5

- e e H ol Ty i T [
Doz oire parte, les soluciones localss pToXin

3]

cas 8 WL‘submju_ oo uo}f“ac'é
~ caca subintervalo se utilizan s
pultos de colocacidn, entonces p = n+1 v el orden de exactitud es O(R*~ ) L

instrumentacién computacional ce i0s aLgom,mos empleados es bastante simpie.
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Por otro laco, de modo natural se desemboca en técnicas de descomposicién
del dominio, y por afiadidura, en los dencminados métodos adaptatives de tino
h —p, donde A es la norma de Iz malla y p es el orden del polinomic utilizado
(ver [8], {7}, (28], (271, [38])

L J

7

Aplicaciones de [a Teorfa Algebraica a la ecuacidn del ¢ransporte

- . . 7

Como se sabe, la ecuacién del transporte figura como una de las ecuaciones
méas importantes de la fisica matematica v es aplicada al estudio de procescs
transitorios advectwo—diruswos.

~Ahora bien, cuando el proceso difusivo domina en el problema y se aprovechan
10s mégodos de malias clésicos, ia somclon del mismo no ofrece mayores dificul-
‘ades. Qin embarge, cuando el problema es dominado por el procesc advectivo,

entonces la blisqueda de la solucidén se dificulta por causa de efectos indeseables
tales como la m‘{:rodacmér de una excesiva difusién numérica o la aparacidn de
oscilaciones fisicas en ia vecindad de los frentes.

Para superar estas dificultades, tradicionalmente se recurre a diversas “dcnicas
tales como la aplicacién del método de diferencias finitas en la variante de-
nominada aguas arriba (upsiream), métodos del tipo Petrov-Galerkin, diversas
modalidades del métodc de elementos finitos, etc.; sin embargo, una de las més
severas criticas que recae sobre estos métodos consite en ia inevitable presencia
de pardmetros arbitrarios cuya determinacidn se deja al arbitrio del aralista.

En contraste, al aplicarse 1a Teoria Algebraica de Herrera a la solucidn de prob-
lemas advective-difusivos, las funciones de prueba incorporadas por la ieoria

muestran, entre oiras, las sigulentes singulares ventajas:

==t

. no figuren pardmetros arbitrarios en la definicidén de las mismas

Tog & - 2t g aantire o anta een
WES D *“c*o“ec VEIIEL COMUITTY &InenLe CCL .

[N}

ecuacién {velocidad, coeficiente de difussién, velocidad de reaccidn)

3. Iz definicién de las func 10’1°S gz obilenz con hase

2n ung rormulacion
. £t % ot 3 T Al
meatemaiice coh grenie, gistemiticn ¥ LC &iie 8Xalillil



o Aplicaciones de la Teoria Algebraica a problemas de descomposicién del dominio
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ce algin tiempo, los métodos de descomposicidn del dominic aplica-
dos a la sol“ idn de problemas de valores en ia frontera, donde el dominio de
integracion es grande o bien cuando se reguiere incrementar la precisién de ics
resultados numérices, han sido objeto de especial atencidén v constituyen, por
su propla naturaleza, un efectivo medio para implementar modelos numéricos
en sisiemas computacionales paralelizados.

Ademds, con base en el impresionante desarrollo del slipercomnmo en nuestros
cias, se espera que estos métodos cobren mayor importancia en 2l futuro

(3“

Ahora bien, recientemente se ha propuesto un nuevo poderoso enfoque para
abordar probiemas de descomposicién det dominio: el Método TH de Descom-
posicion del Dominio .

Este método es una generalizacidn del Método Trefftz-Herrera y aprovecha una
propiedad caracterfstica de las soluciones locales, estimadas en las s umeglomes
del dominie de integracién, v es la sigulente:

Toda la informacidn relacionada con la sofucidn buscada se puede referir
a los valores de s solucidn calculados en las {ronteras internas. En parti-
cular, si el sisterna de fanciones es TH-completo, entonces los valores de
la solucidn anroximada en las fronteras internas coinciden cor la solucién
del problema de valores en la frontera.

AR ASLLLTL

Por su parte, ia Teoria Algebraica de Herrers ha extendidec el campe de su
aplicacion de modo tal que hoy en dia es posible trabajar tanto operadores
simétricos como operadores asiméiricos y, DOT Supuesto, tambidn sistemas de
ecvaciones diferenciales de los tipos indicados (ver (23], [30], {32i, [34], [35],

[36]).

Agui resu.ta OpOTiune mencionar come .a teoriz Algebraica de derrera na side

aplicade en diversos campos taies ¢omo

by

o la sismologia



la ingeneria sismica

O

o problemas de difraccidn elédstics
o en ingenieria petrolera

— modelos ce pevroleo negro (black oil
Py

— problemas de burbuja variable. Se obtuvieron resultados que difieren de
los deducidos con base en los modelos tradicionales; esto permitié detectar
limitantes en estos Gltimos gue hasta entonces se habian mantenido ocultos
y en consecuencia, no habian side detectadas

""""" erzos realizados, permitis extender la
e cub ir operadores asiméiricos, obieniéndose
ada del Método de Trefftz conocida como el Método
{Localized Adjoint Method, LAM).

=]
4]
([)

Por otra parte, los alentadores resultades obienidos con el Método del Adjunto

Localizado motive su aplicacién a la ecuacién del transporte; la metodologia resul-
tante se conocen hoy con el nombre el Método del Adjunto Localizado Euleriano-
Lagrangiano (Eulerian-Lagrangian Localized Adjoint Method ELLAM), desarrol-
iado por el Grupo ELLAM, integrado a tal propdsito, por 1. Herrera, M A. Celiz, R.
E. Bwing v T. F. Russell.

: ¢ de este contexto histér 'co se desarroiia el Método dei Colocacion TH:
esquema de nueve puntos, tema de la presente tesis; se extienden ahora las aplicaciones
de la Teoria mlgebrmca resoiviéndose, como ya se menciond, ecuaciones diferenciales
elivticas en dos variables.

Y dentr

i
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P . T TR
D50 Zo00 el M

A su veg, las muliind 2 érodo del Adiunio Lo-
caiizado, en una dimensién, como con ei Método del Colocacion TH: esq uema de

QueVe DUnNLos, en dos dimensiones, evidenciaror un excelente desempefic en mallas
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constituidas con un ntmerc reducido de nodos; es decir, en mallas con paso II rele-
(ivamente grande.

n otras palabras, mieniras gre méiodos tales come e Método del Zlemenic
Finito, el Método de Diferencias Finitas ¢ of Método de Colocacidn tradicional pueden
requer r mallas con miles o decenas de miles de nodos para optener una cierta precisidén

W
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en los resultados, ess misma e exactitud o mayor ge puede Iograr usando malias con-
ormadas por unos cuantos nodos o decenas de Jos mismos en el caso nnidlmenszom?
aprovechanco los principios de la Teorfs 2 Algebraica de Herrers (ver [6], [27]).

PN FI Te T RATE : P o s A T
“APILWIO 2 Bl Método de Colocact n TH

Dado el puntug] manejo del céileulo oOperacional exigido por Ia Teorfs Algebraica de
herrera, es as! Gue se ofrece ia siguiente propiedad de log operadores diferene ciales S {v
demostracidn ex | 18]).

er

Proposicidén 2.1 Seq el operador diferencigl eliptico de sequndo orden

4

b

Lu=-V. (2a-Tu)1+v. Y+ cu (1)

se afirma que sy adjunto formal es

Ij*ws—V-(a-Vw)—b»Vw—i—cw (2)

donde - T
a = |G G ] o= 3

L%y Oy | L Y

stendo ¢ una constanie.

Partiendo de las ecuaciones (1) ¥ (2), operaciones ¢ 2lgebraices sencilias muesiran

[43]

Ahora biern. si ge hace
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Dlu, w):g—(u?’w—w?u}%—uwb, (5)

entonces se deduce

wlu—uly= V- Dlu, w).

—
h
paS—_

Se observa QUe si © = @, entonces ef operador £ eg simétrico.

Con el propésito de iniciar en detalle el desarrolln qei tema en cuestidn se formula
el siguiente brovlema de valores en ia frontera:

Problema 2.1 Se busea Ia funcicn » continug en eof interior de ig region §2, fal que
dado el operador eliptico de segunde orden

[
o
H]
-

fa en g 7)
se satisfacen lgs condiciones de Dirichles
Y=uz en g . (8)
Y también los salios en T prescriios
lu] = E—Ej = 0 en % (S

= LR SR y Lot 3 M ol . -nn/-‘!n
Los corchets Cladracos aenotan ipg “ge 8087 de las funed FOIes encerradas en log

mismos.
A su vez, el dominio 1 se desco ch:’e € unm sisters de srhdom iios QV ; la
unién de las fronteras comunes de iag sub oregiones se denois, como va sabe, Z
73
e A

IJl o ledtl Widl bt 8 v w1



rese a"zola la regidén I v los espacios lineales £, y D2 de las funciones de

rospectivamente. aefinidas sn (3. Esi tm et e

Ty LOOPOL LG VGAITIILVT, WALl G Tl st L80€ GOIMING se illl:.ea La

2 el
ﬁgura lren Qlcha figura también se senalar la frontera exterior 31 v ura cuantas de
las fronteras interiores, cuya unidn se denota .

¥ - I T P . SN Iy "
g2 sabe que el ope-adm L7 es e aqiunio ormas

r

(=

Ahora bien. de la proposicién 2.

I

del operador L, es decir,
wlu—vlivw = V-{va-Vw—-wsa Vu+uwbd} (10)
v de agui v del teorema de la divergencia generalizado se deduce

f; {fwlve—ulw}ds= y‘;? Dlu, w) -ndzr — fr Dy, w)] - ndz, {11)
J Jaa v

donde el vector m es un vector unitario dirigidc hacia afuera de la subregitn en

e
Yy
CUesuion.

Ademas,

[ ¥ wru
j wludr =% jﬂluuz.,dx. (12)

fet

Q

Ahora se define la siguiente funcidn bilineal

A}

Re{u, v) = D, w)-u = Blu, w) - "y, w), (13)

conde Blu, w) v {w u) = C*(u, w) son dos funciones bilineales. EI simboic ¥
sefizia ia transpusesta de ia funcidn bhinia..

A continuacidn se desglozan cos importar i es
0DeraGores biineizies mosirados en la ecuacién (1
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ropiedad I Parg toda u, la Juncidn bilineal Blu, w) safisface las condiciones de

frontera prescritas; ademds Blu, w) es una funcicn lineal de w, tndependiente de lg

eleccion de u.
Esta funcion bilineal serd denotade asi-

£ =go{w) paratodaw € Dy, (14)
o también por
Blu, ) = g,. (15}
Fropiedad 2 La funcidn lineal C*{u, -} depende de los valores complementarios de ia
Jrontera; generalmente tales valores pueden ser determinados toda vez que el problema
de valores en la frontera ha sido resuelto.
Se introduce shora una Gescomposicién de fa funcién bilineal
ey, w) = =Dy, w)] - n = Flu, w) — Kz, w), {16)
donde
T {u, w) = ~D(fu}, ) - = (17)
Y
K w, w) = K{w, u) =D, [w]) -z {18}
Les férmulas (16)-(18) se justifican mediante Ia siguiente identidad algebraica:
_ N LT Tan Ty 13
[Pz, w)] = D{u], @) + D&, lwl), (18)
aqui
?.i:_' — U o~
{'Lﬂ = U, — U, = - 7 (ZQ}

(%)




Propiedad 3 Toda vez que el salto de u ha side especificado, la funcidn bilineal

J (. w) define una tinica funcidén hineal en la variable w independienie de la eleccion
particular de u.

Propiedad £ En los problemas con saltos prescritos, la funcidn lineal K {(xs, ) de-
semperia un papel andlogo al que juegan los valores complementarios de la frontera
C{u, 1), Bs decir, lo funcidn K puede ser estimada toda vez que el problema de
valores en la frontera ha quedado resuelto y, ademds, ha sido evaluada ya cierte in-
fermacidn a cerce del promedio de la solucidn y sus derivadas en T,

En este punto del desarrollo procede establecer las dos consideraciones siguientes:

¢ En un probiema de valores en la frontera con saltos prescritos las funciones
Bu, -} y J(u, -) pueden ser conocidas de antemano. Es por esto que se dice
que forman Uarie de los datos del problema

¢ Ea cambio, se dice que las funciones C*(u, -} y " (u, -) constituyven parte de la
informacion buscada pues ne son conocidas de antemano

La solucién del problema en cuestién quedard circunserito al estudio de los ope-

radores diferenciales eipticos de segundo orden y siméiricos.

Segiin esto, las ecuaciones (1) y (2) adguieren, respectivamente, la siguiente pre-
sencaué;*
Lu=-V -(2-V)+cu 2n
v
Lu=-V-(2-V)+cu, (22}

correspendiendo, en este caso & 1a ecuacidn (5) ia expresidn

Du,wy=z2 - uVw—wVu). (23}
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Para las condiciones de frontera del tipo de
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Blu,w)y=(n-2-Vuw) {24)
¥
Sy, wy=w{n-a Vu) (25)
agui los valores de fontera complementarios puecen ser interpretados como el Huje
(iusto.
Por otra parte, de acuerdo a las ecuaciones (20) se tienen
J(u,w}:(n-a-‘Vw){tz}—i—w[n-a-Vu] (28)
J
Kw,wy=n-a-Vuli—|wjn-a Vo (27)
Ahora bien, de acuerdo a las férmulas {11), (13) ¥ (19) se sabe que
f e [ e Y g . _
y wludzr— i Blu,w)dr — <: T{u, wyde =
It Jon Jx
r L ; - H . o A 1
pouLTwar — ¢ CMu, widr— Ky, w) de (28;
/0 Jjan Jz
Estz Gliima expresidn sambién se puede eXpresar poT
(Pu, w) — (Bu, w) — {Ju, w) = (Q"y, w) — (Cu, wy — (Ku, w) 2o

bt
I
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Aguf se utilize la notacién

{Pu. w) = j w Luds, (30)
* —_— «Kr Pat 3 £
(Qu, w) = jo ¥E wdz, (31)

\ j@ﬂ Wy w » (33)
(Ju, w) = sz T {u, w)dz (34)

(Hu, w) = fi Klw, v) dz. (35)

/

La ecuacién (29} es una identidad enire formas bilineales y se puede expresar en

N , ;
Orma mas compacta asi:

P-B-Ji=@"~C" - K" (38)

YV oests 28 nracisamente ln MeeeTs Sa Tamas T
I 8BTS 28 Dreglsermenie La e, O O TEEL- DETTETE,

5]
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El problema 2.1 de valores er: la frontera con saltos prescritos se puede modificar,
equivalentemente, de la siguiente forme:

Problema 2.2 Se busca una funcidn u continua en lg regisn §2, tal que dade o
ecuacion diferencial

Lu=fo en Q . (37)

se saiisfacen
b - { Y
Blu, ) =gs() v Tlu, ) =7zl (38)

Obviamente © es una funcién que satisface las condiciones de frontera v saltos
prescritos en el problema 2.1; ademds las funciones gz ¥ jx son funcicnes lineales
tales que

Blu, wy = gs(w) v Jlu, w) = jelw) para todaw € Dy, (39)
}=38 i J=17 J L3 )
aguf
% = ugen {1 (40)
¥
w]=3% & Vu -n=4 a2 {41)

- &~ i M Y te I / Moo, faaen Py . - dSer
£or Gura parte, en viriud Ce las expresiones (24) y {28) se deducen, respeciive-
e




et

{ o

jg\w,:—{::-a-‘Vw)jG-;—wj. (43)

Ahora bien, con el provésite de asociar una formulacié

Droy o variacional ai problema
de valores en la frenters ge definer las funcionales lineajes fig, 7 € D por

(f: ’w> = J’{} U jCQ d:r, (44)

.
{g, w) = fas\ gs(w) dz (45)

s ff {AEY
{7, wy = Jy Ielw)dz (46}

Pe este modo se llega a la formulacidn variacional de! problema de valores en i
frontera con saltos prescritos:

Fu=f  Bu=g Ju=j (47)

uste sistema de ecuacicnes, equivalentemente, se puede eXpresar por

—
i

(=3 Tjuw)=(r=g=;

/

3
' o biex por
:
2 W T o Favtals x\a\

; ({Q ="~ 27y wy={f—g—j w) para tode w € Dy (495

Er el orimer ceso s dice Gue .a formulacién variacional ests en términos de los

datos del problema: pues Pu, Buy Ju son preseritos.
i8

Ll v




Zn e: caso restante se dice que la formulacidn variacional esta dada en términos
de la informacidn buscade pues los términos Q" u. C*u vy K*u no som conocides de
antemano.

La identidad {36) avaia la equivalencia de las formulaciones variacionales (48) v

(49). '

Pol oira parte, cuando se utiliza un sistema de funcicnes de prueba ¢ de peso
{w w? L LwN C Dy, se garaniiza la existencia de una solucidn aproximada del
_problema, @ € Dy tal que

==
18]
I
Ny
I
N
3)

a=1,...,

H

£
&
S
t..
Q’.‘.:
‘-a
=
S
<,
Poamn N
<R
oD
p—

(@ -C"—EMguw¥) = (f-g-j, v, o

I
[u——

e, N (51)

Ahora bien, puesto que la solucidn exacta verifica {49) se sabe que

(@ - - ENBu) = (@ - - K)uu?), a=1.. N (2
v de agul, Analmente
(@ -C" -~ K (@-u)w) =0 a=1,..,N (53)

Asf la informacién comprendida en ia solucién buscads se clasifics o alguno de
08 tres rubros siguientes

1.~ Valores de Iz solucidn en el interior de 125 su regiones {1, mismos que son dados
por T u :

o~ “Tat M - Ok

2.- Valores complementarios de ‘a {rontera externs & 5 {1, proporcionades por CF u

prt
]




3.- Promedios de los valores de la solucién o de sus derivadas en iz frontera de los
subdominios (2,, es decir en ¥, estimados nor K*.

[

w

2.k
s (D

'*’i

de la so‘“c 160 Unicamenie v no de vades, o de la prgmera de ivada pero no de

la solucién. Para tal fin, se descompone la funcién bilineal K en la n

asociadas con las derivadas de u del orden correspondiente K0,

una descomposicidn del operador X en Iz suma de %, K2, .. .
Con esta descomposicione se obtienen

K = > K, K =5 K. (54)
% 7
donde
Ko(w,u) = n-[a- Vwlg Kow,w) = —lwln-a-Vu (53)
Ast pues, la formulacidn variacional, para el problema de Dirichlet, en términos

de la informacidn busca a (48) proporciona informacién correspondiente

Ui’ﬂl MOS Dor medio del término < Q u,w >

[
[
-

1
<8
¢
=1
=

O
~
o
[qH
b
(]
o

0’:

3%

[N

at valor de frontera complementario en 852, mediante el término < Cru,w >

3. a la derivada normal en T, por medio del térming < Kl w >

s

- al valor de la solucidn misma en ¥, mediante ¢! términio < X b, w >

Con el propésito de concentrar la informacion del valor buscado ce i sclucidn ox-
clusivamente en Z, las funciones de peso deberdn elimimar la informacién ne deseada
anulando los términos < QUu,w >, < Cru,w > v < Klu,w >,

oste se l 8T8 St ia8 IUACIONnes ¢e Desc salisizcen o condields:
I e ~ no
& -0 - Xuw=s (5€)

es decir, &




Uuwuwwuﬁf@&}UﬁdU@U@Q{O@@O@@Q

Lw =0 Clw-) =0, w, ) = 0. (57

~

Bajo estas condiciones Iz formy acidn variacional, en términos de ja informacid
buscada (48), se reduce a

~

ue las funciones de peso satisfacen la ecuacién (28) se

2 il . —
—<.’fC“{u,w):<f—g—j,w>. (38)
Ahora bien, suponiendc que existe una solucidn u del problema de valores en Ia
frontera, entonces se dice que un sistemea de funciones de peso {w®; = W es TH-
o
e

complete, si del hecho de
ceduce que

K% = g%, 5

o
W
~

For otra parte, cuando las expresiones dadas en (57) son satisfechas pars Iz
solucién aproximada %, entonces la ecuacion (49) se reduce 5
=g, w) = (f—g—;, w*y para toda w® € W (60}
io que equivaie &
(C7 8, w®) = (C*u, w%) = para toda w® € W (61)
DUeSLo Cue 18 s0lucidn exacta también verifien o
~{(C7u, w®) = (f—g— wy, para toca w* € W 1323
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Propesicidn 2.2 Cuando el sistema de junciones {w®} = W es TH-completo, en-
tonces la funcidn U satisface el sistema de ecuaciones (60) si v s6lo s

Cri=C"u

Fainy
Ch
(W]

pa—_

En otra palabras cuando e sisiema de las funciones ae peso W, es TH-completo,
une funcién U es una solucién eprozimada & y sdlo si sus velores complemeniarios
de la frontera en 8, corresponden o los de ig solucion ezaciq.

T virtud de ias ecuaciones (31), (33) ¥ (35), la condicién Quw® = @ equivale &

Cw*=0. en(l (64}

Asl, por ejemplo, para el operador eliptico simétrico estag cond
salto de la funcién sea

-2 Vuw] =0 (66)
P R D, 7 ' 2. ) H . 3 i
LAPRITUIo d: onstr UCCIOIL & fas runciones de
LCE0 ¥ e arueos

o~ i Yty Ao T Porom ad . P - : R L e P
O 21 PIoposite obtener las funciones de DESC apropiadas nara resoiver numéricameante
; .

el probleme de valores en 1o frontera 2.2. se conviens er subcividir e! dominio del

4 (VAW 5594

problema §¥ er unz serie de elementos tal ¥ COTO Se MuesiTa en la
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que f’ada tuna de fas subreglone del dommm Q sea transforﬂqado, en el {:La,dre,do
unitario £y = {0, 1] x [C, 1].

Asi el adjunto formal (22) queda expresado por

Dw= -V AA - Tu)+Cu, (87)

donde los coeficientes A v € estén relacionados con los coeficientes 2 v ¢ por un mapeo
polinomial bi-ctibice, definide en {i;, de dimensién ignal 2 4.4 = =16,y 4 nstituye

un espacic lineal denotade por I1. En el siguiente cuadro se presenta exph&\,ameme
su conjunto generador.

1] =z z z°
RN 32@*‘ 3539
EdErarra
Y EraArT:

Conjunto generador del espacio II

23
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Figura 2: Regién descompuesta en cuatro rectdngulos v puntos gsussianos.

fal

Por sencillez se considera ahora una regién rectangular de lz malla compuesta por
cuatro rectdngulos, sal v como se muestrs en la figura 2; cada nodo interno {
esta asociado a la subregién {,; formada por los cuatro rectangulos que rodean 2

3t - ~
du.,qu uOdU .

Ahora bien, suponiendo gue el problema de valores en o frongera posee solucidn
unica ¥ y que para cada elemento {4y, u? es una funcién definida en £, misma que
satisface la ecuacion diferencial (87), entonces u'7 = u en 2, para toda i, 7 si y sdio
st ut? = uFt en ;MO Qy para toda 1, § y pare toda k, |

Ademds, las condiciones de frontera son satisfechas por w*? cuando O 5 N OG,
no es vacio. Agqui Oy, denote agueile porcidn de la frontera {0 que jorma parte de lg

frontere de 4y y Q. Obviamente, 2,5 N 08l es aquelia porcién de iz frontera de
{ix) que estd en el interior de Q4.

Para la construccién de las funciones de peso se aplicard colocesidn ggussiana 2
la representacién polinomial
4
wr{Xy. M) = B(X, X3+ z Oy M A (58,
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Figura 3: Gréfica de la funcién B
donde los cusiro coeficientes C1; se determinan por la condicidn £ w — 0, impuesia
en cada unc de los cuaire puntos gaussianos del cuadrado unitario 7.

Er el siguiente cuadro se describe lzs con ponentes que intervienen en Ias funciones
I'soporte de la funcidn w es ei cuadrade [—1, Ifx -1, 1]; aquf se toman
‘é’ e

.
@
T
4]
[92]
o
W
22
=1
=y
@

7
1

T=1-~-¢yy=1-— 1. Por otra parte, mediante simples sustitucicnes en (68} 52
- .

compruena w(0, () = 7

T A




Cuadro 2

| i o 2 3 4

i J R et i |
| Vi (z,y) | — | énzy | Ena’y | Enxy” | Ena? |
| Blwy én] - | = - = |

onjunte generador del sistema {7} y {8}
Para efectos de iustracidn visual

- &n la figura 3 se muestra la grafica de la funcidn Bz, y) restringida al subdo-
ninip €,

:?

- En la figura 4 se presenta la funcion V1 (z, y) con oporte $4r; ademds, Ia gréfica
de dicha funcién se gira tres veces a fin de mostrarla taz
en los dominiocs Qj} Q;;; ¥ Q;V

H
gL

Dada la similitu
ciones N%(z, y), NV

Por otro lado, en el apéndice A se catalogan las subrutinas, escritas en el len ggajo

G, para evaluar las fanciones B(z. y), ¥'(z, o), N3z, o), Pv3(:;: y) vy Nz, y) asf
¢omo todas sus primeras y segundas derivadas en los subdominios $ir, Qp, Grrr v Q.
Cada una de estas subrutinas se acompana de ejemplos numéricos.

3.0.2 Funciones de nruebs

A su vez. la aproximacién a la soluciér buscadsa se ex preserd mecisnis o siguiente
ecuacion
E
b= T+ U (89)
k 47

tistace sz conaicidén de frontera (8), en
E Tango Ge ia segunda $uma recorre 1os
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Por otra parte, la construccion de las funciones ¥ v @ se realiza dei modo anélogo
al usado en el caso de las funciones de peso, mediante el sistemz de funciones bi-
cibicas {N7} v {B} presentadas en cuadro 2.

Ahora se procede g construir un un esquema en diferencias finitas de nueve punios,
el que por afladicura, resulta definido positivo.

Los coeficiente U; , que figuran en la expresidn (69) se determinan segin las condi-
clones impuestas & las funciones de peso por ( 7); v de éstas y de la ecuacidén (51) se
obtisne

] K (w,, V3, )dr = - | AT EH (70)
ij{.t} J& L (wkl’ =3 L= j nvzjlafnl aiC, ‘\ Uj
) | On |
onde A A -nyv A estd relacionads con 2 por el mapeo polinomial bi-cibico
referido en en la construccién de la ecuacidn{ 87)

Ar {
— — P i £y
Foa={—gwy) = | w,fadz J us (A - Vwy) ndz {71)
Jo 29,
ananananan b To andeealfi; acemrirmaaen Fiann 1o aveeaod Ar
i lii&ll‘Lﬁllhﬁ Lo OWULLEARIEE O.-iJl LALTLELCALC LICELS 1O CAlJl e»:!.lUM.
4 TTr o ‘/7
Mo, Uy = o 172)
Es interesante observar que
~ a ~ Y
"L N Py Y A — A . 5 (7
jj Su \d’kl’@zj}“"”_dfﬂ \}L V ki VQW- kaig)z‘?} C’-w, i 3\
relacién que reempiaza e! dominic de injegracién X por {I; es decir, ia integrei se
avelve sohre g intersecidn Ce los somories de w,. v de @, i
28
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apitulc 4: Construeeidr d

4

A continuacién se procede a describit er detalle Ia construccién del sistema lineal de
ecuaciones (72) dentro del esqueme de nueve puntos en diferencias finitas; por razones
de claridad en la exnosicidn se repite de nueve dicha ecuacién:

o)
ha
Bl
o
<
<
fl
1
-
=]
i
g

agul se acepta la convencién de suma, es decir, ios indices repetidos se suman sobre
n 1

ienaose todos los nodos interiores.

La matriz resultante M queds, integrada por nueve diagonales ¥ ademés es simétrica
como es usual, F dencta al veetor de carga del sistema.
4.2  Construccidn de la matriz M

Para la construccién de la malle se opté por dividir al dominic del Droblema en
cuestion @ = {0, i] x [0, 1], en un niémero n de bandas verticales (horizontales). Se

anota que pajo esta disposicién, en el cruce de cada banda horizontal con una - vertical,
figuran los cuatros tipos de subregicnes 85, G, Qi y $ipy descritas anteriormente.

Asfla malla queda inlegrada por un nimero N = 2 21 — 1 de ejes verticales v
©ir0s tantos horizontales no comprendidos en la Frontera 50 ¥ en cuvas inter swczones
s¢ ubican los nodos interiores; es decir, Ia malla contiene en total (Zxn — 1)x(2n ~ 1)
nodos incégnita donde se busca determinar numéricamente la fm Sn 4.

Ahora, con el dr de alcanzer un adecuado comirol para el recorrido de los nodos
durante el proceso computacional, & cad i i
conirol s proporcionado por la expresién

s = (~*2xn—1)+7, P <5< 2%n - 1; (75)

:0s indices (i ¥ 7) sirven para uhicar a los nodos h,; dados en la ecuacidn (74).

[
<)

?



En la férmula anterior se observa come Iz numeracién de ios nodos de la maila
corre de abajo hacia arriba v de derechs 2 izquierda; al g o 08
renglones en tanto que de ¢ depende la numeracién de las ¢ Iu’nnas M es una matriz
eltamente porosa cuyos elementos no nulos se ubican an nueve diagonsaies.

C
;
r
{
i
;
:
¢

El origen de las coordenadas locales de las funciones de peso se fija en el node
(k, I} mientras qae el origen de las coorde"laaas de las funciones de prueba se desplazsa

segin el par (4, 3). Los pardmetros i, §, &, y { se manipulan de acuerdo a la ecuacién
(74) conservédndose 1 < k, [ 52*71—— 1yl <4, 5 <2%xn -1

En el siguiente cuadro se describe la numeracién de las diag()“aio utilizade en

la programacién computacional cuando el origen de coordenadas de las funciones de
peso se ubican en el node (k, {)

Cuadre 3

Punte de Origen de Coordenadas Diagonal
de la Funcion de Prueba en Nodo | Num.
(4, J) = (& 1) 1
(4, ) = (k, 1+ 1) 2
(s, 5} = (k’@'_f\ 3
(4, ) = (k+1, 1) 4
{h J) = (E—-1,1) 5
(,J) = (k+1.01+7) 8
(¢, j) = (!z+1,£ 1) 7
(i,j) = {k~1,1+7) 8
|G, j) = (k—1,1-1) 9

30
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s términos de carga £ ; que aparecen en el sistema de ecuaciones lineales (74) se
estiman también recurriendo a las integrales de 4rea segin la ecuacién (73).

=

En esfe case el recorrido de los nodos de la frontera 8Q de la regidn € se simplifica
oastan‘t\,, a tal fin, en la instrumentacién computacional de los a.geritmos, se considerd
convenzente realizar el barrido en cuestidn de acuerdo al sentido de ias manecilias del
reioj.

La correcta ubicacion de los elementos #;; en el respective vector de carga se

consigue aprovechando la férmula (75), pues ésta al asignar a cada nodo interior un
nimero que lo identifica permite, para efectos de integracidn, asociario adecuada-
mente con los nodos fronterizos

‘Toda vez pianieado el sistema de scuaciones (74) se procede a resclverlo. Par
esie ¥ dado que la matriz de coeficentes Us,; es altameme porosa, siméirica, definida
positiva se utiliza el método del gradiente conjugado,

ga

Los milltiples experimentos computacionales realizados mostraron exceleates re-
sultados tanto en términos de exactitud en ios cdleulos como en los tiempos de proce-
samlento

2 T 2 1 - el o 2
\ ' ’ T i r T - -
Capitulo 8: Programe de cdmputo para qa soiucidn
.W\ Ao ng b ("‘1? ikt g ‘;“" 3
de eCuaciones clipricas ¥ SIIMEeLricas
5.0.2  Criterics mera iz intrumentacidn nars’slizeds Jel Méiodo ds Colz-
cacidn TH
La instrumentacién computacional del Método de Colocacidn TH en ls compute-
dora Origin2000 de la UNAM se realiza mediante cuairo grupos de SUCDTOgramas,
mismos que a continuacién se describen suciniamente. Los detalles descriptivos y

0D

rrespondienies 1istacos se encueniran en el apéndices B, C, D v B gue acomipanan
a este documento.

CAd
fay
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For ofra parte, procede mencionar que tres de los cuatro modulos que integran el
baguete computacional que se elabord para resolver numéricamente o! probiems en

Tii

uestién, y que se describen g continuacién, se ejecutan aprovechando las facilidade
para el multiprocesamiento propio de computadors Origin2000.

o
w

Aquf se aplica el sistema denominado MIN D (multiple-instruction mutliple-data)
k|

Gonce una coleccién de brocesacores, sincronizados enire si, accesan diversos datos Vv
ejecutan diversas instrucciones simultineamente.

N

Ahora bien, dado que la referida computadora cuenta cor dispositivos de memo-
rie distribuida, donde cada, procesador posee sus Propios recursos independientes de
TEmOriE, se opid por disefiar Jos brogramas computacionales recurriendo al nse de he-
eads), bajo la téenics denominada granuiacidn gruesa, recurso adecuado
para la ejecucién independiente vy simultines de diversas subrutinas. Como conse-
cuencuencis la cargs de trabajo se distribuye equitativamente entre log procesadores
usados, haciendo innecesario e} uso de técnicas de balance de carga.

5.0.2  Descripcidn genera! de ias sugrutinas

[
]

o
=
o]

€80 computacional se inicia ejecutando el programa th_1.C; este pro-
grama toma a su cargo

(5} la evaluaciéa de las constantes Cr,; que aparecen en la ecuacién (67

La estimacién de las consiantes Oy ; se trabaja separadamente, en cads uns
de las cuatro subregiones que rodean al node 7 = /j 7), es decir, en los

\

b
subdominios {2;, Sy Slrir v Q7 del dominio {2, ). Para tal fin se elaboraron

=1
en el lenguaje O, cuatro subrutinas, una nor cada subregidn y se ejecutarn en

L

] ? o min T Wit ennaldo T
parzielo en cuairo srocessdore --SLisne e buurcacin del proceso padra,

T

ahora en nueve procesacores, donde cada procesador evaits pos v sélo o
ias diagonales que integran la matriz M,




e F AT

Ao

Tal vez en primera intencién el Méiodo de Colocacién TH pudiesb inducir,
€ este paso, una implementacién computacional compleja, sin embarge ursg
cuidadosa observacién muestra las grandes facilidades que al r especto ofrece el
Método.

A continuacidn se describen los punios principales de la metodologia empieada

uaz los términes no nulos de iz matriz M = [My.,]. Los célculos
1

als
cvaiu
espectives quedan a cargo de dos subrutinas dende, con la intervencién de
formulas de cuadratura gaussiana (cien puntos), se mteg*a la ecuamon (73).

Una de las subrutinas de integracidn interviene cuando Gi = &0y

la otra se aplica en los restantes casos, es decir, cuando (7, §} # (&, 1)

y
(a)

"’* (@]
[4¥)

(b} Con el auxilio de dos arreglos unidimensionales con pardmetros & v, se
posiciona el términc My, en una diagonal de la matriz de coeficientes

M; a su vez aquells se determina en funcién de los indices ¢ v j {ver cuadro
3)

3. Cuatro subprogramas integr q el programa th IIT.C; se evaluan ahors los

,'4}.

términos del vector de carga ¥ que figura en el lade derecho de la ecuacidn

(74).

Las subrutinas corren simultdneamente en paralelo y corresponden, respectiva-
mente, a cada unoc de los cuatre lados de la frontera.

Aquf de nueva cuensa se utiliza el mismo par de subrutinas citadas en el ineise

(a) del pérrafo anterior nara evalvar las integrales de 4res

3

Gltimo grupo lo integran tres Programas que corren secuenciaimente, s saber:
(2) arma la mairiz de coeﬁciemtes M gue figura en la

; bara ellc se recurre, segin se ta en el inciso (2), al
manejo de los datos zportados por el DIOgrama -f:: JL.C

e,
"
[

]
4
H

o
‘;:f
D‘Lj‘
<

(b} el programa th_V.f construye er vector de carga ¥, mismo que figura en
& expresiér {74}, se ma :Dhial_, segin se incica en el incise (3), los datos
ojados por el programa th_I[1.C

oo
o
™

B L Ge ecuamm s
(74). Es deciz, se obtrene, 'tai y como se planted, la apr oximacion numéri
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. fin de ilustrar el alto grado de convergencia de los algoritmos derivados ael EI

viétodo de Coiocaczon TH: esquema de nueve puntes, se presentan & continuacién
algunos ejemplos de aplicacidn & problemas de valores en Ia {rontera.

P

-

Con el fin de presentar los resultados de varias aplicaciones numéricas los resul-
tados se grafican, en escalas logaritmicas, bajo ia modalidade que a continuacién se

;
describe:

- Eleje de 1as abscisas corresponde al numerc de nodos interiores (log( Num. nodos))
v el ele de las ordenadas al aditivo inverso del loga rz’t o del error absoluto
(~ (log (ju ~ @)

- Dado cue ia implementacién de los programas computacionales paralelizacos,
en el sistema Origin2000, no soportan nimeros flotantes expresados en el modo
de doble precisién, los ejempios numéricos se estiman con ocho decimales de
precisién

A fin ae apreciar adecuadamente la bondad del Método de Colocacidn TH, las
soluciones numéricas cbtenidas se contrastan con lag obtenidas mediante el Méiodo
del Elemente Finito y Diferencias Finitas. Tas scluciones para estos dos dltimos
casos se chtuvieron con el paquete computacional DIFFPACK ([41], [42]), software
orientado a objetos para resolver ecuaciones diferenciales parciales media_nte eiemem‘to
Anito y diferencias finitas, utiiizando pars el manejo dal Método del F‘l menic Finito

con eclemencos Anicos rectanguiares, 1a clase basica denominaca *a i v para el caso
del Método de Diferencias FMinitas, esquems pentapuntual, 12 clas FDEM.
Bn el siguiente cuadro se sintetizan las principales caracterfsticas de las malias

: e 1 - PR 3 -
UllIZeCas pAra 128 DriTeras CualIc g ab ~loacione



N z 3 [~ 3 bt TOnT k) 3 : H LT P
_ um. de Bandas | Num. de ejes interiores | Num. de nodos interiores | Paso H |
3 | 5 23 ;]
4 7 49 5
= 1
3 1o L
& i1 121 i
= - 5o 1
: ~log Ao gts S im
8.2 Ijemaplos de aplicaciones
Apiicacidn 1 Se busca la solucidn numérica de lo ecuacidn
62 { 3\ @2 { A N {72
é‘xz" I Y+ @yz“'\x’:“” - v Lo

en el dominio (1 = [0, 1] x [0, 1], dades las siguientes condiciones de frontera

70 cuende 0< 2<1, y =0
é senh{y} " r =0 < oy <1
| cos(z) x senh{L.0) ? 0< <, y=1
L cos(1.0) x senh(y) ” z =1, 0< y<1

Los resultados numéricos obtenidos con base en o] Métode de Coiocacidn TH se

‘:‘1‘ - -
contrastan con la solucidn exacta del problema, a saber,

ulz, ¥} = cos(z) x senh{y).

.

A continuaciér. en escala logarfimics, se grafican los errores méximos por niimero
e nodos Interiores.

[

(%]
(93]
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Aplicacidn 2 Se busca la solucidn numérica de lo ecuacién

en el dominio ) =

<
(]

S

it D

. T
Rwd

e P

i

W B}

e

La soiucidn del nro

@2 52
—_— Y — { o il = 14 \
Ar2 U;(.S{,‘, ¥+ &yguk*‘ﬁy) =0 (TT/

(0, 1} x [9, 1], dedes las siguientes condiciones de fronierc

. cugnde 3< z <1, y =0

+ 0.i5 ” r = < <1
+ C.0& g oL <L, oy =1

—y 402 7 oz =1, o<y<i
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graican, en sscalg fogaritmica, los méximos errores ohtenidos
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Figera 6: Brrores de aproximaciéa en la aplicacidn 2.

Aplicecidn 3 Se busca la solucidn numérice de la ecuacidn

pa ) 52
e, o

14 v I N I8 3
—ulr, )+ ulz, gy = 78
512 oy ) 8’:9"2 (S ~ . LS

en el domindo £ = [0, 1] % [0, 1], dades las siguientes condiciones de frontere
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7 0.1sinh(1)sin(z) 0< z<t, ¥y =0
é G.1sinh(1) sin{y) z =0, 0<y<:
i 0.1 (sinh(i)sin(z) +sin(i)sinh(z) —sin{l)sinh(~2 +2)) C< <1, 3y =1
¢ 0.1 (sin(1) sinh(y) — sin{1) sinh{—1 - y) + sinh(l)sin{y)}) =z =1, 0< y<1

u(z, y; = 0.1 x {sinh(y) — sinh{—1 + y)) sin{z) + (sinh(z) — sinh{—1 + z)) sin{y)

=

Seguldamente se contrastan, en la forma acostumbrada, los mdximos errores por
numero de nodos interiores de la malla.
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A continuacién se ofrece la gréfica de los errores

Aplicacidn & Se busca la solucidn numérica de {a ecuacion

32 2

{ — R
= u:::y%—ﬂnuxy—(] 20
392\:) ,y£(1) \)

en el dominio & = [0, 1] x [0, 1], las condiciones de frontera son

[

I'4 ! 2

{ ©+2°—cos(20mz) 0< z<1, ¥ =0
) Y-yt — ey z =0, 0<y<i
ﬁ& z + 2% — cos(20mz)e 207 0< z<1, y =1
CZry—yt ey r =14 0C0<y<t
En este caso la solucidn exacta del problema es:
T+y+2 -y~ cos(20 7w z)e DY,

4 continuacidn se ofrece la grifica de los errores donde el gra do méximo de pre-
cisién se logra com una malis de 32 eies verticeles y otros tantos horizonsales, los Gue
al intersectarse generan 1085 nodos interiores en el dominio de infegracién ) siendo

R 1

enl COnsecuencia e. paso de esta malla 7 = 37
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Figura 9: Errores de aproximacién en lz aplicacién 5.

6.2.1 Discusién de los resultados

En la aplicacién bidimensional det Método de Colocacidn TH, al igual que en los
resultados de los experimentos numéricos realizados al estudisr el caso unidimensiona
(ver [8]), se comprobé el excelente funcionamiento dei método.

Aquf procede mencicnar que en tales problemas donde 1a solucidén no contiene
muchas oscilaciones, por ejemplo como las que presentan las funciones trigonoméiricas
con un nimero ce frecuencia grande, ain con mallas constituidas por unas cuantas
aecenas o centenas de nodos se opiiene excelentes resultados. T8 decir, ¢f paso H de
la malla deberd ser tai que permita captar ias posibles variaciones de la solucién del
problema en el dominio de su definicidn.

or esta causa presentan diversas ai icaciones. Zx las primerss cualro se observan
s maximos obtenidos al contrasiar Iss soivciones numéricas con los soluciones
exac‘;as en probieras con mai.as cor geséz as qesde unas decensas nasta UNSS CUANias

centenas ae nodos; este procedimiento permite observar en detalle 1o evolucidn de 1z
solucidn numérics 2 mredida que se disminuye e paso H de la malia.
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Por otro lado, la aplicacién 5 requiere va, para una adecuada aproximacién, de
mallas integradas por varics cientos de nodos, alcanzdndose en ests caso hasia un
millar de nodos incégnita.

En este punto procede citar como las experiencias aportadas por las prushas res
lizadas en problemas bidimensionales son congruentes con las obtenidas al est:
y experimentar computacionalemente problemas unidimensionales, donde inclus
Cuenta con los recursos tedricos para la estimacidn de los errores (ver [8]).

inalmeme, procede seilalar como la exactitud alcanzada al estimar 1z sglucidn

numeérica con el Método de Colocacidn TH supera a las obtenidas al usar tante el

Método del Eiem ento rinito como el Mésodo de Diferenciag Finitas, en el esquems
de cinco puntos.

L

Esta investigacidn es una parte del trabai JC que realiza el grupe de investigadores de-
nominado grupo ELLAM, donde se desarrolla una nueva y muy prometedora metodologia
ara discretizar ecuaciones diferenciales tanto ordinarias como parciales basada en lg
Tﬂorla Algebraica de Valores en la Frontera de Herres ra; y por lo tanto los resultados

aqui cbtenidos deben contemplarse desde dicha perspectiva.

Es decir, si blen aguf se presentz un nuevo método para resolver ecuaciones
elipticas en dos varizbles independientes, también se espera que en un futuro que
! método expuesto sea aplicado para el desarrollo del trat amiento numérico de di-
versos nroblemas.
Con el fin de ilustrar una de las posibies aplicaciones posteriores de este trabajo,
basta citar aquellas dedicadas al estudio de 1a ecuacién de transporte en dos variables
espaciales

este tema, en el caso de las ecuaciones diferenciales ordinari 128, la Teoria Alge-
braica de Ierrera ha obtenide logros especsaculares al rastrear la componente adves-
FN 1 M

e wransporie mediante el use de métodos evierianc- lagfa-
construyenac una malla en el espacio fja en e tlempo (ver [1 T

En todas estas aplicaciones se han obterido excelentes resuliados v desde luego
se han superadc desventajas ineherentes de los métodos lagrangianos donde tanto

s
D

e



el niimerc de Courant como el error de truncamiento reducen significativamente la
precision de los resultados numéricos.

Asi pues, es de esperarse que dichos resultados, siguiendo los esquemas considera-
dos en aquelios casos donde se trabaja una variable espacial, también se extiendan s
problemas donde se consideran, conjuntamente con la varigble temporal, dos variables
espaciales.

Por otra parte, procede mencionar como un aparente irabajo exaustivo en el
cesarrollo de las diversas rutinas computacicnales que integran este irabajo se sim-
plificé notablemente al aprovecharse baquetes computacionales dedicados a! manes
stmbdiico de las expresiones algebraicas ! (44]).

Finalmente, es de esperarse que las experiencias y resultados aportados en esta
tesis desemboquen en el desarrollo de nievos métodos para resolver ecuaciones diferen-
ciales elipticas en tres variables independientes, aprovechando los beneficios inherentes
a la Teorfa Algebraica de Herrera; y desde luego intrumentados computacicnaimento
en sistemas gue admitan e} proceso paralelizado, campo que se antoja natural para

a
este tipo de técnicas.
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