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Resumen

En este trabajo estudiamos los pasos para lograr una comparacion entre las secciones
cficaces de dispersion correspondientes a la solucién analitica de la ecuacion de Schrodin-
ger para un potencial que contiene una componente tensorial centrifuiza y las secciones
obtenidas a partir de la aproximacién eikonal tensorial, con el propédsito de corroborar la
efectividad y rango de validez de esta aproximacién.

En el capitulo 1 hacemnos una revisién de la teoria de dispersion y de la aproximacion
eikonal para el caso escalar. Asimismo, comparamos numéricamente la seccién eficaz
diferencial escalar exacta con la eikonal, empleando dos potenciales particulares: el pozo
cuadradoe y la barrera cenirifuga.

En ¢l capitulo 2 hallamos formalmente las amplitudes de dipersion a partir del desa-
rvollo en ondas parciales de la solucién a la ecuacién de Schrodinger para el potencial mds
general rotacionalmente invariante y local en un sistema de dos particulas de espin 1/2.

En el capitulo 3 desarroliamos una aproximacién eikonal para el propagador de un
sistema de dos particulas de espin 1/2 que interaciian con una fuerza tensorial, y a partir
de este hallamos una férmula explicita para cada una de las amplitudes de dispersién.

En el capitulo 4 se muestran algunos resultados preliminares de caleulos basacos en
los capitulos anteriores.  Empleando potenciales cuyas componentes tensoriales poseen
un coeficiente proporcional a ;11 y cuyas componentes de espin son nulas determinamos la
solucion anlitica de la ecuacion Schodinger. Posteriormente determinamos y comparaimos
las secciones clicaces diferenciales exactas y cikonales en funcién del dngulo de dispersion.
con diferentes energias de incidencia, para dos potenciales de este tipo uno cou un pozo
cuardrado como componente central y el otro con una Larrera centrifuga.

Por dltimo, discutimos los resultados obtenidos y presentamos las conclusiones del
trabajo.



Introducciéon

El estudio y comprensidn de la estructura ¢ interacciones nucleares se basa sobre todo.
por el cavdeter microsedpico de los elementos involucrados, en ol andlisis del proceso dis-
persivo de una amplia variedad de particulas. Dispersando particulas bajo circunstancias
controdadas. midiendo el dngulo. la encrgia con que se dispersan y variables adicionales.
v subsecuentemente analizando los resultados de la interaccion. podenos deterininar L
uaturaleza v particularidades de la interaccion, asi como la estructura de los elementos
imvelierados en la dispersion,

En este trabajo analizarcmos la colision eldstica de dos particulas ! de espin 1/2 que
interactian a través de una superposicion de fuerzas centrales, de espin y tensoriales
cinpleando la teorfa de Schradinger en el caso dispersive.  Oltendremos la informacion
dlel proceso a partir de la solucion formal a la ecuacién de Schrddinger y también a partir
del métoda aproximade eikonal generalizado al caso tensorial.

La aproxitacion eikoual es un método iy antigue que se emplea para sistemas in-
volnerados en una dispersion caracterizada por energias grawdes ¥ augulos de dispersion
peguenos {en relacion a los pardmetros tipicos del sistema). Bste método la sido amplia-
miente wsado para particulas sin espin. Mediante la aproximacion eikonal se obtiene la
Optica geométrica come limite de la 6ptica fisica.

El interés principal de este trabajo consiste en juzgar la validez de una aproxima-
c10n eikonal tensorial propuestaf2] comparande inforinacién obienida a partir de ella con
tnformacion extraida a partiv de la an caso de la cenncion de Schridinger con interac-
ciones tensoriales en un proceso dispersivo que puede resolverse exactamente[d).  Esta
comparanion os aviadard & entender los resuhiados de la aproximacion eikonal tensorial
v el comportamiento del potencial involnerado, cnando se trate ol proceso dispersivo con
potenciales tensoriades que no sean exactamente solubles.

El srabajo se inicia con e andlisis de una colision eldstica de dos particulas sin espin
(o ¢ espin lo) en el capitulo 1. donde se recuerds cdino oltener inforinacion
det proceso a partiv de fa solucion a la ceuacion de Schrddinger en ondas parciales v
de la aproximacion eikonal escalar,  Asimismo. cmplearcinos este capitulo como una
hase (en euanta o notacion. procedimientos, ete.) para continuar con la generalizacion

'Enunacobsiion elistca se conserva la energia v la dentidad de cadis una «e las particulas imvolucradas



de la dispersién escalar eldstica al caso de una colisién eldstica de particulas con espin
1/2 interactuando a través del potencial mds general rotacionalinente imvariante y local.
En el capitulo 2 obtendremos la informacién de esta dispersién a partir de la solucién
exacta y en el capitulo 3 a partir de la aproximacién eikonal. Luego, en ¢l capitulo
4, aplicaremos los cdlculos de los capitulos 2 y 3 usando dos potenciales particulares
exactamente solubles, haremos algunas comparaciones entre ambos, corroboraremos que
estos cdlcutos se reduzcan a los del capitulo 1 cuando el potencial tensorial sea nulo y
discutiremos los resultados obtenidos.

Durante el desarrollo del presente trabajo tomaremos i =1 y ¢ =1 (el valor de la
constante de Planck entre 27 y el valor de la velocidad de la luz como unidades) ya que
esta convencién simplifica la notacién y los cdlculos. De esta manera, la distancia y el
tiempo estardn dados en MeV !, la energia y la masa en MeV y los dngulos en rad. 2

Y= 6.58 x 10" 22 AfeVs, c=3 x 10%m/s, 1y = = x 10% MeV ™! =3 x 10%m,

[BETD
Lfm = by Mel ™!, ete.

N



Capitulo 1

Dispersion de particulas sin espin

1.1 Introduccion

Un haz fino de particulas sin espiu se lanza contra una placa lija v muy delgada
constituida también de particulas sin espin.  La densidad del haz es tan baja y la placa
tan delgada que se puede considerar que cada una de las particnlas del haz incide por
separado sobre alguna de las particulas de la placa.  BEu este capitilo deseribirenios ano
de los miiltiples procesos que es posible obtener como resultado de esto experimento, la
dispersidn elastica de dos particulas sin espin.

En el centro de masa (CM) del sistema, dos particulas se aproximan entre si con
vectores de propagacion k = £/2uE  y —k respectivamente. doude E es la energia
total del sistema, p1 es la masa reducida del sistema y por comodidad hemas elegido 2 como
la dircccion de incidencia.  Continiian aproximandose hasta ser dispersadas eldsticamente
por un campo de fucrza estatico de corto alcance y con simetria esférica V{r) = V(r),
donde r =ry —rz es la distancia relativa entre las particulas del sistema.  Se desvian
un angulo 6§ respecto a la direccién de incidencia z, denominaudo dngulo de dispersion, y
finalmente emergen con momentos k' vy —k’' respectivainente. donde L = & por ser la
dispersion clastica.

Tomando en cuenta que el proyectil se describe mediaute el paguete de ondas (r),
una funcién univaluada. finita, suave y de cuadrado integrable. que satisface la ecuacidn
de Sclhirédinger

v

H¥(r)= (—E + Vir))¥(r) = E¥(r). (1.1}
hallaremos una funcién de @, denominada amplitud de dispersion. mediante b cual es
posible dar una deseripeidn completa del proceso mencionado.  Determinaremos esta fun-
cidu de manera exacta. empleando ¢l desarrollo de la funcion de ooda en eigenestados
del momento angular,  También hallaremos una forma aproximada de esta funcion e-
pleando la aproximacion eikonal. Por idltimo, considerando dos poteneiades particulares,
compararcinos los resultados de ambos métodos moediante cilenlos muanericos.



1.2 Amplitud de dispersién a partir de la solucién exacta

El objetivo de esta seccién es describir la dispersitn eldstica de particulas sin espin,
empleando la solucién mas general posible a la ecuacin de Schrodinger para cada potencial
particular.

1.2.1 Desarrollo de la funcién de onda

Tomando en cuenta que tratamos un proceso dispersivo donde el potencial considerado
gnicamente depende de la distancia relativa entre las particulas, podemos obtener la so-
tucién a la ecuacién (1.1) empleando el método de separacién de variables en coordenadas

esféricas (r, 0, ¢}

Reescribamos la ecuacién (1.1), considerando que E = 357, como
(V2 + k’)w(r) = QpV(r)\I!(r). {1.2)

Supongamos que la funcién de onda es un producto de funciones independientes de cada
una de las coordenadas esféricas

¥(r) = R(r)0(6)2(v). (1.3)

Sustituyamos esta expresién en la ecuacién (1.2) 1

10 2 9 1 9 a 1 & 2
[1"'2 r s Peen 600 @ 9% a9 ma’z +K]R(r)OE)2le)
= WV (IRMBO).  (14)

Entonces, reacomodando términos, obtenemos la igualdad de dos ecuaciones diferenciales
de variables diferentes

o 0 i)
A 29 [k® — 2uV
Rir )6(0) —————{sen?d Br + sen G 55 055 +12sen?d | uV (r)]} R(r}O(F)
1 &
= ————%(p), (1.5
(o) P {¥), (1.5)
que es vilida sélo si 2
2{p) 2
—— =—-m¢ 1.6
s m () {1.6)
Y
a ,0 a d
299 20 2. 20102 _
{sen Ga r g +sen9 35" Bae+r sen*d {k
ZpV(r)]}R(r)e (8) = m*R(r)O(8), (1.7
YE| laplatiano en coordenadas esféricas estd dado por
2 12208 1 0, 1 &
V= o or Y risen & 33 sen 839 r2senf 8¢



donde m es una constante, que resulta ser un udmero entero a consecuencia e exigir que
la funcidn sea univaluadaf4]. Procediendo de manera andloga, reacomodamas términes
en esta dltima ecuacion para llegar a que
L d ,d ;
2 2 2
——{—r— + [k* = 2uV (r)]r*} R(r)
R(r) 'dr dr [ ]
m? 1 1 d

d
= m —_ é-(-g—);;‘—é@sen HEEO{B), “8)

lo cual es valido sélo cuando

1 d d m?

[scn gdo " 90‘.9 sen? @

1©48) = —1({ + 1)B{8) (1.9}

1d ,d [+
r? drr dr r?

—2uV (P R(r) = =k R{r), {1.10)

donde I es otra constante que resulta ser un nimero entero mayor o igual a cero (por su
relacién con m).

La solucién normalizada ? de la ecuacidn {1.6} es
D) = Pm(p) = —= 2. {L11)

La ecuacidn (1.9) se conoce como la ecuacidn diferencial de los polinomios asociados de
Legendre {1}, cuya solucidn normalizada estd dada por

(20 + 1)}{1 —m)!

) = or'{e) = 200 + m)!

P (cos ). (1.12)

Entonces, la solucion normalizada de la parte angular de la funcion de onda se pucede rees-
cribir en términos las eigenfunciones normalizadas del conjunto de operacores de inomento
angular {L?, L.}, los arménicos esféricos[1], pues

20+ 1)1 —m)!
Y™, o) = L—Eﬁlf_"wg;:iﬂ"‘(cos Ae™?. para m >0
V T m)!

V™8, = (- 1" Y (8,p). para m <0, (1.13)
donde {{I+1) y m son los eigenvalores correspondicntes a este conjunto de operadores.

La parte radial de la funcion de onda f(r) = I (r) satisface la ecuacion (1.10} y
depende de cada potencial particular considerado.

Tie [T {e)(ptdp =1



La funcién de onda total resulta ser una suma infinita de términos asociados a un valor
definido del momento angular

'I’(I') = thle (r)}’rm(ﬁ‘(p), (1.14)
tm
donde Cl, €s una constante que se determina empleando las condiciones de frontera y de
normalizacién.

1.2.2 Comportamiento asintético de la funcién de onda

Para determinar el comportamiento asintético de la funcién de onda haremos uso de
la conservacién de particulas, empleando la ecuacién de continuidad

a
= = 1.1
rThe +V.j=0 (1.15)
en su forma integral 3
d
j -dS=-—/— dVv, 1.16
/i [ 5 (1.16)
donde V es el volumen acotado por la superficie S,

p=T() (1.17)
es la densidad de probabilidad (de hallar a la particulaen r) y

§= s TV U] - (V) 1.18)

el flujo de probabilidad.

El proyectil estd descrito por un paquete incidente ¥inc(r) de ondas que es solucién de
la ecuacién (1.2) con V =0 y cuya velocidad de propagacién corresponde a la velocidad
de incidencia del proyectil v = ‘5‘ Nosotros elegiremos al paquete incidente como una

onda plana,

‘I"inc(r) = eik-r , (119)
porque de esta forma el flujo incidente,
: 1 ikerg ikr 1 —ikery ke _ X
Jine = 5 [e (ike'™ ™) — (—ike el ==, {1.20)
I "

corresponde a una particula incidiendo con velocidad v = f por unidad de volumen (ya

queengenerat j=pv)y p=1

M, v-jdv = [ j-ds




Ahora desarrollemos la onda incidente en ondas parciales tomando en cuenta que
cuande V =0, la ecuacién (1.10) puede reescribirse como la ecuacién de las funciones
esféricas de Bessel{}]

1 d d i+ 1)

2 - 8 1) = .
G aen ) g t T e B =0 (1:21)

cuya solucidn general estd dada por
B (kr)} = Aujt (kr) + Bimy (kr), (1.22)

donde A;, B, son constantes y 7 (kr), ry (kr) son las funciones esféricas de Bessel y de
Neumatn, respectivamente, :

Entonces, como la onda incidente que elegitos (1.19), es tal que

Win(0) = 1, {1.23)
tendremos que B, =0 y
Rinq{r) = Aine it (k7). {1.24)
pues
ny(kr)|rwp — —00. (1.23)
Adewmds. como
k-r=krcosé (1.26}

{ya que eleghmos a £ como la direccién de incidencia), la onda incidente es independiente
del angulo azimutal .

De acuerdo con esto y segn (1.14),

. . 24+ 1
Tinelr) = 3 Cunce it kr)YR(6,0) = 3 Cungit (k1) | == Pileos®). (127)
I t

Eutonces, empleando las propiedades de ortogonalidad de las funcioues de Bessel y de los
polinoniios de Legendre[l, 4} se obtiene que

f21 .
Cingy = f d¥ jy (kr) %1 Bileos t) oot = iy oy {1.23)
w

Done(r) = 5 Jo (kr)(2 + 1) Pilcos B). (1.29)
i

Por lo tanto

Luego. vomo
sen (kv — 21)

" (1.30)

Sk Yo —

1




en el limite asintético (reescribiendo el seno en términos de la exponencial) la funcién
de onda radial resulta ser la superposicién de una onda esférica entrante més una onda
esférica saliente,

1 —ilkr—X ilkr—2
Rim:;(r)l-wn -— —ﬂ*; [e ilkr—3l) _ Gilk 1”}, (1.31)
de ahi que
1 : x : =
Yine(t)lsto — —575- 3 et i (o 4 1)i Fy(cos 6). (1.32)
[

Entonces, la integral det flujo incidente asintético que atraviesa una superficie estérica de
radio r es nulo
fjinc - rzdﬂlrﬂm —+ 0, (1.33)
pues para la onda esférica entrante (oee) el flujo radial
. | - 1 1
Joee r—o0 2ip 4(k1‘)2

(ik)ei(kr— %!)ewi(kr- %l)i -

[ei(kr—%f)(_ik)e-i(kr—‘;AI) _

i

et (1.34)

es igual en magnitud y de sentido contrario al flujo radial de la onda esférica saliente (oes)

. . 1
Joes " T lrasos — 4_—,uk‘.l"2 . (1.35)
Luego, como en el caso general V # 0 tampoco hay fuentes ni sumideros de particulas,
la funcién de onda radial en la regién asintdtica tiene la forma

1
2ikr
donde S;(k) es la componente I de Ia matriz Sy |Si{k)] = 1. La unitariedad de la
matriz S es resultado de la conservacién de particulas, ya que si ]5;(k)| # 1 el flujo radial
entrante diferiria del Aujo radial saliente dando lugar a que la integral (1.33) fuese no nula,
asf que el numero de particulas que entrasen en la superficie esférica no seria igual al que
saliesen. Asimismo, para V # 0,

1
2tkr

Rir)| oo —+ — oo [e™ 36748} — Gy(k) MEr-12), (1.36)

()| o — — (e D - Syt )20 + 1)i Pi(cos 6) . {1.37)
I

Esto se puede reescribir, tomando en cuenta (1.32), como la superposicién de la onda
plana incidente (1.19) y una onda esférica dispersada (ver figura 1.1)

\I’(I‘) |r—hoo _.._..} lpinc (r) + ‘Ildi.! (r)t (1'38)
donde g, (r) = f(8) =, ¥

F0) =3 (2 + i Ti(k) Plcos 8) (1.39)
t

51
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Figura 1.1: Dispersion de un pacquete de ondas. Donde r = b + kz s la distancia al cenrro
dispersor, ¥i..(r) denota al paquete de ondas incidente, ¥,,,(r) al paguere de ondas dispeesado y
k es el vector de propagacidn de la onda incidente.

sl denominada amplitud de dispersiou. donde Ty(k) = 3'-{':‘1_—1 os I Compouente § de la
Esta matriz transforma el estado inicial de las particulas involncradas en una
dispersion en su correspondiente estado final. La anplitud de dispersion os proprogioual
alnmatriz Ty de acuerdo con (1.38) contiene toda ta informacion del proceso dispersive.

por lo que una vez determinada se ha resueclta ¢l probloma.

1

matriz 1.

Ademds, como [5(k)] = 1. escribiendo S;(k) = «®#0) con A (k) un pariiactio eal.
ta funcidn de onda radial asintotica (1.36) se reduce a la funcion de onda cadial incidente
en la regidn asintética defasada en un §{1) (por ende denominado cambio o corritnicnto
de fase de la onda 1)

"

Rty — l}—:ﬂ‘u (v = oL+ ). (1.40)
r Z

Sutonces, ol problema se rednce a encoutrar estos corrinientos de B s cada
potencial particular.



1.3 Amplitud eikonal de dispersion

En esta seccién hallaremos una aproximacién para la amplitud de dispersion, valida
para energias grandes y dngulos de dispersidn pequeitos, la amplitud eikonal.

1.3.1 Ecuacién integral para la funcién de onda

Reescribiremos la amplitud de dispersion en una forma inds convenicunte para hallar
la. aproximacion eikonal. Con este objetivo, expresaremos la ecuacidn diferencial (1.2) y
las condiciones de frontera {1.38) en una sola ecuacién integral para la funcién de onda.

La funcién de Green[1] es un operador definido como

1 1
= g~ m (1.41)

Il

En el caso libre, este operador se reduce a

Go = %—2, (1.42)
mismo que, expresado en el espacio de configuraciones 4
gik'{r—r')
(FIGole') = Go (r,x') = = 225 f o K, (1.43)
satisface la ecuacién diferencial
(V2 + K3Go(r, ') = 2ud{r — ') . (1.44)

donde d{r —r') es la funcién delta de Dirac.

Eu particular, considerando negativa la contribucién imaginaria en (1.43) € > 0, e
integrando, obtenemos una onda esférica saliente como solucién de la couacion (1.44)
m eik|r—r'|
’
Gel{r,i'y= ——— (1.45)

2 r—r|

Entonces, sustituyendo Gy en (1.44), multiplicando por V(" )¥{r'). integrando sobre ¢ y
entpleaudo las propiedades de la delta, tenemos que

(V2 + K2)[— [Ir ey }dri—z;t.]l"(r YE(E (e — )de’ = V{e)B(e) .
(1.46)

*En esta ecuacién, la contribucién imaginaria se elige positiva o negativa de aruerdo a fas condwiones
de frontera deseadas.
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de manera que
¥ B By 7
rj=—— —Vir rdr. 14
=4 [ T Ve (147)
es una solucién particular para (1.2). Aifiadiéndele a esta solucién particular la solucién
de la ecuacién homogénea que elegimos en la seccidn (1.2.2), es decir la onda plana (1.19),
obtenemos otra solucién a {1.2)

wie) = er - 2 [ g 1.48
rj=e b7y ) (#" ) {r"Yer', (1.48)

cuya forma asintdtica es

eakr

() [0 — 7 — 2 ] o= Y () (V) (1.49)

donde k" = k£, pues

r-r

[r =¥ |roge — 7 — {1.50}

Esta solucién corresponde a la superposicién de una onda plana entrante mds una onda
esférica saliente. Por tanto, cumple con las condiciones de frontera (1.38), de modo que
esta es la ecuacion integral deseada.

Tomando en cuenta esto, la amplitud de dispersion {para una onda que incide con
direccion k y sale con direccidn k') estd dada por

roy=-L [c"k""V(r)\D(r}dr . (1.51)

1.3.2 Condiciones de validez para la amplitud eikonal

La aproximacion eikonal se obtiene cousiderando particulas con encrgias de incidencia
grandes en relacién a los pardmetros que caracterizan al potencial, es decir, E 3> |V]| y
ke 3> 1, donde a os el ancho (alcance) del potencial V y |[V| un valor representativo de fa
magnitud del potencial. Para este tipo de particulas la mayor parte el flujo se concentra
en dngulos de dispersién pequeitos y las contribuciones relevantes a la funcidn de onda en
la regién asintdtica (1.49) proceden principalinente de valores de ¢ corcanos a k.

Reescribiendo a la funcién de onda como
T(r) = ™ g(r), {1.52)

a partir de {1.48}, tencmos que

o [ etlblrel-k{r-e) Vi gyt
ooy =1 £ [T v oty
=1- ;—;/,:'k'”(]"“"’ Ve — "D plr — o) o b’ ™ dip”, (1.53}
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donde {r", 6", ") son las coordenadas esféricas correspondientes a r" =r -1 y
u” = cos8". Integrando por partes respecto a u” y suponiendo que el producto
V{r}$(r) varia apreciablemente con la longitud de onda A = Z= sélo hasta una distancia

d>» A, podemos despreciar los términos de orden mayor o ignal a é Entonces

1 gikr' (1-u} , ) _
g~ 1+ -2% _[_1[[ -TV([r - "Pg(r — 1’ )”E:‘—'}-)l) dr"dy”

eikr"(l—-u) (u=1) .
—l4p f[T—Vﬂr - (e — NI, dr. (1.54)
La contribucién det limite u = —1 (que corresponde a r” antiparalelo a k) es también

despreciable, de modo que
i o0
#(r) = dear(r) = 1 — = [/; V(e — ") @eixlr — £} Jepodr” (1.55)
donde v = ﬁ, o en coordenadas cartesianas

Pei (r) =1~ -:; fz V{22 + 4% + 2% ) deie (7,4, 2) d2’ . (1.56)

Esta ecuacién integral equivale, diferenciindola respecto a z, a la ecuacidn diferencial

895:;1:(%9;, ¥, 2) — _:};V(‘/IQ +y2 + 22 ) Dreik (:r,y, z), (1.57)

mas las condicidén de frontera
¢cik(xsy,z)|z—t—m — 1. (1.58)

Entonces ] -
—if* tpy?4z'? )dz
Pei (r) =€ ® Lo vtystaieat it {1.59)

De acuerdo con esto, ¢ex (r} varia apreciablemente sélo hasta 1%[ Ademds, el potencial
varia hasta a y ya que d debe ser la distancia mds pequena {en magnitud) entre estas
dos, entonces d ~ a, cuando ? <ly d~ {,cuando Y;,Q > 1.

Sustituyendo {1.59) en (1.52) tenemos
T(r) = To {r) = o (e~ b 2 V(B2 )az'| , (1.60)
donde b estalque r=b+ kz. Luego, sustituyendo (1.60} en (1.51) resulta que
Jeir (0) = == [ o kW) (bes) = [2 VTR M by S 0 Y dzdb . (161)
T

La diferencia k — k' es aproximadamente ortogonal a k (pues k = k' y 8« 1). Entonces
podemos considerar que €' ¢~¥)%2 = 1, de modo que

feirl0) = £ [ ¥ ot Ll VIR M 0 Y dadb . (1.62)
s
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Luego, integrando respecto a z,

k : i’
Fuu(0) = mf@“"" PP B | bdbd (1.63)

donde | roo
00

Entonces, como
{(k — k') b= k@bcosyp (1.65)

1

n
donde Jo (A) es conocida como la funcién cilindrica de Bessel de orden cero[1] , tenemos
que

Y2
fu e = Jo(A). {1.66)

o (0) = % fo ™ Jo (k8) (€% — 1] b db. (167)

La magnitud de los dngulos para los cuales es valida la aproximacién eikonal se puede
estimar a grosso modo tomando en cuenta que el error al considerar e'—¥1kz o | o5
del orden (1 — cos@)kd ~ 6*kd. Entonces, para poder despreciar los términos gue no
consideramos al integrar s necesario que

kd < 1, {1.68)

donde

J a sil%ﬁ‘(l (1.69)
ia = . .
]%T siul—“>1

Por dltimo, para mejorar la aproximacitn {1.67) tomaremos la direccién e incidencia
- ¥ *
como § = §+t a lo largo del gje z, de modo que

. rO0 a X
fein(8) = i / Jo{g bsen 7) [ _ 1) b {1.70)
t.Jo

1.4 Resultados para algunos potenciales

Veamos ¢jemplos de como se levan a eabo los cdleulos de los corrimientos de fase
para hallar la amplitud de dispersién de manera exacta y de la funcién x{b) en (1.64)
para hallar la aproximacién eikonal a la amplitud de dispersién. considerando dos casos
analiticos particulares: el potencial de pozo cuadrado y el potencial de barrera centrifuga.
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1.4.1 Pozo cuadrado

Sustituyendo el potencial de pozo cuadrado
Vir)=-Vo@a—r), {1.71)

donde V, es una constante real positiva y

sir<a
- .72
fla-r)= {O sir>a ’ (1.72)
en la ecuacion (1.10), parar < a,
(Ld,d l(£+l)

rzdr dr 72

y reacomodando términos, obtenemos otra forma de la ecuacién para las funciones esféricas
de Bessel,

—2u(-V,)) R{r) = —=k*R{r} = —2pER(r) (1.73)

( 1 d d l(l + 1)
(kor)? d(kor) d{kor)
La solucién regular en el origen para esta ecnacion estd dada por

(kor)? > R{r) =0 {1.74)
By (v} = Dyji (ko 1), {1.75)

donde &, = VZa(E + Vo).  Para r > o obtenemos nuevamente la ecuacion {1.21}, de
tuodo que
R {1) = A5 (kr‘) + By {k.'i") . (1.75)

Luego, tomando en cuenta la continuidad «e la funcién de onda, tenenos

Dyji (ke @) = [Agjt (ke) + Brou(ka)] (1.77)

ko Dyji (ko 0) = & [Ayji(ka) + Bruy(ka)] . {1.78)
Eutonces, dividiendo (1.77) cutre (1.78).
Jilkant) Aggy(ke) + Bimg(ka)

0 =N T 1.79
Jlkoa) 7 At (ka} + Bru(ka) (1.79)
y rearreglando términos obtenemos
& _ g (ka) jj(koa) — kit{kqu)ij(ka) (1.80)
Ay kegrae{keie) ji (hon) — kiji{hon)nj(ka) ) ’
Por oftro lado N )
lrawx — _m (1-81)
kr
v de acuerdoe con (130}
A In
B ("= - r[&e’ll (hv — —) - —tm(kr - f)l (1.82)
o A
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Entonces, reescribiendo a (1.40) como
6

B (rlrooo — kr cos &;(k)

l i
[sen (kr — ?ﬂ) + tan d;(k) cos{kr — —;—)] (1.83)
y comparando estas lltimas dos ecuaciones resulta que

tand; = —%. (1.84)
{ .

Por lo tanto ) y ) .
kofi(ka)jj(koa) — kiji (kou)jj(ka)
kony(ka)j)(koa) — kjs (koa)nj(ka)

§; = antan (1.85)

Finalmente, para la aproximacion eikonal, reescribiendo (1.71) en términos de z
VI(Vb? +22) = -V, 8(va? - % — |z|), (1.86)
calculamos la funcién (1.64)
| 1 VaT—i?
b= (-V)0(VE -0 —|o|)dz = -6 —bf —V,) ds'
X0 =~ [ VIR el dz = o) [ (Vi)
= 32% V@ —Z8(a—t). (1.87)
1.4.2 Barrera centrifuga
Alora sustituyendo el potencial de barrera centrifuga
V(r) = %B(a—r'), con ¢>0, (1.88)

en la ecuacidn (1.10), para r < g, tenemos

Ld,d 1i+]) p o
{1.2 dT‘r dr r2 2# ?'2] R(T) = -k R(T) (189)

(este potencial nos interesa particularmente, porque nos facilitara los cdlculos en el caso

tensorial).  Reescribiendo esta ecuacidn, obtenemos otra forma para la ecuacién para las
funciones esféricas de Bessel

1d,d Il +1) + 2uc N
G5 gy P 1 Rl =0, (1.90)

cuya solucidén regular en el origen esta dada por
R(r) = Dyjalkr) , (1.91)
donde A= /(I + 12+ 2pc y para » > o la splucién estd dada nuevamente por (1.22).
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Entonces, a partir de la continuidad de la funcién de onda,
Jalka) _ Argi(ka) + Bmy(kn)

a(ka) ~ Ay (ka) + Bru(ka) ° (1.92)
ce donde
By _ ji{ka)jaike) — i (Ka)i (ka) (1.93)
Ar fh(ka)ng(ka) — ny{ka)ir(ka) ' ’
por lo que aliora
4 = antan Jalka}ii (ka) — 7" (ka)jalka) (1.94)

Hlkayny(ka) — nj{ka)js(ka)

Por 1ltimo, para la aproximacién eikonal, sustituyendo (1.88) en (1.64), tenemos que
1 fo@ e 1 Vs -t =
b=——/ T VeI~ — ||}z =—— 0 —b/ " &
x{b) = -~ “m( my2five |2l}dz = —=B{a = b) e Byt
Vat — ¢
b

r

= Lo antan( Y0 {a—b). (1.95)
v b

1.5 Comparacion entre ambos métodos

En esta seccién mostramos el resultado de algunos calculos que se obtienen a partir de
las amplitudes de dispersién exacta (1.39) y eikonal (1.70). usando los resultados de la
seccion anterior.

1.5.1 Seccidn eficaz de dispersidn

El Aujo en la regién asintdtica se deriva de (1.38)[4] y estd dado por

k  kif(e)fP
K EUOF

woop T
El primer término de esta expresion corresponde al Hujo de la onda plana gue representa
al rayo de particulas incidentes y que contribuye al flijo radial inicamente en nna region

infinitesimal perpendicular al eje z, y por lo tanto no contribuye al fujo rudial asintético.

Euntonces "
& L)

o1

(1.96)

j]r—im

. {1.97)

j'flr—roo

De acuerdo con esto. el nimero de particulas que atraviesan el darea que subtiende un
angatlo solido d? con el blanco resulta ser

jotdA|oe — k MT-MQ. (1.98)
]i =

Este mintero dividido entre la magnitnd del flujo radial incidense :'. . e acuerdo con

(1.20). uos conchuce a la seecién eficaz transversal diferencial de dispersion
do = | F(O) df. {1.99)

funcion gue constituye el vineulo entre los calculos tedricos v experimentales.
{
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1.5.2 Calculo de las secciones eficaces exacta y eikonal

Tomando en cuenta lo anterior, calculamos numéricamente el valor de las secciones eficaces
de dispersién,

di
=, (1.100)

exacta y eikonal en funcién del angulo de dispersién, para diferentes energias de incidencia,
empleando los dos potenciales particulares de la scccién (1.4). Mediante programas de
computo (ver apéndice A) calculamos las amplitudes de dispersion exacta (1.39) y eikonal
(1.70) empleando los corrimientos de fase (1.85) y (1.87) para el potencial pozo cuadrado
(1.71} y los corrimientos de fase (1.94) y (1.95) para la barrera centrifuga (1.88). Los
calculos numéricos se hicieron necesarios porque de otra forma se requiere el tedioso cileulo
de varios términos para (1.39) *.  Ademads, la integral en (1.64) tiene primitiva sélo para
algunos cuantos potenciales y el cdlculo numérico nos permite incluir una gama mas amplia
de potenciales.

A continuacién se muestra la comparacién grifica entre las secciones eficaces diferen-
ciales de dispersidn en (MeV ~2) para una particula con masa reducida i = 469 MeV,
dispersada por potenciales de alcance a = 0.01 MeV ™! (=2 fm), con angulos de disper-
sign entre 0 y | radianes.  En las graficas de la figura (1.2) empleamos el potencial de
pozo cuadrado con V, = 1 MeV y en las de la figura (1.3) empleamos el potencial barrera
centrifuga con ¢ = 1073 MeV ~L

En estas graficas podemos observar el hecho de que para el potencial de pozo cuadrado
la aproximacién eikonal realmmente describe a la seccidn eficaz diferencial calculada de
manera exacta, tal como esperabdmos; adeuds, es interesante notar que para el potencial
centrifugo, a pesar de ser un potencial singular, la aproximaciou eikonal también funciona
hastante bien.

' Las sumas mimericas en (130} se calealaron hasta § = ke + 1 porgque cuande ¢ oos mavor gte o, las
partitnlas son débilmente dispersadas por el blaneo v T JIT+ 1) = kv, va que T energla de incideneia
on grande v Tos angalos de dispersion son pegnenos. de oo gue o sibores relevantes para s siina son
los I < kn
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Figura 1.2: Seccidn eficaz diferencial de dispersicn (en MeV~?), calculada de manera exacia
{linea continua) ¥ mediante la aproximacién eikonal (linea punteada), como funcién del dngulo de
dispersién (en rad). Este cilculo se realizé para una particula de masa reducida p = 469 Mel’
dispersada por un pozo de potencial (ver 1.72) con ¥, = 1 MeV ya =001 MeV™! (=2 fm). En
la gréfica (a) empleamos una energia de incidencia de E = 10 MeV, en (b) de £ = 100 .1/eV, en

{c) de B = 700 MeV y en (d) de E = 1 GeV.
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Figura 1.3: Seccién eficaz diferencial de dispersion (en eV ~?), calculada de manera exacta
(linea continua) ¥ mediante la aproximacién eixonal {linga punteada). como funcién del dngulo de
dispersion {en rad). Este calculo se realizé para una particula de masa reducida g = 469 Alel’,
interactuando mediante un potencial de barrera centrifuga (ver 1.89) con ¢ = 1073 AMfeV' ™' En
la prafica {a) empleamos un energia de incidencia de £ = 10 Mel’, en (b) de E = 100 Mel’, en (<)
de E =700 Afei” y en (d) de E = 1Gel.
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Capitulo 2

Dispersiéon de particulas con espin
1/2

2.1  Introduccion

En este capitulo generalizaremos la seccién (1.2), donde hallamos la amplitud de
dispersién a partir de la expansi6n de la funcién de onda que describe la dispersidn elastica
de dos particulas sin espin bajo interacciones centrales, al caso de la dispersion eldstica de
dos particulas con espin 1/2 bajo interacciones tensoriales(6, 7, 8].

En el CM del sistema, dos particulas con momentos iniciales k, —k ! ntimeros
cianticos asociados a las magnitudes de sus espines 81, 82 = 1/2 y proyecciones de sus
espines m,,, M, = £1/2, son dispersadas eldsticamente por el campo de fuerza no central
que ellas producen V{r), invariante ante rotaciones y reflexiones, hacia un estado final con
momentos k', —k’ (k = k') y proyecciones de sus espines my,, m, {i.e. la magnitud
de los espines no varia con la dispersidn, pero las crientaciones finales de los espines si
pueden ser diferentes).

Para facilitar la descripcién del problema en lugar de considerar por separado cada
uno de los espines de las particulas interactuantes consideraremos unicamente al espin
total S =S, + Sy y lo acoplaremos con el momento angular orbital L, para obtener
el momento angular total J = L +S. Asimismo, en vista del tipo de potencial que con-
sideramos, emplearemos al operador de paridad P {operador que genera las reflexiones
espaciales del sistema). En total, para describir la dispersién haremos uso de los ope-
radores J?, J;, L%, L, §% y P, asociindoles los eigenvalores 77+ 1), my, {{+
1), my, s(s+1) y m,, respectivamente.

Los nuimeros cuanticos asociados a la magnitud del espin total son s =0,1. Entonces,
existen cuatro posibles estados asociados a este operador, uno de los cuales tienc s =
0, m, = 0 y se denomina estado singulete; los otros tres estados tienen s = i,

!k =2/35E donde p esla masareduciday E esla energia total del sistema.
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g = —1, 0, 1y se denominan triplete.  Los cigenvalores de este operador son () en el
cstado singulete y 2 en los estados triplete: de acuerdo cou esto, el operador de proyeccion
sobre el estado singulete os

1.
AV =1 - -g? (2.1)
2
¥ el proyector sobre los estados triplete es
1 .
Al =282 (2.2)
2
En términos de estos proyectores, el potencial de interaccion mds general de la coordenada
r y los operadores de espin §;, §g, invariante hajo rotaciones y reflexiones, esti dado por
V() =V () A"+ V(7)) A + 11y ()80, (2.3)
donde ¥, Vi v Vio son funcicnes que sélo dependen de v v
Si2 = 2[3(S - 7)* - 87]. (2.4)
s el operador tensorial[7).
La funcion de onda del proyectil ahora tendrd varias componentes, es deeir, serda un

vector ¥(r) univaluado, finito, etc., que satisface la ecuacion de Sehrodinger generalizada
para cste tipo de potenciales

(V2 + K)¥(r) = 2V {r) ¥ (1), (2.5)
con condicidn asintotica
‘p(r”r—voo — W (1) 4+ Py (r). (2())

generalizacion de la condicion (1.38).

2.2 Desarrollo de la funcion de onda

En el caso escalar separamos fa parte radial de la parte angular de Ja funcidn de
ouda y la expandimos en cigenestados del conjunto de operadores {L2. L.} Esta vez
también separarcmos la parte radial de la parte angular de la funcidn de onda, pero ahora
emplearemos los eigenestados del conjunto { £, J2, J,, S} para expandiy al vector de
onda, porque ahora ninguno de los miembros del conjunte {L* L.}, ni S se conservan
necesariamente.

Consideremos una generalizacién de los arménicos esféricos ? que sou cigenestados del
conjunto {J2, J,, L2, §2}, dada por

Your(E) = 3 (Lsmomgim) Y™ (#)x5, - (2.7)

TiLy Ity

¢ Los arménicos esféricos Y™ (8, ). como vimos en ol capitule 1, son los eipenestados del tonjunto

{LZ, L.}.




donde (f sm; my|jm;) son los denominades coeficientes de Clebsei-Gordan o de Wigner
(nfimeros reales que tienen la propiedad de annlarse cuando mny + 1w, F ) ¥ X5, o8 la
eigenfuncién del espin total

Xo, = 3 {5152 mu, maglsmabit Xok,, {2.6)

ny Mg,

siendo {s) 527y, ™a,] 5 7n,) el correspondiente coeficiente de Wigner v i, X3, los

A - A . . I ! : e,
respectivos eigenvectores de espin normalizados para las particulas 1 y 2. Explicitamente,

elegimos estas eigenfunciones del espin total y ta proyeccidn del espin total como

0
xh = 0 para ¢l estado singulete y (2.9)
1
0 0 1
Lo |0 1 1 1 0 . :
xbi=[,]y xe=|g) x1=|q para los estados triplete. (2.10)
0 0 0

Empleando estos arménicos generalizados desarrotlaremos la solucidn de la ecuacion de
Schrédinger cuande 'V =0 y usando este desarrollo hallarenos la torma explicita de los
cigenestados del conjunto {P, J2, J., S}, mediante los cnales podremnos desareollar la
solucién a la ecuacién de Schrddinger en el caso general V # 0.

Nuevamente elegiremos la onda incidente, solucion de {2.5) con V =0, de tal forma
que la densidad del flujo incidente sea unitaria, es decir, como nna onda plana con espin *

nc _ itk s

kstny (I‘) =€ Xm.- (211)
Ahora, de acuerdo con (1.29), la expansién en arménicos estéricos para wia o plana
{yue es solucién a la ecuacién de Scluddinger para V = 0) cou direccidn de propagacion
k = Z, estd dada por

™0 =Y gy (kr) (2 + 1) Pik-7]. (2.12)
{my
Entouces, cotso
. 4 .
Pk £) = 2[:1 YOk ) (2.13)

y ya que segtin el teorema de la adicidn para los arnnduicos esféricos[6l.

L

STyt (k) Y(E) (2.14)

rip=—1

4
204+ 1

POk ) =

* Por el tipo (e potenciales e estatnos consideranmlo es necesatio udn e by dependennin del vectne de
wada con el vector de propagacidn k ¥ ol expin s e explivitamenre escoiendn F e (0) e fugasr ole
&(r), para hacer mds claros los cilenlos.
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podemos reeseribir a (2.12) comeo

. Zj‘ (kr) it }Q’""(]})]ﬂm'(f‘). (2.15)

{rny

De acuerdo con esto (2.11) se puede reescribir como

Faim, (v} = 47 D iy (k)i YN T(R) VM (R,

iy

=dn Yy Gi(kn) B X, v T(K) Yo () (2.16)

Jmyl
e st &
{en esta expresion xj,, denota el transpuesto del vector x7, )

Eu cl caso general V # 0 el momento angular orbital {al igual que la proyeccion del
espin total) puede variar con la interaccién. Entonces, la expansion de la funcion de onda
on términos de la base {P, J2 ., SQ} es

o, (r) =dm 3 9 () a3 v T (K) YRR (2.17)
my it

donde !f)f,‘_,(r) es la parte radial de la funcion de onda y I denota al ndmero cudntico aso-
ciado con la magnitud del momento angular orbital para la onda saliente ({ y s coutindan
denotando los nimeros cudnticos asociados con la magnitud del momento angular orbital
y ¢l espin para la onda entrante, respectivamente, conto en ¢l caso anterior).

2.2.1 Funcién de onda radial

El desarrollo de la funcién libre e Green (expresada en €l espacio de configuraciones) en
términos de los eigenestados (2.7), estd dado por{8]

Golr,r'y=2u )y y;T;(f)y;;‘(i')Go, {(r.7") {(2.18)

jmjla
donde, para la onda esférica saliente
Go, (') = —ike Ve i (kre) et ey B (krs), {2.10)
con 1 (5 ) la menor magnitud (mmayor) entre r y ', ¥
B (k) = j; (hr) + ing{kr) . (2.20)

Insertando esta expansion y las expansiones (2.16), (2.17) en la generalizacion de la ecna-
cion {1.48)

P o, (T} = c'k‘rxfn’ + [Go (r, YV )Y fon. (r) i, (2.21)
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cmpleando la ortogonalidad de los arménicos esféricos y comparando términe por término
de la igualdad, se obtienen las ecuaciones integrales para la funcion de onda radial[3, 8]

1jr“ (r)y =7 {(kr) e +Z/ Gy (B YW (Vg (Kol {2.22)
T
donde
Vi () = [ dQ Yy () V(r) y}?,’,x ) (2.23)

es una matriz hermitiana (V.‘,, =Vip,) ysimétrica (V] e, = Ve ), ¥ por tanto real,

La solucidn de este conjunto de ecuaciones integrales corresponde al conjunfo de ecua-
ciones de Schrddinger acopladas

1d ,d, I

(5?2 = S ) = 20 V(0 (1) = =K. (22)

"

2.2.2 Estado singulete
Para el estado singulete (s =0, 7 =1}, de acuerdo con (2.3). (2.2} y empleando
la ortogonalidad de los arménicos esféricos
Vs = Vo [ Ay (7) Ay (2) =
Vo D " Omye O m,) (' Omy 05 1n,) [ A Y (R Y (E) = Vb (2.25)
Ill‘lﬂ'lfu

pues
Axf=x8, A'xh, =0, A'xg=0 y Suxf=4. (2.26}

Entonces Vi.. #£0 solopara ¢! =" =4, en cuyo case V! , =V (r).
) P 4 a4 710

De acuerdo con esto, a partir de {2.24), obtenemos la ecuacion (1.10). reescrita conw

[1 rh( = “! J(J+1)

Por lo tanto. la dispersion en el estade sineulete es enteramente eqprividente o fadispersion
2 I I

= 2u¥a(r ) ol = = K2 () (2.27)

por fuerzas centrales V{r) = Vy(r).
El desarrollo en ondas parciales para ese estado, segin (2,17}, estid dado por

J
Traa(r) =4x Y. S ()& Y (R) V(E) X0

Jom=—y

=30 20+ 10 PG R) XD (2.25)

!
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2.2.3 Estados triplete

Para los estados triplete {s =1, my,, m{ =-1,0,1, y i=J— 1), I, 1 +1), segin

{2.23), a partir de (2.26) y tomando en cuenta que
Alxl, =xh, (2.29)
tenemos que

Viw = Vi () [ 42556 A Y (8) + Vie () f QYT () Sz Y (B (2:30)

El potencial que consideramos conserva la paridad; entonces V,:L(k) = 0 para las transi-
ciones =7, P=j+1lyl=7x1,F=j Ademds, como

f Ay E ALY = X (1 L Ol mg}( 1m0l my) [ YT (B (7)
TIbps Thyts
= G (2.31)
y(7] o -
Sl? Yjﬁ(r) = 2)’,‘;"1 ' {2.32)
Siz y;:'j_u(f) 2] 1 [3\/ i+ l}y” 11 - i+ Q)y;{i-u]! (2-33}
2 - m;
SlZY_;,.;.u(") 2 1 (=~ 1))’;’?_11 + 3\}](3 + I)ijj-y-nlr (2.39)
los elementos no nulos de esta matriz son
VJjjl =W + 2V, {2.35)
i J-t
Vigu=W-2 T Viz, (2.36)
j j VIG+T)
Vien =Y =-86 —gﬁ_—le (2.37)
Y f 4 2
j 2
Viegsn =Y =25y Vie. (2.38)

De acuerdo con la ecuacion (2.35), el estado triplete con I = {" = j (al igual que el
estado singulete) no tiene su momento angular orbital acoplado con ninguno de los otros
estados y la dispersién en éste es independiente de los otros estados.

Luego, sustituyendo (2.35)-(2.38) en (2.24), para [,V = j, obtenemos nuevamente la
ecuacion (1.10), reescrita como
1d,d jG+ 1)

B~ T~ Vi, = —% 51 (2.39)
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de modo que la dispersion en este estado, es también equivaleute a la dispersion por
fuerzas centrales, con V(r) = Vi (r) + 2V 2 (r). En cambio, para los estidos triplete
con [,I' =37+ 1, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas, que ya no son
equivalentes a la dispersion por fuerzas centrales

1d ,d _(G-1y

g A 43 7111 — 2!‘{[VL—22 1;]1,[1" L=t1
Vili+1} -
-6 27 +1 Vl?’j’;+l;’—11}=—k2¢}’-_”_“ (2.40)
Ld,d (G-1)j i=1
2dr 2dr r ll'b;—lg-{-ll_?“{[vi_ 9 +1 lz]w’ L1
Vil +1)
6 27 + 1 Vmw]-f—lj-z—ll}— ’] 17411 (2.41)
{,EET o 2 e EFSACASIE
J+2
+H% _22 1 Vil 1,-11} = _kfz'i’jq-l;—n (2.42)
P d ,d (F+1)7+2) s+ 1)
[ I dr 2rlr rt Fisgen = 2= G—Tvl‘””jf Lretl
J+_ - ]
+HW - 2 Vil ¥y en1} = =47 V’,+U+ll (2.43)

O, en términos de matrices

1 d 2(1 i [(j—l)j ] ¥o1En .
. FUY o+
2dr b 2 0 (J+1)(J+2) Yaisn A

2V -(-1) jVJtJ'*'l)]}}( J—l}:Fll) ='__A,2('p)—l}¥ll) ) (2.44)

L+ 1B3ViG+D -G+
El desarrollo en ondas parciales para la funcién de onda en el estado triplere esta dado
por

!
Witz (LENpEI

O O I T S (3 E AR A | SR T TS (2.45)

Jr

2.3 Comportamiento asintético de la funcién de onda

Sustituyendo en (2.22) ¢ limite asintotico de (2,19}

Go, (rr My s — = (kr)r et it (2.46)

1Este linre s obrene tomande en envnta quee

A my —

19}
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obtenemos la expresion explicita de las condiciones de frontera para la funcidn de onda

radial{8]
1 —tf{kr—1Z wkr—t3 .
Bty (Plroson — ey — S (k) 4T RY, (2.47)

doude Sj,,(k), la componente generalizada de la matriz S, s tal que |55, () =& v
andlogamente al caso escalar

Sh, (k) = &p - 2k T3, (k), (2.48)

<on
Tk =3 / 0 (kP YW () iy () 72dbr (2.49)
‘lf

la componente generalizada de ta matriz T

Entonces como la matriz V., es hermitiana y simétrica, las watrices T, (k) ¥

S, (k) son simétricas,

Asimismo. como VS, (k) =0 para =1 =i+1 =4 LF =4 tunbién
s | 1 ) ¥ 7
53k} y S, (k} scanulan para estas trausiciones (por conservacion de paridad).

2.3.1 Corrimientos de fase
En vista de que la matriz 8, s unitaria y simétrica podemos diagonalizarla mediante
una matriz real y ortogonal Uf,h, de tal forma que

2!&5J 7
l'h = ZUI‘W; U,

4
b (2.50)
donde los 8] son pardmetros reales que correspouden a la generalizacion del corrimiento
de fase &, pues sustituyendo (2.50) en (2.47) obtenemos el andlogo de (1.40)

1]

i
Bhta e soo — Z U], (k) U3, (k) sen (kr - -t {2.51)

Denotaremos con 5 = 0 el corrimiento de fase del estado singulete. con 7 = 3 ¢l el
estado triplete ' = § ycon 7 =1, 3 =2 los de los estados triplete ' = 71, l' =
4 — 1, respectivamente.

La wmatriz {7}, se puede reescridir en términos de un pardmetro veal e dennminado
parametro de mezela, que se anule cuando & — 0. Por gjemwplo, la subwatriz (7 para bos
subestados triplete §, I = § £ 1, puede escribirse comaol4)

7 2
(U}-l}-ll U;-|;+||) 7( cos e st:nf) @52
7 3 = _ R X
Ul i Yisen SeI € CUSE
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donde ¢ es ¢l mencionado parimetro de mezcla. A partir de esta expresién la submatriz
S en {2.50) estd dada por
j j ; i ; y
(S}_U-n 51 -1j41 ;) B {em{ cos? e + etfisente 128 — ¢2)sen 2¢

ostere e ” . (259)
L1(e%H — e%%i)sen 26 e™fisen %e + e2i%3 cos® €

S}!-—lj+ll SJJ'+1J'+11
2.4 Amplitudes de dispersién

Para describir la dispersion generada por el potencial tensorial (2.3) sobre particulas con
espin 1/2, requeriremos de mds de una amplitud de dispersién porgue los espines aumentan
los grados de libertad.  El momento angular orbital del estado singulete para la onda
entrante [ = j no cambia al dispersarse, es decir I' = I, de modo que para describir este
estado necesitamos solamente una amplitud de dispersién. De igual forma, para el estado
triplete con [ = j necesitamos sdlo una amplitud. En cambio, para los estados triplete
con | = j + 1 necesitamos cuatro amplitudes, pero como la matriz de dispersion s una
matriz simétrica dos de estas amplitudes son iguales, asi que realmente son necesarias sélo
tres amplitudes para describir estos estados. Entonces, seran necesarias ¢inco amplitudes
diferentes en total (caracterizadas por los distintos valores dei, I', ¥ s}

En esta secci6n, haliaremos las amplitudes de dispersion a partir de la expansion de la
matriz de dispersién{6, 8]

(Ko T(R) [Remy) = 4n 3 40 x5t -y, () Ty () Xt - ¥in k), (2:54)
jm, it
reescrita como
(k' 00| T(k) [k 00) = Ts(cos 8) para el singulete y
(K'1m | T(k) [k1m,) = T m, (c0s 8) gilma—my)o para el triplete, (2.55)

donde Trm,m, ¥ Tu funciones de cos@ y k (porque elegimos la direccién de incidencia
de tal modo que cosf =K' -k y ¢ es el dngulo azimutal del vector K.

La matriz T es un operador que actiia sobre el espin y puede por lo tanto, para ¢l tipo
de problemas que estamos considerando, escribirse en términos de los operadores de espin
de las particulas interactuantes S; = %crl ¥ Sp= %02, donde &) y o2 son las matrices
de Pauli asociadas a las particulas interactuantes, como T (k' k,o,02). La forma de
T (k',k,01,02) para la dispersién que estamos considerando, se obtiene a partir de las

simetrias de la matriz T, considerando que

(K'smy| T(k) [ksms) =[x, T{K' X, 01,02) X5, ] - {2.56)

La invariancia de la matriz T ante reflexiones espaciales nos lieva a que

T(—k’,—k,a’i,ag) =T(k', k,O’[.UQ) (257)
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y ctupleando la sinetria de la matriz fl}"f,s(k), a partir de (2.54) v {2.56). resulta que
T{K k,o1,02) = T(-K,-k,—a,,—a3) . (2.58)
Eutonces, podemos considerar mds especificamente que
T=A+B-o,, (2.59)

donde A y B son funciones lineales de o3 y de los tres vectores mutuamente ortonor-
males

. K-k . K+k . Axq .
A=-—g, ad=3—5 vy a="2] 3 (2.60)
SCIL 3 COSE s E

con § ol dngulo de dispersion.  Por la invariancia ante rotaciones de la matriz T Ia forma
de B debe ser

B=bg+cA+dn. (2.61)
La invariancia ante reflexiones espaciales de la matriz T' da higar a que A y o sean escalares
y aque by ¢ sean pseudoescalares; entonces

A=wa+aeoy 0, (2.02)
b=coy-q, (2.63)
c=60g- A (2.64)
Y
d=e+foy 0, (2.69)

doude v, a, ¢, 4, A, e dependende k v coséd.
De acuerdo con esto, la forma mds general de T (k' k. o1, o4) estai daula por

T (K k,a1,02) =a+B (A a1)(i-o2)+ih-[y{o)+02) +7 (o) — o) +
S(A o)A o) +e(@ oulg o).  (246)

donde vy =d +a y ¥ =d~u Finalmente, para particulas con [a inistna carga, por la
simetria de carga, v = 0[6].  Bntonces

T(k',k,al,og) =ﬂ’+ﬁ(ﬂ-0’1)(l‘1-0'2) +i’7ﬁ-(01 +Uz) +
S(A - A o) +e(@ o )ld-oz). (2.67)

Esta expresion depende de cinco funciones diferentes, que corresponden a las cineo ampli-
tudes independientes para cada subproceso posible.

Luego, multiplicando la matriz T (k', k, o, o3) con los diferentes operaclores de espin
que hetnos consideramos y tomando la traza, de acuerdo con (2.67), resulia gque

1
a= aTr [Tk k, 01,0 (2.68)

32




1

= ZTr [Tk k,o,02) 01 - hoy-f], (2.69)
Y= éTr (T, k, o1,02) (00 + o2) - A , (2.70)
1 - -
&= r Tr [T(K k,01,02) 01 - D o2 4] (2.71)
Y 1
¢= 177 [T(e1-@)(o2-a) (2.72)
Entonces, como en coordenadas cartesianas
fi = (—sen &, cos 8,0}, (2.73)
A = (sen gcos 8, sen gsen ¢, cos g) (2.74)
Y ] é 7
= (-—cos-écosqb,—cos psen ¢, sen 5), (2.75)

mediante el cdlculo directo tenemos gue
(o1 - B){(o2- G) = (17U + O1yty + T1zU:} {0228z + o2ty + Oo ;) =
2 2 2
O1r027U7 + O1p02,0y + o100, + (alza2y + Uly”?z)uzuy +

(‘71:021 + 0'1:02;)“:”'2 + (UlyU‘Zz + Ulz"?y)uzuy » (2-76)

donde =1, 4,§ ¥y

1 0 0 —i 01
‘71‘.=(0 —1)‘ ayi:(‘l' 01)1 Uz.—"‘(l 0)1 (277)

coni=1,2  Explicitamente

0 0 —e % 0
. . 0 1 0 0
[x:n,,: (o1 - a)(oz - i) X}’n,] =1 _gie g 0 0 s (2.78)
0 0 D -1
sen 24 —--‘}Ee"i"sen 0 e ¥cos?l 0
. . _ L gie 1 ,—ié
(x5, (o1 A)o2- A)xh,] = /3¢ ser:ﬁ c?se 3¢ "sen g 0 (279)
! % cos? § 7'5e'¢’sen ] sen 2§ 0
0 0 -1
cos? § 712-5"°sen 8 e~ttgen 28 0
L id - _ -
o (o1 Qon- Q) = | TR st e e 0 o)
: e?®sen?s —72-e‘°gen 05 coz g i
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0 —e { i
; . x . Id 0 —e )
[X:n_(:' {1+ o2} nx;m] = t\/i 0 i 0 0 . {2.81)
0 0 g -1
Ademas]6]
To—y =~To1, Topi=T1-1,
T_yo=-Tie, T1-1=T0 (2.82)
Y
Tl[—T[_l—Tu_u=\/§C()t9(T1(]+ﬂ||]- (2.83)

De acuerdo con esto, las amplitudes de dispersion para los difereutes subprocesos cu
términos de las matrices reducidas estdn dadas por

1
=7 (21 +Too + Tas) » {2.84)
1 .
= 4-( 200+ Too — T (2.85)
1
= — (T — To1) . 2.80
¥ \/i( 10 — To1) {2.86)
1
d = i [T+ Ticy = Tos + (Tt — Ti-1 — Tin) see fl) (2.87)
Y i
e =7 [T+ Tioy = Ty = (T = Ticy = Ton) sec ] (2.88)

Por iiltimo, las matrices reducidas se obtienen realizando los cilculos indicados en (2.56)
y estdn dadas por(6)

T = —Z[ (1 +2) A% @2+ DAL+ (= 1A P . (2.89)
Tio = ¢ Z[f+1)B‘+'+tB,’"mw). (2.90)
l 0

AH—‘ i ! Al 1 )
Tioy kZ[IH L Hi‘; + S 1) (2.90)
Ty = Z(Bm BIYRNO) (2.92)
N (z+2)A§+' 2+ A0 =-n4 .
To = TZ[_ Ty T o T e O {2.03)
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1
Tes = EZ(2I + ].)C;P[(g) H
=0
con .
Al =sen 84 h |
I+1

1
At = " cos? €41 + bseneryr — H_—Q(GHI LA 2 sen’éry1

/l +2 1
B,H” = a**! cos? €41 + b“"sen2q+1 - I—_*’-i-(a.H"i - bH‘l) 3 sen26;+| ,

I 1
A:'l =a''sen?¢_ + b cosP ey — \} [—1(11"'I -4 3 sen’e_y

/ { _ 1, 1
B:"l =g lsen®e_; + B lcos? ey - ﬁ(a‘ 1_y 1) 2 sen®e_y ,

ist ist 5t
al =send} el , b =sendhe y o= sendy e .

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)




Capitulo 3

Aproximacion eikonal para
particulas con espin 1/2

3.1 Introduccién

Eu este capitulo generalizaremos la aproximacion eikonal para la mnplitud de dispersion
de particulas sin espin de la seccion (1.3) al caso de Ia interaccion de particulas con espin

1/2§2].

El proceso y el marco de desarrollo son los mismos que los senalados en la introduccién
del capitule 2, es decir, la dispersion eldstica de particulas con espin 1/2 desde el CM del
sistema.  La funcidn de onda del proyeetil satisface la ecuacion de Schrédinger (2.5)

(V2 + k¥ (r) = 2:V{r) E(r). (3.1)

donde V(r) es el potencial mas general rotacionalimente invariante, local y dependiente
de espin (2.3), al cual reescribiremos ahora en una version mds sencilla para tos caleulos
aproximactos

El operador de espin total en términos de las matrices de Pauli de las particulas
interactuantes esti dado por
l E;
S=§(0|+Uz)- (3.2)

Entonces, tomande el cuadrado escalar de los dos miembros de esta ecuacién y utilizando
la identidad o? = % =3, podemos reescribir a la magnitud del operador de espin como

§t = 1

=§m+apag. ' (3.3)

Empleando vsto, los operadores de proyeceion (2.1), (2.2) v el operador tensorial (2.4)

pueden reeseribirse como

1
A® = il — oo, (3.4)
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1
M:Zw+ay@} (3.5)

S[2=30'1-f'0'-2-f‘—0'[-0'2. (JG)
Por lo que
V(r) =V, ‘i'Vm(f')Ui'O’2+V¢“(T‘)O‘|-f'(7-2-f" (-57)
donde V.= %(Vu +3W}, Ve = %{Vl - W -V y Vu= 3V, O,

V() = Ve + Vi (r) + Vi (r), (3.8)

donde V, =V, {rlo1- 02 vy Vi=Vu(rlo, -tex I

3.2 Expansién para la férmula eikonal

La funcién de Green gencralizada para ¢l tipo de poteuciales que estainos counsiderando,
reescrita en términos de q = k' +k, ver (2.60}, estd dada por

1

- 3.4

T@ ViV ht
Como discutimos en el capitulo 2, para este tipo de potenciales tendremos cinco amplitudes
de dispersion para cada §, en lugar de una como en el caso de un potencial central.  Ahora,
para encontrar la forma aproximada de estas amplitudes, tomaremos en cuenta gue la
matriz T es un operador que puede reescribirse a partir de la ecuacién integral para ia
funcién de onda (2.21) en términos de la funcién de Green {3.9) como{t]

T=V+VGV. (4.10y

Para obtener la aproximacién eikonal, como en el caso escalar. cousideraremos que laass
contribuciones relevantes a esta funcién proceden priucipalimente de valores del momento
cercanos a q. cuando |V] < E, donde hemos elegido a § a lo largo del eje z como la
direceion de incidencia.

Cuando estas condiciones se cumplen
@’ —p’=2q-(q-p) - (a—p)* = 2ls - a-ph (3.11)

donde p {en ¢l espacio de momentos) os ui womento tipico que participa en 1a dispersion.
Eutonces

. l 1
Gzc’ukz_ _ v T
vgdiq-V — - e

(3.12)

doude v =L Aplicarcmos estas condiciones al cousiderar una vxpansion del propagador
vikoual en nna serie de Born[9}.

Gﬂk = GH,L + Ggika:!zk + GE:LVG:,H.VG:':I. + ... (i!d)
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donde G2, corresponde al caso eikonal libre (V=0)

Para un potencial central, la férmula eikonal se halla empleando el hecho de que el
potencial conmuta consige mismo en puntos diferentes y estd dada por(2)]

{r'|Gewlr) = —:—Iﬂ(z' ~ 2)b(b’ = b B [ Vb (4.14)

donde r = (b, z). El potencial tensorial (3.8) no necesarianente conmuta consigo mismo
en puntos diferentes porque

[V{rrz)gv(rb)] = [V.'.(ra)avt(rb]] ‘(3-15)
y
1 - -
(Velra), Vere)] = 2 Vaalre)Via(rp)[Si2(8a). S12(f2)] =
9
Vtﬂ(ra)v:ta(rb)[ol cfaog Py, 00 Ty oy - i"h] =
2iVLa(ra}th(7'b) Bg Fpfy x By - (0‘1 + 02): (:‘-[ﬁ)
¥a que
G‘l-f’uot-f'b=f‘ﬂ'f‘b+i(f‘“Xf‘b)-d,, (3.17)

cone =1, 2.

Reescribamos entonees la expansion del propagador como
G = G + GV,Gh + GRVGRV.Gl + ... {3.18)

donde

1 1

Gp=-
nq_iq.v_w_._if

(.19}
contienc las partes del potencial que conmutan entre si.

La condicién en el espacio de momentos A & g. ver (2.60}, o |p — q| € ¢. s triuduce
al espacio de coufiguraciones en que los valores relevautes de r. o', para un determinado
clemento de matriz de la serie (3.18), sean aquellos para los que H > 2| y b > {2

Luego, cu una primera aproximacion a Gayg, s decir GY,, los conmutadores del tipo

etk
(3.16) pucden despreciarse. Sc obtiene entonces
(F|GO0r) = —28(z" — 2)8(b' — b)el¥' ~hHxe 41T LT ahame (.20
v
donde
I
xr({b, 2. 2) = ——f Vilb,zM)d2" . con & = e, x, (4.21)
vz



s -
7= f Vb, 2")ds". (3.22)
z
Esta tiitima ecuacién puede reescribirse como

Tt = TrzO1202r + TyyOly 02y + T2:01202: + Txy(alra2y +

alyd?.z) + Tx:(ol:ah + 01;02:) + Ty:(alyo‘Zz + 01;023;) ' (3.23)
donde
Trr = COSQ(‘ﬁ) Xm(b, z', z), (3‘24)
Tyy = Sen2(¢) X:O(bn z’l Z) 1 (3‘25)
Tee = xe2(b, 2, 2) (3.26)
Try = COS(¢) sen (¢) Xtu(bn z‘: Z) ) (3'27)
Tyz = cos(¢) x“(b,z',z} (3.28)
A
., = sen (@) xu(b,2’,z}, {3.29)
con
b = b{cos ¢,sen ¢) , {3.30)

Bt ¥ 1
xa(®,2,2) = & [ g Vb,

b (¥ b
! = - P g
xll(bv Z, z) = v '/; 2122 Vta(bu z )dz

1o B "
xal(b, 2, z) = —;/ ijta(b:z )dz" . (3.31)

La expresién de 7 en (3.23) puede simplificarse rotando el sistema de coordenadas, de
modo que

7 =(m-oy){m-o2) +(p- o ){p- o2} + (W a){w-o2), (3.32)
donde m, p, y w son vectores ortogonales arbitrarios, tales que los operadores (d-o))(d-
a3), cond =m, p, w, conmuten entre si.

Las condiciones de ortogonalidad entre las matrices de Pauli se preservan bajo rota-
ciones aplicadas a cada una de las matrices de Pauli; entonces

m-c=mR7'o:R, p-o= pR"loyR, y w-o= wR™ e, R. (3.33)

Con esto y las componentes cartesianas de m, p, y w, igualamos (3.32) a (3.23) para
hallar un sistema de seis ecuaciones con los angulos de rotacidn y las magnitudes m, p, w,
como incognitas

m2m? + n?pf + wW? =7, coni=1T,4,2, (3-34)

39



Inzﬁlzﬁlf, + pzszﬁ:,i + 'ruzﬁrzﬁ'y = Ty . {3.35)
mPig ] + p'p.p; + w' W W, = 7., (3.36)
2. =2 - =2 2 - g
M My, + P pyp; + WW, W, = Ty, (J.J?)

misinas que pueden solucionarse analiticamente para al menos cinco de las seis variables
deseonocidas.

Entonces, usando la idea descrita anteriormente, podetnos reeseribir a (3.23) como
7o = xao{b- o )(Bb- 02) + xe2(2 - 01)(E - 02) + X050 + 03a,;) . (3.38)
Luego, definiendo una nueva base donde
1 =5HE o) B ae) HtHE- o) (E og) {3.39)

con
s = (Vpb,i2), t = M/pb, /%) {3.40)
e igualando (3.38) a (3.39) Uegainos a que

X =+ Ay, (3.41)
X =9+ {3.42)
y -
X0 = /pr(1 — M) . {3.43)
Por tanto y 5
+ xh + 2xh = xwoxe
o= X< Xm‘ X1 — XwXe2 1 (3.44)
28
s+ xh 2 — .
y = Xz Xz + 2Xiy — Xuoxrs (:5.45)
VS
¥
At = X0t xe = V< {35.46)
X+ xe + <
donde
2 2 2 2 .
< = X +4Axn — 2xpXe + X - (3.47)

Con estas simplificaciones ya vs posible describir una expresién analitica para G?,k en
el espacio de coufiguraciones

(r'1G |r) = —i,()[z' - 2)3(b' — bjetE - (11.48)
i,
donde
0= xe + xs (8- )5 09) + xoll- o)) (b 02} + Xl 01 ) (i1 - &9) (.49
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con

a=bhxz, {3.50)
+ X2 + V5
xe = X+ X X2 Y s (3.51)
’ ¥
+ —_—
xe =xp+ XEXEV (3.52)

Empleado las relaciones de conmutacién para las matrices de Pauli
[01,0'2] =0, Y {aijsoi*lzgigjkmoimi con 1=1,2 Y j,k,m:x,y,z, (353)

v el hecho de que s, t, u son ortogonales, se comprueba que las componentes de 7% con-
mutan entre si. Entonces, usando que

v (RO (RO2} = oy +iseny (- o) (h- o2}, (3.54)

para un nimero y y un vector h arbitrarios, se obtiene que el término exponencial para
la funcién de Green aproximada estd dado por

o s o : : . -
™ = Tge + Los(8 - 01)(& - 02) + Tou(t - o1)(E - 2) + Toulr- o)(@ - 02} (3.55)
donde
Tge = €X(cos? xy cos X + isen’xysenxy) , (3.56)
[o, = €% (cos xsr8en Xysen Xy + isen Xy COS Xy €OS Xer) s (3.57)
Lo = X (sen®yy cos xy +1 co5° Xg5en Xp) {(3.58)
y .
Pgu = eX{sen xy5en Xxp €OS X g + 1€OS Xy COS XeSCN Xs) - (3.59)

3.3 Correcciones a segundo orden

La ecuacién (3.55) contiene sdlo cuatro de los cinco términos necesarios para obtener la
amplitud de dispersién de un sistema de dos particulas con espin 1/2. Ei quinto término se
puede haltar mediante una aproximacién correcta al menos a segundo orden, consideraado
los términos debidos a (3.16} que anteriormente despreciamos

(I(GHVAGHV Coleon ) = = 28(2 = 2)6(b ~ b)etl elbertxeT 2, (3.60)
donde
1

=5 /dz"dz'"ﬂ(z’ — 282" - 282" - 2)[Vi(b, 2"), Ve(b, 2")], (3.61)
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lo cual se puede reescribir como
T =8 {o) +o3), (3.62)

donde £ es el vector definido en {2.60) y

b 4 i i i " m i
=2 (' — 282"~ -~
Xr 3 jdz dz"'0(2' =22 - "2 = 2) T oD% 4 77)

(3.63)
En general, la [rmula tensorial cikonal general se puede expresar. a nivel local, como
(G ir) = ——8(2' - 2)6(b’ — b)el¥ 2™ (3.64)
v
donde
7' = Xt X (Do WA au )y (80 {E -au) +xp (B ) -ae) + x,0 il +ou) (3.65)

con &, t' vectores ortogonales y yer, xor, X, X funciones del potencial.

Entonces proponemos la siguiente aproximacion, que tiene la forma (3.64) y que cs
correcta a seguudo orden

(F1GL ) = — %a(z' — 2)8(b' — b)erl¥ -~ (3.66)

donde

= b xh (a4 o) (3.67)

Luego, para obtener una expresion explicita de {3.66) separaremos las componentes de 7}
de tal forma que podamos dividir a la exponencial en una parte que contenga los términos
que conmutan con 7', ie. los de cocficientes de x¢, ¥u, ¥ otra parte que contenga al
resto.

La tltima parte de la exponencial se puede expandir empleando la anticonmutatividad
entre el térming con coclciente y, y los términos de coeficientes yu, ¥y, fomando cu
cuenta las relaciones de anticomnutatividad de las matrices de Pauli

{a,, 00, } =28, con i=1,2 y jim=uxy.z. {3.68)
Posteriormente, sunaudo los términos mediante los operadores de proyeceion
1 - - " e
Pnt = i[l :!:(11-0’1)({1-0’2)1, (-5.().))

se puede legar[2] a que

l’ZTl =r'..+[-‘nﬁ~0’2!Hl‘UQ+F\§-U|§-O’2+F,1E-J|£-O'2+[‘rl‘1-(0'| +0‘3) R (3.7“}
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donde

ixe -
[e= eT(e&""-' cosd +e s cos f) , (3.71)
iXe _ .
T, = e_i.(erx.r cosd — e~ cos f} , (3.72)
T, = iy, se; d (3.73)
jeXe . sen d _; sen
Iy = e (g = ) T+ x:r)—fi] (3.74)
y 21X d
teiXe . sen : sen
Tp = ——[e7%" (xo + xe) 2L ey~ xe) 7 (3.75)
f
con
d = /132 + X3 + 3 — Dexe (3.76)
M

fF=yxb+xd +2xexe (3.77)

3.4 Amplitudes de dispersion

Empleando (3.9) y (3.10) obtenemos la matriz Tex en términos de Gee. En el
espacio de momentos

(K[ Toig |k} = f @b ¢~iOD) f dz V(b,z){l + [ ' Gox (2,2)V(b, )} . (3.78)

Sustituyendo (3.13) en esta ecuacidn llegamos a la expansién en una serie de Born, de la
forma

(KT k) = (K'|V+ VGV + VGoVGoV + ..fk) . (3.79)
Tomando z’ = 0o y 2 — co en la funcién de Green G.ix en el espacio de configuraciones
(3.13), sustrayéndole el término de orden cero en V, multiplicando por {iv)? y aplicando
una transformada de Fourier {donde se integra sobre b con el momento transversal A
como argumento), obtenemos T,k en el espacio de momentos empleando su expresién en
el espacio de configuraciones i

(K Teix |K) = iv f 4% e B 1) (3.80)

Mediante esta serie de operaciones se obtiene nuevamente (3.79).  Para T, y Ty ob-
tenemos expresiones similares con 70 y 7! respectivamente en lugar de 7.

En el cdleulo que lleva a (3.80) 8 = b y t=4%. Ademds, por lasimetria del potencial,
de las diferentes componentes de 7! , el coeficiente xu se anula. Esto da lugar a que la
expresion final para las amplitud de dispersidn total sea

feilk(al‘?) =a+f(h- oy (- oy) + i (01 + 62) +
§(A-oMA-ap)+e(@ )G o2}, (3.81)
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donde !

= fiqu db Jy(2hbsen g) [Cefb) - 1],
A= —%Zfb db {{Jo(2b) + J(A)] Ty(b) + [Jo(Ab) — Jo(AB)) Tu(b)} |
§= _%" f b db {{Jo(Ab) — L(Ab)] T,(b) + [Jo{Ab) + J2(Ab)] T(b)} ,

= _q[b db Jy(Ab) Ty(b)

9
¢ = —ig / b dba(2kbsen 2) Tu(b)

d = \fAxi+ (xex — xw)?*

f= \/(th + x0)? + Ax2(x0 + Xz = Xs)

aon

(3.82)
(3.83)
(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

y donde hemos tomado xw = xo(b. 2 = 00,z = —0) ¥y x: = xuo(b, 2’ = x,z =

—o0), con t = s,¢,T.

'Considerando que

Julz) = IT / A" cos(ng)

S0
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Capitulo 4

Potenciales con componente
tensorial centrifuga

4.1 Introduccién

En este capitulo aplicamos los resultados de los capitulos 2 y 3 a la colisidn eldstica
de dos particulas de espin 1/2 interactuando bajo la accidn de dos potenciales con com-
ponente tensorial centrifuga. Empleando los resultados de la seccién {2.3.1), calculamos
analiticamente los corrimientos de fase de las amplitudes de dispersion exactas. Lue-
go, empleando los resultados de las secciones (3.3) y (3.4), calculamos analiticamente las
funciones (3.21), {3.31) y (3.63) correspondientes a la aproximacién eikonal tensorial a la
amplitud de dispersién. Finalmente, presentamos algunos calculos nimericos preliminares
que obtuvimos a partir de los cdlculos analiticos antes mencionados y una breve discusién.

Reescribiremos una vez mds el potencial {2.3), como
Vir) = V. (1) + Vie (r) o1- 02+ Vie (r)S12, (4.1)
para separarlo en sus partes escalar Ve = 1(Vp +3%), de espin
Ve = }(VI—VO) = Via+ Vi y tensorial Vi, = V12 = %Vgu. De esta forma, simplificaremos
los célculos de la solucién exacta considerando potenciales cuya componente de espin sea
nula Vi, =0 (ie. p=¥= V.} y cuya componente tensorial sea la barrera centrifuga

(1.88), .
Vie = 'r-f B(G - 1") * (42)

donde ¢ es una constante positiva {dada en MeV~1). Para este tipo de potenciales
¢
Vie) =V, () + 136’(:11 -7}812, {(4.3)

las ecuaciones {2.23) de la solucién exacta pueden desacoplarse(3}.
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4.2 Potencial central de pozo cuadrado

Veamos cdmo se lleva a cabo del desarrollo de los cileulos mencionados en los capitulos
anteriores usando el potencial

Vir) = (-V, + ;3512)9“#*’”)- (4.4)

donde Vy y € son coustantes positivas,  Este potencial contiene ab pozo cuadrado (1.71)
co1no su parte central.

4.2.1 Corrimientos de fase

Estado singulete

Segiin vimos en ¢l capitulo 2. el estado singulete es independiente de los otros estados y
la dispersion en este estado es equivalente a la dispersion por la fuerza V{r) = V, fla —r).
Entonces, de acuerdo con {1.85) y la notacion definida capitule 2. ¢l corrimiento de fase
para ¢l estado singulete es

k,,j](ka)j_;(k,,u) - kjj(k,,u)j;(l\:u) |
ot p{ka)y, (ko) — kiy(haa)nd {ka)

& = antan{

(4.5)

donde k, = /2u(E + V).

Estados triplete

El estado triplete con s = 1. { = ' = 3, cowmo vimos en el capitulo 2, también
os independiente de dus otros estados y equivalente a la dispersion por la fuerza V{r) =
—(Vu+2 5)0o —r). Entouces, este cilenlo difiere del anterior sdlo para v < «, en cuyo
vist, podemos reescribie a (2.27) como

1 o o (1) = dpe

Y
Teor)? dlkr) e ey (ot )2

f v}, =0 (4.6)

La solucion de esta ecuacidn corresponde a 14 funcion esférica de Bessel
P Ania (ko
71'},: | = A()J!\{kn?’ )! (47)

donde A = -1+ /(7 + %)2 +4pe y Ag s una constante.  Entonces, el corrimiento de

fase para el estado triplete cond =1 = 5, s

'("'n,ff(k‘”).;'r\(l':"u) - k]:\("':n”};f;{k’”

# = ant .
pE m[k:,,n,(l.:n)j"\(k,,rc) - L:jf\(k,,u)n”(l.:u)

(4.8)
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Funcién de onda para los estados triplete con [, = j £ 1

Para los estados con [l = 7 £ 1, cuande r < a, sustituyendo (4.4) e (2.44), ¥
simplificando se obtiene que

1d,.d 1 (“J bi)] (‘*”i-!ml) Y (d’;“”"). (4.9)
r2dr dr rP\b g '»”37‘.1.:;;11 e )

. . 4pc
a, =7 -1 - 21_4:-1_)

donde

G +1)

by = 12
A T

4ie
2+1

¢ =0+ +1)- . (4.10)

Entonces, ya que la matriz en esta expresidn es simétrica ¥ real, podennos diagonalizarla
mediante una transformacion ortogonal X7 ', ie.

a; b vl 0
xJ( g J)(XJ)t=( J 2)_ (4.11}

bj CJ 0 UJ
Los eigenvalores v} para esta transformacién, que se obtienen a partir de demandar que

1
0 — U; b
Y I, l:@, (4.12)
b, € — U

estan dados por
vjl ={2+F+1-2uc)+ JE%- 102 — 12uc + (Gpc)*.
W= (7 G+ L= 2p) - (@i +1)? = 120 + (G} (4.13)

Luego, de acuerdo con (4.11), se pueden determinar las signientes componentes normali-

zadas de X7,
b,

J(U} 7(1.')3-{-1'):

b,

X{I =

(U'f - ”i}: + hf

.

r,—

n 1 > >
IHm Y 2
(’,. ) +|'nj

"y
HJ — fty

o . p
Ny = e
[n; — )" +L;

Y ia cranstormacien X os ortogonal 5i XX =1 =X'X

(4.14)
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Estas componentes pueden reescribirse (en una forma mas cémorda para el cileulo mundérico)
on terminos de X{l, COIno

X =y1=(X1)2, (4.15)
b " .
sz=ﬁ L— (X, P (4.16)
¥ _
X3 =-1X{i1. (4.17)

Finalmente, multiplicamos la ecuacién (4.9) a la izquierda por X7, introducimos 1 =
L N - .
X1X? convenientemente y sustituimos (4.11) para llegar 4 que

Ld gy 1 J(“J ”J) it J} FoEn ) - [P a0 :
{;Erlrir f[rx r? [X b] Cj x| x 'r,l'r: = kX o .15)

LTI STAVESR]

Le.

1 d 21 1wy U) S .
[(km')"ff(kar)(kn?)d(kof')+1 (kof‘)z(“ vy ]X ¥ -t e

En esta ecuacion podeinos observar claramente que con el tipo de potenciales gne elegimos
L matriz de transformacion no depende de v, lo cual permite que ef proldema pueda ser
resuelto analiticamente,

Ean efecto, cada una de las ecuaciones de la iltiima expresion tiene nueviuneute a forma
e la ecuacion para las funciones esféricas de Bessel, de inodoe que

2: o

X7 (w}—lﬂ:ll) _ [Ajlj.”‘(knj)] . (1.20)
w}+l]¥l 1 AJJ,V_,“‘"”')

dunde A = —% + %+ rf; y A, son constantes con ¢ = 1,2, Entouces. multiplicando

. t
ustit ceuacion a la derecha por X2 hallamos que. para v < o,
3 1 Aly (kg
‘w;—l.]?l! - (lel XL;I) ?""\.’( o) (4.21)
=4y 2 Y <
![‘J:;+lj;1] Xy Xy A,V,"\.,(L.,,l)
Por otro lado. con el objeto de facilitar la notacion, reescribiremws {2.47) como
1,[)3Tﬂ Lilroe — B (k)8 10 0 + S:_t “h.'{(kr). (1.22)
towande cn cuenta que la denominada funcidén de Hankel de segunda especie [1)
! ; e
k) = [ (kr) - eny(Rr)] {1.23}
es tal e

hrz{k’)lu—;m — i; pilkr - 500 (b2
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Entonces, para r > &, cuando la funcién de onda entrante tiene I =j—1

(#-”‘11) i [hé_l(k") +5§~1j—1_1(k)h{_1(kr)] (4.25)

Y111 5§-1j+11(k)h{+1(kﬂ
y cuando tiene I =j7+1
(\1’;'_—11411) - [ 1 G oL l(kf)! ] (4.26)
et K k) + STy e (BB ()

Matriz S para los estados triplete con [,I'=j+1

Aplicando las condiciones de continuidad en r = a, para los estados triplete con
{=j—1, tenemos

; ; i j—1 j i—1
(}ngl ii‘z) [A;J-A:(koﬂ)] _ [h.% (kcz_) +S}_1;;}1h{ (ka)] (4.27)
21 2?2 Azh}(koﬂ) Sj—1j+llhl (ka)
Y
3 xi [A h(kea) hi™ i
AL B ez B
21 A JA’(k a) S; 1J+llh (ka)

Entonces, mediante un procedimiento analogo al que empleamos en el caso escalar (pero
ahora con matrices en lugar de nimeros), obtenemos gue

[hjz_l(ka_) + Sj—l]—llh{—l(ka)] _
Sj—lj+l 1h_§+1(ka)

-1 7 'i—1
(kfj) + 8 —1;;;111"1 (ka)} (4.29)
S 1]+11 (ka)

. ‘}
ERJ (ko) [h2

donde hemos definido

R (ko) = DV (ko) koD (ko) ™" (4.30)
y
j — )‘uJa\l( ko) ngAz(koa)
D/ (ko) = ( X3 dn(kea)  Xhpinalko a)) (4.31)

Anslogamente, para el estado con{ =7 + 1, obtenemos que

[ Sj ~1j- 11"”1(’“0) ]
B (ka) + SJJHHl A (ka)

. 5! Rt (ka)
:ko i o J¥ij— ll ] : , .
R(L)[ “ka) 4 51,1011k ,+,(ka)] {4.32)

Bsto se puede reescribir de manera mas sencilla empleando la notacién matricial, como

HE (ko) + H (ko) S7(k) = KR (ko) (HY (ko) + H7 (k0)S7 (k)] (4.33)
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donde

B ko) 0
1 _ H 6 . . . .
H] = ( 0 h.f“(k..,r:)) . ton i=1y 2. (4.34)
Entonces ) .

ST = ~[H] + kR {k,)H]| "' H{ + LRFH . {4.35)

Ademds, a partir de las ecuaciones (2.52) y (2.53) tenemnos que

25
on2e = 2Si-iyin "
senle = p2dy _ by (4‘56)
Y
s -5,
coge = 2ot Tar el {4.37)

(,210] _ (.'Zui,»

entonces -

! 257
e(f) = at.;m( ” L 'H": I ). (4.38)
NPT R
2167

. 1, . . "
Ahora, los eigenvalores (; =¢ cou =12 de {2.50). s¢ obtienen de la relacidn

7 i 1
Sj—l‘)—li -G Si-t1 H =0, {4.39)
Sj—l]+ll S:+lr+ll ~ G

y estdan dados por

1 . . -
l EE(S;+IJ+11 +Sj—i]—| I} - \/4‘5:-!;1-“ + (‘S;-rlj-rii - S:—l;—l l)z]

. 1 - . .
(Jz = E[(S;+lj+]l +S‘J?*lf"ll) + \/"1‘5';‘—IJ+I| + (“‘.’)'+IJ+H "“’; l:—ll)Z]- (4'4“]

Sy
4
I

Corrimientos de fase para los estados triplete con LLI' = ; + |

Eutonces, los corritnientos de fase para los estados triplete con LI = § + 1 resultan ser

1 . .
& = —tn{(}). coni =12, {d.41}
24
El estado con 7 = 0 no tiene dos valores para { y I’ asociados como tedos los demds

{para los que 3 #£ 0y L, I' = 7 £ 1), sino tinicamente | = ' = 1. Bl corrimiento de fase
para 3 = 0. § = L, I' = 1, es un caso especial que se caleula por separado empleando las
condiciones de frontera de wmanera andloga al case escalin. Bo este estado

1 d ,d 2 4
[T_Z;TF.JJI T 2V + r_'-'w(” = el = i (4.42)
Entonces. para r < a,
oy = Avialhan). (4.13)
on



donde
=14 /T—8(1 + 2uc)

A
2

{4.44)

Asimismo, parar > a
¥{o1 = Borjolke) + Cornolka), {4.45)

donde Agy, Boi, Cor son constantes. Por lo tanto, empleando la continuidad en r = g,

kﬂj&(kof)jo(ka) — kja(kor)ip(ka)
koj;(kof')nn(ka) - kj‘\(kor)nrg(ka) . (4-46)

52 = antan

4.2.2 Funciones y para el cilculo de la aproximacién eikonal tensorial

Para el potencial (4.4)

V.= —V,0(r —a), Vig = —riza(r—a), Vie =3;_c—29(r—t1), (447}

pero r = Vb2 4 22, asi que 8(r — a) en términos de z se traduce como #{va? — b2 — |z]}.

Entonces, las funciones x, definidas en (3.21), (3-31) y (3.63), para este caso son

LN b T 57 _ _1 _ it
uf@( VBV~ B~ |2l) dz = = Voblo b)[_ B

Xe =
- 2:" VaT — 5 6(a —b), (4.48)
1 [ c 1 Vo b? 1
Xs = —;f_w(—m)ﬂ(\/a?—b? Clede=0la-bye [ e
= %E antan _——““b‘b fla—b), (4.49)

2 ro0
xo = ~> L 3¢ p(JaT-8 -z ds

v g B4+ b+ 22

3cb? vaT=§% 1
= -l ba-n) [
= —%[antan( a b—b )+ aa;b ]8(e — b), {4.50)

b [o=]
xo = o[ e B e s

v B+ B+ 2

Ih

_3eby fb)[ T2 4= (4.51)
—0la o P z=0, .

a1



ud h? 2

=) 2 .
3 — 3o
o __/ z o OV — a2 = Jal) dz = = 0 - b) / LA

W+ 22 b+ 22 ot T (07 2D
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Je 1
= t7[f_jdntdu(
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4.3 Potencial central de barrera centrifuga

Veamos un segundo ejemplo considerando al potencial (1.88) tamnbién como la parte central
del potencial (4.3)

Vir) = ;_l_j(c’ +cSi)a—r). (4.54)

donde ¢’ y ¢ son constantes positivas. Bl desarrollo es andlogo al del potencial anterior
(4.4). Las diferencias se hallan, como en el caso escalar, al reescribir fa forma de las
funciones de Bessel, asi que inicamente reproduciremos los vesnltadas

4.3.1 Corrimientos de fase

Para el estado singulete, de acuerdo con (1.94),

3a"(ka)j, (ka) — 3, '(ka)ga(ka)

B = i [y () = 4 (e () (4.55)
donde A = m
Andlogamente. para el estaclo triplete con f = = 5.
8 = autan 2 Th{ka)i,(ka) = 3a(ka)y)(ha) (4.56)

Thlkayn(ke) = Jalkape (ka)

donde ahora A = —% + \/(j + %)" + 2pfd + 2¢).

Para los estados triplete con f =7 £ 1, =5 + 1. cuando » < o

1 )
1 d id _iz(r;; bj)](ifrj_ln) =_k3(d’:—1ll)- (4.57)
24 dr 7 r G Y ST
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donde o} = a; +2uc’, y &y = ¢+ 2ud, conuy, by ¥ ¢ dadas en (4.10). Euntonces

l' ! I t (AY ] "
v = E[a’ +e+ \/(aj +c})? - 4{ale] -],

1 ’ ] [ 2
W= 516+ =l + 4 — alale ~ 1)) (4.58)

by

Jol-ay e

xi (ﬁ—11¥11) = [ 3“’"’(’” ] ; (4.60}

WieipFi1 l-TA?,(k")

X = (4.59)

de ahi que

doude A} = -% + ‘/% + uJ" y Al soun constantes con i = 1,2, Los cilculos que restan
para hallar a la matriz S, son enteramente analogos a los del caso anterior.
El corrimiento de fase para s = 1, I' = 1, cuando 3 = 0, cs

Falkr)sn(ka) — jalkr)sn(ka)
F5 ke dng (k) — jalkr)ng(ka) )

& = antan (4.61)

donde

N N 8[; +2u{c + )] (4.62)

4.3.2 Funciones x para el cilcule de la aproximacidn eikonal tensorial

Para «l potencial (4.54) sélo caunbia V, = :—rG(T — ) con respecto al caso anterior (4.4).
de modo que sdlo falia calcular

YW —a? — |2y de" = - f)(n — b [

N
_ _ R
Xe [ ( \/—”J ST \/-—' iz

1e Vi
= - ZZantan ;’——— o —b). {4.63)
w b )

4.4 Resultados

Fu esta ltimna seceidn presentamos grificas de las secciones eficaces exactas ¢ cikonales
(e obtuvimos a partit de los cambios de fase e integrales ealenlados en las seeciones
precedentos.

Analiticiunente. cuando L componente tensorial de (23) es unla de acnerdo con
(2.93)-(2.99). tenemos gue

Aol At v Bt =n=Bn {LGY)



O(rad)

Figura 4.1: Seccion eficaz diferencial de dispersion a (en Mel ™?), calculada de mancra exacta
(knea continua) y mediante la aproximacion eikonal tensorial (linei de asteriscos) . como funcion
el dngulo de dispersion (en rad). Este ealenlo se vealizé para nna paroiecula de i redneula
o= 460 AfeV y energia de incidencia de £ = 1 el dispersada por mn porencial tenserial del
tipo (4.4} cuya componente central es un pozo con ¥, = 1M eV va =001 MV ' (=2 fin)or
ruva componente tensorial es una barrera centrifuga con ¢ = 107" Het'"' La linea de cuadros
correponce a las secciones escalarves exacta y cikonal {ver figura 1.2),
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Esto da lugar, segin (2.85)-(2.94), a que las amplitudes de dispersion G, v, 4, ¢, tam-
bién sean nulas y a que la amplitud a sea equivalente a la amplitud escalar. Entonces,
como forma de corroborar numéricamente que la teoria del caso tensorial se reduce correc-
tamente 2 la del caso escalar ya calculado {cuando Vi = 0) tomamos a la componente
central V.{r) del potencial (4.3) primero como un pozo cuadrado {4.4) y luego como una
barrera centrifuga {4.54). Numéricamente, empleando los parimetros que usamos para
los potenciales (1.71) y (1.88) recuperamos la informacién antes obtenida para el caso
escalar. Algunos resultados del célculo de la seccién eficaz tomando Vi, = 0 en (4.4) se
muestran en la figura (4.1}, En esta figura podemos ver que empleando los programas
que caiculan las amplitudes eikonales tensoriales exacta y aproximada, los resultados para
la. seccion eficaz obtenidos a partit de la amplitud o con Vie(r) = 0 son muy similares a
los que obtuvimes a partir de las amplitudes escalares exacta y aproximada (ver figura
1.2). Ademis, las magnitudes de las amplitudes S, 7, & y € resultaron despreciables en
comparacién con la magnitud de a.

En la figura (4.2) se muestra la comparacién de los resultados preliminares tomando
V,. # 0. Empleamos el potencial {4.3) con un potencial central de pozo cuadrado con
V, =1 MeV y con un potencial tensorial de barrera centrifuga con ¢ = 10-® MeV~1. Las
graficas de esta figura no muestran tanta similitud como esperamos.

Entonces, analizando los programas que realizan el cileulo tensorial, numérica y
analiticamente hallamos que el programa que hace el calculo exacto intercambia algunos
de los valores de los corrimientos de fase 8] y 8. Cuando Vie(r) = 0, a partir de (4.64),
analiticamente se obtiene que

B =8"1=8" =4. (4.65)

Los resultados numéricos del programa coinciden para algunas j y estan al revés para
otras. Esto puede deberse a que para calcular estos corrimientos de fase usamos funciones
complejas multivaluadas, como el logaritmo {4.41} y la raiz cuadrada (4.13) ¥ {4.40). Por
lo tanto, es necesario establecer un criterio para asignar correctamente los diferentes valores
de & y 8}, en este programa.

Resumiendo, aiin nos resta mejorar los calculos numeéricos y optimizar los programas.
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Figura 4.2: Diferentes secciones eficaces diferenciales de dispersion (oo MU 77}, ealeubadas de
manera exacta (Hnea continua} v mediante Ya aproximacion etkonab (linea pnreada). comno funeton
del dngulo de dispersién {en rad). Este cilenlo se realizd para una particula de nasa reducida
;= 469 AfelV | dispersada por un potencial tensorial del ripe (441 cnva componente central es
un pozo evadrado con Vo = LAlel” v cuyva componette tetsoviid oa nna bareta centeifuga con
¢ = 10" Afel =1, Empleamos una energia de incidencia de £ = 1Gel”. En la erafica {a) se

muestran las secciones correpondientes a n, en {b) a J en{g) o~ en (i) ad ven (o) ar




Conclusiones

En este trabajo hemos realizado los pasoes para investigar el rango de vadidez de vua férmula
eikonal para fuerzas tensoriales. Hallamos analiticamente las funciones necesarias para
el cdleulo numérico de las secciones eficaces de dispersion correspondicntes a la solucién
analitica de la ecuacién de Schrédinger de manera exacta ¥y empleando i aproximacion
cikonal para un potencial que contiene una componente tensorial, ostrando algunos
resultados del valor mnnérico de estas secciouvs.

Hemos hecho una revision de la teoria de dispersion para ¢l caso escalar y hemos
comparado numéricamente Ia seccion eficaz diferencial escalar exacta con la cikonal, para
los potenciales pozo cuadrado y barrera centrifuga.

Coma primer calculo corroboramos la concordancia entre los valores munéricos de las
secciones eficaces escalares de dipersidn exacta y eikonal. por cjemplo: con £ = 7GeV, 8
entre 0 y 0.1 rad, obtuvimos una diferencia entre ambas secciones. menor al 0.17% .
con B = 5GeV, 0 eutre 0 y 0.1 rad, obtuvimos una diferencia wenor al 0.2% | cou
E = 700MeV, € entre 0 y 0.1 rad, obtuvimos uua diferencia menor al 0.6% | cou £ =
GO0MeV, ¢ entre 0 y 0.1 rad, obtuvimos nna difercucia menor al 074 . el

Para obtener las secctones cficaces exacias ¢ eikonales de dispersion teusoriales, ha-
llamos las amplitudes de dispersidn de manera exacta a partir defb desarrollo en ondas
parciales de la solucién a la ecuacion de Schrodinger para el potencial mds general rota-
cionalmente invariante y local en un sistewmna de dos particulas de espin 1/2, obtuvimos la
aproximacion eikonal tensorial en un sistema de dos particulas de espin 12 a partir de
la expansién de Born del propagador cikonal y hallamos una formula explicita para cada
mma de las amplitndes de dipersion.

Asimistne, determinamos los corrimientos de fase v las funclones uecesarias para el
vilenlo de la aproximacion cikonal tensorial, para dos potenciales cnyis componentes Len-
soriales poseen un coeficiente centrifugo, sus componentes de espin son wulas, uno de los
cuales posee un pozo cuadrado como componente central ¥ el otro una barrera centrifuga.
Sin embargo, alin nos resta optimizar los programas para el cileulo de la parte tensorial
(ya que el programa intercainbia los corrimientos de fase de diferentes estacdos),

Es inportante notar que mediante la frmuala eikonal podeuwos representar la amplitud
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de dispersion exacta correspondiente a un potencial centrifugo, por o menos en el caso
escalar. Este hecho no es del todo evidente ya que el potencial ;‘; no sienpre cuniple con
las condiciones necesarias para aplicar la aproximacién eikonal.

No es posible emplear cualquier valor para la constante ¢ de los potenciales centrifugos,
ya que para valortes de ¢ < 0 el potencial es mas fuerte que } en el origen v ¢l valor promedio
del potencial no posee un limite inferior de energia. En cambio para valores de ¢ > 0 no
existen estos problemas. Ademads si ¢ es demasiado grande en magnitud, para ¢ < 0 es
posible obtener dos funcioues de onda que diverjan eu el ovigen, que la funcion de onda
no sea finita en el origen y/o que no sea de cuadrado integrable. En cambio para ¢ > 0
la funcion de onda siempre serd cuadrado integrablef8).

En el caso del potencial tensorial centrifugo resulta que para toda ¢, por pequena que
esta sea, siempre existe un valor de 7 con el cual alguna de las componentes de la ecuacién
desacoplada con ! = j + 1, ver (4.13) y (4.19), posee un coeficiente menor que cero, lo
cual da lugar a que la funcién de onda sea multivaluada y el coimnportamiento del potencial
sca atractivo para alguna de las componentes de s = 1. Es posible corvegir este hecho
considerando un potencial central con una ¢’ tal que (¢ + ¢) > 0, couo hiciinos en {4.54).

Por tltimo, mostramos algunos de los resultados obtenidos y discutimos al respecto.
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Apéndice A

Calculo de la seccidn eficaz
diferencial de dispersién para un
potencial escalar

En este apéndice reproducimos los archivos fuente de los programas en Fortran mediante
los cuales calculamos [a secciones eficaces diferenciales de dispersion escalar, mencionados
en ¢l capitulo 1.

Con el primer programa se calcula la seccidn eficaz diferencial para un potencial de
pozo cuadrado, en funcion de la energia para distintos dngulos de dispersién, y con el
segundo para una barrera centrifuga.

Para el cdlculo de la seccion eikonal empleamos § métodos de integracion numérica
distintos.

1 CALCULA LA SECCION £5CALAR DIFERENCIAL APROXIMADA PARA UN PPOZO CUADRADO
PROGRAM POCU

c... DECLARACION DE TIPO
IMPLICIT KONE
[NTEGER NON{N2ZNINANI ML LLLZLILNOUT, IRULE,NPTS
REAL EX.COLXo XNUDBS( 112} A COLTHETAT,P,
X BSY(L12),BSI{112),(0:112),
& n{0:112)j{0: L1 Y cduf{0: DL jlam{0:112),djlam (0111},
& DELTA(O:111), Feua, M FLLLEF22,A1,B1L ERRARS ERRESTLERRESTS,
& ERRRELEXACTLRESULTLERRES EXACTZ,RESULT2,CI,
& K, Facu, Vo, Ko, POINTS(1), RESULTR,RESULTA,RESULTS RESULTS,
& Feuadl, Feuad2 Fouad3, AM, AL
COMPLEX ALCCE SUMA Fexa, Papr, Faprox?,
& Faproxi
EXTERNAL BSJS,BSYS . UMACH,Fi1,F22 QDAGS QDAG,QDAGE
INTRINSIC AHSSQRT
COMMON Vo, THETA K,CL,A2M
«.DECLARACION DE VARIABLES
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¢ ENERGIA (MeV)
WRITE{*,*)’ DAME E'
READ(*.")E
¢ ALCANCE DEL POTENCGIAL (MeV"-1)
A=0.01
¢ MASA (MeV}
M=469.0
¢ MAGNITUD DEL POTENCIAL (MeV}
Vo=1.0
¢ VECTORES DE PROPAGACION (MeV)
K=SQRT{E*M*2.0)
Ko=SQRT{M*2.0*(E+Vo)}
¢ ARGUMENTOS DE LAS FUNCIONES DE BESSEL
X=K"*A
Xo=Ko*A
1F(Xo.GT.100.0)THEN
WRITE(*,*) LA ENERGIA ES MUY GRANDE'
STOP
ENDIF
¢ CONTANTES COMUNES
A2=A"A
L=IFIX(X)+10
NO=50
CO=SQRT(1.57079632675/X)
COl=5QKI'(1.5?0?963'2675/X0)
Al=(0.0,1.0)
CC1=0.5/(AI"K)
N3=L+1
N4=L+2
N5=L-1
¢ CONSTANTES PARA LAS SUBRUTINAS
XNU=0.5
Al1=0.0
Bl=A
ERRABS=0.0001
ERRREL=0.01
ERRREL=0.0
IRULE=1
NPTS=1
POINTS{1)=0.0
¢...CREA ARCHIVQ DE DATOS
OPEN(UNI'I‘:T?.F[LE:‘p.dat'.STATUS:'UNKNOWN‘)

c...CALCULA EL CAMBIO DE FASE
¢ LLAMA SUBRUTINAS QUE CALCULAN LAS FUNCIONES CILINDRICAS DE BESSEL
CALL BSJS(XNU,X,N4,BS)
CALL BSYS(XNU,X,N4,B5Y)
CALL BSJS(XNU.XO.N‘LBSI)
CALL UMACH(Z,NOUT)
¢ FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL
DO 4 1=0,N3
HD=COo*BS{I+1)
n{I)=CO*BSY(1+1)
jlam{}=CO1*BS1(I+1)
4 CONTINUE
¢ DERIVADAS DE LAS FUNCIONES DE BESSEL (USANDO FORMULAS DE RECURRENCIA)
dj(0)=-j{1)-{0.5*j{0)/ X}
dn(0)=-n(1)-{0.5"n{0)/ X}
dj1am(0)=-jlarn(1)-(O.S‘jlam(f)]/)(o)
dj(L)=0.5*((J(N5)-}{N3))-(3( LI/ X))
dn(L).':D.S‘((n(NS)-n(Ns))-(n[L)IX))
djlam{L)=0.5"{(ftam(N5)-jlam{N3)}-(ilam(L}/Xo})
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DG 5 [=i,N5
Li=l-1
L2=I+1
BIO=0.5G (L -H(L2)-G/X))
dn(I)=0.5*({n(L1)}-n(L2)}-(a{1}/X}}
djlam()=0.5*((jlam(L1)-jlam{L2)}-(jlam{E)/ X))
5 CONTINUE

< CAMBIO DE FASE
DO 6 1=0,L
DELTA (D)= ATAN(({K*jlam(1)*dj{1))-(Ko*5(1) "djtam{1}}}
& SU(K*jlam(1)*de(1)}-(Ko*n(1}*djlam{i})))
6 CONTINUE

c..CALCULO DE LA SECCION EFICAZ
DO 7 1=0,NO
THETA=0.0+{0.02}*FLOAT(I)
T=COS{THETA)
SUMA=(0.0,0.0)
DO 8 11=0,L
SUMA=SUMA+(FLOAT(2*1141)*(CEXP(2.0* Al*DELTA{(I)}
& -LD)*P{ILT))

8 CONTINUE

¢ AMPLITUD DE DISPERSION EXACTA
Fexa=CC1*(SUMA)

¢ SECCTION EFICAZ EXACTA
Feua=Fexa*CONJG(Fexa)

¢ LLAMA SUBRUTINAS QUE CALCULAN LAS INTEGRALES EMPLEANDO
c TRES DISTINTOS METQDOS DE INTEGRACION NUMERICA
€1=(2.0)*K*SIN(THETA /2.0)
EXACTI=REAL{Fexa}
CALL QDAGS(F11,A1,B1,ERRABS, ERRREL. RESULT.ERREST1)
CALL QDAG(F1L,A1BILERRARS ERRREL,IRULE RESULT3, ERREST1)
CALL QDAGP{FI1,A1,BLLNPTS POINTS,ERRABS . ERRREL . RESULTS
& LERRESTI)
EXACT2=AIMAG(Fexa)
CALL QDAGS(F?Z,AI,Bl,ERRABS.ER.RREL,H.ESULT‘Z,E[{REST‘Z]
CALL QDAG(F22,A1,B1,ERRABS ERRREL,IRULE RESULT4,ERREST?2)
CALL QDAGP{F22,A1,B1,NPTS,POINTS,ERRABS ERRREL,RESULTG
z ,ERRESTZ2)

¢ AMPLITUD DE DISPERSION APROXIMADA
Fapr=(K/AI*{RESULT1+AI1* RESULT?2}

¢ SECCION EFICAZ APROXIMADA
Facu=Fapr*CONJG(Fapr)

¢ AMPLITUD Y SECCION CON LOS OTROS METODOS DE INTEGRACION
Faprox2=-Al"K*{RESULT3+AI*RESULT4)
Feuad2=Faprox2*CONJG{Faprox2)
Faprox3=-AI*K*(RESULT5+AI*RESULTE)
Feuad3=Faprox3*CONJG{Faprox3)

¢ REGISTRCO DE LOS RESULTADOS
WRITE(77,}{ {4.2,4(2X,E14.8))")THETA Fcuu, Facn
& JFeuad?,Feuad3
7 CONTINUE
¢ CIERRA ARCHIVO DE DATOS
CLOSE(77)
END
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¢..SUBRUTINA QUE CALCULA LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE (USANDO FORMULAS DE
¢ RECURRENCIA)
REAL FUNCTION P{L,T}
IMPLICIT NONE
INTEGER I,L
REAL PO.,PL,T,PL
PO=1.0
IF{L.eq.0)THEN
P=PD
ELSE
P1=T*P0
IF(L.eq.1)THEN
P=P1
ELSE
DO 9 I=2,L
PL=({T*FLOAT(2*I-1}*P1)-(FLOAT(I-1)*P0))/FLOAT{1}
Pe=P1
PI=PL
9 CONTINUE
P=PL
ENDIF
ENDIF
RETURN
END

¢..FUNCIONES PARA LAS SUBRUTINAS DE INTEGRACION
¢ LA PARTE REAL DE LA FUNCION A INTEGRAR

REAL FUNCTION F11(X)

IMPLICIT NONE

COMMON Vo, THETA K, C1,A2M

INTEGER NOUT

REAL COS,SQRT,ATAN,SIN,ALFA E X X, THETA,C1,X1,

& BSJO,VALUE,A2 M, Vo

INTRINSIC SQRT,ABS

EXTERNAL BSJ0,UMACH

X1=X*C1

VALUE=BSJO(X1)

CALL UMACH(2,NOUT)

F11={VALUE)*(COS{-(Vo*M*2.0/K)"
& (SQRT{A)-(X*X)MN-1)*X
RETURN
END
¢ LA PARTE IMAGINARIA DE LA FUNCION A INTEGRAR
REAL FUNCTION F22(X)
IMPLICIT NONE
COMMON Vo, THETA,K,C1,A2,M
INTEGER NOUT
REAL COS,5QRT,ATAN SIN ALFA E,K X, THETA,C1,X1
L ,BSJO,VALUEAZM Vo
INTRINSIC SQRT,ABS
EXTERNAL BSJO,UMACH
Xi=X*C1
VALUE=BSJO(X1)
CALL UMACH(2,NOUT)
F22=(VALUE)*(SIN(-(2.0° Vo*M/K)*
& (SQRT{(A2M-(X*X)P)"X
RETURN
END
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¢ CALCULA LA SECCION EFICAZ DIFERENCIAL DE DISPERSION ESCALAR EXACTA Y
¢ APROXIMADA PARA UN POZ0O CENTRIFUGO

PROGRAM POCE

«..DECLARACION DE TIPO
IMPLICIT NONE
INTEGER NO,N1,N2,N3,N4,N5,M1LL1 L2 LILNOUT,JRULE,NPTS,
& MAXSUBNEVAL,NSUBIN NEVAL4,NEVAL5 NEVALG,NEVAL2 NEVAL3,
& NSUBIN2,NSUBINI,NSUBIN4 NSURINS,NSUBING
PARAMETER(MAXSUB=1000)
COMMON CETHETA K.CLAM
REAL COEX.C.X1,X2X1LXNUXNILBS[LL),A,
BSY(112),BS1{t12) §(0:112),n{0:112), M,
dj(0: 111 }dn{0:1 11 ) jlam (0:111) ejlam(0:41 1}, DELTA{G:1 113,
THETA,T,PFca,F11,F22.A1,B1,ERRABS ERRESTI,
ERRREL,EXACTI RESULTI ERREST2 EXACT2,RESULT2,C1,
RESULT4,RESULTS, RESULFG, Fee, 3,
K.RESULT3,ALIS'r(MAXSUB),BLISI'(MAXSUB),R.L[ST(MAXSUB)
JELIST{MAXSUB},IORD(MAXSUB),LEVEL{MAXSUB),
ERKESTIERREST4,ERRESTS ERRESTS,
AL]ST?(MAXSUB),ﬂL]ST‘Z(MAXSUB),R[,IST'Z(MAXSUB),EL[ST?(MAXSUB),
IORD2AMAXSUB)ALIST3(MA XSUB),BLIST3(MAXSUB),RLISTI(MAXSUR)
(ELIST3MAXSUB),IORDIMAXSUB)
GOMPLEX SUMA Fexa,Fapr,C2
EXTERNAL BSISBSYS,UMACH F11,F22,Q2AGS,Q2AC, Q2AGP
INTRINSIC ABS,SQRT

o Sl S i S

¢ DECLARACION DI VARIALBES

o ENERULA (MeV)
WRITE(**) DAME &
READ(*,*)E

¢ ALCANCE DEL POTENCIAL {MceV™-1)
A=0.01

© MASA (MeV)
M=469.0

¢ VECTOR DE PROPAGACION (MeV)
K=SQRT(E*M*2.0)

« ARGUMENTO DE LAS FUNCIONES DE BESSEL
X=K"A
IF(X.GT.100.0YTHEN

WRITE(",")' LA ENERGIA ES MUY GRANDE’
5TOR

ENDIF

¢ CONSTANTE DEL POTENCIAL {MeV)
C=tE-5

¢ CONTANTES COMUNES
L-X+10
NO - 100
CO=8QRT(1.5707T9632675/X)
C2=K/CMPLX(0.0,1.0)
C3=0.5/X
Ni=L+1

ERRABS-:0.00000001
ERRREL-0.01

4



c...CREA ARCHIVO DE DATOS
OPBN(UN1T=7?,FILE:‘l.dal',STATUS:'UNKNO\VN’)

¢...CALCULA EL CAMBIO DE FASE
< LLAMA SUBRUTINAS QUE CALCULAN LAS FUNCIONES CILINDRICAS DE BESSEL
CALL BSJS(XNU,X,N4,BS)
CALL BSYS{XNU X N4,B5Y)
CALL UMACH(2,NOUT}
¢ FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL
DO 4 [=0,N3
X3=SQR:T((FLOAT(1)+D.5)'(FLOAT(I)-E—D.S)—?.U‘M‘C)
M1=IFIX{X3}
N2=M1+1
XNU1=X3-FLOAT{M1}
CALL BSJS{XNU1,X,N2,BS1)
H=Ce*BS(1+1)
n(T}=C0*BSY(I+1)
Ham(I)=C0*BS1(N2)
4 CONTINUE
¢ DERIVADAS DE LAS FUNCIONES DE BESSEL (USANDO FORMULAS DE RECURRENCIA)
dj(0)=-i(1)-(C3%j(0))
dn{0)=-n(1)-{C3*n(0))
djtam(0)=-jlam(1})-(C3*jlam(0})
dj{L)=0.5*(j{N5}-3(N3)})-C3*j(L)
dn(L)=0.5*{o(N5)-n(N3)}-C3*n(L}
djlam(L)=0.5'U]am(NS)-jla.rn(N3))-C3‘jlam(L)
DO 5 I=1,N5
Li=I-1
L2=1+1
di{1)=0.5"((L1)-{L2))-C3*I(D)
dn([)=0.5*(n{L1}-n(L2)}-C3*n(])
djlam(!]:0.5‘(jlam(Ll}-jlam(LZ))-CJ‘jlam(l}
5 CONTINUE
¢ CAMBIO DE FASE
DO 6 I=0,L
DELTA{[):ATAN((djlam[I)'j(l)-dj(l]'jlam(l))
& /{djlam(D)*n(1}-dn(1)*jlam(1)}
6 CONTINUE

¢...CALCULO DE LA SECCION EFICAZ
DO 7 I=0,NO
THETA=0.0+(0.02)*FLOAT{I)
T=COQS(THETA}
SUMA=(0.0,0.0)
DO 8 1I=0,L
SUMA=SUMA +(FLOAT(2°*[t+1)*(CEXP(2.0*CMPLX(0.0,DELTA(IN}Y
& -LO)*P(ILTY)
3 CONTINUE
¢ AMPLITUD DE DISPERSION EXACTA
Fexa=(0.5/(CMPLX{0.0,0.1}"K}}*SUMA
¢ SECCION EFICAZ EXACTA
Fre=CONJG{Fexa)*Fexa
€ LLAMA SUBRUTINA QUE CALCULA LAS INTEGRALES
©1=2.0"K*SIN{THETA f2.0)
EXACT1=REAL{Fexa}
CALL Q2AGS (Fll‘Al,Bl,ERRABS.ERRRE.L.RESULTl,ERREST!,
&  MAXSUB NEVALNSUBIN, ALIST,BLIST,RLIST,ELIST,IORD)
EXACT2=AIMAG(Fexa)
CALL Q2AGS (F22, Al, B1, ERRABS, ERRREL, RESULT?2, ERREST?,
I MAXSUB, NEVAL?, NSUBIN2, ALIST2, BLIST2,RLIST?, ELIST2, iORD2)
¢ AMPLITUD DE DISPERSION APROXIMADA
Fape=C2"CMPLX(RESULT1,RESULT2)
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¢ SECCION EFICAZ APROXIMADA
Fca=Fapr*CONJIG{Fapr}
¢ REGISTRO DE LOS RESULTADOS
WRITE(77,'(5(2X,E13.7})')THETA Fce,Fca
7 CONTINUE
c CIERRA ARCHIVO DE DATOS
CLOSE(77)
END

¢ SUBRUTINA QUE CALCULA LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE {USANDO FORMULAS DE
¢ RECURRENCIA)
REAL FUNCTION P(L,T)
IMPLICIT NONE
INTEGER. 1L
REAL PG,P1LT PL
Po=1.0
1F{L.eq 0JTHEN
P=P0
ELSE
PL=T*P0
IF(L.eq.l)THEN
P=P1
ELSE
Do 9 i=2L
PL=({T*FLOAT(2*I-1*P1}-{FLOAT{I-1)}*P0}}/FLOAT(I)
PO=P1
P1=PL
9 CONTINUE
P=PL
ENDIF
ENDIF
RETURN
END

.. FUNCIONES PARA LAS SUBRUTINAS DE INTEGRACION
« LA PARTE REAL DE LA FUNCION A INTEGRAR

REAL FUNCTION F1i(X)
IMPLECIT NONE
COMMOXN C.ETHETA,K,CL,AM
INTEGER NOUT
REAL COS,SQRT,ATAN SIN,C,E,K,X,THETA,C1,X1

& ,BSJOVALUEAM
INTRINSIC SQRT,ABS
EXTERNAL BSJ0,UMAGH
IF{X.EQ0.0J THEN
F11=0.0
ELSE
X1=X*C1
VALUE=BSJO(X1)
Ei1=(VALUE)*(COS{-(C*M*2.0/(K*X})*

& (ATAN(SQRT((A®A)-(X*X)}/X)))-1)*X
ENDIF
RETURN
END
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¢ LA PARTE IMAGINARIA DE LA FUNCION A INTEGRAR
REAL FUNCTION F22(X)
IMPLICIT NONE
COMMON C.ETHETAK.CLAM
REAL SQRT,ATAN,SIN,C,E.K,X,THET:\,CI,xl.
L ,BSJ0,VALUE,AM,NOUT
INTRINSIC SQRT
IF(X.EQ.0.0)THEN
F22=0.0
ELSE
X1=X*C1
VALUE=BSJ0(X1)
F22=(VALUE)'(S[N(-(2.0'C'M/(K'Xn'
& ATAN(SQRT{{A®A)-(X*X))}/X)))"X
ENDIF
RETURN
END



=STA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA

Apéndice B

Calculo de la seccién eficaz
diferencial de dispersion para un
potencial tensorial

En este apéndice reproducimos los archives fuente de los programas cn Fortran mediante
tos enales calculamos la secciones eficaces diferenciales de dispersion tensorial, mencionados
en el capitulo 4.

Las partes real e imaginaria de cada una de amplitudes eikonales (3.82)} - (3.86), se
mtegran numéricamente y por separado, partiendo de las siguicntes expresiones

= g/b b Jo(2kb sen g){cosd sen (xc + xs) +cos fsen(x, — xs} +

+i[2 — cosd cos(xc + xs} — cos f cos(xe - xs)]}, (B.1)
d se
p=1 [ b (o(0) + (AN (xo - xiz)cosixe + xo) = ﬂff (xw + Xez +

2y, )cos{xc — x5 )} + [Jo{Ab} — Jo(Ab)[cos d sen {x; + x.) — cos f sen (xe — x4)) +

5 send
[ Jo(Ab) + J(AD]] % {30 + x2 + 2x5) sen (xe — xs) + “:{ (xt0 ~ X2} sen (. + Xs)]
+[Jo{Ab) — Jo{ADWeos feos{xe + x5} — vosdeos(y, — x)}}, (B.2)
Y=4q [b db T (AD) xr Se:; d[stm (xc+ xs) —icos(x. + x.)]. (B.3)

R send sen
b= %/b b ([Jo{Ab) — Jz(Ab)][r—; (xw0 — x2) cos(xe + x4) — —f—f {xw0 + xe2 +

2y, ) cos{xe — x5)] + [Jo(Ab) + Jo(Ab)][cos d sen (x. + x.} — cos [ sen (x, — xs)] +

S0 soned
H{LAa(20) = LA (0 + xez + 2x4) se (xe = x0) + 2 (30 = xe2) s0m (xe + x0)}

d
+[ T (ALY + So(ADY][cos f eos(xe + xs) = cosdeos{y. — x|} (B.4)
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¥y

. g send
€= % [b db Jo(2kbsin 5){ 55;_1’ (xto + xzz + 2x5) cos(xc — Xs) — i:;— {xew0 — xe2) cos(xc +

senf

. send
xs) +1 (xe0 + Xz + 2xs) sen (xw — xe2) — e (x:0 — Xe2) sen (xe + xs)}.  (B.5)

C CALCULA LAS AMPLITUDES DE DISPERSION EXACTAMENTE
PROGRAM exacta
IMPLICIT NONE
INTEGER N1,N2,N3,N4,N5,L2 ] NOUT,M11,M3,
L M12,0N21,N%2,M1 1, Niv,L L1,N6 N33
PARAMETER(Niv=50)
REAL E.X,K,AXNU2XNU3,XNU,
& XNU1,M,2a(110),bb(110},v1{113),Del,De2,
& x11{109),x12(109),x21(109),x22(109),De{2,2},
& BS{113},BSY{113),B51{113),PI,
& 2j(0:113},n{0:113},jlam1(0:113) jlam2(0:113) d0(8:111),ep(109},
L di(0:111),dn{0:1 11},jlam(0:111),dilam{0:111),
& BS2(113),BS3(1 13),jlm(0:111) jlm1{0:111) Sim2(0:111),
& 1dDe(2,2) TH{Niv-+ 1), F.Jam{0:111),Jam1{0:111),lam2(0:112),
& dilam1(0:111),djlam2(0:111),R(2,2),
& P.RO(0:111),Ve, Ve, K1, X1,j1(€:113},dj1(0:111},
& 354(113},chex(0:Niv).Ecuex[ﬂ:Niv),Bcuex(D:Niv),Acuex(D:Niv),
L Dcuex{0:Niv),
L XNZ,XN3,XNI,XNU4,
& jlam3(0:113).djlam3(e:113),
1.4 C99,C98.C0.C3.COI.COS,CUS,COT,CG.la:n3.BS5(113),
& C7,C8.CQ,C4l.C42,C43,C44.C45.CJT.CD4,C05,
& C14,C18,C19,C16,C32,C33,C13,C12,C11,G27
COMPLEX dh1{0:111),h1(0:111),dh2(0:111),h2(0:11E),
& Di2(2,2),1D1(2,2),d1(0:105),d2(0:108),d3(0:111),
& DELEX,GAMEX,EPSEX,DIl.dDel.ALFEX,BETEX,&](IOB),
& be(109),C(0:111),B2(111),A1{0:111),B3(0:111),A3{0:111),
£ A2(0:111),CATAN S0(111},5(2,2).54,Ra,
& C34,C10,C97.C24,C2l,CDl,CSG,C‘LCS,
& Tss,T10,T01,T11,Tlml, TCO
EXTERNAL BSJS5,BSYS,UMACH,P
WRITE(*,")' DAME E'
READ(*.*)E
A=0.01
M=469.0
K=SQRT(E*M*2.0)
Vie=1.0E-3
Ve=1.0
K1=5QRT(M*2.8%(E+Vc))
X=K"A
X1=KI1"A
TF(X.GT.100.0)THEN
WRITE(*,")’ DEBE SER ;X;=100’
STOP
ENDIF
J=X+10
P1=2.0*3.141592653589793238
CO=SQRT{1.0/PI"X)
CO1=SQRT(1.0/PL*X1)
C3=0.5/X
CO3=0.5/X1
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Ni=J+1
Wd=.]+2
Na=J-t
NG=.[1-2
C21=-05*CMLPX{).5,1.0)
Co=M"Vie
COR=SQRT(2.0)
OPEN(UNIT=77,FILE="tn.dat’, STATUS="UNKNOWN")
CALL UMACH[2,NOUT)
DO 1 [=0,N3
CH2=FLONT(1} + LO-20*CO44+-FLOAT([)*FLOAT(I)
F3=SQRT{{2.0°FLOAT{}+1.0)* (2.0* FLOAT(1)+1.0)- 12.0* 04
& +36.0°C0A4C04)
w002 0088
lam{[) =-4.3+SQRT({FLOAT{)40.5)*(FLOAT({[)+0.5)-+4.0* (M)
lam {1} =-0.5 +5QURT{0.25+vI{[))
Lam2(1)=-0 5+ 8QRT(0.25+{(12-C33))
M1 =1FEX(lam({l} +0.5)
ML =IFIX{lam] (1}4+0.5)
M12=FIX{lam2(1)+0.5)
N2=MI+2
NZ2Ll=MLL+2
N22=A12+2
NNUL =lam([)- FLOAT{M1)+0.5
XNU2Z slam U iF-FLOAT{ML1)+0.5
XNUA =larm2{i}-FLOAT(M12) +6.5
CALL BSIS(XNULXLNZ BSL)
CALL BSIS{XNTZXILLNZLBS?)
CALE BSJSINNURXLNZ2 1SR
jlam{1} = COLT RSN 1)
Jlam I{1) =101 352(N21-1)
Jlam2{ 1} =CO1* BBR3(N22-1)
Jen{}=COI*BSI(N2)
JIn LD =COIBS2(N21)
Jlon2{ =001 BR3(N22)
1 CONTINUE
XNU =045
CALL BRIS{XNU XN4,BS)
CALL BSIS{XNU X N4, B54)
CALL BSYS{XNILX,N4,B5Y)
DO 2L LN)
Li-I-1
ajtl ). 0O BS)
n{ L 1) -COTBSY ()
P =00 B8
2 CONTINIE
DO 5 [=0]
Lz I+t
dji{[) {FLONT(IY* aj{l)/X)-aj(L2)
dn(1) =(FLOAXT()*u(13 X)-n{L2)
A= {FLONT)* LD /X )-jL(L2)
djlam({}=¢lam{E}*jlam{1)/ X 1}-flm(1)
djlamn [{1) - Hlam LY am 1 {1/ X)) jim 1{)
dilan2(1y (lam(1*jlamz(1)/ X1)-jlin2(1)
3 CONTINUR
Tt =-0.5 £SLRT{G.25 + 2.0%( 1L.0-2.6*C04))
MI=1FIX{larmi40.5)
MEFS
XNCi=famn - FLOATIMI 40 5
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CALL BSJS(XNU4,X1,N33,B85)
{lam3(N33)=CO1*BS5{ N33}
jlam3(N33-1)=CO1*BS5(N33-1}
djlam3(N33-1)=(lam3*jlam3(N33-1)/X1)-jlam3(N33)
d2(0)=ATAN(-{(K*jlam3(N33-1)*dj(1)}-
L (Ki*djlam3(N33-1)*aj(1)))
L /UKD djtam3(N33-1)*n(1))}(K*ilam3(N33-1)*dn{1))))
DO 71=0J
hi{I}=CMPLX{aj{i}.n{1))
h2{1)=CMPLX{aj(l}.-n(1)}
dhl(1)=CMPLX(dj(I).dn(1))
dh2(1}=CMPLX(d}(1},-dn{1})
dO{T)=ATAN(((K1°djL(1)*a}{1))-(K*&i(D) (1))
& Z((KLdj (D) *n(0)-(K*]1{1) *da(1)))
d3(1)= ATAN{((K1*djlam{1}*aj{I})-(K*di{1}*jlam(I}})
J{K1*djlam(1)*n(1}}-(K*flam{E}*dn{1})})

C(I)=SIN(d0(1})*EXP(d0{1})
AL{)=CSIN{d3(I))*CEXP(d3(I))

CONTINUE

DO 8 [=1,N5

L1=}-1

L2=1+1

C14=2.0*C04/(2.0*FLOAT(I}+1.0)

C8=-SQRT(FLOAT()*(FLOAT(I)+1))

C9=1/C8

2a(l)=(FLOAT(E}-1.0)*(FLOAT{1)-C14)

bb{F}=3.0"C14*C8

C18=bb(I)*bb(I)

C19=v1{I}-aa(i}

C16=SQRT{C18+C19"C19)
x12(T)=bb(I}/C18
x11{)=C19/C16
IF(bb(i}.EQ.0.0) THEN
x22([)=1.0

ELSE

x22(1}=x11(I)*bb{1)/ ABS(bb(L}})
ENDIF

x21(1)=-ABS(x12(1))
De(1,1)=x1k(I)"jlam2(}
De(1,2)=x12(1)*jlam{l}
De(2,1)=x21{1)*jtam2{i)
De(2,2)=x22{[}*jlam1{I)
dDel=(x22(1)*djlam1{I})*(x11(1)*djlam(I))-

& (x12(1)*djlam1(0)*(x21{1)*djlam2(1})
1dDe(1,1)=(x22(1)*djtam1([)) /dDe}
1dDe(1.2)=-(x12(I}*djtam1{1})/d Del
TdDe(2,1)=-{x21{1}*d]jlam?2(1})/d Del
IeDe(2,2)=(x11(f)*djlam2(1})) /dDel
R(1,1)=(De{1,1)*I2De{1,1)+De(1,2)"1dDe(2,1N/K}
R(1,2)={De(1.1}*[dDe(1,2)+De(1.2)"1dDe(2,2))/ K1
R(2,1}=(De(2,1)"1dDe(1,1}+De(2,2) ¢ De(2,1)] /K1
R(2,2)=(De(2.1)*[dDe(1,2}+ De(2,2) " 1dDe(2.2))/ K1
Dll=(h1(L2)-K’R(?,?)‘dhl(Lz))‘(hl[Ll)AK'R(!,l)'dhl(L!))-

& (-K*R{1,2)*dh1(L2))"(-K*R(2.1)*dh1{L1})
1D1(1,1)=(h1(L2}-K*R{2,2)*dh1(L2]}/D11
IDL(1 2)=-(-K*R(1,2)*dh1{L2}}/D11
[D1(2.1)=-(-K*R(2,1)*dh1{L1)}/ D11
1D1{2,2)=(h1{L1}-K"R{1,1)*dn1{L1)}/ D11
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Di2(1,1}=K*R(L, 1} dh2{E1}-h2(L1)
Di2(1.2)=K*R(1,2)*dh2{L2)
Di2(2,1)=K*R(2,1)*dh2(L1)
DEX2,2)=K*R{2,2)* h2(L2)-h2{L2}
S(LL)=IDL(E 1) D1, 1-+1D1(1.2)*Diz(2, 1)
S(L.2)=1D1{1,1)*Di2{1,2)+1D1{1,2)Di2(2,2)
$(2,1)=ID1(2,1}*Di2(1,1)+1D1(2.2)* Di2(2,1)
5(2.2)=ID1(2,1)*Di2(1,2) +IDH(2,2)* Di2(2,2)
Su=5(1,1)+5(2.2)
Ra=CSQRT{4.0°5{2,1)*5(1,23+{S(1,1)-5(2,2)) *((1,1)-${2.2))
A2(IY=C21"CLOG({8u-Ra)*4.5)
dL(I)=C21*CLOG((Su+Ra}*0.5)
ep{[)=0.5"CATAN{(S(1,2)+5(2.11/(5{1.1)-5(2.2)))
al{)=SIN{dL(1})*CEXP{dL(1))
be(Iy=SIN{2(1)*CEXP (d2(1)}
CONTINUE
DO 12 [=0,N6
L2=1+1
CB=C05(ep(L2))*COS(ep{L2)}
(:7=5IN(ep(L2))*SIN{ep(L2))
C10=(al{L2)-be{L.2))*0.5*C7
€:34=al(L2)*Co-+be(L2)*C7
C42=SQRT{FLOAT{L2)/FLOAT{i +2))
C43=1/042
A =C34-(CA2*CL0)
B2([)=C34+((43%C10)
CONTINUE
A3(0)=(08,0.0)
D3(0)=(0.0,0.0)
AZ(1)=SIN{d2(0)FCEXF(d2(0))
BI(L}=A3(1)
DO 13 1=2,N6
L1=I-1
CA4=SQRT(FLOAT(I)/FLOAT(L1))
Cas—1/Cd4
CO6=C05(ep(L1)}*COS(ep{L1)})
C07=SIN{ep{L1))*SINep(L1))
CO1=(al(L1)-be(L1))*0.5*C07
CA6=al{l.1)*C07+be(L1)*COG
AB(1)=C6-(Ca4*Co1)
BA{1)=C36-4+{C45°C01 )
CONTINUE
DO 14 L=0,Niv
TH(L)=0.0+{0.02)*FLOAT(L)
T=COS(TH(LY)
T11=(0.0,0.0)
T00=(0.0,0.0)
Tlml=(0.0,0.0)
T10=(0.0,0.0)
Te1=(0.0,0.0}
Tes={0.0,0.0)
DO 9 [=0,NG
L1=FLOAT(l-1)
L2=FLOAT(I+!)
ClA=FLOAT(2"1+1}
€27 =FLOAT(142)
Cre=FLOAT(N L2
TH=THC2F AN+ CIIA D+ LA P(1L,0,T)
TO0="T00+ {L2" B2(1)+ FLOAT{1)* B3(1))*P{1,0.T)
Trs= T+ C13 G *P(0, T}
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IF(L.GE.2) THEN
Tim1=Timl+{{A2(1)/L2)}-(C13*AL(1}/C12)+
L (A3(1)/FLOAT(I))"P{1,2,T)
ELSE
T1m1=(0.0,0.0)
ENDIF
IF{1.GE.1)THEN
T10=T10+{B2(1)-B3(i})*P(L.1.T)
TOL=T01+{-(C27/L2)* A2(1}+(C13°A1{1}/C12)+
& (L1*A3{1)/FLOAT()P(LLT)
ELSE
T10=(0.0,0.0)
TO01=(0.0,0.0)
ENDIF
L) CONTINUE
T11=0.5*T11/K
Timl=0.5*Timl/K
T10=T10/(C08"K)
TO1=T01/(C08*K)
T00=T00/K
Tss=Tss/K
C4=T11+T1mt-Tss
C5=(T11-T1m1-T00}/T
ALFEX=0.26*(2.0"T11+T00+Tss}
Acuex(L)=REAL(ALFEX*CONJG{ALFEX)}
BETEX=0.25"(-2.0"T1m1+T00-Tss}
Beuex(L)=REAL(BETEX*CONJG(BETEX)}
GAMEX =0.25*(T10-T01)}*C08
Geuex(L}=REAL{GAMEX*CONJG(GAMEX))
DELEX=0.25*(C4-C5)}
Dcuex(L}=REAL({DELEX*CONJG{DELEX))
EPSEX=0.25*(C4+C5}
Ecuex({L)=REAL(EPSEX*CONIG(EPSEX))
WRITE(77,'(1X,4.2,5(2X,E12.6))") TH(L}, Acuex(L}
& ,Bcuex{(L),Gcuex(L},Devex(L},Ecuex(l)
14 CONTINUE
CLOSE(77}
END
REAL FUNCTION p{l,m x}
[MPLICIT NONE
INTEGER Lm,i,li
REAL x,fact,pll,pmm,pmmpl,somx2
if{m.h.0.or.m.gt.Lor.abs(x}.gt.1.)pause
* 'bad arguments in plgnds’
pmm=1.0
if{rm gt.0) then
samx2=sqri{(1.0-x)*{£.04x))
faci=1.0
do 11 i=1,m
pmm=-pmrn*fact*somx2
fact=Ffact+2.0
11 continue
endif
if{l.eq.m} then
p=pmm
else
pmmpl=x*(2*m+1)*pmm
if{l.eq.m+1) then
p=prmpl
else
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dn 12 ll=m+2,]
pl=(x*(2* 1 1) promp (U4 m- 1 * prom) /(U-m)
pmm=pmrpl
pminpl=pll
12 continue
p=pll
endlif
endif
return
ENTY

O CALCULA LAS AMPLITUDES DE DISPERSION APROXIMADAMENTE
PROGRAM aproximada
[MPLICIT NONE
INTEGER MS,Niv
PARAMETER(MS=1000,Niv=50}
INTEGER NOUF.LINP,
& NVLNV2LNVINVE NV NVENVT NVAE NV NVIO,
K NSLNS2 NSNS NSSH,NS6,NST NSE NSNS0,
& TOLMSLIOZ{MS), 103 MS).I0A[MS ), HF{ MS),IOG{ MS IO T{ M MSLIOR(AS).
& 1OH(MS),IO10(MS),LV [MS), IR
REAL Ve, A2LE K MALBLTH(0:Niv),Vie,
& Avnap{hNiv),Bewap(0:Niv),Ecuap{D:Niv),Deuap(D:Niv),Genap{ 0:Niv),
& EAER.S$0,Cn, WK(3),IWK{1),PTS(1).Via,
- ERS1ERS2,ERS3,ER54,ERS5, ERSG,ERS7,ERSE, ERS9,ERS10.
+ EX1,EX2,EX3,EX4,EX5,EX6,EX7 EX8,EX9,EX10,
- RS1,RS2, RS, 1054, R85, 86,157, R54,R59, k510,
- ALLEMS), AL MS), ALI(MS), AL4(MS), ALG(MS), ALG{MS), ALT(MS), ALB{MS),
s ALYMS)LALLO(MS), 31 1{M$),BL2{ MS),BL3{MS).BLA{MS&).BL3{ MS).BLU[NS).
¢+ BLT{MS).BLE(MS), BLYMS),BLIO(MS)ELI{MS),EL2(MS).
EL3(MS ) EL4MS), ELS(MS Y, ELG(MS),ELT{MS), EL8{ MS)EL W MS),
LID{MS)LRLI{MS),RL2(MS),RLI(MS)IL4(MS),
s RLS(MS)RLG(MS), RLT(MS), RLEA(MS LHLO{MS),RLLO(MS)
COMPLEN ALFAPBETAP,GAM DELAD'EPSAL
FNXTERNAL UMACH Q2AGS,
& FILE2 ¥4, F4,F5.6G,F7,F8,F9 F10
COAMMON M A2 Ve K 5n,Viea, Ve
CALEL UMACH(2,NOUTY)
WRITE(* . *) DAME E°
READ(*,*)E
A=
VZzARA
A=1690
K=5QRT(E*M*2.0)
Ve=1.0
Nte =1L0ES
Vi =10 e
OPENUNIT =77 FILE="a.dat’ STATUS="I'NKNOWN)

oo o

&

P3

ER 0.0l

DO 7 E0Nv
PH{) =00 +{0.02)*FLOAT(1}
Sz OFRTSINCTH(I 200
CALL Q2AGH(FLALBLEAER RSLERS.
A MSNVINSELALLBLLRLLELLEOL)
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CALL Q2AGS (F2,A1,B1,EA ER,RS2,ERS2,

MS,NV2,N52,AL2,BL?,RL2,EL2,102)
CALL Q2AGS(F3,A1,B1,EA ER,RS3,ERS3,

M3, NV3I NS3, AL BLI,RL3,ELYIOT)
CALL QzAGS(F4,A1,B1,EA ER,R54,ER54,

MS,NV4,NS4,AL4,BL4,RL4,EL4,104)
CALL Q2aG5(F5,A1,B1,EA ER, R55,ERS3,

MS,NV5,N85,ALS,BLS,RLS,ELS,105)
CALL Q2AGS(F6,A1,B1,EA ER,RS6,ERSE,

MS,NV6,NS6,AL6,BL6,RL6,EL6,106)
CALL Q2AGS({F7,A1,B1,EA ER,RST ERS7,

MS,NV7,NS7,AL7,BL7,RL7,EL7,107)
CALL Q2AGS(F8,A1,B1,EA,ER,R58,ERSS,

MS,NV8,NSB,AL8,BL3,RLS ELS 108)
CALL Q2AGS(F9,A1,B1,EA ER RS59,ERSS,

MS,NV9,NS9,AL9 BLS,RLY,ELY,I09)
CALL Q2ZAGS(F10,A1,B1,EA ER,RS$10,ERSID,

MS,NVi0,N§10,AL10,BL10,RL10,ELL8,1010)
ALFAP=K*CMPLX(RS1,RS2)
Acuap{l)=ALFAP*CONJG(ALFAP)
BETAP=K*CMPLX{RS3,R54)
Beuap{l}=BETAP*CONIJG{BETAP}
GAM=K"CMPLX({RS5,RS6)
Genap(DH=GAM*CONIG(GAM)
DELAP=K*CMPLX{RS7,R58)
Deuap{l)=DELAP*CONIG(DELAP)
EPSAP=K*CMPLX({R59,R510}
Ecuap(I)=EPSAP*CONIG(EPSAP)

WRITE(77,"(1X.4.2,5(2X,E12.6)y')TH{I},Acuap(l)
& | Beuap(l),Geuap(l),Deoap(l), Ecuap(l}

CONTINUE

CLOSE(7T7)

END

REAL FUNCTION Fi(b)

IMPLICIT NONE

INTEGER NF

REAL Fo.b

IF(b.EQ.0.0)THEN

Fi=0.0

ELSE

F1=F0(b,1)

ERDIF

RETURN

END

REAL FUNGTION F2(b)

IMPLICIT NONE

INTEGER NF

REAL Fi.,b

IF{b.EQ.0.0)THEN

F2=0.0

ELSE

F2=F0(b,2)

ENDIF

RETURN

END

REAL FUNCTION F3(b)

IMPLICIT NONE

REAL F0,b

IF(b.EQ.0.0)THEN

F3=00

[ A S S A -

7o



ELSE

F3=F0(b,3)

ENDIF

RETURN

END

REAL FUNCTION F4(b)
[MPLICIT NONE

REAL FO0,b
[F(b.EQ.0.D)THEN
Fa=0.0

ELSE

F4=Fo(b,4)

ENDIF

RETURN

END

REAL FUNCTION F3({b)
IMPLICIT NONE

REAL Fd,b
1F(b.EQ.O.0)THEN
F5=0.0

ELSE

F5=F0(b.5}

ENDIF

RETURN

END

REAL FUNCTION Fi{b)
{MPLICIT NOXNE

REAL FO,b
IF(b.EQ.0.0)THEN
F6=00

ELSE

FG=F0(b,6}

ENDIF

RETURN

END

REAL FUNCTION F7(b)
IMPLICIT NONE

REAL Fo.b
{F(b.EQ.0.0)THEXN
F7=0.0

ELSE

Fi=F0{b,7)

ENDIF

RETURX

END

REAL FUNCTION FS{L)
IMPLICIT NOXE

REAL FOb
F(LEQ.O00THEN
F&=0.0

LELSE

F8=F0{1,8)

ENDIF

RETURN

CEXD

REAL FIUNCTION FI(b}
IMPLICIT NOXNE

REAL [0

1 (b CQuTHEN
I"=u.0



ELSE

F3=F0(b.9)
ENDIF

RETURN

END

REAL FUNCTION F10(b)
IMPLICIT NONE
REAL FO,b
1F{b.EQ.0.0)THEN
F10=00

ELSE
F10=F0{b,10}
ENDIF

RETURN

END

REAL FUNCTION Fo(b,NF)

IMPLICIT NONE
INTEGER NOUTNF

REAL Vc.A,E,K,M,XSD,XS?.Xc,scs.scms,cc:.ccms‘cd.

& A2,b,d.fX Xr,p8 b2,atb,iov,Vt2,C1,C4,C5,mb,bjps,
& XNU.az.BS(l).sb,rb,sn,Rz,\-ev,sc.r:,Xs,sd,sf.c[.\';e

EXTERNAL BSJNS UMACH
COMMON M,A2Vc K,Sn,Via,Vie

CALL UMACH{2,NOUT)

b2=b*b

Rz=S5QRT(A2-b2)

inv=M/K

vev=iav©Via

at=ATAN{Rz/b}

atb=at/b

Cl=RzfA2

Xe=-2.0%inv*Vc Rz

Xs=-2.0%inv*VieTath

Xs0m-vev {atb+C1)

Xs2=-vev*({atb-Cl}

Xem-vevovev*(b* (-A2+2.0"b2)*Rz-A2* A2%at)/(A2*A2"b2"2.0)
d=SQRT(4.0°Xr*Xr+{Xs0-Xs2)“(Xs0-Ns2))

£= SQRT((Xs0+X52)*((Xs0+ X52}+4.0"Ns) +4.0"Xs"Xs)
scs=S5IN(Kc+Xs)

sems=SIN{Xc-Xs)

ces=CO5{Xc+Ns}

cems=COS(Xc-Xs)

cd=C05(d}

ct=COS(f}

IF{(d.EQ.0.0).0R.(EEQ.0.0})THEN

C4=0.0

C5=0.0

ELSE

C4=SIN(d)*(NsD-Ns2)/d
C5=SIN(F)=(Ns0+Xs2+2.0"Xs)/f

ENDIF

X=b"3n

CALL B5JN5{X.3,B5}

sb=B5(1)+B5(3)

rb=BS(1)-BS(3)

mb=0.5"B5(1}

bj=mb b

IF{d.EQ.0.0)THEN

p3=0.0

ELSE

p3=b"B5{2)" X 5IN(d}/d

EXNDIF

=
-1




IF{NF.EQ.I)THEN

Fo=bj*{cd"scs+cMsems)

ENDIF

IF(NF.EQ.2)THEN

FO=bj*(2.0-cd"ccs-cf™ccms)

ENDIF

I[F{NF.EQ.3)THEN
F0=0.25"b*{sb*{-C5"ccms+C4"¢es)+rb*(cd*ses-cMscms))
ENDIF

IF(NF.EQ.4)THEN
F0=0.25*b*{sb*{C3"scms5+C4*scs)+rb*(-cd "ces+cMMeems))
ENDIF

IF(NF.EQ.5)THEN

FO=p5*scs

ENDIF

IF{NF.EQ.6)THEN

FO=-p5*ccs

ENDIF

IF(NF.EQ.7YTHEN

F0=0.25"b*{rb*{-C5*ccms 4+ C4 *ccs) +sb* (cd scs-cf*scms))
ENDIF

IF{NF.EQ.8)THEN
F0=0.25b*{rb*{C5"scms+C4*scs)+rb™(-ed “ces+ef*cems))
ENDIF

IF(NF.EQ.9)THEN

Fo=mb*{C5*ccms-Cd*ccs)

ENDIF

IF(NF.EQ.10)THEN

FO=mb*{C5*scms-C4*sc5)

ENDIF

RETURN

END
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