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Resumen 

En este trabajo estudiamos los pasos para lograr una comparacién entre las secciones 

eficaces de dispersién correspondientes a la solucién analitica de la ecuacién de Schrédin- 

ger para un potencial que conticne una componente tensorial centrifuga y las secciones 

obtenidas a partir de la aproximacién eikonal tensorial, con el propdsito de corroborar la 

efectividad y rango de validez de esta aproximacién. 

En el capitulo 1 hacemos una revisidn de la teoria de dispersion y de la aproximacién 

eikonal para el caso escalar. Asimismo, comparamos numéricamente Ja seccién eficaz 

diferencial escalar exacta con la eikonal, empleando dos potenciales particulares: el pozo 

cuadrado y la barrera centrifuga. 

En el capitulo 2 hallamos formalmente las amplitudes de dipersién a partir del desa- 

rrolio en ondas parciales de la solucién a la ecuacién de Schrédinger para el potencial mds 

general rotacionalmente invariante y local en un sistema de dos particulas de espin 41/2. 

En el capitulo 3 desarrollamos una aproximacién eikonal para el propagador de un 

sistema de dos particulas de espin 1/2 que interacttan con una fuerza tensorial, y a partir 

de este hallamos una férmula explicita para cada una de las amplitudes de dispersion. 

En el capitulo 4 se muestran algunos resultados preliminares de calculos basados en 

los capitulos anteriores. | Empleando potenciales cuyas componentes tensoriales poseen 

un coeficiente proporcional a + y cuyas componentes de espin son nulas determinamos la 

solucién anlitica de la ecuacién Schédinger. Posteriormente deterniinamos y comparamos 

las secciones cficaces diferenciales exactas y cikonales en funcién del angulo de dispersion. 

cou diferentes energias de incidencia, para dos potenciales de este tipo uno con un poz0 

cuadrado como componente central y el otro con una barrera centrifuga. 

Por viltimo, discutimos los resultados obtenidos y presentamos las conclusiones del 

trahajo. 

 



  

Introduccién 

El estudio y comprensién de la estructura ¢ interacciones nucleares se basa sobre todo. 

por el cavicter microscépico de los elciuentos involucrades, ent el andlisis del proceso dis 
persivo de una amplia variedad de particulas. Dispersando particulas bajo circunstancias 
coutroladas. midiendo ef angulo. la energia con que se dispel 

  

  

au y variables adicionales. 

y subsecuentemente analizando los resultados de la interaccién. podemos determinar la 

naturaleza v particularidades de la interaccidn, asi como la estructura de lus elementos 

involucrados cu la dispersion, 

  

En este trabajo analizaremos la coli 

interactiian a través de una superpos 

én elastica de dos particulas ' de espin 1/2 que 

bu de fuerzas centrales. de espin y tensoriales 

empleando la tcoria de Schrédinger ¢n el caso dispersive. Olbtendremos la informacion 

del proceso a partir de la solucion formal a la ecuactén de Schridinger y también a partir 

del método aproximado eikonal generalizado al caso tensorial. 

    

  

La aproximacion eikonal es un método inuy antigue que se emplea para sistemas in- 

rados ¢a una disper: 

  

valuc 

  

si6n Caracterizada por energias grandes y augulos de dispersion 

pequenos (en relacién a los pardmetros tipicos del si 

  

tema), Este método ha sido aniplia- 

  

quente usado para particulas sin espin. Mediante la aproxima 

Optica geométrica como limite de la éptica fis 
n eikonal se obtiene la 

   ca. 

    El interés principal de este trabajo consis 

cién eikonal tense 
een juzgar la validez de una aproxima- 

ial propuesta{2] comparande informacién obtenida a partir de ella con 

informacion extraida a partir de la un caso de la ecnacién de Schrédinger con interac- 

ciones tensoriales en un proceso dispersive que puede resolverse exactamente[3]. Esta 

coiparandn nos ayudar 

   

  

a entender los resultados de la aproximacién eikonal tensorial 

y el comportamiento del potencial involucrado, cuando se trate el proceso dispersive con 

potenciales tensariales que no sean exactamente solubles. 

  

is de una colision ela 

(o de espin uulo) en el capitulo 1. donde 

      El trabajo se inicia con el analt fica de dos partic las sin espiu 

  

  

ev informaci 

del proceso a partir de ta solucién a la ccuacién de Schrédinger en ondas parciales v 

de la aproximacién eikonal 

e recuerda cémo obte       ju 

  

war.  Asimismo. cmplearemos este capitulo como una 

base (en cuaite a notacién, procedimientos, etc.) para coutinuar con la generalizacion 

SE ama cobsidn eldsuca se conservat la energia v la identidad de cada una de tas particulas involucradas



de la dispersién escalar eldstica al caso de una colisién elastica de particulas con espin 

1/2 interactuando a través del potencial mas general rotacionalmente invariante y local. 

En el capitulo 2 obtendremos la informacién de esta dispersién a partir de la solucién 

exacta y enel capitulo 3 a partir de la aproximacién eikonal. Luego, en el capitulo 

4, aplicaremos los cdlculos de los capitulos 2 y 3 usando dos potenciales particulares 

exactamente solubles, haremos algunas comparaciones entre ambos, corroboraremos que 

estos cdlculos se reduzcan a los del capitulo 1 cuando el potencial tensorial sea nulo y 

discutiremos los resultados obtenidos. 

Durante el desarrollo del presente trabajo tomaremos fi = 1 y c= 1 (el valor de la 

constante de Planck entre 2m y el valor de la velocidad de la luz como unidades) ya que 

esta convencién simplifica la notacién y los cdlculos. De esta manera, la distancia y el 

tiempo estardn dados en MeV~', la energia y la masa en MeV y los angulos en red. 2 

  

2h = 6.58 x 10-7? MeV, c=3 x 10°m/s, ly = chy x 10" AfeV—! = 3 x 10%, 

lfm = why Met, ete. 

wn



  
Capitulo 1 

Dispersion de particulas sin espin 

1.1 Introduccién 

Un haz fino de particulas sin espin se lanza contra ana placa fija y niuy delgada 

coustituida también de particulas sin espin. La densidad del haz es tan baja y la placa 

tan delgada que se puede considerar que cada una de las particulas del hay incide por 

separado sobre alguna de las particulas de la placa. Eu este capitulo deseribiremos uno 

de los miiltiples procesos que es posible obtener como resultado de este experimento, la 

dispersién elastica de dos particulas sin espin. 

En el centro de masa (CM) del sistema, dos particulas se aproximan entre si con 

vectores de propagacién k= %/2uE y —k  respectivamente. donde E es la energia 

total del sistema, jz es la masa reducida del sistema y por comodidad hemos elegido como 

la direccién de incidencia. Contintian aproximandose hasta ser dispersadas eldsticamente 

por un campo de fuerza estatico de corto alcance y con simetria esférica V(r) = V(r), 

donde r = ry ~ r2_ es la distancia relativa entre las particulas del sistema. Se desvian 

un angulo @ respecto a la direccidn de incidencia 2, denominado dingulo de dispersion, y 

finalmente emergen con momentos k’ y —k’ respec 
dispersién eldstica. 

  

  

   ivainente, donde & = 4 por ser la 

Tomando en cuenta que el proyectil se describe mediaute el paquete de ondas V(r), 

    

  

una funcién univaluada, finita, suave y de cuadrado integrable. que sa > la ecuacién 

de Schirédinger 
wv? 

HY(r) = me + V(r))G(r) = Ev(r). {1.1} 
Ae 

hallaremos una funcién de 9, denominada amplitud de dispersion, mediante ta cual es 

posible dar una descripcién completa del proceso mencionado. Determinaremos esta fun- 

ci6u de manera exacta, cmpleando el desarrotlo de la fuucidn de onda cu cigenestados 

del momento angular. También hallaremos una forma aproximada de cesta fur 

pleando la aproximacion eikonal. Por tltimo, cousiderando dos potenciales 

comparareinos los resultados de ambos métodos mediante caileulos amneévicos. 

in em 

  

   cular 

 



1.2 Amplitud de dispersién a partir de la solucién exacta 

El objetivo de esta seccién es describir la dispersién eldstica de particulas sin espin, 

empleando la solucién mas general posible a la ecuacién de Schrédinger para cada potencial 

particular. 

1.2.1 Desarrollo de la funcién de onda 

Tomando en cuenta que tratamos un proceso dispersivo donde el potencial considerado 

inicamente depende de la distancia relativa entre las particulas, podemos obtener la so- 

lucién a la ecuacién (1.1) empleando el método de separacién de variables en coordenadas 

esféricas (r, 6, 7). 

. : : 2 
Reescribamos la ecuacién (1.1), considerando que E = E como 

(V2 + 12) (r) = QpV (r) U(r). (1.2) 

Supongamos que la funcién de onda es un producto de funciones independientes de cada 

una de las coordenadas esféricas 

V(r) = R(r)O(8) G(y). (1.3) 

Sustituyamos esta expresién en la ecuacién (1.2) 1 

2 14,9, 1 9,9, 1 9 Pea?e, ft? at OF 4 

la ar” or * r’sen 620°" 86° rsen26 G2 + RRO) SY) 

= 2nV (r) R(r)O(8) B(y). (1.4) 

Entonces, reacomodando términos, obtenemos la igualdad de dos ecuaciones diferenciales 

de variables diferentes 

amp entero +sen 2 sen of. +r’sen?9 {k? — QV (r)]} R(r)O() 
R{(r)O(@) or 68 a6 

1 @ 
=- 75 Oy), (1-5. eRe (9) 

que es valida sélo si ze 

By) _ a 
fo 7 ™ B(y) (1.6) 

y 

a .8 a o 
29 7? a an 2.29 [E2 

{sen oar Br * sen Ongsen O55 +7?sen’@ [k 

nV (r)}PR(r)O(8) = m?R(r}O(4), (1.7) 

JE] laplaciano en coordenadas esféricas esté dado por 

2 1828 1 6 ao 1 a 

Vs aa! art reeen 8 36 en 8G * PsentO Oy”



  

donde mes una constante, que resulta ser un uimero entero a cousecuencia de exigir que 

la funcién sea univaluada{4]. Procediendo de manera andloga, reacomodamos términos 
en esta ultima ecuacién para llegar a que 

lod ad 
Rr) ar” 

m? 1 14d - “0 
ser? 0 6(6) sen Odd a 051). (1.8) 

+ [k? — Qu V(r) |r? } Rr) 

lo cual es valido sélo cuando 

1 

(Seno 5p 9 055 - az} = UE + 1)0(0) (1.9) 

Ldjod Wl) 
aan a dr 

  = V(r) R(r) = -k? R(r), (1.10) 

donde / es otra constante que resulta ser un nimero entero mayor o igual a cero (por su 

relacién con m). 

La solucién normalizada ? de la ecuacién (1.6) es 

49) = Om(p) = = ane, (1.11) 

La ecuacién (1.9) se conoce como la ecuacién diferencial de los polinomios asociados de 

Legendre {1}, cuya solucién normalizada esta dada por 

918) = 01M) = y ee 

Entonces, la solucién normalizada de la parte angular de la funcién de onda se puede rees- 

eribir en términos las eigenfunciones normalizadas del conjunto de operadores de momento 

angular {L?, £,}, los arménicos esféricos[i], pues 

  

(cos 8). (1.12) 

  

  

1 

¥/"(8,y) = a Se Pi" (cos8)e™, para m>0 
a(t +m)! 

¥/"(8,~) = (-1)" ¥/""(8,). para m <0, (1.13) t 

donde (+1) y m son los eigenvalores correspondientes a este conjunto de operadores. 

La parte radial de la funcién de onda A{r) = Ry (r) satistace la ecnacion (1.10) y 

depende de cada potencial particular considerado. 

Pie fo" e (e)My)dy = 1



La funcién de onda total resulta ser una suma infinita de términos asociados a un valor 

definido del momento angular 

V(r) = $2 Cam Ri (Vi), (1.14) 
tm 

donde Cim es una constante que se determina empleando las condiciones de frontera y de 

normalizacién. 

1.2.2 Comportamiento asintético de la funcién de onda 

Para determinar el comportamiento asintético de la funcién de onda haremos uso de 

la conservacién de particulas, empleando la ecuacién de continuidad 

8 : 
Ret Vv i=o (1.15) 

en su forma integral 3 
o 

j-dS=-/ =pdV, 1.16 [ [xem (1.16) 
donde V es el volumen acotado por la superficie S, 

p=|¥@)P (1.17) 

es la densidad de probabilidad (de hallar a la particula en r) y 

: 1 oa . 
i= onl” (r)[V U(r] — (VE (r)]¥E)} (1.18) 

el flujo de probabilidad. 

El proyectil esta descrito por un paquete incidente Wine(r) de ondas que es solucién de 

la ecuacién (1.2) con V =0 y cuya velocidad de propagacién corresponde a la velocidad 

de incidencia del proyectil v = x. Nosotros elegiremos al paquete incidente como una 

onda plana, 
Vine(r) =e", (1.19) 

porque de esta forma el flujo incidente, 

: Lier ep piler acenikerypik-ry — 
jine = 5le (ike**) ~ (tke ye] =-, (1.20) 

2p B 

corresponde a una particula incidiendo con velocidad v = « por unidad de volumen (ya 

que en general j= pv) y p=1. 

If, V-idv =f, i -d8



    

Ahora desarrollemos la onda incidente en ondas parciales tomando cn cuenta que 

cuando V = 0, la ecuacidén (1.10) puede reescribirse como la ecuacién de las funciones 

esféricas de Bessel{!] 

1 od » d HL+1), po tf 4 _ Y= > 
(Teeye ery ary + Gea! Be = (2.21) 

cuya solucién general esté dada por 

RP (kr) = Anji (kr) + Biru (kr), (1.22) 

donde A;, B; son constantes y j; (Ar), m: (kr) son las funciones esféricas de Bessel y de 

Neumann, respectivamente. 

Entonces, como la onda incidente que elegimos (1.19), es tal que 

Wine(O) = 1, (1.23) 

tendremos que Bing, =O y 

Rine(T) = Aine dt (Kr), (1.24) 

pues 

ny(kr)|-+9 —? —00. (1.25) 

Ademas. como 

k-r=krcosé (1.26) 

(ya que elegimos a 2 como la direccidn de incidencia), la onda incidente es independiente 

del Angulo azimutal y. 

De acuerdo con esto y segtin (1.14), 

Brnelt) = S- cine dt (Br) ¥2 (8,9) = FY cine jt (AT) yf 
i t 

Entonces, empleando las propiedades de ortogonalidad de las funcioues de Bessel y de los 

polinonios de Legendre[1, 4} se obtiene que 

exes = fav (er) f 2? Peo 0) em" = HOt 1) (1.28) 

Vanelt) = D> aa (kr )(2L + 1H P (cos 4). (1.29) 
i 

  

(cos 6). (1.27) 

Por lo tanto 

Luego. como 
seu (Ar 

kr 

  

IAT) [p00 (1.30) 

1u  



en el limite asintético (reescribiendo el seno en términos de la exponencial) la funcién 
de onda radial resulta ser la superposicién de una onda esférica entrante mas una onda 

esférica saliente, 
1 

Ring ()|-10o — ~ 5355 [ew#r- 29 — eile 29), (1.31) 

de ahi que 

1 teri lee te 
Vinelt) L460 — a fe7Hlr-t2) _ etl“) (01 + 1)! Pi(cos 8). (1.32) 

Entonces, la integral del flujo incidente asintdtico que atraviesa una superficie esférica de 

radio r es nulo 

J inc # #2d9p-rc0 > 0, (1.33) 
pues para la onda esférica entrante (oee) el flujo radial 

os iol 
Joe‘ #{r+00 — din Aer 

(ik)efltr— Mee FN) = 

jeil**- F9(—ik)e-itlr- 9 _ 
  

1 

4ukr?’ 
  (1.34) 

es igual en magnitud y de sentido contrario al flujo radial de la onda esférica saliente (oes) 

+ = 1 
Joes“ Flrroo — tae? (1.35) 

Luego, como en el caso general V #0 tampoco hay fuentes ni sumideros de particulas, 

ja funcién de onda radial en la regién asintotica tiene la forma 

1 
Ri(r)|-00 — ~ Dee 

donde 5;(k) es la componente ! de la matriz S y |S:(k)| = 1. La unitariedad de la 

matriz 5 es resultado de la conservacidn de particulas, ya que si |5;(k)}| # 1 el flujo radial 

entrante diferiria del flujo radial saliente dando lugar a que la integral (1.33) fuese no nula, 

asf que el nimero de particulas que entrasen en la superficie esférica no seria igual al que 

saliesen. Asimismo, para V #0, 

fer) — 51h) eller 18D], (1.36) 

Y(P)L00 — a So fer HB) = Sy(kjetlr“FN (2 + 1) Pi(cos 8) . (1.37) 
£ 

Esto se puede reescribir, tomando en cuenta (1.32), como la superposicién de la onda 

plana incidente (1.19) y una onda esférica dispersada (ver figura 1.1) 

V(r) |psoo + Vine (r) + Wass (tr), (1.38) 

donde Wais (r) = (9) ro 

£(0) = Do (2h + 1) Ti(k) Pi(cos 6), (1.39) 
t 

iL



  

  

  

  

Haale   
    

Figura 1.1: Dispersion de un paquete de ondas. Donde r = b + &z es la distancia al ceutro 

dispersor, Vjn(r) denota al paquete de ondas incidente, Piys(r) al paquete do ondas dispersado y 

k es el vector de propagacién de Ja onda incidente. 

es la denominada amplitud de dispersiéu, donde T)(k) = Sit t es la Gotuponente £ de la 

matriz 1. Esta matriz transforma el estado inicial de las particulas involncradas en ima 

dispersion en su correspondiente estado final. La amplitud de dispersiéu es proprocional 

ala imatriz T y de acuerdo con (1.38) contiene toda ta informacion del proceso dispersive. 

por lo que una vez determinada se ha resuclto ¢) problema. 

    

Ades, como [S(k)] = 1, escribiendo $)(k) = eC) con i(k) ue pardanetre veal. 

la funcién de onda radial asintética (1.36) se reduce a Ja funcién de onda radiat incidente 

cn la region asiutotica defasada en un 6)(/) (por ende denominado cambio o corritnicuty 

de fase de la onda 1) 

Rese 7 seat (kr = Sb 0). 1140) 

    

E el problema se reduce a eneoutrar 

potencial particular. 

  

os corrinticntos de fase para cada



1.3 Amplitud eikonal de dispersion 

En esta seccién hallaremos una aproximacion para la amplitud de dispersion, valida 

para energias grandes y angulos de dispersién pequejios, la amplitud eikonal. 

1.3.1 Ecuacién integral para la funcién de onda 

Reescribiremos la amplitud de dispersién en una forma ids conveniente para hallar 

la aproximacién eikonal. Con este objetivo, expresaremos la ecuacién diferencial (1.2) y 
las condiciones de frontera (1.38) en una sola ecuacién integral para la funcién de onda. 

La funcién de Green[1] es un operador definido como 

1 1 G=—— = —_,—.. 1.41 Bn Bw y (1.41) 

En el caso libre, este operador se reduce a 

Go= i ae (1.42) 

mismo que, expresado en el espacio de configuraciones * 

elk'(r-e') 

(eIGole’) = Gol) == 25 f ane a, (1.43) 

satisface la ecuacién diferencial 

(V7? +k?)Go(r, r') = 2ud(r —r') , (1.44) 

donde 4{r —r’) es la funcién delta de Dirac. 

En particular, considerando negativa la contribucién imaginaria en (1.43) € > 0, € 
integrando, obtenemos una onda esférica saliente como solucién de la ecnacién (1.44) 

ik|e-r'| 

Go(r.r’) = -£—— (1.45) 
Qn |r-r'| © 

Entonces, sustituyendo Gy en (1.44), multiplicando por V(r’) P(r’). integrando sobre er! y 

empleaudo las propiedades de la delta, tenemos que 

(V2 +k? Y-   ave U(r jde'] = 2 f V(r) (r dr - r')dr’ = V(r) (re) - 

(1.46) 
— 

4En esta ecuacidn, !a contribucién imaginaria se elige positiva o negativa de acuerdo a fas condiciones 

de frontera deseadas. 
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de manera que 

k[e—e] 

Yr) = -# “on | oT V(r) G(radr’. (1.47) 

es una solucién particular para (1.2). Ailadiéndole a esta solucién particular la solucién 
de la ecuacién homogénea que elegimos en la seccidn (1.2.2), es decir la onda plana (1.19), 
obtenemos otra solucién a (1.2) 

  

U(r) = elke — - (1.48) 

cuya forma asintotica es 

Wr) [p40 —> eT - te fe’ v(eyweryar a . (1.49) 

donde k" = k?, pues 

Ir—'l jprco or - (1.50)   

Esta solucién corresponde a la superposicidn de una onda plana entrante mas una onda 

esférica saliente. Por tanto, cumple con las cond: 

esta es la ecuacién integral deseada. 

  

jones de frontera (1.38), de modo que 

Tomando en cuenta esto, la amplitud de dispersién (para una onda que incide con 

direccién k y sale con direccién k’) esté dada por 

J) =-% fem veryweride . (1.51) 

1.3.2 Condiciones de validez para la amplitud eikonal 

La aproximacién eikonal se obtiene cousicerando particulas con energias de incidencia 

grandes en relacién a los pardmetros que caracterizan al potencial, es decir, E >> |V|_y 

ka > 1, donde a es el ancho (alcance) del potencial V y |V| un valor representativo de la 

magnitud del potenci 

en angulos de dispe 

  

|. Para este tipo de particulas la mayor parte del flujo se concentra 

jon pequeiios y las contribuciones relevantes a la funcién de onda en 

la regi6n asintética (1.49) proceden principalmente de valores de re’ cercanos a k. 

    

Reescribiendo a la funcién de onda como 

  

U(r) =e a(r), (1.52) 

a partir de (1.48), tenemos que 

2p |—k-(r-e')] 
or) =1- 2S a V(r") ("ar 

=1-4 | che) ye et) ble — eo bade” deg", (1.58) 
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donde (r”, 6”, p") son las coordenadas esféricas correspondientes ar'sr-r y 

u” = cosé". Integrando por partes respecto a u” y suponiendo que el producto 

V(r)¢(r) varia apreciablemente con la longitud de onda A = 2= sélo hasta una distancia 

d >>, podemos despreciar los términos de orden mayor 0 igual a a Entonces 

eikr"(—u) _ 

ge ais [tf vee ebele — ED, ar"ae” 

  

ame =u) (ust 

=lth pore Mir Pole = MIKE, de” (2.54) 
La contribucién del limite u = —1 ‘ove corresponde a r” antiparalelo a k) es también 

despreciable, de modo que 

i.e 
#(r) % dent) = 1-5 | ff Vile — 2") dealt — 2") Nerngr” (1.55) 

donde v = k, © en coordenadas cartesianas 

dee) 1-2 vist e+e? dan (eine) ae. (1.58) 

Esta ecuacidn integral equivale, diferencidndola respecto a z, a la ecuacién diferencial 

Spoink y.2) w2) _ -iv(/2 +y? +2? ) dex (2,452), (1.57) 

més las condicién de frontera 

Peik(Z,Y,Z)|2+-00 —>1- (1.58) 

Entonces . 

Geik (1) = ene nan MVE ve? det (1.59) 

De acuerdo con esto, @eix (r) varia apreciablemente sdlo hasta wre Ademés, el potencial 

varia hasta a y yaque d debe ser la distancia mas pequehia (en magnitud) entre estas 

dos, entonces d~a, cuando @<ly d~%, cuando —* “2>1. 

Sustituyendo (1.59) en (1.52) tenemos 

V(VeTF2™ )dz'] 
Ue) Wega (r) = ot tt ew (1.60) 

donde b es tal que r=b+kz. Luego, sustituyendo (1.60) en (1.51) resulta que 

ten =-E fe Hew) Kbske)~ bf FET ely (Sia? \dzdb. (1.61) 
7 

La diferencia k — k' es aproximadamente ortogonal a k (pues k = ki y 8€1).  Entonces 

podemos considerar que el(*-K’)-k: = 1, de modo que 

fein(0) =F few eB La VT Me (Si? ) dz db. (1.62) 
Tw 
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Luego, integrando respecto a z, 

Fen (B) sa fee yb fe) _ HN bebdy , (1.63) 

donde 

x() = -: fr V(VeR + 2) ae. (1.64) 

Entonces, como 

{k —k’)-b = kbcosp (1.65) 

1 

an 

donde Jo (A) es conocida como la funcién cilindrica de Bessel de orden cero{l] , tenemos 
que 

Qn 
[ 85% dy = Jo(A). (1.66) 

Sein (8) = f° Jo (kb8) [eX — 1] & db. (1.67) 

La magnitud de los Angulos para los cuales es valida la aproximacién eikonal se puede 

estimar a grosso modo tomando en cuenta que el error al considerar ei(K-*’)k2 = | es 

del orden (1 — cos@)kd ~ 6?kd. Entonces, para poder despreciar los términos que no 

consideramos al integrar es necesario que 

kd <1, (1.68) 

donde 

t a si Mle <1 (1.69) 
a= . . 

fh sitter 

Por ultimo, para mejorar la aproximacién {1.67} tomaremos la direccién de incidencia ; 
como q = it a lo largo del eje z, de modo que 

k fo 8 axto foi(0) © = f Jo(gbsen 5) [e% — 1] b db. (1.70) 
0 

1.4 Resultados para algunos potenciales 

Veamos ejemplos de cémo se Hevan a cabo los calculos de los corrimientos de fase 

para hallar la amplitud de dispersién de manera exacta y de la funcién x(b) en (1.64) 

para hallar la aproximacién eikonal a la amplitud de dispersion. considerando dos casos 

analiticos particulares: el potencial de pozo cuadrado y el potencial de barrera centrifuga. 

 



1.4.1 Pozo cuadrado 

Sustituyendo el potencial de pozo cuadrado 

V(r) = -—VA{a-1), (1.71) 

donde V, es una constante real positiva y 

irda 
O(a - sir 72. 
(a-n= {5 sir>a?’ (1.72) 

en fa ecuacién (1.10), para r <a, 

— 2n(-V,)| R(r) = —R(r) = —2nER(r) (1.73)   

Ldipd U4) 
rldr dr 7 

y reacomodando términos, obtenemos otra forma de la ecuaci6n para las funciones esféricas 

de Bessel, 
_ i+) 

aR +1- oy (ko a ian r) Fes (kor) 

La solucién regular en el origen para esta ecnacién esta dada por 

a (hor)? = a] Rr) = (1.74) 

Ry (r) = Dit (ke 7) 5 (1.75) 

donde ky = (Qu{E+V,). Para r >a obtenemos nuevamente la ecuacién (1.21), de 

modo que 
Ry (r) = Aut (kr) + Bin (kr) - (1.76} 

Luego, tomando en cuenta la continuidad de ta funcién de ouda, tenemos 

Dijt Koa) = [Ar jr (Ka) + By ru (ker)] (1.77) 

y 

ke Drif(ko a) = k [Ar jfk) + Brni(ka)). (1.78) 
Entouces, dividiendo (1.77) cutre (1.78). 

T(Kott) Auilke) + Bin, (ka) 
  

   

  

“e = 7 1.79 

U(Koa) Arf (ka) + Byri(ka) (1-79) 

y rearreglando términos obtenemos 

B, Kage (ha) i(k kya) ji (ka) 
SH : 1.80 
At katy (ka) jj (koe Koa)n; (ka) (1.80) 

Por otro lado t "1 

nylpae cos (kr — 32) (1.81) 
kr 

y de acuerdo con (1.30). 

1 tx B lz 
Reon —? Sffseu (kr — =) — St cos(kr — Fi. (1.82) 

kr 2 A 
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Entonces, reescribiendo a (1.40) como 

Ri (Dleroo on foen (hr — 2) + tandy(h) costir — 1.83 
Thee kr cos 5;(k) Ber > AM OLS) COS\RT — 2) (1.83) 

y comparando estas tltimas dos ecuaciones resulta que 

tan dé; = -o. (1.84) 
t 

Por lo tanto . . | | 
Kojt(ka) ii (koa) — kis (koa) ji (ka) 

6, Zeoni(ka)j"(k,a) oki (K.a)althe) 
1 antan F rulka)j! (Koa) — kik (koa) (ka) (1.85) 

Finalmente, para la aproximacién eikonal, reescribiendo (1.71) en términos de z 

V (Ve? + 22) = -V, 6( Va? — 8 — |2|), (1.86) 

calculamos la funcidén (1.64) 

co vam 
x(b) = -; [vole — 8 — ||) dz = ~= aa 8) F iercgs (Vo) 2 

= 22%, VF Polat). (1.87) 

1.4.2 Barrera centrifuga 

Ahora sustituyendo el potencial de barrera centrifuga 

V(r) = 5 @{a—r), con c>0, (1.88) 

en la ecuacién (1.10), para r < a, tenemos 

Ld ,d M+) Oy © = —p2 2a we 3 2p =a) R(r) = -k? R(r) (1.89) 

{este potencial nos interesa particularmente, porque nos facilitardé los calculos en el caso 

tensorial}. Reescribiendo esta ecuacién, obtenemos otra forma para la ecttacién para las 

funciones esféricas de Bessel 

ld we iL +1) + 2pe 
Ba atin Sa) R(r) = (1.90) 

cuya solucién regular en el origen esta dada por 

R(r) = Dijatkr) , (1.91) 

donde A= f/ (b+ 4)? +2pe y parar >a la solucién esté dada nuevamente por (1.22). 
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Entonces, a partir de la continuidad de la funcién de onda, 

Slka) — Argi{ka) + Brnj(ka)   
jaa) ~ Aude (Ea) + Brry(Ka) * (1.92) 

de donde 
Bi _ ailka)jalka) — 9,(ha)st (ke) (1.93) 
Ay ji {ka)ny(ka) -- nj(ka)j, (ka) , , 

por lo que ahora 

& = antan Gy (Ka) ji (ka) — jy '(Ka)ja(ka) (1.94) 
j,(ka)ny(ka) — ni{ka)j,(ka) © 

Por tltimo, para la aproximacién eikonal, sustituyendo (1.88) en (1.64), tenemos que 

1? c } Vee 
=-- -—— 2 fe =-- - —_—__ x(b) -/ Tapa HF — |xl) de = -— O(a 8) [ el 

e 
’ 

  

loc . 
= 52 antan ( JO(a—b). (1.95} 

1.5 Comparacién entre ambos métodos 

En esta seccién mostramos el resultado de algunos calculos que se obtienen a partir de 

las amplitudes de dispersion exacta (1.39) y eikonal (1.70). usando los resultados de la 

seccién anterior. 

1.5.1 Seccién eficaz de dispersién 

El fiujo en la regién asintética se deriva de (1.38)(4] y esta dado por 

k kKIf@P. KE LLO 
Bo pT 

El primer término de esta expresién corresponde al flujo de la onda plana que representa 

al rayo de particulas incidentes y que contribuye al flujo radial inicameute en nna region 

infinitesimal perpendicular al eje z, y por lo tanto no contribuye al Hujo rutial asintotico. 

Entonces > 
& FOP 
peor 

(1.96) 
Ilo 

. {1.97} j-flce 

De acuerdo con esto. el ntimero de particulas que atraviesan cb area que subtiende un 

anguto sdlido dQ con el blanco resulta ser 
2 
  k FO 

j-PdAlino ; 
f . 

  

  r?dQ.. (1.98) r 

Este mimero dividido entre la magnitud del flujo radial incidente ‘ . de acuerdo cow 

(1.20). ues conduce a la seccién eficaz transversal diferencial de dispersion 

do = |f(@)P do. (1.99) 

funcidn que constituye el vinculo entre los calculos tedricos v experimentates. 
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1.5.2 Cdlculo de las secciones eficaces exacta y eikonal 

Tomando en cuenta lo anterior, calculamos numéricamente el valor de las secciones eficaces 

de dispersion, 
d eNO, (1.100) 

exacta y eikonal en funcidén del dngulo de dispersion, para diferentes energias de incidencia, 

empleando los dos potenciales particulares de la seccién (1.4). Mediante programas de 

cémputo (ver apéndice A) calculamos las amplitudes de dispersién exacta (1.39) y eikonal 

(1.70) empleando los corrimientos de fase (1.85) y (1.87) para el potencial pozo cuadrado 

(1.71) y los corrimientos de fase (1.94) y (1.95) para la barrera centrifuga (1.88). Los 

cdlculos numéricos se hicieron necesarios porque de otra forma se requiere el tedioso cadlculo 

de varios términos para (1.39) >. Ademas, la integral en (1.64) tiene primitiva sdlo para 
algunos cuantos potenciales y el calculo numérico nos permite incluir una gama mas amplia 

de potenciales. 

A continuacién se muestra la comparacién grafica entre las secciones eficaces diferen- 

ciales de dispersién en (MeV~?) para una particula con masa reducida px: = 469 MeV, 

dispersada por potenciales de alcance a = 0.01 MeV—! (x 2 fm), con dngulos de disper- 

sién entre 0 y 1 radianes. En las graficas de la figura (1.2) empleamos el potencial de 

pozo cuadrado con V, = 1 MeV y en las de la figura (1.3) empleamos el potencial barrera 

centrifuga con ¢ = 107° MeV7!. 

  

En estas graficas podemos observar el hecho de que para el potencial de pozo cuadrado 

la aproximaci6n eikonal realmente describe a la seccién eficaz diferencia! calculada de 

manera exacta, tal como esperabamos; ademas, es interesante notar que para el potencial 

centrifugo, a pesar de ser un potencial singular, la aproximaciéu eikonal también funciona 

bastante bien. 

    cu (1.39) » 
partilas son débilmente dispersadas por el blanco v OS SEE 1) & kr, va que la eucrgia de incidencia 
és grande ¥ los dnguios de dispersi6n sun peqnenos, de modu que les valures relevantes para la sia sow 
los f < he 

* Las stumas mimerice caleularon hasta (= ke + 10, porque cuando ees mayor que 4. las 
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Figura 1.2; Seccidn eficaz diferencial de dispersion (en MeV—?), calculada de manera exacta 

(linea continua) y mediante la aproximacién eikonal (linea punteada), como funcidn del angulo de 

dispersion (en rad). Este cdlculo se realiz6 para una particula de masa reducida x = 469 MeV, 

dispersada por un pozo de potencial (ver 1.72) con ¥%4 = MeV ya=0.01 MeV— (%2 fm). En 

la grdfica (a) empleamos una energia de incidencia de E = 10 MeV, en (b) de £ = 100 MeV, en 

(c) de E = 700 MeV y en (d) de E = 1GeV. 
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Figura 1.3: Seccién eficaz diferencial de dispersién (en MeV~?), calculada de manera exacta 

(linea continua) y mediante la aproximacion eikonal (linea punteada), como funcidn del dangulo de 

dispersion (en rad). Este cdlculo se realizé para una particula de masa reducida 4 = 469 Afet", 

interactuando mediante un potencial de barrera centrifuga (ver 1.89) con ¢ = 107° AfeV~!. En 

la grafica (a) empleamos un energia de incidencia de E = 10 MfeV’, en (b) de E = 100 MeV, en (c) 

de E = 700 Afev’ y en (d) de E = 1GeV. 
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Capitulo 2 

Dispersion de particulas con espin 

1/2 

2.1° Introduccién 

En este capitulo generalizaremos la seccién (1.2), donde hallamos la amplitud de 

dispersién a partir de la expansién de la funcién de onda que describe la dispersién elastica 

de dos particulas sin espin bajo interacciones centrales, al caso de la dispersién eldstica de 

dos particulas con espin 1/2 bajo interacciones tensoriales[6, 7, 8]. 

En el CM del sistema, dos particulas con momentos iniciales k, —k 1 ntimeros 

clanticos asociados a las magnitudes de sus espines s1, 82 = 1/2 y proyecciones de sus 

espines m,,, 775, = 1/2, son dispersadas elasticamente por el campo de fuerza no central 

que ellas producen V(r), invariante ante rotaciones y refiexiones, hacia un estado final con 

momentos k’, —k’ (k =k’) y proyecciones de sus espines m{,, ™4o (i.e. la magnitud 

de los espines no varia con la dispersién, pero las orientaciones finales de los espines si 

pueden ser diferentes). 

Para facilitar la descripcién del problema en lugar de considerar por separado cada 

uno de los espines de las particulas interactuantes consideraremos inicamente al espin 

total S = S,+Sz_ y lo acoplaremos con el momento angular orbital L, para obtener 

el momento angular total J= 1+. Asimismo, en vista del tipo de potencial que con- 

sideramos, emplearemos al operador de paridad P (operador que genera las teflexiones 

espaciales del sistema). En total, para describir la dispersién haremos uso de los ope- 

radores J?, J,, L?, Lz, 8?, y P, asocidndoles los eigenvalores j(j +1), mj, ih + 

1), mi, s(s+1) y mg, respectivamente. 

Los nuimeros cudnticos asociados a la magnitud del espin total son s = 0, 1. Entonces, 

existen cuatro posibles estados asociados a este operador, uno de los cuales tiene s = 

0, m, = 0 y se denomina estado singulete; los otros tres estados tienen s = 1, 

l= 2/8nE donde p es la masa reducida y & es la energia total del sistema. 
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ms = —1, 0, 1 y se denominan triplete. Los cigenvalores de este opcrador son ( en el 

estado singulete y 2 en los estados triplete: de acuerdo cou esto, el operador de proyeccién 

sobre el estado singulcte es 
bos 

AY =t- 58? (2.1) 

y el proyector sobre los estados triplete es 

los 
Als 3 8? (2.2) 

En términos de estos proyectores, el potencial de interaccién mas general de la coordenada 

r_y los operadores de espin S$), S2, invariante bajo rotaciones y reflexiones. 
   

fa. dado por 

Vir) = Vo (7) A+ (7) AD Mia (782, (2.3) 
donde Vo, Vi y Vie son funciones que sdélo dependen de ry 

Sio = 2[3(S-#)? ~ S?]. (2.4) 

es el operador tensorial|[7]. 

La funcién de onda del proyectil ahora tendra varias componentes, es decir, serd un 

vector W(r) univaluado, finito, etc., que satisface la ecuacién de Schrodinger generalizada 

para este tipo de potenciales 

(VW? +k?) P(r) = 2V(r) V(r), (2.5} 

con condicién asintética 

L(r)brso0 + Pine (0) + Pars(t)- (2.6) 

generalizacion de la condicién (1.38). 

2.2 Desarrollo de la funcién de onda 

En el caso escalar separamos la parte radial de la parte angular de la fancién de 

onda y la expandimos en cigenestados del conjunto de operadores {L*, £-} Esta vez 

también separaremos la parte radial de la parte angular de la funcidu de onda, pero ahora 

emplearemos los eigenestados del conjunto (P, J*, J,, S?} para expandir al vector de 

onda, porque ahora ninguno de los miembros del conjunto {L?. £2}. ni S. se couservan 

necesariamente. 

  

Consideremos una generalizacién de los arménicos esféricos ? que sou cigenestados del 

conjunte {J?, J,, L*, $2}, dada por 

ype) = YO (Esme mim) ¥" (Bx, + (2.7) 
Why Why 

2     Los arménicos esféricos  ¥ 

(Lt, L.). 
(8.9). como vines en el capitulo 1, son los eigenestados del conjunte 
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donde (ism m,|jm;) son los denominados coeficientes de Clebsch-Gordan 0 de Wigner 

(niimeros reales que tienen !a propiedad de annlarse cuando my + 1m, % my) ¥ XI, es la 

eigenfuncidn del espin total 

Xin, = DD (s152 mig masls ms) XM AN, » (2.8) 
MisM2s 

siendo (312171, mzs{s ™m,) el correspondiente coeficiente de Wigner ¥ X31,,1 Xm, 10s 
. . . . . ee # 

respectivos eigenvectores de espin normalizados para las particulas 1 y 2. Explicitainente, 

elegimos estas eigenfunciones del espin total y ta proyeccién del espin total como 

0 

»_ {0 . 
xB= [9 para el estado singulete y {2.9} 

1 

0 0 1 

1 _| 9 1 1 1 0 . . 
x=], [> xe=loy: =] para los estados triplete. (2.10) 

0 0 0 

Empleando estos arménicos generalizados desarrotlaremos la soluciéu de ta ecuacién de 

Schrédinger cuando V =0 y usando este desarrollo hallaremus la forma explicita de los 

eigenestados del conjunto {P, 3*, J, S?}, mediante los cnales podreinos desarrollar la 

solucién a la ecuacién de Schrodinger en el caso general V # 0. 

  

Nuevamente elegiremos la onda incidente, solucién de (2.5) con V = 0, de tal forma 

que la densidad del flujo incidente sea unitaria, es decir, como una onda plana con espin ? 

iine(t) =e Xin, (2.11) 

Ahora, de acuerdo con (1.29), la expansion en armédnicos estéricos para ima ouda plana 

(que es solucion a la ecuacién de Schrédinger para V = 0) con direcciénu de propagacién 

k =2, esta dada por ; 

et eS jy (kr) (2 + 1) i(k é). (2.12) 
tiny 

4a Ores . 
Varo ¥P(k-#) {2.13) 

y ya que segtin el teorema de la adicién para los arméuicos esféricos[6}. 

Entouces, como 

Py(k-£)   

£ 

PP (kB) = =) yy dey @). (2.14) 
=-l aye   

* Por et tipo de potenciales que estamos cousideranlo es necesatio unclear ba dependennia del vector de 

uada con el vector de propagacién k y el espin 5. ae. explivitamente escriiendi Pq. (4) eu de 
Wr), para hacer mas claros los cilenlos. 

  

waar de 
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podemos reescribir a (2.12) como 

okt = dm SO 5 (kr) if VP" (RY (8). (2.15) 
tm 

De acuerdo con esto (2.11) se puede reescribir como 

Horny (F) = A S° je (kr) YP (R) VBI, 
im 

= 40 ie (kr) fi! xit, “50 *(k) ye PY (2.16) 
jm,yt 

{en esta expresion xe, denota el transpuesto del vector x;,,,). 

En cl caso general V #0 el momento angular orbital (al igual que la proyeccién del 

espin total) puede variar con la interaccién. Entonces, !a expansion de la funciéu de onda 

en términos de la base {P, J?, J,, S?} es 

W esrng(t) = 4S Whiglr) oan, ¥5e (KD) XP) (2.17) 
gmt 

donde Hi,(r) es la parte radial de la funcién de onda y (’ denota al ntimero cudntico aso- 

ciado con la magnitud del momento angular orbital para la onda saliente ({ y + coutindan 

denotando los nimeros cudnticos asociados con la magnitud del momento angular orbital 

y el espin para la onda entrante, respectivamente, como en el caso anterior). 

2.2.1 Funcidén de onda radial 

El desarrollo de la funcién libre de Green (expresada en el espacio de configuractones) en 

términos de los eigenestados (2.7), estd dado por[8] 

Colt’) =n D> YBN (ED Co, (r-7’) (2.18) 
jingle 

donde, para la onda esférica saliente 

Go, (tyr!) = ike lrg jelkre)eo try hh (hrs), (2.19) 

cou re (5) la menor magnitud (mayor) entre ry r’, y 

Ai (kr) = jr (kr) + ink) . (2.20) 

Insertando esta expansion y las expansiones (2.16), (2.17) en la generalizaciéu de la ecna- 

cién (1.48) 

B hamalt) = XS, + f Co (E.2)V(EYY tom. OA, (2.21) 
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empleando la ortogonalidad de los arménicos esféricos y comparando término por término 

de la igualdad, se obtienen las ecuaciones integrales para la funcién de onda radial[5, 8] 

  

HhaslO) = Felbr) be + [Soy (re WBe Oath de (222) 
r 

donde 

Vir / aQy'," (2) V(r) yt (F) (2.23) 

es una matriz hermitiana (Vie, = = Vi rips) y simétrica (Vj, ji = Voie, ). ¥ por tanto real. 

La solucién de este conjunto de ecuaciones integrales corresponde al conjunto de ecua- 

ciones de Schrédinger acopladas 

Ldigd, 2 Sr)- ( EM yt) -26V Vote) = EOL). (2.24) 
7 

2.2.2 Estado singulete 

Para el estado singulete (s = 0, j =1), de acuerdo con (2.3). (2.23) y empleando 

la ortogonalidad de los arménicos esféricos 

Vélng = Vo [ any (2) A° yl) = 

Vo XL Ome Off my) Omp Oj m,) faye yy. 
my ys 

(By = Vide. (2.25) 

pues 

AP x8 = x8, A°xL, =0, Alxf=0 y Saxp=o. (2.26) 

Entonces Vig #0 sdlo para t! =" = j, en cuyo caso Vj,q = Vo (r) 

De acuerdo con esto, a partir de (2.24), obtenemos la ecuaciou (1.10). reescrita como 

ld yd iG + £1) 
a tr 

—)- = 2eVar Wi o(r) = ke) ale) (2.27) 
2 dr 

Por lo tanto, la dispersion en el estado singulete es enteramente equivalents fa dispersion 

por fuerzas centrales V(r) = Vo(r). 

El desarrollo en ondas parciales para ese estado, segtin (2.17). esta dado por 

Exoolr) = 47 > ar We lt) YS (RY) xD 
jomypsny 

= Ho QF DEP, (BBD 2x. (2.28) 

w “I



  

2.2.3 Estados triplete 

Para los estados triplete (s=1, ms, m,=-1,0,1, y j= i-1, § $41), segin 

(2.23), a partir de (2.26) y tomando en cuenta que 

Ald = Xie (2.29) 

tenemos que 

Vin =Vi (P) / dry, (2) AY yt, (8) + Vie (F) / doy™ (2) Si2ysi,(#). (2:30) 

El potencial que consideramos conserva la paridad; entonces Vi,(k) = = 0 para las transi- 

cioness2=j,!=j+tlyl=jti,¥=j. Ademés, como 

fenypgat yA (E) = (I Lm Olj mag) 1 my Oj my) feayer@ ye" (@) 

  

  

my rays 
= Syn (2.31) 

y[7] m,. m 
Srey Al) = 25> (2.32) 

Sieyjf nf) = er a BYIG + Dyyeu - G+ Dyiul (2.33) 

i ors 2 . Tt 
Svyjful®) = R41 (-G- Dyn + 3yiG+ Dyjfeul (2.34) 

los elementos no nulos de esta matriz son 

Vi =U tM, (2.35) 

Vayu =Vi- (2.36) 

Vi-ajen = Peyjon =o (2.37) 

y p+? vi y-2274 vp. (2.38) 
pele = ML 741 

De acuerdo con la ecuacién (2.35), el estado triplete con i’ = 1" = j (al igual que el 

estado singulete) no tiene su momento angular orbital acoplado con ninguno de los otros 

estados y la dispersion en éste es independiente de los otros estados. 

Luego, sustituyendo (2.35)-(2.38) en (2.24), para 1,// = j, obtenemos nuevamente la 

ecuacién (1.10), reescrita como 

1diad _1G+0) 
are ~ MM + Madly = Ps (2.39) 
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de modo que la dispersién en este estado, es también equivalente a la dis 

fuerzas centrales, con V(r) = Vi(r) + 2Vie(r). Eu cambio, para los estades triplete 

con f,f/=7+1, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas, que ya no son 

equivalentes a la dispersién he fuerzas centrales 

Ldiod - # 

  

  

  

  

  

lag dr Jays 1j-1d = 2{(hi - 29 = Vial yet 

a7 +1) : 

6 a+ Vedic ud= Abn (2.40) 

ld,d (7-1)3 

re 7 Wyaay4t 1— {IM - 2; * Vale aya 
Pdr dr mn +1 

VIGFH 
~6 2341 Vie Varied =e aaa (2.41) 

1d iad G+NG+?) Jig +I) 
72 dr ran Waaj- ii 2e{- 6 ety 

j+2 

M2 SMM = eee (2.42) 

Ldad GtUU+2) WED 

re dr a 7? PPfar gant — {- 6S Vet yent 

j+2 , | 

M2 +d Vial iparyetah = Peat (2.43) 

O, en términos de matrices 

lad pt 1 [ey Wyeast P aod = atl 
na & PL oO gangen)) i( yoo) nt + 

Vin we aVYTO FD In putt \ pe V-vy et . (2.44) 
(4941) i38V7G4+1) -G +2) 

El desarrollo en ondas parciales para la funcién de onda eu el estado triplete esta dado 

por 

  

} t 
Vysiyeit Vysiyeit 

Pim (ry saa So why tt ye Uk) yt (a) (2.45) 
gmt 

2.3. Comportamiento asintético de la funcién de onda 

Sustitnyendo en (2.22) ef limite asintético de (2.19) 4 

ta 4G Go, (7.1 ace a (Ar) tet, (2.46) 

‘Este limite se obtiene tonande on cnenta gre 
vthe= Ea) HY (krylene ee 

kr 
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obtenemos la expresién explicita de las condiciones de frontera para la funcién de onda 

radial{8} 

Ly cyt . 
Vhts(TMr-100 — am eT bu, — Sh (ky er), (2.47) 

donde $},,(k), la componente generalizada de la matriz S, es tal que 1S2,,(K)? = dre y 

andlogamente al caso escalar 

Shak 

  

= by ~ 2k TH, (ke), (2.48) 

con 

Ti,,(K) -of gu lke )Vpyaglt) Weigle) 2ar , (2.49) 
v 

la componente generalizada de la matriz T. 

Entonces como la matriz Vi, es hermitiana y simétrica, las matrices Tj,,(k) y 

S},,(&) son simnétricas. 

Asimisino. como Vj,,(k)=0 para f= j.0 = jad y b= gle l=. tunbidn 

Shys(k) oy S},,(&) se anulan para estas trausiciones (por conservacién de paridad). 

2.3.1 Corrimientos de fase 

En vista de que la matriz S},, ¢s unitaria y simétrica podemos diagonalizarla mediante 

una matriz real y ortogonal This de tal forma que 

Shis = = Lint ey? (2.50) 

donde los 6, son pardinetros reales que correspouden a la generalizacion del corrimiento 

uyendo (2.50) en (2.47) obtenemos el andlogo de (1.40) 

  

de fase 6), pues sist 

f 
al 

hiro > 7 Lotus inl) Ojus(K) sem (kr — + df). (2.51) 

3 el del 

grits 

  

Denotaremos con 74 = 0 el corrimiento de fase del estado singulete. con 4 

estado triplete = j ycon 7 = 1, 1 =2 los de los estados triplete I = 

j—1, respectivamente. 

  

La matriz Uj), se puede reescribir en términos de un paraictro real ¢. denominado 

parametro de mezcla, que se anule cuando & 0. Por ejemplo, la subiuatriz (7 para tos 1 ‘J 

subestados triplete {, i! = 7 + 1, puede escribirse como[4} 

I d 
(en ue) = ( cos € ne) (2.52) 

7 J ~ \ — se COs : UF j4a1 Baryerr sen € cos 
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donde ¢€ es el mencionado pardmetro de mezcla. A partir de esta expresién la submatriz 

S en (2.50) estd dada por 

j j j ie 2 , 
(Gon gun) _ i cos?e + eisen%e (e741 — e42)sen 2c (2.53) 

j j ist is 6 is} 

Stoajaun Shevjen 4 (6751 — e#63)sen 2c e7Fi sen 2¢ + 74% cos? € 

2.4 Amplitudes de dispersién 

Para describir la dispersion generada por el potencial tensorial (2.3) sobre particulas con 

espin 1/2, requeriremos de mds de una amplitud de dispersién porque los espines aumentan 

los grados de libertad. El momento angular orbital del estado singulete para la onda 

entrante | = j no cambia al dispersarse, es decir ! = 1, de modo que para describir este 

estado necesitamos solamente una amplitud de dispersién. De igual forma, para el estado 

triplete con { = j necesitamos sdélo una amplitud. En cambio, para los estados triplete 

con | = j +1 necesitamos cuatro amplitudes, pero como la matriz de dispersién es una 

matriz simétrica dos de estas amplitudes son iguales, asi que realmente son necesarias sdlo 

tres amplitudes para describir estos estados. Entonces, seran necesarias cinco amplitudes 

diferentes en total (caracterizadas por los distintos valores de , Uy ys). 

En esta seccién, hallaremos las amplitudes de dispersién a partir de la expansién de la 

matriz de dispersién{6, 8] 

(Rismy| TA) lkesm,) = 4m SD a VG (RY TiO) Xt YG (A), (2.54) 
jmytt 

reescrita como 

(k'00} T(k) [k 00) = T.(cos 6) para el singulete y 

(Rim, | T(k) |klm,) = Tym, (cos) el“? para el triplete, (2.55) 

donde Trym, ¥ T,s funciones de cos@ y k (porque elegimos la direccién de incidencia 

de tal modo que cos@ = k’-k y ¢ es el Angulo azimutal del vector kK’). 

La matriz T es un operador que acttia sobre el espin y puede por lo tanto, para el tipo 

de problemas que estamos considerando, escribirse en términos de los operadores de espin 

de las particulas interactuantes 5; = bay y So= bon, donde o1 y 2 son las matrices 

de Pauli asociadas a las particulas interactuantes, como T (k',k, 1,02). La forma de 

T (k’,k, 01,02) para la dispersién que estamos considerando, se obtiene a partir de las 

simetrias de la matriz T, considerando que 

(K’smy| T(k) [ksms) = [xhn,+ T (kk, 01,02) xn] (2.56) 

La invariancia de la matriz T ante reflexiones espaciales nos lleva a que 

T (-k, -k, 01,02) = T(Kk, 01,02) (2.57) 
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y enpleando la simetria de la matriz Tj,,(k), a partir de (2.54) ¥ (2.56), resulta que 

T {k’,k, 1,02) = T(-k’, -k, -a).—02) . (2.58) 

Eutonces, podemos considerar mds especificamente que 

T=A+B-o, (2.59) 

donde A y B son funciones lineates de og y de los tres vectores mutuamente ortonor- 

males 

    , _ki-k ._ wW+k ~ Axq . 
A= on 7 a=5 7 y A=——, (2.60) 

sen 5 cos 5 sen 5 

con @ el dugulo de dispersién. Por la invariancia ante rotaciones de la matriz T la forma 

de B= debe ser 
B=bq+cAddh. (2.61) 

La invariancia ante reflexiones espaciales de la matriz T da lugar a que A y d sean escalares 

yaque 6 yc sean pseudoescalares; entonces 

  

A=atagq-fi, (2.62) 

b=co02-q, (2.63) 

=602-A (2.64) 

¥ 

d=e+foz-h, (2.65) 

coude a, a, €, 6, 8, e dependen de k y cosé@. 

De acuerdo con esto, la forma mds general de T (k’, k.o1, 72) esta dada por 

Tk’ k,o1,02) =at B (i oy) a2) +i R- [yoy + oz) +7 (01 — )] + 

5 (A-a1(A-o2)+e(G-or)G- 2). (2.66) 

donde y=d+a y y¥ =d—a. Finalmente, para particulas con la misma carga, por la 

simetria de carga, 7! = 0[6]. Entonces 

T(k’,k,o1,02) =a +f (fi-o1)(fi-o2) Fey A- (oy +2) + 

5(A-o1)(A-o2) +6 (Q-o1)(G- 02). (2.67) 

Esta expresién depende de cinco funciones diferentes, que corresponden a las cinco anipli- 

tudes independientes para cada subproceso posible. 

Luego, multiplicando la matriz T (k’,k, 01,02) con los diferentes operadores de espin 

que hemos consideramos y tomando la traza, de acuerdo con (2.67), resulta que 

ws air [T(k!, k, o1.e2)I (2.68) 

$2  



B=2Ts (T(k,k,oo2) 01: Ho2- Al, 
1 

y= ge? (T(k,k,o1,02)(o1 + 72) Al, 

6= ; Tr (T(k’,k,o1,02) 01° Ao2- A} 

1 « a c= bre (P(o1-€)(or-@) 
Entonces, como en coordenadas cartesianas 

fi = (sen 4, cos 6,0) , 

6 6 
A = (sen —cos8, sen sen @, Cos 2) 

N
1
l
d
 

a 8 8 
q= (—cos 5 cos ¢, — cos sen ¢, sen 3g) 

mediante el cdlculo directo tenemos que 

(01 &)(o2 + G) = (pets + O1yty + F142 )(O2ets + O2ytty + O22Uz) = 
2 2 2 

OirO2zUy + OryPryty + O1zd224; + (1x0 2y + O1yS2z)tizty + 

(oyzO2e + 012022) Ute + (O1yO2e + T1sOry)Usty , 

donde 4=f,4,q y 

fo _ (0 =i 0 1 
Gu =(_ -)> WANE Of? PHT AL OF? 

coni=1,2. Explicitamente 

0 0 -e% 9 

= = 0 1 0 0 

(xine (21 -AY(o2° 8) Xm1= | 22 9 0 of? 

0 0 0 -1 

sen 2g ~dge"#sen 8 e- 2 cos? g 

1 pid 1 .-i¢ 
= 3 —telsen @ cos 6 e~'#sen @ 

Ixtv (or Alor A)xin l= | 93 a 1 is ve 
e*? cos” 5 wae sen 8 sen “5 

0 0 

cos* g ye esen @ e7 sen 2g 

iid ~cosé —‘e-tesen 0 
s 4 cayyt lea | yee sen cos Re ‘sen 

[xing (1 AMe2-@)Xm1=] By oe 1 oiésen o-4 Fae 
B ~yge'tsen O75 cos? 5 

0 0 
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0 

-1 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 

(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

(2.78) 

(2.80) 

 



  

Q  -er 0 u 

  

as et 0 -e 0) ' 
[Xia (71 +.02)- AX] 0 ® 9 0 (2.81) 

0 0 0 -1 

Ademas{6] 

To-1=-To1, Toi =Ti-1, 

Tio=—Tia Tr-i=Ti (2.82) 

¥ 

Ti —T-1 - To-0 = V2cot (T10 + Tai). (2.83) 

De acuerdo con esto, las amplitudes de dispersién para los difereutes subprocesos eu 

términos de las matrices reducidas estan dadas por 

1 
o=9 (271 + Too + Tas) » (2.84) 

1 
p= ah 271-1 + Too ~ Tos) (2.85) 

I 
= (Tio - To) - 2.86 7 Ail 10 — Tor) (2.86) 

l 
é= 7 (Tia + Tia — Ts + (Tir — Tr — Toa) see 6] (2.87) 

y I 
= qn + Ty-1 — Tos — (Tr — Tr-1 — Too) see 9] - (2.88) 

Por wltimo. las matrices reducidas se obtienen realizando los calculos incicados eu (2.56) 

y estan dadas por(6] 

T= x Dl (b+ 23a! 4 (abe ab+ (-valPP(ay. (2.89) 

Too = = 7 Dle+ Bi + tat P(e) (2.90) 
RE 0 

Atl Ce nat Are . 
Tet = Dl a) +1? (8). (2.91) 

Tio = a Ltt — BO) PRO) - (2.92) 

ana Ath (t+ Al -1 Del ' 
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1 
Tes =p DCU + NCB) , 

130 
con / 

Al = sen 64 e& , 

i4+1 1 
Alt! = a!" cos? ery + Bsen2er41 — Vig — oft) 3 sen€141 5 

ft +2 1 
By = alt! cos? erg +O sen? ei41 — mie" — ptt) 3 sen’é41, 

  - - - q - ae 
Al t= al 'sen?eqy_) +0" cos? ear — i ze! r_of ty 3 sen?€_1, 

_ - - | t _ -1yh 
Bi 1 = at 'gen?g_1 +B} cos? gy — mi byl) 3 sen?e_1 , 

ist igh sat 

a! = sendi ei, —b! = send} ef y oc =sendl, elo . 

(2.94) 

(2.95) 

(2.96) 

(2.97) 

(2.98) 

(2.99) 

(2.100)



  

Capitulo 3 

Aproximacion eikonal para 

particulas con espin 1/2 

3.1 Introduccién 

En este capitulo generalizaremos la aproximacién eikonal para la amplitud de dispersién 

de particulas sin espin de la seccién (1.3) al caso de la interaccién de particulas con espin 

1/2{2). 

El proceso y el marco de desarrollo son los mismos que los sefialados en la introduccién 

del capitulo 2, es decir, la dispersion elastica de particulas con espin 1/2 desde el CM del 

sistema. La funcién de onda del proyectil satisface la ecuacién de Schrédinger (2.5) 

(92 + k2) G(r) = BV(r) G(r), (3.1) 

donde V(r) es ef potencial mas general rotacionalmente invariante, local y dependiente 

de espin (2.3), al cual reescribiremos ahora en una versién inds sencilla para los calculos 

aproximados 

El operador de espin total en términos de las matrices de Pauli de las particulas 

interactuantes esta dado por 

S= pion +02). (3.2) 
   

s, tomando el cuadrado esc: 

  

ur de los dos miembros de esta ecuacién y utilizando 

la identidad o? = 63 = 3, podemos reescribir a fa magnitud del operador de espin como 

  

S$? == (3401-02). , (3.3) 

oO. | 

  

Empleando e: 

  

operadores de proyeccién (2.1), (2.2) y el operador tensorial (2.4} 

“OO 

  

pueden reescril 

AP = Fl o1-o2), (3.4) 
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1 Al= gator 2) (3.5) 

Sw =30)-fo2-f-a,-02. (3.6) 

Por to que 

V(t) = Ve + Vea (ror: o2+Via(r)or-Fo2-f, (3.7) 

donde Vo=4(Vo +3Vi), Vea = 4(Vi- Yo) -Vi2 y Via =3M2. 0, 

V(r) = Ve + Vea lr) + Vea lr}, (3.8) 

donde Vs =Vsa(r)o1-92 y Ve=Via(r) oi: Foot. 

3.2 Expansién para la férmula eikonal 

La funcién de Green generalizada para cl tipo de potenciales que estainos considerando, 

reescrita en términos de q =k’ +k, ver (2.60), esta dada por 

1 

(et V7)- Ve 
(3.9) 

Como discutimos en el capitulo 2, para este tipo de potenciales tendremos cinco amplitudes 

de dispersién para cada j, en lugar de una come en el caso de un potencial central. Ahora, 

para encontrar la forma aproximada de estas amplitudes, tomaremos en cuenta que la 

matriz T es un operador que puede reescribirse a partir de la ecuacion integral para la 

funcidn de onda (2.21) en términos de la funcién de Green (3.9) como[6] 

T=V+vGV. (3.10) 

Para obtener la aproximacién eikonal, como en el caso escalar. cousideraremos que las 

contribuciones relevantes a esta funcién proceden principalmente de valores del momento 

cercanos a q, cuando |V] < £, donde hemos elegido a q a lo largo del eje z como ta 

direccién de incidencia. 

Cuando estas condiciones se cumplen 

2 q- 

  

= 2q-(q—p) — (a-p)? = 2g - 4p). (3.11) 

donde p {en el espacio de momentos) es un momento tipico que participa ou la dispersion. 

Entouces 1 t 

G& G.uip = ———= YT - (3.12) 
uqriq- V—-L+ie 

donde v = £. Aplicaremos estas condiciones al considerar una expansion del propagador 

cikoual en una serie de Born{9}. 

Grae = Gy + Cg VO +O VOR VM Gh Foe (3.13) 
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donde G®,, corresponde al caso eikonal libre (V =0). 

Para wn potencial central, la formula eikonal se halla empluando cl hecho de que el 
potencial conmuta cousigo mismo cn puntos diferentes y esta dada por[2] 

(Geel) = ~<0(2' ~ z)8(b! — b) eI 5 FP Mb aide (8.14) 

donde r = (b,z). El potencial tensorial (4.8) no necesariamente conmuta consigo misine 
en puntos diferentes porque 

[V(re), V(re)] = [Ve(ra), Vilro)| (3.15) 

y 

1 = 2 
(Velra), Velre)} = gVealra)Vielre){Si2(Fa). Sia(Fo)] = 

Vea(ta)Vealro [or Fa 2: Fa, 71 Py oy: *y] = 

2iVia(ta)Via(rs) ta fyfa XB - (oO, + 02), (3.16) 

ya que 

y+ Bg Oy fh = Eq fy + i (fy x By) - or, (3.17) 

cona= 1, 2. 

Reescribamos entonccs la expansién del propagador como 

Gek = Go + GoViGo + GViGOViGS +... « (3.18) 

donde 

(3.19) 

  

contiene las partes del potencial que conmutan eutre si. 

La condicién en el espacio de momentos A < q . ver (2.60), o |p — q| <q. se traduce 

al espacio de coufiguraciones en que los valores relevantes de r. or’, para wn detertiuady 

elemento de matriz de la serie (3.18), sean aquellos para los que 6 > [z| y & >> fz! 

Luego, en una primera aproximacién a G,ix, es decir G®,,, los conmutadores del tipo 

(3.16} pueden despreciarse. Sc obtiene entonces 

(r'[@24hr) = ~-a(e! — z)8(b! — byez) (ye tPF 2) a7 . (3.20) 

donde , 
xalby 2,2) = —2 [ Vilb, 2")dz”, con k Ses, (3.21) 

:



Lf ” n=-= | Vilb, 2")de". (3.22) 
2 

Esta ultima ecuacién puede reescribirse como 

Tt = TexO 12022 + TyyPlyF2y + T22712022 + Tey (P1202 + 

OyyO2z) + Tex(O1z022 + O12022) + Tyz(OiyF2z + 912929) » (3.23) 

donde 
Taz = C08"() xXi0(b, 2’, 2) 5 (3.24) 

Tyy = sen?($) xe0(b, 2’, 2) . (3.25) 

Tez = Xea(b,2',z) , (3.26) 

Tay = cos(¢) sen (4) xeo(b, 2’,z) » (3.27) 

Tyz = c0s(¢) Xt1(b, 2’, 2) (3.28) 

y 
Tez = sen ($) Xu(b,2',2)} 5 (3.29) 

con 

b = b(cos ¢,sen ¢) , (3.30) 

ere 
xw(b, 2’,z) = -= pre ra Mial, 2")d2" 

ope ob , 
xe(b, 2,2) = -=f Br gra Melb 2") da" 

' pte mot 
Xe2(b, 2',2) = -:f[ pr ge Valdez dz”. (3.31) 

La expresién de 7 en (3.23) puede simplificarse rotando el sistema de coordenadas, de 

modo que 

af =(m-o1)(m-o2) + (p+ o1)(P- a2) + (w-ai)(w- er) 5 (3.32) 

donde m, p, y w son vectores ortogonales arbitrarios, tales que los operadores (d-o1)(d- 

2), cond =m, p, w, conmuten entre si. 

Las condiciones de ortogonalidad entre las matrices de Pauli se preservan bajo rota- 

ciones aplicadas a cada una de las matrices de Pauli; entonces 

m-o=mR'o;R, p-o= pR-'oyR, yweo= wR7'o,R. (3.33) 

Con esto y las componentes cartesianas de m, p, ¥ W, igualamos (3.32) a (3.23) para 

hallar un sistema de seis ecuaciones con los angulos de rotacin y las magnitudes m, p, w, 

como incégnitas 

min? + n?p? t+ uw? = ty, cont = 2,y,2, (3.34) 
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m npn? + p*psps + ww Wy = Try 5 (3.35) 

mn? + p’p .p? + w?WlW, = Te (3.36) 

y 

me raytn? + ppp? + wr Wy Wy = Tyz 4 (3.37) 

misinas que pueden solucionarse analiticamente para al menos cinco de las seis variables 

desconocidas. 

Entonces, usando la idea descrita antcriormente, podemos reescribir a (3.23) como 

ne = Xeo(b- o1)(B- 02) + xealB- oi) 02) + Xa (O,go2e + Treo 9G) - (3.38) 

Luego, definiendo una nueva base donde 

af = s*(8-o1)(8- a2) + P(E- a1 )(b- 9) (3.39) 

con 
s=(J/pb, #72), t = A(\/pb, /7z) (3.40) 

e igualando (3.38) a (3.39) Hegaimos a que 

Xo = pt My : (3.41) 

xa =n+p (3.42) 

y ‘ 

x = Sani — a?) - (3.43) 
Por tanto 2 2 

pe xeoVs + Xo + 2X — XwoXee . (3.44) 

Ive 

_ Xeae + xte + xh — Xuexee ear es DRO (5.45) Ve 
y 

ye a Xt Xa = VE (3.46) 
Xo + x2 + fs’ 

donde 

6 = Xia + Axh ~ 2xtoxe + Xb - (3.47) 

Con estas simplificaciones ya es posible describir una expresién analitica para Co, en 

el espacio de configuraciones 

(Gyr) = ~ sate! = 2)8(b’ — bet?" e7° (3.48) 

donde 

9 = xe t xe(B- MS: 2) + xe(b- oi M(E- a2) + xw(G- or) - 2) (3.49) 
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con 

a=b~x2, (3.50) 

+xotvVe 
xe =x, + OM VE My (3.31) 

; + xe = xa + XOTR AME (3.52) 
Empleado las relaciones de conmutacién para las matrices de Pauli 

[or,ea) =0, ¥ (oi,,0%] = 2ejemoig, Con T=1,2 y jk,m=z,y,2, (3.53) 

y el hecho de que s, t, u son ortogonales, se comprueba que las componentes de 7° con- 

mutan entre si. Entonces, usando que 

civ (ho1h-O2) = cosy + isen y (h-o1)(h- 2) , (3.54) 

para un numero y y un vector h arbitrarios, se obtiene que el término exponencial para 

la funcién de Green aproximada esta dado por 

© e = : : - - 
ef = Toe + Dos(8: 1S 72) + Por(E - or) (E - o2) + Pou(-o1)(O- 02)» (3.55) 

donde 
Toc = eX*(cos? xs cos xe + isen’xysenxy) 5 (3.56) 

To, = eX* (cos x4/sen Xysen Xyr + tsen Ky COS Xt COS xe) (3.57) 

Do, = eX (sen? x5: cos Xv + icos? xysen Xv) (3.58) 

y . 

Pou = eX*(sen x5Sen Xz COS Xs" + ECOS Xz! COS XrSen Xs) - (3.59) 

3.3. Correcciones a segundo orden 

La ecuacién (3.55) contiene sdlo cuatro de los cinco términos necesarios para obtener la 

amplitud de dispersién de un sistema de dos particulas con espin 1/2. El quinto término se 

puede haltar mediante una aproximacion correcta al menos a segundo orden, considerando 

los términos debidos a (3.16) que anteriormente despreciamos 

(/(GVeGOVCeon Ie) = == (2! — 2) 6(b! — bette elleeteg rex, , (3.60) 

donde 

1 
a] / dz" dz"O(2! — 2")6(2" — 2"")0(z"" — z)[Vilb, 2"), Velb,2”")], (3-61) 
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lo cual se puede reescribir como 

Tr = Xr (O1 +9) , (3.62) 

donde fi es el vector definido en (2.60) y 

b pita t Hy ae iyay i Xr = -3 fe dz Oz! —2"58(2" — 2!" )0(2"" ~z) Tae + a) 

(3.63) 

En general, la {6rmula tensorial cikona! general se puede expresar, a nivel local, como 

(0'Geade) = —£0(2" - 2)5(b" — bet *007" (3.64) 
v 

conde 

Th = Xt Xa (HOt) Hoy) + XM" (SO) oe) xv (Eo) (oe) +x for +o) (4.65) 

con 8’, t' vectores ortogonales y Xe", Xv") Xets Xr" funciones del poteucial. 

Entonces proponemos la siguiente aproximacién, que tiene la forma (3.64) y que es 

correcta a seguudo orden 

  'IGhylr) = So(2' — 2)6(b! — beer" (3.66) 

donde 

tar + xph (oy +o) - (3.67) 

Luego, para obtener una expresion explicita de (3.66) separaremos las compouentes de 7? 

de tal forma que podaimos dividir a la exponencial en una parte que contenga los términos 

que conmutan con +'. ic. los de coeficientes de x-, Xn’, y otra parte que contenga al 

resto. 

La Ultima parte de ta exponencial se puede expandir empleando la anticoumutatividad 

entre el térming cou coeficiente x, y los términos de coe! 

  

tes Xs. Xe. tomando cu 

cuenta las relacioues de anticonmutatividad de las matrices de Pauli 

{41,.O1m} = 285m, con i=1,2 y jmsayc. (3.68) 

Posteriormente, suinando los términos mediante los operadores de proyeccian 

1 ~ * van 
Pits = gl +(f-o1)}(A- o2)}, (3.69) 

se puede Hlegar[2] a que 

eT =P + Pgh oh a2 4+1,8-0(8- 0240, b-ob- op +0, h(a) tox). (3.70) 
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donde 

  

  

iXe | 
r= Slee cosd + e~™:' cos f) , (3.71) 

em ix, ~ixy 
r= ze + cosd — e7*Xs' cos f) , (3.72) 

T, = iellxetuy, = a (3.73) 

ieixe send 3. sen 
r= ale (xe — xe) Fe ix (xs + xe) 7 f j (3.74) 

y 
te?Xe -~ix, sen f ix sen d 

hea ze Oxs +x = (x9 x] : (3.75) 

con 
d= 4x2 + xd + xh — 2XsXxe (3.76) 

y 

fa yfxd t xb + 2xexe - (3.77) 

3.4 Amplitudes de dispersién 

Empleando (3.9) y (3.10) obtenemos la matriz Teix en términos de G,iz. En el 

espacio de momentos 

(kl TPeix {k) = / db eH) / dz V(b, z){1 + | dz! Gen (2,2')V(b,2’)}. (3-78) 

Sustituyendo (3.13) en esta ecuacién llegamos a la expansién en una serie de Born, de la 

forma 

(| Teix [ie = (k!|V + VGoV + VGoVGoV + 1k) - (3.79) 

Tomando z’ > 00 y 2’ > 00 en la funcién de Green Geig en el espacio de configuraciones 

(3.13), sustrayéndole el término de orden cero en V, multiplicando por (iv)? y aplicando 

una transformada de Fourier (donde se integra sobre b con el momento transversal A 

como argumento), obtenemos Tej, en el espacio de momentos empleando su expresion en 

el espacio de configuraciones , 

(k'\Beix [k) = iv | db et P(e" — 1). (3.80) 

Mediante esta serie de operaciones se obtiene nuevamente (3.79). Para Toy Th, ob- 

tenemos expresiones similares con 7° y 7! respectivamente en lugar de r'. 

Enel calculo que lleva a (3.80) § = 6b y t=4%. Ademés, por la simetria del potencial, 

de las diferentes componentes de 7! el coeficiente x41 se anula. Esto da tugar a que la 

expresién final para las amplitud de dispersién total sea 

£h.(8,9) =a +8 (-o1)(@- a2) +7 A (01 +02) + 
5 (A-o1)(A-o2) + € (@-o1)(4- 92) 5 (3.81) 
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donde ! 

p= -3 fo db {{Jo(Ad) + Jo(Ad)] P4(b) + [Jo(Ab) — J2(A8)] Pu(b)} , 

b= ms / b db {[Uo(Ab) — Jo(AD)] F,(b) + [Jo(Ab) + F2(A0)] Fu(b)} , 

con 

a 
a= -iq fs db Jy{2kbsen 2) [P.(b) - 1). 

ang f bab n(A0) Pe) 

6=-iq | 6 db.Jy(2kbsen 3) C.(b), 

d= xd + (x12 — xu)? 

f= Jf (x02 + x00)? + AXBOct0 + x02 — Xs) 

(3.82) 

(3.83) 

(3.84) 

(3.85) 

(3.86) 

(3.87) 

(3.88) 

y donde hemos tomado xi = xi0(b,2z’ 3 00,2 4 -00) y x = x {b,z’ 4 oc,z 9 

—oo), con i= s,¢,r. 

‘Considerando que 

  

[ Be" cos(n8) 
to 
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Capitulo 4 

Potenciales con componente 

tensorial centrifuga 

4.1 Introduccién 

En este capitulo aplicamos los resultados de los capitulos 2 y 3 a la colisidn eldstica 

de dos particulas de espin 1/2 interactuando bajo la accién de dos potenciales con com- 

ponente tensorial centrifuga. Empleando los resultados de la seccién (2.3.1), calculamos 

analiticamente los corrimientos de fase de las amplitudes de dispersion exactas. Lue- 

go, empleando los resultados de las secciones (3.3) y (3.4), calculamos analiticamente las 

funciones (3.21), (3.31) y (3.63) correspondientes a la aproximacién eikonal tensorial a la 

amplitud de dispersién. Finalmente, presentamos algunos cdlculos nimericos preliminares 

que obtuvimos a partir de los cdlculos analiticos antes mencionados y una breve discusién. 

Reescribiremos una vez mas el potencial (2.3), como 

Vir) = Ve (r) + Vee (7) 1-2 + Vee (r)Si2 (4.1) 

para separarlo en sus partes escalar V; = (Yo +3V,), de espin 

Vee = 2(Vi-Vo) = Vea +Vie y tensorial Vie = Viz = 1Vjiq. De esta forma, simplificaremos 

los clculos de la solucién exacta considerando potenciales cuya componente de espin sea 

nula Vie=0 (ie. WVEN= Vv.) y cuya componente tensorial sea la barrera centrifuga 

(1.88), : 
Vie = = (a7), (4.2) 

donde ¢ es una constante positiva (dada en MeV~—'). Para este tipo de potenciales 

c 
V(r) = Ve (r) + 52 (a ~r}Si2, (4.3) 

las ecuaciones (2.23) de la solucién exacta pueden desacoplarse(3}. 
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4.2 Potencial central de pozo cuadrado 

Veamos cémo se lleva a cabo del desarrollo de los calculos mencionados en los capitulos 

anteriores usando el potencial 

C 

Vir) = (-Va + 5 Siz) O(a — 7). (4.4) 

doude Vo y ¢ son coustantes positivas. Este potencial contiene ab pozo cnadrado (1.71) 

como su parte central. 

4.2.1 Corrimientos de fase 

Estado singulete 

Seguin vimos en el capitulo 2. el estado singulete es independiente de los otros estados y 

la dispersion en este estado es equivalente a la dispersion por la fuerza V(r) = V, O(a —r). 

Entonces, de acuerdo con (1.85) y la notacién definida capitulo 2. el corrimiento de fase 

para cl estado singulete es 

  

hoy, (ka) 7} (Kea) — kj, (kou) J, (ka) 
6, = antan {——7 = 
fo = Aun (Fem, (ay' (Boa) — kj, (koa)ni (ka) (4.5) 

donde ky = /2n(E + VY}. 

Estados triplete 

El estado triplete cons = 1. £ =! = 7, como vimos en el capitulo 2, también 

es independiente de los otros estados y equivalente a la dispersion por la fuerza V(r) = 

—(W425)O(a—r). Entonces -Alculo difiere del anterior sdlo para r <a, en cuyo 

ribir a (2.27) como 

  

       caso, podemos rees 

  

» a iG = Ape 1 d (kor)? a +) -1G4) Aye 

{ (Kor)? d(kar') d(kor) (Kor)? 
  Jw, =o. (4.6) 

Mya 

La solucién de esta ecnacién corresponde a Ja funcién esférica de Bessel 

Ss Aointkor 
wre = Aojalkor), (4.7) 

donde A = ~4 + fGt 

fase para cl estado triplete con d= U' = 7, ¢s 

  

+4jye y Ag es una constante. Entonces, el corrimiento de 

Kad (Ka)y' koa) — kya (hott)y; (het) 4 = ante 
. 

| = antan [ Mg Bott) ~ Kia (hattyud (hea) 
(4.8) 

    ath (hea 
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Funcién de onda para tos estados triplete con i,’ = j £1 

Para los estados con I, = 741, cuando r <a, sustituyendo (4.4) en (2.44), y 

sinplificando se obtiene que 

ddod_ i ( 2) | (os) = 4K! (Geen) (4.9) 
redr dr rt? \ by Gy Vrargein eo Petyzet . . 

donde 
Ape 

B41" 
+1) 

Qp41 

a,=(-)G 

  

b; = 12pe 

4c 
6 = G+ BMG + A   }. (4.10) 

Entonces, ya que la matriz en esta expresién es simétrica y real, podeanos diagonalizarla 

mediante una transformacién ortogonal XJ |, ie. 

1 
1(% br) cyte (% © 411 

2 (? 2) ) 0} (4.11) 

Los eigenvalores v} para esta transformacién, que se obtienen a partir de demandar que 

1 
4% by Leo. (4.12) 

by ey — 8; 

    

estan dados por 

vy = (7? +P HL Spee) + yf (27 + 1)? — 12pm + (Gue}?. 

wm (FP + G41 — Qe) — (27 +1)? — ne + (Gye). (4.13) 

Luego, de acuerdo con (4.11), se pueden determinar las siguientes componentes norinali- 

zadas de X/, 

b 
vo I 

Xue T 24h {v; —a,)? +5 

. b 

Le 
(ef — 4)? +b; 

vo 
X}) = == 

. [irl — a, +6} 
y 

Xi, = (4.14) 

  

— 
‘Una cranstormacion X es ortogoual si XX? = 1 = X'X 

AT



  

    Estas componentes pueden reescribirse (en una forma mas comoda para el 

en términos de Xi, como 

Uculo minérico) 

X}, = Yi-(X2,)?, (4.15) 

b Th . 
X= By — (Xb (4.16) 

y 
Xgy = -|X7,)- (4.17) 

Finalmente, multiplicamos la ecuacién (4.9) a la izquierda por XJ, introducimos 1 = 
t . tye 

X!'X? convenientemente y sustituimos (4.11) para llegar a que 

{54 ax 5 fe (2 2) x'] x a) yen = tex! wv yaut (1s) 
te a PE yg Waryer ee gel ges 

  

1 d 1 vw 0 wry _ q J r-lsFll yw x 

lar }* d{kor)} ery Ten +1 {kor)* ( 0 a) x (" ) 0. (419) 
grlgFlt 

Eu esta ecuacién podemos observar claramente que con el tipo de potenciales que elegimos 

li matriz de transformacién no depende der, to cual permite que ef problema pueda ser 

tesnelto analiticamente. 

En efecto, cada una de las ecuaciones de la tltima expresién tiene nucevameute ba forina 

de ta ecuacién para las funciones esféricas de Bessel, de inode que 

x (Yue) = [me Ne (4.20) 
Bargztr Aji (kor) 

tlonde AL = -5 + it + uw y Aj son constantes con 7 = 1,2. Entouces, multiplicando 

esta eeuacion a la derecha por x?" hallamos que, para r <a, 

1 . 
Yom) Ce a) Ayty (hor) (421) 

v3 3 2 - od Watipit Xh Xb? | Abi (bor) 

Por otro lade, con el objeto de facilitar la uotacién, reescribiremos (2.47) como 

War tilroo —> AACA) S41 0 + Sy pli (kr). 

  

tonande cr cuenta que la denominada funcién de Hankel de segunda especie [1] 

(br) = [ie (kr) - eu( Ar] (1.23) 

es tal que 

aAb(kr)|p400 — it pllkr = 30 (42) 
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Entonces, para r > a, cuando la funcién de onda entrante tiene f= j—1 

(Gort) = [" * Sas MENG) (4.28) 

Vag Shy jy laT (hr) 

y cuando tiene /=j+1 

(ove) -| j+1 Spars (0 |. (4.26) 

Wharjatn] — LETMET) + Shan se VAT (Ar) 

Matriz S para los estados triplete con iUagtl 

Aplicando las condiciones de continuidad en r = a, para los estados triplete con 

t= j-1, tenemos 

(x Xp) Seal He) + Sch Go| (427) 

Xi, Xd, yin (koa) Shy sary (ka) . 

k (xh Xb) etc] _ [Fe Sane 2 . 
Xi, Xb AI pa{koa) ~ Sha jarvhP (ke) 

. (4.28) 

Entonces, mediante un procedimiento andlogo al que empleamos en el caso escalar (pero 

ahora con matrices en lugar de niimeros), obtenemos que 

(""s + Sean NG) _ 

S3-ajst 144 (ka) 

Ago" (ka) + | 
: 2 (4.29) 

Sharpe ihe? (ka) 
KR? (ko) 

donde hemos definido 

RI (kg) = D? (ko) [koD4 (ko) (4.30) 

KX jar(koa) XT g9a2(Ko@! 

Ditka = (ee) xe thee)) (43) 
Andlogamente, para el estado con i= 3 +1, obtenemos que 

| Shyer hit (ka) 

mh" (ka) + Sai yy APP (ka) 

Shay ashi? (ka) (4.32) 
(ka) J ° 

= kpRi (ke) ne " 
° or Lag ka) + Saijal 

Esto se puede reescribir de manera mas sencilla empleando la notacién matricial, como 

Hi (ko) + H3(ko)S#(A) = BR? (o)(Hy (ko) + HG (ke) (4)] (4.33) 
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donde 
hI * Regan) 0 a fe ‘a . oe . 4 

Hj = ( 0 (hyn) ) > con t=1 y 2. (4.34) 

Entonces . 

S? = —[H} + kR?(k,)H3)-'[H? + &R/H/]. (4.35) 

Ademas, a partir de las ecuaciones (2.52) y (2.53) tenemos que 

   

25) conde = cedcdatil tags sen2e = oti, 2 dy (4.36) 

y 

Ss! -s) 
pe Ie . Dacbar ll 7 Matty tl, 4 

cos 2e = 4 a : (4.37) 

entonces’ 

l 257 
ej) = 5 tan), (4.38) 

Saty-t 17 Sh yell 

Ahora, tos eigenvalores g = 2" cou y= 1.2 de (2.50). se obtienen de la relacién 

Si _¢ So. 
vie & p72 ie | =o, (4.39) 
Sete Satpeu -&     

y estan dados por 

1 7 ~ 5 
G al Shaiysi tpg — VIS yet t Sete 7 ote) 

y 1 o. ., : 
Ge gpa rger + ayer) + VAS pe there Sp el?) 4) 

Corrimientos de fase para los estados triplete con Lf’ =) +1 

Enutonces, los corrimientos de fase para los estados triplete cou f= 7 + 1 resultan ser 

1 
i= Alta). con i = 1,2. {4-41} 

El estado con 7 = 0 no tiene dos valores para dy @ asociados como todos los demas 

(para los que 7 # Oy 2, =7 +1), sino tnicamente ¢ = = 1. El! corrimiento de fase 

para 7 = 0.S = 1,0 = 1, es um caso especial que se caletla por separado eapleando las 

condiciones de frontera de manera andloga al caso excalar. En este estado 

  

2 de ) . 

77 2n(Vo + alia Nor = ea (4112) 

Entonces. para r < a, 

Vor = Aoalhat). (4-43) 
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donde 
_ -1+ YT BU + 2pe) 

5 (4.44) 

Asimismo, para r >a 

Po. = Borjo(ka) + Corno(ka), (4.45) 

donde Ag:, Boi, Cor son constantes. Por lo tanto, empleando Ja continuidad en r = a, 

kod (kor)Jo(ka) — #3 (Kor Ip ka) 
69 = ant: . 

2 = antan 7 (ker)no(ka) — kia (For )np(ka) 
(4.46) 

4.2.2 Funciones x para el cdlculo de la aproximacién eikonal tensorial 

Para el potencial (4.4) 

Vz = —V,6(r —@), Vea = -5o(r -a), Via =350(r —a), (4.47) 

pero r= Ve? + 2%, asi que 6(r — a) en términos de z se traduce como 6(Va? — bF — |2}). 

Entonces, las funciones x, definidas en (3.21), (3.31) y (3.63), para este caso son 

  

  

  

Xe = if. (-V,)0(Va?— & — lal) dz = = Ve8(a- 9 [ at 

= ove Va? — b? {a — 5), (4.48) 

va@ 1 
= -L _ 2 pr =- = % = +f (pes © y6(Va®— HF — ||) dz UG ve fo = “Fone 

= 2 antan Yo oa 6), (4.49) 
ub b 

e 1 Jara - 
xo = = FP Pe wp 0 Va? = 8 — jel) dz 

3c? vaT- 1 
= O(a — b) 7 GS 

= — 25 fantan( (Vera) MOP ag my, (4.50) 

b oO 

xe = Bf pe EF bedide 
3cb voto? 

= ~= ofa - of — Pray =0, (4.51) 
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1 fez? Vath? ye 
xe = ~f ieee — a" a Jet — a? — Jal) dz = ~~ a (a =) [ > eee 

3 Vaz — {qr 
= = [antan o j " vata gy a—b) (4.52) 

DR 2 i} 

  

w= -5, foe — 2")6(2" = 2"0(2" — 2)(2"" — 2"? + ale 

{-3c)0(Va2 — 62 - |z"|)(-3 c)0( Va? — b2 = |2""|) 
(4 222 2 

Vane VaFaOE gi (42 gH) 4 git gtr? _ pe 
= -0(22 “\2 9 (a - 6) i ("= 20) + M2 , dis!" 

  

dztd Pa os, 

  
! E 2 5 = fate 

=-5 Ge <=? [o(2u? - —_ B- af antan (“= la -h) (1.53)        

4.3 Potencial central de barrera centrifuga 

Veamos un segundo ejemplo considerando al potencial (1.88) también coino la parte central 

del potencial (4.3) 

V(r) = iy (¢ +812) Oa—7). (4.54) 

donde c! y ¢ son constantes positivas. El desarrollo es andlogo al del potencial anterior 

(4.4). Las diferencias se hallan, como en el caso escalar. al reescribir ka forma de las 

funciones de Bessel, asi que tinicainente reproduciremos los resultados. 

4.3.1 Corrimientos de fase 

Para el estado singulete, de acuerdo con (1.94), 

Ja'(ka)j, (ka) — 3; He a) gn (ke) 

    

= antan (7 1" (Ka}n, (ka) = v8 (kaja(ka) y)- (4.55) 

donde A= (9 + 3)? + 2pe’ . 

Andlogamente. para el estado triplete con £ = = 7. 

8 = antan dy fka)y, (Ka) — ja(ka) 7) (ke) (4.56) 

donde ahora A = -3 +/+ 4)? + 2p + 2c). 

Para los estados triplete con é= 7 +1,f = 741. cuando r <4 

4 oet _1 (3 3)) (oe) =e (‘% a) : (4.57) 

rede dr b Fle Prats 
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donde a = aj + 2pe', y c=, + 2c’, con ay, &) y e, dadas en (4.10), Entonces 

f= gla te + Yl tg) leg — I, 
re 7 2 w= sles +6) — fla, +6)? —4aig | (4.58) 

¥ 

b 
eee (4.59) 

yi - a)? +b) 

de ahi que 

2a (ky 
xi vou) ~ [Abn (4.60) = ala tkryl? 7 

Vpet gett Aig (kr) 

donde 5 = -3 +a “ y A? son constantes con 7 = 1,2. Los calculos que restan 

para hallar a la matriz S, son enteramente andlogos a los del caso ante 

  

El corrimiento de fase para s = 1, t! = 1, cuando 3 = 0, es 

  

  

ji ker) inl ka) — intr ihlRee) 49 = Alkr)yo( Ka) — jalkrVjolbe) 461 
Pe = anton kr)no( ka) — jalkr)ny (a) (4.61) 

ctonde 
— -_s » 7 A= 1471 Sf + 2e(e +o) (4.62} 

2 

4.3.2. Funciones y para el cdlculo de la aproximacién eikonal tensorial 

Para el potencial (4.54) sdlo cainbia Ve = 5 O(r — a) con respecto al caso anterior (4.4). 

de modo que solo falta calcular 

  

. Virmat i 
xX = if (- el at |2"[de" = = (uw —b) [ view Jiro ds! 

. WF a 
i = Zantan SEE O(a —b). (4.63) 
vb hb 

4.4 Resultados 

En esta tltina scceién presentamos grificas de las seccioues eficaces exactas ¢ cikouales 

que obtuvimos a partir de los cambios de fase e inteerales calculados cn las seceioues 

precedentes. 

  

Analiticamente, cuando da componente tensorial de (2.3) es iil, de acnerde cou 

(2.95)-(2.99). tencinos que 

Atte abe al! oy Bel = B= By. (A



  

  

  

  

  
~16 T 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 
8(rad) 

Figura 4.1: Seccidn eficaz diferencial de dispersién a (en Afe¥—*). calculada de manera exacta 

(tinea continua) y mediante la aproxitmacion eikonal tensorial! (linea de asteriscos). como funcian 

del angulo de dispersién (en rad). Este calculo se vealiz6é para una parricula de iuisa reduc 

p= 469 MeV 
tipo (4.4) cuya componente central es un pozo cou Y= LAfeW ya = LOL MeV) (2 fan) 

  

a de incidencia de E = GeV dispersada porn potencial tensorial del 

  

y cnerg 

  

cuva componente tensorial es una barrera centrifuga conc = 1U7* Ae La linea de cuadros 

correponde a las seccioues escalates exacta y eikonal (ver figura 1.2) 

  
1.0 

 



Esto da lugar, seguin (2.85)-(2.94), a que las amplitudes de dispersion B, 7, 6, €, tam- 

bién sean nulas y a que la amplitud @ sea equivalente a la amplitud escalar. Entonces, 

como forma de corroborar numéricamente que la teoria del caso tensorial se reduce correc- 

tamente a la del caso escalar ya calculado (cuando Vie = 0) tomamos a la componente 

central V(r) del potencial (4.3) primero como un pozo cuadrado (4.4) y luego como una 

barrera centrifuga (4.54). Numéricamente, empleando Jos pardmetros que usamos para 

los potenciales (1.71) y (1-88) recuperamos la informacién antes obtenida para el caso 

escalar. Algunos resultados del célculo de ta seccién eficaz tomando Vie = 0 en (4.4) se 

muestran en la figura (4.1). En esta figura podemos ver que empleando los programas 

que calculan las amplitudes eikonales tensoriales exacta y aproximada, los resultados para 

la seccion eficaz obtenidos a partir de la amplitud @ con Vie(r) = 0 son muy similares a 

los que obtuvimos a partir de las amplitudes escalares exacta y aproximada (ver figura 

1.2). Ademés, las magnitudes de las amplitudes 6, 7, 4 y € resultaron despreciables en 

comparacién con la magnitud de a. 

En la figura (4.2) se muestra la comparacién de los resultados preliminares tomando 

Vie # 0. Empleamos el potencial (4.3) con un potencial central de pozo cuadrado con 

V, =1MeV y con un potencial tensorial de barrera centrifuga con c = 10-5 MeV-!. Las 

graficas de esta figura no muestran tanta similitud como esperamos. 

Entonces, analizando los programas que realizan el cdlculo tensorial, numérica y 

analiticamente hallamos que el programa que hace el cdlculo exacto intercambia algunos 

de los valores de los corrimientos de fase d{ y 3. Cuando Vie(r) = 0, a partir de (4.64), 

analiticamente se obtiene que 

aH HH a8. (4.65) 

Los resultados numéricos del programa coinciden para algunas j y estan al revés para 

otras. Esto puede deberse a que para calcular estos corrimientos de fase usamos funciones 

complejas multivaluadas, como el logaritmo (4.41) y la raiz cuadrada (4.13) y (4.40). Por 

lo tanto, es necesario establecer un criterio para asignar correctamente los diferentes valores 

de & y 6}, en este programa. 

Resumiendo, atin nos resta mejorar los calculos numeéricos y optimizar los programas. 
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Figura 4.2: Diferentes secciones eficaces diferenciales de dispersion (en Wfe1'7?), caleutadas de 

manera exacta (Ifnea continua) v mediante fa aproximacién eikonal (linea punrteada). como funcion 

del Angulo de dispersién (en rad). Este cdleulo se realizé para una particula de masa reducida 

pe = 469 AfeV’, dispersada por un potencial tensorial del cipe (14) cava componente central ox 

un pozo cnadrado con Vo = LAfeV vy cava componente tensorial os una bacon coutvifuga con 

107? AfeV-!. Empleamos una energia de incitencia de E = 1GeV. En ta griifica (a) se 

iuestran las secciones correpondientes an. en (b) a J. en (g) a>. en (da) ad ven (e) ae 
    



  

Conclusiones 

  

En este trabajo hemos realizado los pasos para investigar el rango de valides de una formula 

eikonal para fuerzas tensoriales. Hallamos analiticamente las funciunes necesarias para 

el cdlculo numérico de las secciones eficaces de dispersion correspondientes a la solucién 

analitica de la ecuacién de Schrodinger de manera exacta y empleando mia aproximaciéu 

eikonal para un potencial que contiene una componente tensorial, mostrando algunos 

resultados del valor numérico de estas seccioues. 

  Hemos hecho una revisién de !a teoria de dispersién para cl caso esc 

comparado numéricamente la seccién eficaz diferencial escalar exac 

los potenciales pozo cuadrado y barrera centrifuga. 

‘alar y hemos 

a con la cikonal, para    

Como primer calculo corroboramos la concordancia entre los valores nuiméricos de le 

secciones eficaces escalares de dipersion exacta y cikonal. por ejemplo: con & = 7GeV, @ 

entre 0 y 0.1 rad, obtuvimos una diferencia entre ambas secciones. menor al 0.17% 

con & = 5GeV, @ entre 0 y 0.1 rad, obtuvimos una diferencia menor al 0.2 cou 

E = 700MeV, @ entre 0 y 0.1 rad, obtuvimos una diferencia menor al 0.6% . con B= 

GOOMeV, @ entre 0 y 0.1 rad, obtuvimos una difercucia menor al 0.7%, . ete. 

    

   

    

Para obtener las seccioncs cficaces cxactas ¢ eikonales de dispersién tensoriales, ha- 

lamos las amplitudes de dispersién de manera exacta a partir del desarrollo en ondas 

parciales de la solucién a la ecuacién de Schrédinger para el potencial mas general rota- 

cionalmente invariante y local en un sistema de dos particulas de espin t/2. obtuvimos la 

aproximacién eikonal tensorial en un sistema de dos particulas de espin 1/2 a partir de 

la expansién de Born del propagador cikonal y hallamos una fornia explicita para cada 

una de Jas amplitudes de dipersian. 

  

     

Asimisino, determinamos Jos corrimientos def 

calcnlo de la aproximacién cikonal tensorial, para dos 

soriales poseen un coeficiente centrifugo, sus componcutes de espin son utlas, uno de los 

cuales posee un pozo cuadrado como componente ceutral y el otro una barrera centrifuga. 

oy las finciones uecesarias para el 

    

potenciales cuyas cotnpaoueites: ten 

Sin embargo, atin nos resta optimizar los programas     para el calculo de la parte tensorial 

(ya que el programa intercambia los corrimientos de fase de diferentes    stacos). 

Es importante notar que mediante la formula eikoual podentos representar la anplitud 

 



de dispersién exacta correspondiente a un potencial centrifugo, por lo menos en eb caso 

escalar. Este hecho no es del todo evidente ya que el potencia! + no siempre cumple con 

las condiciones necesarias para aplicar la aproximacidén eikonal. 

No es posible emplear cualquier valor para la constante c de los potenciales centrifugos, 

ya que para valores de c < 0 el potencial es mas fuerte que i eu el origen y el valor promedio 

del potencial no posee un limite inferior de energia. En cambio para valores de c > 0 no 

existen estos problemas. Ademas si c es demasiado grande en magnitud, para c < 0 es 

posible obtener dos funciones de onda que diverjan en el origen, que la funcién de onda 

no sea finita en el origen y/o que no sea de cuadrado integrable. En cambio para c > 0 

la funcién de onda siempre serd cuadrado integrable{8]. 

En el caso del potencial tensorial centrifugo resulta que para toda c. por pequena que 

esta sea, siempre existe un valor de j con el cual alguna de las componentes de la ecuacién 

desacoplada con / = j +1, ver (4.13) y (4.19), posee un coeficiente menor que cero, lo 
cual da lugar a que la funcién de onda sea multivaluada y el comportamiento del potencial 

sea atractivo para alguna de las componentes de s = 1. Es posible corregir este hecho 

considerando un potencial central con una c’ tal que (c’ +c) > 0, como hicimos en (4.54). 

Por ultimo, mostramos algunos de los resultados obtenidos y discutimos al respecto.



Me
   

Apéndice A 

Calculo de la seccién eficaz 

diferencial de dispersiédn para un 

potencial escalar 

En este apéndice reproducimos los archivos fuente de los programas en Fortran mediante 

los cuales calculamos la secciones eficaces diferenciales de dispersion escalar, mencionados 

en el capitulo 1. 

Con el primer programa se calcula la se 

  

m eficaz diferencial para un potencial de 

pozo cuadrado, en funcién de la energia para distintos dngulos de dispersién, y con el 

segundo para una barrera centrifuga. 

Para el cdtculo de la seccién cikonal empleamos 3 métodos de integracién numérica 

distintos. 

DECLARACION DE VARKIABL 

CALCULA LA SECCION ESCALAR DIFERENCIAL APROXIMADA PARA UN POZO CUADRADO 

PROGRAM POCU 

..-DECLARAGION DE TIPO 
IMPLICIT NONE 
INTEGER NO.N{N2,N3,N4,N5,.M1 600,02, Q0,NOUT,[RULENPTS 
REAL E,.X.CO.No.XNU.BS( 112). A, COL THBFA,T.P, 

& WSY(112),BSi(112) i: 112), 
Ke n(O:4 12) Lj (0: 141) de (Us UL} fleur (G1 £2) djlanes(Os111}, 
& DEUTA(O:11t),FcuaM,FLLF22,A1,B1L.ERRABS,ERRESTLERREST2, 
& ERRREL,EXACTI RESULT LERRES,EXACT2, RESULT2,CL, 
& K Fact, Vo,Ko, POINTS (1), RESULTS, RESULT4, RESULTS RESULTS, 
& Fouad 1,Pcuad2,Pcuad3,AMAZ 
COMPLEX ALCCISUMA,Fexa,Pape aprox, 

& Faprox3 
EXTERNAL BSJS,BSY$,UMACH,F11,F22,QDAGS,QDAG,QDAGP 
INTRINSIC ABS,SQRT 
COMMON Vo,THETA,K,CL 

     

    

   
  

2,M 
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¢ ENERGIA (MeV) 
WRITE(*,*)’ DAME E* 
READ(*,*)E 

¢ ALCANCE DEL POTENCIAL (MeV"-1) 
A=0.01 

¢ MASA (MeV) 
M=469.0 

¢ MAGNITUD DEL POTENCIAL (MeV) 
Vo=1.0 

¢ VECTORES DE PROPAGACION (MeV) 
K=SQRT(E*M"2.0) 
Ko=SQRT(M*2.0"(E+Vo)) 

¢ ARGUMENTOS DE LAS FUNCIONES DE BESSEL 
X=KtA 
Xo=Ko*A 
IF(Xo.GT.100.0)THEN 

WRITE(*,*)' LA ENERGIA ES MUY GRANDE* 
STOP 

ENDIF 
¢ CONTANTES COMUNES 

A2=ACA 

L=IFIX(X)+10 
NO=50 
CO=SQRT(1.57079632675/X) 
C©O1=SQRT(1.57079632675/X0)     

  

CC1=0.5/(APK) 
N3=L+1 
Na=L+2 
N5=L-1 

c CONSTANTES PARA LAS SUBRUTINAS 
XNU=0.5 
Al=0.0 
Bi=A 
ERRABS=0.0001 
ERRREL=0.01 
ERRREL=0.0 
TRULE=1 
NPTS=1 
POINTS(1)=0.0 

¢..CREA ARCHIVO DE DATOS 
OPEN(UNIT=77,FILE='p.dat’ STATUS="UNKNOWN’) 

c..CALCULA EL CAMBIO DE FASE 
{LLAMA SUBRUTINAS QUE CALCULAN LAS FUNCIONES CILINDRICAS DE BESSEL 

CALL BSJS(XNU,X,N4,BS) 
CALL BSYS(XNU,X,N4,BSY) 
CALL BSJS(XNU,Xo,N4,BS1) 
CALL UMACH(2,NOUT) 

¢ FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL 

  

n(I)=CO*BSY(1+1) 
jlam(1)=CO1*BS1(1+1) 

4 CONTINUE 
+ DERIVADAS DE LAS FUNCIONES DE BESSEL (USANDO FORMULAS DE RECURRENCIA) 

j(0)=-)(1)-(0.5%}(0)/X) 
dn(0}=-n(1)-(0.5"n(0)/X) 
djlam(0)=-jlam(1)-(0.5°jlam(0)/Xo) 
jf L)=0.5*((j(NS)-i(N3))-G(L)/X)) 
dn(L)=0.5"((n(N5)-n(N3))-(n(L)/X)) 
djlam(L)=0.5"((jtam(N5)-jlam(N3))-(jlam(L)/Xo}) 
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   *(Gi(L1)-j(L2))-i(1)/X)) 

.5#((n(L1)-n(L2))}-(a(D/X}) 
djlam(1)=0.5*((jlam(L1)-jlam(L2))-Gjlam(E)/Xa}) 

5 CONTINUE 

« CAMBIO DE FASE 

DO 6 i=0,L 
DELTA(1)=ATAN(((K*jlam(1)*dj(1))-(Ko*i(0)*aitam(t))) 

& /((K4jlam(1)*da(1})-(Kotn(1)*djlam{1}))) 
6 CONTINUE 

c...CALCULO DE LA SECCION EFICAZ 
DO 7 1=0,NO 
THETA=0.0+{0.02}*FLOAT() 
T=COS(THETA) 
SUMA=(0.0,0.0) 
DO 8 11=0,L 
SUMA=SUMA +(FLOAT(2*I141)*(CEXP(2.0°Al* DELTA(IN)} 

& -1,0)*P(1,T)) 
8 CONTINUE 

c¢ AMPLITUD DE DISPERSION EXACTA 
Fexa=CC1*(SUMA)} 

¢ SECCION EFICAZ EXACTA 
Fcua=Fexa*CONJG(Fexa) 

¢ LLAMA SUBRUTINAS QUE CALCULAN LAS INTEGRALES EMPLEANDO 
¢ TRES DISTINTOS METODOS DE INTEGRACION NUMERICA 

C1=(2.0)*K*SIN(THETA /2.0) 
EXACTI=REAL(Fexa) 
CALL QDAGS(F11,A1,B1,ERRABS,ERRREL, RESULT |. ERREST1) 
CALL QDAG(F11,A1,B1,ERRABS,ERRREL,IRULE,RESULT3,ERREST1) 
CALL QDAGP(F11,A1,B1,NPTS,POINTS,ER RABS.ERRREL.RESULTS 

& JERREST1) 
EXACT2=AIMAG(Fexa) 
CALL QDAGS(F22,A1,BI,ERRABS,ERRREL,RESULT2,ERREST2) 
CALL QDAG(F22,A1,B1,ERRABS,ERRREL,IRULE,RESULT4,ERREST2) 
CALL QDAGP(F22,A1,B1,NPTS,POINTS, ERRABS,ERRREL,RESULTS 

& ,ERREST2) 

c AMPLITUD DE DISPERSION APROXIMADA 

Fapr=(K/AI)*(RESULT1+Al* RESULT2) 
 SECCION EFICAZ APROXIMADA 

Facu=Fapr*CONJG(Fapr) 
c AMPLITUD Y SECCION CON LOS OTROS METODOS DE INTEGRACION 

Faprox2=-Al*K*(RESULT3+4AI*RESULT4) 
Feuad2=Faprax2*CONJG(Faprox?) 
Faprox3=-AI*K*(RESULT5+AI*RESULTS) 

Feuad3=Paprox3*CONJG(Faprox3} 

« REGISTRO DE LOS RESULTADOS 
WRITE(77,"{ 4.2,4(2X,E14.8)) THETA Peua,Facu 

& \Feuad?,Pouad3 
7 CONTINUE 

¢ CIERRA ARCHIVO DE DATOS 
CLOSE(77) 
END 
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¢..SUBRUTINA QUE CALCULA LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE (USANDO FORMULAS DE 
¢ RECURRENCIA) 

REAL FUNCTION P(L,T) 
IMPLICIT NONE 
INTEGER 1,L 
REAL PO,PL,T,PL 
PO=1.0 
IF(L.eq.0)THEN 

P=PO0 
ELSE 

P1=T*PoO 
IF(L.eq.1)THEN 

P=P1 
ELSE 
DO 9 1=2,L 

T*FLOAT(2*I-1)*P1)-(FLOAT(I-1)*P0))/FLOAT(1} 
1 

  

Pt=PL 

9 CONTINUE 

P=PL 
ENDIF 

ENDIF 

RETURN 
END 

¢...FUNCIONES PARA LAS SUBRUTINAS DE INTEGRACION 
¢ LA PARTE REAL DE LA FUNCION A INTEGRAR 

REAL FUNCTION F11(X) 
IMPLICIT NONE 
COMMON Vo,THETA,K,C1,A2,M 
INTEGER NOUT 
REAL COS,SQRT,ATAN,SIN,ALFA,E,K,X,THETA,C1X1, 

& BSJO,VALUE,A2,M, Vo 
INTRINSIC SQRT,ABS 
EXTERNAL BSJ0,UMACH 
X1=X*C1 
VALUE=BSJ0(X1) 
CALL UMACH(2,NOUT) 

F1l=(VALUE)*(COS(-(Vo"M*2.0/K)* 
&  (SQRT((A2)-(X*X))))-4)°X 
RETURN 
END 

¢ LA PARTE IMAGINARIA DE LA FUNCION A INTEGRAR 
REAL FUNCTION F22(X) 
IMPLICIT NONE 
COMMON Vo,THETA,K,C1A2,M 
INTEGER NOUT 
REAL COS,SQRT,ATAN SIN, ALFA,E,K,X,THETA,CLX! 

& ,BSJO,VALUE,A2,M,Vo 
INTRINSIC SQRT,ABS 
EXTERNAL BSJ0,UMACH 
Xt=X'Cr 
VALUE=B$J0(X1) 
CALL UMACH(2,NOUT) 
F22=(VALUE)*(SIN(-(2.0°Vo*M/K)* 

& —_ (SQRT((A2}-(X*X)})))°X 
RETURN 
END 
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« CALCULA LA SECCION EFICAZ DIFERENCIAL DE DISPERSION ESCALAR EXACTA Y 
€ APROXIMADA PARA UN POZO CENTRIFUGO 

PROGRAM POCE 

¢...DECLARACION DE TIPO 
(MPLICIT NONE 
INTEGER NO,N1,N2,N3,N4,N5,M1,U,Lt,L2,L1, NOUT,IRULE,NPTS, 

& MAXSUB,NEVAL,NSUBIN ,NEVAL4,NEVALS,NEVALG,NEVAL2,NEVALS3, 
& NSUBIN2,NSUBIN3,NSUBIN4,NSUBINS,NSUBING 
PARAMETER(MAXSUB = 1000) 
COMMON CE,THETA,K.CLAM 
REAL CO,E,X.C,X1,X2,X3,XNU,XNU1,BS(1EL)A, 
BSY (112), BS1(t12),j(0:112),0(0:812),M, 
j(0:111),dn(0:4 11) jlamn(0:111),djlam(0:111), DELTA(0:111), 
‘THETA,T.P,Fca,PLF22,A1,B1,ERRABS,ERRESTI, 
ERRREL,EXACT1,RESULTI ERREST2,EX ACT2,RESULT2,C1, 
RESULT4,RESULTS,RESULTG,Fce,C3, 
K ,RESULT3,ALIST(MA XSUB),BLIST(MAXSUB),RLIST(MAXSUB) 
sELIST(MAXSUB),IORD(MAXSUB),LEVEL({MAXSUB), 
ERREST3,ERREST4, ERRESTS,ERRESTS, 
ALIST2(MA XSUB),BLIST2(MA XSUB),RLIST2(MAXSUB),ELIST2(MAXSUB), 
1ORD2(MAXSUB),ALISTS(MAXSUB), BLIST3(MAXSUB),RLIST3(MAXSUB) 
JELIST3(MA XSUB),[ORD3(MAXSUB} 
COMPLEX SUMA Fexa,Fapr,C2 
EXTERNAL BSJS,BSYS,UMACH,FLt,F22,Q2AGS,Q2At 
INTRINSIC ABS,SQRT 

E
R
R
 
E
E
R
E
 
M
E
R
E
 

    

QZAGP 

DECLARACION DE VARIALBES 
NERGIA (MeV) 

WRITE(*,*) DAME I 
READ(*,*)E 

© ALCANCE DEL POTENCIAL (MeV"-1) 
A=0.01 

© MASA (MeV) 
M=409,0 
TOR DE PROPAGACION (MeV) 
K=SQRT(E*M*2.0) 

© ARGUMENTO DE LAS FUNCIONES DE BESSEL 
Xek*a 
IP(X.GT. 100.0) THEN 

WRITE(*,")’ LA ENERGIA ES MUY GRANDE’ 
STOP 

ENDIF 
© CONSTANTE DEL POTENCIAL (MeV) 

  

  

  

c VE 

    

€ 3 
¢ CONTANTES COMUNES 

L +10 

Loo 

SQRT(1.57079632675/X) 

  

    

  

=0.5/X 
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c..CREA ARCHIVO DE DATOS 

OPEN(UNIT=77,FILE="t.dat' STATUS='UNKNOWN’) 

¢..CALCULA EL CAMBIO DE FASE 
< LLAMA SUBRUTINAS QUE CALCULAN LAS FUNCIONES CILINDRICAS DE BESSEL 

CALL BSJS(XNU,X,N4,BS) 
CALL BSYS(XNU,X,N4,BSY) 
CALL UMACH(2,NOUT) 

¢ FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL 

  

FIX(X3) 
N2=M1+1 
XNUI=X3-FLOAT(M1) 
CALL BSJS(XNU1,X,N2,BS1) 
j(Q=CO*BS(1+1) 
n(f}=Co*BSY(I+1) 
jlam(1)=CO*BS1(N2) 

4 CONTINUE 
¢ DERIVADAS DE LAS FUNCIONES DE BESSEL (USANDO FORMULAS DE RECURRENCIA) 

4j(0)=-5(1)-(C3*5(0)) 
(1)-(C3*0(0)) 

lam(1)-(C3*jlam(0)) 
dj(L)=0.5*(j(N5)-j(N3))-C3*j(L) 
dn(L)=0.5*(n(N5)-n(N3))-C3*n(L) 

i .5*(jlam(NS)-jlam(N3))-C3*jlam(L) 

    

   
     i *(j(Lt)-(L2))-C3"() 

dn(1)=0.5*(n(L1)-n(L2))-C3*n(1) 
djlam(1}=0.5*(jlam(L1)-jlam(L2))-C3*jlam(1) 

5 CONTINUE 

¢ CAMBIO DE FASE 
DO 6 Is0,L 

DELTA(I)=ATAN((djlam(1)*j(1)-4j(1)*jlam(1)) 
& Hajlam(1)*n(1)-da(1)*jlam(D)) 

6 CONTINUE 

c..CALCULO DE LA SECCION EFICAZ 
DO 7 I=0,NO 
THETA=0.0+(0.02)*FLOAT(1) 
T=COS(THETA) 
SUMA=(0.0,0.0) 
DO 8 II=0,L 
SUMA=SUMA +(FLOAT(2*II+1)*(CEXP(2.0*CMPLX(0.0,DELTA(I))} 

& -1.0)*P(IL,T)) 
8 CONTINUE 
¢ AMPLITUD DE DISPERSION EXACTA 

Fexa-=(0.$/(CMPLX(0.0,0.1}"K))*SUMA 
¢ SECCION EFICAZ EXACTA 

Fee=CONJG(Fexa)*Fexa 
¢ LLAMA SUBRUTINA QUE CALCULA LAS INTEGRALES 

€1=2.0°K*SIN(THETA/2.0) 
EXACTI=REAL(Fexa) 
CALL Q2AGS (F11,A1,B1,ERRABS,ERRREL,RESULTI,ERREST1, 

& | MAXSUB,NEVAL,NSUBIN, ALIST,BLIST,RLIST,ELISTIORD) 
EXACT2=AIMAG(Fexa) 
CALL Q2AGS (F22, Al, B1, ERRABS, ERRREL, RESULT2, ERREST2, 

& MAXSUB, NEVAL2, NSUBIN2, ALIST2, BLIST2,RLIST2, ELIST2, (ORD2) 

¢ AMPLITUD DE DISPERSION APROXIMADA 
Fapr=C2*CMPLX(RESULT1,RESULT2) 
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© SECCION EFICAZ APROXIMADA 
Fca=Fapr*CONJG(Fapr) 

© REGISTRO DE LOS RESULTADOS 
WRITE(77,(5(2X,E13.7)))) THETA Fee, Fea 

7 CONTINUE 
© CIERRA ARCHIVO DE DATOS 

CLOSE(77) 
END 

¢..SUBRUTINA QUE CALCULA LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE (USANDO FORMULAS DE 
© RECURRENCIA) 

REAL FUNCTION P(L,T) 
IMPLICIT NONE 
INTEGER I,L 
REAL PO,PL,T,PL 
PO=1.0 
IF(L.eq.0)THEN 

P=P0 
ELSE 
PIST*PO 

IF(L.eq.1) THEN 
P=Pi 

ELSE 
DO 9 

Pp 
Pp 
PI=PL 

9 CONTINUE 
P=PL 

ENDIF 
ENDIF 
RETURN 
END 

    
T*FLOAT(2*1-1)*P1}-(FLOAT(I-1)*P0))/FLOAT(N 
1 

«.. FUNCIONES PARA LAS SUBRUTINAS DE INTEGRACION 
c LA PARTE REAL DE LA FUNCION A INTEGRAR 

REAL FUNCTION FLi(X) 
IMPLICIT NONE 
COMMON C,E,THETA,K,CLA,M 
INTEGER NOUT 
REAL COS,SQRT,ATAN,SIN,C,E,K,X,THETA,C1X1 

& ,BSJO,VALUE,A.M 
INTRINSIC SQRT,ABS 
EXTERNAL BSJ0,UMACH 
(F(X.EQ.0.0)THEN 
F11=0.0 
ELSE 
X1=X*C1 
VALUE=BSJ0(X1) 
Fi1=(VALUE)*(COS(-(C*M*2.0/(K*X))* 

& (ATAN(SQRT((A"A)-(X*X)}/X)))-L)*X 
ENDIF 
RETURN 
END 

   



¢ LA PARTE IMAGINARIA DE LA FUNCION A INTEGRAR 
REAL FUNCTION F22(X) 
IMPLICIT NONE 
COMMON C,E,THETA,K,CLAM 
REAL SQRT,ATAN SIN,C,E,K,X,THETA,C1,X1 

& ,BSJ0,VALUE,A,M,NOUT 
INTRINSIC SQRT 
IF(X.EQ.0.0) THEN 
F22=0.0 
ELSE 
X1=X°C1 
VALUE=BSJ0(X1) 
F22=(VALUE)*(SIN(-(2.0°C*M/(K*X))* 

& ATAN(SQRT((A°A)-(X*X))/X)))*X, 
ENDIF 
RETURN 
END 

 



  
  

STA TESIS NO SALE 
DE LA BIBLIOTECA 

Apéndice B 

Calculo de la seccién eficaz 

diferencial de dispersi6n para un 

potencial tensorial 

En este apéndice reproducimos los archivos fuente de los programas cn Fortran mediante 

tos cnales calculamos la secciones eficaces diferenciales de dispersion tensorial, mencionados 

en el capitulo 4. 

Las partes real e imaginaria de cada una de amplitudes eikonales (3.82) - (3.86), se 

integran numéricamente y por separado, partiendo de las siguientes expresiones 

= So db Jo(2kb sen {cos sen (X_ + Xs} + cos f sen(x, — Xs} + 

+i[2 — cos d cos(x_ + xs) — cos f cos(xe — Xs)]}, (B.1) 

id = fv db (olds) + Jd" (eee — xe2}c0s(xe + x0) = “Fx + xe + 
2x5} cos(xe — Xs)} + {Jo( Ad} — Jal abifeosd sen (x_ +x.) — cos f sen (Xe — X)] + 

  

  

si send 
{| Ao{Ab) + Fo(A8)][ a (x10 + x12 + 2x) 800 (Xe — Xs) + (Xi — Xe2) sen (Xe + Xa)] 

Jimas) ~ J,(Ad)\\cos f cos(xe + Xs) _ondeanly -— xj}, (B.2) 

y=4 fo db F,(Ab) x, oe d 7 tsen (Xe + Xs) — 1c08(xe + Xs)): {B.3) 

= fbb (ao) — (00) (xa — in) costae +20) — HE (ua + x0 + 
2x,) cos(xe — x5)] + [Jo(Ad) + Jo(Ab)}[cos d sen (x + x.) — cos f sen(x, — x5)] + 

  se 1 
2{[4o(Ab) - F2(A0)][ = (xi + x12 + 2x4) sen (Xe — Xs) + = (xa — X12) sen (Xe + X5)] 

sem (Ab) + 4,(Ab)][cos f cos(xe + Xs) — cosdcos(ye — Xs)]} (B.4) 
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y 

q . Oo, senf send 

e=5 fe db Jo(2kbsin gh FF (xo + X22 + 2x5) €08(Xe — Xs) — (xeo — X12) €08(Xe + 

- se send 
Xs) +4[ vel (xto + x02 + 2x5) sem (Xe0 — Xe2) — = (xeo — Xe2) sen (xe + xe)}. (B.5) 

C CALCULA LAS AMPLITUDES DE DISPERSION EXACTAMENTE 
PROGRAM exacta 
IMPLICIT NONE 
INTEGER N1,N2,N3,N4,N5,L2,],NOUT,M11,M3, 

& M12,N21,N22,M1,J,Niv,L,L1,N6,N33 
PARAMETER(Niv=50) 
REAL E,X,K,A,XNU2,KXNU3,XNU, 

4 XNU1,M,aa(110),bb(110),v1(113),Del,De2, 
& x11(109),x12(109),x22(109},x22{109),De(2,2), 
& BS(113), BSY(113),BS1(113),PE, 
& aj(0-113),n(0:113),jlam 1(0:113) jlam2(0:413),d0(0:111),ep(t09), 

& dj(0:111),da(0:1 11) jlam(0:111),¢jlam(0:111), 
& BS2(113),BS3(1 13) jlm(0:111) jl (0:11) jlm2(0:t11), 
& [dDe(2,2), TH(Niv+ 1), Plam(O:111),lam1(0:111),lam2(0:112), 
& djlam1(0:111),djtam2(0:111),R(2,2), 
& P,RO(O:111),Ve, Vee, K1,X1 j1(0:113),dj1 (0-111), 
& BS4(113),Gevex(0:Niv),Ecuex(0:Niv),Bouex(0:Niv),Acuex(O:Niv), 
& Deuex(0:Niv), 
& XN2,XN3,XN1,XNU4, 

& jlam3(0:113),djlam3(0:113), 
& C99,C98,CO,C3,CO1,CO3,C08,CO7,CE,lam3,BS5(113), 
& C7,CB,C9,C41,C42,C43,C44,C43,C37,C04,C06, 
& C4,C18,C19,C16,C32,C33,C13,C12,C11,C27 
COMPLEX dh 1{0:111),h1(0:111),dh2(0:111),b2(0:421), 

& Di2(2,2),(Dt (2,2), d1(0:109),d2(0:109) d3(0:111), 
& DELEX.GAMEX,EPSEX,D1i dDel,ALFEX,BETEX,al(109), 
& be(109),C(0:111},B2(111),A1(0:1 11) ,B3(0:111),A3(0:111), 
& A2(0:111),CATAN,S0(111),S(2,2),Su,Ra, 
& C34,C10,C97,C24,C21,C01,C36,C4,C5, 
& Tss,T10,T01,TE,T1m1,T00 
EXTERNAL BSJS,BSYS,UMACH,P 
WRITE(*,*)' DAME E' 
READ(*,*)E 
A=0.1 

M=469.0 
K=SQRT(E*M*2.0) 
Vte=1.0E-5 

a 

  

      

IF(X.GT.100.0) THEN 
WRITE(*,")’ DEBE SER 0; 
STOP 
ENDIF 
J=X+10 

    

   
   

0*3.141592653589793238 

SQRT(1.0/PI*X) 
CO1=SQRT(1.0/PU*X1) 
C3=0.5/% 
C03=0.5/X1 
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z 

& 

   5*CMLPX(0.0, 1.0) 

  

    

   

    

CO4=M*Vtc 
COR=SQRT(2.0) 
OPEN(UN(T=77,FILE="m.dat’ STATUS= UNKNOWN’) 
CALL UMACH[(2Z,NOUT) 
DO 1 [20,N3 

C32S FLOAT (1) + L.0-2.0°CO44+FLOAT(1)*FLOAT(I) 
C33=SQRT((2.0° FLOAT(L)41.0)*(2.0*PLOAT(1)+1.0)-12.0°COd 

     

  

    

  

      

  

   

   

    

    

  

  

   

+36.0°C04 £C04) 

vl $2 FOSS 

lam(t) +SQRT((FLOAT(1)+0.5)* (FLOAT (I) +0.5)44.0°CU4) 
lami{E s+ SQUT(0.25+v4(1)) 
lam2(1}=-0 5+ SQRT(0.254(C32-C33)) 
MISIEEX(lam((}+0.5) 
M1 LssIFIX(lam1(1)+0.5) 
M1251 FEX(lam2(1)+0.5) 
N2=MI+2 

JS(XNUUX1LN2,B51) 
(XNUZXLN2, 
(XNUBXLN22, 

OLTBSL(N2-1) 
jlam (1) =CO1* BS2(N20-U) 
jlaen2(1}:=CO1*BS3(N22-1) 
jlen(1}=CO1*BS1(N2) 

jl () =COM*BS2(N21) 
jlm2(1)=CO1* BS3(N22) 

CONTINUE 
XNUSO5 

<.N4,BS) 
XLN4, BSA) 

S(XNUX,N4,BSY) 

Lieb 
aj(hiy.sCOtBSs() 
n(L.L) -CO*BSY(} 
JULY) =COlBSA(D) 

CONTINUE 
DO 

  

a0 = 
dn(l) =(ELONT(ta())/X)-n(L2) 

  

FLOAT(1)*ai(1)/X)-aj(L2) 

441) = FLOAT) (D/X Uj (2) 
djlam(1}=(lam{E}ilam(1)/X1)-jm(1) 
djlarn (1) (lam 12) *jlaral()/X1)-jlm 1) 
djla2(1) (lam2(1)* jlam2{1)/X1)-jlin2(1) 

  

     
+2.0°(1.0-2.0°C04)) 

NC G2 tans-PLOAT(MS) 405 
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CALL BSJS(XNU4,X1,N33,BS5) 
jlam3(N33)=CO1*BS5(N33) 
jlam3(N33-1)=CO1*BS3(N33-1) 
djlam3(N33-1)=(tam3*jtam3(N33-1)/X1)-jlam3(N33) 
42(0)=ATAN (-((K*jtam3(N33-1)*dj(1))- 

& — (Kitdjlam3(N33-1)*aj(1))) 
& —{(K1djtam3(N33-1)"n(1))-(K *jlam3(N33-1)"da(1)))) 
DO 7 1=0,3 

hi(I}=CMPLX(aj(1).n(1)) 
h2(1}=CMPLX(aj(1),-n(1)} 
dhi(I}=CMPLX(dj(1),da()) 
dh2(1}=CMPLX(dj(),-da(})) 
01) =ATAN(((K1*4j1(1)"aj(1))-(K745(1) 310) 

(KI Faj1(T)0(1))-(K 771) "dn(4)))) 
d3(I)=ATAN(((K1 *djlam(1)"aj(1))-(K *dj¢1) *jlam(1))) 

JK djlam(1)*n(1))-(K lam() da) 
C(1)=SIN(d0(1))*EXP(d0()) 
AI{D=CSIN(d3(1))"CEXP(43(1)) 

CONTINUE 
DO 8 I=1,N5 

lish 
L2s141 
C1452.0°C04/(2.0*FLOAT(I)+1.0) 
C8=SQRT(FLOAT(I)*(FLOAT()+1)) 
c9=1/08 
aa(I)=(PLOAT(1)-1.0)*(FLOAT({)-Cl4) 
bb(T}=3.0°C14*C8 
C18=bb(I)*bb(1) 
C19=v1(1)-aa(l} 

CIS=SQRT(C18+C19°C19) 
x12(1=bb(1)/C1E 
x MD=C19/C16 
IF (bb(1).EQ.0.0) THEN 
x22(1=1.0 
ELSE 
x22(H=xt1(1)*bb(1)/ABS(bb(I}) 
ENDIF 
x21(I)=-ABS(x12(1)) 
De(1,1)=x14(1)*jlam2(}) 
De(1,2)=x12(1)*jtamt{I) 
De(2,1)=x21(1)*}tam2(1) 
De(2,2)=x22(I}*jlam1{I) 
dDel=(x22(1)"djlam1(1})"(x11(1) *djtam2(1))- 

& (x12(1)*djlam(1))*(x21{1)*ajtam2(1)) 
TdDe(t,1)=(x22(1)*djtam (1) /dDet 
fdDe(1,2)=-(x12(1)*djtam 1{1))/dDel 
IdDe(2,1)=-(x21(f)*djlam2(1)) /dDel 
1dDe(2,2)=(x11(1)*djtam2(1)) /dDet 
R(1,1)=(De(1,1) Fd De(1,1) + De(1,2)"idDe(2,1))/Kt 

      

  

R(1,2)=(De(t,1)*IdDef1,2)+De( t,2)*1dDe(2,2))/K1 

R(2, De(2,1)*IdDe(1,1)+ De(2,2)*IdDe(2,1))/KL 

R(2,2)=(De(2,1)*1dDe(1,2)+De(2.2)*IdDe(2.2))/K1 

Dil=(hi{L2)-K*R(2,2)*dh1(L2))*(hU(L1)-K*R(1 1) "dh (Lt) 
& CK*R(1,2)*4h1(L2))"(-K"R(2,1)*dbl(L1)) 
ID1(1,1)=(h(L2}-K*R(2,2)*dh1(L2))/D ey 

-K*R(1,2)*dh (L2})/D11 
"=-(CK*R(2,1)*dhl(LU))/DLE 

1D1(2.2)=(hU{L1)-K*R(L1)*dhi (LI) D1 
   

71



  

Di2(LY=K*R(LL)*dh2(bl)-he(L1) 
Di2(1,2)=K*R(1,2)*dh2(L.2) 

=K*R(2,1)*dh2(L1) 
2) =K*R(2,2}*dh2(L2)-h2(L2) 

DI(t,1)*Di2(1,1)-+1D1{1,2)* Di2¢2,t} 
=1D1{1,1)*Di2(1,2)+1D 1(1,2)* Di2(2,2) 
=1D1(2,1)*DI2(L,1) +1D1(2,2)* Di2(2,1) 
=111(2,1)*Di2(1,2)+ ID 1(2,2)* Di2(2,2) 
1,1) +5(2,2) 
SQRT(4.0°S(2,1)*S(1,2)-44S(1, 1)-S8(2,2))*(S(L1)-8(2,2))) 

21° CLOG ((Su-[ta)*0.5) 

21*CLOG((Su+Ra}*0.5) 
ep(1)=0.5* CATAN((S(1,2)+5(2,1))/(S(t,1)-S(2,2))) 
al(I)=SIN(dL(1))*CEXP(d1(1)) 
be(1)=SIN(d2())*CEXP(d2(1)} 
CONTINUE 
DO 12 1=0,N6 

   
       

   

        

    

   
‘OS (ep(L2))*COS(ep{L2)} 
N(ep(L2))*SIN(ep(L2)) 
al(L2)-be(L2))*0.5*C7 
1(L2)*C6-+ be{L2)*C7 
SQRT(FLOAT(L2)/FLOAT(1+2)) 
ea 

CA2*C10) 
+(C43*C10) 

CONTINUE 
A3(0)=(0.0,0.0) 
B3(0)=(0.0,0.0) 
A3(1)=SIN(d2(0))* CEXP(d2(0)) 

: (1) 
DO 13 1=2,N6 

    

    

   

    

   
   

  

    

  

QRT(FLOAT(I)/FLOAT(L1)) 
[C44 
“OS(ep(L1))*COS(ep(L1)) 
IN(ep(L1))*SIN(ep(L1)) 
al(L1)-be(L1))*0.5*CO7 

-1)*C07-+be(L1)*C06 
36-(C44*C01) 
36-4(C45°COL) 

  

DO 14 L=0,Niv 
TH(L)=0.0+4(0.02)*FLOAT(L) 
T=COS(TH(L}) 
T11=(0.0,0.0) 
Ta0=(0.0,0.0) 
‘Tlinl=(0.0,0.0) 
T10=(0.U,0.0) 
TO1=(0.0,0.0) 
Tss=(0.0,0.0) 
DO § [=0,NG 
LI=FLOAT(I-1) 

2 OAT(I+1!} 

LOAT(2*1+1) 
LOAT(I+2} 
LOAT(I)*L2 

TL C27* AH +CIS*A LILES ASH) P(LG,T) 
004 (L2*B2(1)-+ FLOAT (I}* B3(1))*PC,0.T) 

‘Pss$+C13*C(D*P(L,0,T) 
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IF(LGE.2)THEN 
Timl=T ml +((A2(1)/L2)-(C13*A (1) /C12)+ 

& (A3(1)/FLOAT()))*P(1,2,7) 
ELSE 
Timt=(0.0,0.0) 

ENDIF 
IF(LGE.1)THEN 
T10=T10+(B2(1)-B3(1))*P(I,1,T) 
TOL=TO1+(-(C27/L2}*A2(1)+(C13*AN(1)/C12)+ 

& (LItA3(1)/FLOAT(I)))*P(LLT) 
ELSE 
T10=(0.0,0.0) 
T01=(0.0,0.0) 

ENDIF 
9 CONTINUE 

T11=0.5*T11/K 

5*Tim1/K 
10/(C08*K) 
1/(C08*K) 

00/K 
Tss=Tss/K 

C4=TH4+Tlmi-Tss 

C5=(TH-Tim1-T00)/T 
ALFEX=20.25*(2.0°T114+-T00+Tss} 
Acuex(L)=REAL(ALFEX*CONJG(ALFEX)) 

  

   

    

    

  

   
EAL(BETEX*CONJG(BETEX)) 
.25*(T10-F01)*CO8 

Gcuex(L}=REAL{GAMEX*CONJG(GAMEX)) 
DELEX=0.25"(C4-C3) 
Deuex(L}=REAL(DELEX*CONJG(DELEX)) 
EPSEX=0.25"(C4+C5) 
Ecuex(L)=REAL(EPSEX*CONJG(EPSEX)) 
WRITE(77,"(1X,€4.2,5(2X,E12.6)))TH(L),Acuex(L) 

& ,Beuex(L),Gcuex{L), Deuex(L},Ecuex(L) 
14 CONTINUE 

CLOSE(77) 
END 
REAL FUNCTION p(,m,x} 
IMPLICIT NONE 
INTEGER Lm,i, 
REAL x,fact,pll,pmm,pmmpl somx2 
if(m.lt.0.or.m.gt...or.abs(x).gt.1.) pause 

* "bad arguments in plgndr’ 
pmm=1.0 
if(m.ge.0) then 
somx2=sqrt((1.0-x)"(1-04x)) 
fact=1.0 

  

ul continue 
endif 
if(1.eq.m) then 

pmmpl=x"(2*m+U)*pmm 
if(Leq.m+1) then 
p=pmmpl 

else 
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do 12 ame2d 
pll=(x*(2"1- 1)" prampl-(il ane) *inm) /(U-m) 
pmm=pmmpt 
pminpl=pll 

12 continue 

p=pll 
endif 
endif 
return 
END 

C¢ “ALCULA LAS AMPLITUDES DE DISPERSION APROXIMADAMENTE 
PROGRAM aproximada 
(MPLICIT NONE 

INTEGER MS,Niv 

ARAMETER(MS=1000,Niv=50) 

GER NOUT.LLNP, 

/NV3,NV4,NV5,NV6,NV7,NVRNVONVIO, 

'S4,NSS,NS6,NS7,NS8,NS9,NS1O, 
a lousy, ‘102(MS),103(MS).104(MS),f05( MS), [06(MS), [0 7( MS) tOR(AI5)}, 
& 409(MS},1010(MS},LV(MS} IR. 
REAL Ve,A,A2,E,K,M,AL,BL,TH(O:Niv),Vte, 

& Acnap(0:Niv),Bewap(0:Niv), Ecuap(0:Niv),Deuap(0:Niv), Genap(0:Niv), 

   
    

       

    

WE, 

"ALIO(MS),BB.A(MS),BLe2(MS),BL3(MS},BL4(MS).IBL 3(MS)-1316(4 
.BL8(MS),BL9(MS),BL10(MS),EL1(MS),EL2(MS 

MS),EL4(MS},E1.5(MS},EL6(MS),EL7(M 
EL 1O(MS),RLL(MS), RL2(MS),RL3(MS),RLA(MS), 

& RLS(MS).RL6(MS),RL7(MS), RL8(MS),RLO(MS),RELO(MS) 
COMPLEX. ALFAP,BETAP,CGAM,DELAFEPSAP 

MACH ,Q2AG 
5.PGPTF8,F9,F10 

  

     

  

    

  

c. ‘AL UMACH(2, NOUT) 

WRITE(*.*)' DAME E? 

  

OPEN{UNIP S77. FHL! 

  

‘a.dat STATU! 

  

= UNKNOWN’) 

  

  
ER vol 
DO 7 40.Niv 

tuys =0.0+4 (0. 02)"F LOAT (I) 

  

& 
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CALL Q2AGS (F2,A1,B1,EA,ER,RS2,ERS2, 
MS,NV2,NS2,AL2,BL2,RL2,EL2,102) 

CALL Q2AG8(F3,A1,B1,EA,ER,RS3,ERS3, 
MS,NV3,NS3,AL3,BL3,RL3,EL3,103) 

CALL Q2AGS(F4,A1,B1,EA,ER,RS4,ERS4, 
MS,NV4,NS4,AL4,BL4,RL4,EL4,104) 

CALL Q2AGS(F5,A1,B1,EA,ER,RS5S,ERSS, 
MS,NV5,NS5,AL5,BL5,RL5,EL5,105) 

CALL Q2AGS(F6,A1,B1,EA,ER,RS6,ERS6, 
MS,NV6,NS6,AL6,BL6,RL6,EL6,106) 

CALL Q2AGS(F7,A1,B1,EA,ER,RS7,ERS7, 
MS,NV7,NS7,AL7,BL7,RL7,EL7,I07) 

CALL Q2AGS(F8,A1,B1,EA,ER,RS8,ERS8, 
MS,NV8,NS8,AL8,BL8,RL8,EL8,108) 

CALL Q2AG5(F9,A1,B1,EA,ER,RS9,ERS9, 
MS,NV9,NS9,AL9,BL9,RL9,EL9,109) 

CALL Q2AGS(F10,A1,B1,EA,ER,RS10,ERS10, 
MS,NV10,NS10,AL10,BL10,RL10,EL 10,1010) 
ALFAP=K*CMPLX(RS1,RS2) 

  

Pr 
fF 

PF 
F 

F 
F
F
 

& 
& 

  

Acuap(1)=ALFAP*CONJG(ALFAP) 
BETAP=K*CMPLX(RS3,RS4) 
Beuap(I1)=BETAP*CONJG(BETAP) 

  

GAM=K*CMPLX(RS5,RS6) 
Geuap(1)=GAM*CONJG(GAM) 
DELAP=K*CMPLX(RS7,RS8) 
Deuap(I)=DELAP*CONJG(DELAP) 
EPSAP=K*CMPLX(R59,R510) 
Ecuap(I)=EPSAP*CONJG(EPSAP) 

WRITE(77,"(1X.f4.2,5(2X,E12.6))')TH(1) ,Acuap(l) 
& ,Bcuap(1),Geuap(!),Deuap(1), Ecuap(1) 
CONTINUE 
CLOSE(77) 
END 
REAL FUNCTION Fi(b) 
IMPLICIT NONE 
INTEGER NF 
REAL F0,b 
IF(b.EQ.0.0)THEN 
F1=0.0 
ELSE 
F1=F0(b,1) 
ENDIF 
RETURN 
END 
REAL FUNCTION F2(b) 
IMPLICIT NONE 
INTEGER NF 
REAL F0,b 
IF(b.EQ.0.0)THEN 
F2=0.0 
ELSE 
F2=F0(b,2) 
ENDIF 
RETURN 
END 
REAL FUNCTION F3(b) 
IMPLICIT NONE 
REAL FO0,b 
IF(b.EQ.0.0)THEN 
F3=0.0 
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ELSE 
F3=F0(b,3) 
ENDIF 
RETURN 
END 
REAL FUNCTION 
IMPLICIT NONE 
REAL FO,b 
IF (b.£Q.0.0) THEN 
F4=0.0 

ELSE 
F4=F0(b,4) 
ENDIF 
RETURN 
END 
REAL FUNCTION 

IMPLICIT NONE 
REAL FO,b 

IF(b.£Q.0.0)THEN 
F5=0.0 
ELSE 
F5=F0(b,5} 
ENDIF 
RETURN 

END 
REAL FUNCTION 
IMPLICIT NONE 
REAL F0,b 
IF (b.EQ.0.0) THEN 
F6=0.0 

ELSE 
FG=FO(b,6) 
ENDIF 
RETURN 
EXD 
REAL FUNCTION 
(MPLICIT NONE 
REAL FO,b 
IF (b.£Q.0.0) THEN 
F7=0.0 

    

D 

REAL FUNCTION 

IMPLICIT NONE 
REAL FO,b 
{F(b.EQ.0.0) THEN 

   
ENDIF 

RETURN 

  

REAL FUNCTION 
IMPLICIT NONE 
REAL P04 

b EQ UOTHEN 
Fosu.0 

  

Fa(b) 

F3(b) 

Fé(b) 

F7(b) 

FS(b) 

Fab} 

my



ELSE 
F9=F0(b,9) 
ENDIF 
RETURN 
END 
REAL FUNCTION F10(b) 
IMPLICIT NONE 
REAL FO,b 
IF(b.EQ.0.0) THEN 
F10=0.0 
ELSE 
F10=F0(b,10) 
ENDIF 
RETURN 
END 

REAL FUNCTION FO0(b,NF) 

IMPLICIT NONE 
INTEGER NOUT,NF 
REAL Vc,A,E,K,M,XS0,X52,Xe,ses,scms,ccs,cems,cd, 

& A2,b,d,f,X,Xr,p8,b2,atb,inv, Vta,C1,C4,C5,mb,bj,p5, 

& XNU,at,BS(1),sb,rb,5n,Rz,vev,sc,re,Xs,sdsfcf, Vee 

EXTERNAL BSJNS,UMACH 

COMMON M,A2,Vc,K,Sa,Vta,Vte 

CALL UMACH(2,NOUT) 

2=b*b 

Rr=SQRT(A2-b2} 
inv=M/K 

ve Vita 
TAN(Rz/b) 

atb=at/o 

Ci=R2/A2 
inv® Ve*Rz 

.O*inv*Vee"atb 
vev"(atb+C1) 

Xs2=-vev*{atb-Ct} 

Xem-vertvev*(b"(-A2+2.0"b2)*Rz-A2°A2*at)/(A2“A2"b2°2.0) 
QRT(4.0°Xr*Xr+(Xs0-Xs2}*(Xs0-Xs2)) 

£=SQRT((Xs0+Xs2}*((Xs0+Xs2}44.0°Xs) +4.0°Xs*Xs) 
ses=SIN(Xe+Xs) 
sems=SIN(Xc-Xs) 
ccs=COS(Xc+Xs) 
cems=COS(Xe-Xs) 
cd=COS(d) 
cf=COS(f) 
TE((d. EQ. 0.0).OR.(f.EQ.0.0))THEN 

   

    

    

       

  

    

   

N(d)*(Xs0-Xs2)/d 
N(f)*(Xs0-+Xs2+2.0°Xs)/F 

NDIF 
b'Sn 

CALL BSINS(X.3,B5) 
sb=BS(1)+BS5(3) 
rb=BS(1)-B5(3} 
mb=0.5°BS(1} 
bdj=mb"b 
IF(d.EQ.0.0)THEN 
p3=0.0 

ELSE 
pd=b"BS(2)"Xr“SIN(@)/¢ 
ENDIF



  

IF(NF.EQ.1)THEN 
FO=bj*(cd*scs-+cf*sems) 
ENDIF 
IF(NP.EQ.2)THEN 
F0=bj*(2.0-cd*ces-cf*cems) 
ENDIF 
IF(NF.EQ.3)THEN 
F0=0.25*b*(sb*(-C3*ccms+C4*ees)+rb*(cd*scs-cf*scms)) 
ENDIF 
IF(NF.EQ.4)THEN 
F0=0.25*b"(sb*(C3*scns+C4*scs)+rb*(-ed"ecs-+ef*ecms)) 
ENDIF 
IF(NF.EQ.5)THEN 
Fo=ps'scs 
ENDIF 
IF(NF.EQ.6)THEN 
FO=-p5*ecs 
ENDIF 
IF(NF.EQ.7)THEN 
F0=0.25"b*(rb"(-C5*cems +C4 "ecs)+sb*(ed*scs-ef*sems)) 
ENDIF 
IF(NF-EQ.8)THEN 
F0=0.25*b*(rb"(C5*scms+C4*scs)+rb*(-ed*ecs-+cf*cems)) 
ENDIF 

IF(NF.EQ.9)THEN 
F0=mb*{C5*ccms-C4*ccs) 
ENDIF 
IF(NF.EQ.10)THEN 
Fo=mb*(C3*scms-C4*scs) 
ENDIF 
RETURN 
END 
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