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Introduccion

Dada una ecuacién definida por un polinomio con coeficientes enteros, nos
podemos preguntar por las soluciones dentro de los nimeros racionales de es-
ta ecuacién. Este es un problema bastante antiguo y se cataloga dentro de la
teoria de ecuaciones Diofantinas. En particular nos interesardn ecuaciones con
dos incégnitas. El caso més simple es cuando se tiene una funcién lineal, en el
cual tenemos una infinidad de soluciones (todos los puntos racionates de una rec-
ta). Si tomamos ecuaciones de grado dos (cénicas), entonces también tenemos
el problema resuelto. En este caso si existe un punto cuyas coordenadas sean
dos niimeros racionales, entonces cada recta definida con coeficientes racionales
que pase por este punto cortard a la curva en un segundo punto también con
coordenadas racionales (puede ser el mismo punto y en este caso la recta es la
tangente a la curva). Un clisico ejemplo es la caracterizacién de todas las ternas
pitagéricas de niimeros enteros, es decir las ternas de enteros a, b, ¢, con ¢ # 0,
tales que:

a?+ 5 =

Cada terna pitagérica (a,b,c) representa una solucién racional (£, %) de la
ecuacién

por lo que podemos reducir el problema a encotrar las soluciones racionales de
esta Gltima ecuacién, El punto {0,1) es solucién de esta ecuacién y a partir de
éste podemos construir todas las demds soluciones usando las rectas definidas
por ecuaciones con coeficientes racionales ya que estas cortaran en puntos ¢ que
también tienen coordenadas racionales (ver figura 1).

El siguiente caso son las curvas definidas por polinomios de grado tres. Este
tipo de curvas tienen a lo mas un punto singular, ademds si dicha curva puede
ser definida por un polinomio con coeficientes racionales, entonces su punto sin-
gular también tiene coeficientes racionales. En este caso cualquier recta definida
sobre los racionales que pase por este punto cortard a la curva en otro punto
con cocrdenadas racionales, por lo que todos puntos racionales quedan determi-
nados de esta forma. Asi, pasamos al problema de curvas suaves definidas por
polinomios de grado tres.
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(0.h

Figura 1: Puntos racionales en la circunferencia unitaria

Una curva eliptica es una curva suave de género igual a uno. Se sabe que
estas curvas se pueden representar por polinomios de grado tres, asi es que son
el siguiente paso en el estudio de puntos racionales de curvas planas.

Usando las propiedades de que una recta corta a una curva definida por un
polinomio de grado tres en tres puntos, contando multiplicidades; y que si corta
en dos entonces corta en un tercero, es posible definir una operacién de suma de
los puntos racionales de las curvas elipticas, escogiendo primero un punto como
el neutro de dicha operacién. El conjunto de puntos racionales de una curva de
este tipo resulta ser un grupo conmutativo conocido como el grupo de Mordell-
Weil. Este grupo es finitamente generado, por lo que basta con conocer un
conjunto de generadores para tener determinados todos los puntos racionales de
dicha curva. Tenemos entonces que el grupo de puntos racionales de una curva
cliptica es de la forma

Tor x Z",

donde r se le conoce como el rango de la curva. Curiosamente la parte de
torsién de dicho grupo es facil de calcular, pero el rango es bastante dificil.
S¢ conjetura que existen curvas elipticas de rango arbitrario, pero s6lo se han
encontrado curvas con al menos 23 generadores, no se sabe si estas curvas tienen
ese mimero como rango pero al menos es una cota inferior.

Existe el problema similar de buscar curvas de este tipo definidas sobre
campos finitos, tales que tengan el mayor mimero de puntos posible. Estos dos
problemas estin relacionados entre si como se verd durante esta tesis.

Este problema tiene aplicaciones a otras dreas como a la criptografia (ver
[Len8T} v [Kob87)) v a la fisica (ver {Wal90]). El problema por si sélo tiene
aspectos interesantes en la matematica pura.

Esta tesis tiene como primer objetivo dar una introduccién al estudio de
curvas clipticas desde el punto de vista de la aritmética, enfocado al estudio del
grupo de Mordell-Weil de dichas curvas. Se presentan los principales resultados



iNDICE GENERAL 7

al respecto ademas de las herramientas con las que se ha atacado el problema.
También se da una amplia referencia de trabajos publicados (libros, revistas y
paginas electrénicas) al respecto. El segundo objetivo de esta tesis es estudiar
la forma en la que se han encontrado recientemente curvas elipticas de rango
grande. En 1991 J-P Mestre publica un articulo en el que genera familias de
curvas con rango al menos once. De ahi en adelante todos los avances han sido
usando la misma técnica o de forma muy similar. En algunas ocasiones se han
hecho hisquedas exhaustivas en las familias de curvas que Mestre dié con el fin
de encontrar curvas de rango mds grande.

La informacion que se presenta en este trabajo esta organizada de la sigu-
iente forma: En los primeros dos capitulos se presentan aspectos generales de
la gecometria algebraica y de las curvas elipticas. En el tercer capitulo se es-
tudian las curvas elipticas desde el punto de vista del andlisis complejo y la
teoria de formas modulares; también se da una introduccién a la teoria de su-
perficies elipticas como herramienta para estudiar las curvas elipticas. Después,
en ol capitulo cuatro, se analiza el grupo de Mordell-Weil para curvas elipticas
definidas sobre campos perfectos (en particular campos finitos, locales y numéri-
cos). En ¢l capitulo cinco se da una introduccién a la teorfa de alturas, la cual
resulta ser una herramienta de gran utilidad para determinar cudndo un con-
junto de puntos de una curva eliptica es independiente, es decir, que podrian
ser generadores de la parte libre del grupo; aqui se presenta la demostracién
del teorema de Mordell-Weil usando el algoritmo de descenso, el cual nos per-
mite también estudiar la parte de torsién del grupo. El capitulo seis muestra
herramientas para estudiar el grupo de Mordell-Weil a partir de una ecuacién
de Weicerstrass que define la curva de donde se estd tomando el grupo. Por
iltimo, en el capitulo siete se describe como Mestre genera familias de curvas
clipticas de rango al menos once y también se presentan los resultados obtenidos
posteriormente y que se basan en la construccién de Mestre.

La siguiente tabla resume el avance en la bisqueda de curvas elipticas, donde
r ¢s el rango de el grupo de puntos racionales de dicha curva.

1992 . -P. Mestre r>15 [Mes92)
1992 K. Nagao r> 17 [Nag92|
1992 S. Fermigier r>19 [Fer92]
1993 K. Nagao r>20 [Nag93]

1994 K. Nagao, T. Couya r >21 [Nag94]

Existen resultados que atin no se han publicado, sin embargo pueden encon-
trarse en paginas electrdnicas.

1996 S, Fermigier r>22
15998 R. Martin, W. McMillen r 2> 23

W



Capitulo 1

Contexto Geométrico

Antes de empezar a trabajar con las curvas elipticas es necesario repasar algunas
definiciones y resultados de la geometria algebraica en general, asi como también
definir la notacién en el contexto en el que estaremos trabajando. Existen
diferencias entre algunas de las definiciones que aqui se usan y las que se pueden
encontrar en varios libros de geometria. La notacién que se usara es la misma
que maneja Silverman en sus libros [Sil86] y [Sil96].

En la primera seccién de este capitulo se revisa la teoria de valuacién discreta
sobre anillos. Las dem4s secciones tratan aspectos de la geometria algebraica y
las demostraciones de los resultados expuestos se pueden encontrar en [Sil86}.

1.1 Valuacién Discreta

Para trabajar con anillos de valuacién discreta es conveniente dar un breve
repaso de la teoria de campos que ésta involucra.

1.1.1 Extensiones de Campos

Esta seccién presenta las definiciones bésicas de los tipos de extensiones de
campos que se ocuparan mas adelante. Una buena referencia donde se puede
encontrar mas acerca de esto es [Mor96).

Sea K : F una extensién algebraica de campos, f € Flz] un polinomio
ménico irreducible y S un subconjunto de polinomios no constantes de Flz]
Diremos entonces que:

1. f se descompone en K si todas sus raices estdn en K.
2. Fijémonos en el conjunto de raices en K de los polinomios dentro de S,
Xs = {a € K|f(a) = 0 para algin f € §}.

Entonces K es un campo de descomposicidn de § sobre F si K contiene
todos los elementos de Xg, es decir, K = F{Xs) y ademds cada polinomio
f € 8 se descompone en K.
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3. K es normal sobre F si K es un campo de descomposicion de algin
subconjunto de polinomios no constantes S C Fz].

4. f es separable sobre F si no tiene raices repetidas en algin campo de
descomposicién.

5. Un elemento a € K es separable en F si su polinomio minimo es separable
sobre F.

6. K es separable sobre F si todo elemento a € K es separable sobre F.

7. F es un campo perfecto si toda extension algebraica de F' es separable.

El siguiente resultado es de gran utilidad en el estudio de curvas definidas
sobre campos finitos y su demostracién puede ser encontrada en cualquier libro .
de teorfa de campos (ver [Mor96] o [Lan86]).

1.1. Teorema. Sila caracteristica de un campo F' (char(F)) es cero, entonces
F es perfecto. Si char(F) = p # 0, entonces F es perfecto si y sélo si FP = F.

Sea K : F una extensién algebraica. Un elemento a € K es puramente insep-
arable si su polinomio minimo tiene una sola raiz en cualquier extensién. K es
puramente inseparable sobre F si todo elemento de K es puramente inseparable
en F. '

Sea K : F una extensién algebraica. Los conjuntos que a continuacién
se definen resultan ser campos, por lo que podemos hablar del grado de su
extension. )

1. La cerradura separable de F en K es el conjunto

S = {a € Kla es separable sobre F}.

El grado separable de esta extensidn es [F : S].

2. La cerradura puramente inseparable de F en K es el conjunto
I = {a € K|a es puramente inseparable sobre F'}.
Definimos el grado inseparable de la extensidén como [F : I].

Denotarémos por K a la cerradura algebraica del campo K.

1.1.2 Anillos de Valuacién Discreta

Cuando nos refiramos en general a un anillo estaremos pensando en un anillo
conmutativo con identidad. Se revisard a continuacidn un poco de teoria de
anillos locales. Las demostraciones de los resultados que se presentan pueden
ser encontradas en [Ser76], [Eis96] o [Lan86].

Un dominio entero A es un anillo de valuacidn discreta si es un anillo noethe-
riano de ideales principales con un tnico ideal primo m4. Como este ideal es
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maximal, se tienc que A/m4 es un campo. Los elementos invertibles de un
anilto 4 se les llama cominmente unidades. Estas unidades forman un grupo
multiplicativo. Si 4 es un anillo de valuacién discreta, entonces definimos su
carnpo de residuos como el cociente A/m4.

En un anillo de valuacién discreta A, su ideal maximal m 4 es generado por
un sélo clemento. Este elemento se conoce como elemento primo, pardmetro
uniformizador o bien solo como uniformizador de A. Si = es un uniformizador
de A, entonces todos los demds ideales de A son de la forma 7" A. De esto se
ticne que si € A es distinto de cero, entonces podemos escribir z = un™, donde
w ¢s una unidad en A y n € Z. Usando lo anterior podemos definir la valuacidn
de  como

u(z)z{ :o 2:§;gﬂ *e
1.2. Nota. Esta valuacién no depende de la eleccién del uniformizador =.
Si A" cs el campo de cocientes de un anillo de valuacién discreta A, es decir,
K = {a/bla,be Ay b#0},

entonces podemos extender la valuacién a este campo con v(a/b) = v(a) — v{b).
Tenemos entonces una funcion v: K* = Z que :

1. es un homomorfismo del grupo multiplicativo K* en el grupo aditivo Z.
2. v{z +y) > min(v(z),v{y)).

Una funcidn como la anterior definida sobre un campo K se llama una
valuacidn discreta sobre K.

Si partimos de un campo K con una valuacién discreta, podemos reconstruir
su anillo de valuacién discreta

A={ze K |v(z)>0}u{0}.

Sca v una valuacion discreta sobre un campo K, entonces definimos el con-
junto

Rx ={z € K| v(z) > 0}

como el anillo de enteros de K respecto a v.
Dado un campo K con una valuacién discreta vy a € R tal que 0 <a <1,
denotamos el valer absoluto como

vz} o
et ={ 5 R

0 siz=0

Es facil verificar las siguientes propiedades.

lzll. = 0 & z=0,
llzylle = llzlle -l
lx+ylle < tizlle + e
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Cualquier funcién || }j : K — R que satisfaga las propiedades anteriores se lla-
mara también valor absoluto. Se dice que un valor absoluto es no arquimediano
si ademas de satisfacer 1a dltima de las condiciones anteriores satisface

{lz + yll < max{{|=l}, llyll}-

Estos valores absolutos se les suele llamar ultramétricas. Reciprocamente,
toda ultramétrica es de la forma ||z{| = ¢***) para alguna valuacién real v : K’ —
R

1.3. Ejemplo. Sea z € Q de la forma z = p"'m/n con p,m,n primos relativos
¥y p primo.

1. Si definimos v(zx) = rya = lp, entonces obtenemos el valor absoluto
p-ddico || ||, de la forma ||zll, = |lp"m/nllp = 2

2. El valor absoluto arguimediano || || igual a

llzllee = max {z, —=}

Completacién de Campos con Valuacién Discreta

Dada una métrica como la anterior es posible dotar a K de la topologia definida
por los abiertos basicos de la forma

B, ={z € K| [l=li < &}.

Sea {an} una sucesi6n de Cauchy de elementos de un campo K, es decir,
que para todo € > 0, existe N € N tal que si m,n > N, entonces ||am —an|| < &.
Nos podemos fijar en el conjunto de sucesiones de Cauchy bajo la relacién de
equivalencia dada por: {a,} ~ {bn} si {an — bn} converge a cero. Llamamos a
este conjunto la completacién de K respecto a || || y lo denotamos por K. Esta
completacion resulta también ser un campo.

Sea ahora K una extensién de Q. Diremos que dos valores absolutos son
cquivalentes si al completar respecto a éstos obtenemos campos isomorfos {0
equivalentemente que definan la misma topologia). Esta relacion entre valores
absolutos resulta ser de equivalencia, por lo que cuando nos refiramos a un
valar absoluto realmente estaremos pensando en un representante de cada clase
de equivalencia. Denotamos por Mg al conjunto de las clases de equivalencia
de valores absolutos para Q y por My al conjunto de clases de equivalencia de
valores absolutos definidos en K tales que al restringirse a Q son elementos de
.“Uc.

1.4. Ejemplo. Si usamos el valor absoluto arquimediano en Q, entonces al
completar obtenemos R.

1.5. Ejemplo. Si usamos el valor absoluto p-adico en Q, entonces la com-
pletacion serd el campo de los nimeros p-ddicos, denotado po~ Q.
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1.2 Variedades Algebraicas

Cuando se trabaja en algiin espacio afin o proyectivo es importante especificar el
campo en el que se estd definiendo éste. También es importante saber c6mo son
algunas variedades en diferentes extensiones algebraicas del campo base. Por
este motivo siempre que se esté hablando de un espacio se pensara a éste como
el conjunto de puntos dentro del espacio definido por la cerradura algebraica del
campo en el que estemos trabajando. De esta forma se tiene que el espacio afin
de dimensién n sobre un campo K es el conjunto de n-adas de elementos de K,
es decir,

A" = {(z1,...%,) | i € K}

El conjunto de puntos con coordenadas en algin subcampo F de K es el
subconjunto de puntos F-racionales de A" y lo denotamos como

AP = {(zx, .z.)|L €F}

De la misma forma podemos defimir también el espacio proyective de dirnen-
sién n sobre el campo K como el conjunto de subespacios de dimeusion uno de
A" dicho de otro modo.

P" = {(z0,....xn) #0] z; € K}/ ~.

en el cual (ag, ..-,@n) ~ (bo,..., bn) si existe v € K tal que u, = +b,. Como
es usual, se denotard con [ag. ..an] a la clase de equivalencia de (ag. .. . an).
Podemos entonces hablar también de los punros F-racionales de P* donde F
es un subcampo de K, como las clases de equ:valencia bajo la relacién anterior
pero en A(K)™*!,

PUF)={(zo 2.1 E0'r,€F} ~

1.2.1 Conjuntos Algebraicos y Variedades

Denotamos por K{X] (en lugar de K([z,,....z,] o de K{zo. . .z,]} al conjunto
de polinomios en n 6 n + 1 variables, segiin estemos trabajando en el espacio afin
o proyectivo de dimensi6n n, respectivamente. Si no se especifica la dimensidn,
entonces estaremos pensando en que ésta puede ser arbitraria.

Un conjunte aigebraico es un subconjunto de puntos de algin espacio, afin
o proy+ctivo, cuyas coordenadas amulan a todo polinomio dentro de un subcun-
junto de K[X]. Si el espaciu es provectivo, entonces estos polinomios deben de
ser homogéneos.

El conjunto de todos los polinomios (homogeneos en el caso de espacios
proyectivos} que se anulan en un conjunto algebraico genera an ideal  Por
el teorema de las hases de Hilbert el ideal anteriyr wes Hnitamente generado,
mas adn, s1 el ideal es generade pn polinomius homopgeneos, entonces éste e



14 CAPITULO 1. CONTEXTO GEOMETRICO

finitamente generado por polinomios homogéneos {ver [Eis96]). Si 1" ¢s un
conjunto algebraico en un espacio afin, denotaremos entonces este ideal por

(VY=< feK[X]|PeV = f(P)=

Es importante indicar cudndo un conjunto algebraico esta definido por poli-
nomios con coeficientes en cierto subcampo F de K, asi como también los puntos
F-racionales de dicho conjunto. Por lo que se denotara por V/F a un conjunto
algebraico V que se pueda definir con polinomios en F[X]. Para los puntos
F-racionales de este conjunto se usari

V(F)={P € V| P es punto F — racional}.

También es conveniente especificar el ideal generado por los polinomios den-
tro de F[X] que se anulan en V(F), el cual lo denotamos por

I(V/F)={f € F[X]| P € V/F = f(P) =0}.

Una variedad algebraica (o variedad simplemente) V es un conjunto al-
gebraico en el que el ideal generado por los polinomios que se anulan en este
conjunto, I(V'), es primo. Hay que recordar que este iitimo ideal estd en K[X).

1.6. Ejemplo. El polinomio z* + 1 genera un ideal primo dentro de Rz], pero
el ideal que genera dentro de Clz] no lo es, por lo que el conjunto algebraico
definido por este polinomio no es una variedad.

Cuando se haga referencia a una variedad algebraica sin especificar si es afin
o proyectiva, se entendera que puede ser cualquiera de estas‘dos.

1.2.2 Dimensién
Caso Afin

En una variedad algebraica afin V/K se define el anillo de coordenadas de dicha
variedad como el cociente
KIX]

V/ K)

Como I(V/K) es un ideal primo, entonces este anillo de coordenadas resulta ser
un dominio entero. Por tal motivo es posible completar el anillo a2 un campo
agregando los cocientes de los elementos del anillo. Este campo se conoce como
el campo de fracciones de la variedad V/K, el cual denotaremos por

K(V/K) = {a/b]| a,b € K[V], b#D0}.

Las variables z; son elementos trascendentes de K{X}], pero al hacer el co-
ciente con algin ideal primo y después tomar su campo de fracciones, estas
variables pueden dejar de ser elementos trascendentes en K(V/K'). Estoiltimo
nos conduce a definir la dimensidn de una variedad como el grado de trascen-
dencia de la extensién del campo K en el campo K(V),

K[V] =

dim V = grado de trascendencia de K(V) : K



1.2. VARIEDADES ALGEBRAICAS 15

Caso Proyectivo

Cada punto P = lap,...,an] de un espacio proyectivo P* puede ser pensado
como un punto de un espacio afin A" contenido en este espacio proyectivo.
Para ver esto basta tomar alguna a; # 0 de un representante (ao, ...,an) de Py
fijarse en (ag/ai,...ai—1/8i, 1, 8i41/ai,an/e;). El conjunto de puntos de la forma
{(£g,....Ti-1,1,Zis1,..-,Ts) €5 un espacio afin de dimensién n.

La funcion p; : A® — P" definida por

pi{ay, ..., an) = [a1,..,0i-1, 1, @is1, ooy On]

es una inyeccion en la que la imagen inversa de una variedad proyectiva V(K)
i rindad ofin (KD,

Sea P un punto de una variedad proyectiva ¥ Como se mencioné anterior-
mente, existe una variedad afin U que contiene a P. Definimos la dimensién y
¢l campo de cocientes de V' como la dimension y el campo de cocientes de U, es
decir,

K(V)=K(U) y dimV=dmU.

i.7. Nota. Es importante indicar que esta definicién no depende de la eleccién
del punto P ni del abierto U.

1.8. Nota. En tnuchas ocasiones es conveniente ver al campo de corientes de
nna variedad proyectiva V' como el campo

K(V)={f/gif v g ~on polinomios homogéneos del mismo grado dentro de K[V]}

1.2.3 Aplicaciones entre Variedades Algebraicas

Si V, v V3 son dos variedades proyectivas. diremos que una aplicacién racional
de ¥, en 1, o5 una aplicacién de la forma

[+ - V1 —+ Vg
o(P) = [fo(P), .. fn(P)].

donde fo, .., fn € K(Vi) satisfacen que para todo punto P, en donde estas
funciones estén bien definidas, se tiene ¢(P) € V2. Una aplicacién racional no
es necesariamente una funcién, ya que puede suceder que el denominador de
una funcién racional f; se anule en algin punto dentro de la variedad Vi. En
ocasiones se puede escoger un polinomio g € K{Vy] tal que

o(P) = [g(P) fo(P), ....g(P) fn(P)]

esté bien definido en P {no se ha cambiado la aplicacién ¢ ya que estamos
trabajando en el espacio proyectivo y los puntos son clases de equivalencia).
Cuando esto suceda diremos que ¢ es una aplicacién regular en el punto Py
si @ es regular en todu punto de Vi, entonces diremos que es un morfismo (o
aplicacion regular} de Vi en V5.
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1.9. Ejemplo. Sea V) la variedad definida por el ideal < = > dentro de P? y
1y = P2,
1. Sea ¢ : Vi — V; dada por [z,y, 2] — [£, L, -:;]. ¢ es una aplicacién regular.
2, Sca ¢ : Vi = V; dada por [z,y,2] = [£,1,1]. En este caso ¢ no es una
aplicacién regular.

Seao:¥i — Vaun morfismo de variedades definidas sobre el campo K.
Este induce un morfismo de campos

¢*: K(W2) — K(V)
fr—fod
Definicién. En la notacién anterior definimos el grado de ¢ como:

o0 si ¢ es constante
grad(¢) = { [K(Vi): ¢*K(V3)] si¢ no esconstante

Diremos que ¢ es separable si la extensién de campos K (V1)/¢"K {V2) es sepa-
rable.

1.2.4 Puntos Singulares

Sea V' una variedad algebraica definida por los polinomios f1, f2, ..., fm € K[X)
y P un punto de esta variedad, entonces diremos que V' no es singular en Psila
matriz cuyas entradas son las derivadas parciales de los polinomios anteriores,

of;
2L p) ,
(3::,- 1<i<m,1<j<n

tiene rango igual a n — dim V, y diremos que es singular si su rango es menor.
Diremos en general que una variedad V' no es singular, o que es suave si ésta
no cs singular para todo P € V.

1.10. Ejemplo. Considerando las variedades
V]_ - Y2 = XS + X
V, @ YI=X'+ X2,

es facil comprobar que la primera no es singular mientras que la segunda tiene
una singutaridad en el origen y que ambas tienen dimension igual a uno.

1.2.5 Localizacion

Existe una forma algebraica de caracterizar las singularidades de las variedades.
Si P es un punto de la variedad V', entonces denotemos al ideal que contiene a
todos los polinomios que se anulan en punto por

Mp = {f e K[VIif(P) = 0}.

Este ideal es maximal y ol cociente de ideales Mp /M2 es un espacio vectorial
sobre K.
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Figura 1.1: Curvas V, y V,

1.11. Proposicién. Sea V una variedad. Un punto P € V no es singulor si y
solo si

dimg Mp/M} = dim V.

En el ejemplo 1.10 el punto P = (0,0) pertenece a ambas variedades y
en los dos casos el ideal Mp es el generado por los polinomios X y Y; y M}
esta generado por X2, XY y Y2. Pero en el anillo de coordenadas de la primera,
K[V}, sc tiene

X =Y? - X% =0 modM}

por lo que Af p/M?3 se puede generar con la variable Y como espacio vectorial
sobre K, es decir, dim Mp/M} = 1. Y en la variedad V5 las variables X y Y
10 tienen una relacién lineal que las involucre con los dem4s elementos de M P
por lo que se necesitan las dos variables para generar Mp/M% como espacio
vectorial sobre K, por lo tanto dim Mp/M2% = 2. Asi, tenemos que Vi no es
una variedad singular en el origen mientras que V; si lo es.

Los cocientes de polinomios dentro de X (V) no estin definidos como fun-
ciones en los puntos donde el denominador se anula. Para centrar nuestra aten-
cién en las funciones racionales que estén bien definidas en algtin punto P dentro
de una variedad V, definimos el anillo local en P como el conjunto de elementos
del campo de cocientes de V que estan bien definidos para P, el cual denotamos
por

K[V]p={f/g€ K(V) | g(P) # 0}.

1.3 Curvas Algebraicas

A continuacion nos enfocaremos a la teorfa de curvas algebraicas asi como tam-
bien se enuneiardan algunas caracteristicas de éstas. En esta seccion se estard tra-
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bajando con campos perfectos. Las demostraciones de los resultados que aqui se
presentan pueden ser encontradas en [Har77] y [Sil86].

Por una curva algebraica entenderemos una variedad algebraica de dimen-
sién uno. Para abreviar nos referiremos a las curvas algebraicas como curvas
simplemente.

1.3.1 Valuacién en Curvas

Los anillos locales son de gran importancia y a través de estos podemos dar lo
que se conoce como orden en el campo de funciones de una, curva.

1.12. Proposicién. Si C es una curva y P un punto no singular de ésta,
entonces la localizacién de su anillo de coordenadas en P, K(Clp, es un anillo
de valuacidn discreta,

Sea ' una curva, P un punto no singular de C y. f € K[C}p. Definimos el
orden de f en el punto P como la valuacién

ord, @ E[C]— {0,1,2,3,..}U {cc}
ordp(f) = max{d|fe Mp},

donde Mp es el ideal maximal de K[C)p. Podemos extenderla a todo K(C)

usando ordp(f/g) = ordp(f) — ordp(g).
Si ordp(f) > 0 diremos que f tiene un cero en P, si ordp(f) < 0, diremos

entonces que f tiene un polo en P.

1.13. Proposicién. Seas C una curva suave y f € K(C). Entonces eziste un
nimero finito de puntos P para los cuales f(P) tiene un cero ¢ un polo. Y s
ademds f no tiene polos, entonces f € K.

1.14. Ejemplo. Consideremos las curvas descritas en el ejemplo 1.10. Donde
V, es suave en el origen mientras que V2 no lo es. Si P es el origen, se tiene
entonces que en 1}

OTdP(Y) = 1 Ofr'dp(X) =2

La siguiente proposicién sera dtil cuando estemos trabajando con curvas
definidas sobre campos de caracteristica mayor que cero.

1.15. Proposicién. Sea C/K uns curva clgebraica donde charK > 0 y sea
t € K(C) un uniformizador en algin punto P € C no singular. Entonces K(C)
es unao extensién separable finita de K (t).

1.3.2 Aplicaciones entre Curvas

En esta seccién se presenta una serie de resultados que tienen que ver con
aplicaciones entre variedades algebraicas enfocando nuestra atencién al caso de
curvas.
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Sea ¢ = [fo, .., fu] : V1 — V2 una aplicacién racional, es decir. un morfismo,
Si V; y V, estén definidas sobre el campo K, entonces el grupo de Galois Gy,
actiia en ¢ de forma obvia:

¢7(P) = [fo(P)"; .., fnl(P)).

Diremos que dos variedades V; y V2 son isomorfas (o birracionalimente equi-
valentes) si existen morfismos ¢ : V) = Vo y ¥ ¥y — V) tales que oo y ooy
son la identidad en V; y V; respectivamente. También diremos que son isomor-
fas sobre el campo K si tanto las variedades V) y V2 como estos morfismos ¢ y
1) estan definidos sobre K.

1.16. Teorema. Sea ¢ : Ci = Cz un morfismo entre curvas proyectivas. En-
tonces ¢ es constante o suprayectiva.

Supogamos ahora que C1/K y C2/K son curvas y que ¢ : C) = C; es una
funcién racional no constante entre estas curvas definida sobre K. Se puede ver
que la composicién con ¢ induce la siguiente inyeccién, que fijaa K :

¢° : K(C2) o K(C1),
¢°(f) = fod
1.17. Teorema. Sean C /K y C2/K curvas.
1. Si¢: C, = Ca es un morfismo no constante definido sobre K, entonces
K(C)) es una extensidn finita de ¢*(K(C3)).
2. Sii: K(C2) = K(Cy) es ung inyeccién que fija K, enlonces eriste una
tinica funcidn no constante ¢ : C; = C; definida sobre K tal que ¢° = 1.
8. Sea K un subcampo de K(C,) de indice finito que contenga ¢ K. Entonces

eziste una curva suave C' /K, tnica salvo K —isomorfismo, y una funcidn
no constante ¢ : C ~» C' definida sobre K, tal que ¢*(K(C')) = K

1.4 Divisores

En esta seccién revisaremos los conceptos concernientes a divisores en curvas.
Las demostraciones de los resultados que se presentan pueden ser encontradas
en [Sil86] y en [Har77).

Sea C una curva. El grupe de divisores de C, denotado por Diuv(C), es el
grupo libre aditivo generado por los puntos de C. De esta forma cada elemento
D de Div(C} se escribe

D= np(P

PecC

donde np € Z, (P) es el divisor correspondiente al punto P y np es cero para
todos excepto un nimero finito de puntos P € C. El grado del divisor D s la
suma de los valores de np.

grad{D) = Z npe.
PeC
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El conjunto de divisores de grado cero forma un subgrupo de Div{C) que se
denotara Div®(C).

Si la curva C estd definida sobre K, entonces el grupo de Galois G ¢,k actia
en Div(C) de forma obvia.

Da = Z ﬂ.p(Pa).

PeC

Decimos que D estd definido sobre K si D° = D para todo ¢ € Gg k-

1.18. Ejemplo. Si tomamos los puntos P =1LV2yP= (1, —v2] dentro
de P'(Q), entonces el divisor D = (P} + (P,) estd definido sobre Q, ya que
cualquier 0 € Gg,q deja fijo a V2 o bien lo manda a —/2.

Si C ¢s una curva suave y f € K(C)*, entonces podemos asociar a f el
divisor

Div(f) = > ordp()(P)

PeC

(la proposicién 1.13 justifica que es efectivamente un divisor)

Un divisor D € Div(C) es principal si es el divisor de alguna funcién
{ € K(C)*. Dos divisores son lineslmente equivalentes si su diferencia esta en
Div®(C). Para el caso de curvas podemos definir el grupo de Picard (o de clase
de divisores) Pic(C) como el cociente de Div(C) entre el grupo de sus divisores
principales. La siguiente proposicién es valida sélo para el caso de curvas.

1.19. Proposicién. Si C es una curva suave y f € K(C)*, entonces:
!l Div(fY=0siysdlosif ek .
2. grad(Div(f)) = 0.
1.20. Ejemplo. Si nos fijamos de nuevo en la curva C definida por la ecuacion

V=2"+z

y en la funcién z € K(C) (6 % si se piensa como cociente de polinomios ho-
mogétieos del mismo grado), podemos caleular el divisor de esta funcién (ver
cjemplo 1.14). Esta ticne como ceros a P, = [0,0,1) y P, = [0,1,0] (el punto al
infinito). con ordenes

ordp,(z) = 2, ordp,(z) = 1.

Y tiene un inico polo en P, de orden 3, es decir, ordp,(z) = 3. Asi podemos
calcular su divisor

Diu(z) = 2{P) - 2(P2),

donde la Tuncién r representa la recta que se ve en la figura 1.2,
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1.4.1 Diferenciales

Una de las condiciones que debera tener una curva para ser eliptica es no tener
singularidades. Para esto es 1itil el uso de las diferenciales. Sea C una curva.
El espacio de formas diferenciales meromorfas sobre C, denotado por g, es
el espacio vectorial sobre K (C) generado por los simbolos de la forma dx para
cada r € K(C) sujetos a las siguientes relaciones:

1. d(z +y) =dr + dy para z,y € K(C).
2. d(zy) = zdy + ydz para I,y € K(C).
3.da=0 paraa € K.

1.21. Proposicién. Sean P un punto de una curva C yt € K(C) un uni-
formizador en P.

1. Pura toda forma diferencial meromorfa w € Qc¢, existe una funcidn g den-
tro de K(C) tal que

w = gdt.

Denotaremos a g por w/dt.

2. El valor de ordp(g) depende sdlo de P y de w, no depende de la eleccion
del uniformizador t.

De acuerdo a estd ultima proposicidn, definimos el orden de w como
ordp(w) = ordp(g).

Asi, a cada forma diferencial meromorfa w € fl¢ se le puede asociar un divisor

Div(w) = Y} _ ord(w)p(P) € Div(C).
PeC

Una forma diferencial meromorfa w € Q¢ es una forma regular (u holomorfa)
st

ordp(w) 2 0
y se dice que no se desvanece si
ordp(w) £ 0.

Un divisor candnico es la imagen de un divisor Div{w) dentro de Pic(C) para
algin w € Qc.
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Figura 1.2: Orden de la funcién z en los puntos P, y P,



Capitulo 2
Curvas Elipticas

Recordemos que por una curva estamos pensado en una variedad algebraica de
dimensién uno. Ahora nos interesardn las curvas suaves de género uno, conoci-
das también como curvas elipticas (para el caso de curvas el género algebraico,
aritmético y topoldgico coinciden). Adem4s siempre estaremos considerando un
punto distinguido de esta curva. Asi, una curva eliptica serd una pareja (E, Q)
donde F es una curva suave de género uno y O es un punto distinguido de
E. También sera importante estudiar los morfismos entre curvas elipticas, los
cuales deberan ser de la forma

¢ : (E,0} — (E',0),

donde ¢ es morfismo de las varidades algebraicas E y E’, con la condicién extra
de que p(0) = O’'. Las demostraciones de los resultados que se presentan en
este capitulo pueden ser encontradas en [Sil86], o'bien, ahi se da la referencia
correspondiente.

2.1 Género de una Curva Algebraica

En esta seccién se enuncia la versién del teorema de Riemann-Roch para curvas
suaves definidas sobre cualquier campo, el cual nos permite definir el género
de éstas. Si tenemos una curva suave definida sobre el campo de los nimeros
complejos, entonces su género algebraico coincide con el género topoldgico, de
este modo las curvas no singulares de género uno son topolégicamente los toros.

2.1.1 Teorema de Riemann-Roch

Sea C una curva plana. Diremos que un divisor

D= Y np(P) € Div(C)

PeC

23
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es posithwo (o efectivo), denotado por
Dz 0,

si np > 0 para todo P € C. Definiremos un orden parcial, <, en el grupo de
divisores de esta curva de la siguiente forma: Si D' es otro divisor, usaremos

bzD

para indicar que D — D' es positivo.
Alora, ¢l conjunto

£(P) = {f € K(C)*[Div(f) > -D} U {0}.
es un espacio vectorial de dimensién finita sobre el campo K. Denotaremos por
I{D) a la dimensidn de este espacio vectorial.

2.1. Ejemplo. Consideremos la curva C definida por la ecuacién y? = z° + z
v el divisor 6P € C{C) (ver ejemplo 1.20). En este caso tenemos las funciones
1, r, y .02, y?, zy y z° dentro de £(6PFy), pero usando la ecuacién que define
a C. estas funciones son linealmente dependientes, por lo que se puede generar
2(6 ) usando seis de estas funciones:

£(6Px) =< 1,z,y,7y,2°%,4¥* > y  U(6Py)=6.

2.2. Teorema {Riemann-Roch). Sea C una curva suave y K¢ un divisor
canénico sobre C. Erxiste un entero g 2 0, lamado el género algebraico de C,
tul que para todo divisor D € Div(C), se cumple la igualdad

{D)-l(Kc—-D)=grad(D)—g+1.
2.3. Ejemplo. En el ejemplo 2.1 la curva € es una curva de genero uno.

Si C/K es una curva de genero igual a uno y P € C un punto de C, entonces
tenemos {(nP) = n. Por lo que existen z,y € K(C} tales que:

£(P) = <1>
£(2P) = <l,z>
L£(3P) = <l z,y>.
donde < . s, .... 1, > representa el subespacio vectorial generado por 2, ..., z,.

Se puede ver de la misma forma que el conjunto {1,z,y,z2%,¥%, zy, 2%} es lineal-
mente dependiente dentro de £{6F), por lo que existe una combinacién lineal
igual a cero.

A+ Aox + day + A4I2 + As-’Ey + A6y2 -+ A7sr:3 =0,

con Ay 4; € K(C). En esta ultima ecuacién es posible ver que AgAy # 0,
por lo que podemos hacer el cambio de variables

(r,y) = (—AgArz, AsAdy)

v dividir toda la ceuacion entre A3A4%, lo cual da como resultado una ecuacién
de Welerstrass. Lo anterior prueba una parte de la siguiente porposicidn.



2.2. ECUACION DE WEIERSTRASS 25

2.4. Proposicion. Sea E' una curve suave de género uno definida sobre un
carnpo K y O un punto distinguido de ésta. Entonces existen funciones z,y €
K({E} tales que la funcion

H(E) = P?
¢ =[z,y,1]

es un isomorfismo de E/K en una curva dada por una ecuacion de la siguiente
forma (Forma de Weierstrass):

C: Y2+, XY +a3Y = X3+ a2X? + a¢X +as,
conay,...,as € K; y tal que ¢(0) =[0,1,0].

Una curva eliptica se puede definir como una curva C no singular de género
igual a uno. El objetivo de este trabajo es estudiar el conjunto de puntos
Q—racionales de esta curva, C((}). Cuando tomamos un punto distinguido O €
C(Q) es posible dar estructura de grupo al conjunto C{Q), lo cual se verd a
continuacién. Si cambiamos el punto distinguido, entonces el grupo que se
forna no es necesariamente el mismo.

Definicién. Una curva eliptica es una curva E no singular de género igual a
uno junto con un punto distinguido O de E.

2.1.2 Puntos Racionales en Cibicas

Sea C una curva plana definida por un pelinomio f de grado tres. Si escogemos
un punto O no singular de C, podemos dar estructura de grupo a los puntos no
singulares de C. Definimos primero a O como el neutro del grupo. Ahora, dado
un punto P € C, definimos su inverso, — P, como el tercer punto de interseccidn
de la recta que pasa por P y por O, es decir, P, —P y O son coolineales.
Para determinar la suma de dos puntos, R = P + Q, definimos —R como el
tercer punto de interseccién de la recta que pasa por Py @ con C, de modo
que los puntos R, —R y O son coolineales. Es relativamente facil comprobar
que esta operacién es conmutativa y que cada elemento tiene inverso. Parala
asociatividad es necesario usar el teorema de Bezout. Para este fin basta con
saber que si una curva de grado tres pasa por ocho de los puntos de interseccion
de otras dos ciibicas, entonces pasa por el punto restante de inteseccién de estas
ultimas dos curvas.

2.5. Nota. Si F es un subcampo de K y O € C(F), entonces la operacién que
se definié anteriormente da estructura de grupo a los puntos F-racionales no
singulares de C.

2.2 Ecuacién de Weierstrass

Trabajarcinos con curvas definidas por una ecuaciones de la forma

E gy’ +aizy + a3y = 23 + a277 + a4 + as,



26 CAPITULO 2. CURVAS ELIPTICAS

-P. R=P+Q

A

Figura 2.1: Operacién del grupo de Mordell-Weil en una curva eliptica

con ay, az, ag, a4 y ag dentro de K. Este tipo de ecuaciones se les conoce como
ecuaciones de Weierstrass.

Si analizamos las curvas definidas de esta forma, se puede ver que éstas
cortan a la recta al infinito en un sélo punto Py = [0,1,0]. En cualquier curva
definida con una ecuacién de Weierstrass, por ser ésta una ecuacién de tercer
grado, es posible hablar del grupo de los puntos K -racionales no singulares de
dicha curva (tal como se menciona en la seccién anterior).

Supongamos en lo que resta del capitulo que E es una curva definida por
una ecuacion de Weierstrass como se hizo anteriormente. Supondremos también
que el campo donde estamos definiendo E es de caracteristica distinta de dos o
tres {posteriormente se daré el tratamiento para estos campos). Si sustituimos
¥ por

y—ar—ag
2 ¥

entonces podemos reescribir la ecuacién anterior de la forma

E:y? = 42% 4+ box? + 2byz + bs, (2.1)
donde
by = at+4a
by = 2a4+aias

bg = a§+4a5.
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También serd conveniente definir los siguientes valores:

by = alag+4azag —ajaszas + azal — aj
ey = b)—24b
cg = b+ 36biby — 216bs
A = —blbg —8b3 — 27b% + 9bzbsbe
. <
> = A

Estos valores cumplen las siguientes relaciones:

dbg = bobg — b3
1738A = ¢ -

(z——3b2 l_)
36 '216

podemos reescribir de nuevo la ecuacién 2.1 de una forma més simple

Sustituyendo ahora (z,y) por

E:y*= 23 — 2Tcyx — 54c.

Asi, la curva queda determinada por los valores de ¢4 y cs.

2.2.1 Curvas Hiperelipticas

~ Por un momento fijemonos en las curvas definidas por ecuaciones de la forma

y? = f(z),

donde f(z) es un polinomio que no tiene un cero doble para z = 0. Este tipo de
curvas son llamadas hiperelfpticas y se sabe que si el grado de f es d, entonces
estas curvas son no singulares y su género estd dado por el unico entero g tal
que d — 1 < 2g < d (ver [Si192, H]}.

2.3 Invariantes en Ecuaciones de Weierstrass

Cuando estamos trabajando con una curva E definida por una ecuacién de
Weierstrass, los valores A, ¢4 ¥ cg nos permitirdn saber si la curva que ésta
define tiene singularidades y de que tipo de singularidad son. Diremos que un
punto de una curva es un nodo si es singular y es un punto donde la curva
se autointerseca; y diremos que es una ciuspide si es singular pero E no se
autointerseca en este punto.

2.6. Proposicién. Sea E una curva definida por una ecuacidn de Weierstrass.
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Figura 2.2: Tipos de singularidad en cibicas (cispide y nodo)

1. A #£0 si, y s6lo si E es no singular.
2. A=0ycsg#0 si, y sélo si E tiene un punto nodal.
3 A=0ycqy=0si,ysélo si E tiene un punto cuspidal,
Ademds, si E es singular, entonces sélo tiene un punto singular.
Ya que se han clasificado la;s curvas de acuerdo a las ecuaciones de Weier-
strass que las definen, pasaremos ahora a ver en qué condicienes podemos decir

que dos de estas curvas son isomorfas. En lo que resta del capitulo E y E’ serdn
curvas definidas por una ecuacién de Weierstrass.

2.7. Proposicién. Sean j y j' los j—invarientes de las curvas E y E'.
1. E y E' son isomorfas (sobre K) si, y sélo si j = j'.
2. Pars todo jo € K eriste una curva eliptica con j—invariante igual a jo.

Las curvas elipticas se pueden escribir con ecuaciones de Weicrstrass, y vi-
ceversa, cualquier ecuacion de Weierstrass que no tenga puntos singulares de-
termina una curva eliptica.

2.8. Proposicién. Para cualquier curva eliptica E eristen A € K — {0,1} y
una curve eliptica E) definida por y* = z(z — 1)(z — ) tales que:

1. E y E, son isomorfas.

2. El j—invariante de la curva E estd dado por

(A2 =A+1)°

: _ 08
J(Ex) =2 Yoo

3. La funcidn que a cada X le asigna j(E)) es seis a uno si 0 # j # 1728, dos
auno sij =0; yes tres a uno si j = 1728,
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De esta forma es posible parametrizar las curvas elipticas. A esta forma de
determinar las curvas se le conoce como La Forma de Legendre. En lo sucesivo y
de acuerdo a estos tltimos resultados, cuando nos refiramos a una curva eliptica
estaremos pensando a ésta como el conjunto de puntos con la estructura de
grupo definida en 2.1.2 con cl punto al infinito como origen, O = Py (este
grupo se conoce como el Grupo de Mordell-Weil}. Si E es un curva definida
por una ecuacién de Weierstrass, denotaremos entonces por E,, a el conjunto
de puntos donde la curva no es singular.

2.9. Proposicién. Sea E una curva definida por una ecuacién de Weierstrass
tal que A = 0.

1. Sicq #0, entonces Eq, = K*.
2 Sicy =0, entonces Eq, = K+,

Donde K* representa al grupo multiplicativo de K — {0} y K+ al grupo
aditivo de K.

2.3.1 Isogenias

Cuando estamos pensando en variedades en las que sus puntos tienen una es-
tructura de grupo, como lo son las curvas elipticas, nos interesa trabajar con los
morfismos que respeten esta estructura, es decir, que también son homomorfis-
mos de grupo.

Definicién. Sean E; y E3 dos curvas elipticas con neutros Oy y O, respec-
tivamente. Una isogenia entre estas dos curvas es un morfismo de variedades
¢ : By — E; que satisface p(0;) = Os. Si ademis p(E,) # {O;}, diremos que
E, y E; son iségeneas

Una isogenia ¢ : E; — E; determina una funcién entre los campos de
funciones de las curvas, que denotaremos por ¢* : K(E;) — K(E,). Dadas
dos isogenias ¢ y 1, podemos definir la funcién ¢ + 9 : E; — E; de la forma
(p+1)(P) = ¢(P)+9(P), la cual resulta ser otra isogenia, por lo cual podemos
dar estructura de grupo al conjunto de isogenias de E; en E;. En este contexto
nos referiremos a Hom(E,, E2) como e} grupo anterior y del mismo modo y
de manera usual podemos definir End(E) como el grupo de endomorfismos y
Aut(E) como el grupo de automorfismos. Si ademds agregamos la composicion
de isogenias como multiplicacién, podemos dotar a End(E) una estructura de
anillo.

2.10. Proposicién. Sean E, y E; curvas elipticas y m un entero no negativo.

1. El morfismo [m]: By — E,, dado por [m](P) = P+ ...+ P (m veces) es
Lna 1sogenia.

2. Hom(E,, E;) es un Z—mddulo libre de torsion.

2.11. Ejemplo. Sea F una curva eliptica y O su punto distinguido. La funcién
[0] : E = E tal que [0(P) = P para todo P € E es una isogenia.
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Hay que recordar que las isogenias tienen que respetar la estructura de grupo
de las curvas donde se define, como lo indica el siguiente teorema.

2.12. Teorema. Toda isogenea es un homomorfismo de grupos de las curvas
en donde se define.

2.13. Corolario. Sip : E, — E; es una isogenia distinta de [0} : Ey — E3,
entonces ker(g) es un subgrupo finito de E;.

Una observacién interesante es due toda curva eliptica puede ser vista como
un Z- médulo bajo la operacién mP = [m](P), param € Zy P € E.
Seam € Z. El m—subgrupo de torsién de una curva eliptica E es el subgrupo

E[m] = {P € E|[m](P) = O}.

E! subgrupo de tersién Eror de E es la unién de todos los m—subgrupos de
torsién de E.

Isogenias Duales

Si bien las funciones [m] son isogenias, no toda isogenia es de esta forma, sin
embargo es posible relacionar cada isogenia con una de éstas.

2.14. Teorema. Sea y : By — E; una isogenia. Eziste una isogenia
v: B — E
y un entero m tal que .
Fop=[m]
Definitnos esta isogenia como la isogenia dual de .

2.15. Teorema. Sean @,y : By — Ey y A : E; — E; isogenias entre curvas
elipticas.

1. Sim = deg{yp), entonces

Pop =[m] € End(Ey);
p o P = [m] € End(E,).

2 Nop=PoA.

. o+P=F+9.

4. [m] = [m] y deg([m]) = m*.
5. deg() = degly).

6. P=1p.

Con estas propiedades se puede observar que la funcién que determina el
grado de una isogenia deg : Hom(E,, E;) — Z es una forma cuadratica posi-
tivamente definida.
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2.16. Corolario. Sea E una curva eliptica ym € Z. Sea también p = char(K).

1. Sip# 0 ypym son primos relativos, o si p = 0, entonces
E[m) = (Z /mZ) x (Z [mZ).
2. Sie es un enlero positivo, entonces

Eptj=~0 é ER°]=Z/p°Z.



Capitulo 3

Curvas Elipticas Sobre C y
Superficies Elipticas

En este capitulo se estudian las curvas elipticas definidas sobre el campo de los
nimercs complejos. También se estudiardn curvas elipticas sobre el campo de
funciones de una curva, k(). Este dltimo campo nos conduce al estudio de las
superficies elipticas, a través de las cuales se generan familias de curvas elipticas.
Se combinan la geometria algebraica y el anilisis complejo para el estudio de
este tipo de curvas. Los resultados que en este capitulo se presentan pueden ser
encontrados en [Sil96] y [AhI79).

3.1 Funciones Elipticas

En esta seccién se define el concepto de reticula dentro de €, en el capitulo 5 se
da una definicién mds general de este concepto.

Definicién. 1. Una reticula A es un subgrupo aditivo discreto de C que
contiene una base de C como espacio vectorial sobre R.

2. Una funcidn eliptica (relativa a una reticula A) es una funcién merotorfa
f: € = C, que satisface

f(z +w) = f(z)

para cualquier w € A. Se denotard por C{A) al conjunto de todas las
funciones elipticas relativas a A.

3. Si {w1,w;} es una base de A, entonces una regidn fundamental de A es un
conjunto de la forma

{a+ tiw, + tawa|0 < 1,1, < 1},

donde a € C. Cuando nos refiramos a cualquier regién fundamental es-
cribiremos CfA.

33
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®,

‘-2‘

Figura 3.1: Reticula

Tenemos algunas propiedades resumidas en el siguiente teorema.

3.1. Teorema. Sea f € C(A).
1. Si f no tiene polos, entonces es constante.
2, ZUEC/A res,(f) =0
3. Tuecya ordu(f) =0.
4. szC/A res,(flw e A.

El orden de una funcién eliptica es el nimero de polos, contados con multi-
plicidad, de la funcién en una regién fundamental.

El grupo de divisores Div(C/A) de A, es el grupo libre generado por los ele-
mentos de C/A. El grado de un divisor D = }_ n,(w) es 3" n,, y lo denotaremos
por grad(D). Por dltimo se denotard Div®(C/A) al subgrupo

{D € Div(C/A)|grad(D) = 0}.

3.1.1 Construccién de Curvas Elipticas

Sea A una reticula. La funcidn y de Weierstrass (relativa a A) estd definida
por la serie

ot =5 ¢ E?{O}((z—w)ﬁ ~):

La serie de Eisenstein de altura 2k (respecto a A) es la serie

Ga{A) = z w2k

weA—{0}

3.2. Teorema. Sea A una reticula.
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1. La serie de Eisenstein Gop de \ es absolutamente convergente para toda k
mayer qne uno.

2. La serie que define la funcion ¢ de Weierstrass converge absoluts y uni-
formemente en todo subconjunto compacto de C — A. Esta define una
funcion meromerfa en C que tiene polos dobles con residuos cero en cada
punto de la reticula, sin mds polos que éstos.

3. La funcion ¢ de Weierstrass es una funcion eliptica par.

Es ficil ver que el conjunto de funciones elipticas relativas a una reticula A
€5 un campo.

3.3. Teorema. Sea A una reticula. Entonces C(A) = C(p(z2),¢' (2)). Es decir,
que el conjunto de funciones elipticas relativas a A es un cociente de polinomios

eon p(z),'(2) como variables.

Existe una relacion algebraica entre ¢(z) y ¢'(z) que posteriormente nos
permitird establecer una conexién entre las funciones elfpticas y la curvas elipti-
Cas.

3.4. Teorema. 1. La serie de Lourent de ¢(z) en z = 0 estd dada por

p(z) =272+ (2k + 1)(Gars22).
k=1

2. Para toda z € C — A se tiene
@' (2)? = 4p(2)? — 60G4p(2) — 140Gs.
Como es comiinmente usado definimos los siguientes valores asociados a una

reticula:

g2 = 60G,,

g3 = 140Gs.
También definimos el discriminante de la reticula como

A(A) = g3 — 27g3.

La siguiente proposicion es la que permite construir curvas elipticas a partir de
una reticula, ademds de dotar de estructura de superficie de Riemann a esta

CUrva.
3.5. Proposicidn. Scan g2, g3 los valores asociados a una reticula A,

1. El polinomio f(z) = 42> — gox — g3 no tiene raices repetidas y su discri-
minante, A{\), es distinto de cero.

2. 8i E es la curva eliptica definida por y? = f(x). Entonces la funciin
6 QA= E 2w (), ¢(2),1]

es un isomorfismo de superficies de Riemann que es también un homomor-
fismo de los grupos de CfA en C(E).
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3.1.2 Reticulas homotéticas

Si A, v A2 son dos reticulas tales que aA; = Az con a € C*, diremos entonces
que estas reticulas son homotéticas. Tenemos que la funcién

¢:C/A - C/A da(2) = az mod(A,)
es holomorfa y ¢s un homomorfismo.
3.6. Teorema. [. La asociaciin

{a € ClaA; C Az} = {¢: C/A1 — CfA;[¢(0) = 0}

a— Py

es una biyeccidn.

2. Sean E, y E; las curva elipticas correspondientes a Ay y Az. Entonces la
inclusion natural de las isogenias de E, a E; a las funciones holomorfas
de C/A, en C/A, es una biyeccidn.

3.7. Corolario. Sean E,/C y E;/C las curvas elipticas correspondientes a las
reticules A1 y Ap. Entonces Ey y E3 son isomorfas si, y sdlo si Ay y Az son
homotétices.

A continuacién se relacionan tres categorias que resultan ser equivalentes

3.8. Teorema. Sean A, B € C tales que A* — 27B% # 0. Entonces eziste una
tinica reticula A tal que g2(A) = A y g3(A) = B.

3.9. Corolario. Sea E/C una curve eliptica. Entonces existe una tinica reticu-
la A, salvo hometecia, y un isomorfismo complejo analitico

¢: E/C—E(C) #(z) = {p(z;A), ¢ (z;4), 1]
de grupos de Lie complejos.
3.10. Teorema. Las siguientes categorias son equivalentes

1. Objetas: Curvas elipticas sobre C. Morfismos: Isogenias.
2. Objetos: Curvas elipticas sobre C. Morfismos: Funciones complejas analiticas
gue dejen fijo O.

8. Objetos: Reticulas A, salve homotopia. Morfismos: {a € ClaA; C Az}
3.11. Propesicién. Sea EfC una curva eliptica y m un entero mayor que
vero. Entonces se cumple:

1. E[m]=Z/mZ x L/mE.

2. La isogenia [m] : E — E tiene grado m®.

Sea k un campo numérico. Un orden R de k es un subanillo de & que es
finitamente generado como Z-médulo y tal que R®@ k = k.

3.12. Teorema. Sea E(C) unn curva eliptica, y sean wy,ws generadores de la
reticuta A asociada o E. Entonces End(E) = Z; ¢ Q(w; fwsz) es una extensidn
cuadrdtica imaginaria de Q@ y End(E) es isomorfo a un order en Qw; fwa).
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3.2 El Grupo Modular

Sea A € C unareticula. Entonces ésta se puede escribir como la suma Zw; +Zws,
donde {w;,w;} genera a A y que el Angulo entre w; y wo sea positivo de modo que
Im(wy /42) > 0. Si tenemos una base de esta forma, diremos entonces que ésta
estd orientada. Asi nos basta con considerar el semiplano superior complejo,

H={reC|Imr >0}

Fijémonos en el conjunto de reticulas bajo la relacién de equivalencia por ho-
motopia. Podemos escribir

ta=z¥ 4z
(75 Lo

De este modo se puede asignar a cada elemento 7 de H una reticula

Ar=Zr+ Z.

SLa(Z) = {( ’ J ) ¢ I\szg(Z)Idet( > g ) = 1}

el conjunto de matrices invertibles de dos por dos en el anillo de los nimeros
enteros.
Tenemos las siguientes propiedades

Sea

3.13. Lema. 1. Sea A una reticula, y sean {wy, w2} y {w],wy} dos bases
orientadas de A. Entonces eriste una matriz M € SLy(Z) tal que

(w;,Cng)M = (wirw;)'

2 Sean 1,7 € H. Entonces Ay es homotética a Ay si, y sdlo si existe una
matriz

_ an + b

- cT + d’

b

( (: d ) € SLa2(Z) tal que To

3. Para toda reticula A eziste un 7 € H tal que A es homotétice a
Ar=Z74+ 2.

Se puede ver ficilmente que la matriz

=(7 %)

es la unica matriz no trivial de SL2(Z) que deja fijos a todos los elementos de

H.
El grupe modular, denotado por [(1) es el cociente de grupos

[(1) =8L:(2)/{1,-1}.



38CAPITULO 3. CURVAS ELIPTICAS SOBRE C Y SUPERFICIES ELIPTICAS

-1 -1/2 1] 1/2 1

Figura 3.2: Regién Fundamental

3.14. Proposicién. El grupe modular I'(1)} esta generado por los elementos

¢ -1 1 1
§= ( 10 ) y T= ( 0 1 ) :
De esto se tiene que el grupo modular actia en el semiplano H.

3.15. Proposicién. El conjunto
1
F={reH|lr21, [Re(r)| < 5}

es una region fundamental de la accidn de SLo(Z) en H.

De este modo es posible ver que el espacio cociente I'(1) \ H como la dos
esfera de Riemann.
El plano superior extendido H* es la unién de los conjuntos

H* = HUPY(Q).

Los puntos de P!(Q) se llaman cispides de H*.
Se puede extender la accién de I'(1) a H* bajo la accién

(e a)l7]-120a]

3.2.1 La Curva Modular X(1)
Se definen ahora

Y1) =T()\ H y X(1)=T)\ H".
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Podemos formar una topologia en H* si tomamos como base a las vecindades
usuales de los puntos en H; los conjuntos

{reH : Im(r) > k}U {0}
como vecindades de oo; y los conjuntos de la forma
{ interior de un circulo tangente al eje real } U {}

como vecindades los demas puntos de P'{Q).
De este modo podemos dotar a X(1) = (1) \ H* de la topologia débil
obtenida de la inclusién ¢ : H = X (1).

3.16. Proposicién. Es espacio topoldgico antes definido en X (1) es Hausdorff.

3.3 Uniformizacién en Curvas Elipticas

Las curvas elipticas definidas sobre el campo de los niimero complejos pueden
ser parametrizadas por funciones elipticas. Definimos el invariante j—modular
7(r) como la funcién

. ga(7)?
i) = 1L

De modo que j{7) es el invariante 7 de la curva eliptica
Ex, :y* = 42° - ga(r)z — g3(7)
y Ex.(C) se puede parametrizar usando la funcién ¢ de Weierstrass

ClA; — Ep, (Q)
z — (p(z,A0),9'(2, A1)

Fl siguiente resultado nos permite ver cémo se parametrizan las curvas elipti-
cas a través de las funciones de Weierstrass.

3.17. Teorema. La funcién j(1) induce un isomorfismo de variedades analiticas
complejas

j:X(1) =PYC).
De lo anterior tenemos los siguientes resultados

3.18. Corolario. Sea f una funcion modular de altura 0.
1. La funcidén f es una funcidn racional de j, es decir, f € C(37).

2. §i ademds f es holomorfa en H, entonces f es una funcidn polinomial de
3, es decir, f € C[j}.
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Y también como corolario tenemos el teorema de uniformizacién para curvas
olipticas sobre C.

3.19. Corolario. Sean A, B € C tales que 44% + 27B? # 0. Entonces ezisle
una tnica reticula A C C tal que

g2(A) = 60G4(A) = =44  y  ga(A) = 140Ge(A) = —4B.
Ademds lu correspondencia .
C/A — E:y*=1+Az+B,
R )

es un isomorfismo de variedades analiticas complejas.

En resumen podemos decir que hay una correspondencia uno a uno entre el
conjunto de curvas elipticas bajo isomorfismo en C y el conjunto de reticulas
bajo equivalencia homotética.

{curvas elipticas sobre C} _ {reticulas}
C - isomorfismo ~ homotecia

3.4 Familias de Curvas Elipticas

En ocasiones nos interesara trabajar con familias de curvas en lugar de consi-
derar una en particular. Una forma de hacer esto es fijarnos en el campo de
funciones de una curva C y definir una curva eliptica sobre este campo, E/k(C).
Cuando valuamos una funcién f € k{(C) en algin punto F* € C, que no sea un
polo de f, lo que obtenemos es un valor del campo k. De esta forma podemos
definir una curva Ep/k para casi todo punto P € C. Por supuesto que lo que
nos interesa es que estas curvas Ep sean elipticas. En esta seccién se da una in-
traduccién a esta forma de parametrizar curvas elipticas y se enuncia el teorema
de Mordell-Weil para este caso. Los resultados que aquf se presentan pueden
ser encontrados en [Sil96].

3.20. Ejemplo. 1. Consideremos la curva
E:y* =12+ A(T)z + B(T)
con las funciones racionales A(T), B(T) € Q(T) tales que
A(T) = 4A(T)? + 27B(T)?

sea distinto de cero. Lo que tenemos entonces es una curva definida sobre
Q(T). que ademss representa una familia de curvas

E, :y? =2 + A(t)z + B(t)

paratnetrizada por los valores t € Q.
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2. De forma mas general se puede considerar una curva proyectiva C/k sin
singularidades y definir

E:y=r+Az+B

con 4, B € k(C) tales que A = 44% + 27B2 # 0. Entonces para casi todo
punto P € C{k) podemos evaluar A y B en P para obtener una curva

E,:y* =z%+ A(P)x + B(P)
que es eliptica siempre y cuando A(P) # 0.

Una curva E/k{C) tiene por definicién dimensién igual a uno. Pero SiCes
una curva, entonces €l grado de trascendencia de k(C) : k es uno. Por lo que

cada elemento de k(C) se puede pensar como un elemento de k(T), es decir, que
st agregamos a T como variable, entonces E se puede pensar como una superficie
(varicdad algebraica de grado dos) definida sobre el campo k. Por ejemplo la
curva definida anteriormente {ejemplo 3.20).

3.4.1 Superficies Elipticas
En el ejemplo 3.20 se puede pensar a la curva E como el conjunto
e={([X,\.2),)eP*xC | Y2 Z=X"+ AXZ% 4+ B(t)Z3} .

Este iiltimo conjunto resulta ser una subvariedad de P? x € formada por una
familia de curvas elipticas. Podemos entonces definir el morfismo

n:e —C, ([X,Y,Z),t) > t.
Para casi todo t €.C, 1a fibra
gg=n(t)={Pee | n{P) =1t}
es una curva E;. Asumiendo que
A = -16(4A% + 27B%) # 0 en k(C),

basta con usar t € C tal que A(t) # o0, B(t) # oo y A(t) # 0 para obtener
curvas elipticas.

En realidad todavia no hemos definido una familia de curvas elipticas ya
que no sc ha mencionado nada acerca del punto distinguido O que sirve como
neutro en ¢l grupo de puntos de la curva. Para definir estos puntos distinguidos
usamos

Oy = ([0,1,0,t) €&, C P x C.

Esta propiedad se puede describir de otra forma. Como cada fibra €; es una
curva eliptica con un elemento distinguido Oy, tenemos la funcién

g : C —reg,
fi""-)Og.
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Es posible ver a los puntos (; como una familia algebraica de puntos, o de forma
equivalente, a oy como una aplicacién racional entre variedades.
Podemos ahora definir formalmente lo que es una superficie eliptica.

Definicién. Sea C una curva proyectiva suave. Una superficie eliptica sobre C
consiste de los siguientes datos:

1. una superficie ¢, es decir, una variedad proyectiva de dimensién igual a
dos,
2. un morfismo

m:e—C
tal que, salvo un niumero finito de puntos, la fibra
£ =711t
es una curva suave de género igual a uno,
3. un morfismo
og:C — ¢

tal que oo(t) € &;.

Sean v : e =+ C y ' : ¢ = C dos superficies elipticas definidas sobre la
misma curva C. Una aplicacdn racional de € en &' sobre C es una aplicacién
racional ¢ : £ = £ que conmuta con las proyecciones, es degir, 7' o ¢ = 7. Sital
aplicacién ¢ : € — £ existe y ademds es un isomorfismo diremos entonces que €'y
' son birracionalmente equivalentes. Si esta aplicacion y estas superficies estdn
definidas sobre el campo k, entonces diremos que € y &' son k—~ birracionalmente
equivalentes sobre C. i

Ahora enunciaremos un resultado que ralaciona las curvas elipticas definidas
en el campo k(C) con las superficies elipticas = : € =& C definidas enel campo .

3.21. Proposicion. . Sea Efk(C) una curva eliptica. Si a cada ecuacién
de Weierstrass de £

E:y* =23+ Az + B, A,B e k(C),
le asociamos la superficie eliptica
(A, B) = {([X,Y,2],t) e P2 x C | Y?Z = X3 + A(t)X Z* + B(1)Z°}

descrita anteriormente, entonces todas estas curvas €(A, B) son k-birra-
cionalmente equivalentes sobre C.

2. Pars cada superficie eliptice sobre C definida en k eriste una curva eliptica
E:y* =23+ Az + B, A,B € k(C)

{tinice salvo isomorfismos sobre k(C)) tal que € y la superficie e(A, B)
asociada ¢ E son k-birracionalmente equivalentes.

De esta forma podemos asociar a cada superficie eliptica £ = C definida en
k una curva eliptica E/k(C}. A esta curva le llamaremos fibra genérica.
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3.4.2 Grupo de Secciones de una Superficie Eliptica

Sea 7 : V — W un morfismo entre variedades algebraicas. Una seccién para
7 es un morfismo g : W — V tal que la composicién roog : W = Wes la
aplicacidén identidad.

3.22. Ejemplo. En el caso particular de una superficie eliptica 7 : ¢ = C la
funcién que nos determina quién es el cero para cada curva eliptica ¢, = T (1)
es la seccién op : C — ¢, donde Oy = op(t).

Daremos una estructura de grupo a las secciones de una superficie eliptica
€ = C. St o1 y o2 son dos secciones de £, entonces para los valores ¢ € C donde
estas dos secciones estén definidas tenemos oy (t),2 (t) € £;. Asi, definimos

(o1 + a2)(t) = 01(t) + 02(t), (—o1)(t) = —ai(t).
Denotaremos por £{C/k) al conjunto de secciones de £ definidas en el campo k.
3.23. Proposicién. Sea ¢ =& C una superficie eliptica definida en k y o1, 02

dos secciones de esta curva definidas tamnbién en k. Tenemos entonces que:

1. Las funciones (01 + 032) y (—01) definidas anteriormente estdn en e(C/k),
lo cual da estructura de grupo a e(C/k).

2. 8i E/k(C) es la fibra genérica de €, entonces exziste un isomorfismos de
grupos '
E(C/K) — e(C/R),
P=(zp,yp) v (op:tm (zp(t),ypr(t),t).

De esta forma se pueden pensar los puntos de una curva eliptica E(k(C))
como las secciones de la superficie eliptica £(A, B} asociada a alguna ecuacidn
de Weierstrass

E:y'=z’+Az+B

como en el ejemplo 3.20.



Capitulo 4

El Grupo de Mordell-Weil

Como ya se menciond anteriormente el conjunto de puntos K —racionales de una
curva eliptica forma un grupo. En particular nos interesara el estudio de los
puntos Q—racionales de curvas elipticas definidas sobre Q. En este capitulo se
estudia este grupo para diversos campos, incluidos los campos finitos para los
cuales se cuenta con férmulas explicitas para calcular la cantidad de puntos las
curvas elipticas con coordenadas en estos campos {Ver [Sil86)).

4.1 Descripcion del Grupo de Puntos Racionales
en Cubicas

Siempre que tenemos una cibica C y un punto O no sigular ésta, podemos
dar estructura de grupo a sus puntos K-racionales, K(C) (ver 2.1.2). Tambien
serd importante conocer la estructura que tienen las cibicas singulares, lo cual
se verd en esta seccidn.

4.1.1 Formas Minimas

Clasificaremos las curvas definidas por ecuaciones de Welerstrass bajo isomorfis-
mos. Cuando estamos trabajando en un campo algebraicamente cerrado basta
con fijarnos en el j—invariante (pagina 28). Pero ain cuando dos curvas sean iso-
morfas dentro de un campo K, no necesariamente lo son dentro de un subcampo
F de K. De la misma forma, dos curvas que sean isomorfas en C, no lo son nece-
sariamente dentro de Q. Para estudiar este tipo de ismorfismos sera necesario
usar lo que se conoce como forma minima de la ecuacién de Weierstrass.

Sea K un campo local completo respecto a una valuacién v, v Ry el anillo
de enteros de K (ver 1.1.2}. Es posible reducir toda ecuacion de Welerstrass de
forma que sus coeficientes a,, az, a3, a4 y ag pertenezean a Ry,

Sea E/K una curva eliptica. Diremos que la ecuacion de Weierstrass que la
define es minima si v(A) € Ry, y ademads v(A) es el minimo valor para el cual
ay,02,03,84,86 € Ri.
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4.1. Proposicion. 1. Toda curva eliptica E/K tiene una ecuacidn minima
de Weierstrass.

2. Toda ecuacion minima de Weierstrass es t#nica salvo un combio de coor-
denadas de la forma

r=ulz+r, y=u3y+u23:r.+t

donde u € R}, y s,t € Rg.

3. Conversamente, si se tiene una ecuacion de Weierstras con coeficientes en
Ry, entonces todo cambio de coordenadas

r=ulz+r, y=uy+uisz+t
que sirva para llegar a una ecuacidn minima de Weierstrass satisface que
T, t € Ry

De acuerdo con la definicién de A, al reesecribir una ecuacién de Weierstrass
en nuevos términos como se menciona en la proposicién anterior, se obtiene un
discriminante nuevo de la forma A’ = u'2A. De lo anterior podemos concluir
que una ecuacién de Weierstrass es minima si, y sélo si »(A) < 12. Es facil ver
que esto witimo se cumple también cuando v(eq) < 4 6 v(cg) < 6.

4.2 Reduccion Moédulo «

Cuando se tiene un anillo local R, podemos hablar de un generador de su tinico
ideal maximal. Sea 7 uno de estos generadores del ideal maximal 7R de R.
Tenemos entonces el morfismo natural

I : R— R/mR
t ?

Denotaremos con & al campo cociente del anillo entre su ideal maximal
k=R/nR.

Si tomamos una ecuacién minima de Weierstrass para definir E/K, podemos
entonces reducir esta mdédulo 7 a una nueva curva

E:y? + 8,7y + Gay = £° + tox? + G4z + Ts.

Esta ltima curva E/k es la reduccidn médulo el uniformizador = de la curva
original £/ K. Dicha curva se define por una ecuacién de Weierstrass, pero no
es necesariamente una curva eliptica, sin embargo el conjunto de puntos no
singulares de esta curva es también un grupo.

4.2. Proposicién. Sea E/K un curva eliptice y m > 1 un entero primo rela-
tivo con la curacteristica del campo k.
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1. El micleo ker(I') de la reduccidn carece de puntos no triviales de m—torsidn.

2. Sila curua E"/k es eliptica, entonces la funcidn restriccion
E(K){m] — E()
es inyectiva. Agui. E(K)|m)] son los puntos de m—torsién de E(K).

Definicion. Sea E la reduccién de una curva eliptica E definida por una
ecuacidn de Welerstrass. Diremos que:

1. E tiene una buena reduccién si A # 0, es decir, E es una curva no singular.
2. E tiene una reduceién multiplicativia si E es nodal.
3. E tiene una reduccién aditiva si E es cuspidal.

En los tiltimos dos casos diremos que E tiene mala reduccién.

Podemos ahora clasificar las curvas elipticas segin el tipo de reduccién.

4.3. Proposicién. Sea E/K una curva eliptica definida por une ecuacion mini-
ma de Weierstrass.

1. E tiene buena reduccidn si, y sélo si v{A) =0, es decir que A € R*;
2. E tiene reduccién multiplicativa si, y sélo si v(A) >0 yv(cs) = 0;
3. E tiene reduccidn aditive si, y sélo st v(A)} > 0 y v(cq) > 0.

El tipo de reduccién nos permite analizar el grupo de torsién de una curva
cliptica, como se establece a continuacidn.

4.4. Proposicién. See E/K una curve eliptica y m > 1 un entero primo
relative con la caracteristica del campo k.

1. El micleo del homomorfismo natural
ker(l': R — R/nR)
no tiene puntos de torsién distintos de O.
2. 5i E tiene buena reduccidn, entonces la funcidn
E(K)[m] — E(k)
es inyectiva.

De esta forma podemos estudiar la parte de torsién de curvas elipticas a
partir de sus reducciones que son campos de caracteristica distinta de cero.

4.3 Curvas Elipticas Sobre Campos Finitos

Todos los resultados referentes a las ecuaciones de Weierstrass que se han dado
anteriormente son validos para campos de caracteristica distinta de dos o tres.
Primero presentaremos los resultados equivalentes a lo dados en 2.2 para estos
campos. Después se hara el analisis general de las curvas definidas sobre campos
finitos.
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4.3.1 Curvas Elipticas Sobre Campos con Caracteristica
Igual a Dos y Tres.

Supondremos en este parrafo que se esta trabajando en un campo K con car-
acteristica igual a dos o tres.

4,5. Proposicién. Sea Ef/K una curva definida por una ecuacion de Weier-
strass. Ezisten u € K* yr,8,t € K tales que las substituciones

z =uz +r, y =ty +ulsx’ +1
nos conducen a las ecuaciones dadas segiin se indica en los siguientes casos.
1. SicharK =3 y j(E} # 0, entonces
y? =2 +azz® + g A = —adas j=—al/as.
2. SicharK =3 y j(E) =0, entonces
y2=m3+aqz+a6 A=—a2 j=0.
3. SicharK =2 y j(E) # 0, entonces
yz-{-.my=x3+ag:t:2+as A=as j=1/as.
4. SicharK =2 y j(E) = 0, entonces
Y +asy =2° + a4z +ag A=a} j=0.

Cuando se tiene una campo con caracteristica dos, se puede escribir algo
equivalente a la forma de Legendre definida en pégina 25.

4.6. Proposicién. Sea E/K una curve eliptica, con char(K) # 3. Entonces
E tiene uno ecuacién de Weierstrass sobre K de la forma

Ei.:p+azy+y=2> ac€K, a#27
Esta ecuacidn tiene discriminante y j—invariante dados por

A=a*-27 j=a*e®-24)*/(a® -27)% =0.

4.3.2 Cantidad de Puntos en Curvas Elipticas

En esta seccién supondremos que K es un campo con ¢ elementos y de car-
acteristica p distinta de cero. Para cada enterc no negativo n, denotaremos
por K, ala extensién de K de grado n. Usaremos #V (E/Kp,) para indicar la
cantidad de puntos K, —racionales de la variedad V/K.

Definicién. Sea V/K una variedad. Definimos la funcién zeta como

Z(V/K,t) = exp (Z #V(E/Kn)%) .
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En el caso particular de curvas de género igual a uno tenemos el siguiente
resultado.

4.7. Teorema {Weil). Si E/K es una curva eliptica. Entonces ezistea € Z
tal que
1—at+qt?

2D = T -a

4.3.3 El Invariante de Hasse

Ahora supondremos que K es una campo perfecto, finito y de caracteristica
p#0.

4.8. Teorema. Sea E/K una curva eliptica. Para cada entero no negativo r,
sean

¢ : E—EP)
a — al??)
_ y
¢ : EPY)I S E

el p"—automorfismo de Frobenius y su automorfismo dual respectivamente.
1. Las siquientes afirmaciones son equivalentes.
(a) E[p"] = 0 para elginr > 0.
(b) ¢, es puramente inseparable para elginr > 0.
(¢) La funcién [p| : E — E es puramente inseparable y j(E) € Fy.
2. Si no se cumple lo anterior, entonces E[p") = Z/p"Z pam todo entero no
negativo r y el grupo formal E/K tiene altura igual o uno

Si una curva cumple las condiciones de la primera parte del teorema anterior
diremos entonces que la curva E es supersingular. El siguiente teorema da un
criterio para saber cuindo una curva es supersingular.

4.9. Teorema. Sea K un campo de caracteristica mayor & dos.
1. Sea E/K una curva eliptica definida por una ecuacion
E:y* = f(z)

donde f(x) € K|z] es de grado tres con raices distintas en K. Entonces E
es supersingular si, y sélo si el coeficiente de TP~ en f(z)P~1)/2 e5 cero.

2. Seam = (p— 1)/2. Definimos el polinomio
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Si ) € K es distinto de cero o uno, entonces la curva eliptica
E:y=z(z-1)(z-A)

es supersingular si, y sdlo si Hp(A) = 0.

3. E!l polinomio Hy(t) tiene raices distintas en K. Y salve isomorfismo, exis-
ten exactamente

1)

[33] +

curvas elipticas supersingulares en caracteristica p, donde €3 = 1, y para
P23,

& =01,1,2 £ p=1,57,11modl2 respectivamente.

4.10. Proposicién. Sea E/F, una curve elipticay¢: E — E ¢l g—endomorfismo
de Frobenius.

1. E es supersingular si, y sdlo si tr(¢) = Omodp. (tr es el grado de trascen-
dencia)

2. Sip =g, entonces E es supersingular si, y sélo st #E(Fp) =p+1.

4.4 Curvas Elipticas Sobre Campos Numéricos

Ahora trabajaremos con una campo numérico K, es decir, una extension finita
de Q. Enunciaremos los resultados referentes al grupo de Mordell-Weil de los
campos numéricos. Cabe mencionar que en la demostracién de este teorema se
usa una versidn débil del mismo.

4.11. Teorema. (Mordell-Weil versién débil) Sea K una campo numéri-
co y m un entero mayor que uno. Si E/K es una curva eliptica, entonces
E(K)/Im{[m]) es un grupo finito.

4.12. Teorema (Mordell-Weil). En el contezto anterior, E(K) es finita-
mente generado.

De acuerdo con la teoria de grupos, tenemos que E(K) es un grupo de la
forma Ejor x Z7, donde Eir €s €l subgrupo de torsién de E(K) y r es el rango
de la curva. El problema de determinar todos los puntos K —racionales de una
curva eliptica se reduce entonces a encontrar generadores de este grupo.

La parte de torsién del grupo de puntos Q—racionales de una curva esta
completamente determinada.

4.13. Teorema. Sea E/Q una curva eliptice. El subgrupo de torsion E(Q)tor
de E{Q) es de alguna de las siguientes formas:

1L Z/NZ para0< N <1l 6 N=12;
2 Z2Lx Z{2NZ con 0 < N <5.
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Para campos numéricos arbitrarios se tiene:

4.14. Teorema. Sea K/ un cempo numérico y p un nimero primo. Entonces

existe una constante N que depende sélo de K y de p tal gue para toda curva
eliptica E/K, el orden de la componente p—primaria de E(K) es divisible por
N

.

El Rango de Curvas Elipticas

La parte mas dificil de determinar del grupo de puntos K —racionales de una cur-
va eliptica es la parte libre. Para el caso de curvas sobre los niimeros racionales
se tiene la siguiente conjetura. )

Para cada entero no negativo r, existe una curva eliptica definida sobre Q,
tale que el rango de E(Q) es mayor o igual a 7.

La parte central de esta tesis consiste en estudiar los algoritmos que se
han empleado para encontrar curvas elipticas de rago mayor. No se ha podido
calcular exactamente el rango de todas estas curvas, pero se da una cota minima
de este. La curva de rango mas grande que se ha encontrado en curvas elipticas
hasta el momento lo tiene mayor o igual a 23.



Capitulo 5

Funciones de Altura en
E(K)

En este capitulo se prueba el teorema de Mordell-Weil para el grupo de puntos
(Q-racionales de una curva eliptica E/Q. Esta demostracidén se divide en dos
partes, la primera tiene que ver con funciones de altura. La segunda parte es
la versién débil, que en su demostracién presenta a E(K)/mE(K) como un
subgrupo de Hom (G /k, E[m]) para una extensién finita de campos L/K, que
resulta ser un grupo finito. Esto nos permite estudiar el grupo a través de
Hom(Gr k. E[m]). También se muestra esta teoria en el caso de superficies
elipticas. Los resultados que aqui se presentan se pueden encontrar en [Sil86]
[Sil96] y [Shi90].

5.1 Teoria de Alturas

Las funciones de altura se usan en general para estudiar puntos en variedades que
son a su vez grupos. Estas variedades se conocen como variedades abelianas. Las
curvas elipticas son un caso particular de estas veriedades y en este capitulo se
revisard la teoria de alturas que se ocupard mas adelante. Existe un programaa
de computo para calcular el determinante de la matriz de alturas candnicas
en curvas elipticas {PARI), con en cual podemos determinar si un conjunto de
puntos de una curva eliptica es independiente.

5.1.1 Alturas en Curvas Elipticas

Definicién. Sea G un grupo abeliano y A : G — R una funcién. Decimos que
h es una funcién de altura si:

1. Para cualquier elemento @ € G existe una constante | € R que satisface
hP+Q)-2h(P)<(C

a3
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para todo P € G.
2. Existe un entero m > 2 y una constante C; tal que

m2h(P) — h{mP) < C2

para todo P € G.
3. Para todo nimero real C; y cualquier elemento P de G

|{P € G| h(P) < C3}{ < o0.

Existen distintas formas de definir funciones de altura. La siguiente proposi-
cién nos muestra un algoritmo importante en el célculo del grupo de Mordeli-
Weil y es una parte crucial para demostrar que éste es finitamente generado.

5.1. Teorema. Sea G un grupo abeliano, con una funcién de altura h y m el
entero de la condicién (2) de la definicidn anterior. Si [G/mG| < oo, entonces
G es finitamente generado.

Demostracién. Sean Qy,..., @, representantes de los elementos de G/mG.
Tenemos que cada P € G pertenece a alguna clase de equivalencia, es decir, P -
Qi, = mP, para algiin P, € G. De esta forma podemos construir recursivamente

P = mbP+Q,
P = ﬂ'L.Pg-{-Q.‘2

Po_y = mP,+ Qi“.
De donde se deduce
P=m"P,+y mi"'Qy.

Si ocupamos la condicién (2) de la definicion de altura, tenemos entonces la
siguiente desigualdad

1
h(Fy) £ —3 (h(mFy) + C2)
Usando que Pj_y =mPFP, + Qi y (1) dela deﬁﬁicién podemos escribir
1 .
h(P;) < 'n?(h(}:ti—-l - Qi)+ Ca)

h(F;;)

A

1
;1—2‘(2’1(1:3-1) +C{ + Ca).

En esta tiltima desigualdad C} depende de @;;. Tomemos C) como el maximo de
" todos estos valores para cada ;. De esta forma podemos usar esta desigualdad
reiteradamente hasta llegar a

2 gn-!

A(Pa) < (o)™ (P) + (1 + Co) g + g+ 4 o)

m2  mt
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Podemos observar que
n—t , 2
1 Z _ (}_n'!)n)
m? poorS m2¢ (m2 2)

para llegar a la desigualdad

Ci1+C
hPa) < (23)"h(P) + 27—,
y para n suficientemente grande se tiene
Ci + Cz

h(Py) < 14 =

Usando ahora el inciso (3) de la definicién de altura se puede ver que P se
genera con

(@1, @} U{Q € GINQ) < 1+ EE2)

que es finito, por lo tanto G es finitamente generado. 0

5.1.2 Altura Simple

Definiremos una funcién de altura para el caso de los nimeros racionales, la
cual sirve para probar el teorema de Mordell-Weil.

Definicién. Sea p/q € Q con (p,¢) = 1, definimos
H(p/q) = max{|p|, |ql}-

La altura simple {o de Weill) sobre una curva eliptica es

log H i 0
we ={ g¥F 3270

Esta ultima funcién resulta ser efectivamente de altura, con lo que se prueba
Mordell-Weill en €l caso de Q. Con esto basta probar la version débil del teore-
ma, lo cual haremos después de dar otras definiciones de funcién de altura que
también pueden ser usadas en esta demostracién y que ademds se ocuparan para
verificar si algin conjunto de puntos en una curva eliptica es independiente.

5.1.3 Alturas en el Plano Proyectivo

Sea P = {r,.12.13) € P2(Q). Siempre podemos tomar un representante de este
punto de forma que z,, T2, T3 sean enteros y primos relativos entre si. Podemos
definir H(P) = max{|z|, 72|, |z3]} y h(P) = log H(P). Esta uitima funcién
resulta ser también de altura.

Para extender esta definicion a campos numéricos es necesario tomar en
cuenta fos valores absolutos definidos en el campo.
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Definicién. Sea P = [z;,72,%3] un punto de Py(K), donde K es un campo
numérico. Sea también

HP)= [T max{izalo, fzalos 31u}™
vEMy

donde Afx es el conjunto de valores absolutos no equivalentes de K y ny = [K, :
Q.] (ver 1.1.2. Definimos la altura logarigmica como la funcién b : K -— dada

por
h(P) = log H(P).

Esta tltima funcién resulta ser efectivamente de altura. Esta definicién se
puede extender a cualquier espacio proyectivo sobre K.

Siempre que tenemos una funcién f € K(E) se puede pensar a ésta como
una funcién f : E — Py, donde f(P) = [f(P),1] si f(P) <00 6[0,1]si Pes
un polo de f.

Definicién. Sea f € K(E), donde E/K es una curva eliptica. Definimos la
altura frelativa @ f) en E como

hy(P) = h(f(P)).

5.1.4 Altura Canénica

Una de las alturas mds importantes que se usan para calcular el grupo de
Mordell-Weill es la candnica. Esta altura permite saber cuiande un conjunto
de elementos del grupo es independiente, lo cual nos sirve para establecer cotas
del rango de curvas.

5.2. Teorema. Sea E/K una curva eliptica y f € K(E) una funcién par no

constante. Si P € E(K), entonces el limite
lim 4~ Nh([2V]P)
N—roo

etiste y no depende de f.

Definicién. Definimo la altura canénica (de Néron Tate) h: E(K) — R como

AP) = m Jim_4~Nhy([2V]P).

5.3. Teorema. Sea E/K una curve eliptica.

1. 8i P,Q € E(K), entonces
WP + Q)+ h(P - Q) = 2h(P) + 2h(Q).
2. Para P € E{(R) y m-€ Z se tiene

h(§m]P) = m*h(P).
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3. La forma < P,Q >= h(P + Q) — i(P) — h{(Q) es bilineal.

4. Para cualquier P € E(K), h(P) > 0 y se tiene que h(P) = 0 si, y silo si
FPe Elar-

5. Si f € K(E) es par, entonces (gradf)h = h;+ términos lineales.

5.4. Proposicién. Sean V un espacio vectorial sobre R de dimensidn finita y
A CV una reticula. Sigq:V — R es una forma cuadrdtica que cumple:

1. 5i Pe A, entonces g{P) =0 si, y sélo si P =0.
2. Paru cualquier constante C, el conjunto
{PeAlg(P) < C}
es finito. Entonces q es positiva definida en V.

5.5. Corolario. La altura de Néron-Tate es una forma cuadrdtica positiva-
mente definida.

Definicidn. Laforma bilineal <, > antes definida se conoce como el gpareamien-
to de Néron-Tate . Sean P,...,P, € E{K) representantes de cada clase en
E(K)/E;r(K). El regulador eliptico Rk de una curva eliptica E/K es el de-
terminante de la matriz {< P, P; >) € M, .(R). (Definimos por conveniencia
Rg/x =1 cuando r = 0).

5.8. Corolario. E! requlador eliptico de un conjunto de puntos es no negativo.
Y es igual a cero si, y sdlo si el conjunto de puntos es independiente.

5.1.5 Apareamientos de Weil, y de Kummer

Sea E/K una curva eliptica definida sobre un campo K y m > 2 un entero primo
relativo con la caracterfstica de K, si ésta es distinta de cero. SeaT € E [m],
entonces existe f € K(FE) tal que se cumple la siguiente propiedad para divisores:

div(f) = m(T) — m(O).

También existe una funcién g € K(E) tal que f o [m] = g™.
Si suponemos ademas que S € E[m] es otro punto de m-torsién, entonces se
tiene para cualquier punto X € E,

g(X +8)™ = f([m]X + [m]S) = f({m].X) = g(X)™.
De lo anterior podemos deducir que

g X +5)
g(Xx)

es una raiz m-ésima de la unidad en K y esta no depende de la eleccién de X,
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Definicién. La funcién e, : E[m} x E{m] (donde um es €l conjunto de raices
m-ésimas de la unidad) definida por:

X+S

entsT) = 20055

es el apareamniento de Weil,

5.7. Proposicién. El apareamiento de Weil Cumple las siguientes propiedades:
1 em($1+52,T) = em(51, T)em(S2, T) y em(S: T1 +T2) = em(S, T1)em (S, T2);
2. en(S,T) = en(T,S)7Y;

3. Sienm(S,T) =1 para toda S € E[m], entonces T = O;
4. Para todo 0 € Ggx,

em(S,T) =em(S°,T7);
5. 8i S € E[mm’] y T € E[m)], entonces
emm (S, T) = en([m’]S, T).
Estas propiedades basicas del apareamiento de Weil tienen un resultado que

se ocupard mas adelante.

5.8. Corolario. Ezisten puntos S,T € E|m)] tales que em(S,T) es una raiz m-
ésima primitiva de la unidad. Se tiene en particular que E{m] C E(K) implica
Itm C K*.

Tomando en cuenta este tltimo resultado supondremos que E|m] C E(K)
para la siguiente definicién (si esto no sucede podemos usar que Efm] es finito
y tomar una extensién finita de K).

Definicién. Definimos el apareamiento de Kummer

de la siguiente forma. Si P € E(K), entonces escogemos Q € E(K) tal que
fm]Q = P y escribimos ,

x(Po)=Q" - Q.
5.9. Proposicién. De acuerdo a la definicion anterior:

1. k esta bien definido.
2. k es bilineal.
3. ker(x) = mE(K) x Gz, donde

L = K(fm]™ E(K)).
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De esta proposicion podemos deducir lo siguiente.

5.10. Corolario. El apareamiento de Kummer induce un apareemiento perfec-
to

E(K)/mE(K) x Gy — Elm)],
donde L es el mismo campo de la proposicién anterior.

5.11. Corolario. E(K)/mE(K) x Gp;x es un subgrupo del grupo de homo-
tnorfismos de G, xy en E[m] (denotado por Hom(Gp /k, E[m]})-

5.2 Aluras en Superficies Elipticas

Como se ha visto antes el uso de superficies elipticas es conveniente en el estudio
de Jas curvas clipticas (ver 3.4), y también es posible definir funciones de altura
en ¢stas.

A continuacion se enuncia la versién débil del teorema de Mordell-Weil para
curvas elipticas definidas sobre el campo de funciones de una curva.

5.12. Teorema. Sea k un campo algebraicamente cerrado de caracteristice
igual a cero, sea K = k(C) el campo de funciones de una curva, y see E/K una
curva cliptica. Entonces el grupo cociente E(K)/2E(K) es finito.

La demostracion de este teorema es similar a la de la versidn de curvas
clipticas sobre campos numéricos.

5.2.1 Alturas en Curvas Elipticas Definidas Sobe Campos
de Funciones

Sea £/ una curva eliptica sobre un campo de funciones. Ya se menciond que
el grupo E(K)/2E(K) es finito (teorema 5.12). Para probar el teorema de
Mordell-Weil en este caso es necesario definir funciones de altura como se hizo
en ¢ caso de campos numéricos.

Definicién. Sea A = k(C) un campo de funciones de una curva algebraica
suave C/k. La altura de un elemento f € K se define como el grado de f vista
como una funcién de C en P

R(F) = grad(f : C — P').

En particular, si f € k, entonces tenemos h(f) = 0. Sea E/K una curva
eliptica dada por la ecuacién de Weierstrass

yl2 + ayxy +azy = 3+ (12172 + asqx + ag.

Definicién. La alture de un punto P € E(K) esta definida por

0 siP=0
M) = { ha) siP=(z,y)
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Hay que observar que efectivamente esta funcién de altura coincide con la
de la definicién y que h{P) depende de la ecuacién de Weierstrass con que se
definié la curva.

Esta definicién de altura tiene ciertas propiedades geométricas que se des-
criben a continuacidn,

5.13. Teorema. Ses E/K una curve eliptica definida sobre un campo de fun-
ciones.

1. h(2P) = 4h(P) + O(1) para todo P € E(K).
2. h(P + Q) + h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q) + O(1).
Aqui, el valor de O(1) depende sélo de la curve E.

Altura Candnica

Igual que se hace para curvas elipticas definidas sobre campos numérices, es
posible construir una altura canénica que resulta ser una forma cuadratica en
el grupo E(K) .

5.14. Proposicién. Ses E/K una curva eliptica definida sobre el campo de
funciones K = k(C). Para cads punto P € E(K), el limite

NS
nll'rrgo 4—nh(2 P)

eziste.

Definicién. De acuerdo a la proposicién anterior, definimos la altura canonica
(o altura de Nerén-Tate) de un punto P € E(K) como el limite

L h@P).

~ 1 ..
h(P) =3 D, 3

5.15. Teorema. Sea E/K una curva eliptica definida sobre el campo de fun-
ciones K = k(C).
1. La altura candnica cumple las siguientes propiedades:
(a) h(P) = Lh(P)+ O(1) para todo punto P € E(K).
(b) R(mP) = m?h{P) para todo P € E(K) ym € L.
(c) h(P + Q) + h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q) para todos P,Q € E(K).

2. La altura candnica es una forma cuadrdtica en E(K), es decir, h(-P) =
h(P) y el apareamtento

Yy + B(K)x E(K)—R
(P.Q) = R(P+Q)-h(P)-hQ)

es bilineal.
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Para poder enunciar en este caso el teorema de Mordell-Weil es necesario
hacer cierta consideracién. Diremos que una superficie eliptica ¢ —— C se des-
compone sobre k si existe una curva eliptica Eo/k y un isomorfismo birracional

i:e— FgxC
tal que el siguiente diagrama conmuta:

£ = EyxC
TN < D2
C

5.16. Proposicién. Sea ¢ —+ C una curva eliptica sobre el campo k y E/K
una curva eliptica, donde K = k(C). Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. € —» C se descompone en k.

2. Eriste una curva eliptica Ep/k isomorfa a E sobre K.
Podemos ahora enunciar el tecrema.

5.17. Teorema (Mordell-Weil). Sea ¢ — C una curva eliptica definida so-
bre una campo k, y E/K la correspondiente curva eliptica definida sobre el
campo de funciones K = k(C). Si £ — C no se descompone, entonces E(K)
es finitamente generado.

La idea de la demostracién de este teorema es muy similar a la del caso
de curvas elipticas definidas sobre campos numeéricos, pero requiere un especial
cuidado en el hecho de que £ — C no se descomponga.

5.2.2 Reticulas de Mordell-Weil

Una herramienta importante para saber cudndo un conjunto de puntos de una
curva eliptica E/K es independiente es definir una forma bilinea! simétria posi-
tivamente definida. Esto se ha hecho usando la altura canénica, pero podemos
definir de otra manera esta forma bilineal, la cual serd de gran utilidad ya que
hay formulas explicitas con las que puede ser calculada. Los resuitados que
aqui se presentan se encuentran en [Shi90]. Aqui no se pretende definir ni de-
mostrar todos los términos y resultados que se presentan, sino dar una idea de
como se define esta otra forma bilineal y mostrar las férmulas que nos permiten’
ralcularla.

Cuando nos refiramos a una reticula estaremos pensando en un Z-médulo
libre de rango finito L, junto con una forma bilineal simétrica no degenerada

LY:LxL->Q

Gi los valores de esta forma bilineal cden dentro de Z, diremos entonces que L
es una reticula entera.
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Sea # : § —+ C una superficie eliptica. Existe un equivalencia entre los
divisores de esta superficie llamada equivalencia slgebraica . En {Har77] se
encuentra la definicién y algunos resultados de este término. De momento lo
tnico que nos interesa es saber que podemos hablar del grupo de divisores de
S médulo equivalencia algebraica. A este grupo se le llama "Grupo de Néron-
Severi” de S y se denota por NS(S).

5.18. Teorema. Ses E/K la fibra genériaca de la superficies eliptica
7:5-C.
Eziste una dnice forma bilineal
Diy(8) x Div(8) - 2 (D),D;) ~+ Dy - Dy

con las siguientes propiedades:

1. 85iT, y T; son curvas irreducibles en S que se intersecan en un cunjunto
de puntos con multiplicidad igual a uno cada uno de ellos (interseccidn
transversal). Entonces Ty - T = #(T) U T2).

2. 8i D, D, y Dy son divisores de S tales que D ~ Dy y D ~ D3, entonces
D.-D;=D-D,.

3. Esta forma es independiente también de equivalencia algebraica.

La demostracién del resulatado anterior se encuentra en [Sil96] para los dos
primeros incisos y en [Shi90) para el ultimo. Ademds, usando bilineallidad
podemos extender esta forma bilineal a NS(S)g = NS(S) ® Q con el propdsito
de dar una forma bilideal a E/K.

5.19. Proposicién. Eziste un homomorfismo de grupos ¢ : E(K) = NS(S)q
tal gue:

1. ker(yp) = E(K)sor.
9. Sean P,Q € E(K), el apareamiento

(P.Q) = -¢(P)- ¢(Q)

define una forma bililneal simétrica positivamente definida no degenerada
en E(K) que induce una estructura de reticula positivamente definida en
E(K)/E(K)tor-

Asf, tenemos ya definida una forma bilideal positivamente definida. La parte
interesante de todo esto es que en el caso particular de que ¥ : § — C sea
una superficie eliptica sin fibras 7~!(t) que sean curvas no irreducibles, hay
formulas muy simples para calcular esta ultima forma bilineal, con lo cual es
posible calcular el regulador de un conjunto de puntos (secciones en el caso de
superficies elipticas). El siguiente teorema se prueba en [Shi90)].

5.20. Teorema. Sea m : § = C una superficie eliptica sin firbras no irre-
ducibles, entonces
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1L (PQ)=x+P-0+Q-0-P-Q.
2 (P,P)=2x+2P-0.

Donde x es un valor que sdlo depende de S y es conocido como su género
aritmético.



Capitulo 6

Calculo del Grupo de
Mordell-Weil

En este capitulo se muestran herramientas que permiten estudiar en ciertos
casos el grupo de Mordell-Weil de una curva eliptica. La existencia de puntos
racionales en una curva eliptica estd relacionada con la existencia de puntos
racionales en ciertas curvas auxiliares llamadas espacios homogéneos. Después
nos enfocaremos a describir los grupos de la forma E(K)/mE(K’), donde E es
una curva eliptica y mE(K) es la imagen de la isogenia

[m] : E(K) > B(K).
Estos tltimos también son de gran utilidad para calcular el grupo de Mordell-
Weil de las curvas elipticas. Sabemos que E[m] es finito, asi que para una

extension finita K/Q podemos suponer que E[m] C E(K), lo cual haremos
durante este capitulo.

6.1 Espacios Homogéneos

En ocasiones serd conveniente usar curvas auxiliares para atacar nuestro pro-
blema de calcular el grupo de Mordell-Weill. Primero estudiaremos un poco las
clases de curvas isomorfas bajo cierto campo.

6.1.1 Clases de Isomorfismo de Curvas

Definicién. Sea C/K una curva proyectiva no singular. Denotamos por /som(C’)
al grupo de isomorfismos de C' en si misma definidos sobre K. Denotaremos por
Isomg(C) al subgrupo de I'som(C) que consiste en los isomorfismos definidos
sobre K.

Cabe recordar que en el caso de una curva eliptica £/K, no es lo mismo
Isom(E) que Aut(E) ya que tenemos tomar en cuenta la diferencia entre iso-
genia e isomorfismo.

62
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Definicién. Un doblez de una curva no singular C/K es otra curva C'/K
isomorfa a la primera sobre K. Denotamos con Twist(C/K) al conjunto de
curvas isomorfas a C/K sobre K.

6.1.2 Espacios Homogéneos de Curvas Elipticas

Los espacios homogéneos de una curva eliptica E/K son curvas sobre las cuales
el grupo de Mordell-Weill actiia.

Definicién. Sea E/K una curva eliptica. Un espacio homogéneo para E es una
curva suave C/K con una accién transitiva del grupo E en esta curva, es decir,
existe un morfismo

p:CxE—C
definido sobre X con las siguientes propiedades:

1. u(p,0) =pparatodope C.
2. p(u(p, P),Q) = p(p, P+ Q) paratodos pe Cy P,Q € E.
3. Para cuales quiera p, g € C existe un dnico P € E tal que u(p, P) = ¢.

Podemos usar una notacién més cémoda si escribimos p + P en lugar de
#(p, P) y ademds usando el inciso (3) de la definicién anterior denotamos por
p — ¢ al Gnico punto P € E tal que u(p, P) = ¢.

6.1. Lema. Sea C/K un espacio homogéneo para una curva eliptica E/K.
Entonces para todos los pares de puntos p,q € C y P,Q € E se cumplen:

1. p+0O=p yp-p=0.
2. p+lg-p)=q y p+P)-p=P.
S (g+Q)-(+P)=(g-p)+(Q-P).

Estos espacios homogéneos son en particular dobleces de la curva eliptica
como lo indica la siguiente proposicion.

6.2. Proposicién. Sea E/K una curva eliptica y C/K un espacio homogéneo
para E/K. Dado un punto py € C, definimos la funcién

§:E—C 6(P)=po+P.

1. 8 es un isomorfismo definido en K(po).
2. Para cuales quiemp € C y P e E,

p+ P=0(0""(p) + P).
3. Para todos p,g € C,
g-p=06""(g) - 67" (p).
{. La funcién diferencia
v:CxC-—=E vigp=q-—p

es un morfismo definido en K.



6.1. ESPACIOS HOMOGENEOS 67

6.1.3 El Grupo de Weill-Chatelet

Nos interesara también tomar en cuenta los espacios homogéneos bajo isomor-
fismo, lo que nos conduce a la siguiente definicién.

Definicién. Dos espacios homogéneos C/K y C'/K para E/K son equivalentes
si existe un isomorfismo 8 : ¢ — C' definido sobre K compatible con la accién
d¢e E en C y C'. E actiia en si mismo por translacién. La clase de E bajo la
equivalencia anterior es la clase trivial.

Las clases de cquivalencia de la relacién anterior forman un grupo.

Definicién. El grupo de clases de esta relacién es el grupo de Weill- Chatelet
para EJK, v se denota con WC(E/K).

Podemos ahora caracterizar la clase trivial.

6.3. Proposicién. Sea C/K un espacio homogéneo para E/K . Entonces C/K
esti en la clase trivial si, y sdlo si C(K) # 8.

6.4. Teorema. Sea E/K una curva eliptica. Eziste una biyeccion natural

donde si C/K es un espacio homogéneo, escogemos entonces cualquier punto
m € C y asignamos

{C/K}— {o = p§ —po}-

El siguiente teorema se puede escribir también para curvas de genero mayor,
aiin que en ese caso la demostracién es sumamente méas complicada.

6.5. Teorema. Sea C/K un espacio homogéneo pare E/K. Escogiendo un
punto py € C y considerando la funcidn

sum : Di®(C) — E
S milp) = 3 il — po).
Tenemos entonces que se cumplen:

1. Etiste una sucesidn eracta corta
1K 2K - Di®(C) = E- 0.

2. La funcidn sum no depende de la elecion de po.
9. La funcién sum conmuta con la accion de Gy sobre Div*(C) y E.

{. La funcién sum define los siguientes isomorfismos

Pic®(C) = E,
Pic%(C) — E(K)
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6.2 Calculos de Grupos de Mordell-Weil

Una estrategia para calcular el grupo de Mordell-Weil consiste en estudiar el
grupo

E'(K)/$(E(K)},

donde ¢ : E — E' es una isogenia entre curvas elipticas.

Descenso Via 2-Isogenia

6.6. Proposicidn. Sean E/K y E'/K dos curva elipticas definidas por las
ecuaciones

E:y* =2 + az® + bz, E':Y?=X%-2aX?+ (a® - 4b)X;

¢:E—E  ¢lz,y) = (*/z%,y(b- 2%)/2%)
la isogenia de grado 2 y nucleo E[¢] = {0,(0,0)}. Sea
§ = M U {vy|p divide 2b(a® — 4b}}.
Entonces eriste una sucesién ezacta

0 = E'(K)/$(E(K)) — K(S,2) =+ WC(E/K)[4}]
01

(0,0) =+ a® — ab

d = {cs/ K}

(X,Y)=+ X
donde C3/K es el espacio homogeneo para E/K definido por la ecuacidn

Cq: dw? = d* — 2adz2? + (a® — 4b)2%.
Entonces el grupo de Selmer es
SUE/K) = {d e K(S,2)|CsK,) # @ pars todo v € S}
Y por iltimo la funcidn
Y:C4 — E ¥(z,w) = (d/2%, dw/2?)
cumple que si P € Cy(K), entonces
S(¢(P)) = d (mod K*?).
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6.2.1 Dobleces en Curvas Elipticas
Empezaremos por describir el grupo de isomorfismos de una curva eliptica E/K.

6.7. Proposicién. La funcién
E x Aut(E) - Isom(E)

(P,a) > tpoa

es una biyeccidn entre conjunios. Esta define Isom(E)} con el producto de E y
Aut{E) como

(P,a){(Q.8) = (P + aQ, a0 f).
6.8. Proposicién. Sea E/K una curva eliptica.

1. Sea C/K € Twist((E,0)/K). Entonces C/K # @, y por lo tanto C/K
puede darnos la estructure de grupo de alguna curva eliptica sobre K.

2. Conversamente, si E'/K es una curva eliptica isomorfa a E sobre K,
entonces E'/K representa a un elemento de Twist((E,0)/K).

6.9. Proposicién. Suponiendo que char(K) # 2,3. Sea

1. n(j) =2 si j(E) #0,1728,

2. n(j) = 4 si j(E) = 1728,

3 n{j)=6sij(E)=0.

Entonces Twist({E,0)/K) es canénicamente isomorfo a K*/K*m6). Mds

precisamente, si

E:y*=2*+Az+B

es una ecuacién de Weierstrass para E{/K, y sea D € K*. Entonces la curve
eliptica Ep € Twist((E;O0)/K) correspondiente o D (mod K *n(i)) tiene las
siguiente ecuacion de Weierstrass

1. Ep:y? =28 + D?AX + DB si j(E) #0,1728,

2 Ep:y* =12+ DAz si j(E) = 1728,

9 Ep:y*=12"+ DB si j(E)=0.
6.10. Corolario. Si definimos la relacion de equivalencia ~ en K x K* de la
forma

(JsD) ~ (j'»D')

st j = yademds D/D' € (K*)y*9). Las cleses de K-ismorfismos de curvas
eliptices E/K estdn en correspondencia biunivoca con los elementos de

KxK*/~.
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6.2.2 Resultados

La versién débil del teorema de Mordell-Weill para el caso de los nimeros
racionales indica que si E/Q es una curva eliptica, entonces el grupo E(Q)/2E(Q)
es finito. A través del algoritmo de descenso es posible probar a partir de este
resultado que E(Q) es finitamente generado. Uno de los casos particulares de
las curvas elipticas E/K es cuando tienen j(E) = 1728. Estas curvas son todas
isomorfas entre si en K, sin embargo esto no 1mphca que lo sean en XK.

Una de estas curvas estd dada por la ecuacién

¥y =2% +1;

v de las proposiciones 6.8 y 6.9 podemos escribir cada una de estas curvas con
la ecuacidén

E:y* =2+ Dz,

donde D es un representante de algin elemento de Q@ /Q**. De esta forma se
puede determinar univocamente cada una de estas curvas si suponemos que D
es un entero libre de potencias cuartas. Se puede observar que

A(E) = —64D°,

por lo que E tiene buena reduccién en todos los primos que no dividan a 2D.

6.2.3 Curvas de la forma Y? = X® 4+ DX

6.11. Proposicién. Para cada primo p, sea E, como en la proposicidn ante-
rior, y sea ¢ : E, — E!, la isogenia de grado 2 con nucleo E,[(¢] = {0,(0,0)},

dada por ¢(z,y) = (v /22, y(D — 22)/*),

Z/4Z siD=4,
1. Ep 1o (Q) = Z/2ZxZ/2Z si —D es un cuadredo perfecto,
Z2Z en otro caso.

2 rank Ep(Q) < 2u(2D) - 1.

Demostracién. 1. Como D es libre de potencias cuartas y A(D) = -64D3,

tenemos que E tiene buena reduccién para todos los primos que no dividan
20. Si p es uno de estos primos y consideramos la reduccién E sobre el campo
F,. entonces, como lo indica el teorema 4.8, E es supersingular si, y sélo si el
coeficiente de 77! en (z3 + Dz)P~1/2 es cero. Parael caso p = 3 (mod 4), E/]F

es supersingular; y por la proposicién 4.10 concluimos que

#E(IF‘p) = p+ 1 para todo p = 3 (mod 4).

Si usamos la proposicién 4.2 podemos ver que si p # 2 y E tiene bue-
na reduccion médulo p, entonces Eio(Q) se inyecta en la reduccién E(IF ).
Tenemos entonces que # E;,-(Q) divide a p 4+ 1 para todos exepto un nimero
finito de numeros primos p = 3 (mod 4), y en particular divide a 4. Como
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{0,(0,0)} C E(Q)[2] tenemos que las unicas posibilidades para este grupo son
Z/2Z,7./22 x Z/2L y L/4L.

Podemos ver que E[2] C E(Q)} si, y sélo si el polinomio z* + Dz se descompo-
ne completamente en Q, es decir, si, y sélo si —D es cuadrado perfecto. Si -D
no es cuadrado perfecto, E(Q)[2] tiene orden cuatro si, y sdlo si (0,0) € 2E(Q).
Podemos concluir entonces que

(0,0) = [2(D*/?, (4D*)'/4).
Asumiendo que D es libre de potencias cuartas, tenemos que
Eior(Q) = Z/4Z 51, y sélo si D = 4.
2. Consideremos la curva dada por
E:Y?=X?-4DX
y la isogenia entre estas curvas
¢:E—E ¢(z.y) = (v* /2% y(D - £*)/3%) .

Sea § C Mg el conjunto con oo y las valuaciones con primos que dividan a 2D,
y para cada d € @, el correspondiente espacio homogéneo Cy/Q € WC(E/Q)
dado por la ecuacién

Cy:dW? =d* - DZ°.

De la misma forma, usando la isogenia dual 5 : E' — E tenemos el espacio
homogéneo dentro de WC{E'/(QQ) definido par

Cy:aw?=d? + DZ*
{se observa que se puede cambiar libremente Z por Z/2 en las condiciones de
Gﬁ)éea v(2D) el niimero de primos que dividen 2D, Como Q est4 generado por
~1 y los primos que dividen 2D, tenemos
dimy E(Q)/2E(Q) < 2 +20(2D) — dim; E'(Q)[4] + dimz ¢(E(Q)(2))
donde dim, es la dimensién como espacio vectorial sobre F2. Tenemos dos casos

1. Caso E(Q)[2] = Z/2Z. Aqui, E(Q2]) 20y
dim; E(Q)/2E(Q) = rankE(Q) + 1.

2. Caso E(Q)[2] = Z/2Z x Z /2Z. Tenemos ahora ¢(E(Q)[2}) = Z/2Z y

dimy E(Q)/2E(Q) = rankE(Q) + 2.
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Claramente E'(Q)[¢] = Z/2Z. De lo tltimo tenemos
rank E(Q) < 2v(2D).

En el caso de que d < 0 teremos que C4(R) = @ o C4(R} = @, por lo cual
podemos usar 6.6 para reducir nuestra cota en al menos uno,

rank E(Q) < 2v(2D) - 1.
O

Para el caso D = p impar tenemos el siguiente resultado, su demostracién
se encuentra en [Sil86].

6.12. Proposicién. Para cada primo p, sea E, como en la proposicidn ante-
rior, y sea ¢ : E, — E,, la isogenia de grado 2 con nicleo Ep[¢] = {0, (0,0)},
dada por

#(z,y) = (¥*/2%,y(D — %) /=?).
1. E, 10r(Q) = Z/2L.

2. S9O(E/Q) =Z/2Z.

Z/2Z sip=17,11 (mnod 16)
3. SONE,/Q) = (Z/2Z)® sip=3,5,13,15 (mod 16}
(Z/2Z)® ‘sip=1,9 (mod 16).

6.3 Algoritmo de Desenso Para Calcular E(K)

A continuacién se menciona un algoritmo que nos permite estudiar el grupo de
Mordell-Weil de una curva eliptica dada. Este se basa en propiedades de los
dobleces y de campos locales. La demostracion de este resultado se encuentra
en [Sil86).

6.13. Proposicién. Sea E/K une curve eliptica dadae por una ecuacion de
Weierstrass

¥ =(z ~e))(z —e2)(z —€3), donde e, eq,e3 € K.

Sea § C My el conjunto de valuaciones que comprende las arquimedianas, las
valuaciones pares y las valuaciones para las cuales E tiene mala reduccién. Sea
también

K(8,2)={be K*/K**|ord,(b) = 0(mod2) para v ¢ S}.
Eriste un homomorfismo inyectivo

E(K)/2E(K) - K(5,2) x K{(S,2)
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dado por

fr—-e,z—ea) 5iT # e, 62
€] — €3 ,
2 2,61 € siz=¢e

- - 1—é€2
P=(1,y)= er — €3 _
ez — €y, §t L = €2
{ea—e
(1,1) si T = oo, es decir, P = O.

Sea (b1, b2} € K(S,2) x K(S,2) fuera de la imagen de los puntos O, {e1,0) v
(e2,0). Entonces {by,b;) es la imagen de un punto P = (z,y) € E(K)/2E(K)
81, y solo si las ecuaciones

2 2
bizi —bozy = ex—e1
blz% -_ blbgzg = e3—€

tienen una solucidn (z),22,23) € K* x K* x K, i esta solucidn existe, entonces
podemos tomaor

P = (z,y) = (2] + e1, bibaz12222).

Para ejemplificar como funciona este iltimo resultado veamos el siguiente
ejemplo.

6.14. Ejemplo. Consideremos la siguiente curva eliptica:
E: y? = z(z - 2)(z ~ 10).

Esta ecuacion tiene discriminante A = 2'452, por lo que tiene mala reduccién en
2y 5. Si reducimos la ecuacién médulo 3, entonces tenemos que #E(F3) = 4.
Ademés usando que E{2] C Eior (Q) y que Epor (@) seinyectaen E(]Fs), podemos
ver que Eior(Q) = E[2]. Lo cual implica que

Eior(Q = Z/2Z x Z/2Z.

En este caso tenemos S = {2,5,00} C Mg (ver proposicién 6.13), por lo que
un conjunto completo de representantes de (S, 2) estd dado por

{£1, 2, 5,10},

el cual podemos identificar con ¥S,2) (de esta forma tenemos 64 casos por
revisar). Si usamos ahora la proposicién 6.13, tenemos entonces

O (1,1) (0,0)— (5,~2) (2,0)+— (2,~1) (10,0)+— (10,2).
Basta con saber para cudles pares (b;,bs) las ecuaciones
bz ~bzi = ex~e (6.1)
blz.f, - blbzz§ = é3—e (62)

tiene una solucién con zj,22,23 € Q. Para esto hay que dividir en casos y
analizarlos por separado.
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. Sib, <0y by >0, entonces la ecuacion 6.1 no tiene soluciones en R, con

lo que hemos eliminado 16 casos.

Si b, <0y by <0, entonces la ecuacién 6.2 no tiene solucién en R, con lo
que eliminamos otros 16 casos.

3. La imagen de puntos de E(Q)eor es {(1,1),(5,-2),(2,-1), (10,2)}.

1. Parala pareja (by,b;) = (1, -1) basta con inspeccionar las ecuaciones para

=1

ver que (1,1,3) es solucién de 6.1 y de 6.2, lo cual corresponde al punto

(1,-3) € E(Q).

. Si sumamos el punto (1,—3) con los puntos no triviales de E(Q)tor ob-

tenemos los nuevos puntos (20,60), (18, —48) y (10/9, ~80/27) dentro de
E(Q).

Si b, % 0(mod 3) y by = O(mod 5), entonces la ecuacion 6.1 implica que z;
y z son enteros en Q5. De la ecuacién 6.2 obtenemos que 2 = 0(mod 5},
y de nuevo por 6.1 tendriamos que 0 = 2(mod 5). Por lo tanto no hay
solucion en @5 y por ende tampoco en Q. Con lo encontramos ocho nuevos
casos para (b;,b2) en los que no hay puntos en E(Q):

{(1,£5),(1,£10), (2, £5), (2, £10)}.

. Si multiplicamos los puntos del inciso anterior por la pareja (5,2),entonces

obtenemos otros ocho pares que no son imagen de puntos de E(Q).

Para (b, b2) = (1,2): Las ecuaciones son
2-22 = 2
22-222 = 10

Como 2 no es un residuc cuadratico médulo 5, entonces 6.2 implica que
21 = 23 = 0(mod 5). Pero esta misma ecuacién implica 0 = 10(mod 25),
por lo cual no has solucién en Q.

. Tomando el par del inciso anterior y multiplicandolo por los siete puntos

no triviales de los incisos 3, 4 y 5 obtenemos siete nuevos pares que no son
imagen de ningin punto de E(Q). Con lo que hemos completado todos los
casus.

De todo lo anterior podemos afirmar que

E(Q =ZxZL/2ZxZ/2Z.



Capitulo 7

Curvas Elipticas de Rango
Mayor

En este capitulo enfocaremos nuestra atencién al grupo E(Q)) de una curva
eliptica E/Q. Sabemos este grupo es finitamente generado, es decir,

E(Q =TorxZT

donde r es lo que llamamos el rango de la curva.

Calcular e! rango de una curva eliptica es un problema bastante dificil. Se
conjetura que puede haber curvas elipticas con cualquier rango, o en su defecto
que este no esta acotado. El uso de superficies elipticas para el estudio de estas
curvas se ha convertido en una herramienta itil para construir curvas de rango
mayor.

En 1986 Thomas J. Kretschmer ([Kre86]) publica un articulo en el que da
un algoritmo para construir curvas elipticas con rango grande, en particular
muestra una curva eliptica de rango exactamente igual a 10. En este articulo
presenta la siguiente tabla que nos muestra como habia avanzado este problema
hasta ese momento.

1948 Wiman r>4 [Wimd§]
1974 Penney, Pomerance r>6 [DEP74]
1975 Penney, Pomerance r>7  [DP75)

1977 Grunewald, Zimmert r>8 [FIG77)

1977 Brumer, Kramer r>9 [AB77]
1979 Nakata r>9 [Nak79]
1982 Mestre r>12 [Mes82]

En 1991 Jean-Francois Mestre publica un articulo donde estudia curvas
elipticas definidas sobre el campo Q(t) de rango mayor o igual a 11 ({Mes91a]}.
En este mismo afio publica otro articulo donde muestra que las curvas encon-
tradas en el anterior tienen rango mayor o igual a 12 ({Mes91b)). Estos resul-
tados son de gran importancia ya que se ocupan dichas curvas como superficies

75
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elipticas que parametrizan familias de curvas elipticas sobre @ con las que poste-
riormente se pueden construir curvas con rango mayor. En este capitulo primero
se revisa con cuidado este primer articulo y después se muestra como a partir
de é! se ha avanzado en el problema hasta llegar a una curva de rango mayor o
igual a 23.

7.1 Las Construcciones de J. F. Mestre

En esta seccion se discute la forma en que Mestre construye curvas elipticas
sobre @t} de rango mayor o igual a once ([Mes91a]}.

7.1.1 Curvas Elipticas de Rango > 11 sobre Q(t)

Primero veamos un resultado en forma general que Mestre usa sdlo en dos casos
particulares en su articulo.

7.1. Proposicién. Ses p un nimero primo y f un polinomio mdnico de grado
np en K[X|. Entonces existe un tnico polinomio mdnico g € K[X|] de grado n
tal que el grado de f — g7 es menor que n{p — 1).

Demostracién. Sea
np
FX) =3 axmr
i=0
con ¢p = 1. El problema se reduce en encontrar condiciones en un polinomio

§X) = 3 bx™)

=0

para que el gradode f — gP seamenoran(p—1)+r,con 0 <r <n. Elcaso
mas simple es r = n, donde una condici6én necesaria y suficiente para qut. f-g°
tenga grado menor que np es tomar by = ay = 1.

Por O se denotara cualquier expresién polinomial de grado a lo mas k. De
esta forma se pueden escribir las siguientes igualdades:

g(X) = X"+ X"+ 45X+ On_ i),
P

{=0

g(X)?

El grado de
n n—1 ryp=1t
(XT+b5 X7+ 4+ b X" E)n__(,,H,

es a lo mds np — I(r + 1), por lo tanto para ! > 0 el grado de este producto es
menor que np — 1, por lo que los términos de grado mayor o igual que np — r
en g(X)Pyen (X" +5 X" 1+ ... +b.X""")? coinciden.
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Por otro lado se tiene
(X" +...+b X" = X" + pby X"P=t + (pby + (127) b’f)X"”‘2 +
..+ (pby + Ar(b, ... br_ 1)) XPPTT 4+ 9np—{1‘+1)1
donde A4, es un polinomio en las variables by, ..., br—1- Sean

ey = pbh

pla + (12’) b}

pbr + Ar(bla weey br—l)

az

GQr

donde se puede escribir

a; — Ai(by, ...bi-1)

b =
P

De esta forma se puede entonces llegar al caso i = n, donde g queda completa-
mente determinado. g

Nos interesara el siguiente caso particular.

7.2. Corolario. Sea K un campo de caracteristica distinta de ires y f un poli-
nomio de grado doce en K|[X]. Entonces eziste una unica terna (g,71,72) de
polinomios en K[X) tal que f = g* + r1g + r2, donde el grado de g es cuatro y
los grados de ry y T2 son menores o iguales a tres.

Demostracion. Se usa la proposicién anterior con n = 4,p = 3 y el algoritmo
de la divisién para f — g° entre g, donde r; es el cociente y r; el residuo. a

Sean f, g, 73, ¥ T2 como en el corolario anterior. Consideremos ahora la
curva plana C definida por la ecuacién

y? +ri(z)y +r2(z) =0.

Esta curva contiene los puntos P; = (z;, g(z:)), donde z; son las doce raices del
polinomio f. Si el grado de ry es menor que tres, entonces la curva C es una
ctibica. La idea de Mestre consiste en tomar K = ()¢) y escoger un polinomio
p tal que:

1. El grado de ri sea menor o igual a dos.

o

. C sea una curva eliptica sobre K .

. Los puntos P, i = 1,...,12 sean linealmente independientes en Pic C.

[

4. Las raices de p estén en K.
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Encontrando dicho polinomio y tomando Py2 como el neutro del grupo de
Mordel-Weil de C, cutonces este grupo (C, Pi2) es de range mayor o igual a
once.

12
Sean Z = (z1,..,212) ¥ p = H (X —2z). Si s(2) € Q[z1,...,212] €5 €l

=1
coeficiente de grado tres del polinomio ry(X) (o el coeficiente de grado 7 en
r1(.\)g{.\'}) obtenido de p como en el corolario 7.2, entonces por ser p homogéneo
en las variables X, 21, ..., z12 y ser r1 (X )g(X) un polinomio homogéneo de grado
7en X, se tiene que s{Z) es un polinomio simétrico homogéneo de grado cinco
en las variables zp,..., 212.

7.3. Lema. De acuerdo a lo anterior se liene:
a) SilU = (u,...,u), entonces s{Z + U) = s(Z).
b) Sip es el cubo de un polinomio, entonces s(Z) = 0.
¢) Sip es un polinomio par, entonces s(Z) = 0.

Demostracion. a) Tenemos p(X) = g(X)® + ri(X)g(X) + ro(X). Para
calcular s(Z + U) fijémonos en

[T (X = i+ w) = p(X - w) = g(X = u)* + (X — u)g(X — ) +r2(X — w).
Sustituyendo Y = X — u en lo anterior tenemos
p(Y) = g(V)? +r1(Y)g(¥) +ra(Y),

donde el cocficiente de grado 3 de r1(Y) es el mismo que el de ry{X), es decir
s(Z) = s(Z + U). b) Si p es un cubo perfecto, entonces ry =rp; = 0. ¢} Y si
p(X} es par, entonces todos sus términos de grado impar son cero. Asi se puede
pensar a p(X) como un polinomio de grado seis en la variable X por lo que el
polinomio g{.X') es un polinomio de grado 2 en la variable X? (ver proposicién
7.1).asi que g(.X) es par. De este modo el coeficiente de grado 7 de g(X)? es
cero ¥ por lo tanto también el de ry (X)g{X). O

7.4. Lema. Sean a,b,c,d ideterminadas. Entonces el punto
V ={(a,b,c,d,a,b,c,d,abcd)

es un punto doble de la variedad S definida por la ecuacion s(Z) = 0 en el
espacio afin de dimensidn igual a 12. ‘

Demostracion. Para Z = V se tiene que p es un cubo perfecto y por el lema
anterior se deduce que ¥ es un punto de S.Para ver que es un punto doble
nos fijaremos en la derivada parcial Baziu para las demds derivadas parciales la
situacion es andloga. Sea p, = pla+¢,b,¢,d,a,b,¢,d,a,b,¢,d), basta con probar
que el coeficiente principal del polinomio 7, asignado a p. es divisible entre &2
dentro de Qfa. b, ¢.d, ][ X].
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Se puede escribir

pe = (X -a-e)(X —a)(X ~b*(X - c)*(X — &)
= (1-¢/(X ~a))(X = )3 (X = bP(X ~ )*(X - d)°

y usando la expansién de Taylor alrededor de € = 0 se tiene

2

£
o,
—-4a

VB = (X = a)(X - B)(X (X —d) + (X -BIX -~ )X -d) + 5

1
donde © es un polinomio en Qfa, b, ¢,d, e, X ][[X_-—& ). Es facil ver que los térmi-

nos que determinan los coeficientes de grado mayor o igual a 8 de p. son los que
2

no tienen a como factor, por lo que

€
X-a

g=(X —a)(X —b)(X —c)(X —d) + g(x - (X - o)(X —d).

' 1
Asf tenemos 3./p; = g mod €2 dentro del anillo Q{a,b,c,d, ¢, X]|[ X

L)
y por lo tanto tenemos p, = g° mod €. Con esto se prueba que £ divide a

r1g + r9 ¥ por ser ¢ ménico tenemos que e divide al coeficiente principal de
r. )]

7.5. Lema. Sean a,b,c,d,t cinco indeterminadas. Si definimmos
V = (a,b,c,d,a,b,¢d,a,b,cd) ¥ W = (d,d,d,c, ¢ c, bbb, a,a,a),

entonces s(V +tW) = 0.

Demostracién. Los coeficientes de p, pensado como polinomio en X, son
polinomios en ¢ con sus coeficientes en Qfa, b, ¢, d]. Usando que los coeficientes
de p(Z) son homogéneos y simétricos en las variables z,, ..., 212, es facil ver que
en estos los coeficientes de los términos de méximo grado y los de grado cero
coinciden para Z = V + tW. Mas ain, si el grado de uno estos polinomios es
n, entonces los coeficientes de grado r coinciden con los coeficientes de grado
n —r (los coeficientes de los polinomios s, g, r; y r2 cumplen también con esta
propiedad, lo cual ser4 qtil posteriormente). De esto y el lema anterior tenemos
que s(V + tW) se puede escribir de la forma #2s,, donde s, es un polinomio en
t de grado a lo mds uno.

Probaremos que s; = 0, para esto basta encontrar dos valores distintos de ¢
que anulen a sy, es decir dos raices de un polinomio de grado uno para que éste
sea cero y asi s(V +tW) =0. Si t = —1, entonces p es par y por el lema 7.3 sc
tiene s(V + tW) = 0. S8i t = 1 podemos usar u = —{a + b+ ¢ + d)/2 como en el
lema 7.3, de modo que s(V +tW) = ¢(V +tW +U), peropara Z = V +tW + U
se tiene de nuevo que p es par. 0O

Los resultados anteriores se pueden resumxr en e SIEEE% ﬁ% m
DE LA BIBLIOTECA
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7.6. Lema. Sean a,b,¢,d cuatro indeterminadas y p el polinomio cuyas raices
T; son las coordenadas del vector

t{d,d,d,c,c,c,b,b,b,a,a,a) + (a,b,¢,d,a,b cd abcd).
Si g, ry y ro son los polinomios asociados a p del corolaric 7.8, entonces el
polinomio ry es de grado menor o igual a dos y la cibica
¥~ ri{z)y + rafz) = 0
contiene a los doce puntos P; = {z,g(x)), i =1,...,12.

Con todo lo anterior basta encontrar valores adecuados para a, b, ¢, d de modo
que la curva ' no sea singular, los puntos P; sean linealmente independientes y
el invariante modular de C sea una funcién racional no constante.

Construccién de la curva

Ahora es posible la construccién de la curva deseada, para esto asignamos & a,
b, ¢, d los valores -1, 0, 2, 11, Con esto se obtiene la siguiente ecuacitén para
definir C :

23+ a1z + aorz + aaz + a42® + a55? + agz + a7 =0,

donde

a, = =-26040% + 51220t — 26940,

a; = —1320t% + 172804 + 17280t - 1320,

ay = —18876t* ~ 153828¢% + 30122147 — 153828t — 18876,
ay = —1480600¢* + 148960062 + 1489600t — 1489600,

as = 5816880% + 8043880t3 - 2746350082 + 8043880¢ + 5316880,
ag = 3416160¢° — 24166320¢* 4 192020406 + 192020404 — 24166320t + 3416160,
ar = —T745360t% — 154680241° + 188537641 — 1383944 + 1885376412 — 15468024¢ — 745360.

En donde las coordenadas de los puntos F; estin dadas por

Py = (11t — 1, -1584t% + 1826t — 240), P, = (11t, —396t% + 73t + 154),
Py = (11t + 2,1980¢% — 1399t — 414), Py = (2¢ + 11, —414¢% — 1399¢ + 1980),
Ps = (2t — 1,234t — 487t + 84), Py = (2¢, 180> — 134¢ - 44),

Pr = {2, -44¢% = 134t + 180), Ps = (11, 154¢% 4 73t — 396),

Py = (—1,-110¢% + 121¢ + 156), Pyo = (—t,156¢% + 121t — 110),
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Py = {—t +2,84t% — 487t + 234), Piz = (=t + 11, —240t% + 1826t — 1584).

Tomando a Pi; como el neutro del grupo y a través de la forma bilineal
de Neron-Tate se puede calcular la matriz de alturas de estos puntos que tiene
determinante igual a 2'23% (para ver ésto Mestre usa las férmulas del Teorema
5.20 mencinando que x = 3) lo cual prueba la independencia de los puntos
anteriores.

Un métedo alterno

De la misma forma que el método anterior pero tomando p = g* —r, donde g es
un polinomio ménico de grado 6 y » de grado menor o igual a 5, se tiene que s
r es de grado 4, entonces la curva y? = r(z) es de género uno y los doce puntos
de la forma P; = (z;, g(z:)) pertenecen a la curva, aqui z; representan las rafces
de p.

Buscando ahora que p sea de la forma g{z — t)g{z + t), con

L]
a(z) = [ - a2),

y que r tenga grado menor o igual a cuatro, se encuentran, usando métodos
semejantes a los de la construccién anterior, valores para los a; con los cuales

q{z) = (z + 17)(z + 16)(z — 10)(z — 11){z ~ 14)(z — 17)
sirve para nuestro propésito. De esta forma se llega a la curva definida por:

¥ = (4297 + 53260)z* — (5434¢ + 1239000)z® + (—3432¢* — 2451¢% + 1222156)z
+(21736¢% — 363798417 -+ 134780352) + 686425 — 1074992t*
+53200006t% — 758849264

{ver pagina 27).
En este caso los doce puntos son:
Py = (-2t + 10, - 13812 — 258¢ + 2184) Py = (=2t + 11,346t — 2998¢ — 1512)
Py = (—2t — 17,1578¢2 + 22002t + B8536) Py = (—2t — 16, —1490¢% — 22394¢ — 77220)
Py = (=2t + 14, 710¢2 — 6734t + 3720) Py = (=2t + 17, - 1006¢2 + 9472t — 15708)
Py = (2t + 17,1006¢2 + 9472t + 15708) Py = (2t + 14, —710¢% — 6734¢ — 3720)
Py = (2t — 16, 14904 — 22394t + 77220) Pio = {2t — 17, —1578¢% + 22902¢ — 88536)
Py o= (2t + 11, —346t? — 2098t ~ 1512) Pz = (2t + 10,138¢% — 258¢ — 2184)
Aqui también se toma el punto Pj; como el neutro, en este caso el de-
terminante de la matriz de alturas es igual a 8100 por lo que los puntos son
independientes.
En [Mes91b] Mestre muestra como estas curvas son de rango mayor o igual
a doce y para casi todos los valores asignados a ¢ se obtienen curvas elipticas de
rango mayor © igual a doce, es decir toda una familia de curvas elipticas,
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7.2 Curvas elipticas sobre Q

Usando curvas elipticas de rango mayor sobre Q) se construyen curvas de
rango mayor sobre los nimero racionales. A continuacién se presenta el avance
en la construccién de curvas elipticas de rango mayor utilizando este método.

1992 J. -P. Mestre r>15 [Mes92)
1992 K. Nagao r>17 [Nagd?|
1992 S. Fermigier r>19 [Fer92]
1993 K. Nagao r>20 [Nagd3]

1994 K. Nagao, T. Couya r >21 [Nag94)

Existen resultados que ain no se han publicado, sin embargo pueden encon-
trarse en paginas electrénicas.

1996 S. Fermigier rz22
1998 R. Martin, W. McMillen r > 23

7.2.1 Construccién de Mestre

Usando la superficie eliptica que se generd en 7.1.1, Mestre construyé una curva
eliptica de rango al menos 15 ({Mes92]). Tomemos

‘o 322 — 4782 + 1287
- z2 — 429

con z = 77. Esto nos da como resultado la curva eliptica cuya ecuacién de
Weierstrass estd dada por:

¥+zy = 33— 2098119445112830964947553999485z
+26653992551590286206010035505960909459942897.

En esta curva se encontraron los siguientes puntos linealmente independi-
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enies

P, = (501737473225534, —6905875723539454906517)
Py = (506962472826784, —7112110805804266149017)
Py = (723528240924034, -15925174720190407416017)
P, = (812523671448034, —19814153331319366764017)
P; = (-177569372855966, 7636180350046204211983)

Py = (—419463909011966,6392016193970552855983)

P; = (—499080158224466, —2656234672725490415017)
(—489670250151966, —3461360602620746284017)
Py, = (—161285098583966, — 7503202055979337116017)

&
i

P = (576026995032034,9845125145592749267983)
P, = (569204876688994,9573248090546012288143)
P, = (437566790688034,4315766925018741755983)
Pi3s = (383738756328034, 1627462454566927475983)
Py = (380556863867362,1386435548400000375823)

Pis = (373690874760034,658176881176342211983).

7.2.2 Construcciones de Fermigier

En 1992 Stéfane Fermingier publica el articulo donde muestra una curva eliptica
de rango mayor o igual a 19. En el mismo articulo menciona resultados de Nagao
y de Tunnel en el mismo afio.

Abril de 1992 Tunnel r > 17

Mayo de 1992 Nagao r > 18

Curva eliptica de grado > 19

Usando ¢l método que muestra Mestre en [Mes91a] se trabaja con una curva
cliptica sobre Q(t) que se obtiene a partir de un polinomio de la forma p(z) =

6

g(r = g(r + 1), donde g(z) = ] (z — a;). Este polinomio se descompone de la
=1

forma p = g° — r, en donde se busca que el polinomio r sea de grado menor o

igual a cuatro para poder definir la cudrtica, que a su vez es una curva eliptica,

con la ecuacion
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a) = -36
Qs = —-25
a3 = -18
a, = 13
ag — 31
ag = 38

De esta forma tiene construida una curva eliptica sobre Q{t). Sise usa t =
979/87 se tiene entonces una curva definida por

22913923/2523z* — 231116966/2523z° + 107277707205691/19096587z*
-163923859763944 /19096587« + 1303700052367898928/144542067003

que tiene como forma mfnima de Weierstrass

y2

+roy—y = z°+zx? - 2063758701246626370773726978
+32838647793306133075103747085833809114881.

Los 19 puntos independientes son:

1

(~30987785091199, 258909576181697016447)

(—2888951703967, 261435145473088184895)
(—71487320458034575/7921, 1587809428223724811268517943/704969)
(—5811612460699807 /2401, 22879566180834025272238959/117649)
(13824498650633, 83368523386975203271)
(761787717625797737/51529, —872181661081924408957800795/11697083)
(-6768903225745, —215633697068279328993)
(—26753594302623, - 262493028566521557409)

(—43702888408807, —198899103401955431409)
(—3473544815195797742755/66896041,

- 720367355474239205275292698047 /547142719339)
{—4844597663662106466271/94965025,
67726534118909683241734294312143/925434168625)
(~50527110390373, 90106963524511847991)

(—45015432587775, 185797905595910416127)

{—385165144189, —183394325158424667243)

(12603290965505, 93970415796904223487)
(—17345672207357056815/421201,
—59881991231482114022330423257/273359449)

(19374570094625, —11265860759711920353)
{—1148870915488663/169, ~474033106804620147824853/2197)
{—124803550432849879/32041, 1158739203591364356010897749/5735339)
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Curva eliptica de rango 2 22

Con es mismo método que el anterior Fermingier construye en 1996 una curva
eliptica de rango mayor o igual a 22. Este resultado no estd publicado aiin
pero se puede encontrar en una pagina electrénica que El mismo construyé6. La

direccién es:

http://www fermigier.com/fermigier felliptic.html

La curva eliptica que presenta estd definida por la ecuacién

Vv yzy+y = z? — 940299517776391362903023121165864z
+1070736307071974303342529551544927453465112501 1362
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En este caso los puntos independientes son

P, = (32741153161482344264/3025, —223089674587110979578532169697 /166375)

P, = (215521674613198983365/24649, —6872949155061353554235704378947 /3869893)
Py = (637312541911044643/81, —1420356190129296832193564087/729)

Py = (~11906250919327880080/361, —16580788535875788634285886853/6859)

P; = (-136152345735493381/4, —14482270545045735913281693/8)

Fs = (—27830298157016213012252/7134241,
72099692861364392796183359497454267/19055557711)
Py = (4127671322151440, 2626107692045613116291646)
Py (6175679781777296, 2266254335997033124678449)
Py (12047255022287093, 1061993236525943920980477)
Py = (416685837455186583191/32761,
5321268222786709669160311587369,/5929741)
P, = (149915813139075767108024/10220809,
8704326838108646949177663157917117/32675926373)
P, = (58759417448623559/4,2030068553150713398654657/8)
Fia = (237195157887349854919517/16024009,
—11477798111611307979707215505421441 /64144108027)
Py = (9568474434078537574436/687241,
319520556343135681977874272805086/569722789)
Ps = (1725892668710258675291/177241,
117378050663464845770966453025039/74618461)
Pig = (-35277008506980340471/1024,48766027143946934186731674507/32768)
{—2752742763529705669,/121, 6000532252185982381233585699,/1331)
{—18552633109178014, -4665466215824339436717966)
P = (—113251707338691187737649969 /3304065361,
310152527894831470820009872373229341739/189920981015641)
Py = (—7572001778163591251/729, ~86590661426506799357663502953,/19683)
Py = (—380526048554032285152211/11242609,
73081235744931307684790623068490233/37696467977)
Py; = (—1503889497722021588110681/42784681,
—160705885170116750151534640924719585 /279854508421 )

o R
([

7.2.3 Construcciones de Nagao

Otro personaje que construye curvas elipticas de rango mayor a partir de su-
perficies es Koh-ichi Nagao, primero una de rango mayor o igual a 17 en 1992,
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luego una de rango mayor o igual a 20 en 1993 y junto con Tomonori Kouya
construye una de rango mayor o igual a 21 en 1994.

Curva eliptica de rango > 17

En 1992 Nagao presenta los siguientes resultados ([Nag92]). Se considera la
curva definida por (9.1), y se buscé en los nlimeros de la forma ¢ = t, [ta, donde
{ty,t2) recorre todos los enteros coprimos talesque 1 < ¢; < 1000y 1 < ¢ < 100.
De esta forma se encontré que para t = 537/71 y t = 866/35 se tiene curvas
elipticas de rango mayor o igual a 17.

Parat = 537/71 En este caso se tiene la curva definida por la ecuacién minima
de Weierstrass

y2 +a1zy +azy = 4+ a;:«:2 + a4x + ag

con

a = 1
a = 0
a3 = 0
gy = =—1895782483362476188257825431

ag = 42810746555185028468846212199762991367145.

En la curva generada por esta ecuacion se tienen los siguiertes puntos inde-
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pendientes

H

(9529946590244278/81,877339317930179132982349/729)
(20121870453749702/169,26952306934367033404411017/2197)
(832895565844694, —24005332955074426764879)

(170323128927446, —2158931233727022802795)
(2?05247588331766/49,—111897080628880491318877/343)
(42800399533958, —200188548806606122939)
(911893195333944758/22801,—605810297183101189471167469/3442951)
(825902562282742/49, —42873975604122721153117/343)
(1381131197535594758/32041,1163925394071743348949284359/5735339)
(232185257760483651238/4923961,
2637393845318100394599410665999/10926269459)
750266915475561127 /1444, 15957698316628635168731107/54872)
(55048888392278, 324451948662567802901)

(56063905437398, 335773236821174910101)

(222469439971613318/3721, 85887675571396806667576841 /226981)
(892018268333445638/961, 841577165574425466532140971 /29791)
(1087869867462051014/29929,—766682063863902139838061287/5177717)
(1403950398237398, 52580177817811779812501)

Para ¢t = 866/35

en este caso tenemos la curva definida por la ecuacién minima de Weierstrass
similar a la anterior dada por los coeficientes

a = 0
az = 1
a3 = 0

ay —18678018087690013395692891145
ag = 966T88754934919721471057668405679651086763
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con los siguientes puntos independientes.

P
Py
P
Py
Ps
Py
By
By
Py

H

i

(987132393978079331954/12581209, 44155864801840452651790531875,/44625548323)
(5360438106451911/81, £32408927123396980500/729)

(13270945713660554/169, 2555271033060881176965/2167)
(857720078027047559/10609, 39912099554742671720961420,/1092727)
(79430124839906, 14615920705150940175)

(4607314783851323, —312597047325749802318252)

(2573692194283109/4, —127862522511653550016935/8)

(17056161852252446 /49, —2078193005890922295589500/343)
(17056161852252119/52441, —656366039306811393976716300/45008989)
(81650469905306, —48961061265151525875)

(14515046737185390509/ 187489, 1323774083443035484317172500/81182737)
(951024572107238604431 /12243001, 528074563286919141440933947500/42838260499)
(63250318746985598081/811801, 6402633724575591190797301500/731432701)
(383087327491229/4, -2199020909677353716955/8)

(1738525538929581791/22201, 9310903033909158740238180/3307949)
{443811832334711, —8954505736358951228460)

{4025625174011254509/27889, —5324653812843602019420280500,/4657463).

Curva eliptica de rango > 20

Usando el mismo método que Mestre en [Mes91a) en el método alterno Nagao
construye en [Nag93] una curva eliptica a partir de una cuértica sobre el campo

Q(1). Se usa el polinomic p(z) = q(z — t)g(z + t) donde ¢(z) = IE[ {(z —ai), en
=1

este caso se toman

a; = 95
ag= Tl
az = 66
a3 = 58
as = 13
ag= 0

para obtener una curva eliptica de rango al menos 12 sobre {)t}. Cuando
tomamos t = 619/195 o ¢ = 349/48 se obtienen curvas elipticas de rango mayor
6 igual a 20. En el primer caso se obtiene una curva eliptica con un meodelo
minimo de Weierstrass dado por la ecuacién

y* 41y = z°— 431092080766333677958362005891166x

+5156283555366643659035652799871176909391533088196

con los siuientes puntos independientes:



90

P
Py

Py
Py

Fs

Py

Py

Pis

Py

Pl?
PIB

Pyg
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(1117677105220842826524/37249,
31530479477185489011505872316434/ 7189057
(38095017214360176, 6634638907482675334232862)
(128263157005359747/4, 39438837388807975937649915/8)
(173541370721241727764/4489,
2045813113492578321709774085406/300763)
(114037038978699019879860444/2903808769,
1093029826650184196976652135696199191086,/156477543135103)
(102579683196689625565576980/3236130769,
889405931520755349254783091883555261398/184093771056103)
(520590665688949735068 /11881,
10865365165484759274005818215450/1295029)
(201537570874848579/4, 84414630327852273660698571 /8)
(8566017671075667672/169, 23408663211165662031648247674/2197)
(84810811649507676, 24054695979596704444705362)
(—21830796739843140, 2040388505636168283880914)
(—-2234086367006310516,/121, 3476314228926730107073128678/1331)
(—398890292913112314601476/47513449,
939615725382816974616861962133589434/327510203957)
(~38850378311984740900/5041,
1013647136758546790991381788254/357911)
(41096153652874282067804 /58874929,
712483344051989593825064319402912354/451747330217)
(3030869760973710007623516/266375041,
5708794986061809828924957672204713682/4347507044161)
(5668123803956059068/361, 10307638984731401904281889030/6859)
{—580/361085179727432048324/267289801,
9/18279752358533631568966242553347738/4369920956549)
(—256381598399113962133604 /10169721,
13155366905799654387908 7852628778 /32431240269)
(479228870284501996956 /167281,
135888316201098799476616096547298/68417929)

En este mismo articulo se mencionan otras tres curvas elipticas de rango al
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menos 19 definidas con los parametros dado en la siguiente tabla

ay = 31 34 50
s = 31 31 42
azg = 28 28 37
ay = 27 27 29
a5 = 1 1 4
ag = 0 0 0

t= 7582/623 6441/59 8429/52

Curva eliptica de rango > 21

En 1994 Nagao publica un articulo junto con Kouya ([Nag94]} en el que pre-
sentan una curva eliptica de rango al menos 21. En este caso se usa la misma
técnica que en el anterior pero con los valores

a; = 399
ay = 380
a2=352
a4=47
(1.5:4
ag =0

t = 14721/376

con los cuales se obtiene la curva eliptica con un modelo minimo de Weierstrass
dado por la ecuacién

V+oy+y = z3 4 % — 21584377242244392201519952702159835z
—19474361277787151947255961435459054151501792241320335
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can los siguientes puntos independientes:

P

P
Py

Ps

(800843008889340065933/16, 22662214190910903990783584765347/64)
(10610541066763914590637/2200, 1087744114825178454840094794778034,/103823)
(907186946780634143, 728916386168451830641677608)
(196833201085564442194083107 /227919409,
2277807398930440819587410184793923763894 /3440899317673)
(185463474139064652528000075,/ 366301321
225699857838583242849473830466481978146/7010640982619)
{—12485261071234691432503 /123904,
1543303353428939982282171752702539/43614208)
(—59703014087684747037/361, 741881245094154068525036126362 /6859)
(—-73270.163404799613067 /361, §66878137858638793891117943482/6859)
(—360733396398627565, 106985840484096728947883974)
(—389445180957906897, 742883551 18790673852542008)
(—1474458350349858512665407 /14205361,
2278493401578368084310409028259332632/53540005609)
(—114305856035468892691779277 /278589481,
16972779768877136292841029639987095378/4649937027371)
(-21972533600828202797/81, 100790786584963504563876005302,/729)
(—25047938415396324842058977 /71216721,
683471925G69844943007522052612937752062/600997908519)
(3434828081885118352213715284707/5137262501809,
4279912483838925044234939165329697576812433846/11643877735262604377)
(—227656313261676647, 133660024327268949095297798)
(—4098089434105992137835293 /12552849,
5660088413991351759301403659890889706/44474744007)
(2657828735869178020212617/1495729,
4174499731549997186596131721273201376/1839376567)
(883965004314243424124994323/850947241,
23250077986002217143041708721276812178/24822/91967211)
(37543938954172817109003/73441,
1224097915991280095903835490020298 /19902511}
(19165312347502458410162233/17214201,
75593839815741485450348997050551694952/71421719949)
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7.2.4 Curva eliptica de rango > 23

El resultado mas reciente en la bisqueda de curvas de rango mayor no ha sido
publicado aiin, sin embargo se puede consultar en la pagina electrénica

http://www.math.niu.edu/ rusin/known-math/98 /hirank

Aqui se presenta una curva de rango al menos 23 y se menciona que fue en-
contrada por Roland Martin y William McMillen. Est4 fechado como resultado
de 1998 y la curva que se presenta tiene por ecuacién

v2+zy+y = z3- 19.252966408674012828065964616418441723;:
+32685500727716376257923347071452044295907443056345614006

Los puntos independientes tiene las siguientes coordenadas:

Pl = (16902136044621724275584661392595/119224493521,
~69455519784971993679807552308609739430858248812/41166906143372569)

P2 = (6647882272466103821634772046571/30891226081,
—17137023844710987140049387309945953892946213544/5429411004770479)

P3 = (1277229332035649706664846727592/2961427561,
1443380843339272397458721030742392016696304046/161157926442059}

P4 = (1754834771916476982132090651/369369961,
49412130720987886904443301152758710388796/7098921280459)

P5 = (902743031953703698667092998 /307406089,
6538434104009303265024749952830709029353/5389750958437)

P6 = (103579310135061476534950819/45091225,
230697883363551870088729854504374414548/302787575875)

P7 = (31762044569407766003397375255/14054813809,
1411381089291349753164768808558921002947204/1666240341498377)

P8 = (29436984213667648723395/17936,
5657335012046240705357319452802233/2406104)
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P9
P10

P11

P12

P13

P14

P15

Pi6

P17

P18

P19

P20

P21

P22

P23
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(1127027270330215920, 3523978127407100674110377602)
(686464244502821899711515,/139129,
~394563651945882403580468873435105816/51895117)
{11962675953816366561795/1369,
—1167962768316319592876571517317044/50653)
(30520680805402695175757355/3345241,
—151915114589061403100759698106532333112/6118445789)
{11449775538050756019357635316 /967521025,
—1150775031908416918955115365651634494501651 /30094741482625)
(4969418243982621661793591770/1285294201,
184569435055535326363669745422918052707327/46079082400051)
(480465113537612829840777315/160801
-10531550647702714814852169224678207441368,/64481201)
(97907154284679777917982542166035/57601436172721,
964874722537391293613786748114488474882993683572/437169613520472565481)
(249989354826313432718977195/4397409,
3941156276776007263792745630379334937996,/9221366673)
(54840074123086507808388135/3996001,
387496978790653709721061294119215460988 /7988005999)
(9690141319063801580189469420/87590881,
—9531440780799429063609036700365356669593542/819763055279)
(882142442406602738753880/76729,
—775394556680837651292166377698874734/21253933)
(2812175950395226936581984 /24025,
4712624271973109965160039085789391367 /3723875)
{7126269737101017406079752337071371/2947180538019481,
83015454575998684006900205726968222686505350799684 /
159996363164349841378621)

(2143448685801212487450/841, 10099849221189668277354753748208/24389).
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