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Introduccion 

Dada una ecuacién definida por un polinomio con coeficientes enteros, nos 
podemos preguntar por las soluciones dentro de los numeros racionales de es- 

ta ecuacién. Este es un problema bastante antiguo y se cataloga dentro de la 
teorfa de ecuaciones Diofantinas. En particular nos interesardn ecuaciones con 

dos incégnitas. El] caso mds simple es cuando se tiene una funcién lineal, en el 

cual tenemos una infinidad de soluciones (todos los puntos racionales de una rec- 

ta). Si tomamos ecuaciones de grado dos (cénicas), entonces también tenemos 
el problema resuelto. En este caso si existe un punto cuyas coordenadas sean 

dos numeros racionales, entonces cada recta definida con coeficientes racionales 

que pase por este punto cortard a la curva en un segundo punto también con 

coordenadas racionales (puede ser el mismo punto y en este caso la recta es la 
tangente a la curva). Un clasico ejemplo es la caracterizacién de todas las ternas 
pitagéricas de ntimeros enteros, es decir las ternas de enteros a, 6, c, cone # 0, 

tales que: 

a+b =e’, 

Cada terna pitagérica (a,b,c) representa una soluci6n racional (2,2) de la 

ecuacién 

por lo que podemos reducir el problema a encotrar las soluciones racionales de 
esta ultima ecuacién. E] punto (0,1) es solucién de esta ecuacién y a partir de 
éste podemos construir todas las demds soluciones usando las rectas definidas 
por ecuaciones con coeficientes racionales ya que estas cortaran en puntos Q que 
también tienen coordenadas racionales (ver figura 1). 

El siguiente caso son las curvas definidas por polinomios de grado tres. Este 
tipo de curvas tienen a lo mds un punto singular, ademés si dicha curva puede 

ser definida por un polinomio con coeficientes racionales, entonces su punto sin- 

gular también tiene coeficientes racionales. En este caso cualquier recta definida 
sobre los racionales que pase por este punto cortard a la curva en otro punto 

con coordenadas racionales, por lo que todos puntos racionales quedan detertni- 

nados de esta forma. As{, pasamos a! problema de curvas suaves definidas por 

polinomios de grado tres.
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(0,1) 

Figura 1: Puntos racionales en ta circunferencia unitaria 

Una curva eliptica es una curva suave de género igual a uno. Se sabe que 

estas curvas se pueden representar por polinomios de grado tres, asf es que son 

el siguiente paso en el estudio de puntos racionales de curvas planas. 

Usando las propiedades de que una recta corta a una curva definida por un 

polinomio de grado tres en tres puntos, contando multiplicidades; y que si corta 

en dos entonces corta en un tercero, es posible definir una operacién de suma de 

los puntos racionales de las curvas elipticas, escogiendo primero un punto como 

el neutro de dicha operacién. El conjunto de puntos racionales de una curva de 

este tipo resulta ser un grupo conmutativo conocido como el grupo de Mordell- 

Weil. Este grupo es finitamente generado, por lo que basta con conocer un 

conjunto de generadores para tener determinados todos los puntos racionales de 

dicha curva. Tenemos entonces que el grupo de puntos racionales de una curva 

cliptica es de la forma 

Torx Z', 

donde r se le conoce como el rango de la curva. Curiosamente la parte de 

torsion de dicho grupo es facil de calcular, pero el rango es bastante dificil. 

Se conjetura que existen curvas elfpticas de rango arbitrario, pero sdlo se han 

encontrado curvas con al menos 23 generadores, no se sabe si estas curvas tienen 

ese nuimero como rango pero al menos es una cota inferior. 

Existe el problema similar de buscar curvas de este tipo definidas sobre 

campos finitos, tales que tengan el mayor nimero de puntos posible. Estos dos 

problemas estin relacionados entre si como se verd durante esta tesis. 
Este problema tiene aplicaciones a otras 4reas como a la criptografia (ver 

[Len$7] v (Kob87}) y a la fisica (ver [Wal90]). El problema por si sdlo tiene 
aspectos interesantes en la matematica pura. 

Esta tesis tiene como primer objetivo dar una introduccién al estudio de 

curvas clipticas desde el punto de vista de la aritmética, enfocado al estudio del 

grupo de Mordell-Weil de dichas curvas. Se presentan ios principales resultados 
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al respecto ademas de las herramientas con las que se ha atacado el problema. 

También se da una amplia referencia de trabajos publicados (libros, revistas y 

paginas clectronicas) al respecto. El segundo objetivo de esta tesis es estudiar 

la forma en la que se han encontrado recientemente curvas elipticas de rango 

grande. En 1991 J-P Mestre publica un articulo en el que genera familias de 

curvas con rango al menos once. De ahf en adelante todos los avances han sido 

usando la misma técnica o de forma muy similar. En algunas ocasiones se han 

hecho busquedas exhaustivas en las familias de curvas que Mestre did con el fin 

de encontrar curvas de rango mas grande. 

La informacion que se presenta en este trabajo esta organizada de la sigu- 

iente forma: En los primeros dos capitulos se presentan aspectos generales de 

la geometria algebraica y de las curvas elipticas. En el tercer capitulo se es- 

tudian las curvas elfpticas desde el punto de vista del andlisis complejo y la 

teorfa de formas modulares; también se da una introduccién a la teoria de su- 

perficies el{pticas como herramienta para estudiar las curvas elipticas. Después, 

en el capitulo cuatro, se analiza el grupo de Mordell-Weil para curvas elipticas 

definidas sobre campos perfectos (en particular campos finitos, locales y numéri- 

cos). En el capitulo cinco se da una introduccién a la teoria de alturas, la cual 

resulta ser una herramienta de gran utilidad para determinar cudndo un con- 

junto de puntos de una curva eliptica es independiente, es decir, que podrian 

ser generadores de la parte libre del grupo; aqui se presenta la demostracién 

del teorema de Mordell-Weil usando el algoritmo de descenso, e] cual nos per- 

mite también estudiar la parte de torsién del grupo. El capftulo seis muestra 

herramientas para estudiar el grupo de Mordell-Weil a partir de una ecuacién 

de Weierstrass que define la curva de donde se est4é tomando el grupo. Por 

tiltimo, cn el capitulo siete se describe como Mestre genera familias de curvas 

clipticas de rango al menos once y también se presentan los resultados obtenidos 

posteriormente y que se basan en la construccién de Mestre. 

La siguiente tabla resume el avance en la busqueda de curvas elfpticas, donde 

r cs el rango de el grupo de puntos racionales de dicha curva. 

1992 J. -P. Mestre r>15 [Mes92] 
1992 K. Nagao r>17 [Nag92] 
1992 S. Fermigier r>19 (Fer92] 
1993 K. Nagao r>20 [Nag93] 
1994 K. Nagao, T. Couya r>21  [Nag94] 

Existen resultados que atin no se han publicado, sin embargo pueden encon- 

trarse en paginas electrénicas. 

1996S. Fermigier r 2 22 

1998 R. Martin, W. McMillen r > 23 

wv



  

Capitulo 1 

Contexto Geométrico 

Antes de empezar a trabajar con las curvas elipticas es necesario repasar algunas 

definiciones y resultados de la geometria algebraica en general, asi como también 
definir la notacién en el contexto en el que estaremos trabajando. Existen 
diferencias entre algunas de las definiciones que aqui se usan y las que se pueden 

encontrar en varios libros de geometria. La notacién que se usara es la misma 
que maneja Silverman en sus libros [Sil86] y [Sil96]. 

En la primera seccién de este capitulo se revisa la teoria de valuacién discreta 
sobre anillos. Las demas secciones tratan aspectos de la geometria algebraica y 
las demostraciones de los resultados expuestos se pueden encontrar en [Sit86}. 

1.1 Valuacién Discreta 

Para trabajar con anillos de valuacién discreta es conveniente dar un breve 

repaso de la teoria de campos que ésta involucra. 

1.1.1 Extensiones de Campos 

Esta seccién presenta las definiciones bdsicas de los tipos de extensiones de 

campos que se ocupardn mas adelante. Una buena referencia donde se puede 
encontrar més acerca de esto es [Mor96]. 

Sea K : F una extensién algebraica de campos, f € F{z] un polinomio 
ménico irreducible y S un subconjunto de polinomios no constantes de F[z] 
Diremos entonces que: 

1. f se descompone en K si todas sus raices estan en K. 

2. Fijémonos en el conjunto de raices en K de los polinomios dentro de S, 

Xs = {a € K|f(a) = 0 para algiin f € S}. 

Entonces K es un campo de descomposicién de S$ sobre F si K contiene 

todos los elementos de Xs, es decir, K = F(Xgs) y ademas cada polinomio 

f € S se descompone en K.
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3. K es normal sobre F si K es un campo de descomposicién de algun 

subconjunto de polinomios no constantes S$ € F{z). 

4. f es separable sobre F si no tiene raices repetidas en algiin campo de 

descomposicién. 

5. Un elemento a € K es separable en F si su polinomio minimo es separable 

sobre F. 

6. K es separable sobre F si todo elemento a € K es separable sobre F. 

7. F es un campo perfecto si toda extensién algebraica de F es separable. 

E] siguiente resultado es de gran utilidad en el estudio de curvas definidas 

sobre campos finitos y su demostracién puede ser encontrada en cualquier libro . 

de teorfa de campos (ver [Mor96] o [Lan86}). 

1.1. Teorema. Si la caracteristica de un campo F (char(F)) es cero, entonces 

F es perfecto. Si char(F) = p # 0, entonces F es perfecto si y sdlo si F? = F. 

Sea K : F una extensién algebraica. Un elemento a € K es puramente insep- 

arable si su polinomio minimo tiene una sola raiz en cualquier extensidn. K es 

puramente inseparable sobre F si todo elemento de K es puramente inseparable 

en F. , 

Sea K : F una extensién algebraica. Los conjuntos que a continuacién 

se definen resultan ser campos, por lo que podemos hablar del grado de su 

extensién. , 

1. La cerradura separable de F en K es el conjunto 

S = {a € Ka es separable sobre F}. 

El grado separable de esta extensidn es [F : S]. 

2. La cerradura puramente inseparable de F en K es el conjunto 

I = {a € K|a es puramente inseparable sobre F}. 

Definimos el grado inseparable de la exrtensién como [F : I]. 

Denotarémos por K a la cerradura algebraica del campo K. 

1.1.2 Anillos de Valuacién Discreta 

Cuando nos refiramos en general a un anillo estaremos pensando en un anillo 

conmutativo con identidad. Se revisaré a continuacién un poco de teoria de 
anillos locales. Las demostraciones de los resultados que se presentan pueden 

ser encontradas en [Ser76], [Eis96] o [Lan86]. 
Un dominio entero A es un anillo de valuacién discreta si es un anillo noethe- 

riano de ideales principales con un tnico ideal primo m4. Como este ideal es
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maximal, se tiene que A/ma es un campo. Los elementos invertibles de un 

anillo A se les llama comtnmente unidades. Estas unidades forman un grupo 

multiplicativo. Si A es un anillo de valuacién discreta, entonces definimos su 

campo de residuos como el cociente A/ma. 

En um anillo de valuacién discreta A, su ideal maximal m, es generado por 

un sdélo elemento, Este elemento se conoce como elemento primo, pardmetro 

uniformizador o bien solo como uniformizador de A. Si 7 es un uniformizador 

de A, entonces todos los demas ideales de A son de la forma "A. De esto se 

tiene que si z € A es distinto de cero, entonces podemos escribir x = un”, donde 

ues una unidad en A y n € Z. Usando lo anterior podemos definir la valuacién 

de x como 

_fn siz=un" 40 

ute) ={ oo siz=0 

1.2. Nota. Esta valuacién no depende de la eleccién del uniformizador 7. 

Si A es el campo de cocientes de un anillo de valuacién discreta A, es decir, 

K = {a/bla,be Ay b #0}, 

entonces podemos extender la valuacién a este campo con u(a/b) = v(a) — v(b). 

Tenemos entonces una funcién v : K* > Z que : 

1. es un homomorfismo del grupo multiplicativo K* en el grupo aditivo Z. 

2. v(z + y) > min(v(z), v{y)). 

Una funcién como la anterior definida sobre un campo K se llama una 

valuacién discreta sobre K. 

Si partimos de un campo K con una valuacién discreta, podemos reconstruir 

su anillo de valuacién discreta 

A={zreé K | u(x) > 0} U {0}. 

Sea v una valuacién discreta sobre un campo K, entonces definimos el con- 

junto 

Re ={z€K | v(z) > 0} 

como el anille de enteros de K respecto a v. 

Dado un campo K con una valuacion discreta v y a € R tal que0 <a <1, 

denotamos el valor absolute como 

u(z) oi tell = { a siz #0 

0 sizt=0 

Es facil verificar las siguientes propicdades. 

lit. = 0 @ r=0, 

llzulle Ilalle - Null, 
liz+ulle < fletle + Mull. 

ll 
Nn
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Cualquier funcién || || : K — IR que satisfaga las propiedades anteriores se lla- 

mara también valor absoluto. Se dice que un valor absoluto es no arquimediano 

si ademas de satisfacer la ultima de las condiciones anteriores satisface 

{lz + yll < max{|lzll, Ill}. 

Estos valores absolutos se les suele llamar ultramétricas. Reciprocamente, 

toda ultramétrica es de la forma ||z]] = a°(*) para alguna valuacién real v : K + 

R 

1.3. Ejemplo. Sea x € Q de la forma z = p'm/n con p,m,n primos relativos 

y p primo. 

1, Si definimos v(z) = ry a = , entonces obtenemos el valor absoluto 

p-ddico |j {lp de la forma ||z\lp = |lp"™/nllp = 2- 
2. El valor absolute arquimediano || ||oo igual a 

{tlle = max {z, —z} 

Completacién de Campos con Valuacién Discreta 

Dada una métrica como la anterior es posible dotar a K de la topologia definida 

por los abiertos bdsicos de la forma 

B, ={z€ K | |lzl| Se}. 

Sea {an} uma sucesién de Cauchy de elementos de un campo K, es decir, 

que para todo ¢ > 0, existe N € N tal que si m,n > N, entonces ||¢m—anl| < €. 

Nos podemos fijar en el conjunto de sucesiones de Cauchy bajo la relacién de 

equivalencia dada por: {an} ~ {bn} si {an — bn} converge a cero. Llamamos a 

este conjunto la completacién de K respecto a |f || y lo denotamos por R. Esta 

completacién resulta también ser un campo. 

Sea ahora K una extensién de Q. Diremos que dos valores absolutos son 

cquivalentes si al completar respecto a éstos obtenemos campos isomorfos (0 

equivalentemente que definan la misma topologia). Esta relacién entre valores 

absolutos resulta ser de equivalencia, por lo que cuando nos refiramos a un 

valor absoluto realmente estaremos pensando en un representante de cada clase 

de equivalencia. Denotamos por Mg al conjunto de las clases de equivalencia 

de valores absolutos para Q y por My al conjunto de clases de equivalencia de 

valores absolutos definidos en K tales que al restringirse a Q son elementos de 

Mg. 

1.4. Ejemplo. Si usamos el valor absoluto arquimediano en Q, entonces al 

completar obtenemos R. 

1.5. Ejemplo. $i usamos el valor absoluto p-ddico en Q, entonces la com- 

pletacion sera el campo de los mimeros p-ddicos, denotado po~ Q.
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1.2. Variedades Algebraicas 

Cuando se trabaja en algtin espacio afin o proyectivo es importante especificar el 

campo en el que se estd definiendo éste. También es importante saber cémo son 
algunas variedades en difereites extensiones algebraicas del campo base. Por 
este motivo siempre que se esté hablando de un espacio se pensara a éste como 
el conjunto de puntos dentro del espacio definido por la cerradura algebraica del 
campo en el que estemos trabajando. De esta forma se tiene que el espacio afin 
de dimensién n sobre un campo K es el conjunto de n-adas de elementos de K, 
es decir, 

AP = {(21,..2n) | 21 € K}. 

El conjunto de puntos con coordenadas en algin subcampo F de K eel 

subconjunto de puntos F-racionales de A" y lo denotamos como 

AX(F) = {(2, an) | 0. € FY}. 

De la misma forma podemos defimr también el espacio proyectivo de dimen- 
sidén n sobre el campo K como el conjunto de subespacios de dimension uno de 

A+] | dicho de otro modo. 

P" = {(z9,....2n) 40 | a; € K}/ ~. 

en ef cual (a9, ...,¢n) ~ (bo,...,6n) si existe y € K” tal que u, = ¥b,. Como 

es usual, se denotard con (ao. ..@,] a la clase de equivalencia de (ag. .. .@n). 

Podemos entonces hablar también ce fos puntos F-racionales de P® donde F 

es un subcampo de K, como las clases de equ: valencia bajo la relacién anterior 

pero en A(K)"*?, 

PUP) ={(zo t,t #0 rE FP ~ 

1.2.1 Conjuntos Algebraicos y Variedades 

Denotamos por K(X] (en lugar de K[z1,....2,] 0 de K[zo. . ,z,}) al conjunto 
de polinomios en n 6 n +1 variables, seguin estemos trabajando en el espacio afin 

© proyectivo de dimensidén n, respectivamente. Si no se especifica la dimensién, 

entonces estaremos pensando en que ésta puede ser arbitraria. 

Un conjunto algebraico es un subconjunto de puntos de algun espacio, afin 
0 proyectivo, cuyas coordenadas amilan a todo polinomio dentro de un subcun- 

junto de K[X]. Si el espaciv es provectivo, entonces estos polinomios deben de 
ser homogéneos. 

El conjunto de todos los polinomios (homogeneos en el caso de espacios 
proyectivos) que se anulan en un conjunto algebraico genera an ideal | Por 

el teorema de las bases de Hilbert el ideal anterior es finitamente generado, 

més atin, si el ideal es generade » 1 polmomius homugeneor, entonces éste es
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finitamente generado por polinomios homogéneos (ver [Eis96]). Si V" es un 

conjunto algebraico en un espacio afin, denotaremos entonces este ideal por 

I(V) =< f E K[X]|P eV > FP) =0>. 

Es importante indicar cudndo un conjunto algebraico esta definido por poli- 

nomios con coeficientes en cierto subcampo F de K, asi como también los puntos 

F-racionales de dicho conjunto. Por lo que se denotara por V/F a un conjunto 

algebraico V que se pueda definir con polinomios en F[X]. Para los puntos 

F-racionales de este conjunto se usara 

V(F) ={P €V | Pes punto F — racional}. 

También es conveniente especificar el ideal generado por los polinomios den- 

tro de F[X] que se anulan en V(F), el cual lo denotamos por 

I(V/F) = (f € F[X] | P € V/F = f(P) = 0}. 

Una variedad algebraica (0 variedad simplemente) V es un conjunto al- 

gebraico en el que el ideal generado por los polinomios que se anulan en este 

conjunto, [(V), es primo. Hay que recordar que este ultimo ideal esté en K[X]. 

1.6. Ejemplo. El polinomio z? +1 genera un ideal primo dentro de R{z], pero 

el ideal que genera dentro de C[z] no lo es, por lo que el conjunto algebraico 

definido por este polinomio no es una variedad. 

Cuando se haga referencia a una variedad algebraica sin especificar si es afin 

o proyectiva, se entenderd que puede ser cualquiera de estas‘dos. 

1.2.2 Dimensién 

Caso Afin 

En una variedad algebraica afin V/K se define el anillo de coordenadas de dicha 

variedad como el cociente 

K[X] 

U(V/K)’ 

Como I(V/K) es un ideal primo, entonces este anillo de coordenadas resulta ser 

un dominio entero. Por tal motivo es posible completar el anillo a un campo 

agregando los cocientes de tos elementos del anillo. Este campo se conoce como 

el campo de fracciones de la variedad V/K, el cual denotaremos por 

K(V/K) = {a/b | a,b € K(V], b #0}. 

Las variables z; son elementos trascendentes de K[X], pero al hacer el co- 
ciente con algtin ideal primo y después tomar su campo de fracciones, estas 

variables pueden dejar de ser elementos trascendentes en K(V/K). Esto ultimo 

nos conduce a definir la dimensién de una variedad como el grado de trascen- 
dencia de la extensién del campo K en el campo K(V), 

dim V = grado de trascendencia de K(V) : K. 

KV] =
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Caso Proyectivo 

Cada punto P = {ao,...,@,] de un espacio proyectivo P” puede ser pensado 
como un punto de un espacio afin A" contenido en este espacio proyectivo. 

Para ver esto basta tomar alguna a; # 0 de un representante (ao, ...,@n) de Py 
fijarse en (aq/a;,..-a:-1/0i, 1,@;41/@i,4n/a;). El conjunto de puntos de la forma 

(x9, --,Zi-1,1,2%41,---)Zn) eS un espacio afin de dimensién n. 

La funcién p; : A” — P* definida por 

Pil G1, On) = [O1, 0) Qi1, biti, On] 

es una inyeccién en la que la imagen inversa de una variedad proyectiva V(K) 

vruba cariedad afin UK). 
Sea P un punto de una variedad proyectiva Como se mencioné anterior- 

mente, existe una variedad afin U que contiene a P. Definimos la dimensién y 

el campo de cocientes de V como la dimensién y el campo de cocientes de U, es 

decir, 

K(V)=K(U) y= dimV =dimU. 

1.7. Nota. Es importante indicar que esta definicién no depende de la eleccién 

del punto P ni del abierto U. 

1.8. Nota. En muchas ocasiones es conveniente ver al campo de cocientes de 

nna variedad proyectiva V como el campo 

K(V) = (f/gif ¥ g son polinomios homogéneos del mismo grado dentro de [V]} 

1.2.3 Aplicaciones entre Variedades Algebraicas 

Si V; v V2 son dos variedades proyectivas, diremos que una aplicacién ractonal 

de V, en \2 es una aplicacién de la forma 

QO : VY > Ve 

oP) = [folP), .fa(P)). 

donde fo, ..fn € K(Vi) satisfacen que para todo punto P, en donde estas 

funciones estén bien definidas, se tiene ¢(P) € V2. Una aplicacién racional no 

es necesariamente una funciédn, ya que puede suceder que el denominador de 

una funcién racional f; se anule en algun punto dentro de la variedad Vj. En 

ocasiones se puede escoger un polinomio g € K[Vi] tal que 

OP) = [9(P) folP),--. 91 P) fal P)] 

esté bien definido en P (no se ha cambiado la aplicacién @ ya que estamos 

trabajando en el espacio proyectivo y los puntos son clases de equivalencia). 

Cuando esto suceda diremos que ¢ es una aplicacién regular en el punto Py 

si g es regular en todu punto de Vi, entonces diremos que es «in morfismo (0 

aplicactén regular) de V, en V2.
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1.9. Ejemplo. Sea V, la variedad definida por el ideal < z > dentro de P? y 

Vy = P2, 
1. Sea 6: Vy —> Vo dada por (z,y,z] > [2, ¥, 2). ¢ es una aplicacién regular. 

2. Sead: Vi + Ve dada por [z,y, z} 4 [2,1,1]. En este caso @ no es una 

aplicacién regular. 

_ Seag: YW — V2 un morfismo de variedades definidas sobre el campo K. 

Este induce un morfismo de campos 

¢*: K(V2) 3 K(Y) 

fro fod 

Definicién. En la notacién anterior definimos el grado de ¢ como: 

_fo si @ es constante 
grad($) = { [K(Vi): @*K(Vo)] sig no es constante ~ 

Diremos que ¢ es separable si la extensién de campos K (Vi)/¢*K (V2) es sepa- 

rable. 

1.2.4 Puntos Singulares 

Sea V una variedad algebraica definida por los polinomios fi, f2,..., fn € K[X] 

y P un punto de esta variedad, entonces diremos que V no es singular en P sila 

matriz cuyas entradas son las derivadas parciales de los polinomios anteriores, 

ofi ) 
=—(P) , 
Cx i<i<mi<jsn 

tiene rango igual a n — dim V, y diremos que es singular si su rango es menor. 

Diremos en general que una variedad V no es singular, 0 que es suave si ésta 

no es singular para todo P € V. 

1.10. Ejemplo. Considerando las variedades 

Yo: Y2=X34X 

V2 : Y?=X54X?, 

es facil comnprobar que la primera no es singular mientras que la segunda tiene 

una singularidad en el origen y que ambas tienen dimensién igual a uno. 

1.2.5 Localizacién 

Existe una forma algebraica de caracterizar las singularidades de las variedades. 

Si P es un punto de la variedad V, entonces denotemos al ideal que contiene a 

todos los polinomios que se anulan en punto por 

Mp = {f © K[V]|F(P) = 0}. 

Este ideal es maximal y el cociente de ideales Mp (M3 es un espacio vectorial 

sobre hy.
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Figura 1.1: Curvas Vi y V2 

1.11. Proposicién. Sea V una variedad. Un punto P € V no es singular si y 

sdlo si 

dimg Mp/Mp = dim V. 

En el ejemplo 1.10 el punto P = (0,0) pertenece a ambas variedades y 

en los dos casos el ideal Mp es el generado por los polinomios X y Y; y Mp 

estd generado por X*, XY y Y?. Peroen el anillo de coordenadas de la primera, 

K[V\], se tiene 

X = Y? — X3 30 modM} 

por to que Afp/M? se puede generar con la variable Y como espacio vectorial 

sobre K, es decir, dim Mp/M3 = 1. Y en la variedad V2 las variables X y Y 

no tienen una relacion lineal que las involucre con los demds elementos de M3, 

por lo que se necesitan las dos variables para generar M, 'p/M2 como espacio 

vectorial sobre A, por lo tanto dim Mp/M3 = 2. Asi, tenemos que Vi no es 

una variedad singular en el origen mientras que V2 si lo es. 
Los cocientes de polinomios dentro de K(V) no estén definidos como fun- 

ciones en los puntos donde el denominador se anula. Para centrar nuestra aten- 

cién en las funciones racionales que estén bien definidas en algtin punto P dentro 

de una variedad V, definimos el anillo local en P como el conjunto de elementos 

del campo de cocientes de V que estan bien definidos para P, el cual denotamos 

por 

RUVlp = (f/9 € KV) | o(P) 0}. 

1.3. Curvas Algebraicas 

A continuacion nos enfocaremos a ta teorfa de curvas algebraicas asi como tam- 

bién se cnunciaran algunas caracter{sticas de éstas. En esta seccion se estaré tra~
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bajando con campos perfectos. Las demostraciones de los resultados que aqui se 

presentan pueden ser encontradas en (Har77] y {Sil86]. 

Por una curva algebraica entenderemos una variedad algebraica de dimen- 

sién uno. Para abreviar nos referiremos a Jas curvas algebraicas como curvas 

simplemente. 

1.3.1 Valuacién en Curvas 

Los anillos locales son de gran importancia y a través de estos podemos dar lo 

que se conoce como orden en el campo de funciones de una, curva. 

1.12. Proposicién. Si C es una curva y P un punto no singular de ésta, 

entonces la localizacién de su anillo de coordenadas en P, K[C]p, es un anillo 

de valuactén discreta. 

Sea C una curva, P un punto no singular de C y. f € K[C]p. Definimos el 

orden de f en el punto P como la valuacién 

ordy : KC] {0,1,2,3,...} U {oo} 
ordp(f) = max{d{ f € M$}, 

donde Mp es el ideal maximal de K[C]p. Podemos extenderla a toda K(C) 

usando ordp(f/g) = ordp(f) — ordp(g). 
Si ordp(f) > 0 diremos que f tiene un cero en P, si ordp(f) < 0, diremos 

entonces que f tiene un polo en P. 

1.13. Proposicién. Sea C una curva suave y f € K(C). Entonces existe un 

niimero finito de puntos P para los cuales f{(P) tiene un cero o un polo. Y si 

ademds f no tiene polos, entonces f € K. 

1.14. Ejemplo. Consideremos las curvas descritas en el ejemplo 1.10. Donde 

V, es suave en el origen mientras que V2 no lo es. Si P es el origen, se tiene 

entonces que en Vy 

ordp(Y) =1 ordp(X) =2 

La siguiente proposicién sera Uti] cuando estemos trabajando con curvas 

definidas sobre campos de caracteristica mayor que cero. 

1,15. Proposicién. Sea C/K una curva algebraica donde charK > 0 y sea 

t € K(C) un uniformizador en algtin punto P € C no singular. Entonces K(C) 

es una ertensién separable finita de K(t). 

1.3.2 Aplicaciones entre Curvas 

En esta seccién se presenta una serie de resultados que tienen que ver con 

aplicaciones entre variedades algebraicas enfocando nuestra atencién al caso de 

curvas.
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Sea ¢ = [fo,.-. fa] : Vi + Ve una aplicacién racional, es decir, un mortismo. 

Si V, y VY estan definidas sobre el campo A’, entonces el grupo de Galois Gy, 

actiia en ¢ de forma obvia: 

° (P) = [fo(P)?s 1 fal P)"]- 

Diremos que dos variedades V; y V2 son isomorfas (0 birracionalimente equi- 

valentes) si existen morfismos ¢: Vi 7 V2 y YW: V2 + V tales que vod y oo 

son la identidad en Vi y V2 respectivamente. También diremos que son isomor- 

fas sobre el campo K si tanto las variedades Vi y V2 como estos morfismos  y 

ap estan definidos sobre K. 

1.16. Teorema. Sea ¢ : C, —> Cz un morfismo entre curvas proyectivas. En- 

tonces ¢ es constante o suprayectiva. 

Supogamos ahora que C/K y C2/K son curvas y que @: C, > Cz es una 

funcién racional no constante entre estas curvas definida sobre K. Se puede ver 

que la composicién con ¢ induce la siguiente inyeccién, que fija a K : 

ge : K(C2)+K(C)), 

#(f) = fod. 

1.17. Teorema. Sean C1/K y C2/K curvas. 

1. Sid: Cy — C2 es un morfismo no constante definido sobre K, entonces 

K(C,) es una extensién finita de $*(K(C2)). 

2. Sii: K(C2) 4 K(Ci) es una inyeccién que fija K, entonces eriste una 

tinica funcién no constante ¢: Ci + C2 definida sobre K tal que ¢° =i. 

3. Sea K un subcampo de K(C,) de indice finito que contenga a K. Entonces 

existe una curva suave C'/K, tinica salvo K—isomorfismo, y una funcion 

no constante ¢:C ~+ C' definida sobre K, tal que ¢"(K(C")) = K 

1.4 Divisores 

En esta seccién revisaremos los conceptos concernientes a divisores en curvas. 

Las demostraciones de los resultados que se presentan pueden ser encontradas 

en [Sil86] y en [Har77]. 
Sea C una curva. El grupo de divisores de C, denotado por Div(C), es el 

grupo libre aditivo generado por los puntos de C. De esta forma cada elemento 

D de Div(C) se escribe 

D= >> np(P) 
PEC 

donde np € Z, (P) es el divisor correspondiente al punto P y np es cero para 

todos excepto un ntimero finito de puntos P € C. El grado del divisor D es la 

suma de los valores de np. 

grad(D) = > np. 
PEC
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El conjunto de divisores de grado cero forma un subgrupo de Div(C) que se 

denotara Div®(C). 

Si la curva C estd definida sobre K’, entonces el grupo de Galois Gx x acta 

en Div(C) de forma obvia. 

D? = 5 np(P’). 
Pec 

Decimos que D esta definido sobre K si D? = D para todo o € Gx /x- 

1.18. Ejemplo. Si tomamos los puntos P=(v2]y m= (1, -V2] dentro 

de P!(Q), entonces el divisor D = (P,) + (P2) estd definido sobre Q, ya que 

cualquier 0 € Gaya deja fijo a V2 0 bien lo manda a -V2. 

- Si C es una curva suave y f € K(C)*, entonces podemos asociar a f el 

divisor 

Div(f) = > ordp(f)(P) 
Pec 

(la proposicién 1.13 justifica que es efectivamente un divisor) 

Un divisor D € Div(C) es principal si es el divisor de alguna funcién 

f € K(C)*. Dos divisores son linealmente equivalentes si su diferencia esta en 

Div®(C). Para el caso de curvas podemos definir el grupo de Picard (o de clase 

de divisores) Pic(C) como el cociente de Div(C) entre el grupo de sus divisores 

principales. La siguiente proposicién es valida sdlo para el caso de curvas. 

1.19. Proposicién. SiC es una curva suave y f € K(C)*, entonces: 

1. Div(f) =0 si y sélo si ff ER’. 

2. grad(Div(f)) = 0. 

1.20. Ejemplo. Si nos fijamos de nuevo en la curva C definida por la ecuacién 

yo=oottez 

y en la funcién z € K(C) (6 = si se piensa como cociente de polinomios ho- 

mogéneos del mismo grado), podemos calcular el divisor de esta funcién (ver 

ejemplo 1.14). Esta tiene como ceros a P; = [0,0,1] y Pe = (0, 1,0] (el punto al 

infinite), con ordenes 

ordp, (x) = 2, ordp, (x) = 1. 

¥ tiene un tinico polo en P, de orden 3, es decir, ordp,(z) = 3. Asi podemos 

calcular su divisor 

Div(z) = 2(P,) — 2(P2), 

donde la funcién x representa la recta que se ve en la figura 1.2.



  

14. DIVISORES 21 

1.4.1 Diferenciales 

Una de las condiciones que deberd tener una curva para ser eliptica es no tener 
singularidades. Para esto es util el uso de las diferenciales. Sea C’ una curva. 
El espacio de formas diferenciales meromorfas sobre C, denotado por Qc, es 

el espacio vectorial sobre K(C) generado por los simbolos de la forma dz para 
cada x € K(C) sujetos a las siguientes relaciones: 

1. d(z+y) = dx +dy para z,y € K(C). 

2. d(zy) = zdy + ydx para z,y € K(C). 

3. da=0 paraae K. 

1.21. Proposicién. Sean P un punto de una curva C yt € K(C) un uni- 
formizador en P. 

1. Para toda forma diferencial meromorfa w € Nc, existe una funcién g den- 

tro de K(C) tal que 

w = gdt. 

Denotaremos a g por w/dt. 

2. El valor de ordp(g) depende sélo de P y de w, no depende de la eleccién 
del uniformizador t. 

De acuerdo a esta ultima proposicién, definimos el orden de w como 

ord p(w) = ordp(g). 

Asi, a cada forma diferencial meromorfa w € Nc se le puede asociar un divisor 

Div(w) = S~ ord(w)p(P) € Div(C). 
Pec 

Una forma diferencial meromorfa w € Ng es una forma regular (u holomorfa) 
si 

ordp(w) 20 

y se dice que no se desvanece si 

ordp(w) < 0. 

Un divisor canénico es la imagen de un divisor Div(w) dentro de Pic(C) para 
algin w € Nc.
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PB 

Figura 1.2: Orden de la funcién x en los puntos P, y P2



  

Capitulo 2 

Curvas Elipticas 

Recordemos que por una curva estamos pensado en una variedad algebraica de 
dimensién uno. Ahora nos interesardn las curvas suaves de género uno, conoci- 
das también como curvas elipticas (para el caso de curvas el género algebraico, 

aritmético y topoldégico coinciden). Ademds siempre estaremos considerando un 
punto distinguido de esta curva. Asi, una curva eliptica seré una pareja (E, Q) 

donde E es una curva suave de género uno y O es un punto distinguido de 

£. También ser4 importante estudiar los morfismos entre curvas elipticas, los 

cuales deberan ser de la forma 

y :(E,O) > (£',0’), 

donde y es morfismo de las varidades algebraicas FE y E’, con la condicién extra 
de que y(O) = O'. Las demostraciones de los resultados que se presentan en 
este capitulo pueden ser encontradas en [Sil86], o’bien, ahi se da la referencia 
correspondiente. 

2.1 Género de una Curva Algebraica 

En esta seccién se enuncia la versién del teorema de Riemann-Roch para curvas 

suaves definidas sobre cualquier campo, el cual nos permite definir el género 

de éstas. Si tenemos una curva suave definida sobre el campo de los niimeros 
complejos, entonces su género algebraico coincide con el género topoldgico, de 
este modo las curvas no singulares de género uno son topolégicamente los toros. 

2.1.1 Teorema de Riemann-Roch 

Sea C una curva plana. Diremos que un divisor 

D= >" np(P) € Div(C) 
PEC 

23
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es posifivo (0 cfectivo), denotado por 

D220, 

si np > 0 para todo P € C. Definiremos un orden parcial, <, en el grupo de 

divisores de esta curva de la siguiente forma: Si D’ es otro divisor, usaremos 

D>D' 

para indicar que D — D! es positivo. 

Ahora, el conjunto 

£(D) = {f € K(C)*|Div(f) > —D} u {0}. 

es un espacio vectorial de dimension finita sobre el campo K. Denotaremos por 

!(D) a la dimension de este espacio vectorial. 

2.1. Ejemplo. Consideremos la curva C definida por la ecuacién y? = 23 +c 
y el divisor 6P,, € C(C) (ver ejemplo 1.20). En este caso tenemos las funciones 
1,2, y t?, y®, zy y 2° dentro de £(6P,.), pero usando la ecuacién que define 
a C, estas funciones son tinealmente dependientes, por lo que se puede generar 

£(6P,,) usando seis de estas funciones: 

£(6Poo) =< 1,2, y, 09,27, y? > y U6P)=6. 

2.2. Teorema (Riemann-Roch). Sea C una curva suave y Ko un divisor 
candnico sobre C. Existe un entero g 2 0, llamado el género algebraico de C, 

tal que para todo divisor D € Div(C), se cumple la igualdad 

I(D) -l(Ke - D) = grad(D) —g +1. 

2.3. Ejemplo. En el ejemplo 2.1 la curva C es una curva de genero uno. 

Si C/K es una curva de genero igual a uno y P € C un punto de C, entonces 
tenemos [(nP) =n. Por lo que existen x,y € K(C) tales que: 

£(P) = <1> 

£(2P) = <1,¢z> 

LBP) = <l1,ajy>. 

donde < 1. £2,....2n > representa el subespacio vectorial generado por 2),...,2n.- 

Se puede ver de la misma forma que el conjunto {1,z, y,z?, y?, zy, x3} es lineal- 
mente dependiente dentro de £(6P), por lo que existe una combinacién lineal 

igual a cero, 

Ay + Age + Asy + Aga? + Aszy + Agy? + Azz? = 0, 

con Aye... 4; € A(C). En esta ultima ecuacidn es posible ver que Ag A7 # 0, 

por lo que podemos hacer el cambio de variables 

(x.y) = (-Ae Ara, Ag Ady) 

y dividir toda la ecuacién entre A344, lo cual da como resultado una ecuacién 
de Weierstrass. Lo anterior prueba una parte de la siguiente porposicién.
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2.4. Proposicién. Sea E una curva suave de género uno definida sobre un 

cainpo K y O un punto distinguido de ésta. Entonces existen funciones x,y € 

K(E) tales que la funcion 

o(E) + P? 

¢=(z,y,] 

es un isomorfismo de E/K en una curve dada por una ecuacién de la siguiente 

forma (Forma de Weierstrass): 

c:yY? +a, XY +ag¥ = X3 + a2X? + aX + 06, 

con a,...,05 € K; y tal que (O) = (0,1, 0]. 

Una curva eliptica se puede definir como una curva C no singular de género 

igual a uno. El objetivo de este trabajo es estudiar el conjunto de puntos 

Q-—racionales de esta curva, C(Q). Cuando tomamos un punto distinguido O € 

C(Q) es posible dar estructura de grupo al conjunto C(Q), lo cual se verd a 

continuacién. Si cambiamos el punto distinguido, entonces el grupo que se 

forma no es necesariamente el mismo. 

Definicién. Una curva eliptica es una curva E no singular de género igual a 

uno junto con un punto distinguido O de E. 

2.1.2 Puntos Racionales en Cubicas 

Sea C una curva plana definida por un polinomio f de grado tres. Si escogemos 

un punto O no singular de C, podemos dar estructura de grupo a los puntos no 

singulares de C. Definimos primero a O como el neutro del grupo. Ahora, dado 

un punto P € C, definimos su inverso, —P, como el tercer punto de interseccién 

de la recta que pasa por P y por O, es decir, P, —P y O son coolineales. 

Para determinar la suma de dos puntos, R = P + Q, definimos —R como el 

tercer punto de interseccién de la recta que pasa por P y Q con C, de modo 

que los puntos R, —R y O son coolineales. Es relativamente fcil comprobar 

que esta operacién es conmutativa y que cada elemento tiene inverso. Para la 

asociatividad es necesario usar el teorema de Bezout. Para este fin basta con 

saber que si una curva de grado tres pasa por ocho de los puntos de interseccién 

de otras dos ctibicas, entonces pasa por el punto restante de inteseccién de estas 

ultimas dos curvas. 

2.5. Nota. Si F es un subcampo de K y O € C(F), entonces la operacién que 

se definié anteriormente da estructura de grupo a los puntos F-racionales no 

singulares de C. 

2.2 Ecuacién de Weierstrass 

Trabajaremos con curvas definidas por una ecuaciones de la forma 

E:y? + ayzy + agy = 2° + az” + agz + a6,
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-B R=P+Q 

  

Q 

Figura 2.1: Operacién del grupo de Mordell-Weil en una curva eliptica 

con a), @2, 43, @4 y ag dentro de K’. Este tipo de ecuaciones se les conoce como 

ecuaciones de Weierstrass. 

Si analizamos las curvas definidas de esta forma, se puede ver que éstas 

cortan a la recta al infinito en un sdlo punto Poo = [0,1,0]. En cualquier curva 

definida con una ecuacién de Weierstrass, por ser ésta una ecuaci6én de tercer 

grado, es posible hablar del grupo de tos puntos K -racionales no singulares de 

dicha curva (tal como se menciona en la seccién anterior). 

Supongamos en lo que resta del capitulo que E es una curva definida por 

una ecuacién de Weierstrass como se hizo anteriormente. Supondremos también 

que el campo donde estamos definiendo E es de caracteristica distinta de dos o 

tres (posteriormente se dard el tratamiento para estos campos). Si sustituimos 

y por 

y— ar — a3 
2 , 

entonces podemos reescribir la ecuacién anterior de la forma 

E:y? =423 + box? + 2byx + be, (2.1) 

donde 

bp = a? + 4a 

by = aq + aia3 

bg = a? + dag.
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También serd conveniente definir los siguientes valores: 

be = a2ag + dazag — a, 0304 + 0203 — a 

ce = be 24b, 
ce = 03 + 36b2b, — 2166 

A —b2bg — 8b} — 2762 + 9bobabs 

. cj 
IF 7 

Estos valores cumplen las siguientes relaciones: 

4bg = bode - 8 
17384 d-d. 

(=e -2) 36 «216 

podemos reescribir de nuevo la ecuacién 2.1 de una forma més simple 

Sustituyendo ahora (z,y) por 

E:y? = 23 — 27cqx — 54c6. 

Asi, la curva queda determinada por los valores de cq y Cs. 

2.2.1 Curvas Hiperelipticas 

_ Por un momento fijemonos en las curvas definidas por ecuaciones de la forma 

2 y’ = f(z), 

donde f(z) es un polinomio que no tiene un cero doble para z = 0. Este tipo de 

curvas son lamadas hipereltpticas y se sabe que si el grado de f es d, entonces 

estas curvas son no singulares y su género esté dado por el tinico entero g tal 

que d—1 < 2g < d (ver [Sil92, HI). 

2.3 Invariantes en Ecuaciones de Weierstrass 

Cuando estamos trabajando con una curva E definida por una ecuacién de 

Weierstrass, los valores A, cq y cg nos permitirén saber si la curva que ésta 

define tiene singularidades y de que tipo de singularidad son. Diremos que un 

punto de una curva es un nodo si es singular y es un punto donde la curva 

se autointerseca; y diremos que es una ctspide si es singular pero E no se 

autointerseca en este punto. 

2.6. Proposicién. Sea E una curva definida por una ecuacién de Weierstrass.
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Figura 2.2: Tipos de singularidad en cubicas (clispide y nodo) 

1, N#0 si, y sdlo si E es no singular. 

2 A=O0ycq £0 si, y sdlo si E tiene un punto nodal. 

3. A=0 ycq =0 St, y sdlo si E tiene un punto cuspidal. 

Ademds, si E es singular, entonces sdlo tiene un punto singular. 

Ya que se han clasificado las curvas de acuerdo a las ecuaciones de Weier- 

strass que las definen, pasaremos ahora a ver en qué condiciones podemos decir 

que dos de estas curvas son isomorfas. En lo que resta del capitulo E y E’ serdn 
curvas definidas por una ecuacién de Weierstrass. 

2.7. Proposicién. Sean j y j' los j-invariantes de las curvas E y E’. 

1. Ey E' son isomorfas (sobre K) si, y sdlo si j = j'. 

2. Para todo jo € K existe una curva eliptica con j—invariante igual a jo. 

Las curvas elipticas se pueden escribir con ecuaciones de Weierstrass, y vi- 

ceversa, cualquier ecuacién de Weierstrass que no tenga puntos singulares de- 
termina una curva eliptica. 

2.8. Proposicién. Pera cualquier curva eliptica E existen A € K — {0,1} y 
una curva eliptica Ey definida por y? = x(z — 1)(z — 4) tales que: 

1. E y Ey son isomorfas. 

2. El j—invariante de la curva E estd dado por   
. A+ 1)8 
ites) = 8 FP . 

9. La funcion que a cada X le asigna j(E)) es seis a uno si 0 # j # 1728; dos 
a uno sij = 0; y es tres a uno si j = 1728.
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De esta forma es posible parametrizar las curvas elipticas. A esta forma de 

determinar las curvas se le conoce como La Forma de Legendre. En lo sucesivo y 

de acuerdo a estos ultimos resultados, cuando nos refiramos a una curva eliptica 

estaremos pensando a ésta como el conjunto de puntos con la estructura de 
grupo definida en 2.1.2 con cl punto al infinito como origen, O = Peo (este 
grupo se conoce como el Grupo de Mordell-Weil). Si E es un curva definida 
por una ecuacién de Weierstrass, denotaremos entonces por En, a el conjunto 

de puntos donde la curva no es singular. 

2.9. Proposicién. Sea E una curva definida por una ecuacién de Weierstrass 

tal que A = 0. 

1. Sicy #0, entonces En, = K*. 

2. Sica =0, entonces En, = Kt. 

Donde K* representa al grupo multiplicative de K — {0} y K* al grupo 

aditivo de K. 

2.3.1 Isogenias 

Cuando estamos pensando en variedades en las que sus puntos tienen una es- 

tructura de grupo, como lo son las curvas elfpticas, nos interesa trabajar con los 

morfismos que respeten esta estructura, es decir, que también son homomorfis- 

mos de grupo. 

Definicién. Sean E, y E dos curvas elipticas con neutros QO, y O» respec- 

tivamente. Una isogenia entre estas dos curvas es un morfismo de variedades 

yp: Ey — Ez que satisface y(O1) = O2. Si ademds y(E1) # {O2}, diremos que 

E, y Ez son isdgeneas 

Una isogenia y : E, —+ E> determina una funcién entre los campos de 

funciones de las curvas, que denotaremos por y* : K(E,;) —> K(£;). Dadas 
dos isogenias y y p, podemos definir la funcién y + p : E, —? Ep de la forma 

(p+¥)(P) = p(P)+y(P), la cual resulta ser otra isogenia, por lo cual podemos 
dar estructura de grupo al conjunto de isogenias de E, en E2. En este contexto 

nos referiremos a Hom(E,, £2) como el grupo anterior y del mismo modo y 
de manera usual podemos definir End(£) como el grupo de endomorfismos y 

Aut(E) como el grupo de automorfismos. Si ademas agregamos la composicién 
de isogenias como multiplicacién, podemos dotar a End(£) una estructura de 

anillo. 

2.10. Proposicién. Sean E, y E2 curvas elipticas ym un entero no negativo. 

1. El morfismo [m] : Ey —+ E,, dado por [m)(P) = P +... + P (m veces) es 
una tsogenia. 

2. Hom(E;, Ez) es un Z—médulo libre de torsién. 

2.11. Ejemplo. Sea E una curva eliptica y O su punto distinguido. La funcién 

{0}: E  E tal que [0](P) = P para todo P € E es una isogenia.
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Hay que recordar que las isogenias tienen que respetar la estructura de grupo 

de las curvas donde se define, como lo indica el siguiente teorema. 

2.12. Teorema. Toda isogenea es un homomorfismo de grupos de las curvas 

en donde se define. 

2.13. Corolario. Siy : E, —+ Ez es una isogenia distinta de (0): E, — E>, 

entonces ker(y) es un subgrupo finito de Ey. 

Una observacién interesante es que toda curva eliptica puede ser vista como 

un Z— médulo bajo la operacién mP = [m](P), parame Zy Pe E. 

Sea m € Z. E] m—subgrupo de torsién de una curva eliptica E es el subgrupo 

E{m] = {P € E|[m](P) = O}. 

El subgrupo de torsién Ero, de E es la unién de todos los m-—subgrupos de 

torsién de E. 

Isogenias Duales 

Si bien las funciones [m] son isogenias, no toda isogenia es de esta forma, sin 

embargo es posible relacionar cada isogenia con una de éstas. 

2.14. Teorema. Sea y : E,; —> Ey una isogenia. Existe una isogenta 

@:boOkh 

y un entero m tal que , 

Foy = (nl. 

Definimos esta isogenia como la isogenta dual de ¢p. 

2.15. Teorema. Sean y,y : Ey — Ey yA: Ey —> Ey isogenias entre curvas 

elipticas. 

1. Sim = deg(y), entonces 

Boy =[m] € End(E;); 

oG = [m] € End(Ey). 

2. Xop=For. 

3. G+ P=G+H. 
4. [mm] = [m] y deg([m]) = m?. 
5. deg(G) = deg(y). 
6. P=y. 

Con estas propiedades se puede observar que la funcién que determina el 
grado de una isogenia deg : Hom(E,, £2) —>+ Z es una forma cuadratica posi- 

tivamente definida.
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2.16. Corolario. Sea E una curva eliptica ym € Z. Sea también p = char(K). 

1. Sip #0 yp ym son primos relativos, 0 si p = 0, entonces 

E[m] = (Z/mZ) x (Z/mZ). 

2. Sie es un entero positive, entonces 

Elpj}~0 6 Elp'] = Z/p*°Z.



  

Capitulo 3 

Curvas Elipticas Sobre C y 
Superficies Elipticas 

En este capitulo se estudian las curvas elfpticas definidas sobre el campo de los 

nuimeros complejos. También se estudiaran curvas elipticas sobre el campo de 
funciones de una curva, k(C). Este ultimo campo nos conduce al estudio de las 
superficies elfpticas, a través de las cuales se generan familias de curvas elfpticas. 

Se combinan la geometria algebraica y el andlisis complejo para el estudio de 
este tipo de curvas. Los resultados que en este capitulo se presentan pueden ser 

encontrados en [Sil96] y [Ahl79]. 

3.1 Funciones Elipficas 

En esta seccién se define el concepto de reticula dentro de C, en el capitulo 5 se 

da una definicién mds general de este concepto. 

Definicién. 1. Una reticula A es un subgrupo aditivo discreto de C que 

contiene una base de C como espacio vectorial sobre R. 

2. Una funcién eliptica (relativa a una reticula A) es una funcién meromorfa 
f:C—-C, que satisface 

f(z +w) = f(z) 

para cualquier w € A. Se denotard por C(A)} al conjunto de todas las 
funciones elipticas relativas a A. 

3. Si {a1,w2} es una base de A, entonces una regidn fundamental de A es un 

conjunto de la forma 

{a+ tywy + tow2|0 <Sti,te < 1}, 

donde a € C. Cuando nos refiramos a cualquier regién fundamental es- 
cribiremos C/A. 

33
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Figura 3.1: Reticula 

Tenemos algunas propiedades resumidas en el siguiente teorema. 

3.1. Teorema. Sea f € C(A). 

1. Sif no tiene polos, entonces es constante. 

2. wec/A res,(f) =0. 

I. Doecsa Pdu(f) = 0. 

4. Dwecsa resi (f)w € A. 

El orden de una funcidn eliptica es el ntimero de polos, contados con multi- 

plicidad, de !a funcién en una regién fundamental. 
El grupo de divisores Div(C/A) de A, es el grupo libre generado por los ele- 

mentos de C/A. El grado de un divisor D = > nw (w) es Son, y lo denotaremos 
por grad(D). Por wltimo se denotaré Div®(C/A) al subgrupo 

{D € Div(C/A)|grad(D) = 0}. 

3.1.1. Construccién de Curvas Elipticas 

Sea A una reticula. La funcién yp de Weierstrass (relativa a A) esta definida 

por la serie 

1 
y(z;A) = at dy (ea - 5). 

La serie de Eisenstein de altura 2k (respecto a A) es la serie 

Gok(A) = > wk, 
wEA—{0} 

3.2. Teorema. Sea A una reticula.
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1. La serie de Eisenstein Go, de A es absolutamente convergente para toda k 

mayor que uno. 

2. La serie que define la funcién yp de Weierstrass converge absoluta y uni- 
formemente en todo subconjunte compacto de C- A. Esta define una 

funcidn meromorfa en C que tiene polos dobles con residuos cero en cada 
punto de la reticula, sin mds polos que éstos. 

3. La funcidn p de Weierstrass es una funcidn eliptica par. 

Es facil ver que el conjunto de funciones elipticas relativas a una reticula A 

es un Campo. 

3.3. Teorema. Sea A una reticula. Entonces C(A) = C(p(z), y' (z)). Es decir, 
que el conjunto de funciones elipticas relativas a A es un cociente de polinomios 

con w(z),y'(z) como variables. 

Existe una relacién algebraica entre y{z) y y’(z) que posteriormente nos 
permitird ¢stablecer una conexién entre las funciones el{pticas y la curvas elipti- 

cas. 

3.4. Teorema. 1. La serie de Laurent de p(z) en z = 0 estd dada por 

g(z) = 277 + > (2k + 1)(Goxs2274), 
k=l 

2. Para todaz € C—A se tiene 

y' (2)? = 4y(z)® — 60Gap(z) — 140G¢. 

Como es comtinmente usado definimos los siguientes valores asociados a una 

reticula: 

g2 = 60G4, 

g3 = 1A40G¢. 

También definimos el discriminante de la reticula como 

A(A) = 93 — 2793. 
La siguiente proposicién es la que permite construir curvas elipticas a partir de 

una reticula, ademas de dotar de estructura de superficie de Riemann a esta 

curva. 

3.5. Proposicién. Sean go,g3 los valores asociados a una reticula A. 

1. El polinomio f(z) = 42° — gox — g3 no tiene ratces repetidas y su discri- 

minante, SCA), es distinte de cero. 

2. Si E es la curva eliptica definida por y? = f(z). Entonces la funcion 

6:C(A) +E x44 (plz), o'(2) 1 
es un isomorfismo de superficies de Riemann que es también un homomor- 

fismo de los grupos de C/A en C(E).
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3.1.2 Reticulas homotéticas 

Si A, y .A2 son dos reticulas tales que aA; = Az con a € C*, diremos entonces 3 q 
que estas reticulas son homotéticas. Tenemos que la funcién 

@:C/Ai 4 C/A2 da(z) = az mod(A2) 

es holomorfa y es un homomorfismo. 

3.6. Teorema. 1. La asociacidn 

{a € Clady C Ag} 4 {¢: C/Ay -» C/A2|d(0) = 0} 

ar da 

es una biyeccion. 

2. Sean E, y Ey las curva elipticas correspondientes a A, y Az. Entonces la 

inclusién natural de las isogenias de E, a Ez a las funciones holomorfas 

de C/A, en C/Ao es una biyeccidn. 

3.7. Corolario. Sean E,/C y E2/C las curvas elipticas correspondientes a las 

reticulas A, y Ag. Entonces E, y Ey son isomorfas si, y sdlo si Ay y Az son 

homotéticas. 

A continuacién se relacionan tres categorias que resultan ser equivalentes 

3.8. Teorema. Sean A,B € C tales que A? — 27B? #0. Entonces existe una 

tinica reticula A tal que go(A) = A y g3(A) = B. 

3.9. Corolario. Sea E/C una curva eliptica. Entonces existe una tinica reticu- 

la A, salvo homotecia, y un isomorfismo complejo analitico 

@: E/C 4E(C) (z) = [y(z; A), (234), 1) 

de grupos de Lie complejos. 

3.10. Teorema. Las siguientes categortas son equivalentes 

1. Objetos: Curvas elipticas sobre C. Morfismos: Isogenias. 

2. Objetos: Curvas elipticas sobre C. Morfismos: Funciones complejas analiticas 

que dejen fijo O. 

3. Objetos: Reticulas A, salvo homotopta. Morfismos: {a € C\aA; C Az}. 

3.11. Proposicién. Sea E/C una curva eliptica ym un entero mayor que 

cero. Entonces se cumple: 

1, Elm] ~ Z/mZ x Z/mZ. 

2. La isogenia [m]: E + E tiene grado m?. 

Sea k un campo numérico. Un orden R de k es un subanillo de k que es 
finitamente generado como Z-médulo y tal que R @k = k. 

3.12. Teorema. Sea E(C) una curva eliptica, y sean w,,we generadores de la 

reticula \ asociada a E. Entonces End(E) = Z; 6 Qu; /wa) es una extension 
cuadrdtica imaginaria de Q y End(E) es tsomorfo a un order en Qwy /we).
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3.2. El Grupo Modular 

Sea A C C una reticula. Entonces ésta se puede escribir como la suma Zu +Zwe, 

donde {w,w2} generaa A y que el 4ngulo entre w y w2 sea positivo de modo que 

Ti(u1 /.22) > 0. Si tenemos una base de esta forma, diremos entonces que ésta 

esta orientada. Asi nos basta con considerar el semiplano superior complejo, 

H={reéC|Imr> 0}. 

Fijémonos en el conjunto de reticulas bajo la relacién de equivalencia por ho- 

motopia. Podemos escribir 

Anaztez. 
we we 

De este modo se puede asignar a cada elemento 7 de H una reticula 

A, =Zr+@Z. 

SL2(Z) = {( , ; ) € Maaa(Z)| det ( ; ; ) = i} 

el conjunto de matrices invertibles de dos por dos en el anillo de los nimeros 

enteros. 

Tenemos las siguientes propiedades 

Sea 

3.13. Lema. 1. Sea A una reticula, y sean {w,wo} y {w},w5} dos bases 

orientadas de A. Entonces existe una matriz M € SLo(Z) tal que 

(un, w2)M = (wy, 04). 

2. Sean 1,72 € H. Entonces A, es homotética a Az si, y sdlo si existe una 

matriz 

_antbd 

~ eT, + a 
  ( ‘ y ) € SL2(Z) tal que 2 

3. Para toda reticula A eziste unt € H tal que A es homotética a 

A, =Zr+Z. 

Se puede ver facilmente que la matriz 

tC 1) 
es la nica matriz no trivial de SL2(Z) que deja fijos a todos los elementos de 

H. 
El grupo modular, denotado por ['(1) es el cociente de grupos 

[(1) = SL2(Z)/{7, -1}.
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“1 -1/2 0 V2 1 

Figura 3.2: Regién Fundamental 

3.14. Proposicién. El grupo modular ['(1) esta generado por los elementos 

0 -1 141 
S= ( 1 0 ) yo T= ( 01 ) : 

De esto se tiene que el grupo modular actiia en el semiplano H. 

3.15. Proposicién. El conjunto 

F={reH | [21 (Re <5) 
es una regidn fundamental de la accién de SL2(Z) en H. 

De este modo es posible ver que el espacio cociente ['(1) \ H como la dos 

esfera de Riemann. 
El plano superior extendido H* es la unidn de los conjuntos 

H* = HuP'(Q). 

Los puntos de P!(Q) se llaman ctispides de H*. 
Se puede extender la accién de I'(1) a H* bajo la accién 

a b z)_f ax+by 
ed vy] L ceetdy | - 

3.2.1 La Curva Modular X(1) 

Se definen ahora 

  
YQ) =TQ)\ 4 y XV) =TQ)\ A".
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Podemos formar una topologia en H* si tomamos como base a las vecindades 

usuales de los puntos en H; los conjuntos 

{r €H : Im(r) > k} U {oo} 

como vecindades de 00; y los conjuntos de la forma 

{ interior de un circulo tangente al eje real } U {r} 

como vecindades los demds puntos de P'(Q). 

De este modo podemos dotar a X(1) = I'(1) \ H* de la topologia débil 

obtenida de la inclusién ¢: H + X(1). 

3.16. Proposicién. Es espacio topoldgico antes definido en X(1) es Hausdorff. 

3.3. Uniformizacién en Curvas Elipticas 

Las curvas elipticas definidas sobre el campo de los nimero complejos pueden 

ser parametrizadas por funciones elipticas. Definimos el invariante j-modular 

j(r) como la funcién 

go(r)® ir) = 1B TT   

De modo que j(r) es el invariante 7 de Ja curva eliptica 

Eg, :y? = 42° — go(r)x ~ 93(7) 

y E,,(C) se puede parametrizar usando la funcién y de Weierstrass 

C/A, —> Ex,(©) 
z —> (~(2,Ar), 9'(z,Ar)). 

£1 siguiente resultado nos permite ver cémo se parametrizan las curvas elipti- 
cas a través de las funciones de Weierstrass. 

3.17. Teorema. La funcién j(r) induce un isomorfismo de variedades analiticas 

complejas 

i:XQ)2P OE. 

De lo anterior tenemos los siguientes resultados 

3.18. Corolario. Sea f una funcién modular de altura 0. 

1. La funcién f es una funcién racional de j, es decir, f € C{j). 

2. Si ademds f es holomorfa en H, entonces f es una funcién polinomial de 
j, es decir, f € C[j}.
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Y¥ también como corclario tenemos el teorema de uniformizaci6n para curvas 

chipticas sobre C. 

3.19. Corolario. Sean A,B € C tales que 443 + 27B? # 0. Entonces existe 

una tinica reticula A C C tal que 

go(A) = 60G4(A)=-4A yy gs(A) = 140G (A) = ~4B. 

Ademis la correspondencia : 

CfA 3 E:syax't+Axrt+B, 

z > (ole), 504) 
es un isomorfismo de variedades analiticas complejas. 

En resumen podemos decir que hay una correspondencia uno a uno entre el 

conjunto de curvas elipticas bajo isomorfismo en C y el conjunto de reticulas 

bajo equivalencia homoteética. 

{curvas elipticas sobre C} | {reticulas} 

C - isomorfismo ~ homotecia 

3.4 Familias de Curvas Elipticas 

En ocasiones nos interesara trabajar con familias de curvas en lugar de consi- 

derar una en particular. Una forma de hacer esto es fijarnos en el campo de 

funciones de una curva C y definir una curva eliptica sobre este campo, E/k(C). 

Cuando valuamos una funcién f € k(C) en algiin punto P € C, que no sea un 

polo de f, lo que obtenemos es un valor del campo k. De esta forma podemos 
definir una curva Ep/k para casi todo punto P € C. Por supuesto que lo que 

nos interesa es que estas curvas Ep sean elipticas. En esta seccién se da una in- 

troduccién a esta forma de parametrizar curvas elfpticas y se enuncia el teorema 

de Mordell-Weil para este caso. Los resultados que aqui se presentan pueden 

ser encontrados en [Sil96]. 

3.20. Ejemple. 1. Consideremos la curva 

E:y=2°+A(T)t+ BT) 

con las funciones racionales A(T), B(T) € Q(T) tales que 

A(T) = 4A(T)8 + 27B(T)? 

sea distinto de cero. Lo que tenemos entonces es una curva definida sobre 

Q(T). que ademds representa una familia de curvas 

E;:y? = 29+ A(t)a + Blt) 

parametrizada por los valores t € Q.
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2. De forma mds general se puede considerar una curva proyectiva C/k sin 

siugularidades y definir 

B:y=2°+Ar+B 

con 4,B € k(C) tales que A = 443 + 27B? # 0. Entonces para casi todo 

punto P € C(k) podemos evaluar 4 y B en P para obtener una curva 

E,:y’? =2° + A(P)z + B(P) 

que es eliptica siempre y cuando A(P) # 0. 

Una curva E/k(C) tiene por definicién dimensién igual a uno. Pero Si C es 

una curva, entonces el grado de trascendencia de k(C) : k es uno. Por lo que 

cada elemento de k(C) se puede pensar como un elemento de k(T), es decir, que 

si agregamos a T como variable, entonces E se puede pensar como una superficie 

(variedad algebraica de grado dos) definida sobre el campo k. Por ejemplo la 

curva definida anteriormente (ejemplo 3.20). 

3.4.1 Superficies Elipticas 

En el ejemplo 3.20 se puede pensar a la curva E como el conjunto 

e={([X,¥,Z],t)€P?x C | Y?Z=x° + A(t)XZ? + B(t)Z>}. 

Este ultimo conjunto resulta ser una subvariedad de P? x C formada por una 

familia de curvas elipticas. Podemos entonces definir el morfismo 

mie OC, ([X,Y, Z],t) + t. 

Para casi todo t €.C, la fibra 

ean (th={Pee | a(P)=t} 

es una curva E;. Asumiendo que 

A = -16(443 + 27B?) #0 en K(C), 

basta con usar t € C tal que A(t) # 00, B(t) 4 oo y A(t) # O para obtener 

curvas elipticas. 

En realidad todavia no hemos definido una familia de curvas elfpticas ya 

que no se ha mencionado nada acerca del punto distinguido O que sirve como 

neutro en cl grupo de puntos de la curva. Para definir estos puntos distinguidos 

usamos 

O; = ({0,1,0},t) €e, CP? x C. 

Esta propiedad se puede describir de otra forma. Como cada fibra € es una 

curva eliptica con un elemento distinguido O;,, tenemos la funcién 

Oo : C— +e, 

tr> QO).
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Es posible ver a los puntos O, como una familia algebraica de puntos, o de forma 

equivalente, a op como una aplicacién racional entre variedades. 

Podemos ahora definir formalmente lo que es una superficie eliptica. 

Definicién. Sea C una curva proyectiva suave. Una superficie eliptica sobre C 

consiste de los siguientes datos: 

1. una superficie €, es decir, una variedad proyectiva de dimensién igual a 

dos, 

2. un morfismo 

wie —9C 

tal que, salvo un niumero finito de puntos, la fibra 

€, = 7 \(t) 

es una curva suave de género igual a uno, 

3. un morfismo 

a9:C Se 

tal que oo(t) € 2. 

Sean 7 :€ + Cy nm’: e - C dos superficies elfpticas definidas sobre la 
misma curva C. Una aplicacén racional de € en €' sobre C es una aplicacién 
racional ¢ : € + e’ que conmuta con las proyecciones, es decir, 7'o¢ = m. Si tal 

aplicacién ¢ : € -> €' existe y adem{s es un isomorfismo diremos entonces que € y 

e' son birracionalmente equivalentes. Si esta aplicacién y estas superficies estan 

definidas sobre el campo k, entonces diremos que ¢€ y ¢' son k—~ birracionalmente 

equivalentes sobre C. . 
Ahora enunciaremos un resultado que ralaciona las curvas elipticas definidas 

en el campo k(C) con las superficies elipticas 7 : € + C definidas enel campo k. 

3.21. Proposicién. 1. Sea E/k(C) una curva eliptica. Si a cada ecuacién 
de Weierstrass de E 

E:y=23+Ar+B, A,Bek(C), 

le asociamos la superficie eliptica 

e(A, B) = {((X,Y,2],t)€ P? x C|¥?Z = X34 AXZ? + B(t)Z9} 

descrita anteriormente, entonces todas estas curvas e(A,B) son k-birra- 
cionalmente equivalentes sobre C. 

2. Para cada superficie eliptica sobre C definida en k existe una curva eliptica 

E:y? =2) + A+B, A,B €k(C) 

(tinica salvo isomorfismos sobre k(C)}) tal que € y la superficie e(A, B) 
asociada a E son k-birracionalmente equivalentes. 

De esta forma podemos asociar a cada superficie eliptica e + C definida en 

k una curva eliptica E/k(C). A esta curva le amaremos fibra genérica.
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3.4.2 Grupo de Secciones de una Superficie Eliptica 

Sea t : V + W un morfismo entre variedades algebraicas. Una seccién para 

mes un morfismo ¢ : W -> V tal que la composicién 100: W > Wes la 

aplicacién identidad. 

3.22. Ejemplo. En el caso particular de una superficie eliptica t: ¢ 4 C la 

funcién que nos determina quién es el cero para cada curva eliptica € = nh (t) 

es la seccién a9 : C + €, donde O; = oo(t). 

Daremos una estructura de grupo a las secciones de una superficie eliptica 

€ + C. Sio1 y a2 son dos secciones de €, entonces para los valores ¢ € C donde 

estas dos secciones estén definidas tenemos 1 (t),2 (t) € €:. Asi, definimos 

(o1 + o2)(t) = a1 (4) + o2(t), (~01)(t) = -a1 (2). 

Denotaremos por €(C/k) al conjunto de secciones de € definidas en el campo k. 

3.23. Proposicién. Sea e + C una superficie eliptica definida en k y 0, 92 

dos secciones de esta curva definidas también en k. Tenemos entonces que: 

1. Las funciones (01 +02) y (—o1) definidas anteriormente estén en e(C/k), 

lo cual da estructura de grupo a e(C/k). 

2. Si E/k(C) es la fibra genérica de €, entonces existe un isomorfismos de 

grupos , 

E(C/k) —> (C/k), 
P=(rp,yp) > (op:t (p(t), yp(t),t)). 

De esta forma se pueden pensar los puntos de una curva eliptica E(k(C)) 

como las secciones de !a superficie eliptica e(A, B) asociada a alguna ecuacién 

de Weierstrass 
E:y=234+Ar+B 

coro en el ejemplo 3.20.



  

Capitulo 4 

El Grupo de Mordell- Weil 

Como ya se mencioné anteriormente el conjunto de puntos K —racionales de una 

curva eliptica forma un grupo. En particular nos interesard el estudio de los 
puntos Q-racionales de curvas elipticas definidas sobre Q. En este capitulo se 
estudia este grupo para diversos campos, incluidos los campos finitos para los 

cuales se cuenta con férmulas explicitas para calcular la cantidad de puntos las 

curyvas elipticas con coordenadas en estos campos (Ver [Sil86}). 

4.1 Descripcién del Grupo de Puntos Racionales 

en Cibicas 

Siempre que tenemos una cibica C y un punto O no sigular ésta, podemos 

dar estructura de grupo a sus puntos K-racionales, K(C) (ver 2.1.2). Tambien 
seré importante conocer la estructura que tienen las cubicas singulares, lo cual 

se verd en esta seccidn. 

4.1.1 Formas Minimas 

Clasificaremos las curvas definidas por ecuaciones de Weierstrass bajo isomorfis- 
mos. Cuando estamos trabajando en un campo algebraicamente cerrado basta 

con fijarnos en el j—invariante (pagina 28). Pero atin cuando dos curvas sean iso- 
morfas dentro de un campo K, no necesariamente lo son dentro de un subcampo 

F de K. De la misma forma, dos curvas que sean isomorfas en C, no lo son nece- 

sariamente dentro de Q. Para estudiar este tipo de ismorfismos sera necesario 
usar lo que se conoce como forma minima de la ecuacién de Weierstrass. 

Sea K un campo local completo respecto a una valuacién uv, y Rx el anillo 

de enteros de K (ver 1.1.2). Es posible reducir toda ecuacién de Weierstrass de 

forma que sus coeficientes a), a2, @3, @4 y @g pertenezcan a Ry. 

Sea E/K una curva eliptica. Diremos que la ecuacién de Weierstrass que la 

define es minima si v(A) € Rx, y ademas v(A) es el minimo valor para el cual 

@1,@9,43,04,05 € Rx.
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4.1. Proposicién. 1. Toda curva eliptica E/K tiene una ecuacién minima 

de Weierstrass. 

2. Toda ecuacién minima de Weierstrass es tinica salvo un cambio de coor- 

denadas de la forma 

powestr, y=wy+tu'sr+t 

donde u€ Ry y 8,t € Re. 

3. Conversamente, si se tiene una ecuacién de Weierstras con coeficientes en 

Rx, entonces todo cambio de coordenadas 

r=wertr, yowytursrtt 

que sirva para Uegar a una ecuacién minima de Weierstrass satisface que 

wrte Ry. 

De acuerdo con la definicién de A, al reesecribir una ecuacién de Weierstrass 

en nuevos términos como se menciona en la proposicién anterior, se obtiene un 

discriminante nuevo de la forma A’ = u!?A. De lo anterior podemos concluir 

que una ecuacién de Weierstrass es minima si, y sdlo si v(A) < 12. Es facil ver 

que esto ultimo se cumple también cuando v(c4) < 4 6 u(ce) < 6. 

4.2 Reduccién Médulo z 

Cuando se tiene un anillo local R, podemos hablar de un generador de su unico 

idcal maximal. Sea 7 uno de estos generadores del ideal maximal 7A de R. 

Tenemos entonces el morfismo natural 

T : R—-+R/eR 

tree ft 

Denotaremos con k al campo cociente del anillo entre su ideal maximal 

k=R/rR. 

Si tomamos una ecuacién minima de Weierstrass para definir E/K, podemos 

entonces reducir esta médulo 7 a una nueva curva 

E:y? + ayzy + ajy = 2? + Gen? + Gya + Ge. 

Esta ultima curva E/k es la reduccién médulo el uniformizador 1 de la curva 
original E/h. Dicha curva se define por una ecuacién de Weierstrass, pero no 

es necesariamente una curva eliptica, sin embargo el conjunto de puntos no 

singulares de esta curva es también un grupo. 

  

4.2. Proposicién. Sea E/K un curva eliptica ym > 1 un entero primo rela- 

tivo con la caracteristica del campo k.
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~ . El micteo ker(L) de la reduccién carece de puntos no triviales de m—torsién. 
we

 . Sila curva E/k es eliptica, entonces la funcidn restriccién 

E(K)[m] —+ E(k) 
es inyectiva. Aqui, E(K)[m] son los puntos de m—torsién de E(K). 

Definicién. Sea E la reduccién de una curva eliptica E definida por una 

ecuacién de Weierstrass. Diremos que: 

1. E tiene una buena reduccién si A # 0, es decir, E es una curva no singular. 

2. E tiene una reduccién multiplicativia si E es nodal. 

3. E tiene una reduccion aditiva si E es cuspidal. 

En los tiltimos dos casos diremos que E tiene mala reduccién. 

Podemos ahora clasificar las curvas elipticas segtin el tipo de reduccién. 

4.3. Proposicién. Sea E/K una curva eliptica definida por una ecuacién mini- 

ma de Weierstrass. 

1. E tiene buena reduccion si, y sdlo si v(A) = 0, es decir que A € R’; 

2. E tiene reduccién multiplicativa si, y sdlo si v(A) > 0 y v(ca) = 9; 

3. E tiene reduccidn aditiva si, y sdlo si v(A) > 0 y v(ca) > 0. 

El tipo de reduccién nos permite analizar el grupo de torsidn de una curva 

eliptica, como se establece a continuacién. 

4.4, Proposicién. Sea E/K una curva eliptica ym > 1 un entero primo 

relativo con la caractertstica del campo k. 

1. El ntcleo del homomorfismo natural 

ker(l : R — R/xR) 

no tiene puntos de torsidn distintos de O. 

2. Si E tiene buena reduccidn, entonces la funcién 

E(K){m| — E(k) 
es inyectiva. 

De esta forma podemos estudiar la parte de torsién de curvas elipticas a 

partir de sus reducciones que son campos de caracteristica distinta de cero. 

4.3 Curvas Elipticas Sobre Campos Finitos 

Todos los resultados referentes a las ecuaciones de Weierstrass que se han dado 

anteriormente son validos para campos de caracteristica distinta de dos o tres. 

Primero presentaremos tos resultados equivalentes a lo dados en 2.2 para estos 

campos. Después se hard el analisis general de las curvas definidas sobre campos 

finitos.
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4.3.1 Curvas Elipticas Sobre Campos con Caracteristica 
Igual a Dos y Tres. 

Supondremos en este pdrrafo que se esta trabajando en un campo K con car- 

acteristica igual a dos o tres. 

4.5. Proposicién. Sea E/K una curva definida por una ecuacién de Weier- 

strass. Existen u€ K* yr,s,t € K tales que las substituciones 

g=weaz' +r, you y +ursc' +t 

nos conducen a las ecuaciones dadas segtin se indica en los siguientes casos. 

1. SicharK =3 y j(E) # 0, entonces 

y? = 2° + ann? +45 A = —a3ag j = —a3/ag. 

2 SicharK =3 y j(E) =0, entonces 

y? = 2° + ayz + a6 Az=-ai j=0. 

8. SicharK =2 y j(E) £0, entonces 

ye tay = 2° +92? +46 A=ag j=l1fae. 

4. SicharK =2 y j(E) = 0, entonces 

ytagy=r?+aztag A=aye j=. 

Cuando se tiene una campo con caracteristica dos, se puede escribir algo 

equivalente a la forma de Legendre definida en pagina 25. 

4.6. Proposicién. Sea E/K una curva elfptica, con char(K) # 3. Entonces 
E tiene una ecuacién de Weierstrass sobre K de la forma 

E,:ytazyty=2°  a€K, af 27. 

Esta ecuacién tiene discriminante y j—invariante dados por 

A=a8-27 j= a%(a3 — 24)3/(a3 — 27)° = 0. 

4.3.2 Cantidad de Puntos en Curvas Elipticas 

En esta secci6n supondremos que K es un campo con g elementos y de car- 

acteristica p distinta de cero. Para cada entero no negativo n, denotaremos 

por K, a la extensién de K de grado n. Usaremos #V(E/K,) para indicar la 
cantidad de puntos K,,—racionales de la variedad V/K. 

Definicién. Sea V/K una variedad. Definimos la funcién zeta como 

2(V/K,t) = exp (= #V(E/Kn)=)
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En el caso particular de curvas de género igual a uno tenemos el siguiente 

resultado. 

4.7. Teorema (Weil). Si E/K es una curva eliptica. Entonces existe a € Z 
tal que 

l1-at+qt? 

WIRD = y= ai 
4.3.3 El Invariante de Hasse 

Ahora supondremos que K es una campo perfecto, finito y de caracteristica 

pF0. 

4.8. Teorema. Sea E/K una curva eliptica. Para cada entero no negativo r, 

sean 

dy : E+ E®) 
a e+ af’) 

. y 
@ : EPV_VE 

el p"—automorfismo de Frobenius y su automorfismo dual respectivamente. 

1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes. 

(a) Efp"] = 0 para algtin r > 0. 

(b) @, es puramente inseparable para algtin r > 0. 

(c) La funcién [p] : E —> E es puramente inseparable y j(E) € Fp. 

2. Sino se cumple lo anterior, entonces E[p"] = Z/p"Z para todo entero no 

negativo r y el grupo formal E/K tiene altura igual a uno 

Si una curva cumple las condiciones de la primera parte del teorema anterior 

diremos entonces que la curva E es supersingular. El siguiente teorema da un 
criterio para saber cudndo una curva es supersingular. 

4.9. Teorema. Sea K un campo de caracteristica mayor a dos. 

1. Sea E/K una curva eliptica definida por una ecuacién 

By? = f(z) 
donde f(x) € K[z] es de grado tres con raices distintas en K. Entonces E 
es supersingular si, y sélo si el coeficiente de x?) en f(x)'?-1)/? es cero. 

2. Seam = (p— 1)/2. Definimos el polinomio
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SiX€K es distinto de cero o uno, entonces la curva eliptica 

E:y =2(r-1)(r- A) 

es supersingular si, y sdlo si H,(A) = 0. 

3. El polinomio H,(t) tiene ratces distintas en K. Y salvo isomorfismo, exis- 

ten exactamente 

Lal + 
curvas elipticas supersingulares en caracteristica p, donde ¢3 = 1, y para 

p25, 

€p =0,1,1,2 si p=1,5,7, llmod12 respectivamente. 

4.10. Proposicién. Sea E/F, una curva eliptica yd: EB —+ EB el g—endomorfismo 

de Frobenius. 

1. E es supersingular si, y sdlo si tr(¢) = Omodp. (tr es el grado de trascen- 

dencta) 

2. Sip =q, entonces E es supersingular si, y sdlo st #E(Fp) =pt+1. 

4.4 Curvas Elipticas Sobre Campos Numéricos 

Ahora trabajaremos con una campo numérico K, es decir, una extensién finita 

de Q. Enunciaremos los resultados referentes al grupo de Mordell-Weil de los 

campos numéricos. Cabe mencionar que en la demostracidn de este teorema se 

usa una versién débil del mismo. 

4.11. Teorema. (Mordell-Weil versién débil) Sea K una campo numéri- 

co ym un entero mayor que uno. Si E/K es una curva eliptica, entonces 

E(K){Im([m]) es un grupo finito. 

4.12. Teorema (Mordell-Weil). En el conteto anterior, E(K) es finita- 

mente generado. 

De acuerdo con la teorfa de grupos, tenemos que E(K) es un grupo de la 

forma Ejo, x Z”, donde Ejo, es el subgrupo de torsién de E(K) y r es el rango 

de la curva. El problema de determinar todos los puntos K —racionales de una 

curva eliptica se reduce entonces a encontrar generadores de este grupo. 

La parte de torsién del grupo de puntos Q—racionales de una curva esta 

completamente determinada. 

4.13. Teorema. Sea E/Q una curva eliptica. El subgrupo de torsién E(Q)tor 

de E(Q) es de alguna de las siguientes formas: 

1 Z{NZ paraO< N< 116 N=12; 

2 Z/2Zx Z/2NZ cond< N <5.



  

4.4. CURVAS ELIPTICAS SOBRE CAMPOS NUMERICOS 51 

Para campos numéricos arbitrarios se tiene: 

4.14. Teorema. Sea K/Q un campo numérico y p un nimero primo. Entonces 
existe una constante N que depende sdlo de K y de p tal que para toda curva 

eliptica E/K, el orden de la componente p~primaria de E(K) es divisible por 
N pr. 

El Rango de Curvas Elipticas 

La parte més dificil de determinar del grupo de puntos K —racionales de una cur- 

va elfptica es la parte libre. Para el caso de curvas sobre los numeros racionales 

se tiene la siguiente conjetura. . 
Para cada entero no negativo r, existe una curva eliptica definida sobre Q, 

tale que el rango de E(Q) es mayor o igual ar. 
La parte central de esta tesis consiste en estudiar los algoritmos que se 

han empleado para encontrar curvas elipticas de rago mayor. No se ha podido 

calcular exactamente el rango de todas estas curvas, pero se da una cota minima 

de este. La curva de rango mds grande que se ha encontrado en curvas elipticas 
hasta el momento lo tiene mayor o igual a 23.
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Funciones de Altura en 

E(k) 

En este capitulo se prueba el teorema de Mordell-Weil para el grupo de puntos 
Q-racionales de una curva eliptica E/Q. Esta demostracién se divide en dos 

partes, la primera tiene que ver con funciones de altura. La segunda parte es 

la versié6n débil, que en su demostracién presenta a E(K)/mE(K) como un 

subgrupo de Hom(G,/x, E[m]) para una extensién finita de campos L/K, que 
resulta ser un grupo finito. Esto nos permite estudiar el grupo a través de 
Hom(G1;x, E[m)). También se muestra esta teoria en el caso de superficies 

elipticas. Los resultados que aqui se presentan se pueden encontrar en ([Si]86] 
[Sil96] y [Shi90}. 

5.1 Teoria de Alturas 

Las funciones de altura se usan en general para estudiar puntos en variedades que 

son a su vez grupos. Estas variedades se conocen como variedades abelianas. Las 
curvas elipticas son un caso particular de estas veriedades y en este capitulo se 

revisara la teoria de alturas que se ocuparé mds adelante. Existe un programaa 

de computo para calcular el determinante de la matriz de alturas canénicas 

en curvas elipticas (PARI), con en cual podemos determinar si un conjunto de 
puntos de una curva eliptica es independiente. 

5.1.1 Alturas en Curvas Elipticas 

Definicién. Sea G un grupo abeliano y h: G —> R una funcién. Decimos que 
hes una funcién de altura si: 

1. Para cualquier elemento Q € G existe una constante C € R que satisface 

A(P+Q)-2A(P) <C, 

53 

 



  

54 CAPITULO 5. FUNCIONES DE ALTURA EN E(k) 

para todo PEG. 

2. Existe un entero m > 2 y una constante C2 tal que 

m?h(P) —h(mP) < C2 

para todo P€G. 

3. Para todo nimero real C3 y cualquier elemento P de G 

I{P € G] A(P) < Ca} < 00. 

Existen distintas formas de definir funciones de altura. La siguiente proposi- 

cién nos muestra un algoritmo importante en el cdlculo del grupo de Mordell- 
Weil y es una parte crucial para demostrar que éste es finitamente generado. 

5.1. Teorema. Sea G un grupo abeliano, con una funcidn de altura h ym el 

entero de la condicién (2) de la definicién anterior. Si |G/mG| < oo, entonces 

G es finitamente generado. 

Demostracién. Sean Q1,...,Q,- representantes de los elementos de G/mG. 
Tenemos que cada P € G pertenece a alguna clase de equivalencia, es decir, P - 
Qi, = mP, para algin P, € G. De esta forma podemos construir recursivamente 

P= mPi+Qi, 

P= mPr+Qi, 

Poi = mMPat Qin: 

De donde se deduce 

P=m"P,t+ > m-1Q,,. 

Si ocupamos la condicién (2) de la definicidn de altura, tenemos entonces la 
siguiente desigualdad 

1 h(Py) $ Ay(A(mPy) + C2) 
Usando que Pj. = mP, + Qi; y (1) de la definicién podemos escribir 

A(P;) |A
 J(hPi1 - Qi) + C2) 

1 
A(Pi;) waa (2h(Pj-1) + C +2). 1A

 

En esta ultima desigualdad C; depende de Q,,. Tomemos C como el maximo de 

todos estos valores para cada Q;. De esta forma podemos usar esta desigualdad_ 
reiteradamente hasta llegar a 

2 gn-l 

R(Pa) < (Ap)A(P) + (Ci + Cty + 2 ++ ). men
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Podemos observar que 

LS 2 algo") 
m? = mi (m? — 2) 

para llegar a la desigualdad 

MPa) < (2)a(P) + SES, 
y para n suficientemente grande se tiene 

Cy, 4+Ce 
> 

Usando ahora el inciso (3) de la definicién de altura se puede ver que P se 

genera con 

A(Pa) < 1+ 

(Qi. Qe} UIQ € GINQ) < 14 SES) 
que es finito, por lo tanto G es finitamente generado. O 

5.1.2 Altura Simple 

Definiremos una funcién de altura para el caso de los ntimeros racionales, la 

cual sirve para probar el teorema de Mordell-Weil. 

Definicién. Sea p/q € Q con (p,q) = 1, definimos 

H(p/q) = max({\p|, lal}. 

La altura simple (o de Weill) sobre una curva eliptica es 

log H i 0 
new) = { 98 aro 

Esta ultima funcién resulta ser efectivamente de altura, con lo que se prueba 

Mordell-Weill en el caso de Q. Con esto basta probar la versién débil del teore- 

ma, lo cual haremos después de dar otras definiciones de funcién de altura que 

también pueden ser usadas en esta demostracién y que ademas se ocuparan para 

verificar si algdn conjunto de puntos en una curva eliptica es independiente. 

5.1.3. Alturas en el Plano Proyectivo 

Sea P = (ry. 72.23] € P2(Q). Siempre podemos tomar un representante de este 

punto de forma que z), 22,23 sean enteros y primos relativos entre si. Podemos 

definir H(P) = max{|x[,|z2|,{z3|} y h(P) = log H(P). Esta ultima funcién 

resulta ser también de altura. 

Para extender esta definicién a campos numéricos es necesario tomar en 

cuenta los valores absolutos definidos en el campo.
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Definicién. Sea P = [z,,z2,z3] un punto de P2(K), donde K es un campo 

numérico. Sea también 

H(P)= [[E max{lza}o,|zale, [3lv}™ 
veMK 

donde Af, es el conjunto de valores absolutos no equivalentes de K y ny = [Ky : 

Q,] (ver 1.1.2. Definimos la altura logari{mica como la funcién h: K —> dada 

por 
h(P) = log H(P). 

Esta ultima funcién resulta ser efectivamente de altura. Esta definicién se 

puede extender a cualquier espacio proyectivo sobre K. 

Siempre que tenemos una funcién f € K(E) se puede pensar a ésta como 

una funcién f : E — Pi, donde f(P) = [f(P), 1] si f(P) < co 6 [0,1] si P es 

un polo de f. 

Definicién. Sea f € K(E), donde E/K es una curva eliptica. Definimos la 

altura (relativa a f) en E como 

Ay(P) = ACf(P)). 

5.1.4 Altura Canénica 

Una de las alturas mds importantes que se usan para calcular el grupo de 

Mordell-Weill es la candénica. Esta altura permite saber cudndo un conjunto 

de elementos del grupo es independiente, lo cual nos sirve para establecer cotas 

del rango de curvas. 

5.2. Teorema. Sea E/K una curva eliptica y f € K(E) una function par no 

constante. Si P € E(K), entonces el limite 

. -N N jim 47% ag (2 1P) 
existe y no depende de f. 

Definicién. Definimo la altura canénica (de Néron Tate) h: E(K) — Rcomo 

AP) = aah jim 4° hy (21). 

5.3. Teorema. Sea E/K una curva eliptica. 

1. SiP,Q € E(R), entonces 

(P+ Q) + AUP ~ Q) = 2h(P) + 2A(Q). 

2. Para P € E(K) ym Z se tiene 

A({m|P) = m?A(P).
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3. Lo forma < P,Q >= A(P +Q) - h(P) — h(Q) es bitineal. 

4. Para cualquier P € E(K), A(P) > 0 y se tiene que A(P) = 0 si, y sdlo si 

PE Etor- 

5. Si f € K(E) es par, entonces (gradf)h = hyt términos lineales. 

5.4. Proposicién. Sean V un espacio vectorial sobre R de dimension finite y 

ACV una reticula. Sig: V —+ R es una forma cuadrdtica que cumple: 

1. SiP EA, entonces q(P) =0 si, y sdlo si P = 0. 

2. Para cualquier constante C, el conjunto 

{P € Alg(P) < C} 

es finito. Entonces q es positiva definida en V. 

5.5. Corolario. La altura de Néron-Tate es una forma cuadrdtica positiva- 

mente definida. 

Definicién. La forma bilineal <, > antes definida se conoce como el apareamien- 

to de Néron-Tate . Sean P,,...,P- € E(K) representantes de cada clase en 
E(K)/Etor(K). El regulador eliptico Re;« de una curva eliptica E/K es el de- 
terminante de la matriz (< Pj, P; >) € M,,-(R). (Definimos por conveniencia 
Rgyjx = 1 cuando r = 0). 

5.6. Corolario. El regulador eliptico de un conjunto de puntos es no negativo. 

Y es igual a cero si, y sdlo si el conjunto de puntos es independiente. 

5.1.5 Apareamientos de Weil, y de Kummer 

Sea E/K una curva eliptica definida sobre un campo K y m > 2 un entero primo 
relativo con la caracteristica de K, si ésta es distinta de cero. Sea T € E[m}, 
entonces existe f € K(E) tal que se cumple la siguiente propiedad para divisores: 

div(f) = m(T) — m(O). 

También existe una funcién g € K(E) tal que f 0 [m] = 9”. 
Si suponemos ademas que S € E[m] es otro punto de m-torsién, entonces se 

tiene para cualquier punto X € E, 

G(X +5)" = f([m]X + [m]S) = f([m]X) = 9X)”. 

De lo anterior podemos deducir que 

g(X +S) 
9(X) 

es una raiz m-ésima de la unidad en Ky esta no depende de la eleccién de X.
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Definicién. La funcién em, : E{m} x E[m] (donde yz, es el conjunto de raices 

m-ésimas de la unidad) definida por: 

X+8S 

es el apareamiento de Weil. 

5.7. Proposicién. El apareamiento de Weil Cumple las siguientes propiedades: 

1. em(Si+S2,T) = em(S1,T)em(S2,T) y em(S,T1+T2) = em(S,T1)em(S, Ta); 

2. €m(S,T) = em(T, S)7}; 

39. Si em(S,T) = 1 para toda S € Elm], entonces T = O; 

4. Para tedog €Gg/x, 

€m(S,T)? = em(S?,T”); 

5. SiS € Elmm’'] y T € E[m], entonces 

€mm'(S,T) = em([m']S,T). 

Estas propiedades bdsicas del apareamiento de Weil tienen un resultado que 

se ocupard mds adelante. 

5.8. Corolario. Existen puntos S,T € E[m] tales que em(S,T) es una raiz m- 

ésima primitiva de la unidad. Se tiene en particular que E{m] C E(K) implica 

Um CK". 

Tomando en cuenta este ultimo resultado supondremos que E[m] C E(K) 

para la siguiente definicién (si esto no sucede podemos usar que E[m] es finito 

y tomar una extensién finita de K). 

Definicién. Definimos el apareamiento de Kummer 

k: E(K) x Gay —+ Elm] 

de la siguiente forma. Si P € E(K), entonces escogemos Q € E(K) tal que 

[m]Q = P y escribimos 

K(P,o) = Q" -Q. 

5.9. Proposicién. De acuerdo a la definicidén anterior: 

1. « esta bien definido. 

&. « es bilineal. 

3. ker(x) = mE(K) x Ggyz, donde 

L= K({m)"'E(K)).
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De esta proposicién podemos deducir lo siguiente. 

5.10. Corolario. El apareamiento de Kummer induce un apareamiento perfec- 

to 

E(K)/mE(K) x Grx 7 Elm), 

donde L es el mismo campo de la proposicién anterior. 

5.11. Corolario. E(K)/mE(K) x Grx es un subgrupo del grupo de homo- 

morfismos de Gx;«) en Elm] (denotado por Hom(Gi/x, E{m))). 

5.2 Aluras en Superficies Elipticas 

Como se ha visto antes el uso de superficies elfpticas es conveniente en el estudio 

de Jas curvas elipticas (ver 3.4), y también es posible definir funciones de altura 

en éstas. 

A continuacién se enuncia la versién débil del teorema de Mordell-Weil para 

curvas elipticas definidas sobre el campo de funciones de una curva. 

5.12. Teorema. Sea k un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 

igual a cero, sea K = k(C) el campo de funciones de una curva, y sea E/K una 

curva eliptica, Entonces el grupo cociente E(K)/2E(K) es finito. 

La demostracién de este teorema es similar a la de la versién de curvas 

clipticas sobre campos numéricos. 

5.2.1. Alturas en Curvas Elipticas Definidas Sobe Campos 

de Funciones 

Sea E/K una curva eliptica sobre un campo de funciones. Ya se mencionéd que 

el grupo E(K)/2E(K) es finito (teorema 5.12). Para probar el teorema de 

Mordell-Weil en este caso es necesario definir funciones de altura como se hizo 

en ce] caso de campos numéricos. 

Definicién. Sea K = k(C) un campo de funciones de una curva algebraica 

suave C/k. La altura de un elemento f € K se define como el grado de f vista 

como una funcién de C en P? 

h(F) = grad(f :C — P’). 

En particular, si f € &, entonces tenemos h(f) = 0. Sea E/# una curva 

eliptica dada por la ecuacién de Weierstrass 

y? tary + ogy = 2° + apn? + agz tag. 

Definicién. La altura de un punto P € E(K) esta definida por 

0 siP=O 

mal={ fay at Pate)
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Hay que observar que efectivamente esta funcién de altura coincide con la 

de la definicién y que h(P) depende de la ecuacién de Weierstrass con que se 

definié la curva. 

Esta definicién de altura tiene ciertas propiedades geométricas que se des- 

criben a continuacién. 

5.13. Teorema. Sea E/K una curva eliptica definida sobre un campo de fun- 

ctones. 

1. h(2P) = 4h(P) + O(1) para todo P € E(K). 

2. h(P + Q)+h(P — Q) = 2h(P) + 24(Q) + O(1). 

Aqut, el valor de O(1) depende sdlo de la curva E. 

Altura Canénica 

Igual que se hace para curvas elfpticas definidas sobre campos numéricos, es 

posible construir una altura canénica que resulta ser una forma cuadratica en 

el grupo E(K) . 

5.14. Proposicién. Sea E/K una curva eliptica definida sobre el campo de 

funciones K = k(C). Para cada punto P € E(K), el limite 

WL on 
dim, qh? P) 

existe. 

Definicién. De acuerdo a la proposicién anterior, definimos la altura canénica 

(o altura de Nerén-Tate) de un punto P € E(K) como el limite 

sim bp Lpron 
A(P) = 3 im, ph P). 

5.15. Teorema. Sea E/K una curva eliptica definida sobre el campo de fun- 

ciones K = k(C). 

1. La altura canénica cumple las siguientes propiedades: 

(a) AUP) = 4a(P) + O(1) para todo punto P € E(K). 

(b) h(mP) = m7h(P) para todo P € E(K) yme Z. 

(c) RP + Q) + R(P - Q) = 2h(P) + 2h(Q) para todos P,Q € E(K). 

2. La altura canénica es una forma cuadrdtica en E(K), es dectr, h(-P) = 

h(P) y el apareamtento 

(,) : E(K)x E(K)--R 

(P,Q) = RMP+Q)-R(P)- iQ) 

es bilineal.
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Para poder enunciar en este caso el teorema de Mordell-Weil es necesario 

hacer cierta consideracién. Diremos que una superficie elfptica e —> C' se des- 

compone sobre k si existe una curva elfptica Ey/k y un isomorfismo birracional 

ti:e—EyxC 

tal que el siguiente diagrama conmuta: 

é ++ EyxC 
ms Lv Pr 

Cc 

5.16. Proposicién. Sea e —+ C una curva eliptica sobre el campo k y E/K 

una curva eliptica, donde K = k(C). Las siguientes afirmaciones son equiva- 

lentes: 

1. € —+ C se descompone en k, 

2. Existe una curva eliptica Eo/k isomorfa a E sobre K. 

Podemos ahora enunciar el teorema. 

5.17. Teorema (Mordell-Weil). Sea ¢ —> C una curva eliptica definida so- 

bre una campo k, y E/K la correspondiente curva eliptica definida sobre el 

campo de funciones K = k(C). Sie —+ C no se descompone, entonces E(K) 

es finitamente generado. 

La idea de la demostracién de este teorema es muy similar a la del caso 

de curvas elipticas definidas sobre campos numéricos, pero requiere un especial 

cuidado en el hecho de que € —+ C' no se descomponga. 

5.2.2 Reticulas de Mordell-Weil 

Una herramienta importante para saber cudndo un conjunto de puntos de una 

curva eliptica E/K es independiente es definir una forma bilineal simétria posi- 

tivamente definida. Esto se ha hecho usando la altura candénica, pero podemos 

definir de otra manera esta forma bilineal, la cudl ser4 de gran utilidad ya que 

hay {érmulas explicitas con las que puede ser calculada. Los resultados que 

aqui se presentan se encuentran en [Shi90]. Aqui no se pretende definir ni de- 

mostrar todos los términos y resultados que se presentan, sino dar una idea de 

cémo se define esta otra forma bilineal y mostrar las formulas que nos permiten’ 

calcularla. 

Cuando nos refiramos a una reticula estaremos pensando en un Z-médulo 

libre de rango finito L, junto con una forma bilineal simétrica no degenerada 

4):LxbL+Q 

Si los valores de esta forma bilineal cden dentro de Z, diremos entonces que L 

es una reticula entera.
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Sea 1 : S -+ C una superficie elfptica. Existe un equivalencia entre los 

divisores de esta superficie llamada equivalencia algebraica . En {Har77] se 

encuentra la definicién y algunos resultados de este término. De momento lo 
nico que nos interesa es saber que podemos hablar del grupo de divisores de 

S médulo equivalencia algebraica. A este grupo se le llama "Grupo de Néron- 
Severi” de S y se denota por NS(S). 

5.18. Teorema. Sea E/K la fibra genériaca de la superficies eltptica 

ri: SAC. 

Existe una tinica forma bilineal 

Div(S) x Div(S) + Z (D\, D2) + D, - Do 

con las siguientes propiedades: 

1. SiT, y Tz son curvas irreducibles en S que se intersecan en un cunjunto 

de puntos con multiplicidad igual a uno cada una de ellos (interseccién 
transversal). Entonces T; -T, = #(T, UT). 

2. SiD, Dy y De son divisores de S tales que D~ D, y D ~ Dz, entonces 

D-D,=D-Dz. 

3. Esta forma es independiente también de equivalencia algebraica. 

La demostracién del resulatado anterior se encuentra en {Sil96] para los dos 
primeros incisos y en [Shi90] para el ultimo. Ademas, usando bilineallidad 
podemos extender esta forma bilineal a NS(S)g = NS(S) @ Q con el propésito 
de dar una forma bilideal a E/K. 

5.19. Proposicién. Existe un homomorfismo de grupos y : E(K) + NS(S)q 

tal que: 

1, ker(y) = E(K)tor. 
2. Sean P,Q € E(K), el apareamiento 

(P,Q) = -e(P)- 9(Q) 

define una forma bililneal simétrica positivamente definida no degenerada 
en E(K) que induce una estructura de reticula positivamente definida en 
E(K)/E(K)tor- 

Asi, tenemos ya definida una forma bilideal positivamente definida. La parte 
interesante de todo esto es que en el caso particular de que 7: S + C sea 

una superficie elfptica sin fibras 7~'(t) que sean curvas no irreducibles, hay 

férmulas muy simples para calcular esta ultima forma bilineal, con lo cual es 

posible calcular el regulador de un conjunto de puntos (secciones en el caso de 
superficies elipticas). E] siguiente teorema se prueba en [Shi90]. 

5.20. Teorema. Seat : S 4 C una superficie eliptica sin firbras no irre- 

ducibles, entonces 
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1. (P,Q) =x+P:04+Q-0-P-Q. 

2. (P,P) = 2x +2P-0. 

Donde x es un valor que sdlo depende de S y es conocido como su género 

aritmético.



  

Capitulo 6 

CAalculo del Grupo de 

Mordell- Weil 

En este capitulo se muestran herramientas que permiten estudiar en ciertos 

casos el grupo de Mordell-Weil de una curva eliptica. La existencia de puntos 
racionales en una curva eliptica esté relacionada con la existencia de puntos 
racionales en ciertas curvas auxiliares llamadas espacios homogéneos. Después 

nos enfocaremos a describir los grupos de la forma E(K)/mE(K), donde E es 
una curva eliptica y mE(K) es la imagen de la isogenia 

[m] : E(K) > E(k). 

Estos ultimos también son de gran utilidad para calcular el grupo de Mordell- 

Weil de las curvas elipticas. Sabemos que E[m] es finito, asi que para una 
extension finita K/Q podemos suponer que E[m] C E(k), lo cual haremos 

durante este capitulo. 

6.1 Espacios Homogéneos 

En ocasiones ser4 conveniente usar curvas auxiliares para atacar nuestro pro- 

blema de calcular el grupo de Mordell-Weill. Primero estudiaremos un poco las 
clases de curvas isomorfas bajo cierto campo. 

6.1.1 Clases de Isomorfismo de Curvas 

Definicién. Sea C/K una curva proyectiva no singular. Denotamos por Isom(C) 

al grupo de isomorfismos de C en si misma definidos sobre K. Denotaremos por 
Isomx(C) al subgrupo de Isom(C) que consiste en los isomorfismos definidos 

sobre K. 

Cabe recordar que en el caso de una curva eliptica E/K, no es lo mismo 

Isom(E) que Aut(E) ya que tenemos tomar en cuenta la diferencia entre iso- 
genia e isomorfismo. 

65
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Definicién. Un doblez de una curva no singular C/K es otra curva C'/K 

isomorfa a la primera sobre K. Denotamos con Twist(C/K) al conjunto de 

curvas isomorfas a C/K sobre K. 

6.1.2 Espacios Homogéneos de Curvas Elipticas 

Los espacios homogéneos de una curva eliptica E/K son curvas sobre las cuales 

el grupo de Mordell-Weill actua. 

Definicién. Sea E/K una curva eliptica. Un espacio homogéneo para Eesuna 

curva suave C/K con una accion transitiva del grupo E en esta curva, es decir, 

existe un morfismo 

biCxE-C 

definido sobre K con las siguientes propiedades: 

1. u(p, O) = p para todo pe C. 

2. u(u(p, P),Q) = ulp, P + Q) para todos pe Cy P,Q E. 

3. Para cuales quiera p,q € C existe un unico P € E tal que p(p, P) = 4. 

Podemos usar una notacién md4s cémoda si escribimos p + P en lugar de 

u(p, P) y ademas usando el inciso (3) de la definicién anterior denotamos por 

p—qal tnico punto P € E tal que u(p, P) =¢. 

6.1. Lema. Sea C/K un espacio homogéneo para una curva eliptica E/K. 

Entonces para todos los pares de puntos p,q € C y P,Q € E se cumplen: 

1 p+O=p y p-p=0. 

2 pt+(q—p)=q y (p+ P)-p=P. 
3. (¢+Q)- (p+ P)=(q-p)+(Q- P). 

Estos espacios homogéneos son en particular dobleces de la curva eliptica 

como lo indica la siguiente proposicidn. 

6.2. Proposicién. Sea E/K una curva eliptica y C/K un espacio homogéneo 

para E/K. Dado un punto po € C, definimos la funcién 

6:E-+C OP) =potP. 

1. 6 es un isomorfismo definido en K(po). 

2. Para cuales quierape€ C y PE E, 

p+P=6(6"'(p) +P). 

3. Para todos p,q eC, 

q—p=6"'(q)- 8"). 

4. La funcién diferencia 

viCxCoeE v(q.P) =q—p 

es un morfismo definido en K.
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6.1.3 El Grupo de Weill-Chatelet 

Nog intercsard también tomar en cuenta los espacios homogéneos bajo isomor- 

fismo, lo que nos conduce a la siguiente definicién. 

Definicién. Dos espacios homogéneos C/K y C'/K para E/K son equivalentes 

si existe un isomorfismo 6 : C —+ C’ definido sobre K compatible con la accion 

de Een C y C'. E actia en si mismo por translacién. La clase de E bajo la 

equivalencia anterior es la clase trivial. 

Las clases de equivalencia de la relacién anterior forman un grupo. 

Definicién. El grupo de clases de esta relacién es el grupo de Weill-Chatelet 

para E/K, y se denota con WC(E/K). 

Podemos ahora caracterizar la clase trivial. 

6.3. Proposicién. Sea C/K un espacio homogéneo para E/K. Entonces C/K 

estd en la clase trivial si, y sdlo si C(K) # 0. 

6.4. Teorema. Sea E/K una curva eliptica. Existe una biyeccién natural 

WC(E/K) > H'(Gg/x.2) 

donde si C/K es un espacio homogéneo, escogemos entonces cualquier punto 

po € C y asignamos 

{C/K} > {o > p§ — Po}. 

El siguiente teorema se puede escribir también para curvas de genero mayor, 

atin que en ese caso !a demostracién es sumamente mds complicada. 

6.5. Teorema. Sea C/K’ un espacio homogéneo para E/K. Escogiendo un 

punto po € C y considerando la funcién 

sum : Div?(C) + E 

SS nilpa) > SY tml - po). 

Tenemos entonces que se cumplen: 

1. Existe una sucesién ezacta corta 

139K’ > K(C)* > Div®(C) 3 E70. 

2. La funcién sum no depende de la elecién de po. 

3. La funcién sum conmuta con la acctén de Ggsy sobre Div®(C) y E. 

4. La funcién sum define los siguientes tsomorfismos 

Pic®(C) > E, 

Picd.(C) + E(K)
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6.2 Cdalculos de Grupos de Mordell-Weil 

Una estrategia para calcular e! grupo de Mordell-Weil consiste en estudiar el 
grupo 

E'(K)/$(E(K)), 

donde ¢: E —> E' es una isogenia entre curvas elipticas. 

Descenso Via 2-Isogenia 

6.6. Proposicién. Sean E/K y E'/K dos curva elipticas definidas por las 
ecuactones 

E:y? =2° + oz? + bz, E':Y? = X° — 2aX? + (a? — 46)X; 

y sea 

@:E—+E'  o(a,y) = (y?/2?, y(b- 2”)/2”) 
la isogenia de grado 2 y nucleo E[¢] = {O,(0,0)}. Sea 

S = MU {up|p divide 2b(a? — 4b)}. 

Entonces existe una sucesién ezacta 

0 3 E'(K)/$(E(K)) - K(S,2) 4 WC(E/K)[9] 

O-1 

(0,0) -> a? — ab 

d {ca/K} 

(X,Y) 3X 

donde C4/K es el espacio homogeneo para E/K definido por la ecuacién 

Ca: dw? = d® — 2adz? + (a? — 4b)24. 

Entonces el grupo de Selmer es 

S@)(E/K) & {d € K(S,2)|Ca(K.) 4 @ para todo v € S} 

Y por iltimo la funcion 

w:Ca—- EB o(z,w) = (d/z?, dw/z3) 

cumple que si P € Ca(K), entonces 

5((P)) = d (mod K*?).
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6.2.1 Dobleces en Curvas Elipticas 

Empezaremos por describir el grupo de isomorfismos de una curva elfptica /K. 

6.7. Proposicién. La funcidn 

E x Aut(E) + Isom(E) 

(P,a) 9 Tp oa 

es una biyeccién entre conjuntos. Esta define Isom(E) con el producto de E y 

Aut(E) como 

(P,a)(Q,B) = (P +aQ,a08). 
6.8. Proposicién. Sea E/K una curva eliptica. 

1. Sea C/K € Twist((E,O)/K). Entonces C/K # @, y por lo tanto C/K 

puede darnos la estructura de grupo de alguna curva eliptica sobre K. 

2. Conversamente, si E'/K es una curva eliptica isomorfa a E sobre K, 

entonces E'/K representa a un elemento de Twist((E,O)/K). 

6.9. Proposicién. Suponiendo que char(K) # 2,3. Sea 

1. n(j) = 2 si j(E) # 0, 1728, 

2 n(j) =4 st j(E) = 1728, 

3. n(j) =6 si j(E) = 0. 

Entonces Twist((E,O)/K) es candnicamente isomorfo a K*/K*™@), Mds 

precisamente, si 

E:y=2°+Ar+B 

es una ecuacién de Weierstrass para E/K, y sea D € K*. Entonces la curva 

eliptica Ep € Twist((E;O)/K) correspondiente a D (mod K*"(3)) tiene las 

Siguiente ecuacién de Weierstrass 

1. Ep:y? = 23+ D?AX + D3B si j(E) £ 0, 1728, 

2 Ep:y? =2°4+ DAr si j(E) = 1728, 

9. Ep: y? =2°4+ DB si j(E) =0. 

6.10. Corolario. Si definimos la relacién de equivalencia ~ en K x K* de la 

forma 

G,D) ~ G',D') 

sij = j' y ademas D/D' € (K*)"). Las clases de K-ismorfismos de curvas 

elipticas E/K estén en correspondencia biuntvaca con los elementos de 

KxK*/~.
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6.2.2 Resultados 

La versién débil del teorema de Mordell-Weill para el caso de los nimeros 

racionales indica que si E/Q es una curva eliptica, entonces el grupo E(Q)/2E(Q) 

es finito. A través del algoritmo de descenso es posible probar a partir de este 

resultado que £(Q) es finitamente generado. Uno de los casos particulares de 

las curvas elipticas #/K es cuando tienen j(£) = 1728. Estas curvas son todas 

isomorfas entre si en K, sin embargo esto no implica que lo sean en K. 

Una de estas curvas esta dada por la ecuacién 

yoots; 

y de las proposiciones 6.8 y 6.9 podemos escribir cada una de estas curvas con 

fa ecuacién 

E:y? =25+ Dz, 

donde D es un representante de algtin elemento de Q* /Q**. De esta forma se 

puede determinar univocamente cada una de estas curvas si suponemos que D 

es un entero libre de potencias cuartas. Se puede observar que 

A(E) = -64D°, 

por lo que E tiene buena reduccién en todos los primos que no dividan a 2D. 

6.2.3 Curvas de la forma Y? = X*+ DX 

6.11. Proposicién. Para cada primo p, sea Ey como en la proposicién ante- 

rior, y sea: Ey —> Et, la isogenia de grado 2 con nucleo E,{¢] = {O, (0,0)}, 

dada por $(z,y) = (y?/2?,y(D - 2?)/z"). 
Z/4Z siD=4, 

1. Ep tor(Q) ¥ ¢ Z/2Zx Z/2Z si —D es un cuadrado perfecto, 

Z/2Z en otro caso. 

2. rank Ep(Q) < 2u(2D) - 1. 

Demostracién. 1. Como D es libre de potencias cuartas y A(D) = -64D3, 

tenemos que E tiene buena reduccién para todos los primmos que no dividan 

2D. Si pes uno de estos primos y consideramos la reduccién E sobre el campo 

F,, entonces, como lo indica el teorema 4. 8, E es supersingular si, y sdlo si el 

coeficienite de 7?~! en (x3 + Dz)?~1/? es cero. Para el caso p = 3 (mod 4), E/F, 

es supersingular; y por la proposicién 4.10 concluimos que 

#E(F,) = p+ 1 para todo p = 3 (mod 4). 

Si usamos la proposicién 4.2 podemos ver que si p # 2 y E tiene bue- 

na reduccién médulo p, entonces E,o-(Q) se inyecta on la reduccidn E(F, ). 

Tenemos entonces que #£tor(Q) divide a p+ 1 para todos exepto un nimero 

finito de nimeros primos p = 3 (mod 4), y en particular divide a 4. Como 
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{O, (0,0)} C E(Q)[2] tenemos que las tnicas posibilidades para este grupo son 

Z/2@,L/2% x L/2L y Z/AL. 
Podemos ver que E[2] € E(Q) si, y sdlo si el polinomio z3 + Dz se descompo- 

ne completamente en Q, es decir, si, y sdlo si —D es cuadrado perfecto. Si -D 

no es cuadrado perfecto, E(@)[2] tiene orden cuatro si, y sdlo si (0,0) € 2E(Q). 

Podemos concluir entonces que 

(0,0) = [2)(D¥/?, (4D*)"/*). 

Asumiendo que D es libre de potencias cuartas, tenemos que 

Evor(Q) & Z/42Z si, y sdlo si D = 4. 

2. Consideremos la curva dada por 

. El: Y? = X°-4DX 

y la isogenia entre estas curvas 

$: BE $(z,y) = (y2/22,y(D - 2)/2?). 

Sea $ C Mg el conjunto con oo y las valuaciones con primos que dividan a 2D, 

y para cada d € Q, el correspondiente espacio homogéneo Cu/Q € WC(E/Q) 

dado por la ecuacién 

Ca:dW? = d? - DZ!. 

De la misma forma, usando la isogenia dual é : E’ — E tenemos el espacio 

homogéneo dentro de WC(E'/Q) definido por 

C,:dW? =@ + Dz 

(se observa que se puede cambiar libremente Z por Z/2 en las condiciones de 

6:6). 
Sea v(2D) el numero de primos que dividen 2D, Como Q esta generado por 

--ly los primos que dividen 2D, tenemos 

dim, E(Q)/2E(Q) < 2+ 2v(2D) — dim, E'(QId] + dim, $(£(Q)2)) 

donde dimz es la dimensién como espacio vectorial sobre F,. Tenemos dos casos 

1. Caso E(Q)[2] = Z/2Z. Aqui, o(E(Q)[2]) = 0 y 

dim, E(Q)/2E(Q) = rankE(Q) +1. 

2. Caso E(Q)[2] & Z/2Z x Z/2Z. Tenemos ahora ¢(E(Q)[2}) = Z/2Zy 

dim, E(Q)/2E(Q) = rankE(Q) + 2.
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Claramente E'(Q)[é] ¥ Z/2Z. De lo ultimo tenemos 

rank E(Q) < 2v(2D). 

En el caso de que d < 0 teremos que Cq(R) = @ 0 C4(R) = 9, por lo cual 
podemos usar 6.6 para reducir nuestra cota en al menos uno, 

rank E(Q) < 2v(2D) - 1. 

o 

Para el caso D = p impar tenemos el siguiente resultado, su demostracién 

se encuentra en [Sil86]. 

6.12. Proposicién. Para cada primo p, sea E, como en la proposicién ante- 

rior, y sea: Ep —> Ey, la isogenia de grado 2 con nticleo E,{¢] = {O, (0, 0)}, 
dada por 

(2,y) = (y?/z?,y(D — 2?) /2?). 

1. Ep tor(Q) = Z/22. 

2. SO (Bi /Q) = 2/22. 
Z/2Z sip = 7,11 (mod 16) 

8. SO(E,/Q &¢ (Z/2Z)? si p = 3,5, 13,15 (mod 16) 
(Z/2Z)> ‘si p= 1,9 (mod 16). 

6.3 Algoritmo de Desenso Para Calcular E(k) 

A continuacién se menciona un algoritmo que nos permite estudiar el grupo de 

Mordell-Weil de una curva eliptica dada. Este se basa en propiedades de los 
dobleces y de campos locales. La demostracién de este resultado se encuentra 

en [Sil86]. 

6.13. Proposicién. Sea E/K una curva eliptica dada por una ecuacién de 

Weierstrass 

y? = (x — e1)(z — e2)(z — e3), donde e;, €2,€3 € K. 

Sea SC Mx el conjunto de valuaciones que comprende tas arguimedianas, las 

valuaciones pares y las valuaciones para las cuales E tiene mala reduccion. Sea 

también 

K(S,2) = {b € K*/K*? | ord,(b) = 0 (mod2) para v ¢ S}. 

Existe un homomorfismo inyectivo 

E(K)/2E(K) + K(S,2) x K(S,2)



  

6.3. ALGORITMO DE DESENSO PARA CALCULAR E(K) 73 

  

dado por 

(2 - e1,2 - €2) siz # €1,€2 

€1 — &3 : 
fe eit siz=e, 

= = 1 €2 = (z,y) = en - 63 
@2—-€1,—— ]_ siz =e 

(ez -e1 
(1,1) siz = 00, es decir, P=O. 

Sea (b1,b2) € K(S,2) x K(S,2) fuera de la imagen de los puntos O, (e1,0) y 

(e2,0). Entonces (b:,b2) es la imagen de un punto P = (x,y) € E(K)/2E(K) 

si, y sdlo si las ecuaciones 

2 2 bzj—bez3 = e2- 41 

by 23 - byez? = €3—-e, 

tienen una solucidn (21, 22,23) € K* x K* x K; si esta solucién existe, entonces 

podemos tomar 

P=(z,y)= (by 22 + e1, b1b221.2229). 

Para ejemplificar como funciona este ultimo resultado veamos el siguiente 

ejemplo. 

6.14. Ejemplo. Consideremos la siguiente curva eliptica: 

E:y? = 2(z — 2)(x — 10). 

Esta ecuacion tiene discriminante A = 2'45?, por lo que tiene mala reduccién en 

2 y 5. Si reducimos la ecuacién médulo 3, entonces tenemos que #E(Fs) = = 4. 

Ademés usando que E[2] C Etor(Q) y que Exor(Q) se inyecta en E(F3), podemos 

ver que Etor(Q) = E[2}. Lo cual implica que 

Evor(Q) & Z/2Z x 2/22. 

En este caso tenemos S = {2,5,00} C Mg (ver proposicién 6.13), por lo que 

un conjunto completo de representantes de Q(S, 2) estd dado por 

{+1,42, £5, +10}, 

el cual podemos identificar con Q(S,2) (de esta forma tenemos 64 casos por 

revisar). Si usamos ahora la proposicién 6.13, tenemos entonces 

O m+ (1,1) (0,0) (5,-2) (2,0) (2,1) (10,0) ++ (10, 2). 

Basta con saber para cudles pares (b;, 62) las ecuaciones 

biz? — doze = ep (6.1) 

biz} —bibez3 = e3-e1 (6.2) 

tiene una solucién con 2,22,23 € Q Para esto hay que dividir en casos y 

analizarlos por separado.
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. Sib) <0y by > 0, entonces la ecuacién 6.1 no tiene soluciones en R, con 

lo que hemos eliminado 16 casos. 

Si b, < 0 y by < 0, entonces la ecuacién 6.2 no tiene solucién en R, con lo 

que eliminamos otros 16 casos. 

La imagen de puntos de E(Q)tor es {(1, 1), (, —2), (2, -1), (10, 2)}. 

4. Para la pareja (b), 62) = (1, -1) basta con inspeccionar las ecuaciones para 

ar
 

ver que (1,1,3) es solucién de 6.1 y de 6.2, lo cual corresponde al punto 

(1,-3) € E(Q. 

. Si sumamos el punto (1,—3) con los puntos no triviales de E(Q)tor ob- 

tenemos los nuevos puntos (20,60), (18, -48) y (10/9, -80/27) dentro de 

E(Q). 
Si b)  O(mod 5) y bg = O(mod 5), entonces la ecuacién 6.1 implica que z1 

y zy son enteros en Q. De la ecuacién 6.2 obtenemos que z = O(mod 5), 

y de nuevo por 6.1 tendriamos que 0 = 2(mod 5). Por lo tanto no hay 

solucién en Q; y por ende tampoco en Q. Con lo encontramos ocho nuevos 

casos para (b;,62) en los que no hay puntos en E(Q): 

{(1, #5), (1, £10), (2, £5), (2, £10}. 

. Si multiplicamos los puntos del inciso anterior por la pareja (5, 2) ,entonces 

obtenemos otros ocho pares que no son imagen de puntos de E(Q). 

. Para (b1, 62) = (1,2): Las ecuaciones son 

2-22 = 2 

2 222 = 10 

Como 2 no es un residuo cuadrdtico médulo 5, entonces 6.2 implica que 

21 = z3 = 0(mod 5). Pero esta misma ecuacién implica 0 = 10(mod 25), 

por lo cual no has solucidén en Qs. 

. Tomando el par del inciso anterior y multiplicandolo por los siete puntos 

no triviales de los incisos 3, 4 y 5 obtenemos siete nuevos pares que no son 

imagen de ningtin punto de E(Q). Con lo que hemos completado todos los 

casos. 

De todo lo anterior podemos afirmar que 

E(Q) ¥Zx Z/2Z x 2/22.



  

Capitulo 7 

Curvas Elipticas de Rango 

Mayor 

En este capitulo enfocaremos nuestra atencién al grupo E(Q) de una curva 
eliptica E/Q. Sabemos este grupo es finitamente generado, es decir, 

E(Q) ~ Tor x Z" 

donde r es lo que Namamos el rango de la curva. : 
Calcular el rango de una curva eliptica es un problema bastante dificil. Se 

conjetura que puede haber curvas elipticas con cualquier rango, 0 en su defecto 

que este no est acotado. El uso de superficies elipticas para el estudio de estas 

curvas se ha convertido en una herramienta util para construir curvas de rango 

mayor. 

En 1986 Thomas J. Kretschmer ([Kre86]) publica un articulo en el que da 
un algoritmo para construir curvas elipticas con rango grande, en particular 

muestra una curva eliptica de rango exactamente igual a 10. En este articulo 
presenta la siguiente tabla que nos muestra como habia avanzado este problema 
hasta ese momento. 

1948 Wiman r>4  [Wim48] 
1974. Penney, Pomerance r>6 [DEP74] 
1975 Penney, Pomerance r>7 ([DP75] 
1977 Grunewald, Zimmert r>8 [FJG77| 
1977 Brumer, Kramer r>9  [AB77} 
1979 Nakata r>9  [Nak79] 
1982 Mestre r>12 [Mes82] 

En 1991 Jean-Francois Mestre publica un articulo donde estudia curvas 

elipticas definidas sobre el campo Q(t) de rango mayor o igual a 11 ({Mes9la}). 
En este mismo afio publica otro articulo donde muestra que las curvas encon- 

tradas en el anterior tienen rango mayor o igual a 12 ({Mes91b]). Estos resul- 
tados son de gran importancia ya que se ocupan dichas curvas como superficies 

75
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elipticas que parametrizan familias de curvas elipticas sobre Q con las que poste- 
tiormente se pueden construir curvas con rango mayor. En este capitulo primero 

se revisa con cuidado este primer articulo y después se muestra como a partir 
de él se ha avanzado en el problema hasta llegar a una curva de rango mayor o 

igual a 23. 

7.1 Las Construcciones de J. F. Mestre 

En esta seccién se discute la forma en que Mestre construye curvas elfpticas 

sobre Q(t) de rango mayor o igual a once ([Mes91a]). 

7.1.1 Curvas Elipticas de Rango > 11 sobre Q(t) 

Primero veamos un resultado en forma general que Mestre usa sdlo en dos casos 
particulares en su articulo. 

7.1. Proposicién. Sea p un niimero primo y f un polinomio ménico de grado 

np en K[X]. Entonces existe un tinico polinomio ménico g € K[X] de grado n 
tal que el grado de f — g? es menor que n(p — 1). 

Demostracién. Sea 

np 

F(X) = axrrt 
i=0 

con dp = 1. El problema se reduce en encontrar condiciones en un polinomio 

9(X) = So bjxr-s 
j=0 

para que el grado de f — g? sea menor a n(p~ 1) +7, con0<r <n. El caso 
mas simple es r = n, donde una condicién necesaria y suficiente para que f-9 

tenga grado menor que np es tomar bp = ay = 1. 
Por ©, se denotard cualquier expresién polinomial de grado a lo mas k. De 

esta forma se pueden escribir las siguientes igualdades: 

gQX) = X+ XP E+ by XPT + On_(r41)s 

p 

g(X)P = YF exe FOXTEL EBXE TYPO a, 
i=0 

El grado de 

(XP + BX HL FXO HO ay 

es a lo mas np — I(r + 1), por lo tanto para I > 0 el grado de este producto es 

menor que np —r, por lo que los términos de grado mayor o igual que np -— r 

en g(X)P y en (A"+8X7! +. 4+b,X"-') coinciden.
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Por otro lado se tiene 

(XP H..40,X7P = XP + pb) X"P~* + (pba + (5) beyxre-? + 

at (pb, + A,(bi, seed bp—1)) XP + Onp-(r41)s 

donde A, es un polinomio en las variables 61, ..., --1- Sean 

a, = ph 

Pp 
a = pb, + (0) 8 

phy + Ap (Bi, 1 be—1) ar 

donde se puede escribir 

a; ~ Aj(b1, -.-b-1) = , 

De esta forma se puede entonces llegar al caso i = n, donde g queda completa- 

mente determinado. Oo 

Nos interesara el siguiente caso particular. 

7.2. Corolario. Sea K un campo de caracteristica distinta de tres y f un polt- 

nomio de grado doce en K[X]. Entonces existe una tinica terna (g,71,72) de 

polinomios en K(X] tal que f = g° +719 +12, donde el grado de g es cuatro y 

los grados de ry yT2 son menores o iguales a tres. 

Demostracién. Se usa la proposicién anterior con n = 4,p = 3 y el algoritmo 

de la divisién para f — g® entre g, donde r; es el cociente y rz el residuo. Oo 

Sean f, 9, 71, ¥ Tz como en el corolario anterior. Consideremos ahora la 

curva plana C definida por la ecuacién 

yo +ri(z)y +7r2(x) = 0. 

Esta curva contiene los puntos P; = (x;, 9(zi)), donde z; son las doce raices del 

polinomio f. Si el grado de r; es menor que tres, entonces la curva C es una 

cibica. La idea de Mestre consiste en tomar K = Q(¢) y escoger un polinomio 

p tal que: 

— . El grado de r; sea menor o igual a dos. 

w
 . C sea una curva eliptica sobre K . 

. Los puntos P,, i = 1,...,12 sean linealmente independientes en Pic Cc. we 

4. Las raices de p estén en K.
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Encontrando dicho polinomio y tomando P,z como el neutro del grupo de 

Mordcl-Weil de C’, entonces este grupo (C, Pi2) es de rango mayor o igual a 

once. 
12 

Sean Z = (2,...,212) y p = [] (X —%). Si s(Z) € Qla,...,z12] es el 
it 

cveficiente de grado tres del polinomio r;(X) (0 el coeficiente de grado 7 en 
r1(X)g(X)) obtenido de p como en el corolario 7.2, entonces por ser p homogéneo 

en las variables X, z1,..., 212 y ser r1(.X)g(X) un polinomio homogéneo de grado 
7 en NX, se tiene que s(Z) es un polinomio simétrico homogéneo de grado cinco 

en las variables z1,..., 212- 

7.3. Lema. De acuerdo a lo anterior se tiene: 

a) SiU =(u,...,u), entonces s(Z + U) = s(Z). 

b) Sip es el cubo de un polinomio, entonces s(Z) = 0. 

c) Sip es un polinomio par, entonces s(Z) = 0. 

Demostracién. a) Tenemos p(X) = g(X)® + ri(X)g(X) + r2(X). Para 

calcular s(Z + U) fijémonos en 

TI (8 = Gr u)) = 2X - u) = 9 X - u)? + 1 (X — u)g(X — u) + 12(X - uv). 

Sustituyendo ¥ = X — u en lo anterior tenemos 

PY) = 9(¥)? + ri (¥)g(¥) + 1r2(¥), 

donde el coeficiente de grado 3 de r;(¥) es el mismo que el de r:(X), es decir 
s(Z) = s(Z + U). b) Si p es un cubo perfecto, entonces r) = rz = 0. c) Y si 

p(X) es par, entonces todos sus términos de grado impar son cero. Asi se puede 

pensar a p(X) como un polinomio de grado seis en la variable X? por lo que el 

polinomio g(X) es un polinomio de grado 2 en la variable X? (ver proposicién 

7.1).asi que g(X) es par. De este modo el coeficiente de grado 7 de g(X)? es 

cero y por lo tanto también el de 7) (X)g(X). 0 

7.4. Lema. Sean a,b,c,d ideterminadas. Entonces el punto 

V = (a,),c,d,a,6,c,d,a,b, c,d) 

es un punto doble de la variedad S definida por la ecuacién s(Z) = 0 en el 
espacio afin de dimensién igual a 12. 

Demostracién. Para Z = V se tiene que p es un cubo perfecto y por el lema 

anterior se deduce que V es un punto de S. Para ver que es un punto doble 
nos fijaremos en la derivada parcial x, para las demds derivadas parciales la 

situacion es andloga. Sea p, = p(a+e,b, c,d, a,b,c, d,a,b,c,d), basta con probar 

que el coeficiente principal del polinomio r; asignado a p, es divisible entre ¢? 

dentro de Q[a. b,c, 4, E}[X].
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Se puede escribir 

Pe = (X -a—e)(X —a)*(X ~ 6)9(X - c)8(X - a)? 

(1 —e/(X — a))(X - @)9(X — 6)°(X ~ 0)°(X - dy? 

y usando la expansién de Taylor alrededor de ¢ = 0 se tiene 

e? 

X-a 
  

3 /pe = (X - a)(X ~ b)(X — c)(X -—d) + 5(X —b)(X —c)(X -d) + 8, 

  

1 
donde @ es un polinomio en Qfa, b,c, d,e, Xilx = al: Es facil ver que los térmi- 

nos que determinan los coeficientes de grado mayor 0 igual a 8 de p, son los que 
2 

  como factor, por lo que 
: € 

no tienen a 
X-a. 

9 =(X —a)(X —b)(X —c)(X -d) + g(x — b}(X —e)(X -d). 

1 
Xa! 

y por lo tanto tenemos p. = g® mod c?. Con esto se prueba que ¢? divide a 

rig +12 y por ser g ménico tenemos que €? divide al coeficiente principal de 

ry. ie) 

  Asi tenemos °\/p; = g mod e? dentro del anillo Q{a,,c,d,e, X][[ 

7.5. Lema. Sean a,b,c,d,t cinco indeterminadas. Si definirros 

V =(a,b,c,d,a,b,¢,d,a,b,c,d)  y W = (d,d,d,c,c,c,b,b,b,a,a,a), 

entonces s(V + tW) =0. 

Demostracién. Los coeficientes de p, pensado como polinomio en X, son 

polinomios en ¢ con sus coeficientes en Q{a, b,c, dj. Usando que los coeficientes 

de p(Z) son homogéneos y simétricos en las variables 21, ..., 212, es facil ver que 

en estos los coeficientes de los términos de maximo grado y los de grado cero 

coinciden para Z = V + tW. Mas atin, si el grado de uno estos polinomios es 
n, entonces los coeficientes de grado r coinciden con los coeficientes de grado 

n—r (los coeficientes de los polinomios s, g, r; y rz cumplen también con esta 

propiedad, lo cual serd util posteriormente). De esto y el lema anterior tenemos 

que s(V + tW) se puede escribir de la forma t?s,, donde s; es un polinomio en 

t de grado a lo mas uno. 
Probaremos que s; = 0, para esto basta encontrar dos valores distintos de ¢ 

que anulen a 51, es decir dos rafces de un polinomio de grado uno para que éste 
sea cero y asi s(V + tW) = 0. Si t = —1, entonces p es par y por el lema 7.3 se 
tiene s(V + tW) = 0. Sit = 1 podemos usar u = ~(a+.b+c + d)/2 comoen el 
lema 7.3, de modo que s(V +tW) = s(V+tW+U), pero para Z =V+tW+U 

se tiene de nuevo que p es par. Oo 

Los resultados anteriores se pueden “EST ‘A Es RO SALE 

DE LA BIBLIOTECA
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7.6. Lema. Sean a,b,c,d cuatro indeterminadas y p el polinomio cuyas raices 

=; son las coordenadas del vector 

t(d,d, d,c,c,c,b, 6, b,a,a, a) + (a,b,c, d,a, b,c, d, a,b, c,d). 

Sig, ti yr2 son los potinomios asociados a p del corolario 7.2, entonces el 

polinomio r, es de grado menor o igual a dos y 1a cubica 

y® ~ ri(z)y + ro(z) = 0 

conttene a los doce puntos P; = (z;,9{2i)), i = 1,..., 12. 

Con todo lo anterior basta encontrar valores adecuados para a, b, c,d de modo 

que la curva C’ no sea singular, los puntos P; sean linealmente independientes y 

el invariante modular de C sea una funcidn racional no constante. 

Construccién de la curva 

Ahora es posible la construccién de la curva deseada, para esto asignamos a a, 

6, c, d los valores -1, 0, 2, 11. Con esto se obtiene la siguiente ecuacién para 

definir C : 

23 + ayz?z + arz + 432 + age? + asx? + agz + a7 = 0, 

donde 

a, = 26940? + 51220¢ — 26940, 

a2 = ~1320t? + 17280t? + 17280t — 1320, 

a3 = —18876t* — 153828¢° + 3012214? — 1538284 — 18876, 

ay = ~1489600¢3 + 14896000? + 1489600¢ — 1489600, 

ag = 5816880¢4 + 8043880¢° -- 27463500¢? + 8043880¢ + 5816880, 

ag = 3416160¢° — 24166320¢* + 192020402? + 192020402? — 241663202 + 3416160, 

a; = —745360¢° — 154680242 + 18853764t* — 1383942 + 18853764t? — 15468024t — 745360. 

En donde las coordenadas de los puntos P; estén dadas por 

P, = (lt — 1, -15842? + 1826 - 240), P2 = (11t, —396t? + 73¢ + 154), 

Py = (11t + 2,1980t? - 1399¢- 414), Py = (2t + 11, —414¢? — 13992 + 1980), 

Ps = (2t — 1,234t? — 487¢ + 84), Pa = (24, 180¢? — 134¢ — 44), 

Py = (2,—44t? — 1342 + 180), Pa = (11, 154t? + 73t ~ 396), 

Py = (—1,-110¢? + 121¢+ 156), Pio = (—t, 156¢? + 1212 - 110), 9
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Py, = (-t + 2,84? — 487¢ + 234), Pyo = (—t + 11, 2408? + 1826¢ — 1584). 

Tomando a P,2 como el neutro del grupo y a través de la forma bilineal 
de Neron-Tate se puede calcular la matriz de alturas de estos puntos que tiene 

determinante igual a 2734 (para ver ésto Mestre usa las férmulas del Teorema 
5.20 mencinando que x = 3) lo cual prueba la independencia de los puntos 

anteriores. 

Un método alterno 

De la misma forma que el método anterior pero tomando p = g? —r, donde g es 

un polinomio ménico de grado 6 y r de grado menor o igual a 5, se tiene que si 
r es de grado 4, entonces la curva y? = r(z) es de género uno y los doce puntos 

de la forma P; = (z;,9(z;)) pertenecen a la curva, aqui x; representan las rafces 
de p. 

Buscando ahora que p sea de la forma q(z — t)q(z + t), con 

6 

a(z) = [[(@- ai), 
isl 

y que r tenga grado menor o igual a cuatro, se encuentran, usando métodos 

semejantes a los de la construccién anterior, valores para los a; con los cuales 

g(x) = (a + 17)(x + 16)(z — 10)(@ ~ 11)(x — 14)(x — 17) 

sirve para nuestro propésito. De esta forma se llega a la curva definida por: 

y? = (4294? + 53260)z4 — (5434e? + 1239000)z* + (—3432¢4 — 24512? + 1222156)z? 

+(21736¢4 — 3637984t? + 134780352)x + 6864¢° — 1074992¢* 

+53200096t? — 758849264 

(ver pdgina 27). 
En este caso los doce puntos son: 

P, = (—2t + 10, -138t? — 258¢ + 2184) Py = (—2t + 11, 346t? — 2998¢ — 1512) 
P; = (—2t — 17, 1578#? + 22902t + 88536) P, = (—2¢ — 16, 14904? — 22394¢ - 77220) 
Ps = (—2t + 14, 7104? — 6734t + 3720) Ps = (—2t + 17, -1006¢? + 9472¢ — 15708) 
Py = (2 + 17, 1006¢? + 9472t + 15708) Ps = (2t + 14, -710¢? — 6734t — 3720) 
Py = (2t ~ 16, 1490t? — 22394¢ + 77220) Pio = (2t — 17, -1578t? + 22902t — 88536) 
Py, = (2t + 11, -346¢? — 2998¢ — 1512) Pry = (2t + 10, 1384? — 258t — 2184) 

Aqui también se toma el punto Piz como el neutro, en este caso el de- 

terminante de la matriz de alturas es igual a 8100 por lo que los puntos son 

independientes. 

En (Mes91b] Mestre muestra como estas curvas son de rango mayor o igual 
a doce y para casi todos los valores asignados a ¢ se obtienen curvas elfpticas de 

rango mayor © igual a doce, es decir toda una familia de curvas elipticas.
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7.2 Curvas elipticas sobre Q 

Usando curvas elipticas de rango mayor sobre Q(t) se construyen curvas de 
rango mayor sobre los numero racionales. A continuacién se presenta el avance 
en la construccién de curvas elipticas de rango mayor utilizando este método. 

1992 J.-P. Mestre r>15  [Mes92} 
1992 K. Nagao r>17 [Nag92J 
1992S. Fermigier r>19 ([Fer92] 
1993 K. Nagao r>20 [Nag93] 
1994 K. Nagao, T. Couya r>21 [Nag94] 

Existen resultados que atin no se han publicado, sin embargo pueden encon- 

trarse en paginas electrénicas. 

1996S. Fermigier r 2 22 

1998 R. Martin, W. McMillen 7 > 23 

7.2.1 Construccién de Mestre 

Usando la superficie eliptica que se generé en 7.1.1, Mestre construyé una curva 

eliptica de rango al menos 15 ([Mes92]). Tomemos 

32? — 4782 + 1287 
t= 

22 — 429 

con z = 77. Esto nos da como resultado la curva eliptica cuya ecuacién de 
Weierstrass esta dada por: 

y?t+ay = 2° — 20981194451128309649475539994852 

+2665399255 1590286206010035905960909459942897. 

En esta curva se encontraron los siguientes puntos linealmente independi-



  

7.2. CURVAS ELIPTICAS SOBRE Q 83 

entes 

P, = (501737473225534, -6905875723539454906517) 

P, = (506962472826784, —7112110805804266149017) 

P; = (723528240924034, -15925174720190407416017) 

Py = (812523671448034, -19814153331319366764017) 

P; = (~177569372855966, 7636180350046204211983) 

Ps = (—419463909011966, 6392016193970552855983) 

P; = (-499080158224466, —2656234672725490419017) 

Pp (—489670250151966, —3461360602620746284017) 

Py = (—161285098583966, —7503202055979337116017) 

Pio = (576026995032034,9845125145592749267983) 

Hy 

Pi, = (569204876688994 , 957324809054601 2288143) 

Piz = (437566790688034, 4315766925018741755983) 

Piz = (383738756328034, 1627462454566927475983) 

Pig = (380556863867362, 1386435548400000375823) 

Pis = (373690874760034, 658176881176342211983). 

7.2.2 Construcciones de Fermigier 

En 1992 Stéfane Fermingier publica el articulo donde muestra una curva eliptica 

de rango mayor 0 igual a 19. En el mismo articulo menciona resultados de Nagao 
y de Tunnel en el mismo ajio. 

Abril de 1992 Tunnel r > 17 
Mayo de 1992 Nagao r>18 

Curva eliptica de grado > 19 

Usando el método que muestra Mestre en [Mes91a] se trabaja con una curva 

eliptica sobre Q(t) que se obtiene a partir de un polinomio de la forma p(z) = 
6 

g(r - t)q(z +4), donde q(z) = [] (2 — aj). Este polinomio se descompone de la 
i=1 

forma p = g° — r, en donde se busca que el polinomio r sea de grado menor 0 

igual a cuatro para poder definir la cudrtica, que a su vez es una curva elfptica, 

con la ecuacién 

2 y? =r(z). 

Para la construccién de esta curva Fermigier toma |os siguientes valores:
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-36 
—25 
-18 
13 
31 
38 
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= 
a a 

2 2 
ow 

we 
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2 a 

De esta forma tiene construida una curva eliptica sobre Q(t). Si se usa t = 
979/87 se tiene entonces una curva definida por 

22913923/252324 — 231116966/25232* + 107277707205691 /190965872" 
—163923859763944/19096587z + 1303700052367898928/ 144542067003 

que tiene como forma minima de Weierstrass 

y +zy—-y = 2) +22 — 20637587012466263707737269782 
+328386477933061330751037470858338091 14881. 

Los 19 puntos independientes son: 

Ul 

~30987785091199, 258909576181697016447) 

— 2888951703967, 261435145473088 184895) 

~71487320458034575/7921, 1587809428223724811268517943/ 704969) 

—5811612460699807 /2401, 22879566180834025272238959/117649) 

13824498650633, 83368523386975203271) 

(761787717625797737 /51529, —87218166108192440895 7800795 /11697083) 

(—6768903225745, —215633697068279328993) 

(—26753594302623, —262493028566521557409) 

(-43702888408807, — 198899103401955431409) 

(—3473544815195797742755/66896041, 

—720367355474239205275292698047 /547142719339) 

(—4844597663662 10646627 1/94965025, 

677265341 1890968324 1734294312143/925434168625) 

~505271 10390373, 90106963524511847991) 

—45015432587775, 185797905595910416127) 

—385165144189, —183394325158424667243) 

12603290965505, 93970415796904223487) 

~17345672207357056815/421201, 

—59881991231482114022330423257 /273359449) 

(19374570094625, —11265860759711920353) 

(—1148870915488663/169, ~474033106804620147824853 /2197) 

(—124803550432849879/32041, 1158739203591364356910897749/5735339) 

( 
( 
( 
( 
( 

( 
( 
( 
( 
( 
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Curva eliptica de rango 2 22 

Con es mismo método que el anterior Fermingier construye en 1996 una curva 

eliptica de rango mayor o igual a 22. Este resultado no esta publicado atin 
pero se puede encontrar en una pagina electronica que El mismo construyé. La 

direccién es: 

http://www.fermigier.com/fermigier /elliptic.html 

La curva eliptica que presenta esta definida por la ecuacién 

y+syty = az? — 940299517776391362903023 1211658642 

+107073630707197430334252955 1544927453465 1 125011362
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En este caso los puntos independientes son 

Py, = (32741153161482344261/3025, —223089674587 110979578532 169697 / 166375) 

Pz, = (215521674613198983365 /24649, —6872949155061353554235 704378947 /3869893) 

Py = (637312541911044643/81, ~1420356190129296832193564087 /729) 

P, = (-11906250919327880080/361, —16580788535875 788634 285886853 /6859) 

Ps = (~136152345735493381/4, —14482270545045735913281693/8) 

Pa = (—27830298157016213012252/7134241, 

72099692861364392796183359497454267 / 19055557711) 

P, = (4127671322151440, 26261076920456131 16291646) 

Pg = (6175679781777296, 2266254335997033124678449) 

Py = (12047255022287093, 1061993236525943920980477) 

Pig = (416685837455186583191 /32761, 

5321268222786709669160311587369 /5929741) 

Py, = (149915813139075767108024/10220809, 

8704326838108646949177663157917117/32675926373) 

Piz = (58759417448623559/4, 2030968553150713398654657 /8) 

Py3 = (237195157887349854919517 / 16024009, 

—11477798111611307979707215505421441 /64144108027) 

Pra = (9568474434078537574436/687241, 

319520556343135681977874272805086/569722789) 

Pis = (1725892668710258675291 /177241, 

117378050663464845770966453025039/74618461) 

Pig = (~35277008506980340471 / 1024, 48766027 143946934 186731674507 /32768) 

Pip = (-2752742763529705669/121, 6000532252 185982381233585699/1331) 

Pig = (—18552633109178014, -4665466215824339436717966) 

Pyy = (—113251707338691 187737649969 /3304065361, 

310152527894831470820009872373229341 739/189920981015641) 

Px = (—7572001778163591251/729, ~86590661426506799357663502953/ 19683) 

Py = (—380526048554032285152211/11242609, 

73081235744931307684790623068490233/37696467977) 

Px, = (—1503889497722021588110681/42784681, 

—1607058851701167501515346409247 19585 /279854598421 ) 

7.2.3 Construcciones de Nagao 

Otro personaje que construye curvas elipticas de rango mayor a partir de su- 

perficies es Koh-ichi Nagao, primero una de rango mayor o igual a 17 en 1992,
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luego una de rango mayor o igual a 20 en 1993 y junto con Tomonori Kouya 

construye una de rango mayor o igual a 21 en 1994. 

Curva eliptica de rango > 17 

En 1992 Nagao presenta los siguientes resultados ([Nag92]). Se considera la 

curva definida por (9.1), y se buscéd en los nuimeros de la forma t = t1 /t2, donde 

(t;,t2) recorre todos los enteros coprimos tales que 1 < t) < 1000 y 1 < t2 < 100. 

De esta forma se encontré que para t = 537/71 y t = 866/35 se tiene curvas 

elipticas de rango mayor o igual a 17. 

Para t = 537/71 En este caso se tiene la curva definida por la ecuacién minima 

de Weierstrass 

y? + airy + agy = 2° + apz* + a4z + a6 

con 

a, = 1 

am = 0 

a30F= 0 

a; = —1895782483362476188257825431 

ag = 42810746555185028468846212199762991367145. 

En la curva generada por esta ecuacién se tienen los siguiertes puntos inde-
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pendientes 

P, = (9529946590244278/81, 877339317930179132982349/729) 

Py = (20121870453749702/169, 2695230693436703340441 1017/2197) 

P3 = (832895565844694, — 24005332955074426764879) 

P, = (170323128927446, —2158931233727022802795) 

P, = (2705247588331766/49, —111897080628880491318877/343) 

Ps = (42800399533958, —200188548806606122939) 

P; = (911893195333944758/22801, —605810297183101189471 167469/3442951) 

Py = (825902562282742/49, —42873975604122721153117/343) 

Py = (1381131197535594758/32041, 1163925394071743348949284359/5735339) 

Py = (232185257760483651238/4923961, 

2637393845318100394599410665999/ 10926269459) 

Pi, = (750266915475561127/1444, 15957698316628635168731107 /54872) 

Pr (5504888839278, 324451948662567802901) 

Piz = (56063905437398, 335773236821174910101) 

Py = (222469439971613318/3721, 858876755713968066675 76841 /226981) 

Pyy = (892018268333445638/961, 8415771655744254665321 40971 /29791) 

Pig = (1087869867462051014/29929, -766682063863902139838061287/5177717) 

Piz = (1403950398237398, 52580177817811779812501) 

Para t = 866/35 

en este caso tenemos Ja curva definida por la ecuacién minima de Weierstrass 

similar a la anterior dada por los coeficientes 

a, = 0 

a = 1 

a, = 0 

a% —18678018087690013395692891145 

ag = 966788754934919721471057668405679651086763
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con los siguientes puntos independientes. 

RA 

Po 

P; 

P, 

Ps 

Pe 

Pr 

Ps 

Po 

Pio 

Pu 

Piz 

Py 

Pu 

Ps 

Pr 

Pur 

Uf 
Ui 

il 
u 

(987132393978079331954/ 12581209, 4415586480184045265 1790531875 /44625548323) 

(536043810645 1911/81, &32408927123396980500/729) 

(13270945713669554/169, 2555271033060881 176965 /2167) 

(857729078027047559/ 10609, 39912099554 742671720961420/ 1092727) 

(79430124839906, 14615920705150940175) 

(4607314783851323, -312597047325749802318252) 

(2573692194283109/4, -127862522511653550016935/8) 

(17056161852252446/49, —2078193005890922295589500/343) 

(17056161852252119/52441, -656366039306811393976716300/45008989) 

(81650469905306, —48961061265151525875) 

(14515046737185390509/ 187489, 1323774083443035484317172500/81182737) 

(951024572107238604431 /12243001, 528074563286919141440933947500/42838260499) 

(6325031874698559898 1 /81 1801, 6402633724575591 190797301500/ 731432701) 

(383087327491229/4, -2199020909677353716955/8) 

(1738525538929581791 /22201, 9310903033909158740238180/3307949) 

(443811832334711, -895450573635895 1228460) 

(4025625174011254909/27889, —5324653812843602019420280500/4657463). 

Curva eliptica de rango > 20 

Usando el mismo método que Mestre en [Mes91a] en el método alterno Nagao 
construye en [Nag93] una curva eliptica a partir de una cudrtica sobre el campo 

Q(t). Se usa el polinomio p(x) = g{z — t)g(z + t) donde g(x) = Il (x — a@;), en 
i=l 

este caso se toman 

95 
7 
66 
58 
13 
0 

&
P
s
s
e
s
e
 

f
i
o
n
a
 

a 

para obtener una curva eliptica de rango al menos 12 sobre Q(t). Cuando 
tomamos t = 619/195 o t = 349/48 se obtienen curvas el{pticas de rango mayor 
6 igual a 20. En el primer caso se obtiene una curva eliptica con un modelo 
minimo de Weierstrass dado por la ecuacién 

ytsy = 2° — 431092980766333677958362095891 1662 

+5156283555366643659035652799871 176909391533088196 

con los siuientes puntos independientes:
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(1117677105220842826524/37249, 

31530479477 18548901 1505872316434/7189057 

(380950172143601 76, 6634638907 482675334232862) 

(128263157005359747/4, 39438837388807975937649915/8) 

(173541370721241727764/4489 

20458131134925783217097 74085406 /300763) 

(114037038978699019879860444 /2903808769, 

1093029826650184196976652135696199191086/ 156477543135 103) 

(102579683196689625565576980/3236130769, 

88940593152075534925478309 1883555261398 /184093771056103) 

(520590665688949735068 /11881, 

10865365165484759274005818215450/ 1295029) 

(201537570874848579/4, 8441463032785227366069857 1 /8) 

(8566017671075667672/ 169, 23408663211165662031648247674 /2197) 

(84810811649507676, 24054695979596 704444705362) 

(—21830796739843140, 2040388505636168283880914) 

(—2234086367006310516/121, 3476314228926730107073128678/1331) 

(—398890292913112314601476/47513449, 

93961572538281697461686 1962133589434 /327510203957) 

(—38850378311984740900/5041, 

1013647136758546790991381788254 /357911) 

(41096153652874282067804 /58874929, 

71248334405 1989593825064319402912354/451747330217) 

(3030869760973710007623516/266375041, 

570879498606 18098289249576722047 13682 /4347507044161) 

(5668123803956059068/361, 10307638984731401904281889030/6859) 

(—580/361085179727432048324/267289801, 

9/18279752358533631568966242553347738 /4369920956549) 

(—256381598399113962133604/10169721, 

13155366905 79965438 790878526287 78 /32431240269) 

(479228870284501996956/167281, 

1358883162010987994 76616096547298 /68417929) 

En este mismo articulo se mencionan otras tres curvas elipticas de rango al
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menos 19 definidas con los pardmetros dado en la siguiente tabla 

a= 34 

a= 31 

a3 = 28 

ag= 27 

a,= 1 

ag = 0 

+ ul 

34 50 
31 42 
28 37 
27 29 
1 4 
0 0 

7582/623 6441/59 8429/52 

Curva elfptica de rango > 21 

En 1994 Nagao publica un articulo junto con Kouya ([Nag94]) en el que pre- 

sentan una curva eliptica de rango al menos 21. En este casd se usa la misma 

técnica que en el anterior pero con los valores 

a, = 399 
a2 = 380 
a2 = 352 

a, = 47 

a, =4 

ag =0 
t = 14721/376 

con los cuales se obtiene la curva eliptica con un modelo minimo de Weierstrass 

dado por la ecuacién 

ytsyty = a? 4 2? — 21584377242244392201519952702159835z 

—19474361277787 15194725596 1435459054151501792241320533



92 CAPITULO 7. CURVAS ELIPTICAS DE RANGO MAYOR 

con los siguientes puntos independientes: 

P, 

Ps 

Py 

Ps 

(800843008889340065933/16, 22662214190910903990783584765347/64) 

(10610541066763914590637/2209, 10877441 14825178454840094794778034/ 103823) 

(907 1869467806341 43, 72891638616845183064 1677698) 

(196833201085564442194083107/227919409, 

2277807398930440819587410184793923763894 /344089931 7673) 

(185463474 139064652528000075/366301321, 

22569985 7838583242849473830466481978 146 /7010640982619) 

(+ 12485261071234691432503 /123904, 

1543303353428939982282171752702539 /43614208) 

(—59703014087684747037/361, 741881245094 154068525036 126962/6859) 

—732704163404799613067 /361, 866878137858638793891 117943482 /6859) 

360733396398627565, 106985840484096728947883974) 

389445180957906897, 742883551 18790673852542098) 

(—1474458350349858512665407/14205361, 

22784934015783680843 10409028259332632/53540005609) 

(-11430585603546889269 1779277 /278589481, 

16972779768877136292841029639987095378 / 4649937027371) 

(-21972533600828202797/81, 100790786584963504563876005302/729) 

(—25047938415396324842058977/71216721, 

683471925669844943007522052612937752062/600997908519) 

(3434828081885 1 18352213715284707 /5137262501809, 

42799124838389250442349391653296975 76812433846 /11643877735262694377) 

(~227656313261676647, 133660024327268949095297798) 

(—4098089434105992137835293/12552849, 

56600884 13991351759301403659890889 706 / 44474744007) 

(26578287 3586917802021 2617/ 1495729, 

4174499731549997 186596131721273201376/ 1839376567) 

(8839650043 14243424124994323/850947241, 

2325007798600221 7145041 7087212768121 78 /24822/91967211) 

(37543938954172817109003/73441, 

1224097915991280099903835490020298 / 19902511) 

(19165312347502458410162233/17214201, 

755938398 1574148545034899705555 1694952 /71421719949) 

( 
( 
(
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7.2.4 Curva eliptica de rango > 23 

El resultado mds reciente en la biisqueda de curvas de rango mayor no ha sido 

publicado atin, sin embargo se puede consultar en la pagina electronica 

http://www.math.niu.edu/~rusin/known-math/98/hirank 

Aqui se presenta una curva de rango al menos 23 y se menciona que fue en- 

contrada por Roland Martin y William McMillen. Esta fechado como resultado 

de 1998 y la curva que se presenta tiene por ecuaci6n 

y2tayty = r3- 192529664086740128280659646164184417232 

+326855007277 1637625792334707 1452044295907 443056345614006 

Los puntos independientes tiene las siguientes coordenadas: 

P1 = (16902136044621724275584661392595/119224493521, 

6945551978497 1993679807552308609739430858248812/41166906143372569) 

P2 = (6647882272466103821634772046571/30891226081, 

—171370238447109871400493873099459538929462 13544 /5429411004770479) 

(1277229332035649706664846727592 /2961427561, 

144338084333927239745872103074239201 6696304046 /161157926442059) 

P4 = (1754834771916476982132090651 /369369961, 

49412130720987886904443301 1527587 10388796 / 7098921280459) 

P5 = (902743031953703698667092998 /307406089, 

6538434104009303265024749952830709029353 / 5389750958437) 

PG = (103579510135061476534950819 /45091225, 

2306978833635518700887298545043744 14548 /302787575875) 

P7 = (31762041569407766003397375255 / 14054813809, 

141138108929134975316476880855892 1002947204 / 166624034 1498377) 

P& = (29436984213667648723395 / 17956, 

5657335012046240705357319452802233/2406104) 

P3 i
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P9 

P10 

Pli 

P12 

P13 

Pl4 

P15 

P16 

Pl7 

Pig 

P19 

P20 

P21 

P22 

P23 
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(1127027270330215920, 3523978 1274071006741 10377602) 

(686464244502821899711515/139129, 

~ 39456365 1945882403580468873435105816/51895117) 

(11962675953816366561795 /1369, 

—1167962768316319592876571517317044/50653) 

(30520680805402695 175757355 /3345241, 

~151915114589061403100759698 1065323331 12/6118445789) 

(11449775538050756019357635316/967521025, 

—11507750319084169 189551 15365651634494501651 /3009474 1482625) 

(49694 18243982621661795591770/1285294201, 

184569435055535326363669745422918052707327 /46079082400051) 

(480465 113537612829840777315/ 160801, 

—1053155064770271481485216922467820744 1368 /64481201) 

(97907154284679777917982542 166035 /57601436172721, 

9648747225373912936137867481 144884 748829936835 72/437 169613520472565481) 

(249989354826313432718977195/4397409, 

3941156276776007263792745630379334937996/9221366673) 

(54840074123086507808388135/3996001, 

3874969787906537097210612941 19215460988 /7988005999) 

(96901413 19063801580189469420/8759088 1, 

—953144078079942906360903670036536669593542/8 19763055279) 

(882142442406602738753880/76729, 

—77539455668083765 1292 166377698874 734 /21253933) 

(2812175950395226936581984 /24025, 

471262427 1973109965160039085789391367 /3723875) 

(7126269737 10101740607975233707 1371/2947 180538019481, 

83015454575998684006900205726968222686505350799684 / 

159996363164349841378621) 

(2143448685801212487450/841, 10099849221 1 89668277354753748208 / 24389).
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