UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

'FACULTAD DE CIENCIAS

INTRODUCCION A LA TEORIA DE

CARTERAS |
(RIESGO Y DIVERSIFICACION)
T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE

ACTUARIO
PRESENTA, .
JORGE ALBERTO GONZALEZ CASTANON

DIRECTOR DE TESIS:
ACT. AURORA VALDEZ MICHEL

X

D

Zy

Mexico, D.F.
\)’b FACULTAD DI CInNCIAS

SECCION ESCOLAR

,)ﬂb




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



VAIVERADAD NACJONAL
AVENTMA DE
MExICO

MAT. MARGARITA ELVIRA CHAVEZ CANO
Jefa de 1a Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicames a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis: " TNTRODUCCION A LA TEORIA
DE CARTERAS (RTIESGO Y DIVERSIFICACLON)".

realizadopor JORGE ALBERTO GONZALEZ CASTANON
con namero de cuenta gg22187-0 , pasante de la carrera de ACTUARIA.

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

! Atentamente
] —
Director de Tesis
Propietario ACT AURORA VALDEZ MICHEL
T - P
Propietario ACT.MARINA CASTILLO GARDUXO __, et
Propietario ACT.LETICIA DANIEL ORANA /4 7 e fbaaﬂ/f
Suplente ACT .NOEMI VELAZQUEZ SANCHEZ 7Q @MM

Suplente ACT.LAURA MIRIAM QUEROL GONZALEZ /g’;ﬂ(f




DEDICATORIA Y AGRADECIMIENTOS

Esta tesis esta {otalmente dedicada a mis padres: Ma. Magdalena Castafién y Jos¢
Gonzilez v a mis hermanos, en agradecimiento de haberme dejade ser libre en todos los
aspectos de la vida, asi como una muestra del carifio y respeto que les tengo.

Gracias...

Doy gracias a mi directora de tesis Act. Aurora Valdés Michel por su ayuda
mostrada para conmigo en la realizacién de este trabajo, ya que siempre se mostrd
dispuesta a orientarme y a aconsejarme de la mejor manera posible. Y a todas y cada una de
las personas que me ayudaron

Gracias...

A todos tos que forman la Facultad de Ciencias.

Gracias...



INTRODUCCION

Dentro de las diversas disciplinas que conforman el campo de la gerencia de empresas, la
administracion financiera es quiza la que, tanto en cuanto a contenido, como a enfoques €
instrumental de andlisis, haya evolucionada mds profunda y rapidamente en las dos ultimas
décadas.

Un factor clave en el desarrolle de las cuestiones basicas de la disciplina ha sido la
evolucion de fa llamada Teora de la Cartera (Portfolio theory). Tan importantes han sido
las consecuencias para 1a teoria financiera que la Academia Sueca, al otorgar los premios
Nobel de economia 1990, galardoné a Harry Markowitz y William Sharpe por sus
contribuciones en el campo de la seleccion de inversiones y el comportamiento de los
mercados de capitales.

Los temas abordados por estos dos economistas ocupan el lugar ceniral de esta tesis, que es
Ia de exponer jos fundamentos de la Teoria de la Cartera que sustentan las decisiones de
inversién bajo riesgo.

Primeramente en tema 1.1 se estudia el concepto de medida matemética del riesgo el cual es
muy importante para tedo inversionista y para el estudio de la Teoria de la Cartera..

En el tema 1.2 s¢ define €] otro concepto bésico para el desarrollo del tema de esta tesis,
este es el de rendimiento esperado o esperanza matematica . En el capitulo 1.3 se da la
definicién del Criterio de la Media-Varianza aplicandolo a una cartera constituida por dos
activos de inversién, desde aqui y a lo largo de toda la tesis se hace un analisis matemitico
formal de los temas, formulas y graficas expuestos. En el tema 1.4 se definen los concepios
“eficiente” y “dominancia” para discriminar entre inversiones segiin el Criterio de la
Media-Varianza. En el tema 1.5 se generalizan los resultados vistos en los capitulos
anteriores a carteras constituidas por tres o més activos de inversion, basando sw andlisis
grafico en un espacio riesge- rendimiento esperado.

A pariir del capitulo 2 se estudia un tema de suma {mportancia en la Teoria Carteras, la
diversificacién. Primeramente en ¢l tema 2.1 se estudia uno de los casos extremas cuando
hay una correlacién lineal perfecta positiva {(p = 1) liegando a la conclusion de que no es
posible construir un poriafolio con menor riesgo que el de aquella inversién que lo tiene
menor. En el tema 2.2 se estudia el otro caso extremo, es decir, ecuando hay una
correlacién lineal perfecta negativa (p = -1) en €l cual si es posible el construir un portafolio
de inversion con riesge menor que el de las inversiones que forman fa cartera, y aln mis,es
posible construir un portafolio sin riesgo. En el tema 2.3 se estudia el caso intermedio, en el
que las inversiones que forman la cartera son incorelacionadas, es decir, el coeficiente de
correlacion lineal es igual a cero (p = ), también en este caso se puede construir un
portafolio de riesgo menor que el de aquella inversitn que tenga el menor fesgo. En €l
tema 2.4 se estudia el caso general en que el coeficiente de correlacion lineal se encuentra
entre -1 y 1, es decir (-1 < p < 1), llegando a la conclusién de que el rendimiento esperado
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de los portafolios de inversién es independiente de la comelacién que existe entre las
inversiones que componen el portafolio, resultande en consecuencia que esa correlacién
influye solamente en ¢l riesgo.

El objetivo del capitulo 4 es explicar las técnicas basicas que permiten construir la frontera
eficiente asociada a cualguier conjunto de activos de riesgo, mediante multiplicadores de
Lagrange.

La importancia de la administracién del riesgo se ha visto incrementada recientemente
como resultado de la inestabilidad en la economia mundial, provecando con esto un
creciente interés por parte de los agentes econdmicos por utilizar, crear y perfeccionar
mecanismos para lograr una efectiva medicion de este riesgo v, de esta forma, estar en
posibilidad de contrarrestarlo.

El rieszo es un concepto subjetivo que se define como un cambio adverso en las
condiciones esperadas, con la posibilidad de causar una pérdida o un daflo mayor.

Dependiendo de la naturaleza del evento referide hay dos ramas del riesgo: riesgo purc y
riesgo especulativo.

1.1. -Riesgo Puro: Es cuando existe incertidumbre de pérdida ocasionada por
causas fortuitas, accidentales o inesperadas. A su vez se clasifican en tres categorfas

a).-Riesgos Fortuitos: Son aquellos ajenos a la voluntad de una persona, no se
pueden controlar y por lo tanto invariablemente ocasionan pérdidas, en activos o en
el factor humano; algunos ejemptos son incendios, accidentes e invalidez.

b).-Riesgos de Actos Criminales: Estos riesgos son ocasionados por personas que
pueden pertenecer o no a la empresa los cuales tienen como consecuencia pérdidas
materiales, y pueden incluso provocar la quicbra de la empresa. Algunos gjemplos
son asalto, abuso de confianza y vandalismo.

¢).-Riesgos Naturales: Todas las empresas estan expuestas a la presencia de
catastrofes naturales, cuando esto sucede puede provecarse daflos materiales en las
instalaciones y en ocasiones son tan grandes que toda una industria puede ver
perjudicado su mercado y por lo tanto sus ventas. Algunos ejemplos son
inundaciones, terremotos, huracanes, etc.

La forma de afrontar el riesgo puro no depende tanto de la actitud que se tenga hacia €I, ya
que no s¢ busca obtener ganancias sino protegerse contra posibles pérdidas. Por ejemplo,
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quien adquiere un seguro para proteger su casa o su cmpresa, lo hace por evitar la posible
pérdida que podria derivarse de algin hecho inesperado coino podria scr un incendic.

1.2.-Riesgo Especulativo: Este riesgo refleja la existencia de acontecimientos que pueden
generar tanto pérdidas come ganancias, este tipo de riesgo generaimente esta asociado a
decisiones empresariales, inversiones y juegos de azar.

El riesgo especulativo se divide en seis grupos los cuales a continuacién se mencionan

a).- Riesgos Técnicos: Son aquellos que sc¢ presentan al adquirir maquinaria o
implementar nuevas técnicas con €l fin de ser mas productivos y, estas técnicas y/o
ta maquinaria de no ser las adecuadas pueden traer pérdidas.

b).- Riesgos de Produccién: La mayoria de las empresas presentan este tipo de
riesgo que se deriva de la dependencia que se tiene de los proveedores, de las
materias primas y en general todo le que afecta a la produccion.

¢).- Riesgos de Mercado: Estos riesgos son ocasionados por las decisiones que se
toman en el area de mercadotecnia. Cuando se va a lanzar un producto debe hacerse
una investigacion de mercado que permita ubicar el segmento de mercado a
explotar, la publicidad la promocion, etcétera. Estas medidas deben tomarse , entre
otras cosas, con el fin de minimizar el riesgo.

d).- Riesgos Econémices: Nuestro pais se encuentra en una etapa de apertura y
globalizacién, las decisiones que se toman en cuanto a la cconomia de México son
con el fin de lograr un mayor desarrollo. Sin embargo las empresas que st
encuentran dentro del pais estan expuestas a los cambios que se dan por causas
macroecondmicas como inflacién, politica fiscal, ete.

e).- Riesgos Laborales: Las decisiones que se toman en una empresa en cuanto a la
eleccion del factor humano son trascendentes debido a que es el hombre €l que toma
las decisiones y pone la mano de obra para el buen funcionamiento de la empresa.
Resulta importante la labor que se efectie en el area de recursos humanos en cuanto
a Ta eleccion del personal idéneo para i puesto. Debe tenerse una vision lateral que
vigile tanto lo que requiere la empresa del empleado, (de acuerdo al puesto que se
vaya a desempefar), como el compromiso por parte de la empresa de satisfacer las
necesidades del empleado para que este pueda desempefiar adecuadamente su
trabajo. De lo contrario puede ocasionar entre otras cosas mala produecién, rotacion
o problemas sindicales que afecten a la organizacion.



f.-Riesgos Financieros: En una empiesa 5 (0Mian decisiones de imversion ¥
financiamiento buscando cumplir con los objetivos de la misma; debemos
considerar el tipo de economia en que s¢ esie viviende y los Riesgos financieros que
son ocasionados principalmente por fluctuaciones en el tipo de cambio, las tasas de
interés v otros factores. Estos cambios pueden afectar a la empresa al provocarle
pérdidas.

Para enfrentar el riesgo especulativo es necesario considerar la actitud que frente al
mismo se tenga, siendo sus extremos el tomar todos los Riesgos posibles o el buscar

’ todas las medidas necesarias para evitarlo; esta actitud estard determinada por la
situacion enfrentada, por la magnitud de las consecuencias que esta puede causar y
sobre todo por las preferencias particulares de los individuos o administradores de
Riesgos de la empresa.

DIFERENTES TIPOS DE RIESGOS FINANCIEROS

El riesgo financiero se divide en riesgo financiero por apalancamiento y riesgo
financiero estratégico.

El primero se refiere al riesgo que pueden enfrentar las empresas por sus costos fijos
de operacién (teniendo efectos sobre las utilidades de la empresa) y por sus costos
financieros en si, es decir, por el costo de su deuda.

El segundo tipo de riesgo financiero {estratégico) es aquél ocasionado por
fiuctuaciones en los precios de los tipos de cambio, tasas de interés, etc.; que
repercuten en el valor global de la empresa.

Las instituciones financieras, especialmente los bances, no enfrentan Gnicamente el
riesgo por fluctuaciones en tasas de interés, sino que dada la naturaleza de sus
operaciones y la volatilidad de la economia intemnacional estan expuestas a los
siguientes tipos de riesgo:

1) Riesgo Crediticio: Se define como la probabilidad de que disminuya el valor de
los activos de wna institucion financiera ( especialmente los prestamos } debide
a la falta de cumplimiento de las obligaciones conltraidas por parte de los
agentes relacionados con la institucién. Este tipo de riesgo puede determinarse a
través de la relacion existente entre las carteras vencida e irrecuperable del banco
y la total de prestamos otorgados.

2) Riesgo de Liquidez: Esta categoria s¢ refiere a la posibilidad de que en un
momento dado, el banco no tenga la cantidad suficiente de dinero en efectivo,
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4)

3)

)

para cubrir los retitos sobre sus pasivos asl como para destinar recursos
adicionales para prestamos. Esta situacion puede ocasionar que las instituciones
tengan que demandar fondos a costos extra normales, provocando con ello un
deterioro en ganancias. El riesgo de liguidez se cuantifica a través de la relacion
existente entre el total de los prestamos otorgados por ¢l banco y el total de sus
activos; es decir, entre mayor sea ¢l porcentaje de prestamos respecto al activo
total, mayor sera la probabilidad de incurrir en el riesgo de liquidez.

Riesge sobre Ganancias: Resulta de los movimientos inesperados que
pudieran surgir en las utilidades del banco debido a factores intrinsecos los
cuales son controlabies, tal como su eficiencia —~como a extrinsecos- sobre Jos
cuales el banco no tiene injerencia directa; aqui se pueden incluir los cambios
inesperados en la economia y en las regulaciones. Este riesgo se mide por medio
del calculo de la varianza de los diferentes indicadores de desempefio de los
bancos tales como ingresos netos, rendimiento sobre capital y rendimiento sobre
activos.

Riesgo de Solvencia: Las instituciones bancarias deben mantener un estricto
control sobre Ia calidad de sus prestamos ya que un excesivo porcentaje de
cuentas incobrables pueden porer en peligro su permanencia dentro def mercado
a largo plazo, constituyendo este riesgo de solvencia o abandono.

Riesgo de Mercado: A esie tipe de riesgo también se le conoce como riesgo
sistematico, v es al cual se enfrentan los agentes econdmicos por ¢l solo hecho
de participar en el mercado, no pudiéndolo eliminar mediante la diversificacién.
En el caso de las instituciones financieras, éste tipo de riesgo esta representado
por fluctuaciones inesperadas en los precios de los actives financieros (
entendiéndose por estos las tasas de interés, tipos de cambio ¢ indices bursdtiles
por mencionar los mis importantes) y en casos especificos cuestiones tales como
modificaciones en la legislacion. E! coeficiente beta es la medida tipica de este
tipo de riesgo.

Riesgo por Fluctuaciones en las tasas de interés: Este riesgo refleja el impacto
que tienen los movimientos inesperados en las fasas de interés sobre las
ganancias de las instituciones, principalmente las financieras. El entomo
financiero imernacional ha mottvado que se desarrollen nuevas técnicas para
medir este tipo de riesge financiero; eatre los principales se encuentran el
manejo del Gap o brecha de madurez, y el anilisis de Duracién o vida promedio
de activos. En la operacion diaria de las instituciones financieras, este riesgo
representa un caso especifico del riesgo de mercado.

Aungue o se expresa formalmente en esta clasificacion, el mds importante de estos
riesgos es el ocasionado por fluctuaciones en las tasas de interés, ya que un
movimiento brusco en éstas puede propiciar, en mayor o menor medida, que se

vil



incremente la probabilidad de que una institucién financiera incurra en cualquiera de
los riesgos mencionados anteriormente.

En el capitulo 1 se analizaran algunos criterios para la medida cuantificable det
riesgo, estos criterios tienen sus bases en la estadistica basica sin embargo son tan

poderesos como pata encentrar entre varias opciones de inversion aguella que tenga
el riesgo menor.

Es asi como ésta tesis establece una introduccion a la Teoria de Carteras.

ViR
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CAPITULO 1
EL RIESGO

ALGUNOS PARAMETROS P;ARA LA MEDIDA DEL RIESGO.

EL DESVIO MEDIO ABSOLUTO (DMA)

Uno de los parametros propuestos por los estadisticos para medir el riesgo es €l
conocido como desvio medio absoluto (DMA), que consiste en tomar el valor absoluto
de 1a diferencia de los rendimientos de la inversidn y la esperanza matemdtica de los
rendimientos, matematicamente la formula es la siguiente:

N
DMA(L) = Z {Li - [*i] pie (El valor mas pequeiio) 1)
=1

Donde:

[n es el rendimiento i de la inversién 1 cuando el estado de la economia es t
coni=1,2,.n v t=1,2N

I*i es la esperanza matematica o valar promedio ponderado de los

pit es la probabilidad del rendimiento de la inversién Ii cuando el estado de
la economia es t con t=1,2,,,N

Suponuamos que un inversiomista tiene que invertir en algunas de las tres inversiones
pong g

presentadas en la siguiente tabla, tomando como base para su eleccion la inversion de
menor riesgo,

Estado de la Probabilidad | Rendimiento % Rendimiento % | Rendimiento %
Economia (1) (piv) delalov. 1 (i=1) |delainv. 2 (i=2) jdelalnv. 3(i=3)
Excelente 0.20 90 90 70
Bueno 0.25 45 80 63
Regular 0.50 30 10 50

Malo 0.05 10 0 5

Tabla 1




Aplicando ¢l DMA a cada una de las inversiones para encontrar cada uno de los riesgos,
se tiene:

Las respectivas esperanzas matematicas son:
T* = (0.20)(90) + (0.25)(45) + (0.50)(30) + (0.05)(10) = 44.75
1*2 = {0.20)(90) + (0.25)(80) + (0.50%10) + (0.05)(0) = 43
I*3= (0.20)(70) + (0.25)65) + (0.50}(50) + (0.05)(3) = 55.5
para la primera inversién

4

DMA(I) = Z|lu-I¥| pu=

=l

190 = 44.75] (0.20) + |45 — 44.75] (0.25) + 30 - 44.75{(0.50) + |10 - 44.75{(0.05)

=905 +0.0625 + 7.375 + 1.7375 = 18.225

para la inversion 2
1
DMA(I2) = T |l - %2 pau =
=i
190 - 431 (0.20) + [80 - 43 (0.25) + 10 - 43] (0.50) + 10 - 43{ {0.05)
1=1

=94+9.25+16.5+2.15=37.30

para la tercera inversion

4
DMA(I:) =E [iu-1*pn=
=i

170 — 55.5] (0.20) + |65 — 55.5] (0.25) + |50 - 55.5] (0.50) 15 - 55.5] (0.05}

=29+2375+2.75+2.775=10.8

Estos valores muestran que €l riesgo por unidad de rendimiento esperado es inferior
para la inversién 3, por lo tanto, el inversionista que basa su decisidn unicamente en el
riesgo de cada inversion decidird ta inversion 3 por tener menor DESVIO MEDIO
ABSOLUTO (riesguo).




LA VARIANZA COMO MEDIDA DEL RIESGO

Otro pardmetro estadistico utilizado para medir el riesgo de una inversidn es la
varianza, ésta medida es preferida por los estadisticos a la anterior, ya que es mas
mancjable desde el punto de vista del calculo algebraico cuando se aplica a diversas
combinaciones de variables aleatorias y, junto con la espeéranza matematica, permite
caracterizar varias distribuciones de probabilidades que aparecen con frecuencia en las
aplicaciones précticas.

Su expresion matemdtica es la siguiente:

: : N 2
o(li} = ai = I (Tie - [*i) pic 2)
t=1

La notacién es exactamente la misma que la utilizada en el tema anterior y de hecho a lo
largo de todo este frabajo. Para ejemplificar el uso de la formula de la varianza como
medida del riesgo de una inversién, supongamos el mismo caso mostrado en la tabla 1.

El riesgo para Ja inversion 1 es:
H T 4 2 4 b
sl =c1 =2 (In- %) pre= Z (lic- 44.75) pux
=1

=1

2 2 2 2
= (90 - 44.75) (0.20) + (45 - 44.75) (0.25) + (30 - 44.75) (0.50) + (10 - 44.75) (0.05)

= (2047.5625) (0.20) + (0.0625) (0.25) + (217.5625) (0.50) + (1207.5625) (0.05)

= 409.5125 +0.015625 + 108.78125 + 60.378125 = 578.6875

El riesgo para Ia inversion 2 es:

2 2 4 2 4 2
a(l2y=oci =L (In-I*2) pu=Z (I21- 43} p2
=1

=1

Z 2

2 2 2
~ (90 - 43) (0.20) + (80 - 43) (0.25) + (10 - 43) (0.50) + (0 - 43} (0.05)

=441.8 +342.25 + 544.5 + 92.45= 1421




El riesgo para 1a inversidn 3 es:
1 2 4 2 4 z
o(Is) =c3=I (I3 - [*3) pa = X (e - 55.5) pat
1=1 =1

2 2 ! 2
= (70 — 55.5) (0.20) + (65 — 55.5) (0.25) + (50 - 55.5) (0.50) + (5 - 35.5) (0.05)

= 42.05 +22.5625 + 120.125 + 127.5125 = 312.25

Observando los valores de las varianzas para cada una de las tres inversiones, la
inversidn de menor varianza y por 1o tanto la de menor riesgo es la inversién 3, como ya
se habia demostrado utilizando el criterio de los DESVIOS MEDIOS ABSOLUTOS
(DMA).

EL COEFICIENTE DE VARIACION

El coeficiente de variaciém es un parametro para medir e} nesgo de una inversion, que
esta basado en la desviacién estandar (la raiz cuadrada de la varianza ) y la esperanza
matematica de los rendimientos que puede tomar la inversién {variable aleatonia)

La expresién matematica del coeficiente de variacion es la siguiente:

V({I) = Vi=oi 3
E)
Donde;
V{li)o Vi denota al coeficiente de variacidn para la inversidn §i con i =
1.2,.n
o es la desviacion estandar de los rendimientos de la inversion Ii
E(l) es 1a esperanza matematica o valor esperado de los rendimientos

de la inversion i

El coeficiente de variacién lo que hace es medir la dispersidn de una variable aleatoria
(gue en este caso son los rendimientos de la inversién) a su esperanza matematica.

La desviacién estandar de cada una de las inversiones es Ia raiz cuadrada de su vananza
y la esperanza matematica esta definida de la siguiente manera:

hY
E{li) = L L pit con i =1,2,,n.
=1
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Es decir, la suma de los productos de los rendimicntos 2 inversidn por su respectiva

probabilidad.

Ahora analicemos el funcionamiento del coeficiente de variacién mediante el gjemplo
que se muestra en la tabla 1.

Las respectivas esperanzas matemiticas —para cada una de las tres inversiones ya
anteriormente se han caleulado, en el caso de las desviaciones estandar basta con extraer
raiz cuadrada a las varianzas las cuales se muestran a continuacion:

a(l1) = o1 =24.055

o(l) = o2 = 37,656

o(ls}=ag3=17.663

E(l1) = 44.75
E(I2) = 43
E(l3}=55.5

Los coeficientes de variacién para cada una de las inversiones de la tabla 1 son los
sigulentes:

V(i) = Vi =01 = 24.055 = 0.537
E() 4475

V(L) = V2 =.g2 = 37.696 = 0.876
E(l) 43

V{I3) = Vi=g3=17.663 = 0.318
E(ls) 55.5

Analizando los coeficientes de variacion para las tres inversiones, el que resuita menor
es otra vez el de la inversién 3, por lo tanto, es la inversion de menor riesgo, la cual no
es tan facil de determinar a simple vista sino solamente utilizando algunos de los
criterios para la medida del riesgo.




EL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

Existe un indicador del grado de correlacion entre los rendimientos aleatorios de dos
inversiones, es el denominado coeficiente de correlacién lineal el cual relaciona la
covarianza y las desviaciones estindar de las inversiones, et cual esta definide como
sigue:

p (IiIj) = cov (Ii1i)
o(I) o(li)

que es simbolizado con la notacién abreviada:

pii= g
GiGj

Fsta medida de correlacién es para una cartera de actives constituida por dos
inversiones; Jos valores que toma estan comprendidos entre -1y lexclusivamente. Siel
coeficiente de correlacion lineal toma el valor p 12 = -1 se dice que los rendimientos de
las dos inversiones tienen una correlacién perfecta negativa y significa que entre los
mismos existe una dependencia funcional lineal tal que cuando uno de ellos crece, el
otro decrece en una especifica proporeion. En el caso de ser p 1z =1 se tiene una
correlacién perfecta positiva y su dependencia lineal es tal que al crecer une de ellos
también 1o hace el otro en determinada proporcién. Si p 12={ los rendimientos se dicen
incorrelacionados linealmente y no existe entre los mismos ningiin tipo de relacion
funcional lineal. Cuanto mas proximo a 1 sea el valor absolute del coeficiente de
correlacion lineal, mayor serd la tendencia de los rendimientos a obedecer a una
variacian sistematica conjunta de tipo lineal. Asi en el gjemplo que s¢ estd desarrollando
se obtendra el coeficiente de cotrelacién lineal entre cada par de inversiones para
determinar cual par de ellas forman la cartera con menor riesgo.

La notacién y la formula general para el célculo de la covarianza entre los rendimientes

PP LT

sleatorios de dos activos *i" y *j” cualesquiera, s indica a continuacion.

cov (LI = gij =  (Le = Ii)(Fjt — 1%} pe

t=1

Anteriormente ya se han calculado las desviaciones estandar para cada una de las tres
inversiones de 1a tabla 1. La covarianza entre la inversion 1 y la inversidn 2 es:




4

cov (Il =oiz = Z (L - I*)(2t - *2) pe =
=1

4
cav (Il =iz = Z (L 44.75)(I2t - 43} pr =
=(

= (90 - 44.75)(90 — 43)(0.20) + (45 - 44.75)(80 - 43)(0.25) +

(30 = 44.75)(10 — 43%0.50) + (10 — 44.75)(0 - 43)(0.05)

(45.25)47)(0.20) + (0.25}37)(0.25) + (14.75)(-33)(0.50} + (-34.75)(-43)(0.05)

i

42535 +2.3125 243375+ 74.7125 =159

L.a covarianza para las inversiones 1 y 3 es:

4
cov (Il =cu=Z(Lie-* )Lt -I*)p=
=1

4
cov (I,13) = o1 = T (I — 44.75)(I2t - 55.50) pr=
=

= (90 — 44.75)(70 — 55.50)(0.20) + (45 — 44.75)(65 — 55.50)(0.25) +
(30 - 44.75)(50 - 55.50)(0.50) + (10 - 44.75K(5 ~ 55.50)(0.05)

= (45.25)(14.50)(0.20) + (0.25)(9.50)(0.25) +

(14.75)(-5.50)(0.50) + {-34.73)(-50.5)(0.05)

=131.225 + 0.59375 — 40.5625 + 87.74375 =179

La covarianza para las inversiones 2 y 3 es:

4
cov (I =on =% (In- ¥ -1*3) p=

=1

4
cov {Iz1) =23 = E (In - 43)([3t = 55.50) pr =

=1
= (90 — 43)(70 ~ 55.50)(0.20) + (80 - 43)}(065 - 55.50)(0.25) +

(10— 43%(50 — 55,50)(0.50) + (0 — 43)(5 - 55.50)(0.05)




= (4T)(14.503(0.20) + (37)9.50)(0.25) +
(=33)(-3.50)(0.50) + (-43)(-50.50)(0.05)

= 136.30 + 87.875 + 90.75 + 108.575 = 423.50

E} coeficiente de correlacion lineal para [a inversion Iy 2es:

Prpa=Cip=__ 250  =0285
G152 (24.055)(37.696)

El coeficiente de correiacion lineal para la inversion 1 y 3 es:

Pi=Cun=___ 179 _  _=0,197
0103 (24.055)(37.696)

El coeficiente de correlacion lineal para la inversion 2 y 3 es:

Pu=Gn -~ 42150 . =0.636
0263 (37.696)(17.663)

Analizando los coeficientes de correlacion lineal, el menor es el de la inversién 1 y 3
por lo que estas dos inversiones forman la cartera de dos activos de inversion de minimo
tiesgo. En capitulos posteriores se mostrara como se pueden determinar carteras aln con
riesgo nulo {bajo algunas condiciones).




CRITERIO DEL RENDIMIENTO ESPERADO

El Criterio del Rendimiento Esperado, esta basado en el parimstro que los
estadisticos llaman “esperanza matematica”, “valor esperado” o simplemente “media” ¥
esta definido de la siguiente manera:

N

E(Ii) = £ lit pit coni=1,2,,n. (1)
=1

En donde:

I, eslainversionIconi=1.2,,,,0.

pu es la probabilidad que tiene la inversion i dado el evento t en que se encuentre la
economiacont=1,2,,,.N

E(L) es el rendimiento esperado.

Ejemplo:

Suponga que un inversionista tiene que decidir entre alguna de las siguientes alternativas de
inversion que se le presentan, dados los respectivos estados de la economia y sus respectivas
probabitidades de que sucedan.

Estado de la | Probabilidad |Inversidn 1 (i=1) |Inversidn 2 (i=2) Inversidn 3 (i=3) ]
Economia (t) (Pit) Rendimfento % | Rendimfento % Rendimkemo %
Excelente 0.25 9% 80 ap
Bueno 0.50 75 8 6p
Regular 0.20 40 45 5
Malo 0.05 0 -2D 1
TABLAL

Analizando la situacién presentada en la tabla | no resulta facil por simple inspeccién,
determinar cual es la inversién de mayor convemiencia para el inversionista ya que, en la
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inversion | se puede obtener un rendimiento del 90% pero solo en ¢l caso en el que es estado de
ia economia sea excelente, el cual, tiens una probabilidad del 25%. Mientras que en la inversion
2 existe la posibilidad de tener una pérdida del 20% si ¢l estado de la economia es malo, €l cual |
tiene una probabilidad del 5%. En tanto que en la inversidén 3, no hay probabilidad alguna de
tener un rendimiento negative y por lo tanto en cualquier estado de la economia se puede obtener
un rendimiento positivo.

Aplicando el Criterio del Rendimiento Esperado para cada una de las tres alternativas
presentadas en la tabla 1, se tiene 1o siguiente aplicando la formula (1):

Rendimiento esperado para la inversion 1
4

Ed)=ZhPu=IuPu+TizPo+luPo+l P4

t=1
= (90) (0.25) + (75) (0.50) + (40) (0.20) + (0) (0.05)
=68

Rendimiento esperado para la inversién 2

4
E(12) = £ 12 Px=In Par + 2 P22 + L3 P23 + [24 P2y

=1

= (80) (0.25) + (80) (0.50) (45) (0.20) + (-20) (0.05)
=68

Rendimiento esperado para la inversion 3
4

E(I5) = £ [y P3o = It Pavt [z P2 + 13 Paa + 1sa P
=

= (80)(0.25) + (60) (0.50) + (50) (0.20) + (10} (€.05)

= 60.50

De ésta manera se observa que la inversién 1 y 2 son las que tienen mayor rendimiento esperado,
aunque hay que observar que en la inversidn 2 se tiene la probabilidad del 5% de tener una
pérdida del 20% pero, hay un 75% de tener un rendimiente positivo del 80%. Por lo tanto queda
a la preferencia subjetiva de cada inversionista el invertir en [a opcién | o enla2.




Dos propiedades de la esperanza matematica setdn de mucha utilidad. Ellas son:

1) La esperanza matematica de dos variables aleatorias es igual a la suma de las esperanzas
matematicas de esas variables aleatorias.
Formalmente: ’

E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2) (2)

2) La esperanza matematica del producto de una constante por tha variable aleatoria, es igual al
producto de esa constante por la esperanza matematica de la variable aleatoria.

Formalmente:

E(kX) = kE(X) 3
Las dos propiedades anteriores se puedesn unir en una sela de la siguiente manera:
E(kiX1 + kiXz2) = KiE{X1) + k2E(X2) (4)

Para ilustrar las dos propiedades de la esperanza matemnatica resumidas en (4), supongamos que
el inversionista decide no correr riesgo de tener una pérdida en caso de elegir la inversion 2 e
invertir el 60% de sus fondas en [1 y el 40% restante en la 3. Denotando con Ipa la combinacidn
de lall y laIs (al hecho de hacer una nueva inversién con combinaciones de otras inversiones, se
le llama portafolio o cartera de inversiones) el rendimiento porcentual del portafolio es:

E(Ip) = 60%E(L1) + 40%E(D) = (0.60) (68) + (0.40) (60.50)

=40.80 + 24.20 = 65

El rendimiento esperado del pontafolio Ip es de 65%. que es menor gue el rendimiento esperado
de 11 y [2 (68% para las dos) pero, con Ip no hay riesgo alguno de tener una pérdida, aun mas, con
ésta combinacion cualquiera que sea el estado de la economia siemipre habrd un rendimiento,

Generalizando si Ki1,k2,,...,.kn son las proporciones invertidas respectivamente en las inversiones
[i12,..In entonces, e! rendimiento esperado de una combinaciéon 1 constituida por esas n
alternativas de inversién sera:




E(Ip) = KiE(I1) + KE(L2) + ot KaE(In} = T KiE(T))

3

i=l

con la condicion

n
Ki+ K2+ K3 +yppy ot ko= ZLi=1

es decir la suma de todas las proporciones debe ser igual al 100% de la inversion. Mas adelante
se dedicara un estudio a fondo, sobre como determinar un portafolio de inversidén de minimo
riesgo o un portafolio de inversidn con el maximo rendimiento esperado, ya que no es posible
tener en ta mayoria de los casos un portafolio que cumpla con ambos pardmetros al mismo
tiempo. Quedando a la subjetividad de cada inversionista la manera de integrar su portafolio de
inversion,




ANALISIS DE PORTAFOLIOS CONSTITUIDOS POR DOS
INVERSIONES SEGUN EL CRITERIO DE LA MEDIA-VARIANZA.

Definicién del criterio CMV: Una alternativa A domina a otra B si y solo s

H 2

E(Ra) > E(Re) y  o{Ra) <c(Rs)
o bien,

E(Rs) > E(Rs) v o(RA) < o(Rs)

Se deduce de esta definicién que una condicidn necesaria para que una alternativa sea
preferida a otra es que su rendimiento esperado sea mayor 0 igual que el de ésta.

Come primera aproximacion al caso general de portafolios constituidos por "n" inversiones,
se empezard a analizar portafolios que contienen dos inversiones solamente.

Sean las inversiones 1 v 2(li y I2) que tienen las tasas de rendimiento Ri Yy Rz y las
proporciones invertidas ki y k2 respectivamente. Entonces el rendimiento del portafolio es:

Re = kil + k22
donde:

ki+k:=1

Dado que Re (riesgo del portafolio) es una variable aleatoria productio de la combinacion de
las variables aleatorias.[i_y.Iz, resulta gue su esperanza matematica, es decir, el rendimiento
esperado del portafolio de inversion es:

E(Rp) = KIE{I) + K2E(12) (1}
Mientras que su varianza, o 5¢a, 5U Iiesgo €s:

1 22 2

a{Re) = kict + k2o2 + 2kikion:z (2)
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donde:
o1=o{l1) es ta desviacién estandar de la inversion 1
o2= o(lz) es la desviacién estandar de la inversidn 2 y
o12.e5 la covarianza de las inversiones 1 y 2.
Para facilitar el desarrollo matemético siguiente, supondremos que las inversiones son

incorrelacionadas, es decir, que su covarianza es cero {c12 = 0). Bajo este supuesto la
formula 2 es la siguiente:

2 1 2 12
a(Re) = kia1 + Kot 3)

También supondremos que los inversionistas toman sus decisiones en base al Criterio de la
Media-Varianza (CMV), es decir, a igualdad de rendimientos esperados (E(I1) = E{I2))
prefieren el portafolic que tenga menor riesgo, v a igualdad de riesgo {c1=02) se prefiere el
portafolio con mayor rendimiento esperado.

Supongamos que las alternativas ante las que se enfrenta el inversionista son las que se
encuentran en la siguiente tabla:

|
|

Inversion Rendimiento Esperado Riesgo medido por la
desviacidn estindar
i E(ly) Gi
1 11 g
2 7 3
TABLA1

En este caso concreto las férmulas 1y 3 toman la forma:

E(Rim = 11ki.+ 7k2 (3
2 2 2
G(Rr) = 6dki+ 9k (5

Variando ins proporciones ki invertidas en cada una de las inversiones, se determina el
rendimiento esperado y la varianza de las multiples combinaciones posibles. Asi por
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ejemplo si ki.=.1 y k2= 0, quiere decir que et imversionista ha invertido todo su capital en la
inversién 1. obteniendo ef rendimiento esperado y el riesgo que enseguida se calculan:

ER)=(1)(D+{ND{M=11+0=11

2 2 2
o(Rr) = (64) (1} + {93 () =64 +0 =64

de donde s(Re) =8

Como era logico esperar, el rendimiento esperado y riesgo de este portafolio coinciden con
los de la inversién 1. De la misma manera si se invierten todos los fondos en la inversién 2
(ki = 0, k2 = 1) se obtendrian el rendimiento y el riesgo de la inversién 2 como riesgo y
rendimiento del portafolio.

Hay que observar que si e} inversionista basa su decision exclusivamente en el rendimiento
esperado, optard por invertir todo su capital en la inversién 1, obteniendo un rendimiento
esperado de 11, superior a cualquier otra combinacién como a continuacion se mostrara:

Despejando a ki de la ecuacion (4) se abtiene

ki = E(Rp} - 7Kz (6)
11

En general se tiene:

ki = E(Re) - E(I) k2 (7N
E(L) E()

La ectacion 7 es la ecuacion de una recta de la forma pendiente-ordenada af origen
y =b + mx donde:

m = - E(Iz) es la pendiente
E(I))

b= E(Re}) es la ordenada al origen
E{(I)

15




y =k
x =k2

Observando que E(H1) y E(I2) son valores que se dan. entonces hay tres variables: ki,k2 y
E(RP), cuya relacion se desea determinar. Para hacerlo se asignardn distintos valores a
E(RP), obteriéndose para cada uno de estos valores una recta. Sus puntos representan todas
las combinaciones posibles de ki y k2 que originan un portafolio cuyo rendimiento
esperado e$ precisamente i valor asignado a E(R?)

Si E(Rey=13  resulta ki=13 -7 k2
111
Si E(RP)=11 resulta ki=1- 7k
11
Si E(Rr)=9 resulta ki=9 . 7k2
11 11
Si E(Rry=7 resulta k=7 -7k
11 11
S$i  E(RP=5  resulta ki=3 -7k

13:14

\ 91!

7

s

517 1 917 117 1377

Rectas de rendimiento esperado para diferentes valores.
[nversion dptima si solo se considera ¢l rendimiento{punto M)
Figura 1
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El punto M representa la alternativa éptima de inversion con un rendimiento de 11, es la
mejor ya que es fa de mayor rendimiento esperado que es superior a todas las demds y
cumple con la restriccién presupuestaria del inversionista(k: + k2 = 1). En este caso
particularki =l yk2=0

Los puntos ki y ko perienecientes a estas rectas representan combinaciones cuyos
rendimientos esperados son respectivamente 13,11,9,7 y 5. Resulta evidente que las rectas
més alejadas del origen de coordenadas corresponden a rendimientos mds elevados.

Otra observacion con respecto a las rectas de la figura 1, es que son paralelas y esto es
porque todas tienen Ja misma pendiente:

m=E(ln=-7
E(In 11

Todo inversionista quisiera constituir un portafolio representade por un punto perteneciente
a una recta de rendimiento lo mas alejada posible del origen de coordenadas, pero se debe
de atener a su restriccidn presupuestaria.

Los inversionistas que dectdan tomando en consideracion solamente el rendimiento
esperado, invertiran todos sus fondos en la inversién que lo tenga mayor.

Consideremos ahora el caso en que los inversionistas para obtener un determinado
rendimiento , estan dispugstos a asumir un cietto riesgo y ademas deben restringirse a un
presupuesto, es decir , ki +kz = 1.

E! riesgo del portafolio constituido por dos inversiones, bajo la hipotesis que la covarianza
es cero es Ju formula (3):

2 22 22
ag(Rr) =kio1 + ko2

dividiendo ambos miembros de la ecuacitn por o{Rr) se obtiene:

2 02 122
l=kigi+kon (8)
] 2
o(Rr) a(Re)
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La ecuacidn (8) es del tipo:

[ N

)

T el
B

que es 1a ecuacién de una elipse con centro en el origen de coordenadas, y eje mayor y
menor sobre el eje X e Y respectivamente.

Donde: b =g(Rr) ¥ a=g{Rp)
[+]] fod

La ecuacion 2 tiene la siguiente representacion grafica:

ki

a= g(RP)

a2

FIGURA 2

Sinularmente al caso anterior, dado que g! y o2 son valores especificades, en la ecuacion 1
v 2 hay tres parimetros: kikzy o(RP}. Como se desea analizar la influencia de este altimo,
¢s decir. ol riesgo se asignaran al mismo diferentes valores, estudidndose los resultados
obtenidos por la ecuacion 2,

18
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r 2
Si o(Rry =9 resulta a=9=3 b=9=1125 y I=ki+k
3 8 127 9
1 2
Si a(Rr) =6 resulta a=6=2 b=6=0.75 y l=ki+ke
3 g 036 4
: 2
Si o(Rry=4 resulta a=4=133 b=4=035 y l=kit+k
3 8 05 177
Si ciRM =281 resulta a=281=094 b=281=033
3 8
22
¥ 1=kl+k2
0.12 0.88
2 2
Si o(RM =1 resulta a=1=033} b=1=0125 vy Il=ki+k
3 8 0.02 0.11
La representacion grafica en el primer cuadrante. de las ¢inco elipses se muestra la siguiente
figura 3
A
1133

030

.33 S(RM=2.
023 A
SN
M
- 1 Bt * ‘ —
0.33 k*2 o0u4 L 133 2 3

Curvas de iso-varianza, Portafolio de minime riesgo (punto A) sin tener en
consideracion el rendimiento esperado.
FIGURA 3
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Los puntos pertenecientes a una determinada elipse representan distintas combinaciones
(ki, k2) todas con igual riesgo . Asi los puntos K y L representan grandes portafolios
constituidos por las inversiones 1y 2 en proporciones distintas pero idéntico riesgo (o (Re)
=6 ). Es por ello que cada una de estas elipses recibe el nombre de iso-varianza. Puede
observarse que cuanto mas alejadas se encuentren del origen de coordenadas mayor es el
riesgo de los portafolios que representan . Asi mismo curvas de iso-varianza distintas no se
cortan en ningiin punto, pues si asi fuera ese punto representaria un tmico portafolio con dos
niveles de riesgo distintos.

Es evidente que en principio los inversionistas preferiran portafolios ubicados sobre la
curva mas cercana al orgen a la que puedan acceder , ya que hemos supuesto que el
inversionista solo procure minimizar su riesgo.El caso extremo se representaria si el
inversionista eligicra el portafolio representado por el cero, con riesgo nulo dado que las
proporciones a invertir en las inversiones 1 y 2 en este caso son ki = k2 =0, resulta que la
forma mis segura de no tener riesgo es no invertir

El planteamiento matemdtico del problema, en el caso general es ef siguiente:
2
Minimizar  o(Re) (Riesgo)
Sujeto a ki+ke=1 (Restriccion presupuestaria)

De la formula 2 se tiene:

2 2 12
of{Re) = ki1 + keor + Zkikion:

De la ecuacion de restriccion se deduce k=1-ki

Sustituyendo esta expresidn en la anterior

2 z 2 2z

o(Re) = kio1 + (1 - kiyaz+ 2ki(l - ka2
que representa la varianza del portafolio como una funcién de la dnica vanable ki La
condicién necesaria v suficiente para la existencia de un minime es !a anulacion de la
primera derivada y que resulte positiva la segunda derivada.

2 2 2
do{Rr) = 2kic1 = 2(1 = k)oz + 2(1 - 2Zkijoiz =0
dkl

20




Despejando ki se obtiene:

k*1= _92-0C1z (10)

de donde:

2
k*1=1-k*1= Ci1-Ciz (11)

s 2

O+ 0z - 2012

Estos valores corresponden a un minime por hacer positiva a fa segunda derivada. Las
formulas (103 ¥ (11} permiten calcular las proporciones optimas a invertir en cada una de
las dos inversiones para obtener un portafolio con el minimo riesgo, independientemente
del rendimiento.

En el caso particular que estamos considerando (que la covarianza entre las inversiones es
cera g12=0). las formulas (10) y (11) se reducen a:

2 2

k*1= Oz k*r= _Ou__ (12)
7T EEE
Gy + G2 C1 4 02

Reemplazando por los correspondientes valares { ver tabla | } se obtiene:

2 2

k*t=_ 3 =0.12 k¥z=_ 8 =088
2 2 2 2
g+3 8+3

Que son precisamente las coordenadas del punto A en que la recta de presupuesto es
tangente a la curva de iso-varianza para la cual g(RP} = 2.81 (ver figura 3). Asi, la varianza
de un portafolio en el que se han invertido el 12% del capital en la inversion { y el 88% en
la inversion 2 es. segun la formula (5) es:

z 2 2

O(R¥) = 64 (0.12) + 9 (0.88) = 7.89

la raiz cuadrada de la varianza resulta ser:
G(Rr) = 2.81
21




que es el portafolio con menor riesgo posible y con un rendimiento esperado segun la
formula 4 de:

E(Re)=11(0.12) + 7 (G.88) = 7.48

Que es menor que cuando vimicamente lo que se busca es maximizar el rendimiento
esperado, en cuyo analisis anterior encontramos que era de 11; otro detalle que hay que
observar. Es que el portafolio de menor riesgo posible cumple con la restriccion
presupuestaria, ya que, 0.12 + 0.88 =1,

Por razones de simplicidad se han estudiado hasta aqui las actitudes de un inversionista en
dos casos extremos:

a) el maximizador de rendimientos, que optari en todos los casos por la
inversién que ofrezca el mayor rendimiento esperado, independientemente
de su riesgo, ¥

b} el minimizador de riesgo, que generalmente diversificara su portafolio de
inversién constituyendo uno en que intervengan ambas inversiones,
opuestamente a la actitud del maximizar de rendimientos.

Es importante notar que la diversificacion de} portafolio esta asoctada solamente al riesgo, ¥
per lo tanto al pardmetro que lo representa (varianza y desviacién estandar), y es
independiente del rendimiente.

En realidad. los inversionistas basan sus decisiones tanto en el riesgo como en el

rendimiento. Por lo tanto més adelante se estudiard la influencia simultanea de ambos
factores.
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PORTAFOLIOS EFICIENTES SEGUN EL CRITERIO DE LA
MEDIA-VARIANZA

Para efectos de visualizar la influencia del riesgo y del rendimiento en una toma de
decisién financiera, se ha dibujado en una misma grafica ambos elementos para su andlisis.

k1

1

b
¥

71

51

B~

I o I
4 57 0.94 VI E? 1 k2

Figura 1
Consideracién simultinea del riesgo y el rendimiento en un pertafolio
constituido por dos titulos
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Al mismo tiempo consideraremos la siguientc tabla donde se muestran las cantidades del
capital k, v k,, el rendimiento esperado y cl riesgo de algunos portafolios representativos;
para un mejor entendimiento tanto del andlisis del tema como de la figural.

Portafolio ki k: endimiento Riesgo
esperado

A 012 0.38 7.48 789
E 0.46 0.4 884 Té

B 1 0 T 64

J 0.04 0.96 7.16 8.41
B¥ ~ 0 I 7 9

Tabla 1T

Observanda la figura 1, todo portafolio representado por un punto del scgmento AB*,
excluyendo el punto A, es ineficiente. Por ejemplo el punto J, el cual tiene menor
rendimiento y mayor riesgo que A. De acuerdo al criterio de la media-varianza, A domina
a J por lo tanto J es ineficiente. El mismo razonamiento es vilido para justificar la
ineficiencia de cualquiera de los portafolios ubicados en el segmento AB¥, excluido A.

Mientras tanto, todo punto pertencciente al segmenio AB es eficiente porque no &s
dominado ni domina a otro punte de éste segmento. Por ejemplo, comparando E y A,
puede observarse que E tiene mayor rendimiento, pero también mayor riesgo que A.

También se puede notar que de entre todos los portafolios eficientes, el representado por el
punto A tiene el minimo riesgo (varianza) y el representado por el punto B el maximo
rendimiento esperado (esperanza).

Hasta aqui se ha caracterizado cada portafotio mediante las proporciones k1 y k2 invertidas
en cada una de las inversiones que la componen. Cuando intervienen solamente dos
inversiones es sencillo representar el portafolio por ellas constituido, mediante ki y kzen
el plane. Pero lo mds habitual, es que un portafolio este constituido por “n” inversiones,
entonces el niimero de variables que habria que manejar para caracterizar al portafolio es
grande, por lo tanto se dificulta su tratarniento matematico y representacion grfica.

Dade que segin e} CMV log parametros relevantes de los portafolics son su riesgoe ¥
rendimiento, es conveniente representar cada portafolio en funcion de los mismos,
independientemente del mimero de inversiones que lo constituyen.

Para rcpresentar graficamente, en un espacio riesgo-rendimiento, el conjunto de
portafolios eficientes formado por el segmento AB mostrado en la figura I, se necesita
expresar los distintos portafolios en funcién de sus respectivos riesgos (varianza) y
rendimicntos esperados (esperanza matematica). En la figura 2 se ha representado el
conjunto factible BB*, ¢l portafolio A de minima varianza, que divide al segmento en €l
conjunto eficiente AB y el ineficiente AB* (excluido A}, un portafoiio eficiente E y uno
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ineficiente J. De todos los portafolios mencionades se cuentan como dates las proporciones
k! y k2 invertidas en cada una de las inversiones, y mediante las tormulas:

E{RP}=11k1 + 7k2
y
2 2 2

G-(RP) =6dki + 9&2

que son la forma de calcular el rendimiento esperado y el riesgo de un portafolio
respectivamente, y que hemos estado wilizando como ejemplo desde ¢l capitulo anterior.
Ver figura 4.

|
A
1 B
PORTAFOLIOS
EFICIENTES
046
0.12 A
0.04 J
054 0.88 0.96
k2

figura 2

conjunto factible del portafolio constituido por dos inversiones de la tabla 1 del
capitulo anterior
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4
tl
10 —‘"‘
9 - E
8 | A
1T B*
2
o(RP)
S O R S »
T L 1 L »
4 8 12 16
figura 3

frontera eficiente para el portafolio constituide por dos
inversiones de la tabla 1 del capitulo anterior

Cn la fisura 3 la curva BB* representa ¢l mismo conjunto factible de la figura 2, pero
referido a un sistema de coordenadas riesgo-rendimiento, El segmento de curva B*A
representa ¢l conjunto ineficiente del conjunto factible. ya que cada uno de sus puntos es
dominado por alguno del segmento de la curva AB que ticne €l mismo riesgoe pero mayor
rendimiento. Precisamente el segmento de curva AB representa el conjunto de portafolios
eficientes, porque ninguno de ellos domina ni es dominado por otre. de acuerdo al CMV.

Fsta curva AR, limitada por el punto A representativo del portafolio de minimo riesgo
(varianza) y el B correspondiente al portafolio de mavor rendimiento esperado (esperanza
matematica). recibe el nombre de frontera eficiente.

[n sintesis las conclusiones de portafolios constituidos por dos inversiones son las
siguientes:

Los inversionistas que solamente desean maximizar el rendimiento optardn por una sola
inversidn, aquella que posea el maxime rendimiento esperado (punto B).

Los inversionistas que procuren minimizar el riesgo independientemente del rendimiento
esperado. necesariamente diversificaran su portatolio en ambas inversiones, con la
finaiidad de construir el portafolio de minimo riesgo (punto A).




Si en la toma de su decisién, el inversionista considera simultaneamente el riesgo y el
rendimiento segan ¢l CMV, entonces no queda caracterizado un portafolio dptimo entre
todos los eficientes, a menos que el inversionista especifique sus preferencias subjetivas.
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PORTAFOLIOS EFICIENTES CONSTITUIDOS POR TRES
TITULOS

Se procurard mostrar a continuacion que el analisis realizados para portafolios
constituidos por dos inversiones puede extenderse a aquellos formados por tres
inversiones , y que los resultados que se obtienen son similares.

El rendimiento esperado y la varianza de estos portafolios son:

3
E(Rp) = Z KE(L) = KE{I1) + k2E(I2) + K3E(13) )
i=1
2 322 K]
c(Re)=Z kici+2ZZkikjoij =
i=1 i=1 1

N T T T A
=kici+kiozt+lom+2kikeonz+2kikics+2keikion (2)

Supondremos como antes, a efectos de simplificar, que los tres titulos estan
incorrelacionados entre si v por lo tamto las tres covarianzas son nulas
(512=013=623=0). Entonces la formula antetior s¢ reduce a:

2 532 22 1@ 11
c(Re) =L kici=kici+k:o:+ Kics 3)

i=1

Dado que las ki representan las proporciones invertidas en la inversion “i", se tiene la
siguiente restriceion:

3
Thizki+tke+tlki=1

Para continuar con el ejemplo gue hemeos venido trzbajando agregaremos una
inversién mas, como se muestra en 1a tabla siguiente:

Inversién | Rendimiento esperado Riesgo ]
i Eli) o(1i)
1 i1 8
2 7 3
3 8 4
Tabla 1

El andlisis grafico de portafolios constituidos por tres inversiones en funcidn de las
proporciones ki invertidas en cada uno de cllos, no s tan simple como en el caso de dos
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titulos, pues se requierc un sistema de coordenadas de tres dimensiones. Pot lo tanto se
grafica en funcién dei riesgo y del rendimiento esperade.

Trataremos entonces de calcular el riesgo, medido a través de la varanza, y &l
rendimiento esperado de algunos portafolios constituidos por distintas proporciones de
tas inversiones de la tabla 1. Tal como en ¢l caso de los portafolios constituidos por dos
inversiones, para tres inversiones el portafolio de rendimiento esperado maximo se
obtiene invirtiendo la totalidad de los fondos disponibles en uno solo: el de maximo
rendimiento esperado.

Utilizando las formulas 1 y 3 es posible calcular este rendimiento esperado méximo y su
correspondiente riesgo, (recordando que el portafolio de mayor rendimiento s¢ denota
con la letra B)

E(Ru)=1*11+0*7 + 0*8 =11

2 2 2 2 2 2 2
G(RB)=1*8+0*3+0%4=064

Resulta que, en un espacio riesgo-rendimiento, el pumto B de coordenadas (64,11}
pertenece al conjunto factible. Ademis B es eficiente porque al tener el rendimiento
esperado miximo no es dominado por otro, de acuerdo al CMV. Por lo tanto este punto
pertenece al conjunto que ya denominamos frontera eficiente, Otro punte que con
cerleza perenece al conjunto eficiente es e que representa al portafolio de minimo
riesgo, yu que este hecho implica, de acuerdo al CMV, que no s dominado por otro.

Se procurard determinar las proporciones (kikzks) requeridas para que un portafolio
constituido por tres titulos tenga el minimo riesgo. La metodologia que se utilizara para
resolver esic problema sera similar a la utilizada para determinar fas cantidades ki y k2
que mininiizaron el riesgo de un portafolio constituido por dos inversiones o titulos.

E! planteamiento formal es el siguiente:

-

Minimizar C;(RI') (Ricsgo)
Sujeto a kl+k2+k3 =1 {Restriccion presupuestaria)
Seglin (3) se tiene

2 y22 22 221 12
s(Rey=fkisi=kior+kror+kig

De la ccuacion de restriccion presupuestaria sc deduce ks = 1 - ki- k2, y reemplazando
en la ecuacidn anterior queda:




2 2

2 22 1o z 2
o(RP) = kigt +kagz+ (! -kt -k2) g
Esta es una funcion de dos variables: k1 y k2, que deseamos minimizar, La condicion

necesaria para [a existencia de un minimo es que las derivadas parciales con respecto a
cada una de las variables sean simultdneamente nulas.

2 b

dalRM =2k ot +2 (1 -k -k2)(-1}53=0
dki

datR)=2k1gz+2 {1 -ki -k)(-1) 3= 0

d ke

Realizando las operaciones se obtiene ¢l siguicnte sistema de ecuaciones
lineales, equivalente al original.

2 2 2 2

{z! +G-3) Ki+g3ka=g3

2 2 2 2

ski+(at+tohk=g3

Resolviendo este sistema por medic de determinantes se tien:

1z 2
(ot + a3} o : 2 2 2 2
A= 2 12 =(g! +®) (a2 +3)-o?
g’ (g2 + o)
202 2 02 22
—0—102‘.‘-510’14—0’261
2 2
o o3 2 2 2 +2 02
Ak =] 2 2 2 =gi(gl+git-ci=g2 ol
el (g2 +g3)




(G’i +G3) ol 2 2 2 4 2 2
Akz=] 2 2 =gi{si+agd)-gi=gl o3
a3 a3
22
kl=A|'l = G2 G; ‘
A
2 2 2

G T2 4010340203

22
k2= Dk = o) O3 }
A

(4
2 2 1 2 2 2
0161+ 0103+0C203

? 2
k=l —ki-ke= 0203 J

1012 L] T 2

010240103 +0:0;

Recordemos que la condicién suficiente para la existencia de un extremo local o relativo
es que el correspondiente determinante sea positivo. esie extremo serd ua minimo si
ademds las derivadas segundas

2

d o{RY son positivas y un maximo si son negativas.
2

d ke

Calculamos entonces Jas segundas derivadas de la varianza del portafolio con respecto a
las proporciones ki y k2.

12 2 2
dg(Rey=2g1+2 g3
d ki

=3



2z pa z
dgiRP)=2g2+2 g3
2

dk2

202 2
dg(RR) =203
dkidk2

12 2
dQ!RP[ =23
dkrd k!

Estas segundas derivadas son constantes ¢ independientes de las proporciones ki y k2. El
valor del determinante es entonces;

22 2 2 2 2 2
d o(RP) d g(RF) 2 (gl + a3) 253
dkt dkirdk2

22 202 - 2 2 2 N
d g(R#) d g(RP) 2g3 2{s! T a3}

2
dkrd ke d kz

2 2 z 2 4

=d{gl + 3) (0’2 +g3) -4 o3

z 2 22 2 4
=4(Glcl’+gl(53+g?_g3)>0

Esta (ltima condicion permite asegurar la existencia de un extremo local o relativo, el
que por lo tanto sera un minimo.

2 2

dgRN=2 (gl +o3) =0
d ke




2z

2 2

do(Re)=2 (o1 +g3) >0
z

d k2

El desarrollo formal anterior ha permitido demostrar que las formulas (4) determinan las
cantidades (ki kz2,k3) que deben invertirse en cada uno de los tres titulos que componen
un portafolio, para lograr que éste tenga el minimo riesgo, sin considerar su rendimiento
egperado.

Si se analizan simultineamente las formulas para determinar el portafolio de minimo
tiesgo tanto para dos como para tres titulos, las proporciones que minimizan el riesgo
(varianza} del portafolio son todas distintas de cero. Ello es asi por cuanto los
numeradores de todas las frmulas son nimeros positivos. Estos numeradores son las
varianzas o producto de varianzas de los distintos titulos, y estas varianzas seran
siempre distintas de cero bajo la hipdtesis que los rendimientos son aleatorios (con
riesgo). Este resultado implica que para minimizar cl riesgo debe invertirse alguna
cantidad en tedos los titulas disponibles, lo que nos rauesira que la cuestion de la
minimizacion del riesge estd intimamente asociada a la diversificacion de las
inversiones.

Puede demostrarse gue, bajo las hipdtesis restrictivas realizadas, las conclusiones
precedentes son aplicables a portafolios constituidos por cualquier cantidad de titulos.

Utilizando las formulas (4) se esta en condiciones de calcular las proporciones que
deben invertirse en cada una de las tres inversiones que estamos analizando, a efectos de

constittir un portafolio de minimo riesgo. Ver tabla 1

Recordemos que:

o1 = 64 o2=9 ag3= 106

Con estos valares pueden cajcularse:

>
a

. 12

Gl =576 o1 o3 = 1024 ar o= 144

2 2 i 2 21
s ort+oicr+oroy=1744

Reemplazando en las formulas {4} se oblienen las proporciones a invertir en cada
inversion, para constituir el portafolio de minimo riesgo.

ki = 144 = 0,08 k: = 1024 = 0.59 ki =576 = 0.33
1744 1744 1744




Recordando que al portafolio de minimo riesgo o hemos denotado con la letra A. El
rendimiento esperado dei portafolio constituido invirtiende en los tres titulos de nuestro
ejemplo las proporciones precedentes es:

E(R4) = 0.08 E(I1) + 0.59 E(I2) + 0.33 E(Ls)
= (0.08) (1) +{0.59) (7) + (0.33) (8)
=17.65

El riesgo del portafolio de minimo riesgo es:

2 2 2 2 2 22

a ER—\) =(0.08) a1 + (0.59) g2 + (0.33} &3
= (0.0064) (64} + (0.3488) (9) + (0.1089) (16)
=5728

Se intentara esbozar graficamente, en un espacio riesgo-rendimiento, el conjunto
factible y la frontera eficiente de los posibles portafolios integrados por estas tres
inversiones. Dos puntos de este conjunto, que pertenecen a la frontera eficiente, son los
representativos de los portafolios de maximo rendimiento y minimo riesgo que ya
fueron determinados. Estos puntos corresponden respectivamente a los portafolios B y
A de la tabla 2, en la que aparece también el tiesgo v rendimiento de otros portafolios
constituidos invirtiendo proporciones variables en los tres titulos.

(Portal’olios Proporcién | Proporcion | Proporcién Riesgo | Rendimiento
invertida en | invertida en | invertida en : esperado
P ki kz ks o(Rr) E(Re)
A 0.08 0.59 0.33 5.28 7.65
B I 0 0 64 11
B* 0 [ 0 9 7
C 0 0 1 16 8
D 0.12 0.88 0 7.89 7.48
E 0.46 0.54 0 10.17 8.84
F 0.04 0.96 0 8.41 7.16
I 0.80 0.10 0.10 41.21 10.30
L H .35 0.21 0.44 11,33 8.84
TABLA2

Por gjempto, ¢l pertafolio G constituido invirtiendo ¢l 80% de los fondos en la inversidn
1 y un 10% en cada una de las inversiones 2 ¥ 3, tiene un riesgo igual a 41.21 y un
rendimiento esperado igual a 10.30, calculados utilizando las formulas (1) y (3) de este
capitulo. Por ejemplo para el portafolio G.




1

E(RG) = % k E(I) = (0.80) (11) +(0.10) {7) +(0.10) (8) = 10.30
i=1

2 2 3 o2 2 2 2 2
S(RE) = 06 = 3 ki g = {0.80) (64) + (0.10) {9) + (0.10) (16) = 41.21

Dibujando en un espacio-rendimiento los puntos representativos de los portafolios de la
tabla 2. puede tenerse una idea del conjunto factible de portafolios constituidos por las
tres inversiones en cuestion. Se obtiene fa siguiente gréfica, fa cual recibe el nombre de
frontera eficiente; en el capituto siguiente se desarrollara la teoria para |a obtencion de Ia
frontera eficiente.

E(Rrﬂ
iy — 1]
1030 G
8.8 { _E
8 ! —C
_7.65 _XA
716 F
7. g*
1
G(Rr)
i
528 789 9 1 I

figural
Eshozo del conjunto de minimo riesgo y de la frontera eficiente que corresponden
a los portafolios constituidos por los tres titulos incorrelacionados de la tabla 2

1=
L




Interesa determinar, entrs los portafolios de la tabla 2, los que son eficientes, para poder
eshozar e trazado de la frontera eficiente. Dos de etlos, (A y B) como ya se ha dicho lo
501,

Analicemos ahora, por ejemplo, si el portafolio E es eficiente. Si asi lo fuera, no deberd
ser dominado segim el CMYV por ningin otro portafolio. Esto equivale a decir que no
deberé existir ningdn portafolio con rendimiento esperado de 8.84 y rigsgo menor que
16.17. En la tabla 2 vemos que el portafolio H domina a E, por lo que no es eficiente. El
problema es ahora saber si H es eficiente.

El planteamiento general de esta cuestion es el siguiente: determinar un
portafolio que tenga el minimo riesgo para un rendimiento esperado prefijado, en este

caso 8.84.

La correspondiente formulacién matematica es la siguiente:

Minimizar
2 2 2 2
cr=64ki+9ka+ 16k (5) (Riesgo del portafolio)

Sujeto a las siguientes restricciones:
E(Rr) = 8.84 (6) (Rendimiento esperado prefijado)
ki+ka+ki=1 () (Todos los fondos disponibles se

invierten en el portafolio)

De {0) se deduce:
3
E(RP)=ZkiE(Rp)=11k +7kz +8Kks=8.84

1=1

De donde:

ki=884-11ki-7k2 (8)
8

Sustituyendo ki en (7) por su valor segin (8), realizando las operaciones y despejando
k2, resulta:




ka=3ki-0.84 ©®)

Sustituyendo k2 en (8) segun su valor de (9), ¥ realizando las operaciones
necesarias , resulta:

ki=-4ki + 1.84 10

Reemplazandoe k2 y k3 en (5) segiin sus respectivos valores de (9) y (10), queda:

3 ) 2 2

or =64 K1 +9 (3 ki - 0.84) + 16 (-4 ki + 1.84)

Operando adecuadamente se tiene:

2 2
or =401 ki - 280.88 k1 + 60.52 (11)

Este desarrollo ha permitido, mediante la incorparacién de las resiricciones a la funcién
oljetivo, pasar de una funcion de tres variables a otra de una sola variable. La condicién
necesaria para que ésta tenga un valor minimo es que la primera derivada valga cero. La
condicion suficiente es que la segunda derivada en ese valor (donde la primera derivada
s cero} sea positiva;

dgp =802 K1 - 280.88 = 0

dk

Resolviendo esta ecuacion lineal resulta:

ki = 280.88 = (12)

La segunda derivada es:

1

dor =802 >0

1

d ki
cumpliéndose asf la condicidn suficiente.




Utilizande (12),(9) y {(10) se calculan las proporciones a invertir en k2 y k3
k2 =(3)(0.35)-(0.84)=0.21 (13)
k3 = (-4) (0.35) + 1.84 = 0.44 (14)
Noétese que los valores de kikz y ks cumplen la restriccion (7).

Reemplazando (12) en (11} se obtiene la minima varianza (riesgo).

4

oHMIN) = 11.33

Obviamente si se sustituye (12), (13) y (14) en (3) se obtienc el mismo resultado

La conclusion final es que el portafolio H es eficiente por cuanto su rendimiento
esperado es mayort que el del portafolio A de minima varianza y, ademas, entre todos los
portafolios de rendimiento esperado igual a 8.84, es aquel que tiene el minimo riesgo

Este procedimiento puede repetirse fijando otros niveles de rendimiento esperado
determinandose, en cada caso, el correspondiente portafolio de minimo riesgo para ese
rendimiento prefijado. De esta manera s posible obtener diversos puntos que, como H,
representan portafolios eficientes por no ser dominados por otros de acuerdo al CMV. El
canjunto de todos esos puntos constituye lo que se ha denominado frontera eficiente. En
la figura 2 se ha hecho una representacién grafica aproximada de la misma, es la curva
AHB.

Todos los puntos que no pertenezcan a la frontera eficiente son dominados segin el
CMV por algin punto perteneciente a ella. Ningin punto con un rendimiento esperado
inferior al del portafolio de minimo riesgo A es eliciente por cuanto siempre serd
dominado por A, que tiene mayor rendimiento y menor riesgo, ejenplo de esta situacion
son jos puntos BXD Y F.

Portafolios como e} C, son ineficientes por cuanto existen otros ubicados en la frontera
eficiente que son preferidos al mismo. El conjunte de portafolios factibles pero
ineficientes es infinito, pues cada portafolio se obtiene determinando una tema (ki,kz,k3)
cuyas componentes son las proporciones invertidas en cada uno de los tres titulos o
inversiones que forman el portafolio. Pero existen infinitas combinaciones posibles que
satisfacen 1a condicion que su suma sea igual a 1. Inclusive en ciertos casos, algunas de
las proparciones pueden ser iguales a cero, lo que indica que exisle una cantidad de
portafolios constituidos sélo por alguno o algunos de estos tres activos. En la tabla 2 de
este capitulo se han representado un niimero muy pequefio de estos portafolios.
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E(RF)

S(R¥)

Figura 2.
Conjunto factible (Zona sombreada), conjunto de minimo riesgo (curva B*AB) vy
frontera eficiconte (curva AB)

Un hecho a la vez interesante e importante es que aiin en los casos en que les portafolios
estuvieran constituidos por una cantidad grande de titulos. el diagrama del conjunto
factible v la frontera eficiente siguen siendo similares al de la figura 2. Entonces el
conjunto factible de portafolios constituidos por “n” titulos quedard limitado a un
espacio riespo-rendimiento por una frontera representada por la curva B*AB. La
caracteristica de portafolios que corresponden a puntos de esta frontera es que para cada
nive} de rendimiento esperado tienen el minimo riesgo, de alli que el conjunto de
portafolios representados por puntos de la curva B*AB recibe el nombre de conjunto de

5




minima varianza o conjunto de minimo riesgo. Un subconjunto de £, representado
por la curva AB, estd constituvido por portafotios eficientes i de alli el nombre de
conjunto eficiente. La representacion grafica de este conjunto en el caso general de
portafolios constituidos por "n" titulos, es decir la determinacion y trazado de la frontera
eficiente, sera el objetivo del iltimo capitulo de esta tesis.




CAPITULO 2 ’
DIVERSIFICACION

PORTAFOLIOS CONSTITUIDOS POR DOS INVERSIONES CON
UNA CORRELACION PERFECTA POSITIVA (p=1)

Es importante analizar los efectos de la eliminacidn del supuesto restrictivo de
incorrelacidn entre los rendimientos, con el objeto de determinar los efectos de [a
diversificacion en el caso en que los rendimientos estan correlacionados en algin grado.
Recordando que el coeficiente de correlacion lineal es un nimero comprendido entre -1 y 1
(-1<p<1) y que hasta ahora se han analizado portafolios sélo en el caso p=0.

Se comenzard el anilisis considerando una de [as posibilidades extremas: p = 1, con el
objeto de detenminar si existe algln portafolio constituido por dos inversiones cuyo riesgo

sea menor al de las inversiones que lo componen.

Teniendo en cuenta que o1z = p G102 y considerando la férmula para calcular el riesgo de
ua portafolio constituido por dos inversiones:

2 22 T 2 22

or=Kigi+kio:+2kikipoio: (1)

Al incorporar a (1) el supuesto p = | sc obtiene:

2 21 2 3 72
or=ktaitkre:+2kik: cio2

El segundo miembro de la expresion anterior es el desarrollo del cuadrado de un binomie, ¥
en consecuencia puede escribirse como:

3 2

or = (k1o +k2o2)
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Drado gue oP, k1. g2 kt. K2 son todos numeros positives, al extraer raiz cuadrada en ambos
miembros se obtiene:

cP=kigl +kig?

Teniendo en cuenta que k1 + k2 = 1, puede eliminarse k2 de la formula anterior:
aF=kigl+(1-kbg2
y realizando operaciones adecuadamente, resulta:
Op = (01 - 02) gt + Oz 2)

Que representa el riesgo del portafolio medido mediante Ia desviacion estdndar de los
rendimientes de las inversiones.

Si fuera g1 = o2, de (2) se deduce que g = g1. En este caso los efectos de la diversificacion
son nulos porque el riesgo del portafolio es iguat al de cada uno de fas inversiones que la
componen.

La atra aliernativa posible es ! diferente de g2. Sup6ngase, pues no se pierde generalidad,
que o < g2y E(L) < E(12). Entonces {2) es la ecuacién de una recta con pendiente negativa
{o! - %) y ordenada al origen 2. como s¢ muestra en la figura |

oy A

v

1 ki
Figura 1.
Riesgo de un portafolio de dos activos en funcion de la proporcién invertida en uno de
etlos cuando P = 1.

Puede observarse que el riesgo del portafolio toma su valor maximo, ¢2 cuando no se
invierten fondos en Ia inversion 1, es decir k1 = 0. A medida que se invierte una mayor




proporcidn en los fondos de la inversién 1, esto es ki toma valores mayores, disminuye el
tiesgo del correspondiente portafolio. Este riesgo se hace minimo, y es igual a o1, cuando
se invierten todos los fondos en la inversién 1, stendo ki = 1 (punto A de la figura 1},

En conclusién, cuando existe correlacion perfecta (p = 1) entre dos inversiones, no es
posible construir un portafolic con riesgo menor al de las dos inversiones que lo componen,

La curva de transformacién que representa, en un espacio riesgo-rendimiento, todos los
portafolios que pueden construirse con dos inversiones cuyos rendimientos  estan
perfectamente correlacionados, puede determinarse en base a las fommulas (ya antes
utilizadas)

E(Re}=ki E(I1} + k2 E(Iz} v op = (51 - 6°) Kl + o2
Que expresan el rendimiento esperado v el riesgo del portafolio, medido por la desviacion
estandar de los rendimientos.
Recordando que ki + k2 = 1 y sustituyendo en la primera ecuacion anterior resulta:
E(Re) = ki E(n} + (1 - ki) E(I2) 3)

Despejando ki de (2) del presente capitulo, resulta:

ki=gpr-o2
|- G2

Sustituyendo este ultimo valor de ki en (3} se obtiene:

E(Rr) = {gr-a2} E(I1) + (1 - ar - g2} E(I2)

gl -G2 al - a2

Operando convenientemente representa la fdrmula (4) que representa la ecuacion de una
recta en el espacio riesgo-rendimiento, dibujada en la figura 2.

E(Rr) = (E(l1) - E(I2)) or + g1 E(I2) —o2 E{I1) @)
gt - g2 a1 - o2
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E(r) o

E(12)

E(I1)

A

O o 2 Gp

Figura 2.
Curva de transformacién (frontera eficiente entre el riesgo y rendimiento
esperado de un portafolio constituido por dos inversiones perfectamente
correlacionadas P =1)

Hay que notar que si en la ecuacion (4) se sustituye la variable gP por gl ¥ o2
sucesivamente, se obtienen respectivamente E(11) ¥ E(12), lo que muestra que pertenecen a
lo recta mencionada el punto A tepresentativo del portafolio de minimo riesgo y el punto B
representativo del portafolio constituido exclusivamente por la inversion de mayor riesgo.
[.a parte punteada de la recta AB de la figura 2 corresponde a combinaciones no factibles
de las inversiones dadas, ya que las mismas resultarian de asignar valores negativos a
algunas de las proporciones ki o k2.

En consecuencia, la curva de transformacion de riesgo-rendimiento esperado de portafolios
constituidos por dos inversiones correlacionadas perfectamente {p = 1), s un segmento
similar al AB de al figura 2. Queda comprabado el hecho de que en este caso ningun
portafolio tiene riesgo menor al de las inversiongs que lo componen.

En el ejemplo siguiente se tiene como finalidad el comprobar numéricamente todas las
conclusiones anteriores. La tabla 1 muestra el rendimiento esperade y riesgo, medido
mediante la desviacién estindar, de dos inversiones.

Inversion "i" E(li) Oi |
i 7 3
2 11 8
Tabla t
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Mediante la formula (2) se puede calcular el riesgo de portafolios que incluyen distintas
proporciones de 12 inversidn 1 como se muestra en las dos primeras columnas de la tabla 2.
Puede observarse que con ningtin portafolio se consigue un riesge menor al del titulo 1.

ki Cp E(I®)
0.00 8 11
0.20 7 0.00
0.40 6 9.4
0.60 5 8.6
0.80 4 7.8
1.00 3 7.0

Tabla 2

En la figuras 3, se ilustra el caso particular de la figura 1. En la tercera columna de la tabla
2 se han calculade los rendimientos esperados de los distintos portafolios en funcidn del
riesgo de los mismos que figura en la columna anterior. Para tal efecto se utilizd la formula
(4) v los resultados se presentan graficamente en la figura 4, que es un caso particular de la
figura 2.

af =-5ki +8

[
|
|

12
|
T

v

I ] | i I
0 0.20 0.40 0.60 .80 1 ki

Figura 3,
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PORTAFOLIOS CONSTITUIDOS POR DOS INVERSIONES CON
UNA CORRELACION PERFECTA NEGATIVA (p=-1)

Verificando que no ¢s posible disminuir el riesgo mediante diversificacion de la inversion,
en el caso en que el coeficiente de corretacion lineal es p = I, entonces se analizard a
continuacion la otra posibilidad extrema: correlacion lineal perfecta negativa, es decir
p = -1. La varianza de los rendimientos de un poriafolio constituido por dos titules o
inversiones, es en este caso de acuerdo a (1) del capitulo anterior:

2 2z 22
cr=kioi+krer-2kikeoioz

Que puede escribirse como:

2 2
or=(kici-k202)

Para poder determinar la desviacién estindar ov. se debe extraer ralz cuadrada a ambes
miembros de ia igualdad anterior. Para ¢llo hay que recordar que

f=lal

Dado que ar > 0, se tiene:
oI = |k| Gl - 102!

$i se aplica esta igualdad al concepto de valor absoluto, se tienen las siguientes dos
posibilidades, segin que ki o1 - k2 g2 sca positivo, negativo o cero.

Si kigi-kic220 entonces ar=kiol-k2oz

Si kigi-kor<( entonces or=-(ki o1 - k2 g2)
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Terjerdo en cuenta que k2 =1 - ki, Tesulta:

Si kigi-{1-ki}oz>0 entonces gr=kic1-(l -ki)oz

Si ktoi-(1-ki)o2<0 entances or=-(kio1-(1-kt)oz)

Realizando las operaciones adecuadas se Hega a las siguientes desigualdades:

Si ki > 23] entonces cr={c1+oc2) ki-o2 (1)
o1 + o2
Si 0<ki<_o2 entonces ce=-{m+c) ki -0z (2)
g1+ o2

En la figura 1 se han dibujado las rectas BA y AB* que representan respectivamente las
ecuaciones (2) y (1}, Se nota en la figura que sélo se han trazado con linea entera los
segmentos BA y AB*, dado que deben tenerse en cuenta las condiciones bajo las que se
cumplen (1) ¥ (2) y ademis que la proporcion ki es menor o igual que 1. Si k1 = 0 entonces:

ki< o2
gL+ a2

v en consecuencia debe utilizarse (2), de donde resulta or = 02, que corresponde al punto B
de la figura 1. Todo otro valor positive ki, que sea menor a

G2
1+ 02

originard un portafolio cuya desviacion estindar ov deberd calcularse también mediante {2)
\ estard representado por un punto perteneciente al segmento BA. Si la proporcién invertida
en el la inversion 1 es

ki= o2
Gl + o2
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cor A - -
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C B* 7
ol
A
: >
0 ki’ 1 aP
. .
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.
"
-2’ i
Figura 1.

Riesgo or de un portafelio de dos titulos en funcién de Ia proporcién kl invertida en

puede verificarse que or
proparcién ki es mayor que

G2
G+ o2

uno de ellos cuando p=-1

0 tanto en (1) como en (2) (punto A de la figura 1). Sila
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entonces debe utilizarse (1), obteniéndose ef riesgo de portafolios representados por puntos
del segmento AB*. Finalmente si ki = I, de (1) resulta or + o1 que corresponde al punto
B*.

La carencia de significado econdmico de la zona punteada en las dos rectas de la figura 1,
es evidente si se tiene en cuenta que mientras 0 < ki < 1 los puntos de esas rectas
representarian portafolios con riesgo or negativo, lo que es imposible.

De 1edo lo anterior puede inferirse que, cuando se consideran portafolios constituidos por
dos inversiones con correlacién perfecta negativa (p = - 1}, existen algunas de ellas con
riesgo inferior al del titulo que lo tiene menor. Todos los portafolios que contengan una
porcion de la inversion 1 comprendida entre k't ¥ 1 (k't < ki < 1) tendrdn un riesge op
menor que o (ver figura 1). Es mds, en este caso particular las ventajas de la
diversificacion de las inversiones son tales que existe una combinacién que erigina un
portafolio sin riesgo (punto A de la figura 1}).

Se completard el analisis del caso p = - 1 considerando al mismo la consideracidn del
rendimiento esperado, a fin de obtener la correspondiente curva de transformacion en un
espacio de riesgo-rendimiento esperado.

Si Ia proporcién invertida en la inversién 1 cumple la condicién

ki o2
g+ o2

entonces de {1} se obtiene:

ki=ocr+ o2
ol + G2

y reemplazando este valor en (3) del capitulo anterior puede calcularse el rendimiento
esperado de cada portafolio en funcion de su riesgo:

E(Ir) = (gp + o2} E(Li} + (1 - gr+ @2)) E(I2)

o1+ 02 o1+ o2

Finalmente, luego de realizar las apropiadas operaciones, resulta que:

Si o: <ki<l entonces
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E(lr) = (E(I0 + E@)) or+ o2 (E(li) - E(I2)) + E(I2)) 3)
o1+ 062 o1+ G2

De (2) puede obtenerse el valor ki en el caso que

ki< o2 resulta
cl+ o

ki= g2-av
ot + o2

reemplazando este valor de ki en la formula (3) del capitulo anterior y realizando adecuadas
operaciones se deduce que:

Si 0<ki<_ o2 entonces
g+ o2
E(lr) = (E(I} - Edy or + o2 (E(L) - E()) + E(I2) C))
g1+ a2 G1+ G2

Las ecuaciones (3} y (4) tienen por representacion gréfica rectas como pueden apreciarse en
la figura 2. Sin embargo, sélo los puntos pertenecientes a los segmentos BA y AB*
representan portafolios factibles bajo la restriccién ki + k2 = 1. 8i ki = 0 de (2) surge op =
o2 {punto B de la figura 1) y de (4) que E(l) = E{I2). Este portafolio estd representado, en
el espacio riesgo-rendimiento esperado de la figura 2, por el punto B. Si ki es mayor que
Cero pera Menor que

G2
G|+ a2

para obtener el riesgo del correspondiente portafolio se debe seguir utilizando (2), pudiendo
verificarse en la figura 1 que a medida que se incrementa ki decrece el riesgo or. De (4)se
desprende que si decrece op decrecera también E(Ir) hasta que

kKi= o2
g1 + o2
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Figura 2.
Curva de transformacién (conjunto de minimo riesgo) entre riesgo y rendimiento
esperado de un portafolio formado por dos inversiones perfectamente correlacionados
en forma negativa (p=-1).

en cuyo caso op =0

E(r)= o2 (E(I)-E{2) + E(2))
G+ o2

Este portafolio esta representado por el punto A de la figura 2. En resumen si

d<ki< oz
o1+ o2

entonces la representacion grafica de (4) es el segmento BA, Luego, si
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- - o, <ki<l
ol t+o2

la férmula (1) permite calcular el riesgo del comespondiente portafolio que, como puede
apreciarse en la figura 1, es creciente con k1. Llevando los valores de or asi caleulados a la
ecuacién (3) se obtienen los correspondientes rendimientos esperados E(lF) que serdn
decrecientes con op, va que (3) es la ecuacion de una recta con pendiente negativa.
Finalmente, si ki = | resulta op = o1 y, de {3), E(Ir) = E(1), portafolio representado por el
punto B'. .

Como conclusién de todo lo expuesto parece conveniente remarcar que si se consideran
portafolios constituidos por dos inversiones correlacionadas negativamente en forma
negativa perfecta ( p = - 1), se observa que:

1) diversificando convenientemente pueden obtenerse portafolios con riesgo
menor al de las inversiones que lo componen (representados por los puntos
de la curva CAB* de la figura 2);

it} existe un porwafolio sin riesge (or = 0) ¥ con un rendimiento esperade
positivo (ver formulas (3) y (4))

E(ly= a2 () - E(I2)) + E(l2)}
g1+ g2

que es un promedio de los rendimientos esperados de ambas inversiones,
ponderado por el riesgo (punto A de la figura 2);

1ii) para cada nivel del riesgo menor a o1 existen dos portafolios factibles con
distinte rendimiento esperado. Obviamente el que Jo tenga menor es
ineficiente de acuerdo al CMV (ver segmento AB” en la figura 2).

Ejemplo: Un inversionista se encuentra ante las siguientes alternativas de inversion,
representadas en la siguiente tabla 1, bajo el supuesto de gue las inversiones 1 y 2 son
correlacionadas en forma perfecta negativa (piz =- 1)

Titulo "i" E(li) i
! 1 7 3
I 2 11 8
Tabla 1
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Por medio de las formutas (1) y (2) es posibie cakeular el riesgo de portafolios constituidos
por distintas properciones de la inversion 1. Dado que la formula a utilizar depende de que
la proporcicn invertida en el mismo sea mayor ¢ mener que

a2
ol T a2

previamente se calcula este valor, resultando:

g = § =07273
Gl + o2 3+8

En las dos primeras columnas de la tabla 2 figuran los niveles del riesgo o® correspondiente
a algunos valores de ki, caleulados mediante:

or=11ki -8 si ki=07273 ¥y

or=-11k1+8 si 0=<ki=0.7273
K | ae i E(L))
0.0000 8.00 1100
0.2000 5.80 10.20
0.4000 3.60 9.40
0.7273 0.00 8.09
0.8000 0.80 7.80
0.9000 1.50 7.40
1.0000 3.00 7.00

Tabla 2

En la figura 3 se representan los datos contenidos ¢n las dos primeras columnas de la tabla
2 que es un caso particular de la figura 1.

Puede observarse que €l punto A representa un portafolio con riesgo or = 0, obtenido
invirtiendo el 73 % en la inversién 1 y el 27 % en la inversién 2. Todos los portafolios que
contengan mas del 45 % de la inversidn 1 tienen un riesgo inferior a 3. es decir menos que
el de cualquiera de las inversiones que la componen {puntos de la curva CAB*, excluidos
los extremos).
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Con el objeto de pasar a un espacio riesgo-rendimicnro esperado, en la tercera columna de
la tabla 2 se han calculado los distintos rendimientos esperados en funcién del riesgo,
utilizando para ello las formulas (3) o (4) segin sea el caso. De acuerdo a los datos de la
tabla L. se obtiene:

Si 0.7273<ki <1 entonces E(lr) =-0.36 op + 8.09

Si 0<ki <0.7273 entonces E(lp} = 0.36 or - 8.09

En la figura 4 se realizé ta correspondiente representacion grafica que es un caso particular
de ta figura 2. Puede observarse que los portafolios representados por puntos de la curva
CAB* tienen riesgo menor que 3. El punto A representa un portafolio sin riesgo con un
rendimiento esperado igual a 8.09, mayor que el de la inversién 1.

or A
® B
58
360
3
ly )
240
1180
A
—
[f] 02 04 045 Oh 073 0% 09 | ar
Figura 3




PORTAFOLIOS CONSTITUIDOS POR DOS INVERSIONES
INCORRELACIONADAS (p=10)

Analizados los efectos de la diversificacion al construir portafolios de dos inversiones
correlacionadas perfectamente tanto en forma positiva como negativa (p=1 y p=-1),
como un paso previo al andlisis general, se profundizara el estudie del case intermedio de
dos titulos incorrelacionados (p = 0). En esta hipotesis, la varianza de un portafolio
constituido por dos inversiones es: :

2 22 22
or = Kig! + kxon

Teniendo en cuenta que la suma de las proporciones invertidas es 1. puede sustituirse k2 por
(1-ki:

2 212 22
ar=kior + (1 - ki)o2

Desarrollando el cuadrado y agrupando términos:

2 2012 2 2
cr=(c1+o) ki-2c:ki+o: {1

que expresa la varianza del portafolio en funcidn de la proporcién invertida en la inversidn
1. La desviacion estandar es:

112

22 2 2
aP =Ec| +o)ki-2arki+ cz} (2)

Tanto {1) como (2) expresan, de distinta manera. la relacion entre el riesgo del portafolio y
la proporcion invertida ki, la que estd representada graficamente en la figura 1.

La curva representativa de la relacién entre ki y op, expresada por cualquiera de las
formulas (1) o (2), es una hipérbola y consta de dos ramas. La rama inferior si bien
satisface las dos formulas matematicas, carece de sentido en este contexto pues corresponde
a valores negativos de la desviacién estindar or. La rama superior es la tinica que satisface
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la condicién @< ki<l. Los puntos BB’ se determinan haciendo respectivamente ki=0y
ki = | en cualquiera de las formulas (1) 0 (2).

Ya se ha demostrado que en el caso de inversiones incorrelacionadas, la proporcitn optima
k*1 que origina el portafolio con riesgo minimo es:

ap

ol

aor

[
»

K k* 1

Riesgo op de una cartera de dos activos en funcién de la proporcién ki invertida en
uno de ellos cuando p=0
FIGURA 1

ol + G2

La expresion que permite el cdleulo del riesgo minimo se obtiene sustituyendo el citado
valorde k*1 en (2):

2 in
7z 2 2 2
ao*pr = (o1 + g2 a2 -2 _o; g:+ g2
2 2 2 2
1+ G2 Gt + G2
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Realizando las operaciones indicadas se llega a:

2 2
G*Pr={ O102 (3)

GL+ o2

Estos valores k*i y o*¢ son las coordenadas del punto A en la figura 1. El riesgo minimo
o*p es menor que oi; ya que el cuadrado del riesgo minimo es:

2 22 2 2
o= _OLm = o 0o
2 2 2 2
o1+ o2 oL+ o2

si se tiene en cuenta que:

o1+ G2

{pues es un cociente en <l que el dividendo es menor que el divisor y las varianzas son
todas positivas) resulta inmediatamente que:

2 2 2
[ + 33 <Gt

2 2

| oI+ o2

pues. al multiplicar cualquier nimero por otro positivo y menor que fa unidad, se obtiene
un resultade menor que el nimero criginal. Resumiendo, se tiene:

2 202 2

g* = _gigx = ol
2 2
Gl + g2
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Extrayendo raiz cuadrada en ambos lados de la expresién anterior resulta, tal como se habia
anticipado, o*p < g1. De este resultado se deduce que, en el caso de un portafolio
constituido por dos inversiones con una correlacion lineal igual a cero, s posible formar
portafolios con riesgo menor al de ambas inversiones. (Recuérdese que se ha supuesto que
o1 < o2. Todos los portafolios representados en la figura 1 por puntos pertenecientes al
arco CB’, excluidos los extremos, tienen riesgo menor al de cada una de las inversiones que
los componen. Para determinar analiticamente las proporciones que permiten formar tales
portafolios es necesario, primeramente, notar que los puntos C y B’ corresponden a
portafolios cuyo riesgo es igual a o1. Entonces . de (1):

2 1 22 2 : 2
or=(o1+to}ki-2o:ki+t o<

2

Pasando o1 al primer miembro se obtiene una ecuacion de segundo grado del tipo
2

ax+bx+c=0

2 2 2 2 2 2
{ci1+onk-2oki+(ocz-01)=0

que aplicada a este caso particular da:

2 4 2 2 2 2
ki=2a2 (+/-)\/4

oz-4 (o1 +02){o2- G1)

b 2
2 (o1 +072)

Haciendo los calculos correspondientes se obtienen las dos raices o soluciones:

T 2

ki=1 y kK'i=o:- o1 C))
: 2
o1+ a2
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En consecertcia, bajo la hipotesis de incorrelacion entre ambas inversiones, es posible
obtener ganancias de riesgo por diversificacién siempre que la proporcién invertida en la
inversion de menor riesgo cumpla con la condicion:

2 2
c2z- o1 <ki1<l

2 2

gL+ o2

Con el fin de aplicar el CMV a la seleccion de portafolios, es necesario hacer el andlisis
correspondiente en un espacio riesgo-rendimiento esperado. Para ello se partira de la
ecuacion mediante la cual se calcula el rendimiento de un portafolio:como enseguida se
ruestra:

E(Iry = ki E(T1) + (1-ki) E(I2)

ki =E(Ir) - E(I2) 3
E(It) - E(I?)

Sustituyendo este valor en (1) se obtiene:

2 2 2 2 2 2
or = (Gi + 52) @(lp) - E(I)] -2 m( E(I¥) - E(ﬂ? +202 (6)

ha([;) - E(Iz)J LE(I:) - Euﬁ

La férmula (6) determina la relacion entre el riesgo oe y el rendimiento esperado E(lp) de
portafolios constituidos por dos inversiones incorrelacionadas. En los casos anteriores se
consiguié expresar el rendimiento esperado er funcién del riesgo en forma explicita, lo que
no se hari en este caso pues realmente dificultuoso despejar E(Ir) en la formula (6). Sin
embargo, en base a dicha férmula, que relaciona implicitamente ¢l riesgo o con el
rendimiento esperado E(lp), se podrd esbozar la forma de la curva de transformacién
correspondients. Los resultados de este analisis pueden visualizarse en la figura 2.
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E{Rr)

E(Rz)

E(Rc)

E*(Rr} A

E(RD) B’

o*p )] G2 a*p

Curva de transformacion para dos activoes incorrelacionados (p=0}
FIGURA 2

El punto B se ha determinado reemplazando en la formula (6) E(lr) por E(Iz}. En forma
analoga se determind el punto B, Se sabe que invirtiendo la proporcion

2
k* = a2

2 2
G+ o2

se obtiene un portafolio de minimo riesgo; el rendimiento esperado de tal portafolio se
puede caleular reemplazando el mencicnado valor de k*1 en la siguiente fdrmula que como
anteriormente se mostré permite calcular el rendimiento de un portafolio formado por dos
inversiones, como se muestra:




2 2
E*(lmv= oz EIY +{1- oz |EW)

2 2 2 2
Cl+ G2 Gl + o2

Realizando algunas operaciones queda:

2
E*(Ie)= o [E(L)-E()]+ E()

2 2
o1+ o2

Si en la formula (6) se reemplaza el valor de E*(Ir} se obtiene el riesgo minimo o+
correspondiente, y en consecuencia un nuevo punto de la curva de transformacion, el que se
ha denominado A en la figura 2, como se muestra:

2 2 2 2 2 2 2
ob = (gl +G2) a2 (E(}-E(12)) +E(2) -E0n)] -2a o2 (E(IN)-Eqn) + E(l2] - E(12) + o2

12 2 2
olt+o? aol+g2?

E(IY) - E(I2) E(L) - E(12)

Realizando las operaciones anteriores se obliene:

a3 1 2 7

2 P 2

OP= G T2 = G*P

2 2

ot m
que es ¢l cuadrado del minimo riesgo gue ya se ha obtenido en (3).
En forma similar puede mostrarse que el punto C. que separa los portafolios que originan

panancias de riesgo de aquellos que no las originan. pertenece a la curva de transformacion.
Como enseguida se muestra:

Ya se obtuvo en (4) la proporcion




2 2

k'h=02- ol
2 2
o1+ o2

que corresponde invertir para obtener b portafolio representado por C: luego,
reemplazando este valor en la ecuacién que permite caleular e] rendimiento de un portafolio
formade por dos titulos, se obtiene el rendimiento esperado de este portafolio, seglin se
muestra a continuacién:

E(lr) = ki E(11) + (1-ki1) E(I2)

Sustituyendo ki por k'1 y efectuando el producto del segundo sumando:

T2 2
E(l»)= c2- o1 E(IN+E(l2)-o2- o1 E(I2)
2 2 2 2
g2+ ol o2+ Ol

Extrayendo un factor comun, se tiene:

2 2

E(l?)= o2- o1 Ea(m + E(lz} +E(I2) = E(le)
2 2
G+ Ol

Sustituyendo este valor de E(Ip) en la férmula (6) se puede obtener el riesgo de este
portafolio C.

22 2

2 : 2 22 1z
-2¢] o201 (E()-E(12)y + E(12) - E(12} + o2

cl'= (gl + o) a2-a1 (E([1) - E(12)) + E([2)] - E(12)

2 2 2 z
alt+c2 cl+al

() - E(I2) E(l1} - E(12)
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2 2

Realizando las operaciones se obtiene op = a1, lo que completa la demostracién de que las
coordenadas del punto C, (E(Ip), 61), verifican la férmula (6). La representacion grafica en
un espacio riesgo-rendimiento esperado de la formula (6) es una hipérbola (ver figura 2).
De esta curva se ha marcado con trazo continuo sélo el arco B'B perteneciente a una de sus
ramas. Ello es asi por cuanto esos puntos son los Gnicos que cumplen la restriccion
ki + k2 = 1. siende tanto ki como kz positives o nulos. Enseguida se aplicaran los resultados
obtenidos al an4lisis conereto de los dos titulos de la tabla 1, bajo la hipdtesis p= 0.

Inversion i E{l) i
1 7 3
2 11 8
Tabla 1
En este caso particular la farmula (2) toma los siguientes valores:
1
:
cp=[73 Ki- 128k.+64] Q)

que permite calcular el riesgo de portafolios constituidos por distintas proporciones ki de la
inversién . Los resultados obtenidos se muestran en las dos primeras columnas de la tabla
2 y su representacion grafica es la figura 3.

k1 GP E(I¢)

0 8.00 11.00

0.10 7.20 10.60
0.20 6.43 10.20
0.40 4.95 9.40
0.60 1.67 8.60
0.75 3.00 7.99
0.80 2.88 7.80
0.88 2.81 7.49
L 1.00 3.00 7.00

Tabla 2

El punto A de la figura 3 representa el portafolio de riesgo minimo. La proporeidn k1 es

65




K= o = 64 =088

2 2
oi+ o: 64+9

v ¢l riesgo del correspondiente portafolio es, de acuerdo a la formula (3):

172 172 V1

o*r=[9) (64]=[576]= (7.89) = 2.81
9 + 64 73

Debe notarse que este Tiesgo minimo es menor que el de la inversién (o1 = 3) ¥y en
consecuencia se obtiene una ganancia de riesgo por diversificacion. Surge entonces
naturalmente €l problema de determinar dentro de que range debe variar ki para obtener
portafolios con riesgo inferior a o1, Aplicando (4) se tiene:

2 2
kKi=g1- g =64-9 =355 =075

b] 2 64+9 73
g+ o2

vator que si se sustituye en (7} origina como resultado ar = 3 = o1, y se completa el calculo
de las coordenadas del punto C de la figura 3. Entonces, cada vez que, 0.75 < ki <1 se
obtendra portafolios que originan ganancia de riesgo por diversificacién.

Los puntos B y B" de la figura 3 corresponden a las inversiones 2 y 1 respectivamente,
cuyos riesgos se obtienen sustituyendo ki en Ia formula (7) por © ¥ 1 respectivamente.

En la figura 4 se representa, en un sistema de coordenadas riesgo-rendimiento esperado, la

curva de transformacién obtenida de acuerdo a la expresion general (6):

2

o =[E(Ir') . ;1] ] lZS[E(Ip} ; 11] + 64
4 3

Realizando operaciones resulta la ecuacidn de la mencionada curva;

2 z
o1 =4.5625 E(Ir) - 68.3750 E(Ip) + 264.0625 (8}
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Se pucde verificar que los valores comrespondientes de las dos ultimas columnas de la tabla
2 satisfacen la formula (8); por ejemplo, si en dicha formula se hace E(lr) = 11 se obtiene
1 =64, de donde or = 8. Los valores de la tercera columna se calcularon madiante

ar
la formuta: E(Ir) = 7 ki + 11 (1 - k1), la cual fue obtenida en €l presente capitulo,

Puede observarse en la figura 4 que cuando se desarrolia el andlisis en el espacio riesgo-
rendimento esperado, el punto A representa el portafolio de minimo riesgo y el punto C
separa los portafolios que originan ganancias de riesgo por diversificacién, (representados
por los puntos del arco CAB’), de los que no las originan. Una ventaja del anélisis del
espacio riesgo-rendimiento esperado es que permite visualizar con facilidad los portafolios
eficientes segun el CMV: por ejemplo, no todos los del mencionade arco CAB’ tienen
dicha caracteristica, pues sélo son eficientes los representados por los puntos del arco CA.

or A

8.00

]

G643

495

EXcY)
300
131

(i)

ks
0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 075 080 0388 1.00

FIGURA 3
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PORTAFOLIOS CONSTITUIDOS POR DOS INVERSIONES CON
UNA CORRELACION (-1 <, <1)

En este capitulo se analizarin los efectos de la diversificacidn cuando el coeficiente de
correlacién lineal, entre las dos inversiones del portafolio considerado, toma cualquier valor
dentro del rango completo de sus posibilidades, excluidos los casos extremos cuando p = -1
y P = 1, cuyo estudio fue anticipado solamente por razones de claridad expositiva ya que es
muy dificil que dos titulos concretos estén perfectamente correlacionados, sea en forma
negativa o positiva.

En el estudio siguiente se verd que es factible obtener ganancia de riesgo por
diversificacién (esto es lograr que el riesgo del portafolio optimo sea inferior al de la
inversidn que lo tiene menor) siempre que ¢l coeficiente de correlacion lineal entre ambas
inversiones sea menor que el cociente entre la desviacion estandar de la inversién de menor
riesgo y ¢l de la otra inversidn.

Formalmente se demostrara que:
Si -1 < P < gt entonces oP* <gh
supueste que al < g% k(>0 k:>0 (1)

Este resultado permite establecer, desde un punto de vista practico, una regla de decision
referente al siguiente problema: jes conveniente a fin de obtener ganancia de riesgo
(independientemente de los rendimientos) la construccién de un portafolio con las
inversiones 1 y 2?. En efecto, serd conveniente tanto el coeficiente de correlacién lineal
entre esas dos inversiones o titulos cumpla con la condicidn antes expresada.

Para justificar (1) se seguird un camino similar al recorrido en las demostraciones
anteriores. Ya vimos que para expresar el riesgo de un portafolio construido con dos
inversiones, en funcidn de las proporciones k; y k2, medido a través de la varianza de sus
rendimientos, se utiliza la siguiente férmula (ver (1) del capitulo de correlacion perfecta
positiva)

: 12 22
Op=ki G +k:G2+2ki k2 p 0y 02

Recordando que ki + kz = 1, resulta que:
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x 202 22
sr=kioi+{l-km+2ki(l-kipoio:
Realizando las operaciones convenientemente, la formula anterior puede ser escrita como:

2 2 2 2 b z
op=(c1-2paorcztonlk+2{poror-o3 ki +o2 2)

. 2

que expresa la relacién existente entre la varianza op y la proporcion ki invertida en una de
las inversiones, en funcién del coeficiente de correlacién lineal p, suponiendo conocidas las
desviaciones estandar o1 y o2. Esta relacién entre riesgo del portafolio y proporcion
invertida en una de las inversiones es general, es decir aplicable cualquiera que sea el valor
det coeficiente de correlacion lineal. Sustituyendo p por -1.0 y 1 en (1), se deducen las
tormulas que expresan el riesgo-praporcion invertida del portafolio con una correlacién
perfecta negativa, cero y correlacién perfecta positiva respectivamente, que fueron
estudiados en los capitulos anteriores.

A efectos de determinar las proporciones ki* y k:* dptimas que permiten construir el
portafolio de minimo riesgo es conveniente medir este mediante la desviacion estandar de
los rendimientos. De (2) se obtiene

2 3 2 2 2 T an
or=for-2poisiteki+2(poior-c) ki + o2 3)

La condicion necesaria para la existencia de un minimo es que la primera derivada del
riesgo con respecto a la proporcion invertida sea igual a cero:

1*%
Q
-
il
o

|

o
=

Derivando en (3) ¢ igvalando a cero, se obticne:

2 2 2
dor= lNoi-2poiocz+a)ki+2(polor-a) =0 (E)]

2 7 2 2 1 n
2(gi-2poior+a ki +2(poroz-oz) ki +o2]

o
=

Para que un cociente sea igual a cero es necesario que el numerador sea igual a cero y ¢l
denominador distinto de cero. Se determinara entonces el valor ki que anula el numerador,
resolviendo la ecuacion:
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2 2 1
2c-2porcito)ki+2(poicz-c2)=0

De donde surge:

c1-2poicztor

Teniendo en cuenta que ka* = 1 -ki*

2

-2 L o2 &)
2 2
ci-2poi1oc2tor

kz*

Debe analizarse ahora si el valor ki*, que se ha encontrado, anufa el denominador en (4). A
1al efecto se sustituye ki por ki* en la expresion encerrada entre corchetes.

2 22 0z

(o1-2potortaki*+2{poroz-o)ki* + o2

sustituyendo ki* por su valor en (3) se obtiene:

2 2 2 2 2 2 2

(o1 -2 poloztor) ax-2p Sl G +2{paror-g) =2 pmiagr ) + o2
T 2 2 2
gl-2polLorton cl1-2po102+02

Simplificando mediante adecuadas operaciones e igualando a cero se obtiene una ecuacidn
que permitira averiguar qué valores del coefictente de correlacion anutan €] denominador
de (4)

2 2 2
61- (m-2po16G) =0 N

g -2poiorto:

71




De (7)

1 T2 2

ag: = oz2(c2-2pal)
2 7

Ggl-2poiartor

2
Por pasaje de términos y simplificacién de o2

2 2 2

c1-2poigrtor=(o2-pon)
Completando el cuadrado en el primer miembro

22 2 2
(o1-2pah+aol-por={cz-poy)

que es equivalente a

202
ol-poi=0

de donde se deduce
2 2
Gi(l-p)=0 @)

[as raices o soluciones son p= 1 y p = - 1, valores que en consecuencia anulan el
denominador de (4), y por lo tanto las formulas (3) y (6) son vilidas para todo valor del
coeficiente de cormelacion lineal p, excepto para los dos valores mencionados. Para todes
los valores de p puede probarse que la segunda derivada del riesgo o» con respecto a la
proporeion ki, calculada en ki* es positiva

El

[d_m} >0
dkhl ki =ki*




i
T

Nétese que a pesar de que las férmulas (5) y (6) no son vélidas en los casos p = typ=-1,
los mismos han sido analizados y resueltos completamente en sus respectivos capitulos.

Determinadas las proporciones dptimas que permiten construir el portafolio con minimo
riesgo, corresponde shora calcular el valor op* de ese riesgo minimo. A tal efecto, se
sustituye en (2) ki por el valor éptimo ki* de acuerdo a (5).

2 2 2 2 2 r 2 2

or* ={c1-2poiG2+o2)|  G1-pOIC2 +2{poiG2-01) C1-pOIO2 + a2
] 2 2 2
1-2polo2to: t-2po1om+a

Realizando las operaciones indicadas en ta férmula anterior se abtiene la expresion buscada

2 2 2 2
cr*=_ oci1o2(l-p) ()]
2 2

gl-2poiLorto2

La formula (9) se verifica para todo valor de p excepto para p=- 1 y p = L. Si se sustituye
p = 0 se encuentra la formula que determina el riesgo de un portafolio integrado por dos
inversiones no correlacionadas, que por simplicidad expositiva fue como empezamos a
elaborar ésta tesis, para posteriormente ver caso por caso.

Se estd ahora en condiciones de probar la validez de (1). Para ello debe verificarse que el
riesgo del portafolio Gptimo expresado en (9) es menor que o1, recuérdese que segun (1), la

inversion 1 es la de menor riesgo, solo en el caso en el que el coeficiente de correlacion
lineal cumpla la condicion:

-lsp<gl
[27]

Por razones de simplicidad se dividird la demostracion en tres partes, segun que p sea
menor. mayor o igual a cero.

i) supuesto -1<p<0

73




2
Es obvio que | - p < 1, de donde se deduce

2 2 2
o:(1-p)<a *)

Considérese ahota el denominador de (9); se probard que es menor que la expresion

2 2 2
cg:(l-p)<ou

En efecto,
22 2
oc:<ol1-2poi1o2to? {**)

pues el primer miembro resulta de suprimir en el segundo dos términos positivos {notese
que se ha supuesto que p es negativo).

De (*} y (**) se tiene, por propiedad transitiva de la relacion menor:

k 2 2 2
c2(l-p)<ci-2poioz+o
De donde:
2 2

o:(l-p) <1

2 2
osl-2poio2t oz

2
Multiplicando miembro a miembro por o1, se obtiene:

22 2 2
cioz(l-p) <ol

2 3
g1-2poic2+o2
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Finalmente, teniendo en cuenta (9) resulta que

2 2
TP* < O

Lo que prueba que, si dos inversiones tienen rendimientos correlacionados negativamente,
entonces es posible construir un portafolio cuyo riesgo sea menor al de ambos (hay

ganancias de riesgo por diversificacion).

ity supuesto p=10

Bajo esta condicion. (9) se transforma en

2 22
o= oI (++%)
22
gl + o2
Ademas es
2
o <1
P
ol + o2

A

Multiplicande miembro a miembro por o1, se tiene

12 2
cgrol< al
2 2

o+ G2
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Fimalmente, por (***) resulia:

2 1
o < Ol

Entonces son vilidas, en el caso de inversiones incorrelacionadas, las conclusiones de la
parte i) y. por ser ambos casos p < 0, de (5) y de (6) s¢ deduce que las proporciones que
permitert construir al portafolio 6ptime, ki* y kz*, son positivas.

iii)  supuesto D<p<alL
a2

Se demostrard que también en este caso es posible obtener ganancias de riesgo por
diversificacién. Partiendo del supuesto dado resulta:

p-oL <0

Rga

Como el cuadrado de un nimero negativo es positivo, se tiene:

2

2
[p-g,]H)
o2

de donde, multiplicando miembro a miembro por o3,

2 2
5:[p-g]>0
a2

Desarrollando el cuadrado y efectwando la multiplicacidn indicada
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22 2
c:p-20ci1c2ptor>0

2 2

2
Sumando miembro a miembro la expresion c2-02p

2 : 2 1
c1-lpoigtor>o2-T2p

lo que es equivalente a

2 : 2 2
ci-2poiortoz>ror(l-p)

De esta expresién se deduce que

2 2
c2(l-p) <l

2 2
o1-2polozT o2

Py

Maultiplicando miembro a miembro por ot

1 2 2 2
sio{l-p} <ot

2 2
gr-2poioz+oz

Finalmente, teniendo en cuenta (9),

2 2
a2%* < gl

lo que completa la prueba de [a validez de (1).
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En (1) se la expresado la condicion que debe curnplir ¢l coeficiente de correlacion entre los
rendimientos de dos inversiones para que sea posible obtener un portafolio Gptimo que
origine ganancia de riesgo pot diversificacion. Es posible que, aparte del optimo, existan
otros portafolios que, si bien tienen mayor riesgo que éste, igualmente originan ganancia de
riesgo por diversificacion. Dado que en los hechos. por eventuales restricciones facticas es
coman que no sea posible alcanzar exactamente la proporcion oplima ki*, es conveniente
determinar una proporcién ki a partir de la cual se consiguen portafolios que an sin ser
dptimos originan ganancia de riesgo por diversificacién. Este hecho permite aplicar la
teoria desumollada atin en los casos en que restricciones de cualquier tipo impidan acceder
al portafolio éptimo, pues se vera que a pesar de ello se puede mejorar el riesgo del
portafolio.

Es posible probar que cuando se cumplen las condiciones establecidas en (1), todo
pottafolio en que la proporcion ki invertida en la inversién de menor riesgo sea superior al
valor

1 2
ki'=  gr-on {10)

2 2
Gi-2poigcr+o2

2
tiene un riesgo op inferior al de la inversion 1, originando entonces una ganancia de riesgo
por diversificacidn.

La proporcion ki” deberd cumplir la condicion de originar un portafolio cuyo riesgo

) 2

op sea igual a o1 . Teniendo en cuenta la formula (2) de este capitule y lo expresado
precedentemnente resubia

2 2 1 2 2 T2
or=(m-2poim+alki+t2{poic-c)ki+ta2 =0l

Mediante un acomodo de términos se obtiene Ya ecvacion cuadratica

2 2 2 2 2 2

(ci-2paoicz+az)ki+2(poror-o2)ki+{o2-061)=0

Utilizande 1a formula que permite resolver una ecuacion de segundo grado, se tiene
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ESTA TESIS NO SALE
__ DE LA BIBLIGTECA

2 22 2 22 2
k=-2Apoic2-02) +\/4(pmcrz-o'z)-4(m-2p0’|02+61)(02-c|) =0
2 3

2o -2poio2t+oz)

2 2

=-(polg:r-m}+{poior-a1)

2 2
c1—-2 poloz+ O2

De donde surgen las dos raices o soluciones

2 2

ki'=  o:-0l ki=1
2 2
gi-2pgiortaor

que. seg(in s¢ mostraTa a continuacién, permiten acotar el conjunto de los portafolios que
originan ganancias de riesgo por diversificacion.

La funcion que representa, en un espacio riesgo{ or) - proporcidn invertida(k1), el riesgo,
medido 2 través de la desviacion estandar, de los distintos portafolies en funcién de la
proporcién ki, ya fue analizada y es la formula (3) del presente capituio,

2 2 2 2 2
01'=\ﬂcl-meG:+c:)k|+2(pcnm-c:)k1+a:)
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Su representacion grafica se ha dibujado en la figura |

A
GP
a2
B
ol I B
"
or*
0 ki ki¥ 1 ki
- -
V

Ganancia de riesgo por diversificacion

Figura 1
Riesgo de un portafolio de dos inverstones en funcion de la proporcion invertida en
uno de ellos cuande -1 < p < o1 vy los beneficios de la diversificacion.
o

Puede observarse que todo portafolio en que la proporcién invertida en la inversién |
cunpla la condicién de ser mayor que ki* y menor que 1 origina una ganancia de riesgo por
diversificacion. Formalmente:

2 2

Si c2- 0ol <k <1 entonces or < ol (11}
2 2
ci-2palcr+o:
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Notese, que entre todos estos portafolios se encuentra el Gptimo, constituido invirtiendo en
la primera inversién la proporcién k. Desde el punto de vista de 1a aplicacitn a la toma de
decisiones de inversién, es importante examinar las conclusiones que pueden extraerse
cuando se analizan conjuntarnente las derivaciones de (1) y {(11). De la primera se deduce
que el portafolio Gptimo tiene riesgo inferior al de las inversiones que lo componen s6to s
la correlacion entre los mismos cumnple la condicion

. l<psoy
o3

Cumplida esta condicién, {11) muestra que si la proporcién invertida en la inversion 1
satisface k1'< k) < I, entonces, aparte del dptinto, existe un conjunto de portafolios que
permiten mejorar el riesgo de Ja posicién en una sola de las inversiones. Puede llamar la
atencién el hecho que Ja formula (10), que expresa la proporcidn ki' que separa los
portafolios que originan ganancias de riesgo (ver figura 1), esta definida también para
valores de P que no cumplan la condicion establecida en (1), lo que induciria a pensar que
no es necesaria. Sin embargo es posible demostrar que todo valor de p superior 2 Gy origina,
o,

mediante (10), un valor k;" mayort que 1. Esto no es factible bajo los supuestos que se han
realizado, va que st ki > | entonces necesariamente la proporcion k; resulta negativa.

En efecto, supuesto p > O se sigue, P 62 > 6; multtiplicando ambos miembros de la
G2
desigualdad por 26

2
2poior > 20,

que ¢s equivalente a

2 >

-O =0 -2pO G

2
sumando miembro a miembro G, se tiene

22 2 2
Cr-G) > G -2PpT1G:+ G2




de donde

22
G2 - G > 1

2 2

Gl -2paGiorto:
finalmente teniendo en cuenta (10)
ki"> 1

El criterio CMV para la eleccion requiere que los mismos sean caracterizados mediante
desviacion estdndar y la esperanza matemética de sus rendimientos, que son los pardmetros
utilizados come indicadores del riesgo y rendimiento esperado de las inversiones realizadas
en estas carteras. Es por eso que, en lo que sigue. se hard el andlisis en un espacio riesgo-
rendimiento esperado. Para tal efecto debe encontrarse la relacion matemdtica que
relacionan las mencionadas variables.

Sustituyendo ki en la farmula (2) por su valor en funcion de los rendimientos esperados del
portafolio y las inversiones componentes (véase la {brmula (3) del capitulo de correlacion
lineal perfecta y despejando a ki), se obtiene:

2 2 2 1 2 2
or={(c1-2paior+or) Elr}-E(L} |+ 2(poroz-c2)f E(lr) -E(lz) | + o2
E(l) - E(I2) E(IN - E(I2)

(12)

Esta altima ipualdad expresa la vinculacion entre el riesgo y el rendimiente esperado de
cualgquier portafolio constituido por dos inversiones. suponiendo que son conocidos los
riesgos y los rendimientos esperado de los mismos. asi como el coeficiente de correlacidn
lineal entre sus rendimientos.

Dado que la curva de transformacion entre riesgo v rendimiento esperado varia segiin el
valor del coeficiente de correlacion lineal p. se estudiard sistematicamente la mencionada
variacion v su influencia en la toma de decisiones de la construccion de carteras, es
importante la determinacion general de ciertos puntos criticos pertenecientes a las curvas de
transformacion. Ellos son los que en la figura | han sido designades B".B,A y C, que
corresponden respectivamente a pertafolios en que se han invertido tedos los fondos en la




inversion I o+a 2 (B o B ), cartera de minimo riesgo (A} y, por litimo, portafolio limite
entre los que originan ganancias de riesgo por diversificacion y los que ne lo originan {C).

Es posible probar que las coordenadas de estos puntos son:

B = (o1 E(LL)) B = (o2 E(I2)
A={or* E(Ir*)) € = (o E(I*))
Donde

2 12 2

oi* = 3162!1-92 . P/ 1)

cl-2poio:taoz

b

E(lr*)=( ot-potor }(E()-E(12) + E(I2) (13)
2 2

o1-2poioztar

r 2
E{(Ir')=( oz2-q1 ) (E(L) - E(I2)y + E(I2) (14)

ci-2poio:rtor

Para verificar las coordenadas asignadas a los puntes B” y B, es suficiente con sustituir en
Ja formula (12} la variable E(I¥) por E(l1) y luego por E(I2) y constatar que s¢ obtiene,
después de realizadas las operaciones indicadas, respectivamente 2 : . Esto

ol Gl
demuesira que las coordenadas B” y B satisfacen la relacion (12 y en consecuencia

pettenecen a Ja correspondiente curva de transformacién entre riesgo y rendimiento
esperado.

El punto A representa el portafolio de minimo riesgo. Su abscisa es precisamente ese
minimo ¥ va fue determinada ea la formula (9). La ordenada correspondiente E(lp*) puede
obtenerse sustituvendo en (12) 2 porel valorde @ (9) y luego despejando E(Ip) segiin se

oP or¥

muestra 2 continuacion.
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12 2 2 2 2 2
gio(l-p) =(c1-2pcior+oz) |Ele*)- E(I2) +2{(pocior+o2 )

A

ci-lpcic:rto E(I1} - E(I2)

que es equivalente a

4

2 2 2 2 22
(o-2paoi o2+ o) B(IpH) - E(LN + 2 (potor- o2 )EQe*) - E() | +o2-_oraufl -
E(l1)- E(12) E(T+) - E([2) 2 2

cl-2poigrtaz
efectuando la diferencia entre los dos ditimos términos del primer miembro, queda:

2 2 2 3 2
(oi-2 pot oz + o) E(Ie*) - E(I)] + 2 (poi o2- 02 ) E(le*y - E(T2) | + (polgz-62)=0
E(lt) - E(I2) E(l) - E(I2) 2 2

gi-2poiozto:

2 2
multiplicando ambos miembros por (1~ 2 p o1 62 + ¢2), se obtiene

2 212 2 2 2 2
(Gi-2 p ot ar + a2} E(Ie*} - E(In)] + 2 (o1- 2 p o1 o2 + o2) [E{le*) - E(L) (p o1 02 - 02)
E(li}y- E(I2) E(l) - E(I2)

4

+{poro2-02)=0

el primer miembro de la igualdad es el cuadrade de un binomio, que puede escribirse de la
siguiente manera

: 2 2 2
(o1-2 poi o2+ 62)( E(Ip*) - E(I)) +(poro2-02) | =0
E(L1) - E(I2)

de donde surge

34




2 . 2 z
(ci-2pai oz + a)(Ele*)-E{LY) +{poro2-02) =0
E(I1) - E(I2)

finalmente, despejando de la formula anterior E(Ir*) se obtiene (13).

El punto C, que separa los portafolios que originan ganancia de riesgo, tienen por abscisa a
1. En consecuencia para determinar su ordenada E(ir’ } debe reemplazarse en (12) op por
al. Si, posteriormente de realizada tal sustitucion. se pasa 2 al otro miembro y luego se

o

s

multiplica mismbro a miembro por (G- 2 p 6L g2 + G2). Se obtiene

2 22 2 2 2 p3

(o-2poic2+o) E(R) -E( |+ 2 (-2 porcr G;) E(e)-E(hi(poioz-01)
E(I - E(12) E(Ti*) - E(I2)
122 2

+{o2-a){o-2po1or+o2)=0

dado que los primeros sumandos son un cuadrado y un doble producto, realizando el
proceso de completar el cuadrado queda:

Z
extrayende raiz cuadrada en ambos miembros (dado que x = |x| se obtiene

3

2 2
(c1-2poior+a2)f Ede} - E(I}] +(poyor-02)
E(L) - E(I2)

esta ecuacion tiene dos soluciones segin que ambos miembros tengan €l mismo signo o
sean opuestos. En el primer caso al despejar Etle") resulta (14). mientras que, en el segundo
caso resulta E(Ir") = E(It)

Gl (p o2 —01)

A continuacién se aplicardn los resultados previos al desarrollo al desarrollo prictico del
caso concreto presentado en la siguiente tabla 1.
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Inversion I E{Ti} ai

T 7 3

2 i1 8
Tabla 1

Dado que se tiene 0,07 = 3/8 = 0.375, de la férmuta (1) del presente capitulo, se infiere que
s6lo ser posible obtener portafolios con ganancias de riesgo si el coeficiente de correlacién
lineal entre los rendimientos de las dos inversiones es inferior a 0.375. A fin de mostrar esto
numéricamente se examinaran dos alternativas: p = 0.10 y p = 0.80.

Si p = 0.10 entonces, por lo expresado precedentemente, existird un conjunto de portafolios
que originan ganancias de riesgo. Mediante la formula (10} se calcula

k"= 64-9 =0.806 {Punto C de las figuras 3)
9-2(0.10) (3) (8) + 64

En consecuencia todo portafolio integrado por [a inversion 1 en una proporcién superior al
£0.6 % tendra un riesgo inferior at de cualquiera de las inversiones o titulos componentes.
Enire todos esios portafolios existe uno que tiene el minimo cesgo. Para construirlo se usa
ia formula (5).

ki*=  64-010(3)(8) =0.903 (Punto A de las figuras 3)
9-2(0.10)(3) (B)y + 64

Entonces el portafolic dptimo, en lo que a riesgo se refiere, se construye inviriendo el 90.3
% de los fondos en la inversion 1 y el 9.7 % restante en la inversién 2, siendo ¢l riesgo, de
acuerdo a (9), op* = 2.892, Este valor podria también encontrarse en base a (2) que expresa
el riesgo de cualquier portafolio constituido por dos inversiones en funcién de la proporeidn
invertida en uno de ellos.

En el caso que se esta considerando se tiene

2 2

op=68,200 k; - 123,200k, + 64 =<ki<l)

En las dos primeras columnas de la tabla 2 se muestran los valores de g que correspenden
a distintas proporciones k.
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ki P E(Ir)
0.000 8.000 1T.000
Q200 6488 10200
0.400 5.063 9400
0.600 3.825 8.600
0.806 3.000 7776
0.903 1892 7.388
0.950 2917 7200
1.000 . 3.000 7.000

Tabla 2

La curva representativa de Ia relacion riesgo-proporcién invertida en la inversion 1 esta
dibujada en la figura (3). Notese que el conjunto de portafolios que originan ganancia de
riesgo por diversificacion esth representado por el arco CB'.

A fin de completar el andlisis con la consideracién del rendimiento esperado se ha utilizado
fa formula (3) del capitulo de correlacidn perfecta positiva. Para calcular el rendimiento
esperado del portafolio en funcidn de la proporcion ki

E(le) =7k + 11 (1 -k)

En la tercera columna de la tabla 2 se detallan los resultados obtenidos. La formula que
represerta la relacién enire rendimiento esperado y riesgo de los distintos portafolios
factibles es:

2 2
op = 4,263 E(Ip) - 62,975 E(lp) + 240,963

y s¢ ha obtenido reemplazando en {12} los parametros ), G2 y P por los valores que
corresponden al presente caso.

La representacion grafica de la precedente relacion riesgo y rendimienta esperado se
tuestra en la figura 3 (curva de transformacion p = 0.10). El arco CB’ representa cl
conjunto de portafolios que permiten obtener una ganancia de riesge. Hay que observar que
si el inversionista, aparte de procurar una ganancia de riesgo, adopta €l criterio de decision
CMV fver la definicion del Criterio de la Media-Varianza en €l capitulo del mismo
nombre) entonces considerara aceptables sélo aquellos portafolios por puntos del arco AB’
es dominado por uno de aquellos. En conclusién, si el inversionista procura construir un
portafolio constituido exclusivamente por las inversiones de riesgo 1 y 2 de este ejemplo,
de modo tal de disminuir ¢l riesgo de las inversiones individuales y ademas su criterio de
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decisién es el LCMV, entonces construira algin portafolio en que la proporcion invertida en
la inversion 1 sea superior al 80.6 % de sus fondos ¥ no sobrepase al 90.3 % de los mismos.
En cambio. si el inversionista prescinde del objetivo de disminuir el riesgo de las
inversiones individuales, y toma en consideracién solamente la relacion riesgo-rendimiento
esperado de su portafolio, de acuerdo al CMV, segln sean sus preferencias subjetivas
optard por algin portafolio representado por un punto del arco AB, o lo que es igual
invertira en la inversion 1 no mas del 90.3 % de sus fondos, pues los portafolios
representades por los puntos del arco B'A son ineficientes segun el CMV.

Si ahora se considera que el coeficiente de correlacion lincal entre los dos titulos es p =
(.80, entonces resulta p > ¢,/ 6 =0.375.

En consecue

p, de acuerdo a (2)

2 >

Gv = 68,200 ki - 123,200k + 64

-

Utilizando ta misma se han calculado en la tabla 3, para distintas proporciones ki, los
correspondientes riesgos Gp. Finalmente a esos datos s¢ ha dibujado la figura 3.

k| aP E(Te)

0.000 8.000 [T.000
0,200 6.889 [0.200
0.400 5805 9.400
0.600 4764 8.600
0.800 3.803 7.800
0.900 3.373 7.400

1.000 3060 7.000

[.29% {no factible) 2448 5820
T30 {no factible} I 3.000 4040

Tabla3"

La expresién que vincula el rendimiento esperado del portafolio con la proporcion invertida
con la inversion 1 es la misma que en el caso anterioe {(p = 0.10), lo que muestra que el
rendimiento esperado de los portafolios es independiente de la correlacién que existe
entre 1as inversiones que lo componen, resultando en consecuencia que ¢sa correlacion
influye solamente en el riesgo. Es por ello que, a idénticas proporciones, en la tercera
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columna de 1a tabia 2. La refacién implicita entre riesgo y rendimiento esperado es, de
acuerdo a (12)

2 2
op = 2,163 E(Ip) - 25,186 E(Ip) + 79,323

El crucial valor de p que permite separar los casos en que es posible obtener ganancias de
riesgo, estd previsto teéricamente en la férmula (1). Dado que en los gjemplos que se han
considerado es @, = 3 y O3 = 8, este valor es p= ©;;6; = 0.375. Toda curva de
transformacion que corresponde a un valer de p menor a 0.375 serd lo suficientemente
convexa hacia la izquierda como para que existan portafolios factibles que permitan una
yanancia de riesgo.,

De todo o anterior se infiere gue el problema basico a resolver para construir portafolios de
inversién eficientes es determinar, para cada nivel de riesgo, cuales son las proporciones a
invertir para obtener un portafolio gue tenga el mayor rendimiento esperado posible o,
simétricamente, para cada rendimiento esperado prefijado, encontrar las proporciones que
originen el portafolic de minimo riesgo. La solucion de este problema conduce a la
construccion de la frontera eficiente con técnicas que se expondrar en el capitulo siguiente.
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- CAPITULO 3
LA FRONTERA EFICIENTE

CONSTRUCCION MATEMATICA DE LA FRONTERA EFICIENTE.

El objetivo de este capitulo es explicar las técnicas bésicas que permiten construir la
frontera eficiente asociada a cualquier conjunto de activos de riesgo.

El términe "eficiente” se usa en €} sentido de "eficiente segin &t CMV". Recordando una
cartera de activos es eficiente segtin el CMV cuando de todas las que tienen su rendimiento
esperado es la de minimo riesgo, o bien entre las de su clase de riesgo es la de mayor
rendimiento esperado.

Constrwir un portafolio eficiente implica determinar concretamente qué proporcion del
capital del inversionista debe asignarse a cada uno de los activos que componen ese
portafolio para lograr precisamente esa eficiencia.

Al estudiar el riesgo de los portafolios, se determind la frontera eficiente como el
subconjunte def conjunto de minimo riesgo, para portafolios de dos y tres inversiones.

El planteriento general de este problema es el siguiente jcdmo obtener para cada nivel de
rendimiento esperado prefijado el portafolio de que tenga ¢l minimo riesgo, o bien para
cualguier riesge dado, coémo hallar el portafolio de maximo riesgo esperado?. Por razones
técnicas cs conveniente utilizar la primera variante del planteamiento anterior,

Dado E(Ty), calcular las proporciones
4

2
ki que hacen op minimo

La expresion matematica del enunciado anterior es:

2 n ! 2 non
Minimizar Cu=Lka+2ZLkk0oy (Riesgo) (1)

1=1 =]
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sujeto a E(le) = Z ki E(L) {Rendimiento esperado prefijade) (2)

k=1 (REStriFCiﬁﬂ presupuestaria) ()]

donde las incégnitas son las proporciones ki a invertir en cada uno de las inversiones
individuales. Los datos que deben disponerse para poder calcular el valor de las incdgnitas
son E(1),0; y Gy, es decir el rendimiento esperado y la varianza de los rendimientos de cada
una de las inversiones, asi como las covarianzas de los rendimientos entre todos los pares
de inversiones que componen el portafolio.

Tl problema, desde el punte de vista matemdtico, es un problema de minimos
condicionados que puede resolverse por €l método de los Multiplicadores de Lagrange. La
expresién més concisa y eficiente para su cdleulo practico requiere las técnicas del calculo
matricial, para la solucidn de sistemas lineales.

Debe tenerse presente que la solucion invelucra una gran cantidad de ¢alculo numérico, atn
para portafolios de pocas inversiones como se verd mis adelante.

El problema a resolver implica minimizar (1), sujeta a las dos restricciones (2} y (3).

La funcidn de Lagrange es:

n 2 12 nn n
F=Xk o +22Zkko;+M (ZkEi-Ep)+ i

=1 i=1j=i i=1 i

™~

ki- 1} @

donde para abreviar, se ha reemplazado E(1.) por Ei. A cfectos de Facilitar la derivacion de
F, es conveniente desarrollar todas las sumatorias que aparecen en {(4).

202 22
F=kiGi+. . tkaGn+2(Kik2CG12+...+ ki kaOint+kaKaOu+..+K2 Ky G+ ..

.+ kn-y kn Gn'ln) + ;\-1 (kl EI +..+ kn E; - EI‘) + 7"3 (]\l +..+ kn -1) (5)
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Condicion necesaria para la existencia de un extremo loval o relativo es que se anulen todas
las derivadas parciales.

2
dF=2kigi+2(kzoiz+.+kow)+ A Et+i2=0
dki

a

dF=2keor+2(kion+.tkigm)+iiE2+h21=0

d k2

2
dF=2kaout+2{kign+. .+ kol Gn-tn) + A En + A2 =0
d kn

dE=kiEi+kaE:+. . +knEn-Er=0
d

dEF=ki+ko+ . +En-1=0
dX:

Dividiendo miembro a miembro por 2 todas las ecuaciones excepte las dos dltimas y
ordenando sus 1erminos, resulia el siguiente sistema de b + 2 cevaciones lineales conn+ 2
incognitas:




[

crki+tonkr+. . +tonkn+tErli+A2=0
2 2

2
cukitor ke +. +omkn+t B2l +22=0
2 2

cmki+omk+. +tonkn+Enhi+h2=0
2 2

Erxi+Exlo+ .. +Eakn=Er

K ki+kz+ . tko=1

Este sistema puede escribirse matricialmente asi:

2 e W
o1} GI2..... Glin El i ki
2
a2 o2..... am E: 1 kz
Gln O2n..... On En I ka
Ei Ea..... En 0 0 Lt
2
1 1..... 1 0 0 i2
o /

(6)

(7)
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g

N e e T O - T

¥ atn mas brevemente:
CK=B

Si el determinante de la matriz del coeficiente del sistema lineal es distinto de cero
{ IC} 7 0 ). entonces este sistema tiene una unica solucion que puede calcularse mediante la
toérmula

-1
X=CB (8

El vector solucidn K, cuyas primeras n componentes son fas proporciones ki que debe
invertirse en cada una de las inversiones para conformar un portafolio cuyo rendimiento
esperado prefijado es Er v cuyo riesgo es minimo, se calcula realizando el producte de la
inversa de la matriz de los coeficientes por el vector columna de los términos
independientes. Variande Ep pueden obtenerse distintos puntos (Ep,gr) pertenecientes al
conjunto de minimo riesgo, algunos de los cuales representan portafolios ineficientes. Es
necesario entonces determinar el punto que representa el portafolio de minimo riesgo
{independientemente del rendimiento esperado), pues el mismo separa el subconjunto
ineficiente de la frontera ¢ficiente que se desea construir (ver figura 1).

Ep
P4
F 3
E.l .....
7 FRONTERA
EFICIENTE
E*p Al
r CARTERAS
P INEFICIENTES
P:
a*p Gj or
Conjunto de minimo riesgo: subconjunto incficiente y frontera eficiente
FIGURA 1
o4



Entonces el problema adicional a resolver es:

i

Calcular las proporciones ki que hacen ar

minimo independienternente de E(ir)

Matemiticamente 1a solucién involucra minimizar (1) sujeta a (3) (ndtese que no se tiene en
cuenta (2)). La correspondiente funcion de Lagrange es:

n 2 nn f
F=Xkia+2ZZIkikoij+ A(Zki-1) (£)]
1= i=l = i=l

Como se sabe, la condicion necesaria de extremos, ¢s la anulacion de todas las derivadas
parciales.

2
dF=2kici+2{kecu+.tkaow)+2=0
d ki

2

dF=2kror+2(kion+.+ inom)+ A =0

d ka2

2
dFE=2Kngn+ 2(kicm+.+ k-t On-1a)+ A =0
d ke

dF=ki+ka+ .. +En-1=0
da
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Dividiendo miembro a miembro todas las ecuaciones, excepto la Gltima, y ordendndolas

convenientemente queda:

crtki+tonk+. . +tomka+Ei =0

\ ki +ka+ . +ka =1

La representacién matricial de este sistema
incognitas es:

2 a
Gl Sil..... Gin i ki
g ... Tn 1 k2
2
Gln Cn..... Gn i Kn
; l.... 1 0 A
k % 2
A

2
2
ocrki+to k2t tomka+ E2A=0
5
2
owki+omkr+. . +tonknt+ &30
2

(10

de n + 1 ecuaciones lineales con n + 1

e ™
3 o
0
....... an
0
1
AN /
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que puede expresarse siniéticamenie come

C*K=B*

supuesto que { |[CN= 0 ), el sistema anterior tiene solucién {inica que puede calcularse en
funcién de la inversa de la matriz C* v el vector columna de los términos independientes
B*, sepun la siguiente formula:

CE

X=C B (12)

A fin de ilustrar acerca de un método para la construccidn de la frontera eficiente, se
considerard al siguiente caso de tres inversiones de riesgo cuyas caracteristicas se muestran
en latabla 1.

Inversion Rendimiento Desviacién Covarianza
. Esperado estandar
Denominacion Nimero Ei ai aij
A 1 L1 8 s =22
B 2 7 3 gi=16
C 3 8 4 o3 =2
Tabla 1

Nétese que los datos requeridos para el calculo de la frontera eficiente son los rendimientos
esperados v desviaciones estandar de todas las inversiones que componen el portafolio, mas
las covarianzas entre todos los pares de inversiones. In toial se requieren

nn+ 1 +2n
2

datos para construir la frontera eficiente correspondiente a portafolios que contergan n
inversiones. Fs conveniente dispener los datos en forma similar a la que se muestra en la
tabla 2. en la que el cuadrado central contiene todas las varianzas y covarianzas.

‘ N° 1 2 3 E |
1 64 22 16 11
2 22 9 2 7
3 16 2 16 8
Ti 3 3 4

Tabla 2
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Se comienza por determinar las proporciones que deben invertirse en cada una de las
inversiones para obtener el portafolio de minimo riesgo (punto A de la figura 1). A tal
efecto debe resolverse el siguiente sistema de ecuaciones lineales (véase la formula 10):

(64ks+22kz+16k3+5_ =0
2
W +9ki+2ks+ A =0
< 2
16kit+2ka+16ks+2A =0
2
Kk|+kz+k1 =1

Tn este sencillo caso particular el sistema podrd resolverse con la teorfa de matrices. Sin
embargo, 10 habitual es que los portafolios estén constituidos por una cantidad considerable
de inversiones, lo que llevaria a sistemas lineales de magnitud tal que aquellos métodos son
dificiles de aplicar.

La expresion matricial de este sistema es:

@1‘ 22 16 N /klw fOW

N
po I
—

E] vector solucion de este sistemna es:
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PN -~
k 0.4606 w
k2 1.1053
k3 03553

L I3 -0.5263
2 ) -~ _/

Las tres primeras componentes de este vector son las proporciones que permiten construir
el portafolio de riesgo minimo. El rendimiento esperado y la varianza de este portafolio se
caleulan con las formulas (1) y (2) del capitlo de portafolios eficientes constituidos por
dos titulos segin el CMV.

E*p = (- 0.4606) (11) + (1.1053) (7) + (0.3553) (8) = 5.51

2 2 2

% = (- 0.4606) (64) +(1.1053) (9) + (0.3553) (16) + 2 (- 0.4606) (1.1053) (22) +
+2 (- 0.4606) (0.3553} (16) +2 (1.1053) (0.3353) {2) = 033
gr* = 0.53 =073

Se tiene entonces que el punto (0.73,5.51) pertenece a la frontera eficiente y representa ¢l
portafolio de minimo riesgo (ver figura 2). A efecto de caleular otros puntos de la frontera
eficiente debe determinarse, para distintos valores del rendimiento esperado superiores a
5.51. las proporciones de la inversion que originan el portafolio de menor riesgo posible
para cada uno de esos rendimientos dados (puntos como par ejemplo P3 y Pa de la figura 1).
El caleulo de estas proporciones se realiza planteando y resolviendo un sistema de
ccuaciones del tipo de la farmula (6) de este capitulo. que en este caso es:
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/64k1+22k1+!6k3+11M+Lg =0
2 2

Wki+%ke+2k+7+
2

< l6ki+2k+16ks+8 A +3s =0
y )

5%
I
o

1Hlki+7k+8ks =Er

ki + k2 + ks =1

La expreston matricial de este sistema es:

- - ~
ﬁ % 16 1 \ kq 0

2 o9 2 7 1 ka 0
6 2 16 8 1 ks | o= | 0 (13)
nm 7 8 0 0 Y] Ep

2

>
\°
o [

L) U

Para cada valor Ej mayor a 5.51 que se asigne a Er se obtendrd un sistema lineal def tipo de
la formula (13). La solucién del mismo indicard las proporciones que deben invertirse para
que el rendimiento esperado sea Ej. Con la formula (2) del capitulo de portafolios eficientes
constituidos por dos titulos segin el CMV, se podra caleular la varianza y la desviacidn
estandar 2 v a7y, con lo que se completan las coordenadas del punto

[
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(o).E)) de”la-frontera eficiente (ver figura 1). Repitiendo este procedimiento pueden
obtenerse tantos puntos como se desee.

Dado que (13) puede expresarse abreviadamente C K = B y que la solucion, si existe, puede
calcularse con la formula

Entonces es posible encontrar formulas generales que permitan expresar las proporciones ki
que minimizan el riesgo en funcién del rendimiento esperado prefijado Ej. En estas
consideraciones se basa un método mas eficiente que el descrito anteriormente, que serd
expuesto a continuacion. El primer paso es el caleulo de la inversa de la matriz C. En este
caso se tiene:

ki /ofozs 0.0084 00112 0.2325 -1.7423 0

-~
]

k2 0.0084 0.0252 -0.0336 -0.3025 2.7731 0
ks -0.0112 -0.0336 0.0448 0.0700 -0.0308 0
Al 0.2325 —0.3025 0.06700 —-1.7031 9.3894 Ep
2

Ll_: QQZ. 2.7731 -0.0308 9.389%4 ~52.2913 Ll
2

-
- ~ ~
B

K C

-
Efectuando el producio de las matrices C B, se tiene:
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( ki Y- /0.2325 o - 1.7423\

k2 ~0.3025Er + 2.7731
k3 = 0.0700 Ep - 0.0308
At -1.7031 Er + 9.3894
2

Az K9.3894 Er - 52.2913/

de donde se deducen las formulas que permiten el cdlculo de las proporciones a invertir en
cada una de las inversiones:

—
!JI
\

K1 = (0.2325) Er - 1.7423

k2 = (-0.3025) Ep + 2.7731 (14)

k3 = (0.0700) Er - 0.0308

Lucgo, dando distintos valores a Er (superiores a 5.51 que es el rendimiento esperado del
portafolio de minimo riesgo) pueden determinarse las properciones ki de diverses
portafolios. En base a la formula (2) del capitulo del CMV, se calculan las varianzas y
desviaciones estandar de cada uno de estos portafolios, con lo que se obtienen las
coordenadas de tantos puntos de la frontera eficiente como sea necesario. Por ejemplo, si Er
= 6. de (14) resulta:

ki =(0.2325)(6) - 1.7423  =-0.3473

ko = (-0.3025) (6) + 2.7731 =0.9581

K1 = (0.0700) (6} - 0.0308  =0.3892
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valores que permiten calcular la varianza

2

op =(-0.3473)

+(2) (-0.3473) (0.3892) (16) + 2 (0.9581) (0.3892) (2) = 0.93

2

extravendo la raiz cuadrada para obtener la desviacién estandar, se tiene:

or = 0.96

con lo que se completa la determinacion del par ordenado {0.96,6) cuyas componentes son
las coordenadas del punto 2 de la figura 2, representativo del portafolio N° 2 de la tabla 3,

construida siguiendo el método explicado.

A 2
(64) + (0.9581) (9) + (0.3892) (16) + 2 (-0.3473) (0.9581) (22) +

[PortafolioN® | 1 2 3 | 4 5 6 G 8
[N°, Prop™,_Ee | 551 6 6.50 7 8 9 10 11
T ki~ 04606 | -0.3473 | 02311 | -0.1148 |0.1177 | 0.3502_| 0.5827 | 0.8152
2 k2 1.1053 | 0.958t | 0.8069 | 0.6556 | 0.3531 | 0.0506 | -0.2519 [ -0.5544
3 o 03553 | 03892 | 0.4242 | 04592 [0.5292] 0.5992 | 06692 | 0.7392
[Suma de las 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
| proporciones
[ Varianza del 0.33 (0.93 2.18 329 | 1106 | 2123 | 3481 | 5180
Portafolio
Desviacién 0.73 0.96 1.48 207 | 333 | 48l 5.90 7.20
estandar del
i portafolio J

Tabla 3

Hay que notar que en la tabla 3 hay proporciones negativas y hasta el momento se han
considerade como factibles sélo aquellos portafolios en que las proporciones a invertir en
las inversiones componentes del portafolio son todas positivas o nulas. Sin embargo, estas
proporciongs negativas lienen una interpretacién basada en el concepto de "venta corta”" o
también llamada "venta descubierta” en inglés "short sale”. Este concepto puede definirse:
como la venta de un titulo del cual no se es propietario.

Lo habitual es gue un inversionista compre un titulo cuando estima que su cotizacion se
incrementara en el futuro, con la esperanza de venderlo en ese momento y obtener una
canancia. En sintesis trata "de comprar harata y de vender caro”.




Sin embarge existe a veces la expectativa que baje la cotizacion de un deterrminado titulo en
el futuro. En ese caso el inversionista, si posee el titulo, querrd venderlo ahora y
probablemente recobrarlo después. La estrategia seria "vender caro y comprar barato”. Si el
inversionista no posee €] titulo, igualmente puede intentar obtener un beneficio de la
informacién que lo induce a prever una baja futura. Puede "vender descubierto” el titufo
que no posee, es decir:

a) tomar prestado esa accidn,

b) venderla en el mercado al precio actual, -
) recomprarla en el futuro a precio mas bajo,

&) devolver la accion al prestamista y ganar la diferencia.

Para realizar ia "venta descubierta” de un titulo habitualmente es necesaria la intervencién
de un Agente de Bolsa que percibird una comision por su tarea.

Volviendoe a nuestro ejemplo, si se toma el portafolio N°® 2 de la tabla 3, la proporcion
negativa ki = - 0,3473 significa que de cada 100 de capital inicial se ha vendido en
descubierto Ia inversién | por el valor de 34.73, y se han invertido los fondas provenientes
de esa venta corta en las inversiones | y 2 {ndtese que k: + ks = 1.3473), de modo tal gue el
saldo neto es siempre 100, En consecuencia, ka proporcion negativa mencionada reflgja la
deuda de las acciones de la inversidn 1.

En la hipdtesis de factibilidad de ventas descubiertas se tendrd, en todos los casos, una
frontera eficiente con una representacion grafica similar a la figura 2.

En la primera parie de este capitulo se explican los fundamentos tedricos que permiten la
determinacién de la frontera eficiente correspondiente a un conjunto de “n” inversiones o
activos financieros y los pasos practicos a seguir para caleularla en el caso simple de
portafolios formados por tres inversiones. Pero hay que recordar que la teoria es para
cualquier nimero de activos financieros, que al ir aumentando se complica su cdlculo por la
cantidad tan enorme de operaciones que invelucra, por fo cual hay que recurrir a paquetes
de computo para facilitar 1a construccidn de la frontera eficiente.
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10

1 2 3 4 5 6 7 8 or
Frontera cficiente correspondiente a portafolios constituidos por las inversiones
1,2y 3 dela tabla 1.

FIGURA 2

DOS PROPIEDADES DE LA FRONTERA EFICIENTE,

El conocimiento de las dos caracteristicas de la frontera eficiente que se exponen a
continuacion. contribuye a su mas ficil calcule y mejor comprension.

a) Variacién monétona de las proporciones:

La cbservacién de la tabla 3 permite advertir que las proporciones invertidas en
cada una de las inversiones que integran los portafolios eficientes alli detallados,
varian en forma mondtona, esto es crecen o decrecen constantemente a medida que
se incrementa el rendimiento esperado de estos portafolios. La razén de este hecho
se deriva de las formulas ( 14), que expresan las proporciones en funcién del
rendimiento esperado, cuya representacion grifica es la figura 3.
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Se nota que la-proporeion en que invierten el activa 2 en los distintos portafolios es siempre
decreciente a medida que se incrementa el rendimiento esperado def portafolio, sucediendo
le contrario con 1 ¥ 2. Asimismo en la figura se muestra una manera de determinar
graficamente las proporciones a invertir en cada una de Jas tres inversiones para conformar
un portafolio con Ep = 6.

La justificacién tedrica de la propiedad de monotonia es que puede probarse que las

componentes ki del vector solucion del sistema lineal (7) pueden expresarse como una
funcion lincal del rendimiento esperado del portafolio Er, del tipo:

ki=mEr+a

(Motese que las formulas (14) son un ¢aso particular paran = 3)
Una propiedad conocida de la funcidn lineal es que. m ,é 0, entonces cuando m > 0 la

funcion es monétona creciente, y cuando m < 0 es mondtona decreciente.

b) Todo portafolio eficiente puede expresarse como combinacién lineal de
dos portafolios eficientes arbitrarios.

Se muestta a contimuacién, a mode de ejemple, que cualquier portafolio eficiente
constituido con las inversiones 1,2 y 3 de la tabla 3 puede expresarse como una
combinacion lineal de los portafolios N® 3 v N® 6. Esto quiere decir que las proporciones
kik: y ki a invertir en cualquier portafolio eficiente, pueden ser expresadas como
combinacion lineal de las correspondientes proporciones de los portafolios N° 3 y N° 6:

ki = (-0.2311) + (1 - o) (0.3502)
k2 = o (0.8069) + (1 - &) (0.0506)
ks = a (0.4242) + (1 - o) (0.5992)

Asi, en ¢l caso particular en que o = 0.40, se obtienen las proporciones que configuran el
portafolio N° 5
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-0.2311 0.3502 0.1177

0.40 {08069 [ + 0.60 [0.0506 = 0.3531
0.4242 0.5992 0.5292
Portafolio N° 3 Portafolio N° 6 Portafolio N°3

0.40 (Port, N® 3) +0.60 (Port. N° 6) = Port N° 5

A efectos de corroborar que los portafolios eficientes pueden ser expresados como
-

combinacion lineal de los Portafolios N° 3 ¥ N6, puede verificarse que si & = 1.20
entonees se tiene el Portafolio N° 2 y que si o = - 0.80 resulta el Portafolio N° 8

1.20 (Port. N° 3} + (-0.20) (Port, N° 6) = PortN° 2

(-0.80) {Port. N° 3) + 1.80 {Port. N° 6) = PortN° 8

Esta propiedad es general y vélida para portafolios constituidos por cualquier nimero de
inversiones. Proporciona las bases para un método prictico de construceion de la frontera
eficiente a partir de dos portafolios eficientes cualesquiera,
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- CONCLUSIONES

En tiempos recientes, los mercados financieros se han caracterizado por el importante
desarrollo de técnicas adecuadas de medicidn y control del riesgo. Ademds, los avances
tecnoldgicos en telecomunicaciones y sistemas de informacién automatizados han hecho
posible una mayor globalizacién de los mercados financieros que han favorecido la difusion
y perfeccionamiento de los instrumentos y métodos para la administracion dei riesgo.

Se introdujo la toma de decisiones financieras en un contexto de cartera, el aspecto
fundamental consiste en la manera en que un inversionista seleccione la mejor combinacién
de riesgo y rendimiento para maximixar su riqueza.

Un supuesto fundamental en ésta tesis, fue el de a actitud de aversién al riesgo por parte
del inversionista, ya que es basico para los modelos de decision que se estudiaron. En
teoria, identificamos fres actitudes hacia el riesgo: deseo, aversion e indiferencia. Un
buscador de riesgo es qien prefiere el riesgo. Dada una eleccién entre inversiones de mayor
y menor riesgo con idénticos rendimientios monetarios esperados, ésta persona prefiere la
inversidn mdas ricsgosa. La persona indiferente no se preocupa por la inversién que realiza.
[ndudablemente hay individuos que prefieren el riesgo y otros que son indiferentes hacia €1,
pero la logica v la observacidn indican que entre inversionistas predominan quienes lo
evitan.

En 1.1 se introdujeron la media vy la varianza como medidas del riesgo y del rendimiento
esperado. Bajo el supuesto, de que quienes toman decesiones fienen aversion al riesgo vy
basan su decisidn de eleccion en el Criterio de la Media-Varianza, es decir, a ignaldad de
rendimientos la inversion con menor riesgo o, a igualdad de riesgos la inversién con mayor
rendimiento esperado.

Una cartera se definié como una combinacion de activos. La teoria de carteras trata de la
seleccion de cartera eficiente, es decir, carteras que proporcionan el rendimiento mas alto
posibie en cualquier grado especifico de riesgo o el riesge mas bajo posible en cualquier
tasa de rendimiento. La teoria de carteras se ha formulado principalmente para activos
financieros (acciones y bonos). Sin embargo, pueden hacerse facilmente ampliaciones de
ésta teoria de activos financieros a activos fisicos, en ésta tesis se tfraté al activo en forma
tedrica y general, sin hacer referencia a algin activo en particular.

Un aspecto fundamental de Ia teoria de carteras s que el riesgo inherente a cualquier activo
mantenide en cartera es diferenre al riesgo de ese activo en forma aislada. Como
estudiamos en 1.2 un activo puede tener riesgo cuando se mantiene en forma aislada, pero
ne tanto si se mantiene en una cartera. Po lo tanto, la varianza de una cartera de dos activos
riesgasas no es meramente la suma de sus varianzas respectivas. También influye la
covarianza entre ellos, lo que da base a la correlacion y a la ganancia de riesgo por
diversificacion.
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Si en la tomade su decision, ¢l inversionista considera simultineamente el riesgo y el
rendimiento segin el Criterio de Media-Varianza, entonces no queda caracterizado un
portafolio 6ptimo entre todos los eficientes, a menos que e especifiquen las preferencias
subjetivas del inversionista a través de su mapa de indiferencia.

Es interesante observar que tanto para portafolios constituidos por dos titulos como por tres
titutos, las proporciones que minimizan el riesgo (varianza) del portafolio son todas
distintas de cero. Ello es asi por cuanto los numeradores de todas las formulas son nimeros
positivos. Esto es porque los numeradores son las varianzas o producto de varianzas de los
distintos titulos, y estas varianzas seran siempre distintas de cero bajo la hipdtesis que los
rendimientos son aleatorios (con riesgo). Este resultade implica que para minimizar el
riesgo de invertir alguna cantidad en todos los titulos disponibles, lo que nos muestra que la
cuestion de la minimizacion del riesgo estd intimamente asociada a la diversificacién de las
inversiones.

En cuanto a la diversificacion, cuando hay una correlacion lineal perfecta positiva (p = 1},
quedé comprobado el hecho que en este caso ninguin portafolio tiene riesgo menor al de los
titulos que lo componen.

Si se consideran portafolios constituidos por dos titulos incorrelacionados negativa en
forma perfecta {p = -1}, se cbserva que:

i) diversificando convenientemente puede obtenerse portafolios con riesgo
menor al de los titulos que lo componen.

ii) existe un portafolio sin riesgo (op = 0) y con un rendimiento esperado
positivo.

E(l) = a2 (E(11) - E(I2)) + E([2)

G+ a2
que es un promedio de los rendimicntos esperados de ambos titulos,
ponderado por el riesgo.

iii) para cada nivel de riesgo menor a g/ existen dos portafolios factibles con
distinto rendimiento esperado. Obviamenie el que lo tenga menor es
ineficiente de acuerdo al CMV.

Fn el case de incorrelacion de los dos titulos (p = 0), diversificando mediante las
proporciones

2 2
k*¥*1=_az y k*: = _ol
2 2 2 2
ol + o2 g1+ o2

se obtendran Yas proporciones optimas a invertir en cada una de las dos inversiones para
obtener un portafolio con el minimo riesgo. Mientras que se invierta la proporcion
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PR
k= 02—-%
T2

o)+ G

calcula el portafolio que separa al portafolio de minimo riesgo y a los portafolios que
originan ganancia de riesgo por diversificacion (esto es lograr que ¢l riesgo del portafdolio
ptima sea inferior al de la inversién que lo tenga menor).

Cuando el coeficiente de correlacion lineal esta entre —1<p<l, es factible obtener ganancia
de riesgo por diversificacién siempre que el coeficiente de correlacién lineal entre ambas
inversiones sea menor que ¢l cociente entre la desviacion estandar de la inversion de menor
riesgo y la otra inversion, es decir,

Si -lep<o; €nionces Trp <Oy
Supuesto gue <0y y k>0, k>0

Entante que, todo portafolio en que la proporcion invertida k; invertidz en la inversién de
menor riesgo sea superior al valor

2 2

k’]z O; — Oy
2 2
o —2pOic;+0

tiene un riesgo menor al de la inversién 1, originando ganancia de riesgo por
diversificacion de inversiones.

Finalmente en el capitulo 4.1 se muestra un método para la construccion de la frontera
eficiente, mediante multiplicadores de Lagrange.

Ademas de haber sido el propésito principal de ésta tesis él haber desarrollado una
introduccién a la teoria de la cartera teniendo como temas centrales la influencia del nesgo
y la diversificacién, un segundo propdsito ha sido el sustentar toda la teoria presentada en
la matematica de la forma més formal posible, ya que es de ésta manera como se AAs 5on
cnsefiadas las mateméticas en Ja Facultad de Clencias y que todo aquel alumno que consulte
ésta tesis vea una aplicacidn de la estadistica, la probabilidad, el calculo, la geometria y el
ilgebra lineal a un tema de las finanzas. Observando como las matemdticas son la columna
vertebral de otras muchas ciencias y coma son imprescindibles para el hombre en la
actuslidad v con toda seguridad durante todo el tiempo futuro que £ste tenga por delante.
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