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INTRODUCCION 3
Introduccion

Las transformaciones de Mébius, llamadas asf en honor a August Ferdinand Mobius,
tienen una gran cantidad de propiedades y aplicaciones tanto en el analisis real como
en el complejo y en la geometria proyectiva. Estas transformaciones han permitido
resolver una gran variedad de problemas y su estudio resulta, por demas, fascinante.

En nuestro trabajo estudiaremos las transformaciones de Mobius desde el punto
de vista del analisis complejo, interesados principalmente en sus caracterizaciones
geométricas, no obstante nos detendremos a estudiar muchas de sus propiedades y
algunas de sus caracterizaciones analiticas.

En el capitulo 1 reunimos los resultados basicos de variable compleja y geometria
plana y compleja que nos servirdn de herramienta a lo largo del trabajo. Comen-
zamos introduciendo la esfera de Riemann como la compactacion de un punto del
plano complejo y a partir de ahi comenzamos a extender algunos de los conceptos
y resultados clasicos del analisis complejo a ia esfera de Riemann.

En el capitulo 2 nos concentramos en las transformaciones de Maébius, su estruc-
tura de grupo y sus propiedades geométricas. Se introduce la razén cruzada que
nos permitird entre otras cosas mostrar una versién del Principio de Reflexién de
Schwarz mas general que la mostrada en el capitulo 1. Concluimos el capitulo con
la clasificacién geométrica de las transformaciones de Mobius.

Las caracterizaciones analiticas de las transformaciones de Mé&bius son estudiadas
en el capitulo 3. Introducimos tres operadores diferenciales, el mas importante de
estos es la derivada Schwarz. La caracterizacion de las transformaciones de Mébius
mediante la derivada de Schwarz nos permitira establecer, junto con un teorema de
Ahlfors que relaciona la derivada de Schwarz con la razén cruzada, la caracterizacién
analitica con la que demostraremos la mayoria de las caracterizaciones geométricas
del capitulo 4.

Es precisamente en el capitulo 4 donde mostramos las caracterizaciones geométricas
de las transformaciones de Mébius. Desde luego incluimos las caracterizaciones
mas conocidas de las transformaciones de Mébius: son las tnicas transformaciones
meromorfas de la esfera de Riemann en sf misma que preservan dngulos dirigidos,
preseruan razon cruzade y envian circulos en circulos. De una versién mas débil de
esta ultima caracterizacién incluimos también una demostracién muy ilustrativa de
Janos Aczél.

Presentamos una serie de caracterizaciones que tienen que ver con la preservacion
de propiedades de tridngulos, cuadrilateros, y hexsgonos, publicadas por Hiroshi
Haruki y Temistocles Rassias en los altimos 10 afies. Las demostraciones que
presentamos difieren de las originales en que, en lugar de usar la caracterizacién
analitica con la derivada de Schwarz, usamos otra caracterizacion analitica.

También, en la ultima seccién, enunciamos otras caracterizaciones ain no publi-
cadas que se deben a Piyapong Niamsup.
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1 Preliminares

1.1. Esfera de Riemann

Consideremos la esfera unitaria en R®

52 = {(1'1,932,.’173) eR3 |:c§ +x§ +:r:§ = 1}
Para todo z en C identifiquemos z = z + iy (z,y¥ € R} con (r,v,0) en el plano
3 =0.

El centro de S? coincide con el origen de C. Llamemos polo norte de 5% al punto
N =(0,0,1).

Para cada punto Q@ € S? con Q@ # N tomemos la recta que une a V con Q y sea P
la interseccion de esta recta con el plano C.
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DEFINICION 1.1. Llamamos proyeccidn estereogrifica desde N a la funcién 7 : 2\
{N} = C que manda al punto @ en el punto P.

Probemos que la funcién = es un homeomorfismo entre 5%\ {N} y C.

Sea P=(z,y,0)con z =z + iy € C ysea Q = (11,72, 73) € $2\ {V}. Como N,
@ y P son colineales, proyectando en cada uno de los ejes tenemnos

NP OR =z y 1

NQTOP &m

T3 1= T3’
donde R es la proyeccion de @ en el plano z3 = 0.

Despejando x y y tenemos que

I . T
11—z, yy¥= 1-~mq’

Ir =

entonces 7 : 52\ {N} — C est4 dada por

. Z) + iz
(1.1) Z =z +iy=7(21,22,23) = +———.
1-—2‘3
Ahora, como 2% + 23 +z} =1,
2
A S—
3 24y +1°
de donde #~! : C = §% \ {N} esta dada por
2z 2y 2 +y% -1
1.2 = = -
(12) o :t:’”+y2+1"£2 a:2+y2+].yI3 2 +y?+1

Estas expresiones muestran que 7 y ! son continuas y por tanto # es un homeo-
morfismo.

Introducimos el simbolo oo (llamado punto al infinite) y definamos # (V) = co. De
esta manera podemos extender = a una biyeccién 7 : S = € U {o0}.

C U {o0} es conocido como el plano complejo extendido o esfera de Riemann y lo
denotamos por Cu.

La principal ventaja de introducir el simbolo co es que por medio de la biyeccién =
podemos transferir propiedades algebraicas y topoldgicas de 8% a € y viceversa.

Por ejemplo, podemos inducir una topologia en C, defiriendo los conjuntos abiertos
de Coo como las imagenes bajo 7 de los conjuntos abiertos de $% (con la topologia
heredada de R® ). En esta topologia los conjuntos abiertos que no contienen a o0
son los abiertos usuales de C mientras que los gue contienen a oo son de la forma
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(C\ K) U {o0} donde K es un conjunto compacto de C. Con esta topologia €y s
un espacio topolégico compacto y m un homeomorfismo.

Introduzcamos la métrica cordal en C,, definida para cualesquiera dos puntos z; y
z9 por :

de (21, 22) = ||£) - 22|,

donde ; = 7% (2;) y ||| es 1a norma euclidiana en R3.

Una propiedad de los espacios métricos compactos es que cualquier sucesién de
puntos contiene una subsucesién convergente. Por tanto, como la topologia inducida
por la métrica cordal coincide con la topologia inducida por =, toda sucesién en
Coo contiene una subsucesién convergente.

1.2. Funciones en C,.,

Deseamos hacer analisis y clculo en Cy. Si un subconjunto I de €4, no contiene
a 00, como D C C, podemos hablar de funciones analiticas, meromorfas, polos de
funciones, expansiones de Taylor, etc. en D. Nos gustarfa poder hablar de las
mismas propiedades para funciones definidas en co. Para ello nos auxiliaremos de
la funcién J : Coo — Co definida como J(z) = 1 para z € €\ {0}, J(0) = o0
y J{oc) = 0. J es una biyeccién y J? es la identidad. En S2, via la proyeccién
estereografica «, J induce la transformacion J = 7= 'o Jor : 82 = S2? dada
por J (z1,22,23) = {71, ~Z2,—z3), que es una rotacién de la esfera de 180 grados
alrededor del eje z;.

Una funcién f : D C € —+ € definida en una vecindad de oo es continua, analiti-
ca, meromorfa, etcétera, en co, si la funcién foJ tiene la propiedad correspondiente
en cero.

Las funciones analiticas y meromorfas jugaran un papel primordial en el desarro-
llo de este trabajo, por lo cual detallaremos las definiciones correspondientes y
analizaremos algunas de sus propiedades en C.

DEFINICION 1.2. Sea A C €, un conjunto abierto que contieneacoy f: A = Cq,
se dice que la funcidn f es analitica en oo si

£ i (o)

z—0 z

existe cuando f (oo) € €, o bien si

_Jof(z7t)—Jo f(e)
iljﬁ) z _zh—%zf(z_l)

existe cuando f (o0) = o0.
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Definimos una regidn R de C. como un subconjunto abierto, conexo, no vacio de
Coo-

TEOREMA 1.1. (Teorema de Identidad) Sean f y g dos Junciones analiticas en
una region R de C. Sea zo € R tal que f'™ (25) = ¢'™ (29)para toden € {0,1,2,...},
donde f'™ representa la derivada n-ésima de f. Entonces f =g en R.

DEMOSTRACION. Sea h(z) = f(z) = ¢ (2), h es analitica en R, si h{™ (29) = 0
para n = 0,1, ..., entonces alrededor de 2o, £ (2z) es idénticamente cero, ya que en
alguna vecindad de zg,

2 hln)
h(z) = ZEL"?;(!'@(Z—ZO)H =0.
n=0
Esto muestra que el conjunto B = {z € R|At™ (z) = 0 para todan € {0,1,...}} es
abierto. Cada conjunto S, = {z € R|h{™ (z) = 0} es cerrado pues es la imagen
inversa de {0}. Como B = NS,, B es cerrado y no vacio. Por tanto B es un
conjunto abierto, cerrado y no vacio de R, y como R es conexo, concluimos que
B = R. De manera que h(z) =0 en Ry finalmente g(z) = f(2) en R. O

TEOREMA 1.2. (Principio de Continuacién Analitica) Sea f una funcién a-
nalitica en una region R de Co. Si f tiene una sucesidn de ceros {z,} en R, cuyo
limite z* = limn_ 00 zn €5td en R, entonces f es idénticamente cero en R.

DEMOSTRACISN. Probemos primero este resultado para una regién R de C.
Como f es continua, f(z*) = limnoee f (2n) = 0. Si f no es idénticamente cero
podemos desarrollar f como una serie de potencias alrededor de 27,

f2)=3 anlz-2")",
n=0

donde no todos los coeficientes a,, valen 0. Sea a., €l primer coeficiente distinto de
0, entonces podemos ver f como

f@)= ) enlz=2)"=(z—-2")"g(2),
donde g (z) es analiticaen Ry g(2°) =am #0.

Supongamos que |¢ (z*)] = 2¢. Como g es continua, existe 4 > 0 tal quesi |z — 2*| <
§ entonces |g(z) — g(z")| < €. Entonces en el disco |z — 2*| < 6,

g (=) -~ 2¢l = [lg ()] — |9 (2"}l < {9 (2) — 9 (2"} <e,

de donde resulta que {g (z)| > € para todo z en este disco. Es decir f(z) # 0 en
todo un disco abierto alrededor de z*, pero esto contradice la hipotesis de que 2z~
es el limite de una sucesion de ceros de f. Por tanto f es idénticamente cero en
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una vecindad de 2*, significando que f{™ (z*) = 0 para todan € {0,1,2,...}, y por
el Teorema de Identidad (1.1) f es idénticamente 0 en R.

Si R C Coo, hemos probado el casoen que oo ¢ Ry z* # oo. Sélo nos queda probar
el resultado cuando co € Ro z* = 0. Sicc € Ry 2 # 00, por la parte anterior f
es idénticamente 0 en & = R\ {co}, una vecindad de oo, y como f es analitica en
oo, por continuidad, f (oo} = 0. Por tanto f es idénticamente 0 en R.

Ahora supongamos que 2° = co. Omitiendo quizas un nimero finito de términos,
podemos suponer que cada z, # 0. Como f es analitica en la regién R = R\ {0},

f o J es analitica en la regién R* = {z‘l |z € R} Y sus ceros son los puntos -

cuyo limite es el punto zl = 0. Por tanto f o J se anula en R", pero eso ocurre st
y s6lo si f(z) se anula para todo z en R. Si R = R hemos terminado, y si 0 € R,
entonces como f es idénticamente 0 en una vecindad de 0, por continuidad, f es
idénticamente () en R. O

COROLARIO 1. Los ceros de una funcién analitica no constante son aislados.

DEMOSTRACION. Sea ¢ un cero de la funcién f analitica no constante en una
regién R. Si ¢ no estuviera aislado, en cualquier vecindad de ¢ existe un cero
distinto de c. Esta propiedad garantiza la existencia de una sucesién de ceros de f
que converge a ¢, pero la existencia de tal sucesién implica que f es idénticamente
( en R, contradiciendo que f es no constante. 0

Sea. a E € y f una funcién analitica en una vecindad agujerada V de a, si
(z —a)* £ (z) es analitica en V U {a} para alguna k¥ € N, pero f no es analitica
en a, decimos que a es un polo de f y definimos f(a) = co. De esta manera
los polos de f corresponden a los ceros de J o f. La minima k que satisface que
(2 —a)* f (2) sea analitica en V U {a} se conoce como el orden del polo a.

DEFINICION 1.3. Una funcién f: R C €, = Cy analitica, excepto para sus polos
en la regién R, es llamada meromorfa en R.

Supongamos que f es no constante y que es analftica en a € C, con f(a) =c € C,
entonces f(*} (a) # 0 para alguna k € N. Llamamos multiplicidad de la solucién de
la ecuaci6n f (z) = cen el punto a a la minima k tal que f*) (a) # 0, debido a que
alrededor de a, para esta k, tenemos

(3) . (k)
fl2)-c=(z-a) ZfJ (a Y i‘##ﬂ.
i=k

Si f es meromorfa con un polo de orden k en a, decimos que a es solucién de
f (2} = oo con multiplicidad k. Finalmente si a = oo, decimos que oo es solucién de
f(2) = ¢ € €, de multiplicidad & si 0 es solucion de f o J (2) = ¢ con multiplicidad
k.
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De aqui que si f'(a} # 0 para alguna a € Co, entonces f(z) es inyectiva en una
vecindad de a.

Del Corolario anterior y la definicién multiplicidad obtenemos un seguhdo Corolario.

COROLARIO 2. Una funcién meromorfa no constante f : Coo — Coo toma cada
valor ¢ € Coo s6lo un mimero finito de veces, contando multiplicidades.

DEMOSTRACION. Sea w € Co tal que f {w) = ¢, entonces existe una vecindad
N, de w tal que f(z) # ¢ para todo 2 € Ny, \ {w} ya que: si ¢ = oo, w es un polo
de f y, por definicién, los polos de una funcién son aislados; si ¢ # 0o, w es cero
de la funcién f{z) - ¢, que es analitica en w y por tanto analitica en una vecindad
de w, entonces, por ¢l Corolario 1, w es un cero aislado de f(z) — c¢. Como Co
es compacto lo podemos cubrir con una cantidad finita de vecindades Ny, ..., Nu,,
asf que f~1(c) € {wy,-.,wx} es un conjunto finito y, como cada solucion tiene
multiplicidad finita, f (z) toma el valor ¢ solamente un namero finito de veces. [J

1.3. Funciones racionales

DEFINICION 1.4. Una funcidén racional es una funcién de la forma f(z) = ‘;—’%,
donde p(z) y ¢(2) son polinomios con coeficientes complejos y ¢ (2) no es el poli-
nomio 0. Cuando z € C y q(2) # 0, f(z) es un nitmero complejo; cuando g (z) =0
0 z = co definimos f (z) = lim,.,; f (z'}. Asi f(z) es una funci6n de Co en Ceo.

Dos polinomios p(z) y g(z) son primes relativos si no existe un polinomio no
constante r (z) que divida tanto a p(z) como a g(z). Siempre que hablemos de
una transformacién racional f (z) = qﬂg-% supondremos que p(z) y ¢ (z) son primos
relativos pues cualquier transformacién racional se puede reducir a una con p(z) y
q (z) primos relativos cancelando factores comunes.

TEOREMA 1.3. Una funcion f : € — Coo €5 racional si y sélo s1 f .es meromorfa
en Coo.

DEMOSTRACION. Si f es racional entonces es analitica excepto en oo y en los
ceros de ¢ (z) que, por ser un polinomio, son un nimero finito de-puntos. En oo, J
es analitica si grad(p) < grad(g), mientras que si grad (p) > grad(q), f tiene un
polo de orden grad(p) — grad{g). En un cero de q(z), f tiene-un polo de orden
la multiplicidad del cero. De manera que los puntos donde f no es analitica son
polos, por tanto f es meromorfa.

Reciprocamente, si f es meromorfa, por el Corolario 2, tiene un namero finito de
polos en €. Sean f,..., B los polos de ordenes ki, ..., kn respectivamente, entonces
la funcién

9(2) = (z = B1)* (2= B2)™ .. (2 = )™ f (2)

es analitica en € y su desarrollo de Taylor alrededor de 0
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g(z) = ag +a]Z+G.222 + ...

es valido para toda z € C. Como f es meromorfa en oo, g también lo es. Entonces

(ged)(z)=ap+arz” +azz™?

+ ..

es meromorfa en 0, lo que implica que a; = 0 para j suficientemente grande ya que
los poles son de orden finito. Es decir, g (z) es un polinomio, y con esto concluimos
que

_ g(z)
T T G

es una funcién racional. (]

DEFINICION 1.5. §i f(z) = FF:'% es una funcién racional con p(z) y ¢ (z) primos
relativos, definimos el grado de f como el maximo de los grados de p(z) vy g(z), ¥
lo denotamos por grad (f}.

TEOREMA 1.4. Si f:Cq = Cx es una funcidn racional de grado d > 0, entonces
f toma cada valor ¢ € C ezactamente d veces, contando multiplicidades.

DEMOSTRACION. Sea f una funcion racional con p (z) y q(z) primos relativos.
Sic= o0, f(z) = 0o para z € C s6lo si g(z} = 0, y por el Teorema fundamental
del Algebra esta ecuacion tiene sélo grad(q) soluciones contando multiplicidades.
Si grad (p) < grad(g) estos son los inicos polos de f, mientras que, si grad (p) >
grad(qg), f tiene un polo adicional en co de multiplicidad grad(p) — grad(g). En
ambos casos el nimero de soluciones de f(z) = oo, contando multiplicidades, es
grad (f) = méz {grad (p), grad(q)}.

Si ¢ # oo, como grad(f) > 0, f no es la funcién constante ¢, entonces la funcién

_ _ q(z)
9= T e T ) - G

es una funcién racional. Ademas ¢(z) y p(z) — cq{(z) son primos relativos, ya que
si existe algin factor comtn 7 (z) de estos dos polinomios, como r (z) divide a g (z)
y a p(z) = eg(z), entonces r (z) divide a p(z}, pero p(z) y ¢(z) son primos rela-
tivos, una contradiccion. Ademas grad{g) = mdax {grad{(q}, grad(p — cq)}, pero
grad(p — cq)} = max {grad (p) ,grad (¢}}, por tanto grad{g) = grad (f). Como los
polos de g (z) son precisamente las soluciones de f (z) = ¢, por el caso anterior, hay
grad(g) = grad{f) solucienes, contando multiplicidades. (W]
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1.4. Transformacién racional lineal entera

DEFINICION 1.6. Una transformacidn recional lineal entera es una funcién racional
de la forma f(z) =az+beona be .

Observemos que en R? las transformaciones afines g : R? — R? son de la forma

Ty _ f an aiz z by -
g(y)_(azx am)(y)-i-(b?)conuadaau,b;eﬂi‘.

Si asociamos el punto (z,y) € R? con z = z + iy € C, la transformacién g: € — €
se verfa como

g(z) = (011 + iagl)I + (a2 +ianly + (b] + ibs)

. . 1
Recordemos que el vector 1) o5 la imagen bajo g de ( ) v que ( a2
az 0 azz

2-%

. También recordemos que = = &£ y que y = %

es la imagen de ( 0

1
Asi podemos escribir a g, haciendo b = b; + iba, como
. z+Z . z—Z
9(2) = (an +1iaxn) + {a12 + iaaa) % +b
z4+7Z LZI—Z
1 + — + b
9()—— +9(i)—

g —ig@) g +igh) " .
2 2

Para que g sea una transformacién racional lineal entera requerimos:

o-£8 o

1

Pero g(l) +Ig(‘l) =0 & ( 11 ) = - ( ~02 ) S ayy =az Y a2 = —ag).
azi 212

Por tanto, una transformacién afin ¢ : R? & R? es una transformacién racional

lineal entera si y sélo si es de la forma g ¥ ) =( gL a2 ) ( - )+ by )
' y —dy a Yy be

De manera similar, cualquier transformacion lineal & : R? — R? es de la forma
h(z) =az+bzcona,beC.

TEeEOREMA 1.5. (a) En C la transformacidn f(z) =2+ b, conbe C,b#£0, es una
traslacidn de longitud |b| en la direccidn argb.

(b) En C la transformacidn f (2) = az, cona # 0, es la composicion de una rotacién
de dngulo arga alrededor de 0 con una homotecia de razdn |a| con centro en 0.
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(¢) En € la transformacidn racional lineal entera f (2) =az+b, cona,b#0, esla
composicion de una rotacidn de dngulo argae alrededor de 0 con una homotecia de
razon |a] con centro en 0, sequidas por una traslacion de longitud |b| en la direccion
argb.

DEMOSTRACION. La parte (a) es una consecuencia natural de que la suma de
dos puntos en € es equivalente a la suma vectorial en el plano complejo.
Para la parte (b) tomemos a = Ae'® y z = re¥, es claro que f(z) = Ae®re? =
Areil?+e) representa una rotacién de dngulo a = arga alrededor de 0 compuesta
con una homotecia de razén A = |e| con centro en 0. O

DEFINICION 1.7. Definimos una transformacién de semejanza directa como una
transformacién que envia cualquier tridngulo ABC en uno semejante A'B'C’, de
manera que el recorrido de los vértices correspondientes se hace en el mismo sentido
{esto es, si preserva orientacién). Una transformacion de semejanza es indirecta si
no es de semejanza directa.

Ejemplos de transformaciones de semejanza directa son las traslaciones, rotaciones,
homotecias y en general las transformaciones racionales lineales enteras.

LEMA 1.1. Una transformacién racional lineal enters estd determinada en forma
dnicea por dos parejas de puntos correspondienies.

DEMOSTRACION. Observemos que dos parejas distintas de puntos correspon-
dientes determinan de forma finica los coeficientes a y b de 2’ = az + b. g

TEOREMA 1.6. Una transformacidn de semejanza directa estd determinada en for-
ma tnica por dos parejas distintas de puntos correspondientes.

DEMOSTRACION. Sea T una transformaci6n de semejanza directa y sean z, z}
¥ z3, 75 dos parejas distintas de puntos correspondientes, dado cualquier otro punto
z, existe un dnico punto z’ tal que el tridngulo z'z{z} es directamente semejante
con el tridngulo zz;zz. Dado que T es de semejanza directa T (z) = 2', pues de
otra manera z' no seria tinico. [

z,=T(z,)

z z'=T(z))
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TEOREMA 1.7. Toda trensformacidn de semejanza directe es una transformacion
ractonal linenl entera.

DEMOSTRACION. Sea T una transformacién de semejanza directa y sean zp,
T(z1) y 22, T(z2) dos parejas distintas de puntos correspondientes. Estas dos
parejas de puntos correspondientes determinan de forma tinica una transformacion
racional lineal entera f(z) = az + b, de manera que f{z1) = T(z) y f(z) =
T(z2). Como f es de semejanza directa tenemos que dado cualquier otro punto
z, el tridngulo 22,29 es directamente semejante con el tridngulo f(2}T () T(z2)
y con el tridngulo T'(z)T () T(z2), lo cual significa que T (z) = f(z) para todo
zeC O

DEeFINICION 1.8. Un punto que es dejado invariante bajo una transformaciéon es
llamado punto fijo de la transformacién.

b

Por ejemplo, la transformacién racional lineal entera f (z) = az+btienea zp =

como (nice punto fijo sia # 1.

TEOQREMA 1.8. La transformacidn racional lineal entera f (2} = az+b, cona # 0,1,
es la composicion de una rotacion de dngulo arga con una homotecia de razdn |al,
ambas con respecto al punto fijo de f.

DEMOSTRACION. Sea zg el punto fijo de f, entonces f (z)~zp = f (2}~ f (z0) =
az + b — (azg + b) = a (z - 2p). El resultado se sigue del Tecrema 1.5. ]

1.5. Funciones conformes
En la seccién 1.4 vimos que una funcién lineal, en el sentido real, de C en sf mismo
es de la forma g(h) =ah + bh cona, b€ C.

Diremos que una transformacion lineal inyectiva g : C — € es conforme (o conserva
dngulos) si y sélo si |2| |w| (g (2),g{w)} = |g(z}]|g (w)|{z,w) para toda z,w € C,
donde (z,w) = Re{2W) es el producto interno en C.

LEMA 1.2. Una transformacidn lineal inyectiva g : C = C, es conforme si y sdlo si
g(z) es de la forma g(z) = az 0 g(z) = aZ.

DEMOSTRACION. Primero sea g(z) conforme, sea @ = g(1) € €\ {0} y sea
e=a"lg(i) € C, de esta manera
0=(i,1) = (9(3),9 (1)) = {ac,a) = Ja}” Rec,

Es decir que ¢ = ir,r € R. Entonces g(z) = g()z +g(i)y = a(z +iry) y asi
{g(1),9(2)) = {a,a(z +iry)) = |o|° = para toda z € C. Como
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1111219 (1), 9(2)} = |z + iytlal* z = lg (1}l lg (2)I (1, 2) = |a| |a (z + iry)| =,

obtenemos que |z + iyl = |z + iry|, entonces r = 1. Por tanto g(z) = az o
g(z) = az.

Reciprocamente, si g (z) = az, entonces |z||w|{g(2),g(w)) = |z||w|[e)’ (z,w) =
lg ()} lg (w)] {2, w}; analogamente si g (z) = aZ. O

Supongamos que dos curvas diferenciables ¢, y c; se intersectan en un punto P,
definimos el dngulo entre ¢; y ¢z en P como el &ngulo formado por los vectores
tangentes a ¢; y a ¢z en P.

flc,) fc.)

Q f(Q)

Una funcién diferenciable en el sentido real f : R C C = C se dice que es conforme,
o que conserva angulos, en un punto P € R si la derivada real dfp : € — € es una
transformacion lineal inyectiva que conserva angulos.

Desde luego sucedera que si ¢; y ¢2 son dos curvas diferenciales que pasan por P
formando (sus vectores tangentes) un 4dngulo o, entonces las curvas imagen f (¢;)
y f(c2} pasardn por f(P) y (sus vectores tangentes) formaran un angulo a.

Se dir4 que f es conforme en una regién R si lo es en cada punto de R.

No es dificil probar que si f : R ¢ € = C es diferenciable en el sentido real en
P € R, entonces dfp (h) = f,(P)h + fz(P)k, donde f, (P) = } (dfp (1) - idfp (i)
y fz(P)= % (dfp (1) +idfp (i)). Ademas fz (P} = 0 si y solo si f es diferenciable
en el sentido complejo en Py f, (P) = 0si y s6lo si f es diferenciable en el sentido
complejo.

Por lo que f es conforme en P siy sélost fz(P)=00 f,(P)=0siysolosi fes
diferenciable en P ¢ f es diferenciable en P.

Si f(z) = u{z) +1iv(2) es una funci6n diferenciable (en el sentido de R?) diremos
que f es directamente conforme en P si es conforme y preserva orientacion, es decir,
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e[ HB) W P) Y
siger (20 WD) <1 -

si o es el angulo formado por (los vectores tangentes a) dos curvas ¢; y ¢z en un
punto comin P, medido de ¢; a c2, entonces el dngulo formado por (los vectores
tangentes a) f (¢1) y f(c2) en f(P) es a, medido de f(e1) a f (ez2).

Tenemos el siguiente teorema.

F=(P)? > 0. Esto equivale a decir que

TEOREMA 1.9. (Teorema del Mapeo Conforme) 5i R es una region, entonces
una funcion f : R C Coo = Co es directamente conforme en R si y sélo si f es
analitica y f' (z) # 0 pore toda z € R.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién directamente conforme en K, entonces
\f- (P)|* - |fz(P)}* > 0 para cada P € R, pero como f es conforme en R tenemos
que fz{(P) =00 f,(P) =0 paracada P € R, dedonde fz(P}) =0y f.(P)#0
para cada P € R, y esto pasa si y solo si f es analitica en R. Entonces f'(P) =
dfp = f. (P) para cada P € R, con lo que resulta claro que f'(P) # 0 para toda
PeR.
Reciprocamente, si f es analitica en Ry f'(z) # O para toda z € R. Como f es
analitica en R tenemos que fz (F) = 0, es decir que f, (P) = f'(P) # 0, para toda
P € R, por lo que |f.(P)]* = £ (P) = 1f: (P)|* > 0. 0

Para finalizar esta seccién observemos que, en vista del altimo teorema y del teo-
rema de la funcién inversa, si f es conforme en zg, existe una vecindad de zp en la
que f es una biyeccién.

1.6. Rectas y circulos en €y

Un efreulo en 52 es la interseccion en R? de un plano P : Axy + Bza+Czz+D =0
con S2. Para que un plano P determine un circulo es necesario que [P N S?| > 1.

DEFINICION 1.9. Definimos un efreule en €, como la imagen bajo la proyeccion
estereografica de un circulo en S2.

Sean C = 7 (PNS?) un circulo en €0 y Q = (71, T2, 23) € PNSL. SiP=7(Q)=
(z,y,0) = z, por las ecuaciones {1.2) obtenemos

zeC @24z+2By+C (1o - 1) + D (j2f +1) =0
S A(z+32)-iB(z-2)+22(C+ D)+ (D-C) =0.

Si hacemos a = C + D,b= A —iB y ¢ = D — C obtenemos la expresion

{1.3) azZ+bz+ bz +c=0.
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La condicion |P N S?| > I se satisface si y s6lo si A% + B® + C? > D? o equivalen-
temente si [b]* > ac.
Una linea recte en € queda completamente determinada por un punto zo sobre la

recta y la direccién b de la recta (b es la direccién perpendicular a la recta) como
el conjunto de puntos z € € tales que

{1.4) bz + bz = bzp + bz,

y si hacemos ¢ = — (bzo + bZg) obtenemos la expresion

(1.5) bz +bZ+¢ =0,

que es la ecuacién de un circulo en €y con a = 0, es decir que C = —D, y por

tanto NV, el polo norte de $?, pertenece a P. De esta manera las rectas en C son
circulos en Co, que pasan por oo.

Ahora pensemos en un circulo D en € de radio r y centro z

z2e€D &lz—zl=r
& (2-20)(z~2) =1

& 2E -5z — 2T + (|20|2 - 7'2) =0.
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Donde la tltima expresion es precisamente la de un circulo en €, con la particu-
taridad de que @ = 1. Inversamente, podemos encontrar el centro y el radio de un
circulo dado en la forma (1.3) pues sia # 0

2e(C @azz+bz+bi+c=0
P -ac

a?

(1.6) Sz + -
a

|b> — ac > 0, por tanto el circulo a2Z + bz + 5% 4+ ¢ = 0 tiene centro —% y radio

|62 —ae
Q‘I .

En resumen, expresiones de la forma a2z + bz + bZ+c=0cona,ceRbLECY
ibl > ac representan circulos. Si e # 0, resultan circulos euclidianos con centro _,2

y radio 3@ y si @ = 0, son lineas euclideanas con vector normal b.

1.7. Transformacién de inversién

Notemos primero que la transformacién f (z) = E representa la reflexion en el eje
real. En efecto, para z = a + ib, tenemos que el segmento entre f (z)=Z=a—ib
y z es perpendicular al eje real y que sus distancias al eje real son iguales a 18]

Ahora veamos c6mo es la reflexién respecto a cualquier linea recta.

TeEOREMA 1.10. La transformacién f(z) = —@ representa la reflezion en la
recta bz + bz +c= 0.

DEMOSTRACION. Sea [ la recta respecto de la cual vamos a reflejar y zo el
punto que deseamos reflejar. Notemos que ¢ € R y que la distancia de la recta

bz+5Z+¢ =0 a un punto w est4 dada por Ib—w%l%ﬁiﬂ E! punto de { mas cercano al
origen es —%‘17, el punto sobre la direccién b que dista J%[ del origen. Traslademos
todo €y mediante la transformacién T (z) = z + W que manda a ! en la recta I

dada por la ecuacion bT (z) + 6T (z) = 0. Ahora, para llevar la recta !’ en el eje real
necesitamos girar todo C.. de manera gue b quede sobre i, y esto se logra mediante la
transformacion R(z) = ]l%z Ahora podemos reflejar (Re T} (2p) = —[—[ (2bzp + ¢)
en el eje real y aplicar las transformaciones inversas para enviar al eje real en ly
obtener el reflejo de zg en {. Esto es, aplicar

S _ bz be  20b|z —ic
(T e RT) (2) =T o 2b

a(RoT)(zo) = _EI‘T[ (2bzg + ¢) para obtener —E“biﬁ'. 0
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Observemos que, como oo pertenece a todas-las rectas de €, la reflexién de oc en
cualquier recta es €l mismo.

DEFINICION 1.10. Dado un circulo € en C de radio r y centro a € C, la transfor-
macion de tnversién en C es la biyeccion I¢ : Coo = Co que envia a cada punto
z # a € C en el punto z* sobre el rayo que parte de a y pasa por z, de manera que

|z —a}{z” —a| =72, I (a) = 00 y Ir (o0) = a. Al punto z* lo llamamos el inverso
de z.

z*

Notemos que z es el punto inverso de z* y que una transformacién de inversitn,
vista como funcibn, es su propia funcién inversa.

LEMA 1.3. La transformacidn f (z) = % representa la inversion en el circulo C de

radio r y centro en Q.
DEMOSTRACION. Sea z = ke'?, entonces

[ ()= 7"
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claramente z y f(z) estan sobre el mismo rayo que parte de 0 y |2f (z)j = r®.

Ademas f(0) =0y f{o0) =0. g

a + £ represente la inversion en el

TEOREMA 1.11. La transformacién f (z)
circulo £ de radio v y centro a.

DEMOSTRACION. Basta observar que f =T ' ol oT, donde T es la transfor-

2
macion T (z) = z — a que lleva el centro de C al origen; e I (z) = % es la inversion
en el circulo de radio r centrado en el origen. |

Notemos que dado un circulo C con @2Z + bz + 5% + ¢ = 0, la inversion en C estd
dada por la transformacién

|b|2—ac _ _l_)E+c
alaZ+b) ~ aZ+b

Fly=-24

Cuando a = 0, ésta es precisamente la transformacién de reflexién en la recta
bz + bz + ¢ = 0. Como las rectas de € son circulos en €, consideraremos las
reflexiones como inversiones y diremos indistintamente que un punto es el inverso,
simétrico o reflejo de otro.

LEMA 1.4. Las inversiones envian circulos en circulos.

DEMOSTRACION. Como podemos llevar cualquier circulo en el circulo unitario,
y viceversa, mediante una transformacién racional lineal entera T (2) = ez + b, no
perdemos generalidad si consideramos la inversién en el circulo unitario. Sea X el
circulo dado por la ecuaci6n a2Z + bz + bz +¢ = 0. Al aplicar la inversién f (z) = &,

la irhagen de X satisface la ecuacién

b
—_—t+—+=-+c=10
ZZ F4 F4
pero esto ocurre si y sblo si
(1.7) czZ+bz+bz+a=10.

Es decir que la imagen del circulo X es el circulo dado por la dltima ecuacion. 0
NoTA. De la demostracién del Lema anterior podemos deducir algunas propiedades
curiosas:

« Una recta va a un circulo si y s6lo si la recta no pasa por el centro de
inversién, ademas el circulo obtenido pasa por el centro de inversién.
e Una recta va en si misma, si y sdlo si la recta pasa por el centro de inversion.

LEMA 1.5. Las refleciones envian circulos {rectas) en circulos (rectas).
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DEMOSTRACION. Como en el Lema anterior, no perdemos generalidad si con-
sideramos la reflexion en el eje real, f (z) = Z. Sea K el circulo dado por la ecuacion
azs + bz + b7 + ¢ = 0 (recta con a = 0). Al reflejar en el eje real, la imagen de K
satisface

azT+bZ+bz4+e=0.
]

LEMA 1.6. La traslacién Ty (2) = z + b es la composicién de dos refleziones en
lineas rectas.

DEMOSTRACION. Consideremos las rectasly : bZ+bz =0yl : bZ+bz = |8)°.
Sean

bz bz — |bf? bz
11(2)=*‘5-912(2)=—“"'3|—‘|“3b—?

las reflexiones en estas dos rectas respectivamente. Observemos que

(Iz 0]1)(2) =Ig (—-%E-) =0 %(—%7) =b+z ZT(Z)
O
I
Le {2
fy
- z
b
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LEMA 1.7. Le rotacion Ry (z) = e®2 es la composicion de dos reflexiones en lineas

rectas.

’’’’’’
el .
-

1(z

DEMOSTRACION. Consideremos las rectas I : z — 2 = 0 (el eje real) y

ey {8 _
Iy eIz 4272 =0.

I (z) =Z e I (z) = €% son, respectivamente, las reflexiones en !; y I. Claramente
P

(o hh)(2) =€®

0

LeMA 18. La homotecia S;(z) = kz con k > 0, es la composicion de dos inver-

siones en circulos.

DEMOSTRACION. Consideremos el ¢irculo unitario €
Cy 1 22 =k.

b

I1(2)=%812(Z)=

son respectivamente las inversiones en C; y (2. Notemos que

(o) (2)= I (%) = kz=T(z)

es la homotecia requerida.

: zZ = 1 y €l circulo
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I 9.[,(2)

arht
NPy

LEMA 1.9. Las inversiones (refleziones) son transformaciones conformes que in-
vierten orientacién.

DEMOSTRACION. Sea C el circulo respecto del cual vamos a invertir (linea recta
en caso de reflexién). Sean o y +y dos curvas que se intersectan en un punto P que
no esta sobre . Sea Q el punto inverso de P y Ky y Kz dos circulos que pasan por
P y @ de manera que K, es tangente a o en Py K; es tangente a y en P. De esta
manera el 4ngulo formado por las curvas ¢ y y en P es igual al angulo formado
por Ky y K. Apliquemos la transformacion de inversién y notemos que P va a @,
que las imagenes de ¢ y 7 se intersectan en ¢ y que de hecho la imagen de K; es
tangente a la imagen ¢ en Q y que la imagen de X5 es tangente a la imagen de «y
en (), de manera que el 4ngulo formado por las imagenes de o y de v es el 4ngulo
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formado por las imagenes de Ky y K. Pero por el Lema 1.12 (secc. 1.8), la imagen
de K, es el mismo K, y la imagen de K3 es K». Finalmente notemos que si « es el
&ngulo formado por X; y Ks en P, el 4ngulo que forman en Q es —a. d

LEMA 1.10. La funcidn J (z) = % es la composicion de una reflexién en el eje renl

con una inversion en el circule unitario.

DEMOSTRACION. Ya que J (z) = (_g)H 0

LEMA 1.11. La funcién J (z) es una transformacion conforme que preserva orien-
tacidn (sin inversidn de dngulos).

DEMOSTRACION. Se sigue de los dos Lemas previos. a

‘TEOREMA 1.12. Una transformacion entera f : € = Coo es de semejanza inversa
siy sdlo si f(z) =aZ+ b, cona#0.

DEMOSTRACION. Observemos que f (2} siempre se puede escribir como la re-
flexién en el eje real seguida de una transformacion de semejanza directa g (z) =
az + b; el resultado se sigue de los Lemas 1.10 y 1.9 con las mismas demostra-
ciones utilizadas en la seccion 1.4 para el caso de las transformaciones de semejanza
directa. g

TEOREMA 1.13. (Principio de Reflexion de Schwarz) Sea f (z) una funcion
analitica en une regién D C C simétrica respecto al eje real. Entonces f (z) = f (z)
para toda 2 € D siy sslo si f(z) € R para toda z € RN D.

DEMOSTRACION. Primero consideremos f (z) real en el eje real y sea zo € RND.
Entonces para una vecindad V suficientemente pequeiia de zg

F2) =) aplz = =)

k=0
Todos los coeficientes de esta expansi6n en serie de potencias son reales ya que
ag = f (20) es real;

o = £ (z0) = iy, L2 L0)

se puede calcular aproximandonos a zg por puntos en el eje real y por tanto es real;
. (k)
y asi sucesivamente todos los ay = Jk,ﬁ‘ll son reales. De manera que en V tenemos

f(2) = f(z), es decir que f(Z) = f(z), pero es facil ver f(Z) es analitica donde
f (2} es analitica y por el Principio de Identidad (Teorema 1.1) podemos extender
el resultado a toda la regién D.

Para el regreso basta ver que si 2o € RN D, entonces f (z) = f (%) = f (z0), por
tanto f (zp) € R. w
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1.8. Teoremas de geometria plana

En esta seccién probaremos algunos resultados de geometrfa plana que utilizaremos
en este trabajo.

LEMA 1.12. Sean C un circulo e I¢ (z) la inversion con respecto de C. Para otro
circulo K y un punto P € C\C . Las siguientes propiedades son egquivalentes.

1. (K=K
2. 8i K pasa por P, entonces K pasa por Iz (P)
3. K es ortogonal a C.

DEMOSTRACION. Sea O el centro de inversién, r el radio de C y T el punto de
tangencia de una tangente a K por O {Figura 1.8).

(1= 2)Sea P € X, como I (P) € I (K) = K, K pasa por I (P).

(2 = 3) Como OP-0lI (P) = r?, por la potencia de un punto aplicada al punto O
con el circulo K, tenemos que |O — T'| = r, es decir que T también estd en C. Por
tanto X y C son ortogonales.

(3= 2y 1) Como X es ortogonal a C, OT = r, y por la potencia del punto O con
K, dados dos puntos P y Q sobre X colineales con O, OP - OQ = 72, es decir que
P y @ son puntos inversos uno del otro. Ahora Ir (X) es un circulo que pasa por
Ie(P)=QyporIp(Q)=P,osea, I (K)=K. O

El resultado equivalente para una reflexién es evidente.
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LEMA 1.13. Sea € un circulo y sean Xy y K2 dos circulos ortogonales a C gue se
intersectan en dos puntos P y Q. Entonces P y Q) son inversos.

DEMOSTRACION. Estamos suponiendo que X y X2 son dos circulos distintos
y que P y @ son dos puntos distintos. Como P € K, N Ky, por el Lema 1.12,
Ie (P) € Ky NK2. Si P = I (P) tendrfamos que también @ = I¢ (¢) y entonces
ambos puntos estan sobre C, entonces K; y K2 son tangentes en P y en Q ya que
ambos son ortogonales a C en estos puntos. Pero esto implica que tanto K; como
K2 son rectas por P y Q, sin embargo suponiamos que eran circulos distintos. Por
. tanto P # I (P} y como K, y K2 se intersectan s6lo en dos puntos concluimos que
Q=1I(P). a

N

TEOREMA 1.14, (Teorema de Apolonio) El lugar geomélrico de los puntos P

cuyas distancias a dos puntos fijos A y B satisfacen i‘j;-% = k constante es un
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circulo C respecto al cual B es el inverso de A. El circulo C es llamado circulo de
Apolonio de los puntos A y B en razdn k.

DEMOSTRACION. Primero probemos que si las distancias satisfacen la relacién
para una k dada, entonces P estd en un circulo C respecto del cual 4 v B son
inversos. Tracemos el tridngulo ABP. Sean C y D las intersecciones de las bisec-
trices interior y exterior por P con la recta 4B respectivamente. Sean T y U las
intersecciones de la paralela a PD por B y de la paralela a PC por B con AP
respectivamente. Como PC 1L PD también BU L PD, entonces el tridngulo BPU es
isésceles con PU = PB. Anilogamente PT = PB.

Ahora notemos que

AC _ AP AP
CB PU™ PB~

y analogamente % = k. De manera que C y D también satisfacen la relacion de
las distancias a A y B. Pero C' y D no dependen de la eleccién del punto P, de
manera que para todo P que satisface la relacién de las distancias a A y B, y no
estd sobre AB, el ZCPD es recto. Es decir que todos los puntos P que satisfacen
la relacion de las distancias est4n sobre un circulo C cuyo didmetro es el segmento
CD.

Sea O el centro de € y r su radio. Como

AC _ 4D
CB = DB
AO-r  AO+r
r—BO = BO+r7

= AO-BO =
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Por tanto A y B son inversos respecto de C.

Ahora probemos que si P est4 en un circulo € respecto del cual Ay B son inversos,
entonces P satisface la relacion de las distancias. Sean O y r el centro y el radio
de €. Sean € y D los puntos donde C corta a AB interior y exteriormente. Como
A y B son inversos tenemos que OA - OB = r2, es decir
9;4 =1 =k
T OB

Si P no esta sobre la recta AB, como OP =71 y

oa_oP_,
opP OB !
APOA ~ 6BOP, entonces
AP 0P _
PB 0B

P

SiP=C,

Si P=D,
AD _OA+r OB _K+k _
DB OB+r OB 1+k

TENEMOS TAMBIEN UNA PRUEBA ANALITICA. Si A y B estan representados por
los complejos a y b, entonces buscamos las z tales que E{%ll = k, pero



1.8. TEOREMAS DE GEOMETRIA PLANA 29

|2 =

=k —af’ = k*|z - b°
== & |z—al"=k%|2 -}

& (1-k*) 2z~ (a—bk*) 7 — (@—bk?) 2+ |a]® = &% |bf" = 0.

Claramente esta tltima es la ecuacion de una circunferencia si y solo si |a — bk|* >
(1 - k%) (la|2 —k? |b!2), & la) + [b]* > ab+ @, < |a — b| > 0, lo cual es cierto.

La inversion en tal circunferencia es

(e~ bk2) Z + k2 b)* — of?
(1-k2)% - (a - bk?)

I(z)=

¥ se puede verificar facilmente que f(a) = b. a

DEFINICION 1.11. Sea P cualquier punto en el plano, sean A;, B y C) los pies de
las perpendiculares desde P a los lados BC, CA y AB de un tridngulo ABC. Si
Ay, By y C: no son colineales, al triangulo Ay B1C) lo llamamos tridngulo pedal del
tridngulo ABC respecto del punto P.

C

LemMa 1.14. Los lados del tridngulo pedal del tridngulo ABC respecto de un punto
P miden
AP-BC BP-CA CP-AB
2R '~ 2R ' 2R

donde R es el circunradio del tridngulo ABC.




30 1. PRELIMINARES

DEMOSTRACION, Observemos que como ZPB A = ZPC A = 90°, el cuadri-
latero AC, PB) es ciclico . Sea C el circulo que contiene a estos cuatro puntos y
notemos que AP es un didmetro de . Sea B\ T otro didmetro de C, de manera que
B\T = AP, £B\C\T =90° y £LBTC, = £B1ACY, = £A. Entonces el lado B,C),
mide AP - sen A = ALLC 0




2 Transformaciones de Mobius

2.1. Automorfismos de C

En este capitule estudiaremos los automorfismos de la esfera de Riemann Cq, y
algunas de sus propiedades mas interesantes.

DEFINICION 2.1. Un automorfismo de la esfera de Riemann es una biyeccién mero-

morfa de €y en si mismo; denotamos al conjunto de todos los automorfismos de
Coc por Aut (Cy).

TEOREMA 2.1. Aut(Cy) consiste de las funciones

(2.1) T()= 220

T e, bc,deC yad-bc#0.

DEMOSTRACION. Sea T : Coo = €y , por el Teorema 1.3, T es meromorfa si

y s6lo si es una funcién racional T'(z) = f—;—g}, con p(z) ¥ q(z) polinomios primos
relativos. Mientras que por el Teorema 1.4, T es una biyeccion si y s6lo si es de
grado 1. Es decir que T (z) es un automorfismo de € si y s6lo si es una funcién |

racional de grado 1. Por tanto

az +b
T =
(2) cz+d’ l
¥, como p(z) y ¢(z) son primos relativos, ad — be # 0. O |

A los automorfismos de la esfera de Riemann se les conoce también como Trans-
formaciones Racionales Lineales 0o Transformaciones de Mabius.

Es importante observar que T no determina de manera Gnica los coeficientes a, b,
cyd: siAeC)\ {0} las transformaciones

az+b Aaz + Ab
T(z)_cz+d ¥ S(z)_,\cz+/\d

son iguales.
TEOREMA 2.2. Aut(C) forman un grupo bajo composicion.

31
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La forma de las transformaciones de Mdbius nos sugiere asociar T (z) = -E—'i%

con la matriz M = ( Cct Z) € GL{2,€) = {A € Mayxq|detd #0} , pero la

observacién previa al teorema implica que podemos asociar a T con la matriz M o
con culaquier otra de la forma AAf, con A € C\ {0}.

TEOREMA 2.3. Aut(Coo) = GL(2,C)/ {Ad|X#0}.

DEMOSTRACION. Sea @ : GL(2,C) - Aut (€.} dada por

a b az+b
(c d)HT() cz+d

Con un calculo directo podemos ver que & (N M) = @ (N) © (M), es decir que O es
un homomorfismo de grupo, de hecho, por el Teorema 2.1, © es un epimorfismo. El
nicleo K = ker (©) consiste de aquellas matrices M € GL(2,C) talesque T'(z) = z
para toda z € Cy, entonces a =d # 0 y b= ¢ =0, de donde

K::{(S §)=,\1d|AeC\{o}}.

Aplicando el primer teorema de isomorfismos a © tenemos

Aut(Co0) 2 GL (2,C) /K = GL(2,C)/ {AId| A # 0} =: PGL(2,C).

Consideremos el grupo lineal especial, definido por

SL(?,C):{A:(: b)[abchCy det A = ad — bc—l}

Ahora, si N € GL (2,C), podemos escribir N = AM, con M € SL(2,€) y A\? =
det N. Como O (N) = © (M), todo automorfismo se puede escribir de la forma
T(z) = az +b

—bc=1.
cz+d’ ad = be

Por tanto © : SL(2,C) - Aut(C) es un epimorfismo y resulta también que
Aut (Coo) = SL(2,C)/ {£Id} =: PSL(2,C).

A menos que otra cosa se establezca, en lo sucesivo siempre que hablemos de una

transformacién de Mobius T (2) = S‘Iz, supondremos que ad — bc = 1, es decir,

tomaremos su representante en PSL (2,C).
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2.2. Generadores de PGL{2,C)

En el capitulo anterior hemos estudiado algunos tipos especiales de transforma-
ciones de Mdbius:

1. La rotacion Ry (z) = €'z,

2. la traslacién Ty (z) = z + b,

3. la homotecia S, =rz,conr € RT y
4. J(z)=2z"1.

Ahora estéds funciones resultaran ftiles para analizar los automorfismos:

TEOREMA 2.4. Toda transformeacidn de Mdbius es la composicidn de un nimero
finito de transformaciones de los tipos (1), (2}, (3) v (4).

DEMOSTRACION. 5t ¢ # 0, entonces

az+b  az+b alz+%)+6-2 o  bc—ad

T(z) = - _ _a, be—ad _
()= 534 c(z+9) cfz+9) PR P
=Tz 05, 0Rgo0JoTa(z),donde ry 6 son tales que re? = bcc—ad_

St ¢ =0, entonces T {z) = %"—b y este es el Corolario 1.5 del capitulo anterior. O

COROLARIO 3. Una transformacion es de Mabius si y sélo si se puede descomponer
en un nimero par de inversiones en circulos.

DEMOSTRACION. Sea T (z) una transformacién de Mobius, en el capitulo 1
vimos que cada una de las transformaciones de los tipos (1) al (4) es la composicién
de dos inversiones en circulos.

Reciprocamente, consideremos dos inversiones en circulos
bz+ec bz+¢

= — - Ir: _-—_——=
Ie(2)=——y = (TolR)(z) ¢ Lo (2) = ———— = (IroU)(2),
donde I (z) = Z es la reflexién en el eje real; T' (z) = —%4‘:—‘; yU(2)= -%:—'E% son
dos automorfismos de la esfera de Riemann. Entonces (Ip o Ig/) (z) = (T o U) (2),

es una transformacién de Mébius. &
Como las inversiones en circulos son conformes e invierten orientacién {(Lema 1.9),
tenemos el siguiente

CoROLARIO 4. Toda transformacion de Mébius es conforme y preserve orientacion.

DEFINICION 2.2, Una transformacion T : Coy = Co que lleva circulos en circulos
es una transformaecion circular,

TeEOREMA 2.5. Toda transformacidn de Mobius es une transformacion circular.
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DEFINICION 2.3. Si 29, 21, 22 ¥ 23 son 4 puntos distintos de Cy, la razén cruzada
A= (Eu, 1522, 33)

se define como T (zp), donde T (z} es la Gnica transformacién de Mobius que satis-
face T(z)) =0, T (22) = 1 y T (23) = oo

Como zy # 21, 22, 23, tenemos que A # 0,1, 20 y al ver la demostracién del Teorema

26T(2)= %::—_25—?:;—_‘:%, entonces tenemos que

(zo — 21) (22 — 23)
(21 — 22) (23 — 20)’

A={z0,21520,23) =

con la convencién usual de tomar limites si alguna z; = co.

TEOREMA 2.8. Sean (zg, 21, 22, 23) y (wp. w1, un, wy) dos cuartetas de puntos dis-
tintos en Coo. Entonces eziste alguna T € PGL(2,C) tal que T (2;) = w;, j =
0,1,2,3 st y sdlo si

(20, 21; 22, 23) = (Wo, w1; Wa, W3) .

DEMOSTRACION. Sea T € PGL(2,C), con T'(z;) = w; paraj =0,1,2,3. Sea
U/ la dnica transformacién en PGL (2,C) que envia respectivamente a wy,ws y w3
en 0, 1 y co. Entonces UT es la tinica transformacién en PGL (2,C) que envia
respectivamente a z;,z2 y z3 en 0, 1 y co. Es decir

(z0,21; 22, 23) = UT (20) = U (wo) = (wo, w1; w2, w3} -

Reciprocamente, supongamos que (2o, 21; 22, z3) = (wo, w1; w2, w3) = A. Sean U y
V las unicas transformaciones en PGL (2, C) tales que V (2;) = U (w;) = A,0,1,00
para j = 0,1,2,3. Entonces T = U~V es la transformacién que buscamos. O

Este iltimo resultado implica en particular que la razén cruzada es invariante bajo
transformaciones de Mébius, es decir que si T € PGL (2, C), entonces

{(z0,21522,23) = (T (20) , T (21); T (22) , T (23)) -

En el capitulo 4 veremos que cualquier funcion de la esfera de Riemann en si misma
que preserva la razén cruzada de cualesquiera 4 puntos es una transformacion de
Mébius.

Si 21, 22 y z3 son tres puntos distintos, la razon cruzada A = (z, z;; 22, 23) estd
definida para toda z $# z;, j = 1,2,3. Podemos extender la definicién de razén
cruzada para los casos z = z; como
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DEFINICION 2.3. Si z5. 21, z2 ¥ z3 son 4 puntos distintos de €, 12 razén cruzada

A = (20,115 22, 23)

se define como T (z5), donde T (z) es la Gnica transformacion de Mdbius que satis-
face T (z:) = 0, T{z2) =1y T (23) = 00.

Como zy # 71, 22, 23, tenemos que A # 0,1, 0o y al ver la demostracién del Teorema

26T (z)= %::—_Z;)z-ﬁg—_:if;, entonces tenemos que

(z0 — 1) (22 — 23)
(21— 22) (za — 20)’

A= (20121;22123) =

con la convencion usual de tomar limites si alguna z; = 0.

TEOREMA 2.8. Sean {29.21,22,23) v (wp,w),ws,ws3) dos cuartetas de puntos dis-
tintos en Coo. Entonces existe alguna T € PGL(2,C€) tal que T (z;) = w;, j =
0,1,2,3 si y sdlo si

(20,21522,23) = (wo,wl;wmwa)-

DEMOSTRACION. Sea T € PGL(2,C), con T'(z;) = w; paraj = 0,1,2,3. Sea
U la tinica transformacion en PGL (2,C) que envia respectivamente a wy,w; ¥y w3
en 0, 1 y co. Entonces UT es la unica transformacién en PGL (2,C) que envia
respectivamente a z;,2; y zz en 0, 1 y oo. Es decir

(20,21;22,23) = UT(ZO) = U('wo) = (wo, wr; wa, w3).

Reciprocamente, supongamos que (29, 21; 22, 23) = (wo,wy; we,w3) = A. Sean U y
V las dnicas transformaciones en PGL (2,C) tales que V (z;) = U {w;) = A,0,1,0
para j = 0,1,2,3. Entonces T = UU~!V es la transformacién que buscamos. [}

Este ultimo resultado implica en particular que la razén cruzada es invariante bajo
transformaciones de Mobius, es decir que si T € PGL (2, C), entonces

(z0, 21522, 23) = (T {20), T (21); T (22) , T (23)} -

En el capitulo 4 veremos que cualquier funcién de la esfera de Riemann en s misma
que preserva la razén cruzada de cualesquiera 4 puntos es una transformacién de
Maébius.

Si 2z, 22 y z3 son tres puntos distintos, la razén cruzada A = (z,z1; 22, 23) estd
definida para toda z # z;, 7 = 1,2,3. Podemos extender la definicién de razén
cruzada para los casos z = z; como
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2.2. Generadores de PGL(2,C)

En el capitulo anterior hemos estudiado algunos tipos especiales de transforma-
ciones de Maobius:

1. La rotacién Ry (z) = e'z,

2. la traslacion Ty (2) = z + b,

3. la homotecia S, =rz,conr € Rt y
4. J(z) = z"L.

Ahora estas funciones resultaran utiles para analizar los automorfismos:
TEOREMA 2.4. Toda trensformacion de Mdbius es la composicisn de un ndmero

finito de transformaciones de los tipos (1), (2), (3) y (4).
DEMOSTRACION. Si ¢ # 0, entonces
az+b _ az+b a(z+§)+b—%i a be — ad

(Z)zcz+d“c(z+g) ST P | RSy S )
i _ bc—od
— bezod

=Tao08,0Rg0 JOTg (z}, donde 7 y @ son tales que re
Si ¢ =0, entonces T (z) = ﬂ y este es el Corolario 1.5 del capitulo anterior. [

COROLARIO 3. Una transformacion es de Mabius si y sdlo si se puede descomponer
en un nimero par de inversiones en circulos.

DEMOSTRACION. Sea T (2) una transformacion de Mébius, en el capitulo 1
vimos que cada una de las transformaciones de los tipos (1) al (4) es la composicién
de dos inversiones en circulos.

Reciprocamente, consideremos dos inversiones en circulos

bz+c Vz+c

Ic(z)=“‘az+b = (Tolg)(z) e I (z):—mz(IRoU)(z),
donde I (z) = Z s la reflexién en el eje real; T (2) = - 22 +b yU(z)= %‘—12% son

dos automorfismos de la esfera de Riemann. Entonces (Ip o Ig) (2) = (T o U) (2},
es una transformacién de Mobius.

Como las inversiones en circulos son conformes e invierten orientaciéon (Lema 1.9),
tenemos el siguiente
CoRoLARIO 4. Toda transformacion de Mébius es conforme y preserva orientacidn.

DEFINICION 2.2. Una transformacién T : Co. = € que lleva circulos en circulos
es una transformacidn circular.

TEOREMA 2.5. Toda transformacion de Mébius es una transformacion circular.
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2.4. Inversién en circulos

En el capitulo 1 estudiamos la inversion en circulos, ahora probemos que una trans-
formacién de Mobius envia puntos simeétricos en puntos simétricos y aprovechemos
esta propiedad para dar una generalizacion del Principio de Reflexién de Schwarz
(Teorema 1.13).

LEMA 2.2. Sea C un circulo en Coo y T € PGL(2,C). 5i (' = T (C), entonces
I = TIcT_l.

DEMOSTRACION. Notemos que si z € €', entonces I () = z. Ademas, como
T-'z) e, IpT~ (2) =T 1(z}). Sea S = TI:T 'Ic, como S es la composicion
de un namero par de inversiones, § € PGL (2,€) (Corolario 3). Ademdas para z € C,
se tiene

S(z)=TIT e (2) =TIT (2) =TT ' (2) = 2.

Luego S fija todos los puntos de C, por tanto S es la identidad. Y entonces

TiT ! = IE,I = Jp.

a

Ahora si podemos probar que las transformaciones de Mébius preservan puntos
simétricos:

TEOREMA 2.10. Sean T' € PGL(2,€), C y C' = T(C) dos circulos en €. En-
tonces T {Ig (z)) = I (T (2)).

DEMOSTRACIGN. Por el Lema anterior I (T (2)) = TIeT'T{(z) = T {I¢ (2)).
(

Asi como la razén cruzada nos permite caracterizar cuatro puntos ciclicos, también
nos permite caracterizar puntos simétricos.

DEFINICION 2.4. Cuatro puntos distintos de Ceo, 20,21, 22 ¥ 23 son ortociclicos si
2p ¥ 2z estan sobre un circulo respecto del cual z; y 23 son simétricos.

LEMaA 2.3. Cuatro puntos distintos zo,z1,22 §¥ z3 en Coy son ortociclicos si y sdlo
st {20,215 22,23)] = 1.
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DEMOSTRACION. SeaT € PGL (2,0) la unica que envia z;,2, y z3en 0,1 y o
respectivamente. Supongamos que (2o, z1; 22, 23)] = [T (20)] = 1, entonces T {2z} ¥y
T (22} = 1 estan sobre el ¢circulo unitario, respecto del cual T (z) =0y T (23) = 0
son simétricos. Por tanto zp = T~ !T (z9) y z2 = T~} (1) estan sobre un circulo
respecto del cual z; = T71(0) y 23 = T~! {00) son simétricos.

Reciprocamente, si zp y zz estdn sobre un circulo respecto del cual z, y z3 son
simétricos, entonces T (zg) ¥ 1 estdn sobre un circulo respecto del cual 0 e oo son
simétricos. Pero 0, por ser el inverso de oo, es el centro del circulo respecto del cual
son simétricos. Es decir que T (zg) esta sobre el circulo unitario. O

DEFINICION 2.5. Cuatro puntos distintos de C,,, 20, 21,22 ¥ 23 son armonicos $i
son ciclicos y ortociclicos.

COROLARIO 7. Cuatro puntos distintos zp,21,2; y 23 en Uy son armdnicos si y
solo st (zp, 21; 22,23) = —1.

DEMOSTRACION. Si (zy, 21; 22, 2z2) = —1, claramente zg, 21,22 y z3 son ciclicos
y ortociclicos.

Sean zg, 21,23 ¥ 23 cuatro puntos arménicos. Por ser ciclicos y ortociclicos tenemos
{2y, 21; 22, 23) = 1. Pero si C es el circulo que los contiene y K el circulo respecto
del cual z; y z3 son inversos, como zg,z2 € CN X, 2zp ¥ 22 estan en arcos distintos
de C entre 2z; y z3. Entonces, por el Lema 2.1, (20, 21; 22,23) = —1. 0

TeoreEMA 2.11. (Principio de Reflexion de Schwarz) Sea f {z) une funcidn
analitica en una regidn D C Co simétrica respecto al cireulo C € C.,. Entonces
f(z) manda C N D en un arco de un circulo C' si y sdlo st f (Ic (2)) = I (f (2))
para tode z € D.

DEMOSTRACION. Sean T\ y Tp € PGL (2,C) tales que T; (C N D) = (0,1} sobre
el eje real y T2 manda a C’ en el eje real. Es ficil ver que efectivamente existen
Ty y T3. Si hacemos w = Tj (z), tenemos que g(w) = Tz 0 f o 7, ' (w) es una
funcién analftica en la regién T (D) que intersecta al eje real. Aplicando a g (w) el
Principio de Reflexién de Schwarz en la versién del capitulo 1, g (@) = g (w) para
todaw € 11 (D) si y sélosi g (w) € R para todaw € RNTy (D) = (0,1). Pero porel
Teorema 2.10, como w = T} (2), @ = T\ I (2); y también g (w) = Too fo T} ' (w) =
Tyl o f (2). Entonces f (z) manda CND en un arco del circulo C* si y sélosi g (w) €
R para toda w € (0,1); si y sélosi g(@) = Ty 0 folg(2) = g(w) = Tale o f(2)
para toda w € Ty (D); si y s6lo st f{I¢ (2)) = I (f (2)) paratoda z € D. O
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2.5. Conjugacidon y clasificaciéon de transformaciones de Mobius

En esta seccién clasificaremos a las transformaciones de Mobius de acuerdo a
propiedades que son invariantes bajo conjugacién.

DEFINICION 2.6. Dos transformaciones T, U € PGL (2,L) son conjugadas si existe
Se PGL(2,C)tal que U = STS™L.

La conjugacién es una relacion de equivalencia en PGL (2,€). Para determinar las
clases de equivalencia nos apoyaremos en los puntos fijos de las transformaciones.

DEFINICION 2.7. Decimos que z € Cy es un punto fijo de T € PGL(2,C) si
T{z) =z

Observemos que z es punto fijo de T si y s6lo si S (2) es punto fijo de la transfor-
macién conjugada STS™!, cualquiera que sea S € PGL (2,C).

Recordemos que Aut (€) = PGL(2,0) = PSL(2,C) y que al final de la seccién
2.1 convenimos que para toda T € PGL(2,C) consideraremos siempre su repre-
sentante en PSL (2,C). Esta convencién resultard particularmente Gtil en esta
seccidn.

Como los puntos fijos de T (z) = az + b satisfacen
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(2.3) e’ +(d-a)z—b=0
tenemos que T tiene a lo mas dos puntos fijos en Co,.
b
Como T (z) = 5:—;—}_'—3, 2z = oo es un punto fijo de T si y solo si e = 0.

TEOREMA 2.12. Sea T (z) = %‘%, conad — bc = 1. Si (a+d)® # 4, entonces T

tiene dos puntos fijos distintos en Coo. Si (a + d)° = 4, entonces T' tiene un unico
punto fijo en Cop.

DEMOSTRACION. 5i ¢ # 0, las soluciones de (2.3} son

(a—dy+/(a+d) —4

(2.4) 2 = % y
(a—d)—/(a+d)? -4
2 = 2¢ '

tenemos que, si (a + u!)2 # 4, hay dos soluciones distintas y entonces T tiene dos
puntos fijos en Coo; y si (@ + d)° = 4, T tiene un tinico punto fijo en Co,.

Sic = 0, entoces T fija a 00; ad = 1 y T(z) = a’2 + ab. De manera que T tiene otro
punto fijo z = 12 3 oo si y sélo si a® # 1 que equivale 2 {a + d’#4. Sia®=1
entonces T (2} = z + b, que solamente fija a oo cuando b # 0; y es la identidad
cuando b = (. (]

La funcién (a + d)* servira para determinar las clases de conjugacion en PSL (2,C).
Si

a b
A:(C d)ESL(?,C),

definimos la traza de A como tr (4) = a +4d.
OBSERVACION. Mediante calculos directos podemos verificar que para A, B €
SL(2,0)

1. tr (AB) = tr (BA)
2. tr (BAB™') = tr (4)
3. tr(—A) = —tr(A)
DEFINICION 2.8. La treza cuadrada de T € PSL(2,C) se define por tr* (T) =

tr2 (A) = (a + d)?, donde A = ( o’ ) € SL(2,€) representa a T.
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(OBSERVACION. Notemos que, por la propiedad 3 de la observacion anterior, la traza
cuadrada esta bien definida para T € PSL (2,C); ¥ que, por la propiedad 2, es un
invariante de las clases de conjugacién. -

EJEMPLO. Sea U (z) = Az, con A € C\ {0}. Los representantesde I/ condet/ =1

son:
vi 0
+ ( O 1 )
VA
2
entonces ¢r2 (U) = (\/X+ 71I) =A+Al+2
Ahora, para describir las clases de conjugacién definamos para toda A € C\ {0}
Az, sia#1
U (2) "{ z+1, siA=1

TEOREMA 2.13. Sea T # Id en PSL(2,(), entonces existe A € C\ {0} tal que T
es conjugade a U,

DEMOSTRACION. Si T s6lo tiene un punto fijo zp. Como S{z) = z:lo €
PSL(2,C)es tal que S (zp) = 0o, entonces STS ™! solo fija a 0o, asi que STS™! (z) =
z + b para alguna b € C\ {0}. Sea V (z) = £. Entonces (VS)T (VS)™' = Uy, es

decir que, T es conjugada a U;.

Si T tiene dos puntos fijos z; y z2. Como W (z) = Z=Z% es tal que W {(z:) =0y

W (23) = 00, entonces WTW ! fijaa 0 y oo, lo que significa que WTW ™! (z) = Az
con A € C\ {0,1}, y entonces T es conjugada a U;. O

Para terminar de describir las clases de conjugacién veamos que

TEOREMA 2.14. U, es conjugada a Uy siysélosis =X ox=A"".
DEMOSTRACION. Primero consideremos el caso x = 1. Como U sélo fija a oo,

una transformacién conjugada SU;S~! sélo fija a S (c0). Entonces Uy no puede ser

conjugada a alguna U, con A distinta de 1, pues estas transformaciones fijan a 0 y
a 00.

Ahora supongamos que U, = SU,S™?, entonces tr2 (Ux) = tr? (Us), es decir

1 1
Rt —+2=A+ <42,
K A

de donde k = Ao x = A~
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Reciprocamente, Uy es conjugada a Uyjw: ya que JUJ™! = Uy, donde J (z)
-1

2z .

CoroLarto 8. 11,7 € PSL(2,C) \ {Id} son conjugades si y solo si tr (M) =
tr? (Tg)

aoun

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.13, 7} es conjugada a Uy y T3 es conjugada
a Uy. Entonces tr? (T)) = tr3(Ty) & tr2(Uy) = tr? (U) @ k= Aok = A" &
Ui y Uk son conjugadas < T y T» son conjugadas. ]

Con todo Io anterior podemos concluir que {Ux]X € €y 0 < |A <1} es el conjunto
de representates de todas las clases de conjugacién en PSL(2,C) \ {Id}. Ahora
veamos como se clasifican las transformaciones de Mébius en funcién de su repre-
sentante en este conjunto y veremos que equivale a una clasificacién en funcién de
la traza cuadrada.

DEFINICION 2.9. Hemos visto que T tiene un unico punto fijo en €, si vy s6lo
sitr’(T) =4, o equivalentemente, A = 1. Llamamos a éstas transformaciones
parabdlicas.

Si|Al=1y A#1, entonces Uy (2) = Az = ez es una rotacién. Llamamos a éstas
transformaciones elfpticas.

Si [A] < 1. Una transformacién T es hiperbslica si A > 0, y lozodrémice en otro
caso, estoes,siA<06 A ¢ R

Pero hemos visto que para T' conjugada a Uy, tr2 (T) = tr2 (Uy) = A + 3 +2. Asi
que A y A™! son las rafces de la ecuaci6n cuadratica

24+ 2=t (T))z+1=0.

LEMA 24. T es eliptica si y sélo 5i 0 < tr? (T) < 4,
T es parabolica si y sélo si tr® (T) = 4,
T es hiperbolica si y sdlo sitr® (T) > 4 y
T es lozodromica si y solo si tr? (T) ¢ R* U {0}.

DEMOSTRACION. T es eliptica si y sélo si es conjugada a Uy para A = e con
0#£0A+A71 €[-2,2) & tr2(T) € [0,4).
T es hiperbélica si y s6lo si es conjugada a Uy con A € (0,1) & A+ A=} > 2 &
tr* (T) > 4.
Antes de continuar observemos que tr2 (T) = A+ A~! + 2 € R si y solosi A eR.
Ahora T es loxodrémica si y s6lo si es conjugada a Uy con Al <lyA<0o
A ¢ R Pero A ¢ Rsiy solosi t72(T) ¢ R; mientras que —1 < A < 0 si y sélo si
A+ 27 < =2, es decir tr? (T) < 0. O
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Con todo lo visto, para estudiar la acciéon geométrica de las transformaciones de
Mdbius haremos uso de un sistema de coordenadas particular: los cérculos de Stein-
er.

Primero consideremos las transformaciones con dos puntos fijos p y g. Los circulos
de Steiner del Primer Tipo respecto a p y ¢ es la familia de circulos de Coo que
pasan por py ¢. Los circulos de Steiner del Segundo Tipo respecto apy g es la
familia de circulos de €, tales que p y g son inversos. Notemos que cada circulo
de una familia es ortogonal a todos los circulos de la otra.

Consideremos la transformaciéon S (z) = —:‘3 € PSL{2,€). Bajo S, los circulos del
Primer Tipo se transforman en circulos que pasan por S(p) =0y S(¢) = o0, es
decir, rectas por el origen; mientras que los del Segundo Tipo se transforman en
circulos con centro en ¢l origen, de manera que los circulos de Steiner se transforman

en el sistema de coordenadas polares. Veamos ahora la dindmica de estas dos
familias bajo T € PSL(2,C).

Caso 1. T es eliptica. Como T es conjugada a una transformacién U (z) = Az,
con A = e*, y como U es una rotacién de un 4ngulo 8 y centro en el origen que fija
a 0 e 00, los circulos de Steiner del Primer Tipo se permutan entre si; mientras que
los del Segundo Tipo se recorren sobre si mismos manteniendose fijos:

PRI TS
“ “’f"’:’-‘:@"

29jiiey
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Caso 2. T es hiperbélica. Como T es conjugada a una transformacién R (z) =
Az, con A > 0, y como R es una homotecia con centro en el origen que fijaa Qe
00, los circulos de Steiner de! Primer Tipo se mantienen fijos deformandose sobre si
mismos alejando sus puntos de un punto fijo y acercandolos al otro; mientras que
los del Segundo Tipo se permutan entre si:

Caso 3. T es loxodrémica. Como T es conjugada a una transformacién U (z) =
rez conr # 1 y 8 # 0. T actia como una combinacién de las dos anteriores,
es decir que cada circulo de una familia lo deforma sobre otro circulo de ia misma
familia.

Caso 4. S6lo nos falta analizar el caso en que T tiene un unico punto fijo p, es decir,
cuando T es parabélica. Como T es conjugada a una traslacion U (z) = z + b,
cuyo inico punto fijo es 00, tenemos que U recorre a las rectas paralelas a b sobre
si mismas, mientras que a las rectas ortogonales a b las permuta entre si. Entonces
existen dos familias ortogonales de circulos que pasan por p de manera que T
permuta a los circulos de una familia entre si y mantiene fijos a los de la otra
familia deformandolos sobre sf mismos. Estas familias de circulos se conocen como
circulos de Steiner degenerados respecto a p.




3 Derivada de Schwarz

En este capitulo estudiaremos algunas las propiedades diferenciales de las transfor-
maciones de Mébius y veremos que es posible afirmar que una transformacion con
ciertas propiedades diferenciales es de Mébius.

3.1. Derivada de Schwarz

La derivada de Schwarz (o Schwarziana) est4 ampliamente relacionada con las
transformaciones de Mébius, jugb un papel importante en a determinacién de las
transformaciones conformes que envian el semiplano superior en un poligono cuyos
lados son arcos de circunferencia; y permite caracterizar a las funciones analiticas
e inyectivas en un dominio simplemente conexo. Fue introducida por Kummer
en 1836 como un operador diferencial y estuvo presente en el trabajo del propio
Schwarz. Fué hasta 1880 que Cayley bautizé este operador como se conoce ahora.

DEFINICION 3.1. Sea f : €, — Co una funcién no constante que es analitica en
una regién R. Para toda z € R tal que f'(z) # 0 definimos la derivada de Schwarz
de f como

o sy=(LOY (LY 1w s ey

Kummer observo que:

PROPOSICION 1. 8i 4 y y2 son dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacidn diferencial general de sequndo orden

v +py' +qu=0

el cociente [ = yﬂ: satisface

1
Sp=2q— 5132 -7

45
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DEMOSTRACION. Sustituyamos y; por fy» en la ecuacién diferencial, obten-
emos

f'y2 + 2f vy +pf v+ (45 + 0 +ay2) =0

y como ¥4 + pys + qy2 = 0, obtenemos f'y2 + 2f'y; + pf'y2 = 0. Asi

LA
/! v
por tanto
AR ZiA% vty 1, 1,
(L) oo} =2 T8 2 g9 —pP -y
Sy (f, i\ F ” 5P =P =2 5P P

1

Notemos que, si g1 = ayy + fyz ¥ g2 = 6y + Yy2 son otras dos soluciones lineal-
mente independientes (ay — 34 # 0), entonces gi = %f%g =Tof,donde T esla

transformacién de Mébius T (z) = ‘;:if: , de manera que Sroy = Sy. Mas adelante

veremos que esta es de hecho una propiedad de la derivada de Schwars.

La ecuacién diferencial de segundo orden que interesaba a Kummer es la ecuacion
hipergeométrica [N1, Pag. 206] y Schwarz prob6 que el cociente de las soluciones
de dicha ecuacién levan el semiplano superior en un trianguto cuyos lados son arcos
de circunferencia.

Otro resultado que enunciaremos sin prueba {aunque puede encontrarse en [N2j)
con el fin de motivar la relacién entre la derivada de Schwarz y las propiedades de las
Transformaciones de Mdbius que aparecerdn en la proxima seccitn es el siguiente:

TeoREMA 3.1. (Teorema de Nehari) Si f es una funcidn enalitica e inyectiva
en el disco unitario entonces

6
IS¢ (2)] £ (1 _ ]zle)z.

Si f es analitica en el disco con

2

()

entonces f es inyectiva en el disco.

155 (2)} < 2| < 1,
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3.2. Propiedades de la derivada de Schwarz

Primero veamos como es la derivada de Schwarz de la composién de funciones.

LEMA 3.1. Sgop = (S, 0 f)(FY + ) .

DEMOSTRACION. Como (9o f) =(g'e f) f'y (go f)" = (9" o /) (J')+(g' o f) }"
tenemos

Gol)l_(de0y L

(gofy ~\gof f
entonces
() = G r(EDr(F) >
ey 2 1t " 1
(&) = (5f) or2(Zh) ()
de donde

s = (55r) -2 (85)
o

(Sg0 N)(F)* + 5.

Ahora veamos como es la derivada de Schwarz de una transformacion de Mobius.

LEMA 3.2, SiT € PGL(2,C), entonces St = 0.

A — oz4b _ a be—ad
DEMOSTRACION. Sea T'(z) = 2252 = 2 + (g Notemos que para toda

transformacién racional lineal entera U (z) = uz + v, Sy = 0 se sigue de que
U" =0 . También observemos que si f(z) = 1

P

FlR)=—my )= 5,

entonces
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2y 1/ 2\ 2 14
===} == == = — ———:=0.
51(2) ( z) 2 ( z) z¢ 227
De donde, como T = ho fog, con h(z) = £+ (bcz“d) zygilz) = cz+d dos
transformaciones racionales lineales enteras,

St = Shotes = (Shor °9) (6 + 5, = {[(Sn e N () + S| 05} (6 = 0.

(]
COROLARIO 9. §i T € PGL(2,C) y fes una funcidn enalitica, entonces Stoy =
S;.
DEMOSTRACION. Se sigue de los dos lemas anteriores Szoy = (St 0 f} (5 +
Sf = Sf. O
COROLARIO 10. Si U € PGL(2,C) y g es una funcién analitica, entonces Syou =
(Sq 0 U) (U")*.
DEMOSTRACION. Como en el corolario anterior: Sgoy = (Sy 0 U) (U’)2 + Sy =
(Sg o U) (U')°. 0

Probemos ahora el resultado principal de este capitulo.

TEOREMA 3.2. Si f : Coo = Co es una funcién meromorfa no constante tal que
8¢ (2) = 0 para todo z en una region D C Coo, donde f es analitica, entonces f es
una transformacion de Mébius.

DEMOSTRACION. Como Sf(z) = 0 en D, tenemos que f'(z) # 0 en D, pero
de hecho, como f no es constante, los ceros de f'{z) son aislados {(Corolario 1).
De manera que Sy (z) es una funcién meromorfa, entonces, por el Principio de
Continuacién Analitica (Teorema 1.2}, S¢ (z) = 0 para todo z € €y, excepto por
un namero finito de puntos, los ceros de f'(z) y los polos de f(z). Asi tenemos

(53) =:(78)"

2(58) /2y
(% ))2 3("f"(;)) =1

es decir

—

N

£(z)

Integrando resulta
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_2f(2)
77(2)

=z+d,

reacomodando términos

(z +d) f" () + f' (z) = = f'(2),
integrando de nuevo
(z+d)f' (2} =—-f(z)+a

Nuevamente reacomodamos términos

(z+d) f'(2) + f(2) =aq,

e integramos

(z+d)f{z)=az+b.

De donde se obtiene que

az -+ b
z2+d

f{z)=

es una transformacion de Moébius. Que ad — b # 0 es consecuencia de que f (2) es
no constante. a

Finalmente obtenemos los siguientes corolarios

COROLARIO 11. Sea f una funcidn no constante y analitica en una region R. Sig
es una funcidn meromorfa no constante tal que Sgo5 (2) = Sy (2), entonces g es de
Mabius.

DEMOSTRACION. Sgos (2} = Sy (z) implica que (Sg 0 f) (f (z))* = 0 ( por el
Lema 3.1). Pero como f no es constante tenemos que f'{z) es distinta de cero en
todo un abierto de R, de manera que S; o f = 0 en un abierto. Luego, como f es
biyectiva localmente, existe un abierto donde S, = 0 y entonces g es de Mébius. U

COROLARIO 12. Si f y g son funciones meromorfas no constantes tales que Syoy =
(Sgof) (f')?, entonces f es de Mobius.

DEMOSTRACION. El resultado es evidente a partir de la férmuta de la derivada
de Schwarz para la composicion de funciones (Lema 3.1) y del dltimo Teorema. [
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Hemos visto que la derivada de Schwarz nos permite caracterizar a las transforma-
ciones de Mébius. En las siguientes dos secciones estudiaremos otras derivadas que
nos serviran para caracterizar transformaciones de Mobius de formas particulares.

3.3. Relacién entre la derivada de Schwarz y la razén cruzada

En el capitulo 2 vimos que las transformaciones de Mo&bius preservan la razén
cruzada de 4 puntos y en la seccidn anterior vimos que la derivada de Schwarz
de una funcién f seguida de una transformacién de Mdbius es igual a la derivada
de Schwarz de la funcién f, podriamos decir que las transformaciones de Mobius
preservan la derivada de Schwarz. De estas dos observaciones resulta natural pre-
guntarnos si existe alguna relacién entre la derivada de Schwarz de una funcién y
la razén cruzada, en esta seccién mostraremos un resultado de Ahlfors [Ah2] que
efectivamente dice que la derivada de Schwarz es un caso limite de la razén cruzada.

PROPOSICION 2. (Ahlfors) Sea f : oo = Co une funcidn no constante que es
analitica en una regisn R C C. Sea z9 € R, entonces para alguna vecindad V' de zg,
para a,b, ¢, d,w € € tales que zg 4 aw, zp + bw, zp + cw, zg + dw son cuetre puntos
distintos en V' se tiene que

(f (20 + aw), f (20 + bw); f (20 + cw), f (20 + dw)} =
(a,b;c,d) (1+%(a-b) (c — d) Sy (z0) w? +o(w2)) ,

DEMOSTRACION. En una vecindad alrededor de zy tenemos que

5

2 3
(20 +aw) = f (z0) + af (z0)w + %f” (zo)w? + ‘-’G-f (z0)w° + ..,

para aw en tal vecindad. Podemos considerar también a bw, cw, dw y tener desar-
rotlos andlogos. Entonces

flzo+aw) — flzg +bw) =
_ ' a+b f" () a® + ab + b2 F" (z0) 9
(a —bywf (z0) {1 + 5 Fizo) w+ 5 7 (z0) w* + ] )

si ademas aw es tal que

a+bf’ a® +ab+ b* f
f'(zo)w a f; (Zo)w2+_”
2 f'{z0) 6 f' (20}
podemos aplicar el desarrollo de log (1 +u) = Yoo, f:-’nL—lu", alrededor de 0, que
es valido para u tal que |u| < 1. De esta manera

<1
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log (f (20 + aw) — f (20 + bw)) =
log ({a —b)wf' (z0)) +

a+bf(z) a?+ab+ b [ (z0) , _
+log(1+ 2 Pl 6 Fz0) +...)_
g (@ = ) (o)) + S5 L)
a2+ ab+ b2 f" (z9)  (a+b)’ (f"(zo) |2
+ [ 6 f (z0) 8 f (Zo)) T

Entonces

log (f (20 + aw) , f (20 + bw); f (20 + cw) , f (20 + dw)) =
= log (f (20 + aw) — f (z0 + bw)) + log (f (20 + cw) — [ (20 + dw)) —
—log(f (20 + bw) — f (20 + cw)) — log (f (20 + dw) ~ f (20 + aw)) =

=log (a,b;¢,d) + (a — c) (b - d) [éf Ejg; -1 (i((:(?)))z Wt =
= log (a,b;¢,d) + é (6—c)(b—d) Sy (z0) w? + ...
Y asi,
(f (20 + aw), f (20 + bw) ; f (20 + cw), f (20 + dw)) =
(a,bie,d) |1 +é(a—c) (b - d) Sf (z0) w* + o (w®)
para aw, bw, cw, dw en una vecindad de zo. O

A continuacién haremos uso de este resultado para probar un teorema que serd
sumamente til en el siguiente capitulo.

TEOREMA 3.3. Sea f : €, — €. una funcién meromorfa no constante que es
analitica en una region R C €. f es una transformacion de Mdbius si y sdlo si para
cada zo € R ezisten cuatro mimeros distintos a, b, e, d tales que

(f (20 +aw), f (20 + bw); f (zo + cw), f (20 + dw)) =
{a,b;¢c,d) = (20 + aw, zg + bw; 25 + cw, zp + dw)

para todo w € C tal que zp+ aw, zg + bw, 2p + cw, 2o + dw pertenecen a una vecindad
de zg.
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Si f es una transformaciéon de Mobius, por el Teorema 2.8, tenemos que

(f (20 + aw), f (20 + bw); f (20 + cw), f (20 + dw)) =
{20 + aw, zg + bw; zp + cw, z¢ + dw} = {a,b; ¢, d)

para cualquier zo en R y cualesquiera a, b, ¢,d, w tales que 2o + aw, zp + bw, zg +
cw, zp + dw pertenecen a R.

Para probar la suficiencia sea zp € R y supongamos que

(f (2o + aw), f (z0 + bw); f (20 + cw) , f (20 + dw))} =
(a,b; ¢, d) = (aw, bw; cw, dw) =
{z0 + aw, zp + bw; 29 + cw, zp + dw)

para cuatro numeros fijos distintos @, b,¢,d y para todo w € C tal que zg -+ aw, zo +
bw, zo + cw, zg + dw pertenecen a una vecindad V C R de z5. Podemos suponer que
en V se satisface la relacién de la Proposicién anterior, pues si no fuera asi de todos
modos podemos encontrar una vecindad de zg contenida en V donde se satisface.
Asi

(f (20 + aw) , f (20 + bw) ; f {20 + cw) , f (20 + dw)) =
(aw, bw; cw, dw) [1 + é- (aw — cw) (bw ~ dw) Sy (zp) + 0 (wz)} =

(a,b;¢,d) [1+%(a—c) (b— d} Sy (20) w? +o('w2)} ,

para w suficientemente pequena.

Como (f (20 + aw) , f {20 + bw); f (20 + cw}, f (20 + dw}) = (a,b; ¢, d), tenemos que
3 (a—c) (b—d) Sy (20) w? + 0 {w?) = 0. Pero como

2
Hm ° (u; ) =0,

w=0 W
necesariamente %(a —c){b—d) S (z5) = 0, luego Sy (z0) = 0. De manera que
S¢(z) = 0 para todo z € R y por el Teorema 3.2, f es una transformacion de
Mobius.
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3.4. Derivada pre-Schwarziana

DEFINICION 3.2. Sea f: €, = Co una funcién que es analitica en una regién R.
Para toda z € R con f'(z) # 0 definimos la derivada pre-schwarziana de f como

_ f” (Z)
fr2)

(3.2) Py (2)
LEMA 33. Py =(FPyo f) f'+ Ps .

DEMOSTRACION, Como

(gof) =(g o) fy(gof) =(g"c 1)V +(g'of)f"

obtenemos

P, (gof)rr_(gnof)'f,_'_l:(pyof)f:_*_Pf.

T goy T\gef) T
e
LeMa 34. 5iT(z) = %"’b € PGL (2,C), con b # 0, entonces Pr(z} = —%.
Sea f(2) = 1, entonces Py (z) = —%. Notemos que T{z) =a+ 2 =go f, con
g (z) = a+bz. Como para toda transformacion racional lineal entera U (z) = uz+v,

Py =0, tenemos

’ 2
Pr(z) = FPoos (z) = (B0 fY(2) S (2) + Py () = Py (z) = ——.
TEOREMA 3.4. 5i f : Coo = Coo es una funcidn meromorfa no constante tal que

Prlz) = —% para toda z en una region D C C,,, donde f es enalitica, entonces
f2) =22 conb#0.

DEMOSTRACION. Como Py (z) = —2 en D, tenemos que f'(z) # 0 en D, pero
de hecho, como f no es constante, los ceros de f(z) son aislados. De manera
que Pf(z) es una funcion meromorfa, entonces por el Principio de Continuacién

Analitica, Py (z) = —2 para todo C, excepto por un nitmero finito de puntos, los
ceros de f'(z) y los polos de f (z). Entonces, como ’;,, (: = —%, tenemos

2f' () + [ ()= -1 (2),

que implica
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zf' (2) + [ (z) =a,

e integrando nuevamente

z2f(z) =az + b,
para alguna constante compleja b, distinta de 0 pues f es no constante. [
3.5. Derivada de Newton

DEFINICION 3.3. Sea f : €o — € una funcién analitica en una regién R. Para
toda z € R con f'(z) # 0 definimos la derfvada de Newton de f como la primera
derivada del método de Newton de f(z), es decir

f(z) )' fz) £ (z)
3.3 N = - = .
(33) 1= (:-93) = L2l
LEmA 3.5. SiT(2) = & € PGL(2,C), entonces Nr(z) =2 .
DEMOSTRACION. Como T7(z) = —(-;f’d—)f, entonces z - .—,.T—(L“_)T =z + (z +d).
Por tanto Nt (z) = 2. O

TEOREMA 3.5, Si f: Co — Co es una funcién meromorfe no constante tal que
N (z) = 2 paru toda z en una region D C C., donde f es analitica, entonces

flz)= z—{-Ld’ con b#0.

DEMOSTRACION. Comenzamos igual que en las secciones anteriores. Como
Ny (z) = 2 en D, tenemos que f'(z) # 0 en D, pero, como f no es constante, los
ceros de f (z) son aislados. De manera que Ny (z) es una funcién meromorfa, por
lo que, aplicando el Principio de Continuacién Analitica, Ny (z) = 2 para todo €,
excepto para un nimero finito de puntos, los ceros de f'(z) y los polos de f (z).
Asi tenemos

f{2) " (2)
(f(2))?

H

entonces

f'{=z) _ 27 (2)

fiiz) ~ f@)°

que implica
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Inf'(z) =Inf?(z) - In(=b)

para alguna constante b distinta de 0. Asi

R Al C)) .
f'(2) = -, que reacomodando términos queda
ffz) 1
frlz) b
e integrando nuevamente ohtenemos el resultado
1 z+d
fie) b
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4 Caracterizaciones Geométricas de las
Transformaciones de Mobius

En el capitulo 2 estudiamos las propiedades geométricas de las transformaciones de
Mobius. En este capitulo usaremos todo lo que se ha desarrollado en los 3 anteriores
para ver que algunas de esas propiedades son suficientes para garantizar que una
transformacién es de Mdbius. Asi mismo veremos otras propiedades geométricas
necesarias y suficientes de estas transformaciones.

4.1. Transformaciones conformes

En la seccién 2.2 probamos que las transformaciones de Mobius son directamente
conformes. Ahora probemos que de hecho son las itnicas transformaciones direc-
tamente conformes de C en €o;. Lo que nos llevara a la primera caracterizacién
geométrica: ‘las transformaciones de Mgbius son las nicas funciones de Co, en st
mismo que conservan dngulos dirigidos”.

TEOREMA 4.1. Toda funcién f : Coo — Co, directamente conforme es una trans-
formacion de Mobius.

DEMOSTRACION. Sea f : Coo — Coo directamente conforme. Sea h € Aut (Coo)
tal que h(f (oo)) 0o. Probemos que g(z) = (ho f)(2) es meromorfa en cada
punto a € Cqp

1. Sia € Cyg(a) € C, como g es directamente conforme en a, entonces, por
el Teorema del mapeo conforme (1.9), g’ (@) existe y es distinta de 0, asi que
g es analitica e inyectiva en una vecindad de a.

2. Sia € Cy g{a) = o, componiendo con J (z) = z~}, como J es directamente
conforme, Jog es directamente conforme; y como (J o g) {a) = 0, por el caso
anterior Jog es analitica con un cero simple en a, es dec1r que g es meromorfa
con un polo simple en a.

3. Como g (o0) = o0, tenemos que (g o J) (0) = oo, entonces, por el caso ante-
tior g o J es meromorfa con un polo simple en 0, o bien g es meromorfa con
un polo simple en co.

De esta manera g es meromorfa en Ce, entonces g' es meromorfa y racional. En el
caso 1, g' (a) # 0; en el caso 2, a partir de la serie de Laurent de g alrededor de a,

87
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se obtiene que ¢’ tiene un polo doble en a, entonces g' (@) = co # 0. En el caso 3,
como (g o J) tiene un polo simple en 0,

g(z)=bz+ap+az” ' + ...

para z suficientemente grande, con by # 0, asi que

g2)=b —ayz7% - ..

para z suficientemente grande, entonces g' (c0) = b # 0.

Entonces ¢’ (z) es una funcién racional que no toma el valor 0, entonces, por el
Teorema 1.4, g’ es una funcién constante distinta de 0. Asi que ¢(z) es un polinomio
de grado 1, y entonces g (z) € Aut (C). Como h es un automorfismo de la esfera de
Riemann, concluimos que f = h~log es también una transformacién de Mobius. O

4.2. Transformaciones circulares

También en la seccién 2.2 vimos que las transformaciones de Mébius llevan circulos
en circulos, en esta seccién probaremos que todas las transformaciones biyectivas y
circulares de C,, en Cy, son una transformacién de Mbius o una transformacion
de Mébius previamente compuesta con la conjugacién compleja.

Primero notemos que si dos puntos distintos P y { se encuentran en la region
exterior (interior) de un circulo € que no pasa por oo, entonces podemos construir
un circulo KX que pase por esos dos puntos y no intersecte a C. Para ello sea O el
centro de C y supongamos que P es el punto mas cercano (lejano) a O, o de C,
(si ambos puntos estuvieran a la misma distancia de O, K seria el circulo de radio
OP), podemos hacer que P sea el punte de X mas cercanc {lejano} a C poniendo
el centro O' de K en la interseccion de la recta OP con la mediatriz del segmento

- PQ.
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Q

También sera iitil observar que si g : C.c = € es una transformacién circular y
biyectiva y si K’ es un circulo, entonces existe un tinico circulo X tal que g (K) = K"
Esto se debe a que si damos tres puntos distintos en K, sus preimagenes son tres
puntos distintos, sea K el circulo que pasa por dichos tres puntos, es claro que
g(Ky=K"

TEOREMA 4.2. Toda transformacion circular y biyectiva f : Coo = Coo e5 una
transformacidn de Mébius o la conjugacion compleja sequida de una transformacion
de Mdbius.

DEMOSTRACION. Sea f : € — Cy una transformacién circular y biyectiva.
Por el Teorema 2.6 existe una tnica transformacién de Mobius T(z) que manda
af(0)enel0,a f(l)enellya f(co)en oo, entonces también T (z) manda a
F(0),f(1) y f(00) en 0,1 e co respectivamente. Sea h (z), de entre estas dos fun-
ciones, la que manda a f () en el semiplano superior de C. Sea g (2) = (ho f}(z)},
entonces g (z} es circular, uno a uno, y cumple que

g(0) = 0,
g(l) = 1,
g(o0) = ooy

Im{g(r)) > 0.

Queremos probar que g (z) es la identidad, pues entonces f (z) = T~ (z) o bien
f(2) =T"1(z) y el Teorema estaria demostrado.

Observemos que como g (oo} = o0, g(z) transforma lineas rectas en lineas rectas,
ademés, como g (0) = 0, transforma lineas rectas por el origen en lineas rectas por
el origen, y en particular, como g (1) = 1, g transforma al eje real en el eje real.
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También podemos ver que g transforma circulos tangentes en circulos tangentes ya
que si P esta es el punto comun a los dos circulos, g (P) debe pertenecer a la imagen
de ambos circulos, que también son circulos, y estos no se pueden intersectar en
dos puntos pues de ser asi, el otro punto de interseccidn debe provenir de un punto
de interseccion distinto a P, pues g es uno a uno.

Notemos que g preserva paralelismo, pues transforma rectas paralelas (que son
circulos de €, tangentes en co) en rectas paralelas. Asi que g lleva paralelogramos
en paralelogramos, y como un rectdngulo es un paralelogramo ciclico, g también
lleva rectdngulos en rectangulos, por lo que g tambien preserva ortogonalidad.

Entonces el eje imaginario, siendo una recta por el origen ortogonal al eje real,
también es llevado en si mismo, y entonces g (i) = Af, para algin A > 0.

Ahora, si 0, z; ¥ 22 son tres puntos no colineales, el paralelogramo con vértices
0,2z, 22,21 + 2z se transforma en el paralelogramo g {0}, g(21),9(22), (=1 + z3),
por lo que g(z1 + 22} = g (1) + g(z2). Mientras que si 0, z; y 22 son colineales,
entonces z; + z9 también est4 en la misma recta, si w es un punto fuera de esta recta
tenemos que, como 0,2; y w no son colineales, g (w + 21) = g(w)} + g (1), como
0,w+z y z3 no son colineales, g (w + 2, + 22) = g{w + 21)+9(22) = g (w)+g(z1)+
g (z2), y como 0,w y 21 + 22 no son colineales, g (w + z; + 22} = g (w) + ¢ (21 + z2).
De donde g (z) + 22) = g{z1) + g (z2) para cuaiesquiera z; y 2.

Luego 0 =g(0)=g(1-1) =g(1) +g(-1) =1+ g{(~-1), de donde g(—1) = —1.
Entonces g{1+14) = 1+ M y g{—1+1i) = -1 + M. Pero como las rectas por el
origen que pasan por 1+ 1 y por —1 + 7 son ortogonales, también lo son las rectas
por el origen que pasan por 1+ Ai y —1 + Ai. Es decir que, haciendo el producto
punto de 1+ Ai y —1+ M como vectores, A2 = 1, y siendo A > 0 resulta que A = 1.
Por tanto g (i) = 1.

Ta-tnblén Si m,n S Z, entonces g(%) = mg (_;T) = 1’ es decir g(;"::) - ;-%;’ y
g(2) =ng (%) = Z. Analogamente, si 7 €Q, g (ir) = ir.

Ahora probemos que g es la identidad en todo el eje real. Para ello sea o un
irracional y sean 1o,r; y rp tres racionales tales que 1o < 7} < ¢ < r3. Sea C el
circulo por i,y y r7 ¥ K cualquier circulo por rp y o, de esta manera C y K se
intersectan en dos puntos. Bajo g(z), € va a dar en si mismo pues g (1) = 1,g(r;) =
71 ¥ g{rz) = rz, mientras que X va a dar en un circulo por 7o ¥y g (o) que debe
intersectar a C en dos puntos distintos, g (¢} € R, asi que por la observacion al
principio de esta seccién r; < g{o) < rz, porque si no g{o) caeria fuera de C y
entonces podriamos construir un circulo X' por rp ¥ g (&) que no toque a C, cuya
imagen inversa seria un circulo por rg y ¢ que tendria que intersectar a C en dos
puntos, pero entonces K' también tendria que cortar a C en dos puntos y lo habiamos
construido de manera que no tocara a €. Finalmente, como r; < g(g) < ra para
cualesquiera dos racionales r; y o tales que r; < ¢ < rz, podemos concluir que si
nos aproximamos a ¢ por racionales a ambos lados resulta que g (o) = o.
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Analogamente se prueba que ¢ (ig) = io y por la aditividad tenemos que g (z) =
glz+iy)=g(z)+9(iy) =z + iy = z para toda z € Cee. O

i
\(\SW)

r o, AY r

g(K)

En vista de este Teorema, las tinicas transformaciones circulares, biyectivas y mero-
morfas son las transformaciones de Mé&bius, pero de hecho probaremos que la biyec-
tividad no es necesaria.

TEOREMA 4.3. Tode trensformacién circular y meromorfa de Coo en Coo es una
transformacion de Mobius.

DEMOSTRACION. Sea f: o — Co una funcién circular y meromorfa. Sea D
la region donde f es analitica y supongamos que f no es inyectiva en D, Entonces
existen dos puntos distintos zp ¥ z; en D tales que f(z) = f(z:). Notemos que
como f no es constante, existe w € D distinto de 2o ¥ 2; tal que f' {w) # 0, entonces
podemos dar un disco abierto V' alrededor de w cuya cerradura esté contenida en
D y tal que 24 y 2; son puntos exteriores de V y f'(z) # 0 paratodo z € V.

Sea C el circulo frontera de V y sea Jc la inversién en C. Entonces, como zp y
z1 son puntos exteriores de V', Ic (25) v I (z1) pertenecen a V. Luego notemos
que f(C) es un circulo y entonces podemos aplicar el Principio de Reflexién de
Schwarz (Teorema 2.11) para concluir que f {20) y f (21) son simétricos a f (I¢ (z0))
y f{lc(z1)) en f{C) respectivamente. Asi que, como f(z) = f(z1), entonces
flle (z0)) = f (Ic (z1)). Pero I (2z0) y Ic (z1) son dos puntos distintos en V', donde
f es inyectiva, asi que f(I¢ (z0)} y f (Ie {z1}) son distintos, por lo que llegamos a
una contradiccién. Por tanto f es inyectiva en D.
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Azyflz)

f iz,
- Aliz)
ﬂcb
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Pero como f es una funcién racional no constante, por el Teorema 1.4, f toma
todos los valores en Co tantas veces como su grado v hemos visto que es de grado
1 en D, luego f es biyectiva. D

Esta es una de las caracterizaciones de las transformaciones de Mébius mas conoci-
das, aparece en un articulo de Darboux del siglo XIX. No obstante, la prueba que
acabamos de presentar fue publicada por Hiroshi Haruki en 1972 [H1]. En las sigui-
entes 3 secciones mostraremos caracterizaciones que generalizan la que acabamos
de presentar.

4.3. Razén cruzada

En la seccién 2.3 definimos la razén cruzada de 4 puntos en €, y probamos
que la razén cruzada es un invariante de las transformaciones de Mgébius. Ahora
mostraremos que las transformaciones de Mobius son las vnicas funciones mero-
morfas de Co en si mismo que preservan la razén cruzada.

TEOREMA 4.4. Toda transformacién meromorfa, no constante de Coo en s mismo
que preserva la razén cruzade de cualesquiera { puntos distintos en Coo €5 una
transformacion de Mobius.

DEMOSTRACION. Sea f : € — Coo una funcién meromorfa que preserva la
razén cruzada de cualesquiera 4 puntos distintos, es decir

(f (z0)  f (21); f (22) , f (23)) = (20, 215 22, 23)

para cualesquiera zp, 21, 22, 23 en Cy. En particular, si B C Cq es la regién donde
f es inyectiva y si fijamos a 23,22 y z3 en R, tendriamos

(f (2), f(z1); f (z2), f(23)) = (2, 215 22, 23)

para toda z € Cy,. Entonces
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f)=fn) flm)-fls)_ z2-2 z-—-z
fla) = f(22) flzm)-f(z) -2 23—z

para toda z € €, de donde

_ (kflzs) —f(n))z + 23f (z1) — k= f (23)

1) (k~ 1D z+ 23 - kz

con

podB) —fz) n-2n
flz2) = flzs) z1—22

Por tanto f(z} es una transformacion de Mobius. En caso de que z = 0 0 que
para alguna j, z; = 00 0 z = z; tomando limites se obtiene el resultado. |

Este teorema generaliza la caracterizacién de la seccién anterior puesto que 4 puntos
pertenecen a un circulo si y s6lo si su razén cruzada es real, de manera que, si f
preserva razén cruzada, cualesquiera 4 puntos en un circulo son enviados en 4
puntos ciclicos, en particular, si z;, 22, za son tres puntos distintos, fijos sobre un
circulo C ¥ z se mueve sobre , f(z) se mueve sobre el circulo determinado por
flz1), f(22), f (23), de manera que f manda circulos en circulos.

En lo que resta de este capitulc mostraremos las caracterizaciones geométricas de
las transformaciones de Mobius que se han encontrado en los altimos 10 afios, de
las cuales las siguientes dos son una generalizacion de la que acabamos de ver.

4.4. Suma de angulos opuestos en cuadrilateros

Podemos dar una clasificacion de los cuadrilateros de acuerdo a si sus diagonales
quedan dentro o fuera del cuadrilitero. Un cuadrilatero es convers si sus dos
diagonales caen en el interior del cuadrilitero; es concavo si una diagonal cae dentro
y la otra fuera; y es cruzadoe si sus dos diagonales caen en el exterior del cuadrilatero.
Ademds decimos que un cuadrilitero es simple si no es cruzado, es decir, si al menos
una de sus diagonales cae en el interior del cuadrilatero.




84 4. CARACTERIZACIONES GEOMETRICAS DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Convexo Concavo Cruzado

Simples

El siguiente Teorema de Haruki y Temistocles Rassias [HR1| prueba que las trans-
formaciones de Mébius son las Gnicas que envian cuadrilateros simples en cuadri-
lsteros simples conservando la suma de angulos opuestos del cuadrilatero.

TEOREMA 4.5. Sea f: Coo = Coo una funcién meromorfa, no constante; analitica
e inyectiva en una region R simplemente conera. f es una transformacion de
Mdbius si y solo si para cualquier cuadrildiero simple ABCD contenido en R se
tiene que A' = f(A),B' = f(B),C’ = f(C), D' = f{D) son los vértices de un
cuadrildtero simple y £ZA+ £C = LA+ LC'.

DEMOSTRACION. Si f es una transformacion de Mdbius, es inyectiva y la ima-
gen de un cuadrilatero simple es un cuadrildtero simple. Puesto que f preserva la
razén cruzada (Teorema 2.8) tenemos que

1] ! t 1
LA+ L0 = arg fy i, + arg 1;, g,
= arg(B' A D, C')
= arg(B,A;D,C).
= LA+ ZC.

Ahora supongamos que f conserva las suma de angulos opuestos. Como [ es
analitica e inyectiva en R tenemos que f'(z} # 0 para toda z € R y ademaés
f(R) C C. Sea zy € R, entonces existe un disco abierto B, de radio r y centro zp
contenido en R. Mas atin, como f’(zp) # 0, por el teorema de la funcién inversa,
existe un disco B, de radio s y centro zp con 5 < r tal que f es una biyeccién en
B,. Sea ABCD un cuadrado con centro en zp contenido en By, entonces podemos
expresar a A, B,C y D como

zo+w,zp +iw, 0 —w Yy zp —iw con O < Jw| < s, respectivamente.

Como f es biyectiva en B,, los cuatro puntos A’, B',C' y D' son distintos y son los
vértices de un cuadrilatero simple para todo w tal que 0 < |w| < s. Por hipétesis,
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A+ L0 =71 = LA +2C
(f (20 + iw) = f (20 + w)) (f (20 — iw) = f (20 — w))
(f (z0 — iw) = f (20 + w)) (f (20 + tw) ~ f (20 — w))

para toda w con 0 < {w} < 5. Sea

T = arg

(f (20 + #w) = f (20 +w)) (f (20 — iw) — f (20 — w})
(f (z0 ~ iw) = f (z0 +w)) (f (20 + iw) = f (20 - w))’
entonces, como f es analitica e inyectiva en B, el denominador de h(w) no se

anula y asi h(w) es analitica para toda w con 0 < Jw| < s. Probemos que h (w) es
analitica en 0. Para ello apliquemos la Regla de L'Hopital para calcular

hi{w) =

lim flzot+iw) - flzo+w) _ Him if (20 +iw) — ' (20 + w)
w=0 f (zg —tw) — f (2'0 + 'w) w—0 —1f' (29 — tw) — f' (2o + w)
f' (z0) = if' (20)

£ (z0) +1f' (20)

1—14

1+1

va que f'(zo) # 0. Analogamente

. flzo—iw)— flzo—w) 1-1t
:}}Lnof(zo+iw)—f(zo~—w) T 1+

por lo que

lim h(w) = [ == o 1
Wb (w) = (1-&-1') T

Luego tenemos que h tiene en 0 una singularidad removible, por lo que si definimos
h{0) = —1, h{w) es analitica en 0 y por tanto analitica para toda w con |w| < s.
Mas ain, arg h (w) = 7 para toda w con {w| < s, es decir que h (w) pertenece al eje
real para toda w con jw] < s. Afirmamos que h(w) es constante para toda w con
lw| < s, ya que si no lo es, entonces existe wy tal que A’ {wo) # 0, lo que implica que
existe un abierto U, con |w| < s para toda w € U, alrededor de wp, en el que h es
una biyeccion, de tal manera que h (U) es un conjunto abierto de C, pero entonces
R{U) C R™, con lo que A (U) no podria ser un abierto de C. De esta forma resulta
que h(w) = —1 para toda w con |w} < s. Aplicando esto a la definicion de h(w)
tenemos ’
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{(f (z0 +1w) — f (20 + w)) (f (20 — tw) — f (20 —w)) =
= = (f (20 = tw) — f (20 + w)) (f (20 + iw) — f (20 — w)),

que implica que la razén cruzada

(f (20 +w), f (20 +1w); f (z0 —w}, f (20 — fw)} = -1,

para toda w tal que |w| < s. Pero s > 0 y s depende solamente de zq, entonces la
dltima expresién es valida para toda zp € R, y como

1—i —1+4i
Li—l—i) = oy,
(1,4 V=115 13

podemos aplicar el Teorema 3.3 para concluir que f : Co, — Co es una transfor-
macién de Mdbius. O

La técnica usada para demostrar la segunda parte de este teorema serd utilizada
con ligeros cambios en las siguientes secciones.

4.5. Cuadrilateros de Apoclonio

En el teorema de la seccidn anterior probamos que las Gnicas transformaciones
que conservan el angulo de la razén cruzada de 4 puntos son las de Mébius. En
esta seccién probaremos que las tinicas transformaciones que conservan la norma
de la razén cruzada de 4 puntos son las transformaciones de Mobius, el resultado
fué enunciado por Piyapong Niamsup [Nm1i] a partir de una version mas débil de
Haruki, Rassias [HR2].

DEFINICION 4.1. Un cuadrildtero de Apolonio es un cuadrilatero ABC D en el plano
tal que AB-CD = BC - DA.

EJEMPLO. Cualquier cuadrado o rombo es un cuadrilatero de Apolonio ya que sus
4 lados son iguales.

EJEMPLO. Si ABCD es tal que B y D son dos puntos cualesquiera en un circulo
orecta C y A y C son dos puntos simétricos respecto a C, entonces ABCD es un
cuadrilatero de Apolonio. En efecto, por el Teorema de Apolonio (1.14) C es el
circulo de Apolonio de A y C en la razén k = % = %, de donde se sigue que

AB-CD = BC - DA. De hecho asi son todos los cuadrilateros de Apolonio.
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C

EIEMPLO. Dados 3 puntos A, B y C, podemos construir un cuadrilatero de Apolo-

nio ABC D, tomando al punto D sobre el circulo de Apolonio de Ay C en la razén
k= AB

BC"
Ahora generalicemos esta concepto.

DEFINICION 4.2. Un A-cuadrildtero de Apolonio es un cuadrilatero ABCD en el
plano tal que AB-CD = A(BC - DA), con A > 0.

EJEMPLO. Cualquier rectangulo o paralelogramo cuya relacion entre lados es VA
es un A-cuadrilatero de Apolonio ya que la relacién del producto de lados opuestos
es A. :

EsempLo. Dado A > 0 y tres puntos B,C y D, podemos formar un A-cuadrilatero
de Apotonio ABCD escogiendo a A como la imagen de cualquier punto del cir-
culo {z| = A, bajo la transformacién de Mobius T' que lleva a 0,1 e oo en B,C
y D respectivamente. Esto se debe a que T preserva razén cruzada y A = Jz| =
|(z,0;1,00)| = |(T (2), B; C, D)|, de esta manera T () B- CD = A(BC - DT (2))-

EJEMPLO. Si ABCD es tal que B es un punto sobre el circulo de Apolonio de 4 y

C enlarazén k y D es un punto sobre el circulo de Apolonio de A y C en la razén
k/A, entonces ABCD es un A-cuadrilatero de Apolonio. En efecto, como

AB AD

& AD _k
BC Y D¢~

)

entonces

AB-CD _
BC-DA ™~
De hecho, todo cuadrilatero ABC D no degenerado es un A-cuadrilitero de Apolonio

para alguna A > 0. Para ver esto definamos k = 4% y r = §3, entonces ABCD
es un kr-cuadrilatero de Apoclonio.

A
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TEOREMA 4.6. Sea f:Co, — Coo une funcidn meromorfa, no constante; analitica
e inyectiva en una region R simplemente coneza. Entonces { es una transformacion
de Mdbius si y sdlo si para cada h-cuadrildtero de Apolonio ABCD contenido en
R, se tiene que A" = f(A),B' = f(B),C" = f(C),D' = f (D) son los vértices de
un A-cuadrildtero de Apolonio.

DEMOSTRACION. Si f es una transformacion de Mébius, como f preserva la
razon cruzada (Teorema 2.8) tenemos

AB-CD
A= BC DA (A, B; C, D)
= {4, B¢, D'}
_ A'BCO'D
= Bo DA

Inversamente, si f lleva los vértices de un A-cuadrilatero de Apolonio en los vértices
de un A-cuadrilatero de Apolonio. Como f (z) es analitia e inyectivaen R, f'{z) #0
para toda z € R. Sea z; € R, entonces existe un disco cerrado D, de radio s y
centro zp contenido en R. Sea ABCD un A-rectdngulo de Apoclonio y representemos
sus vértices por

1-ivA

2o+ kw,zo + kw,z0 ~kwy 2o ~kw conO< |w|<syk= .
] 0 (] Y 2 | |<sy ST

Como f es inyectiva en Dy, entonces 4', B, C" y D' son cuatro puntos distintos, y
por la hipétesis

If (Zo-{-E‘HJ) —-f(zo+kw)“f (Zo—Ew) —f(Zn—-k‘w)I =
=Aif(20—kw)—f(zo+zw)llf(zo+kw)-f(zo—-k?w”

para toda w con 0 < |w| € s; es decir que

|(f (20 + Ew) ~ £ (z0 + kw)) (f (20 — kw) — f (20 — kw)}| _
H (20 ~ kw) = f (20 + kw)) (f (20 + kw} — f (20 — kw))]

_ (f(20+73w)—f(zo+kw))(f(=o~EW)—f(zo-kw))
para toda w con 0 < |w| < 5. Sea h(w) = (7o) = (e Fa)){ (o)~ (2o —w)}

de manera que, como f es analitica e inyectiva en D, el denominador de h (w) no
se anula y h{w) es analitica para toda w con 0 < |w| < 5. Ahora veamos que 0 es
una singularidad removible de h (w), para ello apliquemos la Regla de L’Hopital al
calcular
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flzo + kw) — f (20 + kw) _ kf' (20 + kw) — kf' (20 + kw)
im = = lim = =
w0 f (20 — kw) — f (20 + kw) w—0 ~k ! (29 — kw) — kf’ {20 + kw)
kf' (z0) — kf' (20)
—kf'(20) — kf' (20)
= —ivX

La ultima igualdad se sigue por ser f'(zo0) # 0. Analogamente

- f (20 — kw) —f(zo‘f‘w) — VA,
w0 f{zg + kw) — f (zo - kw)

con lo que

lim A (w) = —A.

w0
De manera que, 0 es una singularidad removible de A (w), por lo que al definir A (w)
en 0 como A (0) = —X, h(w) es analitica en 0 y por tante para toda w con |w| < s.
Ademas, como |A(w)] = A para toda w con |w| < s, aplicando el Teorema del
Médulo Maximo, h {w) es constante para toda w con |w| < s. Entonces k (w) = —A
para toda w con |w| < s. Aplicando esto a la definicién de A (w) tenemos

(f (20 + kw) — f (20 + kw)) (f (20 — kw) = f (20 — kw)) =
= =X (f (20 — kw) — f {20 + kw)) (f (20 + kw) — f (20 — kw)),

que implica que la razén cruzada

(f (20 + kw), f (20 + kw); f (20 — kw) , f (20 = kw)) = - A

para toda w tal que |w| < s. Pero s > 0 y s depende solamente de zp, entonces la
ultima expresién es valida para toda zg € R, y como

k—k —k+k

T ok _
(k. k; —k, —F) E+k —-k—k

H

podemos aplicar el Teorema 3.3 para concluir que f : Co — Co €s una transfor-
macién de Mobius. B8
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4.6. Puntos de Apolonio de un triangulo

En los ejemplos de la seccién anterior vimos que dados 3 puntos A, B, C, podemaes
construir un cuadrilatero de Apolonio ABC D situando al punto D sobre el circulo
de Apolonio de A y C que pasa por B. Esto nos lleva a preguntarnos qué pasa con
la interseccion de los 3 circulos de Apolonio obtenidos de los 3 puntos 4, B,C en
distintos 6rdenes, si es que existe.

DEFINICION 4.3. Dado un tridngulo de vértices A, B y (', decimos que un punto L
es un punio de Apolonio del tridngulo ABC st :

AL-BC=BL-CA=CL-AB.

EJEMPLO. El gravicentro G de un tridngulo equilatero ABC es un punto de Apolo-
nio, pues AB = BC =(CA4 y AG = BG =CG.
LEMA 4.1. Todo triéngulo tiene puntos de Apelonio, y tiene a lo mds 2.
DEMOS’I‘RACION De la definicién de punto de Apolonio tenemos que c A f ﬁ
y BC LC, de donde resulta que L se encuentra tanto en el circulo de Apolonio
K de A y B que pasa por el punto C como en el circulo de Apolonio X' de 4 ¥
C que pasa por el punto B. Es decir que L esta en la interseccion de dos circulos
cuya interseccion no es vacia ya que K pasa por C y separa a 4 y a B {uno de
los dos queda en el interior de K y otro en el exterior, supongamos que A estd en
el interior), mientras que X' pasa por B, que esti en el exterior de X, cortando al
segmento AC, que esta en el interior de X, con lo que K’ debe cortar a K.

K!

Ahora notemos que basta que L esté en la interseccién de estos dos circulos para

que también esté sobre el tercer cnrculo de Apolonio, el de B y C que pasa por A,

ya que Como gg = % y -g—g = LC’ entonces BC - AL = BL-CA = AB-CL,
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de donde g—g = %. Por lo tanto estos tres circulos concurren y existen a lo mas
dos puntos de Apolonio (el nimero maximo de puntos en la interseccién de dos
circulos). , a

EJEMPLO. Si un tridngulo isosceles ABC con los dngulos en B y C iguales a 30°
es dibujado dentro del tridngulo equilatero L1 BC, y L2 es el punto medio de BC,
entonces Ly v L son los puntos de Apolonio del trisngulo ABC. Esto se puede ver
con un céalculo directo: si @ = BC, entonces

AB:AC:AL,z%, BC=BL, =CL, =a

<

a a
Aly=——, BLy=CLy==z.
W PTET Ty
Por lo tanto ALy - BC = BL,-CA=CL,- AB = %= y AL, - BC = BL, - CA =

CLQ-Aszgg.

EJEMPLO. Si un triangulo ABC isdsceles, con los dngulos en B y C iguales a 15°,
es dibujado dentro del tridngulo isésceles rectangulo L; BC, con hipotenusa BC;
y L es el reflejo de A en el segmento BC, entonces Ly y L2 son los puntos de
Apolonio del tridngulo ABC. Esto se prueba usando la Ley de senos, viendo que

AB __ senl5® __ cos75° __ sen30° __ sen30® _ ALy _ Alg AB _ 1B _
BC — 3enli50° — 23en7b° cosT5°  aenT5® . senl05® T L1C T LaC Yca CL,
LaB

O
™,
N
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LEMA 4.2. L es punto de Apolonio del tridngulo ABC st y sélo si el tridngulo pedal
de ABC respecto de L es equildtero.

DEMOSTRACION. Sea R el circunradio del triangulo ABC. L es un punto de
Apolonio de ABC si y s6lo si

AL-BC =BL-CA=(CL-AB

AL-BC BL-CA _CL-AB
2R~ 2R 2R

y en vista del Lema 1.14 esto pasa si y sélo si el tridngulo pedal del tridngulo ABC
respecto de L es equilatero. ()

EJEMPLO. Sea ABC un tridngulo rectangulo con £B = 60° y ZC = 30°. Entonces
un punto de Apolonio L; cae dentro de ABC con ZBL,C = 150°,ZCL,A =
120°, £AL, B = 96°, y el otro punto L. es el reflejo de C en el lado AB. Primero
veamos que el tridngulo pedal respecto de L, es equildtero. Para ello sea P el pie
de la altura por Ly al lado BC, los otros dos pies de alturas son A y L,, entonces
LABP = 120° y AABL: = APBL,, de donde ALy = PL y como ZAL,P =
60° resulta lo que queremos. Ahora, para probar que ZBL,C = 150°, ZCL,A =
120°, ZAL)B = 90°, supongamos que el tridngulo pedal respecto del punte de
Apolonio L, es equilatero de lado d, sean A, B’,C" los pies de alturas opuestos
a A, B,C respectivamente, entonces AC'Ly B’ es un rectdngulo, de manera que
AL; = B'C’' = d. Ahora notemos que 2 - AL, = CL,;, puesto que 2- AB = BC
y %:- = -g% = 2 por la definicién de punto de Apolonio, de donde resulta que si
M es el punto medio de CLy, ZMCB' = ZMB'C = a, ZMCA' = ZMA'C = 8,
donde a+ 8 =30° y CM = MLy = MB' = MA' = A’'B’' = d, es decir que
MB'C' A’ es un rombo. Asi, como MB' || A'C’, LL,C'A" = LMB'C = a, ademéss
LLC'A = £LBC, por ser LiC'BA' ciclico, y £L,C'B' = LLAC = 60° —
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LLC'A' =60°—a,conloque ZL,BC+ /L CB =30y ZLLWAC+ £ L, CA = 60°
y podemos concluir lo que queriamos.

Estamos listos para demostrar el siguiente Teorema de Haruki y Rassias [HR.3].

TEOREMA 4.7. Sea f: Cyp — Coo una funcidn meromorfa, no constante; analitica
e inyectiva en una region R simplemente coneza. Entonces f es una transformacion
de Mabius st y sélo si para cada tridngulo conienido en R y L un punto de Apolonio
del tridngulo ABC se tiene que L' = f (L) es un punto de Apolonio del tridngulo
de vértices A' = f (4),B' = f(B),C' = f(C).

DEMOSTRACION. Si f es una transformacion de Mébius, tomando f (2) = 22t
con ad — be = 1 por medio de un célculo directo se obtiene que

£ (B) = £ (4] = ol

Usemos esto para probar que L' es un punto de Apolonio del trisngulo A'B'C".
Dado que L es punto de Apolonio del trisngulo ABC, tenemos

IL—Al|C-B}=|L-B||A-C|=|L-C||B -4,

dividiendo todo entre |cA + d} |cB + d| |cC + d} |cL + d| nos queda

iLl_Alllcl_B.'I:ILI_BlllAI_Cll=ILJ_Cll|Bl_AII,

es decir que L' es como querfamos probar, un punto de Apolonio de A'B'C".
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Ahora supongamos que f manda puntos de Apolonio en puntes de Apolonio. Igual
que en los teoremas de las secciénes anteriores, sabemos que f'(z) # 0 para toda
z € Ry que f(R) C C debido a que f es analitica e inyectiva en R. Sea zp € R,
como f' (zp) # 0, por el teorema de la funcion inversa sabemos que existe un abierto
B alrededor de zp contenido en R y tal que f es una biveccidn en B. Sea [}, un disco
cerrado con centro zg y radio s contenido en B y sea ABC un tridngulo equilatero
con centro en zg contenido en D, de manera que zp es el punto de Apolonio del
tridngulo ABC. Podemos expresar los vértices .4, B, C como

' ~1+14V3
o+ w,zg+kw,zo +k*w conO<|w|<syk= —5

respectivamente. Como f es biyectiva en Dy, los tres puntos 4', B', C' son distintos
y no colineales para todo w tal que 0 < |w| < 5. Por la hipétesis tenemos que f (2o}
es punto de Apolonio del tridngulo A’ B'C’, entonces

1f (20) = £ (20 + W |£ (20 + Kw) = f (20 + kw)| =
= | (20) = f (20 + kw)| | f (20 + w) — f (20 + K*w)]

para toda w tal que 0 < jw| £ s, o bien

|(f (20) = f (20 + w)) (f {20 + K*w) — f (20 + kw))| _
[(f (z0) — f (20 + kw)) (f (20 +w) ~ f (20 + K*w))j

para toda w tal que 0 < |w] < 5. Sea

_ (f (20) = f (20 +w)) (F (20 + K*w) — f (20 + kw))
(f (z0) — f (20 + kw)} (f (z0 + w) = f (20 + K?w))’

como f es analitica e inyectiva en D,, el denominador de A (w) no se anula y A (w)
es analitica para toda w con 0 < |w| < s. Ademés, como h(w) es analitica y
estd acotada en el disco agujerado 0 < jw| < s, el 0 es una singularidad removible
del h(w) (ver por ejemplo [M, Pag. 249}). Calculemos h(0) = limy_0h{w)
auxilidndonos de la Regla de L’Hopital en

h(w)

. flze) = flzo+w) _ . —flantw)
o) = f {0+ W)~ o TRf (20 + k)
_ J'(=)
kf' (z0)

. yaque f'(z0) #£0.

el
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Analogamente

flzo+ kzw) — f (20 + kw) _
S W) < Flao + Fow)

Por lo cual h{0) = k. Més atn, como & {w) es analitica con | (w)| = 1 para toda
w con |w} < s, el Teorema del Médulo Maximo implica que 2 (w) es constante en
|w| < s. Aplicando entonces que h (w) = k a la definicién de h (w) nos queda que

(f (20) = {20 +w)) (F (20 + K*w) = f {20 + kw)) =
= k(f (20) — f (20 + kw)) (f (20 + w) — f (20 + K'w)),

que implica que la razén cruzada

(f (z0) f (20 + W) ; f (20 + K*w) , f (20 + kw)} = =k

para toda w tal que |w| < 5. Pero s > 0 y s depende solamente de zo, entonces la
ultima expresion es valida para toda 2 € R, y como

-1 K-k

“TF T x o h

(0, 1, k2, k)
podemos aplicar el Teorema 3.3 para concluir que f : Coo — Cop €s una transfor-
macion de Mébius. : 0

De lo que se ha visto en las Gltimas dos secciones es facil imaginar que el concepto
de punto de Apolonio de un triangulo se puede generalizar. El siguiente Teorema
se debe a Niamsup [Nm1] y su demostracién es muy similar a la que acabamos de
presentar.

DEFINICION 4.4. Dado un trisngulo de vértices A, B y C, decimos que un punto L
es un (x, A)-punto de Apolonio del triangulo ABC si

AL-BC =x(BL-CA)=A(CL-AB), conk,A>0.

OBSERVACION. Si L es un (x, A)-punto de Apolonio del tridngulo ABC, entonces
ALBC es un k-cuadrilatero de Apolonio y LABC es un A-cuadrilatero de Apolonio.

OBSERVACION. Para todo punto L del plano distinto de los vértices del triangulo
ABC existen & y ) positivos tales que L es un (x, A)-punto de Apolonio del tridngulo
ABC.
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TEOREMA 4.8. Sea f: Co, = Coo una funcidn meromorfa, no constante; analitica
e inyectiva en una regidn R simplemente coneza. Fntonces f es una transformacion
de Mobius si y sdlo si para cada tridngulo contenido en R y sea L un (x, A)-punto
de Apolonio del AABC se tiene que L' = f (L) es un (s, A)-punto de Apolonio del
tridngulo de vértices A' = f(A),B' = f(B),C' = f(C).

4.7. Hexédgonos de Apolonio

Siguiendo con la misma idea de las ultimas dos secciones presentamos ahora los
hexdgonos de Apolonio y el ultimo tecrema de esta serie publicado por Haruki y
Rassias [HRA4].

DEFINICION 4.5. Un hexagono ABCDEF es de Apolonio si sus lados satisfacen la
ecuacibn AB-CD-EF = BC-DE - FA.

EJemPLO. Si ABCDEF satisface alguna de las siguientes condiciones es un hexa-
gono de Apolonio: -

¢ ¢l hexagono es regular,

todos los lados miden lo mismo,

» AB=DE,BC = EF y CD = FA (lados opuestos iguales),

® AB=FA,BC = CD y DE = EF (i.e. cada lado tiene uno adyacente que
mide lo mismo).

EJEmPLO. Si ABCDEF es un hexigono ciclico entonces es un hexagono de Apolo-
nio si y s6lo si sus tres diagonales AD, BE, CF concurren.

Primero supongamos que la.é diagonales concurren en un punto P, de esta manera,
por ser hexagono ciclico, tenemos que ZPAB = ZPED y /PBA = /PDE, asi,
como tamblen AAPB = LDPE, AAPB ~ ADPE, de donde deducimos que
f,g P A = $p- Analogamente podemos probar que gg = PF y ?,"j = ﬁ? y asi

concluxmos que

AB-CD-EF _PA-PD.PF
BC-DE-FA PE-PF.-PB

= 1.
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Ahora, si ABCDEF es un hexagono de Apolonio ciclico, probaremos que sus di-
agonales concurren. Sea F el punto de interseccién de las diagonales AD y BE y
sea F' la interseccién de CP con el circulo C. Por la primera parte de este ejem-
plo ABCDEF' es un hexagono de Apolonio entonces tenemos AB - CD - EF' =
BC -DE -F'AY como AB-CD-FEF =BC-DE - FA, podemos deducir que:

EF _FA
EF'~ FA

que junto con el hecho de que ZEFA = ZEF'A, pues subtienden el mismo arco
ABCDE, implica que AEFA ~ AEF'A. M4s ain, pues como EF es un la-
do comiin de estos tridngulos, tenemos que AEFA = AEF'A. De esta manera
concluimos que F = F', por lo que las diagonales de ABCDEF concurren.

EJEMPLO. Sea ABC un triangulo con angulos 2a,28,2v en A, B, respectiva-
mente. Sean 8 € (0,a), ¢ € (0,8) y 7 € (0,7). Nos basamos en el lado AB para
trazar la recta por A que hace un angulo 6 con el segmento AB y la recta por B
que hace un angulo —¢ con el segmento BA, llamemos C' a la interseccion de estas
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dos rectas. Andalogamente construyamos los puntos A’ y B’ basados en los lados
BC y C A respectivamente. Entonces el hexdgono AC'BA'C B’ es de Apolonio.

Aplicando la Ley de senos a los triangulos AC'B, BA'C y CB'A tenemos

AC" sen¢ BA’ sen'r OB _ send
C'B~ senf' AC sen¢ "BAT sent

Por lo que

AC"-BA'-CB' _sen¢-sent-senf _
C'B-A'C-B'A "~ senf-send-sent '

y por tanto AC'BA'CB’ es un hexagono de Apolonio. En particular el hexdgono
es de Apolonio si el tridngulo A’B’C” es el trisngulo de Moriey del tridngulo ABC.

EJEMPLO. Dados 5 puntos ABCDE podemos construir un hexagono de Apolonio

ABCDEF colocando a F en el circulo de Apoloniode Ay Fenlarazén k = g—gjg—g,

pues de esta manera £4 =k = 4290 y asi ABCDEF satisface la definicion de

hexagono de Apolonio.
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TEOREMA 4.9. Sea f: Coo = Co une funcidn meromorfa, no constante; analitice
e inyectiva en una region R simplemente conexa. Entonces f es una transformacion
de Mobius si y sdlo si para cada hexdgono de Apolonic ABCDEF contenido en
R se tiene que A' = f(A),B' = f(B),C" = f(C),D = f(D),E' = f(E) y
F' = f(F) son los vértices de un hezdgonoe de Apolonio.

DEMOSTRACION. Como ya es usual, supongamos primero que f (2) = % es
una transformacién de Mbbius con ad — be = 1, entonces

|B — Al

|F(B) - F(A)l= CAvdeBrd’

Como ABCDEF es un hexdgono de Apolonio tenemos que

|B~ A||D - C||F - E|=|C - B||E - D||A-F|.

Si dividimos ambos miembros entre

|eA + d}|eB + d}{cC + d} {cD + d} |cE + d| |cF + d|

obtenernos

IBI—A’”D’—C'HF’ E!I_lcr Bl IE! D,HAI“F‘I,
es decir que A'B'C'D'E'F' es un hexégono de Apolonio.

Reciprocamente, sea f tal que las iméAgenes de vértices de un hexagono de Apolonio
son vértices de un hex4agono de Apolonio. Como en las secciones previas, sea zg € R,
entonces existe un disco cerrado D, de radio s y centro zp contenido en R. Sea
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ABCDEF un hexagono regular con centro zy contenido en I, y representemos sus
vértices por

20 + w, 2o — k2w, 20 + kw, 2 ~ w, 2o + k2w, 20 — kw
-1+iV3

con0<|wj<syk= 5

Arespedtikvam'ente. Seh K el circulo que contiene a estos seis puntos. Vamos a probar

que A"CYD'E’ es un cuadrilatero de Apolonio, para ello sean By y Fy dos puntos

sobre X entre A v B y entre A y F, respectivamente, tales que AF) = AB;.
Bn

Al E;

Entonces B\C = F1E y

AB,-CD . EF, = B,C-DE-FRA,

o sea que AB;CDEF, es un hexigono de Apolonio. Podemos representar a By y
a Fy por zp+ e®w y z9 + e~ *®w, con 0 < # < n/3, respectivamente, y aplicando la
hip6tesis tenemos

|7 (20 + e¥w) — f (20 + w)| |f (20 — w) ~ f (20 + kw)]
|f (20 + e7%w) = f (20 + K*w)| =
| f (z0 + kw) — f {20 +ei6111)| |f {70 + K*w) — f (20 ~ w)]
(4.1) |f (20 +w) = f (20 + e *w)|

para toda w con 0 < |w} € s. Ahora, como A, B; y Fj son tres puntos distintos
para toda w # 0 y 8 # 0, entonces

f 20 + ew) — f (20 + w)
flzo+w) — f(zp + e w)
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esta bien definido para toda w # 0 y # # 0. Apliquemos la Regla de L'Hopital a
esta expresién para ver que pasa cuando f tiende a 0, es decir, cuando By y Fy
tienden simultineamente a A:

flzo+e%w) — flzo+w) b iefwf (20 +®w)
8-0 f(zo +w) — fzo + e ¥w) ~  f-0ie Pwf (20 + e Pw)
[zt w)
T flzotw)

pues f' (2o + w) # 0. De esta manera, si hacemos que & tienda a 0 en la ecuacion
(4.1), nos quedamos con

|(£ (20 —w) = f (20 + kw)) (f (20 +w) = f {20 + kw))| =
|(f (20 + kw) — £ (20 + w)) (f (20 + K*w} = f (20 — )},

es decir que A'C'D'E' es un cuadrilatero de Apolonio para toda w con 0 < |w] < s.
Ahora sea

_ (20— w) — f (s + kw)) ( (z0 +w) = £ (0 + K?u))
(7 (zo + k) — [ (s + w)) (F Geo + K?w) = [ (0 — w))

h (w)

por la expresién anterior tenemos que |k (w){ = 1 para toda w con 0 < |w| £ s, més
atin, como f es inyectiva en D,, el denominador de A (w) nose anulaen 0 < |w| < s,
y como f es analitica en D, h (w) es analitica en 0 < |w| < 5. Ahora, como h (w)
es analitica y acotada en un disco agujerado alrededor de 0, entonces O es una
singularidad removible de h (w) {ver por ejemplo [M, Pag. 249]} y de esta manera
h(w) es analitica también en 0 si definimos A (0) = limy_¢ A (w). Para calcular
este limite nos auxiliaremos nuevamente de la Regla de L'Hopital

im flzo—w) = flzo+kw) _ lim —f' (z0 = w) = kf' (20 + kw)
w—0 f (zo + kw) — f (20 +w) w0 kf' (20 + kw) — f' {20 +w)
(1+ k) f'(20)
(L - k) f' (zo0)
1+k -k
1-k 1-k

~ puesto que f'(zo) # 0, también
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f (20 +w) = [ (20 + K*w)

) . (20 +w) — K2 f (20 + Klw)
Iim = lim

w—0 f (ZO + kzw) —f (Zg - 'w) w—0 k"’f’ (z0 + kz'h'J) + f" (Zo + w)
L (1=F) F )
{1+ &) f'{=0)

1k

= —
Asi tenemos que h(0) = %%’:—2- = k + k* = ~1. Entonces, como |h(w)| = 1.
para toda w con |w| < s, por el Teorema del M6dulo Maximo podemos afirmar que
h{w) es constante en |w| < s, es decir que h(w) = —1 para toda w con |w| < s.

Usando esto en la definicién de h (w) resulta que

(f (20 = w) — f (20 + kw)) (f (20 +w) — f (20 + K’w)) =
= (f (20 + kw) — f (20 + w)) (f (20 + k*w) — f (20 — w)),

de donde se tiene que

(f (20 +w), f (20 + K*w) ; f (0 —w), f (20 + kw)}) = -1

para toda w con jw} < s. Pero s > 0y s depende solamente de zp, entonces la
ultima expresién es valida para toda zy € R, y como

-k —1-k
K-,k —— . —— = -1
LKL = g =1
podemos aplicar el Teorema 3.3 para concluir que f : Co ~* Coo s una transfor-
macién de Mobius. O

El final de las demostraciones que hemos presentado de los teoremas de las tltimas
4 secciones es ligeramente distinto que el de las demostraciones publicadas. En
dichas demostraciones se prueba directamente que Sy (zp) = 0 y de ahi se concluye
que f es de Mobius.

4.8, Otras caracterizaciones

Piyapong Niamsup estd por publicar algunas otras caracterizaciones geométricas
de las transformaciones de Mobius ([Nm1] y [Nm2]) en cuyas demostraciones
utiliza alguna de las tres caracterizaciones analiticas de transformaciones de Mébius
mostradas en el capitulo 3, a saber, f(z) es de Mébiussiy sélosi Sy (z) =0, f(z) =
Ezﬂ st y solo si Py(z) = -2,y f(2) = ﬁ si vy solo si Ny (z) = 2. Todas estas
nuevas caracterizaciones son geométricamente equivalentes, o casos particulares, de
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las ya dadas en este capitulo. Estos resaltan los casos en que algin punto o su
imagen es 0 0 0o, en cada caso, las demostraciones siguen las mismas técnicas que
hemos usado en las ultimas 4 secciones y por eso enunciaremos los teoremas de
Niamsup sin demostracién, solamente indicaremos algunas interpretaciones geomé-
tricas de los mismos.

En todos los teoremas de esta seccion f : C, — €. es una funcién meromorfa, no
constante; analitica e inyectiva en una region R simplemente conexa; y A, B,C, D
son cuatro puntos en el plano complejoy A’ = f(4),B' = f(B), 0" = f(C}, D' =
F{D) sus imagenes.

TEOREMA 4.10. f es una transformacion de Mobius si y sdlo st f satisface alguna
de las siguientes propiedades:

e Starg((A,B;C, D)+ (D, A;B,C))=006n=,

entonces arg ((A', B, 0", DY+ (D", A, B".C')) =046 n.
s Sij(A,B;C, D)+ (D, A;B,CY=k>0,

entonces [(A', B"; C', D"y + (D', A", B, C')| =
e Siarg({A,B;C.D)-(D,A;B,C))=% ¢ 3.;",

entonces arg ((A', B";C", D") - (D', A B' c) =12 63,
s 5i{(A,B;C,D) - (D,A,B,C)[ =k> 0,

entonces |(A', B';C',D") — (D', A, B, C")| = k.

Observemos que (D, 4;B,C) = (A4, B;C, D)"l, de esta manera tenemos que en
este Teorema se estin considerando la razén cruzada de 4 puntos y su reciproco.

La primera de estas propiedades equivale a decir que si la razén cruzada de 4 puntos
es real o tiene norma 1 entonces la razén cruzada de sus imagenes también es real
o tiene norma 1, lo cual equivale a que los 4 puntos estan sobre un circulo o bien
ABCD es un cuadrilitero de Apolonio.

La segunda propiedad equivale a que si ABCD es un A-cuadrilatero de Apolonio,
entonces A'B'C'D’ o IV A'B'C’ es un M-cuadrilatero de Apolcnio.

La tercera es eguivalene a decir que la razon cruzada de cuatro puntos tiene norma
1, o bien que ABCD es un cuadrilitero de Apolonio.

La cuarta propiedad es equivalente a la segunda, excepto porque excluye el caso de
A=1

TEOREMA 4.11. f(z} =
siguientes propiedades:

ﬁ, con b #£ 0, si y sdlo si f satisface alguna de las

. Si arga—— = a € (0,7), entonces arg (C,‘g. %—) =a
. 5i

1=k>0 entonces C'T':"'ET'X"Izk

! ! 4 ’ ’
. Szarg(c B+g g):()d’ﬂ‘, entoncesarg(é,:g.-§,+A. gr-%) =0
6
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. 5,]%_%+A B|—k>0 entonces'é::g. i:'f' £ - 4 |“'IC

- F——— ] ' " . ;
. S a.rg(g 5 - i—g) = I ¢ 3, entonces a.lg( EM R %) _
m 3=

297
A-B _ C-B| _ A-p ¢ =B A _
) S’IC B ﬁ"“k>0r entonces’c,_s, = - Sy C.,|-—k:

Las primeras dos propiedades son versiones de los teoremas de las secciones 4.4 y
4.5 cuando D = co y f(D) = 0. En la demostracién se usa la caracterizacién con

Ny(z)=2.
TEOREMA 4.12. f(2) = “—zj—b, con b # 0, si y sdlo si f satisface alguna de las
siguientes propiedades:

! *
d S%a.rg( =5 %—)=cx€(0 7}, entoncesarg(é,:g,):a
a8 c| _
* Si|5=%" -1| k>0, entonceslc, B,I k
e Siarg %E%-%-}-g—:—g—--én)—ooﬂ enroncesarg(c, + ):og
s
e Si %'%+%—:—g~gl'—k>0 cntonceslg, B,+A, B,!_
°5iarg(%3—§--%—%‘—§--§)=%d% entoncesarg(A g:— B,):g
g 31
2
o SilAB.C . C=B Al_ =k >0, entonces |A=8, - S=B | —
C-B A A-B C|~ C-B ~ A—F|

Las primeras dos propiedades son versiones de los teoremas de las secciones 4.4 y
4.5 cuando D = 0y f{D) = co. En la demostracién se usa la caracterizacién con
Pp(z) = -2,

Las siguientes cuatro propiedades son la versién del primer teorema de esta seccién

constderando las dos propiedades anteriores. En la demostracién también se usa la

2

caracterizacién de las transformaciones de Mdbius con Py (z) = ~ 2.

TEOREMA 4.13. f(2) = {34, cona,d # 0, si y s6lo si f satisface alguna de las
siguientes propiedades:

. S:a.rg(
S A B_

£ = a € (0,n), entonces arg (% . g—:) =
[:k)O entonceslc, ,-A,['“k
-Sia.rg(é.ﬂ c+5-2. )—0
4=z :+Ar8:'é¥):’0°’
. Silé.:—g-%+§+g'—é;|=k>0, entonces'é‘.: g' C—:+C'_B"é-—: =k
. S:arg(“‘ A-B C _C-B Ay 15 g 3x

m it-|(') b:
|Q

entonces arg ™

3

L ¢ . + r !
entonces arg (A—_% : % - g,%g, : %) =
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[Ah1]
[Ah2]

(Ac]
(H1]

[HR1]

[HR2)

[HR3]

[HR4]

)

M}
(N1
N2]

[Nm1]j

[Nm2]
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