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Graficas lteradas de Clanes
Resumen de Tesis Doctoral

Sea G una gréfica, las subgraficas completas maximales de G son los clanes de
G. La grafica de clanes (k(G)) de G es la grafica de interseccidon de la coleccién
de clanes de G, en otras palabras k(G) tiene un vértice por cada clan de G y sus
vértices son adyacentes cuando los clanes que representa tienen interseccion no
vacia. La n-esima grafica de clanes de G se define por induccion, es decir, es la
gréfica de clanes de la n-1 -esima grafica de clanes.

El presente trabajo queda enmarcado en la linea de investigacion sobre
k-caracter, la cual trata de decidir si;

1. El orden de las sucesivas graficas iteradas de clanes diverge.

2. Las sucesjivas graficas de clanes se estacionan en algun ciclo.

3. Las sucesivas graficas de clanes convergen a un punto.

Las primeras las llamaremos k-divergentes, las segundas k-estacionarias y las
ultimas k-nulas.

| . L .
Nuestro principal resultado es un teorema que en esencia dice que al eliminar
vértices dominados (vértices que tienen su vecindad cerrada incluida en la
vecindad cerrada de otro vértice) no altera el k-caracter de una gréfica.

También, se definen desmantelamientos y otras ideas relacionadas ademas de
que se estudian sus vinculos con otros conceptos.

Y se presenta una familia de graficas k-nulas que al pegarlas por un punto a otra
gréfica H, el k-caracter de |a grafica resultante es el mismo que el de H.

Nuestro trabajo facilita la determinacidn del k-caracter de una grafica.



Iterated Clique Graphs

Doctoral Tesis Summary

Let G be a graph, cliques of G are the G's maximal complete subgraphs. The G's
clique graph (k(G)) is the graph of intersection of the collection of cliques of G, in
others words k(G) has a vertex for each clique of G and their vertexes are
adjacents when the cliques that they represent have no empty intersection. The n-
th graph of G's clique is defined by induction, it means, it is the clique graph of n-
1-th graph of cliques.

The present work is framed on the investigation line about the k-behavior, that
tries to decide if:

1. The order of successive iterated clique graphs diverges.

2. The successive clique graphs enters in a cycle.

3. The successive clique graphs converges to a point.

The first ones, we cali them k-diverged, the second ones we cali them k-stationary
and the last ones, we cail them k-null.

Our main result is a theorem that says: when we eliminated dominated vertex
(vertexes that have its closed neighborhood included in the closed neighborhood
of the other vertex) do not change the k-behavior of the graph.

Also, we defined dismantling and other ideas related, in addition, we studied their
links with other concepts

And we, aiso, present a family of k-nult graphs that when they adhere by a point of
tother graph H, the k-behavior of the result graph is the same to H.

Our work make easy to decide the k-behavior of the graphs.
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Capitulo 1

Introduccion

Sea (G una grafica, las subgraficas completas maximales de G son los clanes
de G. La grafica de clanes (k(G)) de G es la grifica de interseccién de la
coleccién de clanes de G, en otras palabras k(G) tiene un vértice por cada
clan de G y sus vértices son adyacentes cuando los clanes que representa
tienen interseccién no vacia. Las graficas k™(G) se definen por induccién, de
modo que k(G) = k(k"~(G)).

Importante para el estudio de grificas iteradas de clanes, antes de el
estudio propiamente dicho, es un articulo de Hamelink [20] publicado en 1968
donde da una condicién suficiente para que una gréfica sea la grafica de clanes
de otra, esta condicién es: Para cualquier coleccién de clanes {k;, ..., k;,} de
G que formen un clan de k{(G), se tiene que k;, N ... N k;, # 0. Roberts y
Spencer [44] dan una caracterizacién de las gréificas que son la grafica de
clanes de otra grafica, a saber: una grifica GG es grafica de clanes de otra,
si existe una cubierta de G de subgraficas completas que cumplen con la
propiedad H de Helly: si un conjunto de segmentos en la recta se intersectan
dos a dos se intersectan todos a la vez. Este resultado conticne claramente
al de Hamelink [20] ya que el conjunto de clanes cubren a G, y cada clan
es una grafica completa. Sin embargo, el estudio de graficas iteradas de
clanes propiamente dicho inicia con Hedetniemi y Salater [23] que da una
caracterizacién de la segunda grafica de clanes de las graficas que no tienen
tridngulos: la subgréfica inducida por todos los veértices que tienen grado
mayor o igual a 2.

Revisando la investigacion realizada hasta el momento, sobre graficas ite-
radas de clanes nos encontramos que podemos agruparla en cuatro, lineas de

[y ]



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

estudio:

1. k — cardcter : Decidir si el orden de las sucesivas graficas iteradas de
clanes diverge, si la grafica se estaciona en algin ciclo o se va a un
punto.

2. Didmetro: Que le sucede al diametro de las sucesivas graficas iteradas
de clanes: diverge, permanece constante, crece de uno en uno, esta
acotado, decrece, etcétera,

3. Clases de graficas cerradas bajo &k : Son clases de graficas que al apli-
carles el operador de clanes a sus miembros la grafica resultante cae en
la misma clase.

4. Temas varios: Contribuciones varias que no podemos poner en las otras
clasificaciones.

k — cardacter : Este grupo es el més grande [1, 3, 7, 9, 26, 28, 29, 30,
31, 32, 34, 35, 37, 40, 41}. En esta linea de trabajo, los primeros en tener
una aportacién son Escalante [9] que para cada n muestra una grafica tal
que k"(G) = G, es decir, da una familia infinita de grificas estacionarias.
Y Neumann-Lara que prucha que existe una grafica de orden divergente (el
octaedro), esto tltino también lo reporta Escalante [9] (que existen graficas
k—mnulas es trivial, cualquier trayectoria es k—nula), la existencia de graficas
de cada k—caracter quedd saldado con esto.

De los sdlidos platdnicos se sabe desde el principio que uno es & — nulo
k(tetraedro} = K, dos son perédicos de periodo dos k*(cubo)=cubo y
k*(dodecaedro)=dodecaedro, y como ya se dijo el o(k”(octaedro)) tiende a
infinito con la n; la pregunta de cudl es ¢l k—comportamiento del icosaedro
permanecio cast 30 afios y fue contestada por Pizana [40], quien concluye que
es k — divergente.

Larrién y Neumann [28, 29, 30, 31, 32, 34, 35, 37} han aportado mucha
teoria a esta linea de investigacion.

Didmetro: En este punto lo que hemos encontrado en la literatura es
[2, 5, 7, 25, 31, 39] en [7] y [25] s¢ acota el crecimiento del didmetro, esto es,
d(G) +1 > d(k(G)) > d(G) — 1, mientras que en [31] se muestran ejemplos
de graficas de didmetro divergente. ' - -



Clases de grificas cerradas bajo k : En este apartado podemos incluir
[3, 8, 9, 26], aqui podemos destacar un resultado debido a Escalante [9]:
el conjunto de las graficas cuyo conjunto de clanes tienen la propiedad H
de Helly es cerrado, también en [3] recopilan otras clases cerradas a saber:
clan-Helly , disco-Helly, cordales fuertes, Ptoloméicas, bloque y multiclanes.

Temas varios: En este punto podemos incluir: (10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19, 20, 22, 23, 33, 36, 44, 45]. Los resultado méis destacados son el
ya mencionado anteriormente de Roberts y Spencer [44] y el debido a Hazan
y Neumann [22]: Un orden parcial finito tiene la propiedad del punto fijo
si la grafica de comparabilidad correspondiente es k& — nula, este ltimo en
espectal vuelve muy interesante el & — caracter de una griafica.

El presente trabajo queda enmarcado en la linea de investigacién sobre
k—caracter. Nuestro principal resultado es el teorema 5.7 que en esencia dice
que el eliminar vértices dominados (vértices que tienen su vecindad cerrada
incluida en la vecindad cerrada de otro vértice) no altera el k-cardcter de la
grafica.

En el capitulo 2 se describen las definiciones y resultados preliminares:
grafica, conexidad, morfismos, operaciones entre grificas, ctcétera.

En el capitulo 3 se define la grafica de clanes, se dan algunos cjemplos de
cémo calcular las sucesivas iteradas de clanes y se dan algunos ejemplos de
graficas en los tres distintos k—comportamientos.

En el capitulo 4 se define qué es un vértice dominado, qué es desman-
telamiento, qué es un desmantelamiento corto, qué es un niicleo, qué es un
premicleo; la relacién que hay entre los desmantelanientos y:

1. El operador de clanes.
2. Las operaciones entre graficas.
3. Las graficas cubrientes.

En el capitulo 5 en esencia se da la prueba del resultado principal {teorema
5.7): eliminar vértices dominados no altera el k — cardcter de G.

En el capitulo 6 se estudian las grificas punteadas, éstas podrian llevar a
solucionar el problema de qué es lo que sucederia con el k — cardcter de dos
grificas al pegarlas por un punto, si se sabe de antemano que una es k—nula
y se sabe el k — caracter de la otra.

En el capitulo 7 se dan algunas generalizaciones del resultado principal.
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Durante el desarrollo de este trabajo hemos empleado frecuentemente
un programa de computacién que pérmite calcular la grifica de clanes de
una grafica dada, este programa fue disefiado por Miguel Angel Pizana y
Francisco Larrion. Este programa nos permitié estudiar el k—caracter de
numerosos casos particulares.



Capitulo 2

Preliminares

Una gréfice. G = (V,E) es un par formado por un conjunto V (6 V(G))
llamado conjunto de vértices y por un conjunto de pares no ordenados £ (6
E(G)) de elementos de V' llamados aristas; una arista e € F se denotard a
veces por los vértices que la componen {(ejemplo uv 6 [u,v]). Se dice que
v,w € V(G) son adyacentes si vw € E (G). Los wértices terminales de la
arista uw son u y v. El grado grad (v) de un vértice » cs ¢l nimero de aristas
que contienen a v, {en la figura 2.1 grad(v;) = 3). Un camino de uw av ¢
yv—camino es una sucesion de vértices v, vy, ..., W tal queu =y, v =Y y
cada par de vértices consecutivos son adyacentes. La longitud de un camino
es el nimero de aristas que figuran en el camino. Se dice que un camino es
nulo si tiene longitud cero. Un camino no nulo cuyos extremos son iguales
(resp. distintos) se llama cerrado (resp. abierto). Un camino que no repite

Y1 Y2

.
Vni ~eV3

Figura 2.1
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aristas (resp. vértices) se llama paseo (resp. trayectoria).

Sea G una grifica. Diremos que G es coneza si para cada par de vértices
w,v € V{G) existe un wv—camino. Bl orden o(G) de G es el nimero de
vértices de G. Una grafica H se dice subgrdfice de G si V(H) € V(G) y
E(H) C E{(G). Una subgrdfica inducida H de G es una subgrafica de G con
E(H) el conjunto de todas las aristas de E{G) cuyos vértices terminales son
elementos de V (), denotaremos esto como H C, G.

N[u] denotard la vecindad cerrada de u, N () denotard la vecindad abierta
de .

Un r—homomorfismo de una grafica G a unagrafica H, f : G — H,es una
funcién de V(G) a V(H) tal que para cualquier par de vértices adyacentes
wy, up de G se tiene que f(uy) y f(u2) son adyacentes 6 f(u,) = f(ug). Un
r-homomorfismo p: G — H es una r—retraccién o retraccién reflexiva si
existe un r—homomorfisimo ¢ : H — G tal que po es la identidad en H.

Cuando para un r — homomor fismo f : G — H exista una inversa
g: H — G, con fglaidentidad en G y ¢f la identidad en H diremos que f
es un isomorfismo de grificas y G y H son isomorfas (G = H). Supondremos
en este trabajo que a cada grafica G se le asociado otra grifica 7(G) llamada
su tipo de isomarfismo y que satisface las condiciones:

o T(GY =G
o 7(G)=r(G)siysolosi G=G .

En este trabajo se cosideran varias operaciones entre graficas. Sean Gy H
graficas, el conjunto de vértices del producto cartesiano GO H, producto débil

G x H, producto lleno G o H y composicion G[H| es el producto cartesiano
V(G) x V(H). El conjunto de aristas es:

1. Para el producto cartesiano

E (GDH) = {[("Ei: yi) 3 ("Eja yj)] : (SE,‘, yi) ’ (Ijz yj) eV (GD}[) Y ¥ =
&y, viy; € E(H) 6 mx; € E(G), vi = v}
Es decir, habrd una arista entre un par de vértices si en una proyeccion

es un vértice y en la otra es una arista, ver figuras 2.2 y 2.3.

2. Para el producto débil

E(Gx H) = {[($¢:yil,(:f,'j,gij_)]/(m:i,ryi),(xj,yj) € V(G x H) z;z; €
E(G) y ysy; € E(H)}. - - : -




Figura 2.2

» .
& L 4
L 4 L
. *
L 4

Figura 2.3
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e
e

> —

Figura 2.4

Es decir, habra una arista entre un par de vértices si en ambas proyec-
clones es una arista, ver figuras 2.4 y 2.5.

. Para el producto fuerte

E(GRH) = {{(zi,yi) , (5,90l (e, v) , (25,95) € V(GEH) T;T; €
E(GYywywy; € E(H)bw; = w4, yy; € E(H) Sy € E(G), vi =y}

Es decir, habra una arista entre un par de vértices si en ambas proyec-
ciones es una arista 6 un vértice, ver figuras 2.6 y 2.7.

. Para la composicién

B(GH]) = {[(ws, ), 55, 55))/ (w1 92) , (05,35) € V(G x H) i = 25 €
E(G)y wy; € E(H) 6 z;z; € E(G)}. Es decir, habrd una arista
entre un par de vértices si en la proyeccién hacia G es arista 6 si en la
proyeccién hacia G es un vértice y hacia H es una arista, ver figuras
2.8y 2.9.

. Para el producto o

E(GoH) = {[(iy), (5,40 (wi, ), (w5,95) € V(GoH) wm; €
E(G)éiiijE(H)6fl}i:$j6yi:yj}' ‘

Es decir, habrd una arista entre un par de vértices si en cualquiera de
las dos proyecciones es una arista ¢ un vértice, ver figuras 2.10 y 2.11
( en esta ultima figura estd dibujado el complemento de la grifica; ya
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Figura 2.5
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Figura 2.6
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®
&

Figura 2.7

[1] *o——o

Figura 2.8
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16 CAPITULO 2. PRELIMINARES

O .- . ®

Figura 2.11
que el producto o produce muchas aristas; en esta grafica sélo le faltdn
cuatro aristas para ser completa).

6. Suma (+)

Si Gy H son praficas, definimos la gréifica G +H como sigue V (G + H) =
VGYUV (H) E(G+H) = {[z,y] : a2y € E(G), 6 2y € E(H) 6
zeV(G)yye V(H)}.

Es decir, a diferencia de los otros operadores, los vértices son la unién

Figura 2.12 o
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+ ¢ =
*
®
.

Figura 2.13

disjunta de los vértices de las dos grificas originales. Las aristas serdn
las originales mas una arista por cada par de vértices 2y con x en una
de las graticas y y en la otra, ver figuras 2.12 y 2.13.

Observemos que las proyeciones en los productos, cartesiano débil, fuerte,
o y hacia la G en la composicién son r— retracciones.



Capitulo 3

El Operador de Clanes

Si A es una familia de conjuntos, la grafica de interseccion de A es una grafica
que tiene un vértice por cada conjunto de la familia y una arista entre cada
par de vértices si se intersectan los conjuntos que representan (ver el ejemplo
de la figura 3.1).

Una grdfica completa tiene una arista entre cada par de vértices, en la
figura 3.2 tenemos cuatro graficas completas.

En una grifica arbitraria las subgraficas completas las ordenamos por
inclusién, las maximales las Hamaremos clanes, por ejemplo, en la grafica
de la figura 3.3 {1} C {1, u2} entonces la subgrifica inducida por {u,} es
completa pero estd contenida en la subgrafica inducida por {u;, ug} por lo
cual {u;} no es clan, ahora esta Gléima es completa y no esta contenida en
ninguna otra completa, por lo que es maximal y por ello clan. Los clanes de
esta figura son: {uy, wa}, {u2, us, v}, {us, us, ug, ur}, {ug, ug}, {rr, us, up}.

La gréifica de clanes £{(G) de G es la grafica de interseccién de la familia
de clanes. En la grafica de la figura 3.4 tenemos la grafica de clanes de la
figura 3.3, donde el vy, we, ..., s representan respectivamente a {wy,us},
{ug, i, a }, s, us, vg, 07}, {ts, s}, {ur, ug, ug }.

Observemos que si Gy G’ son isomorfas entonces (G} y k(G") son iso-
morfas, es decir k respeta el tipo de isomorfisino.

Se dice que una grafica F es k— periédica con periodo p si es isomorfa
a kP(F) pero no a k(F) para 1l < g <p.

En la figura 3.6 tenemos una grafica k—periddica de periodo uno, en la
figura 3.5 tenemos una gréifica k—periédica de periodo dos.

Una grafica G se dice que es estacionaria si existe n entero para el cual

19



22 CAPITULO 3. EL OPERADOR DE CLANIS

ko4 K, I ko,
G kiG) k2(G) ¥3{G)=k4(G)
cx{G)=3

Figura 3.7

E*(G) es k— periddica, al ininimo de esos n serd llamado indice de clanes
¢i(G), si no existe tal n diremos que el indice de clanes es co. Aplicandole
tres veces el operador de clanes a la gréifica de la figura 3.3 obtenemos una
griafica k—periddica a saber la grafica de la figura 3.6, entonces la grafica de
la figura 3.3 es estacionaria y su indice de clanes es tres.

Una clase especial de gréficas estacionarias son las k — nulas, éstas son
las que se estacionan en K, la grafica de la figura 3.7 es k—nula. Diremos
que G, k—diverge si |A"(G)| — oo cuando n — oo. El gjemplo mds cldsico
de grafica k — divergente es el octaedro (la prueba de ésto se debe a Victor
Neumann y la primera vez que aparece publicada es en [9]), si consideramos
a esta grafica como parejas de vértices no adyacentes, tenemos que los clanes
son todos los subconjuntos de vértices que toman un vértice de cada pareja
(en la figura 3.8 tenemos al octaedro platénico Os), entonces pensando a
Oy, como el conjunto de n parejas de vértices no adyacentes, cada clan se
forma un elemento de cada pareja, asi se tiene que O, tiene 2" clanes,
hacemos parejas de clanes complementarios asi obtenemos 277! parejas y
k(On) = Oga-1 {ver figura 3.9) en el caso del octaedro clisico Oy tenemos
que su grifica de clanes es Oy y de esta dltima es Og {ver figura 3.10) y asf
sucesivamente.

El octaedro es un ejemplo en el cual ¢i{G) = oo.
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Capitulo 4

Desmantelamientos (ﬁ)

4.1 Dominacion.

Definicion 4.1 Si G es una grdfica, d y z elementos de V(G)} y {d,z} €
E(G) diremos que d es dominado por z si cualquier vecino de d es también
vecino a z, esto es, N[z] 2 Nld|, y escribiremos z Z¢ d, (omitiremos la G
cuando sea obvio a que grdfica nos referimos), esto induce un preorden en G.

En la grifica de la figura 4.1 tenemos quec z 2 d 'y d 2 z, en general,
diremos que = se relaciona o es equivalente ay (. ~y)sia 2 yyy 2 x, ésta
es una relacién de equivalencia y denotaremos por z la clase donde esta z.

En la figura 4.2 tenemos que z 2 d pero d 7 z, estaremos usando el
simbolo > para cuando tengamos dominancia y no equivalencia asi en la
grifica de la figura 4.2 tenemos que z > d.

Proposicién 4.2 [4] Los siguientes resultados son validos pure predrdenes:

L xSy siysolosit Sy

2. 8 en un preorden hacemos cociente por Iln relacion de equivalencia,
obtenemos un orden parcial.

||
Si z es adyacente a y, ' € 7,y 3y € ¥ entonces y € Nz] = N[z'] luego
' € N[y] = N[y'] asl que 2’ es adyacente a /.

25
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Figura 4.3

Definicién 4.3 Definimos G/ ~ como la grifica cuyos vértices son las clases
de equivalencia de G con la relacion ~ y cuyas aristas son

E(G] ~) = ({77} CVIG/ ~) & £ T y iy} € EG)}.

Debido a lo anteriormente mencionado E(G/ ~) estd bien definido; la
grifica cociente de la griafica que esta a la izquierda en la figura 4.3, es la
grafica que estd a la derecha (K)); la grafica de la figura 4.5 es la gréifica
cociente de la grafica de la figura 4.4.

Observacién 4.4 5i (G, 2) es un conjunto con el preorden de la dominacion
entonces (G ~,2) es un orden parcial.

Observacion 4.5 Sea G una grdifica y < el preorden de la dominacidn, en-
tonces lus siguientes afirmaciones son ciertas:

1. y € Niz] si y solo si y € N[z].

2. N|z]={y € G :ye Nz}

3. N[#]={y€ G/~ ye&Nlzl}

4. N[z) € N[y|] siy solo si N{z] & N[y].

Una grafica irreducible es una grifica que no tiene puntos dominados,
el siguiente lema nos ayudara a decidir cuando una grafica es irreducible. En

particular dice que un ciclo de longitud mayor o ignal a cuatro es irreducible.
El concepto de grafica irreducible es importante para nuestro trabajo.
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Lema 4.6 Sea G una grafica y a,b € V(G) adyacenles. Enistenc,d € V(G),
tal que ¢ es adyacente o a, d es adyacente o b y lo subgrdfica inducida por
{¢,a,b,d} es una linea o un ciclo de longitud cuatro, si y solo sta y b no son
comparables en el preorden de dominacion de G.

Demostracion

(=) En cualquiera de los casos d € N(a] ¥ ¢ ¢ N[b], entonces N[b] €
Nla) y Nla] € N[D] por tanto b Za y a 7).

(<=) Como a y b no son comparables existen ¢,d € V(G) tal que ¢ €
Nia], d € N[b], ¢ ¢ N[B], y d ¢ Nla] por lo cual la subgrafica inducida por
{c,a,b,d} cs una trayectoria o un ciclo de longitud cuatro.

|

4.2 Definicién de Desmantelamiento (i)

Definicién 4.7 Sea G wuna grifica y H una subgrdfica inducida de G, dire-

. . - Q¢
mos que hay desmantelamiento corto interno de G o H, en simbolos G o H ,

si cada elemento de V(G) — V(H) estd dominado por algin elemento de
VI(H).

Definicion 4.8 Si G y H son grdficas, diremos gue hay un desmante-
. . # . . . .
lamiento corto de G a H, en simbolos G = H, si existe H' subgrdfica inducida
. . #o
de G isomorfa a H tal que G = H'.

. . # . # L
En particular, si G 5 H se tiene G 5 H. Admitiremos que G #2 G Esta
expresion es clerta por vacuidad.
. #
Observemos que si G 2 G', H &2 H', y G = H entonces G' # H', es

decir respeta el tipo de isomorfismo.

Definicién 4.9 Sea G una grifica y H una subgrafica inducida de G, dire-
. . #o . .
mos que H ¢s un preniicleo de G, si G = H y cualquier otra grifica F' que
#0 . .
cumpla G5 F y F C, H implica que F' = H.

Es decir, un premicleo es un desmantelamiento maximo en un solo paso.
Puede haber mas de un prentcleo; al conjunto de prentcleos de G lo
denotaremos por PN(G).
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G se desmantela internamente a H si existe una serie de desmantelamien-
tos cortos internos tales que G G ] B H

Diremos que G se desmantela a H si mediante desimantelamientos cortos
sucesivos a partir de G obtenemos una grafica isomorfa a H. Diremos que
una grifica G se desmantela internamente a v € V(G) si G se desmantela
internamente a {v}. Diremos que una grafica es totalmente desmantelable si
mediante desmantelamientos cortos obtenemos una grafica isomortfa a ;. Asi
mismo el eliminar un solo vértice dominado serd llamado desmantelamiento
elemental.

Diremos que H C, G es un nucleo de G si H es irreducible y G se

desmantela internamente a H. Al conjunto de micleos de G lo denotaremos
por M(G).

Lema 4.10 Siz,y € V(G), v Sy, 2 # vy y H es prendcleo de G entonces
es cierta una de las siquientes dos cosus

1.z ¢ V(H)
2. y~xzyy ¢ V(H)

Demostracion

Stz ¢ V(H) caemos en 1). Entonces veamos que pasa st & € V(H) :
Supongamos que ¢ € V(H) entonces cada elemento de (V(G) - V(H))U{z}
esta dominado por alguno de V(H) — {«}, asi G LRy g {z} por lo que H
no serfa prenicleo lo que es una contradiccién, entonces y ¢ V(H). Ahora
supongamos que y «= x, como y ¢ V(H) entonces existe z € V(H) que
domine a y, sabemos que en G todo vértice que domine a y debe de dominar
az,asl < z pero por el mismo argumento anterior no puede haber en V{H)
un vértice que domine a x lo que es una contradiccion.

|

Proposicion 4.11 Si H es un prentcleo de G y G £ E entonces eiste
E’gEtalqueGﬁE’ﬂH

Demostracion
. #0
Hagamos n = o(G) — o( E), sabemos que existe £ = F tal que G & EY,
sea {Z1,..,2,} = V{G) — V(E") vy sea m el menor entero para el cual

Tm € V(H) entonces existe 4, ¢ V(H) tal que x,, ~ #,. Hagamos E! =
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(E" — {zn}) U {ym} al renombrar y; = z),...,Ym-1 = Zp-) tenemos que
G E ,EZE v V(G) - V(E, = {¥1, - ¥m: Tm+1; -, Tn }, entonces
repitiendo el procedimiento anterior hasta llegar a una [ tal que V(H) C
V(E]}, se tiene que £ = Ej es la grifica buscada.

|

El siguiente corolario nos da una caracterizacién de premicleo.

Corolario 4.12 H cs prenicleo de & si y solo s1 G sy y para cada grdfica
E tal que & * B tenemos que K *H

Demostracion.

(=) Por la proposicién 4.11 tenemos que existe £ = E tal que G 9
EB gL H

{(<=) Sea FF C, H tal que G # Fen particular G AR y asi F A H por
tanto ' = H y H ¢s premicleo.

|

El siguiente teorema nos dice que todos los prenticleos de una grafica G
son iguales salvo isomorfismos.

Teorema 4.13 Un preniicleo de G es wnico salve isomorfisinos.

Demostracion

Sean I, H' € PN EG) entonces & o vy G gy por el corolario 4.12
tenemos que H LAY y H' * g por tanto H = H'.

B

Al tipo de isomorfismo de los premicleos lo denotaremos por PN(G).
Podemos definir ahora PN™(G) = PN(PN™}(()). Al minimo n para el cual
PN™@) = PN""{(G) sera llamado indice de desmantelamiento (i4(G)). Si

tenemos que G o siempre se puede enconirar H' € PNG) tal que

H® Hconsiderando el conjunto de vértices apropiado.
Es claro, apartir del teorema 4.13 que todos los nicleos de G son del
mismo tipo de isomorfismos.

Observacion 4.14 De cualquier forma que se desmantele una grifica se
obtiene al final grificas isomorfas.
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. es p #o . . .
Proposicién 4.15 Sean G y H grdficas, G = H si y solo si existe una
retraccidn p 1 G — H con seccion inversa la identidad y 2 Sc p(x) para cada
z € V(G).

Demostracion

(=) Sea x € V(G). Si & € V(H) entonces p(x) = x. Si a ¢ V(H)
entonces existe y € V(H) con o < y. Asi definimos para este caso p(z) = .
Por la definicién de p, © < p(). De aqui que Ng[z] C Nelp(x)] asi p preserva
aristas, y como la identidad en # compuesta con p es la identidad en H, p
es r—retraccién.

(=) Sea z € V(G) — V(H). Entonces z < p(x) € V(H) por tanto
B

|

Esta retraccidén diremos que estd asociada al desmantelamiento interno
corto.

De igual manera tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.16 Sean G y H grdficas, G % H s y solo st eziste una
retraccion p 1 G — H con seccidn inversa ¢ : H —» G y z < o(p{z)) para
cade z € V{(G).

Demostracion

(=) Sabemos que existe H' & H tal que G 23 H'. Sea 0 : H — H' ¢l
isomorfismo que hay de H a H'. Compongamos la retraccién de la proposicion
anterior con o™ y optenemos la retracciéon buscada.

(=) Sea H = o(H) y sea z € V(G) — V(H). Entonces z < a(p(z)) €
V(H') por tanto G Al (RN i

|

Asi, a esta retraccién le lamaremos asociada al desmantelamiento corto.

Observemos que GG es un cono si y solo si & L Ky (ver figura 4.6).

Definicién 4.17 La grdfica recortada P(G) de una grdfica G es lo sub-
grdfice inducida por los mdzimales de G/ ~ . PTYG) es la recortada de
FPYG). El entero i mds pequerio para el cual estas dos grificas coinciden
serd llamado indice de recortamiento P,(G) de la grifica G, y la grifica
completamente recortada estd definida por P®(G) = PPC)N(QG).
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Figura 4.6
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Si G es la gréifica de la figura 4.4 entonces G/ ~ es la grafica de la figura
4.5, P(G) es la grafica inducida por {vs, vs,vs,us} que son los médximales,
PX(G) = P(G) y Pi{G) = 1. Observemos que G 5 P(G).

Proposicion 4.18 Si G es una grdfica entonces P(G) = PN(G) .

Demostracion:

Sea G' € PN(G) y sea [ : G — P(G), definida  f(x) = ¥ la clase de z
en G.

1. f esta bien definida.

Supongamos lo contrario, es decir, existen x € V(G'} y y € P(G), tal
que T < v, esto implica por la observacidén 4.5 « < ¢ y asi por el lema
4.10 x ¢ V(G") lo que es una contradiccién.

2. f y f7! preservan aristas.

Esto es por la definicidén 4.3.

3. f es inyectiva.
f(z) = f(y) implica Z =y entonces z Sy y y Sz y por el lema 4.10
en V{G") no puede haber mds que uno de una misma clase asi © = y.
4. f es suprayectiva.

Supongamos T € P(G) sin preimagen, es decir, existe z € V(G') tal
que z & Ty z 2 y para cada y € Z esto implica que z > x entonces
Z>7yasl T ¢ P(G).

Lema 4.19 PN(c(G)) = k(G). Mds aun k(G) es el tinico elemento de
PR((G)).

Demostracicn

Sea G' € PN(G).

o V(K(G)) € V(G
Tomemos « € V{k(G)) y supongamos que z ¢ V(G’) entonces existe
y € V(G') tal que ¥ 2 « de aqui que y, como subgrifica completa de
G, intersecta a = y a todas las completas que intersecta u, entre otras
los puntos que componen a x, esto quiere decir que x C y pero como z
es completa maximal z =y, lo cual es una contradiccidn.
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o V(G") C V{k(G))
Tomemos = € V(c(G)) tal que = ¢ V(k({(G)) entonces existe y €
V(E(G) talquez Cyyasiz Sy

Lo que implica que G’ = k(G).

|

El conjunto de intervalos en una recta tienen la propiedad H de Helly, lo
cual significa que: si cada par de un subconjunto de intervalos se intersectan
dos a dos se intersectan todos a la vez, esta propiedad tiene sus andlogos
para convexos de cualquier dimension.

Diremos que una grafica tiene la propiedad H de Helly, si cada familia
de clanes que se intersectan dos a dos se intersectan todos a la vez.

El siguiente lema es una reformulacién de un teorema de Escalante [9,
Teorema 2|

Lema 4.20 [9]Si G es una grdfica con la propieded H de Helly entonces
k:(G) = PN(G).

Demostracion:

Sabemos que G * PN(G), sea G' € PN(G) v sea « € V(G ) entonces
la familia de clanes en G que lo contiene es un clan de &£(G) que llamaremos
2* supongamos que no, es decir, hay un clan en G que intersecta a cada uno
de los clanes que conticnen a z; como G tiene la propiedad H de Helly existe
y tal que estd en todos los clanes que contienen a x, asi como en el nuevo
clan, eso quiere decir que £ <y, v v Lz, por tanto z € V(G') lo que es una
contradiccion.

Definimos h : G — k?(G) como A(z) = z* , la funcién estd bien definida
por lo que hemos mencionado anteriormente. Si dos elementos z,y de V(G')
son adyacentes entonces hay un clan que los contiene a ambos, por tanto
z* Ny* # 9, asi h preserva aristas. Si a,y € V(G) y M{«) = h{y} entonces
2* = y* y de aqui que la familia de clanes que contienen a x y la familia de
clanes que contienen y es la misma, por lo cual x ~ y, esto implica que o
son iguales o uno de ellos no estd en G’ (por el lema 4.10) por tanto h es
inyectiva. Como G es Helly todos los vértices de k*(G) provienen de una
familia de clanes de G cuya interseccion es no vacia, supongamos que hay un
z tal que todos los elementos de esa interseccidn estdn en V{(G) — V(G") v
uno de ellos es z, entonces existe y € V(G') tal que z < y, de aqui que el
conjunto de clanes que contienen a x no es maximal en &£(G) ¥ asi no es un
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clan en k(G), ahora si z* Ny* # () hay un clan que contiene a @ y y por tanto
x y y son adyacentes y asi h~! preserva aristas.
|

4.3 Propiedades de *,

Lema 4.21 $i G 2 H y A, B clanes de G (no necesariamente distintos)
con AN B # B entonces existey € V(H) tal que y € AN B.

Demostracién

Sea z € AN B, st z € V(H) no hay nada que hacer, en otro caso, existe
y € V(H) que domina a z, es decir, AUB C Nfz| C N[y| por tantoy € ANB.

|

Teorema 4.22 Si G 5 H entonces E(G) # E(H).

Demostracion:
Sea H' = H tal que G 2l
Definiremos ¢ : k(H') — k{(G) y probaremos que

¢ g es isomorta o su imagen.
o K(G)™ g(k(H))

Sea B € V(k(H'")), B es completa en G la extendemos a un clan (esta
extencidn no necesariamente es tinica) entonces g(B) serd el que hayamos
elegido.

1. g es inyectiva.

Sean A, B € V(k(H")) tales que ¢(A) = g{B), por la definicién de g se
tiene A C g{A) = ¢(B) 2 B entonces, como todos los vértices de A son
vecinos de todos los vértices de B, A = B.

2. g preserva adyacencias.

Sean B, B’ € V(k(H')) tales que BN B’ # { esto es, existe w € BN B’
como g(B) es una extensién de By ¢(B') es una extensidn de B’ entonces
w € g(B) Ng(B').

3. g~! preserva adyacencias.

Sean B, B' € V(k(H)) tales que g{B)N g(B") # @ por el lema 4.21 existe
w € g(B)Ng(BYNV(H') como g(B) es una extensién de B y g(B’) es una
extesién de B entonces w € BN B’ S o
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4. Todo elemento de V(k(G)) — V(g(k(H"))) estd dominado por alguno
de V{g(k(H"})).

Sea A € V(K(G)) — V(g(k(H))) v sea B un clan de H' que contenga a
ANV{H') por probar que A S g(B) :

Sea C € N[A] entonces ANC # @, por el lema 421 existe y € ANCN
V(H'), luego y € B, asi y € g(B). Entonces g(B) N C # B y por dltimo
C € N[y(B)).

|

Teorema 4.23 Si G es totalmente desmantelable, entonces ix(G) — 2 >
iw(k*(G)).

Demostracion:

Como PN#=1(G) es un cono entonces k2 PN#(@-1) > K,

y por el teorema 4.22,

K2(0) 5 B(PNG) B (PN G) B B R2(PN#O-Y(G) = K,

Asf se tiene que i4(G) — 2 > in(k*(O)).

|

Como consecuencia directa de este teorema tenemos la siguiente reformu-
Jacidn de un importante resultado de E. Prisner(41].

Teorema 4.24 Si G es una grafica totalmente desmantelable entonces
K 9(G) = K.
]

Lema 4.25 &5 & ki H, H es irreducible y GG tiene la propredad H de Helly
entonces k*(G)Y = H.

Demaostracion:
Este lema es consecuencia directa del lema 4.20 ya que en particular H €

PR(G).
]

Teorema 4.26 Si PN*#(S)N(G) es libre de tridngulos entoces 14(G) — 2 >
is(K(G)).
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Demostracion:
Sea G’ una grafica irreducible y sin tridngulos: Observemos que si
H ™ G' entonces H tiene la propiedad H de Helly, Sean {A;}7.,
clanes de A cuya interseccién dos a dos es no vacia, y sean B; = A; N V(G")
para j = 1,...,m. Ya que G’ es libre de tridngulos los B, son o una arista o
un punto, entonces la interseccién de todos los {B;}]L es no vacla, ya que
varios segmentos que se intersectan dos a dos o forman un tridangulo, o se
intersectan en un punto, y como }’;133- C N, A, entonces la interseccién
de todos los A; es no vacia. :
Por la anterior observacién, el teorema 4.22 y el lema 4.25
tenemos que k*(PN*#O-1Q)y = pPN#@(Q) y
B(G) B R(PNE@) B R(PNYG) b
# K(PN#E-1(G) = PN#©O)(G)
Por tauto i4(G) — 2 > i4(k*(G)).
|
Como corolario de este teorema tenemos la siguiente reformulacién de un
resultado importante de E. Prisner [41].

Teorema 4.27 Si G es una grdfica y PN#)(Q) es libre de tridngulos en-
tonces k*(G) = PN#E(G).

4.4 Productos y *,

Teorema 4.28 Sean G, G', G", H, H' vy H" grdficas 51 G a G".G %
G' H #y "y H * H entonces:

1. GoH® ol
9. GoHZE G@oH.

Demostracion.:

Sea (z,y) € V(Go H) — V(G" o H") entonces ¢ G" oy ¢ H".
Caso 1.

t¢ G, ye H".
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Existe 2" € G tal que z < z” entonces Nz, y] = (N[z] x V(H)) U
(V(G) x NIy]) C (N[s] % V(HD)) U (V(G) x Nly]) = N[,

Caso 2.

reG y¢ H"

Se procede simétricamente al caso 1.

Caso 3.

@& G y¢d H".

existen " € V(G") y " € V(H") tal que © < 2" y 4y < 3 entonces
Nz, y] = (N[z]xV{H)U(V (@) xNy]) C (N{z"|xV(H))UV(G)xN[y']) =
N[.’E”, yh']-

El segundo punto se sigue directo del primero.

|

El orden de A*(F; o Cs) se aproxima al milldn de vértices, los teoremas

4.22 y 4.28 nos permiten probar que £°(FPs o C5) = K. Esto hace resaltar la
importancia de éstos resultados.

Corolario 4.29 F;o C5 se anula en mazimo cinco iteraciones de clanes.

Demostracion:

también

por tanto
P6005-ﬁ P4OC5£> PQOC5

como P o Cy es completa, y por el teorema 4.22 :
B(PioCs) D k(PoCy) D K

v nuevamente por el teorema 4.22 y observando que k(P o Cs) es un cono,
tenemos asi

kB(Pﬁ o 05) f} I\ll

Iterando dos pasos mds concluimos que k°(P; 0 Cs) = K.
|
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Observacion 4.30 Sean (x,y), (w,z) € Go H, si {z,y) < (w,z) entonces
(z,u) S (w,u) para tode w € V(H) 6 (v,y) < (v, 2) para toda v € V(G).

Demostracion,

Supongamos que no, es decir, existe v € V(H) y v € V(G) para los
cuales (z,u) L{w,u) y (v,y) (v, z) entonces exiten =’ € N[z] y v/ € Ny
con z' ¢ N{w|y v ¢ N(z] y ast (2/,v) € N|(z,y)] y (z',v) ¢ N[(w,2)] lo
que es una contradiccion.

B

Lema 4.31 Secan G y H grdficas, ningune de las cuales es un cono si (z,y),
(w,2) € Go H, (,y) S (w,2) y (z,y) # (w,2) entonces . Swyx #wd
YSzZYyF oz

Demostracion

Caso )z #wyy=z

Supongamos que existe u € V{(G) tal que v € Nz} y n € Nlw], como
H mno es cono, existe v € V(H) tal que v ¢ N[z], asi (u,v) € N[{z,9)] ¥
(u,v) ¢ N[(w, z)] de aqui que (z,y) £(u,v) lo cual es una contradiccién. Por
tanto no existe tal u y = < w.

Caso2) s =wyy#z

Se procede de la misma manera que el caso 1) obteniendose que y < 2.

Casod) zAwyy# 2

Supongamos que existen w € V(G) y v € V(H) tales que v € Niz],
v € Ny, u ¢ Nl yv ¢ N[z] entonces (u,v) € N[{(z,y)] y (1, v) & N{(w, z)]
ast (x,y) £(w, z) lo cual es una contradiccién. Por tanto o no existe tal u 6
no existetal vy z Swdy < 2.

|

Teorema 4.32 5@ G y H son grificas ninguna de las cuales es un cono
entonces PN(G o H) 2 PN(G) o PN(H)

Demostracion

Sean G' € PNG) y H' € PN(H) por el teorema 4.28 tenemos que
GoH™® ¢ o H' v podemos escoger F € PN(G o H) tal que

GolH B ooH
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Sea (z,y) € G’ o H' tal que (z,y) ¢ F claramente existe (w,z) € F tal
que (2,y) Sgon (w,z) y porellemad.3lsetienequez Swyz#wdy Sz
y y # z. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z S w y = # w
por el lema 4.10 se tiene que z ¢ V(G') 6 w ~ x y w ¢ V{G'). Por tanto no
existe tal (z,y); asi G'o H'=F y PN(Go H) = PN(G)o PN(H}.

]

Teorema 4.33 5i G y H son grificas y:
1. G es totalmente desmanteloble y H no, entonces:

(0) Go H es totalmente desmantelable.
(h) ix(G o H) = iu(G).

(c) GoH seanula en mdvimo 2i4(G) iteraciones del operador de
clanes.

2. G, H son totalmente desmantelobles, entonces:

(a) G o H es totalmente desmnantelable.
(0) iy(Go H) = min(ix(G), ix(H)).

(¢c) Go H seanula en mdzimo 2min(ig(G),1x(H)) iteraciones del
operador de clanes.

3. NiG mi H son totalmente desmantelables, entonces

i (G o H) = max(tu{G), in(H)).

Dermostracion,
1. Como G es totalmente desmantelable entonces PN™!(G) es un cono

donde n = ix(G). Por el teorema 4.32 tenemos que G o H ki PN(G o
H) = PN(G) o PN(H) % PN¥G o H) = PN¥G)o PNY(H) % . %,
PN™ (G o H) 2 PN"NG)o PN""'(H) & K , asi es que, Go H es
totalmente desmantelable, 14(G o H) = i4(G) y G o H se anula en maxino
2i4(G) iteraciones esto 1ltimo por el teorema 4.23.

2. Sean n, = ix(G), ny = ix(H), G; = PN'{(G) y H; = PN*(H). Por
el teorema 4.32 tenemos que G o H LA PN(Go H) = PN{(G)o PN(H) #
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PN2(Go H) & PN2(G) o PN¥H) % .. 5 PN (G o H) = PN"1(G) o
PN"™1(H) z Ky, donde n = min(n,,ny) asi es que, G o H es totalmente
desmantelable, i4(G o H) = min(iy(G),ix(H)) y G o H se anula en méximo
2min(iz(G),ix(H)) iteraciones, esto ltimo por el teorema 4.23.

3. Por el teorema 4.32 Go H 2 PN(G o H) = PN(G) o PN(H) %
PN(G o H) = PN*(G)o PN*(H) & .. & PN*Y(G o H) = PN*"{(G) o
PN™Y(H) ki PN™G o H) = PN™*(G) o PN™(H) para cualquier n natural

entonces i4(G o H) = max(ix(G),ix(H)).
|

Suma
Teorema 4.34 Sean G, G', G", H, H' y H" grdficas si G * GG # G",
HE y H 0 H" entonces:
#U #H "
1. G+HSG"+H".
2. G+HE G+ H.

Dermostracion:

Sea z € V(G + H) — V(G" - H"). Sin pérdida de generalidad sea z € G
entonces z € G — G” y existe 2 tal que £ g 2" asl 2 Sy 27

La segunda parte se signe directo de la primera.

|

Teorema 4.35 Si G y H son grdficas ninguna de las cuoles es un cono
entonces PN(G + H) = PN(G)+ PN(H).

Demostracion
Sean G' € PN(G) y H' € PN(H) por el teorema 4.34 sabemos que

C+HBG +H
también podemos escoger F € PN(G + H) tal que

G+H B o+w
N L H#o
F
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Supongamos que existe z € V(G + II') tal que =z ¢ V(F) sin pérdida de
generalidad podemos suponer que © € V(@) entonces existe y € V(F) tal
que T Seg vy, no puede ser que y € V(H) ya que eso significa que H es un
cono, entonces y € V(G) y 7 S¢ y. Por el lema 4.10 tenemos que z ¢ V(G)
6y ¢ V(G) lo que es una contradiccion.

|

Teorema 4.36 S5i G y H son grdficas y:
1. G es totalmente desmantelable y H no, enfonces:

(n) G+ H es totalmente desmantelable.
(b) ix(G+ H) = ix(G).

(¢) G+ H se anula en mdzimo 2i4(G) iteraciones del operador de
clanes.

2. G, H son totalmente desinantelables entonces:

(0) G+ H es totalmente desmantelable.
(b) iw(G + H) = min(ig(G), ix(H)).

(c) G-+ H seanule en mdzimo 2min(iu(G),i4(H)) teraciones del
operador de clanes.

8 Ni G ni H son totalmente desmantelables enfonces
ig(G+ H) = max(iy(G),ig(H)).

Demostrocion
1. Como G es totalmente desmantelable entonces PN"71(G) es un cono,

donde n = ix(G). Por el teorema 4.35 tenemos que G + H LA PN(G +
H) = PN(G) + PN(H) % PN¥G + H) = PNG) + PNY(H) & . &
PN"YG + H) = PN YG) + PN I(H) 5 K| , asi es qué, G + H es
totalmente desmantelable, 14(G + H) = ix(G) v G+ H se anula en maximo
2i4(G) iteraciones esto Gltimo por el teorema 4.23.

2. Sean = I#(G), Ty = L#(H) Gi = PNT(G) ¥ .['.[1 = PN1(H) Por
¢l teorema 4.35 tenemos que G -+ H s PN(G+ H)= PN(G)+ PN(H) #
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PN3(G+ H) = PN*(G)+ PN*(H) i A PN YG+ H) = PN G) +
PN™1(H) % K\, donde n = min{rng,ny) asi es qué, G + H es totalmente
desmantelable, ix(G+H) = min(ig(G), tx(H)) y G-+ H se anula en méximo
2min(iyg(G), 1% (H)) iteraciones esto.iltimo por el teorema 4.23.

3. Por el teorema 4.35 G+ H & PN(G + H) = PN(G) + PN(H) &
PNX(G+ H) & PNY(G)+ PN (H) & . & PN"™Y(G + H) = PN"1(G) +
PN 1(H) L PN™(G+ H) = PN™(G) + PN™{H) para cualquier n natural
entonces ix(G + H) = max(ixg(G), ix(H)).

|

Composicion

Teorema 4.37 Si G, H, H' y H" son grdficas tales que H Lyl y H Ll
entonces:

1. GIH] B GlH".
2. G[H} % Gl

Demostracion:

Sea (z,y) € V(G{H]) — V(G[H"]) entonces y € V(H) — V(H") y existe
w € H” tal que y < w, asi Nz,y] = ({2} x N[y]} U (N(z) x V(H)) C
({z} x Nw])) U (N(z) x V(H)) = N[z, w],

asi se tiene 1. 2 se sigue directaunente de 1.

|

Lema 4.38 Sea G,G", G' y H grdficas st H es un cono, G # G", G %o
y Vg es el centro del cono H entonces

1. GIH] 8 G"[{wo)]
2. GIH| % ¢

Demostracion
Sea (z,y) € V(G[H]) tal que (z,y) ¢ G"[{wo}]-
Recordemos que Nepy[(x, y)] = Ne(z) x V(H)U {«} x Ny].
¥ N[’UO} = M.
- Casol N
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z ¢ G" |y =y implica que existe z € V(G") tal que © S 2

N [(z,9)] =

N

Ne(z) x VIHYU {x} x N[y = )
Nelz]) x V(H) U {x} x N[u)
Nelz] x V(H)

Ne(z) x V(HYU {z} x Nu)
Neqnl(z, vo)]

y (x,y) Sopm (2:v0) € V(G"[w]), por el lema 4.10 (z,y) € V(G"[vg)).

Caso 2
x € G" |y # vy implica

Ny [(-'"' ,y)]

<

Ne(z) x V{HYU {2} x Ny
Ne{z) x VIH)U {z} x N{ug]
NC;[”][(.’IJ,’UO)]

45

y (,y) Sopy (#,10) € V(G"[{wo}]), por el lema 4.10 (, %) € V(G"[{w}]) -

Caso 3

z & G" |y # v unplica que existe z € V(G") tal que x S 2

= Ng(2) x V(H)U{z} x N[y]

Nein [(£, )]

N

Nglz] x VIH)U {x} x N{u)
Nelz] x V(H)
Ne(z) x V(H)YU {z} x N[v]

= Negugl(z,v0)]

v (z,y} Saun (2,00) € V(G"[{wo}]), por el lema 4.10 (=, y) ¢ V(G"[{vo}]) -
Asi se tiene 1, 2 se sigue directo de 1.

Teorema 4.39 PN(G[H]) = G[PN(H)] cuando H no sea un cono y
PN(GH]) = PN(G) cuando s lo sea.

Demaostracion

Primera parte H no es un cono.
Sea H' € PN(H) por el teorema 4.37 tenemos que

GIH]) B G|H



46 CAPITULO 4. DESMANTELAMIENTOS (%)
y podemos escoger F' € PRN(G[H]) de tal manera que

GH B G
N Fo L Fo
F

supongamos que existe (z,y) € V(G[H']) tal que (x,y) ¢ V(F) entonces
existe (w, 2z} € V{(F) tal que (z,v) S (w, 2) esto es N[(z,4)] € N[(w, 2)]
pero

o N[(z,y)] = (N(x) x V(H)) U {z} x N[yl
o N[(w,z)] = (N{w) x V(H)) U{w} x N|z].

Como H no es un cono se tiene que x = w, por lo cual N[y] C Nz] en-
tonces por el lemad.10 6y & V(H') 6 z ¢ V(H') lo que es una contradiccién,
Por tanto F = G[H'] y PN(G[H]) = G[PN(H)).

Segunda parte H es un cono.

Sea G’ € PAN(G), por el lema 4.38 tenemos

GIH]) B &' [{wo)]

donde vg es el centro del cono H. Podemos escoger F € PN(G[H]) tal que

GIH B G&{v}]
NFo Lo
F

supongamos que existe (x,vp) € V(G [{wo}]) tal que (z,v0) € V(F) entonces
existe (w,vp) tal que (x,v0) Sep (w,v) esto implica que = S¢ w, ahora
por el lema 4.10 x ¢ V(G') 6 w ¢ V(G') lo que es una contradiccion.

n

Teorema 4.40 51 G y H son grificas totalmente desmantelables entonces
G[H] es totalmente desmantelable y ix(GIH]) = ix(G)+ ix(H) — 1

Demostracion
Se sigue directamente del teorema 4.39.
|
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Producto Fuerte .

Teorema 4.41 Sean G, G', G", H, H'y H" grificas, si ninguna es cono,
G 4 GG # G", H ki Hy H #H" entonces:

1L CRHB e RH"
2 GRHALGRH.

Demostracion:

Sea {(z,y) € V(GR H) - V(G" K H")

Caso 1.

rg G ye H.

Hay 2 € G tal que z < 2" entonces N(z,y] = N[z] x N[yl € N[z"] x
Nyl = Niz", ]

Caso 2.

e G y¢g H.

Simétrico al caso 1.

Caso 3.

vg G y¢ H.

Existen 2" € Gy " tal que z < 2" y y < ' entonces N|z,y] = Nlz] x
Nyl € N[2"] x N[y"] = N[z",y"].

La segunda parte es consecuencia directa de la primera.

]

Teorema 4.42 PN(GR H) = PN(G)® PN(H)

Demostracion
Sean G’ € PNG) y H € PN(H), por el teorema 4.41 tenemos

CREBGRH
podemos escoger F € PG W H) de tal manera que
GRH B GrH
N oo | FHo
F

supongamos que existe (x,y) € V(G' B H') tal que (z,y) ¢ V(F) entonces
existe (w,z) € V(F) tal que (z,v) Scay (w,2), esto implica N[(z,y)] =
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Proposicién 4.48 S5i f : G — G' es un homomorfismo cubriente n a 1,
triangular, entonces existe [ : PN(G) — PN(G’) tal que es un homomor-
fismo cubriente triengular n a 1.

Demostracion

Sea H' € PN(G7)

By por la proposicion 4.46 tenemos & i f~YHH") y podemos escoger
H € PN(G) de tal manera que

G B
N Lo
H

luego, nuevamente por la proposicién 4.46

¢ BT E) B )
para alguna H" € PN(G') como

H' = [(F HN S f() 5 B

y H' = H" se tiene f(H) = H' y restringiendo f a H se tiene el homormor-
fismo requerido.
|

Proposicién 4.49 ®)Sim, : Gy — Gy, ymq : Gy — G son homomorfismos
cubrientes triangulares n. o 1, m a 1 respectivamente, entonces my B my :
G WGy — G KRG, es un homomorfismo cubriente triangular mn. o 1.

Dermnostracion
Sea (¢, ') € GG, como ¢’ tiene n preimagenes y b’ tiene m preimdgenes
entonces podemos escoger un (a,b} de mn maneras distintas tal que m; X
72 (a,b) = (a/, ).
Probemos ahora que N¢;, me, (e, b] = Ne,[a] x Ne,[b].
(z,y} € Nla,b] < 2 € Nla] y y € N[}
& (x,y) € Nla] x N[b]

Por tanto
N, weyla', V] = Ne, [o] x Ney[V] = Neya] x Ne, U] 2 Neyge, [¢, 0]
[ |
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Proposicién 4.50 (o) Simy @ G — Gy m 1 Go — G son cubrientes
triangulores n a1 y m a 1 respectivamente entonces

miomy : Gy oGy — G oG es un homomorfismo cubriente triangular mn
al.

Demostracidn.

Sea (o', V') € G} o G4 como a' tiene n preimagenes y ' tiene m pre-
imagenes entonces podemos escoger un (a,h) demn maneras distintas tal
que my o my (a,b) = (o', V).

Probemos ahora que N[a, b = Na] x V(G;) U V(G2) x N[B]

(z,y) € Nla,b] < = € Nla] oy € N[b]

& (x,y) € Nla] x V(G) U V(G2) x N[b]-

Por tanto

Ne¢ioa, [(I.",h’] = N[a’] X V(Gl) U V(Gg) X N[b’]

> Na] x V(G1) U V(Gy) x N[b] = Neyoc, [0, 0]

Para la siguiente proposicion utilizaremos la definicidn de cubriente con
vecindades abiertas (N (x)).

|

Proposicion 4.51 (x)Sim : Gy — Gy y 72 : Gy — G son homomorfismos
cubrientes triongulares n a 1 y m a 1 respectivamente, entonces

71 X Ty G x Gg = G} x G5 es un homomorfismo cubriente triangular
mn a l.

Demostracion

Sea (o', V) € G x G como o ticne n preimagenes y O tiene m preima-
genes entonces podemos escoger un (a,b) de mn maneras distintas tal que
71 X m (a,b) = (o V).

Probemos ahora que N(a,b) = N(a) x N{b)

(z,y) € N(a,b) &z € N{a) y y € N(b)

< (2,y) € N(a,b)

Por tanto

Nt e {a’, V') = Neg (a') x Ny (0) = N, (a) x Nay () = Neyxay(a,b)

|

Proposicién 4.52 (Composicion)Siny : Gy — G y 72 : Gy — G5 son
homomorfismos cubrientes triangulares n a1 y m a 1 respectivamente, en-
tonces,
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71 [ma] : G1 [G2] — G [GY)] es un homomorfismo cubriente triangular mn
al.

Demostracion

Sea(a,V) € G}[G)) como o tiene n preimdgenes y ' tiene m pre-
imagenes, entonces podemos escoger un (a,b) de mn maneras distintas tal
que 7y [my) (w, b) = (o', ).

Probemos ahora que Ne(cyi[a, ] = Ne, (a) x V(Gy) U {a} x Ng,[b]

(z,y) € Noyaalla, b] & (2,y) € Ne, (a) x V(G2) U {a} x Ne,[0]

Por tanto

.NG,1 [GE][G"’ b"] = ‘Nc;f1 (a'} x V(G’z) U {(L’} X NG12 [b"]

= NG1 ((1,) X V(GQ) W) {a} X NG2 {f)] = NC'1[C:‘2] [(J,, f)]
|

Proposicién 4.53 ([)St 7, + G} — G} y 72 + Gy — G son cubrientes
triangulares n a 1 y m a 1 respectivamente entonces
m0m, : GIOG, — GIOGY, es un cubriente triangular min a 1.

Demostracion

Sea (¢, ) € GIUGY, como &' tiene n preimagenes entonces podemos esco-
ger un (a,b) de mn maneras distintas tal que m,0m, (a,0) = (o', ') y como
N{a,b) = N(a) x {b}U{a} x N().

Entonces

NG’lEIGZZ [a,’, b’] N(;fl ((J;’) x {br} U {CL’} x NG% (Z))
Ney (a) x {b}U{a} x Ne, (b)

Ne,oa,|a, b).

R 1R



Capitulo 5

Resultado Principal

(Invariancia de k£ bajo ﬁ)

Definicion 5.1 Sean G, H y H' grificas si G A H y G P definire-

mos Ggp como la grifica de interseccion de

{ANV(H")/A es un clan de G}.

Del lema 5.2 a la proposicidon 5.5 G, H, H' y Ggpn serdn como en la
definicién 5.1.

Lema 5.2 C(;H”) ﬁ G#H ﬁ k(ff’)

Demostracion:
Sabemos que
k:(H’) Q* G#H Q* C(H'r)

por la proposicién 4.18 y el lema 4.19 tenemos que cada elemento de V{(e(H'))—
V(k(H")) esta dominado por alguno de V(k(H")); si a V(c(H")) — V(k(H"))

le quitamos algunos clementos, los que queden siguen estando dominados,

asi tenemos que cada elemento de V(Gyuy) — V(k(H')) estd dominado por

alguno de V{(k(H')) o io que es lo misino

Gy B3 k(H)

53
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Ahora, si a V(¢(H')) — V(K(H")) le quitamos algunos elementos (V (G ) —
V(k(H")) y se los pasamos a V(k(H')}) los que queden seguirdn estando domi-
nados, asf tenemos que cada elemento de V(¢(H)) — V(Gapy) estd dominado
por alguno de V{(Gyy) o lo que es lo mismo

C(H’) ﬁ G#”
||

Lema 5.3 Eziste una retraccidn f : k(G) — Guu con seccidn inverse g :
Gun — k(G) con lus siguientes propiedades:

1. Nig(f(A))] = N[A] para toda A € k(G).
2. k(G) B g(Gun).

Demostracion.:

Definimos f(A} = AN V(H'), sea B un elemento de V{(Guy) v 9(B)
un clan de G que contiene a B tal que f(g(B)) = B, por el lema 4.21 f
preserva aristas y claramente ¢ es isomorfisino sobre su itnagen. Por tanto f
es retraccion.

Sean A, B € V{(k(G)) tal que f(A) = f(B) por el lema 4.21 si C €
V{(k(G)) es vecino de A también es vecino de B, y como f(g(f(A4))) = f(A)
tenemos N[g(f(A))] = N[A], en particular N[A] C N[g(f(A))] asi k(G) B
9(Gy)-

|

Corolario 5.4 AQ(G) = J\,(G#H)

Demostracion:

Gan = g(Gyy) donde g es como en el lema 5.3. Ya que cada elemento
A de k(G) tiene la misma vecindad que g{f(A)) € g(G4u), entonces se tiene

el corolario.
[ |

Proposicién 5.5 Si H es periddica de periodo n, y G * H entonces

Y e(H) B @) B H




1]
4]

Demaostracion:
Por el lema 5.2 tenemos que

o(H) B Curr B k(H)
Por el teorema 4.22
B e(H)) Bk (Gn) B KM (H) 2 H
y por el corolario 5.4
FYe(H) B ey B A
|

Proposicién 5.6 Si H e¢s periddica de periodo n entonces ¢(H) es esta-
cionaria y existe m tal que k™ {(c(H)) = k™" (c(H)).

Demostracion.:
Por el lema 4.19 tencmos que ¢(H) # k(H). En la proposicién 5.5
hacemos G = k™~ !(¢(H)) obtenemos

N e(H) B R ) S H
de aqui aplicando el teorema 4.22:

EH(e(H)) Bk e(H)) B kv em) 2 B el e(H) B H
para cualquier m nagural. Como &"~!{c(H)) es de orden finito debe de haber
dos k™~ 1(c(H)) ignales, digamos

o (e(H)Y) 2 K (o))
con ip S ) entonces
ko=l (e(H)) B Bt o)y B LD K (o))
y de aqui que
Fon= (o)) & K60 (o 1))

por tanto ¢{ H) es estacionaria y haciendo m = ign—1 se tiene que k™ (c(H))
k™ (e(H)) , donde I divide a n.

||

El siguiente es el principal resultado de este trabajo

o~
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# . . .
Teorema 5.7 G = H entonces H y G tienen el mismo comportamiento
bajo k es decir:

1. G es k —nula siy solo si H es k — nula.
2. G es estacionaria si y solo si H es estacionaria.

3. G es k — dwergente siy solo si H es k — divergente.

Demostracion
la) Si G es k — nula, entonces existe un entero n tal que:

Ky = k(G) B k™ (H)

Asi H es k — nula.
1b) Si H es k — nula, entonces existe n tal que

KNG &k (H) = K,

Asi &"2(@Q) = K3, por tanto G es k — nulo.

2a) G es estacionaria.

Seam = iu(G) sabemos que k™(G) = k™(G) = k™H(G) # k™M H),
para toda ¢ € N, pero como k™(G) es desmantelable a un niimero finito de
graficas, hay ip y 41 tal que &m0 H) =2 k"5 (H) por tanto H es esta-
clonaria.

2b) H es estacionaria. Por la proposicién 5.6 se tiene que c(H) es esta-
cionaria, por la proposicién 5.5 se tiene k™ (c(H)) ki k™ (G) para algin m,
y por 2a) G es estacionaria.

3) Es consecuencia de las otras dos.

|

Hasta aqui sabemos que ¢l desmantelamiento no cambia el k—compor-
tamiento pero si una grafica es periédica de periodo n puede desmantelarse
a una grafica periddica de menor o mayor periédo, la grifica de la figura 5.1
es un ejemplo de esto, esta grafica es periddica de periodo 3, si le quitamos
v3 su periodo serd 1 y si le eliminamos v, sera de periodo 6.







Capitulo 6

Graficas Punteadas

6.1 Graficas Anuladoras.

Una grifica punteada a = (G, v) es un par que consta de una grafica G y un
vértice distinguido » € V(G). Un homomorfismo de grificas punteadas serd
un homomorfismo de graficas que manda vértice distinguido en vértice dis-
tinguido; una retraccién de graficas punteadas serd una retraccién de grificas
que manda vértice distingnido en vértice distinguido, cteétera.

A la grafica de (G,v) la denotaremos por gr{G,v) = G, el punto distin-
gnido lo denotaremos por ¢(G,v) = v.

Definiremos ahora el producto V que es la unién disjunta de las graficas
de los pares en cuestién y la identificacién de los vértices distinguidos, es
decir:

(G,0) V(G W)= (C G v= V')

Proposicién 6.1 V es asociativa, cerrade, eziste un neutro y es conmuta-
tiva.

Demostracion

1. Asociativa:

(G o) V(G V) V(G W) = (GUG,v=1)V(GC" ")
- [(G YOG (=1 = 7)"]

e



60 CAPITULO 6. GRAFICAS PUNTEADAS

= [G L.J (G’ L.J G v=( = 'U”)]
- (GU) (G’ : G” Ty n)
(G, 'IJ) \Y (( ) (GH ; ,.,.))

2. Cerrada:

L]
Obvio, puesto que (G U G',» ="} es un par con vértice distinguido.

3. Neutro:

(Ki,v) V(G = (K, ¥ G,v=1)

4. Conmutativa:

(G,v)V(GV) = (G UG v= u')

Observacién 6.2 Denotemos por k(G) la grdfica de clanes de G y por K(G)
los clanes de la grifica G {es decir, k{(G) = Q(K(G))).

Definicién 6.3 &G, v) = (Q(K(E(G)) U {v*}),v*), donde v* es el conjunto

de clanes que contienen o v”.

Hay que notar que v* en algunos casos es un clan de clanes y en otros no,
lo que estamos haciendo es incluirlo sea o no, ésto es equivalente a calcular
la segunda de clanes de G U [v,w] donde w es un vértice que no esta en G,
ya que la nueva arista [v,w)] hace que v* sea un clan de clares. :
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Definicién 6.4 Una grifica punteado (G,v) es & — nula si existe n € N tal
que £"(G,v) = (K1,v™).

(G, v) es &~ periddica si existe n natural tal que £"(G,v) = (G,v™); una
grdfica punteada (G,v) es estacionaria si existe m natural tal que (G, v)
es & — periddica.

Diremos que (G,v) & — diverge si | £™(G, v} |— oo cuando m —— oo.

Definicion 6.5 Diremos que dos grificas punieadas o y o tienen el mismo
& — caracter si:
1. o« es & —nula si y solo st o también lo es.

2. o es E—estacionaria sty solo st o también lo es.

3. « es & — divergenle si y solo si of también lo cs.,

Definicién 6.6 Diremos que una grifica punteada vy es k —nula si gr(y) es
k— nulo

Definicién 6.7 o es anuladora si gr{aV3) es k—nula, pure toda 8 k—mnala.

Observacién 6.8 Si v = e{a V ) entonces v es un punto de corte, de
gr{aV g).

Demosiracion
Como

(v B) = (gr{a) U gr(B), scx = of3)

No hay otra manera de llegar de la gr(a) a la gr{ff) mas que pasando por

|
Lema 6.9 Siv es un punto de corte de G entonces v* es un clan de k(G).

Demaostracion

Supongamos que el lema es falso, entonces hay un clan W de G que no
contiene a la v pero intersecta a todos los clanes que contienen a v. Pero
hay clanes que contienen a v en ambos lados de las componentes de G — {v},
entonces W tiene puntos de ambos lados y por lo tanto un puente de un lado
a otro, lo que es una contradiccion.

]
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. . . , . #o .
Definicién 6.10 Si o y o son grificas punteadas, diremos que o — o si

gr(@) B gr(af) y o(@) = ().
También diremos que « £ & si existe o = o tal que L gy

Proposicion 6.11 Las siguientes son propiedades de &.

1. gr(g(a)) & k¥ (gr(a))

2. E(aV f)=¢€(e)VER)

§ gr((av ) = K (gr(ev 6))
cuando gr(a) # ki # gr(f)

Demostracidn

1. G = gr(a)

gr(€(@)) = gr{QKK(G)) U{e()}), o(a)")
= QK(k(G) U{e(x)'})
£ QK K(G)))
si e (a)" € K(k(G)) se dalaigualdad y si no quiere decir que es una
grafica completa que no es clan, y asi puede ser

desmantelada

gr(€(a)) B K (gr(@))
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3. gria) £ K, # gr{B)

g€V B) = gr( QK (k(gr(e Vv /) U (. =15)"), (va = v5)")
= gr (UK (k(gr(aV B))) , (v = vs)")
(ya que v, = vg cs punto de corte).
= gr (K*{gr(aVp)), (ve = ug)")
= K*(gr(aVp))

[ ]
. e . # . P .
Proposicidon 6.12 Si o0 — o entonces a es anuladora s1 y sélo si o es
Y
anulodora.
Demostracidn
o es anuladora <= gr(aV ) es k — nula
para toda 3 k — nula
— gr{e/ VB)es k—nula
para toda 8 k — nula
= o es anuladora.
| B

Proposicién 6.13 [ : o — o retraccion y o es anuladora entonces o es
anuladora.

Demostracion.

a es anuladora, entonces o V 3 es k — nula para toda 8 k — nula y
como f: o — & es una retraccién que manda punto distinguido en punto
distinguido, entonces (f,7) : @V 3 — &' V 3 para toda 8 cs una retraccién,
esto, debido a la proposicién 6.11 y las propiedades de retraccién [35], por
lo cual &' V B es k — nula cada vez que o vV 8 sea k — nula y por tanto para
toda 3 k — nula.

|

Proposicién 6.14 Si o« y 3 son anuladores entonces oV 3 es anulador.
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Proposicién 6.22 Si G es perfectamente desmantelable entonices G o H y
G + H son perfectamnente desmantelables.

Demostracion

eProducto o

Sea (v,w) € V(G o H) entonces existen {G;}.., tales que

(G,v) = (C1,0) B (Gov) B (Ga,0) B . B (Gouv) = ({w},v)

Ahora

(G,v) o (H,w) = (G1,v) o (H,w) 3 (G, ) 0 (H,w) B ..

B (G, v) 0 (H,w) = (K1,v) 0 (Ky,w)

y por lo tanto es desmantelable a (v, w).

e Suma

Como G es perfectamente desmantelable tenemos que, para cualquier z
vértice de G existen {G;}1, tales que G LY eNS. I ﬁ fu =11}

Sea v € GG entonces

(G + H,v) # (G + H,v) U (G + H,v) = ({v} + H,v) y esta
ultima se desmantela a v.

Seav € H

C+HBG +HE B, +H=

={v}+H # {a} + {v} y esta dltima se desmantela a v.

|

Proposicién 6.23 Si G y H son grdficas totalmente desmantelobles G + H
es perfectamente desmantelable.

Demostracion.
Seaw € V(G4 H) sin pérdida de generalidad podemos suponer v € V(G).

Como H es totalmente desmantelable, sea = un punto al que se desmantela

y {H:}% | graficas tales que H #9 H #o %3 H, = {z} entonces G + H #

G+ H; B _oBe+ H, #¢ {v} + {2} y esta tiltima se desmantela a v.
|

Proposicién 6.24 Si G y H son grdficas perfectamente desmantelables en-
tonces G H y G [H] son perfectamente desmantelables.

Demostracion
sProducto Fuerte
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v,w) € V(GK H) entonces existen {G,}._, , {H;} ., tales que

(

(G.v) = (G1,v) B (Gay0) B8  (Gauv ) BB (Gayv) = ({v}v)
(H,w) = (H,w) B (Hap,w) B (Hy,w) B . B (Hpyw) = ({w}, v)
sin pérdida de generalidad supondremos n < m

Ahora

(G,0) B (H,w) = (G1,v) R (Hy,w) B3 (Ga,v) B (Hay,w) B3

# (Goyv) B (Hp,w) = ({v},v) B (Hn, w) #e ({v},u) & (H,,.Jr.l,w)
BB o)) B (Hw) = ({v},0) & {w),w) = {(0,w)}, (v, w)).

eComposicidn

(v,w) € V(G [H}) entonces existen {G}i_ 1 , {H; ) tales que

(G, v) = (G, v) B8 (G’z, W) B (G, 0) B B (G, ) = (o}, v)

E\H,'r:}) = (Hy,w) B (Hyyw) 3 (Hayw) B 8 (Hyyw) = ({w}, w)
hora

(G, o) [(H, w)] = (G1, ) [(Hy, w)] 2 (G, 0) [(Hayw)] B3 ..

# DG, 0) [(Hy, w)] = (Gryv) [({w}, w)] % (Gy,v) [({w},w)] #

2 (G ) (L 0)] = ({0}, 0) [{wh w)] = ({(,0)}, (0,0)).

6.3 Graficas Totalmente Desmantelables de

Arranque Unico.

Una grifica totalimente desmantelable de arranqgue 1inico es una gréfica total-
mente desmantelable a K7 que inicialmente tiene un solo punto dominado.
Hay infinidad de graficas totalmente desmantelables de arranque tinico, las
graficas de las figuras 6.1, 6.2 y 6.3 son ejemplos de éste tipo de gréficas.

El drhol de bloques y puntos de corte de G (BC(G)) tiene por vértices a
los bloques y puntos de corte y por aristas a los pares [Y,y] tales que Y es
bloque de G y y punto de corte de G que pertenece a V{Y).

Si Xp es un bloque de G denotaremos R)’(G’ , Xo) a la grafica orientada
obtenida del drbol BC(G) tomando como raiz a Xj.

Proposicién 6.25 Una grdfica cuyos blogues son totalmente desmantelables
no es necesariamente totalmente desmantelable.
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Figura 6.1
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Figura 6.2
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Demostracion

Sea (G,v) una grafica punteada, tal que G es una gréfica totalmente
desmantelable de arranque 1inico y cuyo unico vértice dominado en el primer
paso es v entonces (G,v) V (G,v) es irreducible.

|

Ohservacion 6.26 Un wvértice de corte nunca estd dominado.

Observacion 6.27 Si a una grifica lo estamos desmantelando vértice por
vértice, dos puntos que estin de lados distintos de un punto de corte y que
estdn dominados pueden ser eliminados en distinto orden.

Proposicién 6.28 Sea G = GUGs, con G NGy = {x}, y G desmantelable
internarmente o xy:

1. Sixye Gy yag # x entonces Gy es desmantelable internamente a x y
G, es desmantelable internamente a xg.

2. Sty = x entonces ambas G y Go son desmantelables internamente a
Zg.

Demostracion

1. Hagamos esto por induccién sobre el orden de G\

o(G) = 2 es trivial. Supongamos que G es desmantelable internamente a
zp v G es desmantelable internamente a © cuando o(G) = n, y supongamos
o{G) =mn + 1. Sea x; # zo un punto dominado de G :

Caso a:

Si x, € G, entonces o(G — {z:}) = n y por hipétesis de induccién Gy —
{z,} es desmantelable internamente a g y G2 es desmantelable internamente
a xz. Ahora, como z; es un punto dominado de G entonces también es un
punto dominado de G, y asf G| se desmantela internamente a .

Caso b:

Si x; € G, entonces oG — {x1}) = n y por hipdtesis de induccién Gy es
desmantelable internamente a zp y Go — {21} es desmantelable internamente
a x. Ahora como z; es un punto dominado de G entonces también es un
punto dominado de Gy y asi G se desmantela internamente a z.

2. Esta parte también serd por induccién sobre el orden de G.
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o{G) = 1 es trivial. Supongamos que tanto G como G2 son desmante-
lables internamente a g, para o{G) = n, y supongamnos que o(G) = n -+ 1,
sea 2;; un punto dominado de G :

Caso a:

z) € G, entonces oG — {11}) = n y por hipdtesis de induccion Gy —{x1}
es desmantelable internamente a 2y v G2 es desmantelable internamente a
xg, ahora como z1 es un punto dominado de G entonces también es un punto
dominado de G y asi G| se desmantela internamente a .

Caso b:

Si z; € (5 entonces se procede como en el caso 2a.

|

Proposicién 6.29 Seu G una grifica que se desmaniela internamente o Ty,
Gy, G1, ... G, subgrificas tales que:

1. Gy contiene o xy.

2.G= U:=0 G;.

3. Giuﬂcil :@ SZL()%I] yﬁo%o%’bl

4- G[) M G? = {ﬂ’,‘i}.

entonces cada G se desmantele o x;, coni=0..v

Demostracion

Por induccién sobre » :

Sir =1 es exactamente la proposicién anterior.

Para » = n cada G; se desmantela a 2;, con ¢ = 0...n.

Parar =n+1 Sea G| = UL, G:i y Gy = Gay1, usando la proposicién
anterior G es desmantelable internamente a xp y G, es desmantelable in-
ternamente a x,.1, y por hipdtesis de induccién tenemos que cada G; es
desmantelable internamente a ;.

[ |

Lema 6.30 Sea G una grifica con n blogues, si G se desmantela interna-
mente a xg y Xo es un bloque de G que contiene a g, entonces Xy se desman-
tela a mp. Ademds cada blogue Y de G distinto de Xy se desmatela ay € V(Y)

punto de corte de G, stempre que el par (Y, y} sea arco de E@(G, Xo)-
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Demostracion.

Si sélo hay un bloque el lema es obvio. Supongamoslo cierto para cualquier
grifica con ntimero de bloques n — 1; sea Z un blogue terminal de BC(G)
distinto de Xy, y 2 € V(Z) punto de corte entonces por la proposicién 6.29
G —(Z — {z}) se desmantela g, y Z se desmantela internamente a z y por
hipdtesis de induccidn se tiene completa la prueba.

]

Teorema 6.31 Una grifica G es desmantelable internamente a x4 st y solo
s contiene un bloque Xy que se desmantela internamente a xg con la siguiente
propiedad : todo bloque Y # Xy, se desmantela internamente al dnicoy € Y

tal que [Y,y] es arco de R(G, Xo).

Demostracion.

(=) Se sigue directo del letna 6.30.

(=) Desmantelando blogue por bloque se tiene que G es desmantelable
internamente a ay.

|

Corolario 6.32 Una grdfica, cuyos blogues son subgrdficas completas, es
totalmente desmantelable.

Teorema 6.33 Si el drbol de blogues y puntos de corte de una grifica G to-
talmente desmantelable tiene n vértices terminales entonces G tiene al menos
n— 1 punios dominados.

Demostracion

Por el teorema 6.31 tenemos un bloque de G' (Xj) que se desmantela
internamente a algin wp.

Cada bloque (en particular terminal) ¥ # X, se desmantela interna-
mente a y donde (Y)y) € A B? G, Xp)); como Xp puede ser vértice termi-
nal, al menos tendremos n — 1 bloques terminales {Y;}I5! € V 78‘8 G, Xo))
distintos de Xj, que se desmantelan respectivamente a y; donde (Y;,yz)
A(B_C)'(G, Xo)) entonces, existen z;,z; € V(Y;) tales que z; <
1,2,...,n—1

|

z;, para 1 =

Teorema 6.34 Si G es una grifica totalmente desmantelable de arranque
unico entonces su drbol de bloques y puntos de corte BC(G) es una trayec-
toria.
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Figura 6.3

Demostracion

Si BC(G) tienc méas de dos vértices terminales por ¢l beorema anterior
tendriamos al menos dos puntos de arranque, lo que es una contradiccidn.

|

Proposicion 6.35 La grdfica totalmente desmantelable de arrangue dnico
de orden menor tiene orden 7 y es isomorfa o las grifica de la figura 6.3

Demostracion:

Es claro que en la figura 6.3 tencinos una grafica totalmente desmantelable
que en ¢l primer paso s6lo se puede eliminar el 0.

Probemos ahora que no hay una de orden 6, totalmente desmantelable
y de arranque inico, mds ain no hay otra de orden 7. Sea G totalmente
desmantelable, de arranque unico y de orden minimo. Llamaremos 0 al
vértice dominado y 1 al vértice que lo domina es decir N[0] C N[1]. E1 0 debe
de tener un vecino 2 # 1, en caso contrario tendriamos un vértice de corte en
1, {por la observacién 6.26, 1 no puede ser eliminado si no es eliminado por
completo uno de los lados) una vez eliminado (el 0), ninguna vecindad de
otro vértice sufrird cambio mas que la del vértice 1, entonces en el siguiente
paso es el Unico que se puede eliminar perc en tal caso tendriamos una grafica
més pequena (sin el 0) que cumple las condiciones de la proposicién.
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Figura 6.4

El 1 no puede estar dominado en un principio por lo tanto debe de tener
un vecino 3 que no sea vecino del 2 ni del 0. El 3 debe tener un vecino 4 que
no sea vecino del 1. Observemos que el 4 no puede ser vecino del 0 por que
en tal caso seria vecino del 1.

Hasta aliora la subgrafica H C G que tenemos es la grifica de la figura
6.4, esta subgrafica es inducida o no dependiendo de si estd o no la arista
[2,4] en £(G), revisemos primero el caso cuando H es inducida:

e Caso 1) La arista [2,4] no esta. En este caso 2 Sy 1y 4 Sy 3, y cada
uno necesita un vecino (no puede ser ninguno de los que ya estan por
que / es inducida), si ese vecino no es conin tendrfamos siete vértices
y no hay manera de acomodar las aristas de tal forma que se pueda
obtener otra grafica totalmente desmantelable de arranque tnico. Si
ese vecino (el 5) es comun no puede ser vecino ni de 1 ni de 3 por lo
cual debe de haber al menos un vértice mas, para que al elitninar el 0
se pueda seguir eliminando vértices, pero no hay manera de colocarlo
de modo que sea suficiente para tener una nueva grifica de arranque
tinico de 7 vértices.

o Caso 2) La arista {2, 4] si estd (ver figura 6.5 ). Al eliminar el 0 debe
de haber al menos dos vértices dominados {x:,y} (de otra manera em-
pezamos sin el 0) v tienen que ser vecinos del 0, si son dos que no estan
en H, G tedria orden de al menos 7 y no hay manera de acomodar la
grifica para obtener otra grifica totalmente desmantelable de arranque
unico de orden 7. Stz € {1,2} y 4 = 5 que no esta en H, debe de haber
otro vértice (el 6) que no esté en A que domine a x al eliminar el 0, de
nuevo tendriamos 7 vértices y la Unica manera de obtener una grafica
totalmente desmantelable de arranque vinico es colocar un vértice 6 con
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Se
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w
5N

Figura 6.5

vecinos 1,2,3,4 y ésta es isomorfa a la grafica de la figura 6.3. Si los
vértices dominados al eliminar el 0 son el 1 y 2, y si para cada uno tiene
un vecino distinto que los domina habria 7 vértices, y no hay manera de
poner arista y obtener una grifica totalmente desmantelable de arran-
que 1inico. Si es el mismo (llamémoslo 5) éste debe de ser vecino del
3 y del 4, pero ahora tenemos que tanto el 3 como 4 estin dominados
por el 5, entonces necesitan un vecino (el 6) que no sea vecino del 5,
(observar que no puede ser el 0 porque H U [2,4] es inducida), y asf
G tedria al menos 7 vértices y no hay manera de acomodar la grafica
para obtener otra grafica totalmente desmantelable de arranque tnico
de orden 7.




Capitulo 7

Algunas Generalizaciones del
Teorema Principal

7.1 Una Pequena Generalizacion.
Definicién 7.1 Si G es una grifica z,y € V(G) toles que:

1. d(x,y) S 2.

2. Emisie X clan que contiene a x y que intersecta a todos los clanes que
conlienen o y.

3. Para cado X' clan que intersecta a lodos los clanes de vy, se tiene que
€x e X',

(=]
entonces diremos que = domina débilmente a y y escribiremos x < y.
Teorema 7.2 Si G es una grifica y vy € V(G) con la siguientes propiedades:

1. El conjunto de clanes de G que no contienen a vy tienen lo propiedad

H de Helly.

2. Para cada z € V(G), d(z,v) S 2.

Q
3. Para cada x € V(G) con d{x,u) = 2 se tiene que © S wp.

entonces k*(G) es un cono en 9y

75
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Figura 7.1

Demostracion:
Sea B € V(k*(G))
Caso 1) B es una extencién de x(z) para algin z € V(G),
Caso 1.1) d(z,u) = 1 : hay un clan de G que contiene a {z, v} y

estd tanto en A{z) como en A(vp) por tanto d(B,vg) < 1.
Q
Caso 1.2) d(z,w) = 2 : Como x < v se tiene que todas las exten-
ciones de A(z) contienen a un elemento de A () por tanto d(B,v) < 1.
Caso 2) B no es la extencién de un A(z) para toda 2 € V(G) :

Entonces los elementos de B, que son clanes de G, no tienen la propiedad
de Helly entonces uno de ellos contiene a vy y as{ BN Awy) # B. Por tanto
d(B,ip) < 1.

Como ejemplo tenemos la segunda grafica de clanes de la grifica de la
figura 7.1
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7.2 El Operador I'

Notacion
Sea G una grafica y G~ subgrdfica. Sea z € k(G) .
Definimos:
2= =2NG~

A={zc k(G)|je J}ek¥G)
A_={zj”:zj€/l}

A, = A" Nk(GT)

A, = A, Cuando V(G) — V(G™) = {z}
[(G) = Q{a— {x} : a es clan de G})

Un 2 — clan de una grafica es un clan de clanes

Definicién 7.3 A es un 2-clan bueno (respecto de x) si A, es un 2-clan de
G~, es malo en caso contrario.

Observacion 7.4 Emziste g : U,(G) — k(G) (g(z7) = z) que es biyectiva y
homomorfismo pero no isomorfismo.

Teorema 7.5 Si V{(G) — V{(G™) = {z} y v es lal que:

1. Todo 2-clan malo respecto de x estd dominado por un 2-clan bueno
respecto de .

2. VB = {zf}ie] e V(k(I.(G))). se tiene que
A= {z}ie; € V(K(G))
entonces I'.(G) y G tienen el mismo k—cardcter .

La prucha de éste teorema se resume en dos afirmaciones:

Afirmacién 1. Existe g : V(k(I'; (G'))) — V{k*(G)) isomorfismo sobre
su imagen definida como §(B) = g({z } = {Zi}e; -

Demostracion.

o Esta bien definida por 2).

e Es inyectiva en vértices : sean B, B' € V(k(T.(G))) tal que §(B) =

g(B') entonces, tenemos que g({z; },.,) = ‘g({z;“} ) por tanto,
' icl

{z:} er = {z }:E[ yasi, B= B
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e 7 es bivectiva en aristas:
(B, B} € B(K(L.(G))
o BNB #0.
Sz e BnB.
e 2eg(B)ng(B).
&3(B)NG(B) # 0
& [9(B). 5(B")} € E((C)).
Afirmacién 2. A € V(E*{G)) — V(§(k(T.(G})))) entonces A es malo.
Demostracidn
Supongamos que A no es malo, es decir, A es bueno.
entonces A, es 2-clan de G — {z} = G~ de aqui que A, es completa en
L(G). (A. C A= C T(G)).
Pensemnos en que tipo de elementos de I';{G) completan A, a un ¢lan.
Sea 2z~ ¢ A, tal que {27} U A, es completa en I',(G) :
e 2~ U{z} esclan de G.
Ya que de otra manera 2~ € k(G — {z}) por tanto z= € A,, lo que es
una contradiccion,
e g(z7)=z€ A
Sea z' € A.
Caso 1: 2/~ € A, entonces z—N 2~ # 0.
Caso 2: 2z~ ¢ A, entonces z € z N 7.

Por tanto z € A.
Sea A; una extensién de A, a un clan en I',{G), entonces:

§(A;) c A
Yy como
9(A;) € V(K(G))
tenemos L
9(&) = A
por tanto A € imagen (g), lo cual es una contradiccién.
|

Corolario 7.6 Si[.(G) es desmantelable y z y G cumplen los hipdtesis del
teorema anterior, entonces G es k-nula.
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7.3 Iy Graficas Anuladoras

Definimos la grafica H,.,, paran > 0 como en la figura 7.2, La n--3 significa
el nimero de pisos completos (en la grifica de la figura 7.3 se muestra lo que
es un piso) y el m la longitud de la frayectoria de la cola,

Por ejemplo la grifica Hg o es la gréfica de la figura 7.4.

Para lo que sigue £(H,v) lo denotaremos como &(H) y v siempre va ser
el vltimo vértice de la cola.

Entonces {(Hg o) es la grifica de la figura 7.5,

y &(Hop3m) cs la gréfica de la figura 7.6, numeremos los vértices de estas
figuras para explicar que significan: en la gréafica de la figura 7.7 hemos dado
nombre a los vértices de la grafica de la figura 7.5, y en la grafica de la figura
7.8 hemos dado nombre a los vértices de la grafica de la figura 7?7 donde los
vértices adyacentes de los puntos en los centros de los triangulos van ser los
vértices que estan en las esquinas del tridangulo del cual es centro y de los
tridngulos que comparten una arista con el triangulo central (los vecinos del
11, por esta causa, son 2, 3, 8, x, 7 y 4; los vecinos del 10, por esta razon,
son 2, 7, 8, x, 3, 14 y 15} , union los centros de los triangulos que comparten
una arista (los vecinos del 11, por esta causa son, 5,10,12; del 10 son 11 y
18) union los centros de tridgulos que comparten nna arista con un triangulo
que comparte un arista con el tridngulo central (11: 6, 13 y 18; 10: 5, 12,
17 y 19). Los vértices con centro blanco que llamaremos vértices vacios son
vértices que no pertenecen a la grafica pero los incluimos para poder utilizar
el esquema. anterior.

En 7.7y 17 el 5 esta dominado por el 11, el 6 porel 12 y el 3 también por el
12, al borrarlos nos quedan respectivamente las graficas de la figura 7.9 y de
la figura 77 en éstas estan dominados el 2 por el 10 y 4 por el 13 al borrarlos
estos dos vértices dominados obtenemos respectivamente las graficas de la
figura 7.11 y de la figura 7.12 tomemos como G = (Gpy32,v) V (Cq, w) (ver
grafica de la figura 7.13) donde v es el vértice de la cola y w es cualquier
vértice de Cy. Revisemos que para n > 1 las hipotesis del teorema 7.5 son
satisfechas para G~ = G — {z} para ello nos fijaremos en un piso mas abajo
(ver grafica de la figura 7.14).

Los tnicos 2—clanes que pueden ser malos son los que tienen al menos
uno de los siguientes clanes

2z = {7,10,11, 2}
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Hn+3, n

Figura 7.2

l

Figura 7.3
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HGZ

Figura 7.4

D
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Figura 7.5
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€ (Ho,w)

|

Figura 7.6
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Figura 7.7




7.8, T Y GRAFICAS ANULADORAS

Tin+d)+1

T(nd)+2
F(n+d)+Hn-1
I Tin+d)+mn

Figura 7.8
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t(Hﬁ,Z) -{3.5,6}

%=1

Figura 7.9
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&(Hnw, ,,]-{3,5,6}

7(h+2)

I?[nﬂ]ﬂ
)42
T4 4n-1

T{r4d)Hn

Figura 7.10
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G,

»

%=1

Figura 7.11
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Tinad)+

F(n+d)+2

T{tv4t)44-1
I [nd}+Hn

Figura 7.12
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7(h+2)

Tre+d)+1

Tin+d)+2
T[h+4)+Hn-1

Tn+4)+n

Figura 7.13
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GIHS, mn U C-ll

¥=1

T(h+1)

Tin+2)

T{n+d)+1

Tlned

Fn+A]+0n-1

T(n+d]+m

Figura 7.14
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20 ={10,11, 12, x:}
z3 = {11,12,13, =}
zg ={9,12,13,x}

Lo mismo para los posibles A~ € V{k(I';(G))) que se quiera demostrar
que A € V(K*G)).

Los unicos clanes que intersectan a los 2; con ¢ = 1,2,3,4, son los sigu-
ientes:

25 = {7,8,10,11,18}

26 = {8,10,11,12}

27 = {8,11,12,13}

25 = {8,9,12,13,19}

zg = {7,10,14,17,18)

210 = {9,13,16, 19, 20}

2y = {7,8,10,15,17,18,19}
212 = {8,9,13, 15,18, 19, 20}
213 = {7,14,15,17,18,25}

z1a = {9, 15,16, 19, 20, 26}

Entonces los 2—clanes malos los debemos encontrar entre subconjuntos
de {z}}, con al menos un clemento de {z;}%_,.

Los 21, 29, 23, 24 que aparescan en un 2—clan deben estar seguidos, por
ejemplo, no pueden estar el z; y el 23 sin que este el zy, ya que para que
se forme un 2—clan debe de haber un w que intersecte a z; y z3 sin que
intersecte a z2, la linica manera en que sucede esto es que z; Nw = {7} y
z3Nw = {13} pero esto es imposible por que no hay arista entre ¢l 7 y el 13.

Busquemos por casos los 2—clanes malos.

Caso 1) {z1, 24,23, 24} C A, posible dos clan malo:

Luego z5 ¢ Ay ya que 24N 25 = @. Lo mismo para zs, 29, 210, 211, 212, 213
v z14 por que su interseccién de los z; con subindices pares con el 2; es vaci
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a y la de los z; con subindices impares con el z4 es vacia. Por otro lado zg y
z7 se intersectan entre si e intersectan a cada uno de los z; con i = 1,2, 3, 4.
Por lo ¢ual A] = {Zl, 2, 29, %4, %6, 27}.

Caso 2) Que falte uno de los 21, 22, 23, 24.

Pero por lo antes dicho esto sélo es cuando falta 2, 6 2.

Si falta z4, se tiene que zs, zg, 27 se intersectan todos entre si e intersectan
cada uno a cada uno de los z;, 25, z2. [En cambio los zg, ..., 214 no intersectan a
z1 los de subindice par y zy los de subindice impar. De aqui que otro posible
2—clan malo es Ay = {z), 29, 24, 25, 25, 27} = 11*.

Trabjando simétricamente cuando falta z), obtenemos como posible 2—clan
malo Ay = 12% = {2y, 24, 24, 25, 27, 28} -

Caso §) Que falten dos.

Aquf hay tres subcasos que falten zy y z4, que falten z; y 2z, y que falten
2y 2.

Subcaso 8.1) Que falten zy y 24.

Los clanes que intersecten a zy y 2z los intersectan en el 10 o en el 11 por
que no hay un clan que contenga al 7 y al 12 al mismo tiempo. Estos son zs, 2,
27, 29, 211 pero st incluimos al 27 ya no podemos incluir a zy ni a 211 por que su
intersecion con 27 es vacn pero entonces obtendri lamos {21, 22,25, 26,27} G
Ay el cual claramente no es 2—clan. Por otro lado si no incluimos a 27,
Obtenemos otro posible 2—clan malo: Ay = {21, 22, 25, 26, 20, 211} = 10* .

Subcaso 8.2) Que faltan z; y z.

Como en el subcaso anterior sélo pueden haber clanes que intersecten
tanto a zy como zg 8i los intersectan en 11 & en el 12, y estos son: zg, 25, 27 ¥
zg con los que se forma otro posible 2—clan malo A; = {2, 24, 25, 26, 27, 28}
este en particular no es la estrella de nadie.

Subcaso 8.8) Que faltan z; y z,.

Se procede simétricamente al subcaso 3.1) obteniendose Ag = 13* =
{33,2'4,37: 28, 210, Z12 }-

Caso 4) Que haya un sélo elemento de {z, 22, 23, 24}

Probemos que no puede haber uno con el z; 0 el z3, revisemos sélo para
29 el otro es simétrico. Para no caer en niguno de los caso anteriores debe de
haber un clan que contenga al 11 y no contenga al 10 ni al 12 pero no existe
tal clan.

Ahora que sélo este el z;. Para no caer en ninguno de los casos anteriores
debe de haber un clan que intersecte a z; en sélo el 7, el tnico que cumple
con ello es el zi3 y como no hay ningun clan que intersecte al z; y al z13 en un
lugar distinto al 7, el 2—clan malo posible es el Az = 7* = {2, 25, 20, 711, 213}
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Cuando sélo este el z4, se procede simétricamente y obtenemos Ag = 9* =
{24, Z8; 210, 212,7514}-

Revisemos ahora cuales son malos.

Ay = {21, 22,23, 21, 75, 27}

Az = {25, 27} que no es clan de G~ por tanto A; es malo.

Ag =11* = {211, Zo, 23, Z5, Zg, 27}.

Aoy = {25, 25, 27} que no es clan de G~ por tanto Ay es malo.

A3 =12*= {22, 23, 24, 26, 27, 23}.

Az = {25, 27, 23} que no es clan de G~ por tanto Ay es malo.

Ay = 10* = {21, 22, 25, 26, 20, 211} -

Asz = {25, 25, 29, 211} que si es clan de G~ por tanto A, es bueno.

M H H
AS = {22; 235 %5, L6, AT ZS}-
Asp = {z5, 25, 27, 23} que no es clan de G~ por tanto As es malo.
- Ag = 13* = {23, 24, 27, 28, 210, 212}

Agz = {27, 28, 210, 212} que si es clan de G~ por tanto Ag es bueno.

A =T = {21;25:291211:213}-

A = {25, 29, 211, 212} que si es clan de G~ por tanto A7 es bueno.

s <0y ~11y <1 1 E -
Ag=9" = {Z472812101_312:ZI4}-
Ag, = {zg, 14, 212, 214} Que 81 es clan de G~ por tanto Ag es bueno.
; q

Ahora revisemos que todos los 2—clanes malos estan dominados.

8 ’ - 8 * o7 *

N8 2 {4,}5., U {818, 19"} D N[A|] = {A;}5., U {8}, Asf 4 <8

Los inicos clanes de A, = 11" que no estan contenidos en 8* son zp, 29,
z3 pero esto clanes s6lo estan en algun A; y todos ellos son adyacentes a 87,
por lo cual A; < 8*. De igual forma se prueba que 43 < 8" y Ay < 8%

Asi hemos probado la primera condicién del teorema 7.5, pensemos en
la segunda. condicién, los tinicos elementos de V (k(T';(G))) que hay verificar
son {A7}i_; ya que A7 no es un clan de I';(G) (27 Nz = @) y ningun
subconjunto de el forma un clan, pero todas las A; son clanes, por tanto
tenemos todas las condiciones de teorema 7.5.

Entonces G y [',(G) tienen el mismo k— caracter, pero I',,(G) es la gréfica
de clanes de [,y V Cy (ver figura 7.15) por lo cual Gy I44,m V Cy tienen el
mismo k—caracter, as{ Gpism ¥ lnysm tienen el mismo &£ — caracter. Como
Liism (ver grifica de la figura 7.16) tiene z! 22 23, 2* dominado entonces

+3, _ > ’ ) s
Toram = D — Lt 22, 22 %Y (ver figura 77) tiene el mismo & — caracter
+3, 443, s ) y
que Inys.m. Luego Juys., tiene dominado al 11 por el 18 y 12 el por 19 al
eliminarlos nos queda la grifica de la figura 77 en esta Ultima se tiene que:
10 518,13 519, 7<17,9 520 y 8 5 18 la grifica resultante al borrarlos
€S Jpiom. En resumen para n > 1, Jypo.m tiene el mismo ¢ — caracter que
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F[h+4]+Hn-1
I?[n+4]+m

N\

Figura 7.15
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B 7(reasd] 41

afn+d]+2

@ [h+d)+Hn-1

-?[n+-=1]-un

Figura 7.16
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Tn+d)+1

Tinad)42

Tn+4)+n-1

Tin+d])Hn

Figura 7.17
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Jnaa,n - 11,12}

Z 3 4

Tind)+l

Fln+)+0-1

fln+dl+n

Figura 7.18
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-0

304011

304

Figura 7.19

Jrts.m, €sta a su vez tiene el mistmio & —caracter que Lo m, Gaiam Y Hotam.
Entonces busta probar que Ji,, es £ —nula para que todas las anterioeres
entre ellas H,, 13 sean £ —nulas y por tanto anuladoras. Pero Js 5, es £ ~nula
porque se desmantela totalmente hacia el punto distinguido {(ver figura 7.19).
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